Convergence fini-dimensionnelle des
sommes partielles

Soit X un champ linéaire fortement dépendant. L’objectif de ce chapitre est d’étudier
le comportement asymptotique des lois fini-dimensionnelles de ses sommes partielles

[nt1] [nta]
Sa®) =" Y > Xy (3.0.1)
k1=0  ky—=0

pour t € [0,1]? et o1l d,, est une suite normalisatrice qui sera précisée par la suite.

La convergence fonctionnelle de ces sommes nécessite I’étude de leur équitension dans
'espace de Skorohod D([0,1]%) et fera 'objet du chapitre suivant.

Nous basons notre étude sur un théoréeme de convergence de mesures spectrales dé-
montré dans le cas d = 1 par Van der Meer (1996) et Lang et Soulier (2000) et que nous
généralisons au cadre des champs dans la section 3.1. Le théoréme 6 permet 1’étude de
statistiques linéaires pouvant s’écrire sous forme d’une intégrale stochastique. C’est le
cas des sommes partielles (3.0.1) lorsque le champ X s’écrit

Xn1,...,nd = E akl,...,kdgnl—kh...,nd—kda

kezd

ou £ est un bruit dont nous préciserons les propriétés plus tard et ou les a; peuvent étre
vus comme les coefficients de Fourier d'un filtre a € L?*([—m, n1]¢). Ce filtre détermine la
structure de dépendance de X puisqu’il est trés lié a sa densité spectrale : cette derniére
est proportionnelle & |a|? lorsque £ est un bruit blanc.

Dans la section 3.2, on applique le Théoréme 6 pour les dimensions d = 1 et d = 2.
Des conditions de dépendance sur le champ X, précisées via le filtre a dans le Théoréme
7, nous permettent d’obtenir la limite de .S,,. Les résultats se déclinent selon que le filtre
est continu en 0 ou non. Dans la premiére situation, .S,, admet un comportement de type
centrale limite. Dans la seconde, nous supposons le filtre équivalent en 'origine & une
fonction homogeéne de degré négatif, un cadre typique amenant de la forte dépendance,
et nous obtenons un théoréme limite non-central dans le sens ol la normalisation n’est
plus standard.
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La section 3.3 généralise ’étude précédente a d > 3. Notre approche, basée sur le
Théoréme 6, ne permet pas d’obtenir la convergence de 5, sans renforcer les hypothéses
faites sur a dans la section précédente. Néanmoins, nous retrouvons la distinction prin-
cipale selon que le filtre est continu en 0 ou non, impliquant un théoréme limite de type
central ou non-central respectivement.

Dans un cas particulier, nous obtenons comme limite de S, le drap Brownien frac-
tionnaire en dimension d (voir remarque 19).

La section 3.4 contient la démonstration du Théoréme 6 et la partie 3.5 résume
quelques propriétés sur les approximations de 1'unité que nous utilisons dans les preuves.

3.1 Approche spectrale

3.1.1 Théoréme de convergence de mesures spectrales

Nous énoncons le résultat principal qui nous permettra d’étudier la convergence des
sommes partielles d’'un champ linéaire. Il établit la convergence de mesures spectrales
construites a partir d’'un champ aléatoire vérifiant un théoréme de type Donsker.

Soit (&k)reze un champ aléatoire réel. On adopte '’hypothése suivante :

H 1. Le champ aléatoire stationnaire (§k)peze est centré et admet une densité spectrale
fe bornée par un réel positif M > 0. De plus la suite S§ définie sur ]0,00[¢ par :

[nt1] [ntq]

Sg(tl, e ,td) = n_d/2 Z Ce Z Skh---yk’d

ki=0  k4=0
converge au sens des lois fini-dimensionnelles vers un processus B.

Dans le cas ot € est un bruit blanc fort B(ty, ..., ) est le drap brownien de fonction
de covariance o(s,t) = (s At1)...(sq Atq) (cf Wichura (1969)).
La variable aléatoire & admet la représentation spectrale suivante :

& = / e <km> g (2), (3.1.1)
[_ﬂ—v W}d

ot la mesure de controle de W a pour densité fe.
Pour n > 1, on considére la mesure aléatoire W,, a accroissements orthogonaux sur
[—nm; nn]d définie par

Wo(A) = n??W(n1A).

Le théoréme suivant étend au cas d > 1 un résultat obtenu par Lang et Soulier (2000)
en dimension d = 1.

Théoréme 6. Sous H1, il existe une application linéaire I de L*(R?) dans L*(2, A, P)
qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) Si®, estune suite de fonctions qui converge dans L*(R?) vers ®, alors [ @, (z)dW,(z)

converge en loi vers I (P).
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(i) ¥ € LHRY), B (1(®))* < (2)M [0
(iii) 1 (g: — 1%, T—l) — B(th,. .., ta)

(iv) Si & est un bruit blanc fort, quelque soit @ dans L*(R?), I(®) = [ ®dW,, ot Wy
est la mesure spectrale associée au bruit blanc gaussien.

La preuve de ce théoréme est donnée dans la section 3.4.

Remarque 14. Le (ii) du théoréme montre que 'application I n’est pas nécessairement
une isométrie et qu’elle ne peut pas toujours étre vue comme une intégrale stochastique.
Cette interprétation devient possible lorsque ¢ est un bruit blanc fort comme spécifié
dans le (iv). Dans ce cas, B est le drap brownien et la propriété (iii) correspond a sa
représentation harmonisable :

d itix;
ei%i — 1
B(tl,...,td)—/HTdWO(xl,...,xd).
j=1 !

3.1.2 Application a la convergence de 5,

Le Théoreme 6 nous permet, en particulier, d’étudier le comportement asymptotique
de toute statistique linéaire de la forme keD, i ol D, est un sous-ensemble de Z<, ot
les ¢, sont des constantes complexes, pourvu qu’elle puisse se réécrire sous forme d’une
intégrale stochastique. Nous détaillons la démarche dans le cas particulier des sommes
partielles d’'un champ linéaire X, notre centre d’intéret.

Soit

Xm,mJLd = Z akl7~~~:kd€n1*k17~--,nd*kd7 (3'1'2>

kezd

ot ay, ..k, sont les coefficients de Fourier (a (27)%2 prés) d'un filtre a € L*([—7,7]%) et

vérifient
_ —i<k,x>
a(r) = k. ke :

kezd

Dans les résultats de convergence présentés par la suite, nous spécifierons la structure
de dépendance du champ X a partir du filtre a. Ce dernier est lié a la densité spectrale
fx de X par la relation :

fx(z) = fe(@)]alz)?,
ot & = (z1,...,74) € [-m, 7% En particulier, si £ est un bruit blanc de variance o2,
0.2
fx (@) = Galal@)]”.

Les sommes partielles de X (ici classiquement normalisées par n~%?) sont définies,
pour tout t = (¢y,...,tq) dans [0,1]%, par

[nt1] [nta]

Sult) =n"2> "> Xy ok (3.1.3)

E1=0  kg=0
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En utilisant la représentation spectrale (3.1.1) de & et la définition de W,,, on a

Su(t) = / a (f) T[] Da(ers, 1) AW (). (3.1.4)
[—nm,nnr]d n =1
ol x = (xy,...,24) et ol
eizi([tml+1)/n _q
Dn(xj’ t]) = I[f"mr, nw](xj)- (315)

n(e®i/m — 1)

Cette écriture nous permet d’utiliser le théoréme 6. A ¢ fixé et a une renormalisa-
tion prés, les sommes partielles de X convergent en loi dés que a(z/n) H;l:l D, (xj,t;)
converge dans L?(R?).

3.2 Sommes partielles en dimension d < 2

Le théoréme suivant donne le comportement asymptotique des sommes partielles
d’un champ linéaire en dimension 2, construit soit a partir d’un filtre continu a l'origine,
soit & partir d'un filtre équivalent en 0 a une fonction homogéne.

Théoréme 7. Soit (&) eza un champ stationnaire vérifiant H1. Soit (Xy)peze un champ
aléatoire défini par (3.1.2), construit en filtrant £ a travers un filtre a.
(i) Sia € L*([—m,w]?) est continu en l'origine avec a(0) # 0, alors, pour d < 2,

[nt1] [ntq]

1 idi
ndr? S Y Xk I al0)B(), (3.2.1)

n—oo
k=0  ky=0

ou B est la limite des sommes partielles de & introduit dans H 1.
(i1) Sia est équivalent en 0 a une fonction homogéne a de degré o €] —1;0[ assurant
a € L*([—m, 7%, i.e. VA a(Az) = |N|" a(x), alors, pour d < 2,

[nt1] [ntq] d

1 fidi -
nd/2—a Z o Z S (a(w) HD<$i>tz‘)) , (3.2.2)

k1=0 kd:O =1
ou I est l'application linéaire définie dans le Théoréme 6.

Remarque 15. Lorsque d = 1, nous retrouvons les résultats montrés dans Lang et Sou-
lier (2000) ; cependant nous en allégeons un peu les hypothéses, car 1a ou ces auteurs
supposent le filtre continu a l'origine et borné sur [—m, 7], nous ne supposons que la
continuité en 0. De méme, dans (i), le filtre n’a pas besoin d’étre homogene sur tout
[—m, | mais seulement en 'origine.
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Remarque 16. Le filtrage du bruit & par une fonction vérifiant les hypothéses du (7)
peut produire un champ faiblement dépendant ; c’est le cas lorsque par exemple a est
continu sur [, w|¢. Mais il peut aussi amener de la forte dépendance lorsque a est
singuliére en des points de fréquence non nulle. Dans ce contexte, la dépendance est
forte car la fonction de covariance est non sommable mais, comme attendu lorsque
les singularités spectrales ne se situent pas a l'origine, le comportement asymptotique
des sommes partielles n’est pas modifié par rapport a un cadre de faible dépendance.
En dimension d = 1, ce cadre de forte dépendance faisant intervenir des singularités
spectrales hors de l'origine est connu sous le nom de longue mémoire saisionniére, voir
a ce sujet Ould Haye (2001).

Remarque 17. Lorsque le filtre vérifie les hypothéses du (i) du Théoréme 7, le champ
résultant est a longue mémoire. Il est a longue mémoire isotrope lorsque le filtre est
de la forme a(z,y) = |(z,y)|*. Nous obtenons de la longue mémoire non-isotrope en
considérant par exemple le filtre discuté dans I’exemple 1, de la forme a(x, y) = |z+0y|*,
avec —1/2 <a <0etfeR.

Remarque 18. Dans (3.2.2), le processus limite n’admet pas une forme explicite dans
le cas général. Mais dans le cas particulier ou & est un bruit blanc fort, il peut s’écrire
comme une intégrale stochastique par rapport a la mesure spectrale associée au bruit
blanc gaussien (cf la remarque 14).

Preuve du Théoréme 7. Nous commengons pas montrer ().
Pour montrer la convergence en loi de S, () a t fixé, nous employons la démarche
expliquée dans la section 3.1.2 en vue d’appliquer le Théoréme 6 et nous devons montrer :

2
dx = 0. (3.2.3)

d

() TT 2ot~ o0 [T Dl

j=1

lim
n—00 Jpd

Par cette méthode, la convergence des lois fini-dimensionnelles, ramenée ici & une conver-
gence dans L% se déduit aisément de la convergence en loi de S, (t) a t fixé.
Séparons 'intégrale (3.2.3) de la fagon suivante :

dx.

o
U?:1{|acj|>n7r}

La derniére intégrale converge vers 0 a t fixé, car x; — D(x;,t;) est continu sur R et

a(0) HD(%"%‘)
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vérifie | D(z;,t;)|* < 2xj_2, donc est intégrable sur R. Pour la premiére intégrale,

/nﬂ,nﬂ‘i

2

dx

d

a(>) 1i[1Dn<wj7tj> —a(0) [ D(as.t)
«(2) - a(O)’2ﬁ|Dn(xj,tj)|2d:v

d
+ 2 / a?(0)
[-nm,nnr]d

d
[ Dntaty) = T Pl ty)
j=1 j=1

D’apreés le Lemme 12 de la section 3.4, la derniére intégrale tend vers 0 lorsque n tend
vers l'infini. Il nous reste a traiter la premiére intégrale du terme a droite de I'inégalité.
Le changement de variable x/n — x nous donne :

d d
T 2 ~
/[ o () = e TLIPaGes. ) o = | lata) = o) T] A s,
—nm,nm ]:1 jil

[77T77T]d
(3.2.4)
avec nt] + 1
~ nt; +
F[ntj]+l(xj) = 27T]—F[ntj}+1(xj)a (3.2.5)
ou F), est le noyau de Fejer :
1 sin?(na/2) .
= siz#0
Fn(l’) — ) 27mn sin®(z/2)) ' # (326)
5 six = 0.

Sid=1, F[ntl](acl) est, & une constante prés, une approximation forte de I'unité;
comme |a(z) — a(0)|* est continu en x = 0, le Théoréme 13 donné dans la partie annexe
3.5 s’applique et (3.2.3) est montré. Le méme argument ne peut pas étre appliqué lorsque
d > 2 car le produit tensoriel H F[m 1(x;) n’est plus qu'une approximation de I'unité
au sens faible (voir la Proposmon 5 en annexe). Cependant, lorsque d = 2, le résultat
reste vrai comme nous le prouvons ci-dessous.

Nous séparons le domaine d’intégration du membre de droite dans (3.2.4) de la fagon
suivante :

/ ‘ H [nt;]+1 37]
[—7T,7T]2

[\

2

= /| < ja(z) —a(O)IQHF[ntj1+1(%)dx+/ ja(@) — a(0)]* T [ Fue; 41 () de,

j=1 l|z[[>0n j=1

ou la suite (6,)n>0 devra étre convenablement choisie par la suite et ou la norme consi-
dérée est ||(x1, z2)|| = max(|z], |z2|). D’aprés la continuité de a(x) en z = 0, le premier
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terme tend vers 0 dés que 9,, — 0. Maintenant,

/M la(z) — a(0)? Hpm () < (3.2.7)

7j=1
2

2
/ / H 41 () d + / / ) = a(O)P T Bpueyoa (5
lz1]>6n o — |z2[>0n j=1

Les deux termes du membre de droite ci-dessus sont traités de la méme maniére. Consi-
dérons par exemple le premier :

T 2
[ [ lat@) = aO)F ] P ()da
|z1[>6n =7 j=1
— [ Fusste) ([ lale) = 6O Funpesloios ) doa
|:E1|>§

—T

La Proposition 6 de I’Annexe 3.5 implique, F' étant défini dans (3.2.5),

2

~ v
sup Fii1(21) < —.
o.M no2

Donc

T 2 1 T
/ / la(z) — HFW (e < . / Frnayrot (22)b(2)dcs,
|z1|>0n J —7 n

ot b(z2) = J;_, la(z) — a(0)[*dz; est intégrable sur [, 7.
Toujours d’apres la Proposition 6,

1 [T -
Ugm = —/ F[nt2]+1(l'2)b<£[)2)dl'2 — 0.
n —r n—oo
Posons de fagon analogue

™

Vin = —/ Flutyy11(21)b(z1)ds

n —T

ou b(zy) = f[_mﬂ la(z) — a(0)|*dz,.

1 suffit pour conclure de choisir 62 = (vy, Vvg,,)"2. Ce choix garantit lim,, ., 6, = 0
et implique la convergence vers 0 de chaque terme de (3.2.7).

Nous montrons & présent le (ii) du théoréme 7 en nous restreignant encore a la
convergence en loi a t fixé. Nous utilisons le Théoréme 6 et devons montrer que

a (%) [ e t) = () [[ Dl 1) e =o0. (3.2.8)

Nous donnons d’abord quelques propriétés du filtre a.

lim

n—oo Rd




58 Convergence fini-dimensionnelle des sommes partielles

Lemme 8. 5i d < 2,

SH

(i) / a|?(z)dz < 00, (id) |a| ) [[ (2% A Dda < o0
[—m,m]d

=1

Preuve du Lemme 8. Nous supposons que d = 2 car la preuve lorsque d = 1 ne présente
aucune difficulté. Comme a(x) est équivalent a a(x) en z = 0, il existe 0 < n < 7 tel que
|z| < n implique |a*(z)/a*(z)| < 2. Ainsi,

al?(x)dx = a2x’d|2($) N PV < o
[ = [Pt < [ e <o

Par ailleurs, en passant aux coordonnées polaires et par homogénéité de a,

n 2w 7720¢+2 2
/ 6 (2)dz = / P20+ g / 132 (cos 6, sin 0)d6 = / 1% (cos 6, sin 0)do.
|z<n 0 0 242 J,

La derniére intégrale est donc nécessairement finie et

2a+2

21
a|? d = T / ~12 9 . 0 d9 <
/[_ﬂvﬂ']d ‘a| (x) v 2x + 2 0 |a| (COS , S ) o0,

ce qui montre le (7) du Lemme 8.
Pour le (i) :

d

AN i
/ / P2+ 2 (cos 0, sin 0) ((r2cos~20) A 1) ((r—2sin~20) A 1) dfdr
</ 20‘+1dr/ a2(cos 0, sin 6)d6
/ / 7 201 32 cos 0, sin 0) (-2 cos~20) A1) (2 sin26) A 1) dodr

L’intégrale sur le domaine r < 1 est finie; pour la derniére intégrale sur r > 1,
on peut ramener le domaine d’intégration selon 6 sur [0, 7] et il convient de scinder ce
dernier selon que |0 — 7/2| < 7/4 ou non. Sur {|§ — 7/2| < w/4}, sin"?0 < 2 et sur
{10 — 7/2| > 7/4}, cos™2 6 < 2 de telle sorte que

00 2w
/ / r***al*(cos 0,sin ) ((r—*cos™260) A1) ((r~>sin ?6) A1) do
1 Jo
00 27
< c/ TZD‘ldr/ |a|*(cos 0, sin 0)dH < oo
1 0

ce qui montre le (#4) du lemme 8. O
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Nous revenons a la preuve de (3.2.8).

d
T 2
32/ noa (2) = a@)| [TIDaws t)de
[—nm,nm]d <TL> g
d d 2
+2 [ af(2) |[[ Dalzi ts) = [[ D(@ints)| da. (3.2.9)
R? i=1 i=1

Le lemme suivant traite de la convergence de la premiére intégrale dans (3.2.9).

Lemme 9.

lim

n—oo

na (2 - a(x)r f[ D, (25, Pz = 0
=1

[—nm,nm]d

Preuwve du Lemme 9. Aprés un changement de variables et grace a 'homogénéité de a,

int;)+1 () de,

I
3
Do
Q
T\
f!
A,
a
=
—
s
|
Q
)
S~—
o
R

ol F[ntj]ﬂ est défini en (3.2.5). Soit o < 8 < 0, nous coupons le domaine d’intégration
de la derniére intégrale de la maniére suivante :

d
2 / 0(z) = (@) 2 T Fpusyr () = (3.2.10)
e

j=1
d _ d ~

i [ Ja@) =@ T e s [ o) =) [T Ao o)
z|<n j=1 x|>n j=1

Comme 3 > « et d’aprés le Lemme 8, la convergence vers 0 de la derniére intégrale se
montre exactement comme celle de (3.2.7). Quant a la premiére intégrale dans le membre
de droite de 3.2.10, on utilise le fait que a(z) ~ a(x) lorsque x tend vers 0. Fixons € > 0,
il existe alors ng tel que pour tout n > ng, |z| < n? implique

la(z) — a(x)] < ela(x)]
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Ainsi, pour tout n > ny,

d
& RIS | GOREATE
z|<n j=1

d
< en2 / » 62() T B ()

5
< ceg al?(x H " n’__dy
< /| ) i

d 2,.2
e /Rd aP(a) H (1A (tja;r 1)°x})

Jj=1

La derniére intégrale est finie d’aprés le Lemme 8 d’ou la convergence vers 0 de (3.2.10).
O

Revenons a la preuve du (i) du Théoréme 7. D’aprés (3.2.9) et le Lemme 9, il reste
a prouver que

2

dz = 0.

d d

i=1 =1

lim a?|(z)
n—00 Jpd

Nous séparons le domaine d’intégration de cette intégrale :

d d 2
a 2 T Dn in,ti — D l’i,ti dx
@) TT Dt =TT D)
d d 2 d
:/ al*(@) || Duaits) = [] D(xi. t2) da:+/ jal*(z) [ ] 1D(x;, 1)) da.
[—nm,nr]d i1 i1 Ui{|zi|>nn} i1

Le dernier terme tend vers 0 par intégrabilité sur R? de la fonction sous I'intégrale.
Pour la premiére intégrale, le changement de variables x/n — x conduit a :

d d 2
/[ @) [T Putet) ~ T] DG )] d
—nmnm i=1 i=1
d d 2
:n2a+d/ a2 () | [ Du(nas,ts) — [ D(na, )| da
[=m,]? i=1 i=1

D’apreés le Lemme 12 de la section 3.4, nous avons

=0(n?). (3.2.11)

i=1 =1

sup
x€[—m,m]d
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Comme [ .. |a*(z)dz < oo, nous obtenons finalement

[ ke
[—nm,nm]d

qui converge vers 0 puisque d < 2 et a < 0.

2

d
HD T, t;) —HD(mi,ti) dz = O(n2+42)
i=1

3.3 Sommes partielles en dimension d quelconque

La méthode adoptée pour montrer la convergence des sommes partielles se base sur la
convergence dans L? de a(x/n) H;.lzl D, (x;,t;). D’aprés le Théoréme 7, cette convergence
se décline assez bien en dimension d = 2 selon que le filtre a est continu en 'origine ou
non. Ce n’est plus le cas en dimension d > 3 : le lemme suivant montre que l'on ne
peut pas généraliser les résultats obtenus en dimension 2 sans hypothése supplémentaire
sur a. Le filtre présenté vérifie en effet les hypothéses du (i) du Théoréme 7 mais la
convergence souhaitée dans L? n’a pas lieu.

Lemme 10. Soit le filtre a sur [—m, 7| défini par :

1 st |z1] < ¢ ou si wowy =0

|29|*/2|23|*2 + 1 sinon,

a(l'l, X, 'ZC3) - {

ot —l<a<—-1/2e0<c<m.

Ce filtre appartient o L*([—m, m|?), il est continu en 0 avec a(0) # 0 et la fonction
a(z/n) H?:l D, (zj,t;) ne converge pas dans L*([—m,]?).
Démonstration du lemme 10. Le candidat pour la limite dans L* de a(z/n) H§:1 D, (xj,t;)
est H?:l D(z;,t;), sa limite presque sire. Or

a (%) E[an(xjatj) — E[lD(xj’tj)

2

2

3 3 3
T
= / <CL <ﬁ> - ].) HDn(xjutj) + HDn<xj7tj> - HD(xjutj) dx.
R? j=1 j=1 j=1
En utilisant la minoration |z + y| > ||z —
, ; ) 1/2
/ ( ( )—1>HDn(xJ, —|—HD zj,t; HD zj,t; >
R3 j=1 7j=1
1/2 5 3 2 1/2
x
a(—) z;,t:)Pdx — / Dy(x;,t;) — | | D(z;,t;)| dx
(/ 2 =1 TPt ) o T Pntest) =TT 20t
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Le second terme converge vers 0 lorsque n — 0o donc reste borné a partir d’un certain
rang. Quant au premier terme, aprés le changement de variable x/n — x et en procédant
comme dans (3.2.4) dans la preuve du Théoréme 7, il s’écrit

s

/ F[nt1]+1($1)d$1/ |I2|aﬁ[nt2]+1($2)d$2/ |I3|aﬁ[nt3]+1($3)d$3
|z1|>c

—T —T

otl F' a été défini en (3.2.5). D’aprés la propriété 3. de la Proposition 6 de la partie
annexe 3.5, cette expression est supérieure a

1 sin((|nt1] + 1)c i - i -
- (7r—c+ (] ) ))/ |x2’aF[nt2]<332)d$2/ |373’aF[nt3]($3)d333-

[ntl] + 1 - -7

Le dernier point de cette proposition nous fournit également un équivalent pour les deux
intégrales ci-dessus et finalement pour n assez grand,

/ F[ntl](ﬂfl)dl’l/ |$2‘0¢F’[m2}($2)dﬂf2/ |3;3‘0<f7’[m3}(x3)dx3 > /ﬁ:n—Zoz—l’
|11|>c

ot k > 0 est une constante dépendante de ¢ et des ¢;. Comme o < —1/2, nous obtenons

donc, a t fixé, que

3 2

() T2t - T PGt

j=1

lim dr = 0.
n—oo R3

]

Nous présentons deux types de résultats concernant la convergence des sommes par-
tielles en dimension d quelconque. La premiére partie concerne des champs aléatoires
construits a partir d’un filtre continu et non nul en x = 0. Nous venons de montrer que
cette condition n’est pas suffisante pour obtenir la convergence souhaitée, nous suppo-
serons donc que le filtre est de plus borné ou qu’il appartient & une classe restreinte de
filtres non-bornés et continus en l'origine. Les sommes partielles de champs aléatoires
construits a partir de tels filtres suivront un théoréme central limite comme dans le (7)
du Théoréme 7.

Dans la seconde partie, nous nous intéressons a des champs aléatoires dont les sommes
partielles ne vérifient pas un théoréme central limite. Ce sont des champs construits a
partir de filtres non continus en x = 0. Ces derniers seront supposés homogénes ou
de type produit tensoriel de telle sorte que le champ aléatoire résultant sera a longue
mémoire non-isotrope.

3.3.1 Champs aléatoires obtenus a partir d’un filtre continu a
I’origine

Nous supposons d’abord que le filtre est continu en x = 0 et qu’il est borné sur
[—7, 7]4. Dans ce cas les sommes partielles du champ X construit selon (3.1.2) convergent
vers la méme limite que celles de &, en particulier vers le drap Brownien lorsque & est
un bruit blanc fort.
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Théoréme 8. Soit (&)reze un champ aléatoire stationnaire vérifiant H 1.

Soit a € L*[—n,w]?, borné sur [—m, | et continu en 0 tel que a(0) # 0.

Soit (Xi)reza le champ aléatoire défini par (3.1.2), construit en filtrant £ & travers
a, alors

[nt1] [ntq)
1 fidi
W Z Z Xkl, kg 7;; CL(O)B(t),
k1= kq=0

ou B est la limite des sommes partielles de & introduit dans H 1.

Démonstration. Nous montrons la convergence en loi a t fixé, la convergence des lois fini-
dimensionnelles s’en déduisant facilement. D’aprés le Théoréme 6 nous devons montrer

que
2

d d
a (%) [10u@s.t) = a T] Diay.1)| do =0, (3.3.1)

Nous coupons le domaine d’intégration comme pour l'intégrale (3.2.3) dans la dé-
monstration du Théoréme 7 et nous utilisons les mémes arguments jusqu’a I'étude de

d
/ | HFnt +1 ZE]
[77r77r]d :

lim

n—00 Jpd

Pour t; > 0 fixé, F, int;]+1(7;) est, & une constante prés, une approximation forte de
I'unité. D’aprés la Proposition 5 de I’Annexe 3.5, H Fnt J+1(z;) n'est plus qu'une

approximation de I'unité au sens faible. Cependant, comme |a(z) — a(0)|? est continu en
x = 0 et borné sur [—m, 71]%, le Théoréme 13 nous assure a travers (3.5.3) que

d
tiy [ ) = aOF [T s ()de =0
’ j:
[]

Nous nous plagons a présent dans le cas de champs obtenus a partir d'un filtre continu
en 0 mais non nécessairement borné.

Théoréme 9. Soit (&.),cze un champ aléatoire stationnaire vérifiant H1. Soit (Xy)neza
le champ aléatoire défini par (3.1.2).
Nous supposons que le filtre a € L*([—m, 7| est de la forme

d
a(xy,...,xq) =g (Z cia:Z) ,
i=1

ou les ¢; sont des constantes réelles et ot g est une fonction définie sur un ensemble
compact de R, de carré intégrable et continue en x = 0 avec g(0) # 0.
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Alors,
ntl] [ntd] fidi
nd/Z Z Z Ky ek e a(0)B(1),
kq=0

ou B est la limite des sommes partzelles de & introduit dans H 1.

Démonstration. Nous devons montrer (3.2.3). En suivant les mémes arguments que dans
la preuve du Théoréme 7 nous sommes amenés a étudier

d d 2
/[ ]d\ HFnt J+1(25)dz —/[ ’ g (Z Cﬂz’) —9(0)
-7, : —T,T i=1 —

Nous supposons sans perte de généralité que ¢; # 0 et nous effectuons le changement de
variable u = 21 + Z %, les autres variables restant inchangées. Ainsi,

141(xj)dw.

1=2 ¢
d ~
/[ 1060) a0 [T Pl <
-7, =1
~ d Cs d -
/[ } |g(ciu)—g(0)]? (/[ " Fnt)+1 (u - Z C—ixl) H Flntj41(z)das .. da:d> du,
T e i=2 j=2

ou [—7, 7] est un ensemble compact contenant le domaine d’intégration de u. Soit

d
Kn(u) = /[ . F[ntl}ﬂ (U - Z —$z> H Fnt J1+1 33] dl’z dzg,
—,T|4 i—9

=2

nous devons montrer que lorsque n — oo,
/ lg(crte) — g(0) 2K (u)du — 0. (3.3.2)
[—r.7]

Dans le cas particulier ot pour tout ¢, ¢; = t; = 1, K,, est, & une constante multlipli-
cative pres, le produit de convolution (d — 1) du noyau de Fejer F;, avec lui-méme.
D’aprés la Proposition 5 de la partie annexe 3.5, K, est donc, & une constante prés, une
approximation de l'unité au sens fort sur [—7, 7].

Le Théoréme 13 conclut alors la preuve puisque |g(ciu) — g(0)]? est intégrable et
continu en u = 0.

Dans le cas général ou les ¢; (ou les t;) ne sont pas tous égaux a 1, il est facile
d’adapter le raisonnement précédent pour obtenir (3.3.2). ]

3.3.2 Champs aléatoires obtenus a partir d’un filtre singulier a
I’origine

Nous supposons dans un premier temps que le champ aléatoire X est issu d’un filtre
de type produit tensoriel. Cette situation est en fait trés similaire au cas d = 1. Le
produit tensoriel composant le filtre est supposé construit a partir de filtres suivant les
hypothéses dans (i) ou dans (i7) du Théoréme 7.
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Théoréme 10. Soit (§k)peza un champ aléatoire stationnaire vérifiant H1. Soit (X )neza
le champ aléatoire défini par (3.1.2) ou le filtre a admet la forme

d

a(ry,...,xq) = H aj(x;), (3.3.3)

j=1

expression dans laquelle
~ ou bien a; € L*([—m,7]) est continu en 0 avec a;(0) # 0
— ou bien a;(x) est équivalent en 0 a a;(x) ou a; est homogéne de degré a; € |—1/2,0]
garantissant a; € L*([—m, 7).
En notant J [’ensemble des indices j tels que a; est équivalent en 0 a une fonction
homogéne de degré a; et en notant I les autres indices,

[nt1] [ntq) d
1 fidi
(4/2-3;c 7 5) Z Z X e (H ) (H a;j(x; HD zj,t; )) ;
n &g k1=0 kq=0 jET jeg j=1

ou I est l'application linéaire définie dans le Théoréme 6.

Remarque 19. Si & est un bruit blanc fort, I peut alors s’écrire comme une intégrale
stochastique (voir la remarque 14). Dans ce cas et lorsque pour tout j, a;(x) = |z|
avec —1/2 < a; < 0, la limite des sommes partielles est le drap Brownien fractionnaire

1 [nt1] [ntd] Fidi d eitizi _
—_ X TR / i
n(d/2=551 05) kzo ,gzo B e R? ]1_[ ij|a;| e o)

ou Wy est la mesure spectrale associée au bruit blanc gaussien.

Preuve du Théoréme 10. La convergence des lois fini-dimensionnelles se déduit aisément
de la convergence en loi a t fixé. Nous appliquons le Théoréme 6 en montrant que

d 2

Ma])H ( ) w(@j t;) = [ a;0) I a5 () [ D(x.t)| dw = 0.

JjET JjeTJ Jj=1

lim

n—oo

Ce résultat est déja montré en dimension d = 1 dans le Théoréme 7 et il n’est pas
difficile de ’étendre par récurrence pour tout d en s’appuyant sur la décomposition :
AB-CD=(A-C)(B-D)+(A-C)D+ (B—-D)C.
m
Le Théoréme 11 ci-dessous concerne des champs a longue mémoire non-isotrope. Ils

sont construits & partir d'un filtre singulier sur tout un sous-espace linéaire de [—, 7]<.
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Théoréme 11. Soit (§k)peze un champ aléatoire stationnaire vérifiant H1. Soit (Xy)reza
le champ aléatoire défini par (3.1.2) ot a est de la forme :

d
E G
i=1

ot —1/2 < a < 0 et ot les ¢; sont des constantes réelles. Alors
(1) Sid<3,

o

a(x) =

)

[nt1] [ntq]

nd/12—a Z T Z Xt ook 7%’0 (a(:z:) H D(z;, tz)) , (3.3.4)

k=0  ky=0

ou I est l'application linéaire définie dans le Théoréme 6.
(it) Sid>4 et si —55 <20 < 0 alors la convergence (3.3.4) a encore lieu.

Démonstration. Nous devons montrer que

d
E CiTg
i=1

Nous découpons le domaine d’intégration de cette intégrale comme suit :

2c 2

dz = 0.

d d

[[Dn(xits) = [ Di i)

i=1 i=1

lim
n—oo [pd

2 2

d d d
/Rd Zcx H (x;,t;) H (x;,t;)| dx

=1 =1 =1

d 2c d d 2

[_nﬂ—m’ﬂ—]d =1 =1 =1
d 2a g
+/ > cmi| []1D() ) dx.
Ui{\x¢\>n7r} i=1 i=1

La derniére intégrale converge vers 0; pour la premiére, le changement de variables
x/n — x conduit & :

d 2a d d 2
[=nmnx]? |2y i=1 i=1
d 2a d d 2
= n2°‘+d/ Z CiTi H D, (nx;, t;) — H D(nz;, t;)| dz. (3.3.5)
(=7 i1 i=1 i=1

Définissons a présent 1’ensemble suivant :
d

E CiTi
i=1

2

A, ={ ze[-mn?; >nYouy<1—2«a
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En notant A, le complémentaire de A, dans [—7, 7]% nous découpons 'ensemble d’in-
tégration de (3.3.5) selon A, et A,,. D’aprés le Lemme 12 de la section 3.4

2
[ Pt = T Dyt do =007,
[—nmnr]d j ;
donc
2
/ [ Dnna;. ty) = ] D(naj. t))| dz=Om=*). (3.3.6)
[_ﬂ—vﬂ—}d ] ]
Ainsi
d 2a d d 2
n2a+d/ Z CiT; H D, (nw;, t;) — H D(nz;, t;)| dx
A,

=1 =1 =1

d d 2

H D, (nx;, t;) — H D(nx;, t;)

i=1 i=1

dr = O(n** 7).

[_71-771-}(1

Comme v < 1 — 2a, ce terme tend vers 0 lorsque n — oo.
Il reste a étudier U'intégrale (3.3.5) sur A,. D’aprés (3.2.11)

d 2« d d 2
n2a+d/ Z Cix; H D, (nx;, t;) — H D(nz;, t;)| dx
An | =1 i=1 i=1
d 2c
< O(n2a+d_2)/ Zcz-xz dr. (3.3.7)
An |i=1
Aprés un changement de variables,
d 2c s
/ Z cix;| dr = / |u|2adu/ dzs ... dzg = ¢ nzaeth),
An =1 —nZ& [—m,m]d-1

Afin d’obtenir la convergence vers 0 du terme de droite dans (3.3.7), il suffit que

d 2c0
/ Z Nix;|  dr = o(n?"17%),
An |i=1
ce qui est satisfait lorsque
21(2a+ 1) —2+d+2a < 0. (3.3.8)
o

Sid =3,
%(2a+1)+2a+1<0®7>—2a
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t (3.3.4) est prouvé en choisissant v dans | — 2«a; 1 — 2a.
Si d > 4, la condtion (3.3.8) est vérifiée si

ce qui est possible dés que —ﬁ < 2a < 0 compte tenu de la condition initiale v < 1—2a.
m

3.4 Démonstration du théoréme 6

Nous commencons par un lemme établissant la mesurabilité du champ B défini dans
I’hypothése H 1.

Lemme 11. Sous H1, le champ aléatoire B est mesurable et séparable.

La démonstration de ce lemme est reporté a la section 3.4.1.

La preuve du théoréme 6 s’inspire de celle de Lang et Soulier (2000) en dimension
d=1.

Définissons le champ B,, sur R par :

d it
e'i®i —1
Bn(tl,...,td):/ [[—— Wz, 20). (3.4.1)
[=nm, nn]

d 1T ;5
j=1 J

L’intégrale est bien définie car l'intégrand, étant proportionnel a la transformée de
Fourier dans L*(R?) de Tjo,t11x-x[0,t,], €st de carré integrable.

L’idée de la démonstration est de définir I'intégrale stochastique par rapport a B,
dans L?(R%), puis de transformer son expression afin de pouvoir utiliser des arguments
de convergence et faire apparaitre le champ B. Ceci nous conduira a la définition de
I’application linéaire 1.

La mesure de controle de W, est f,(z) = fe(n~'z), € [-nm,n7]?; elle est donc,
comme f¢, bornée par M.

ity
5 Pour t; € R et z; € R, on rappelle que D(t;,z;) = % st z; # 0 et D(t;,0) =t;.
na

B(Bulty, .. t)?) = /[ H|D o)) fu(x)de

nm, nm]? j=1

<MH/ D(tj, z;)*dx;
<MH4|t |/ COS“du<cH|ty (3.4.2)

ou c¢ est une constante strictement positive.
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Montrons dans un premier temps la convergence de B,, vers B au sens des répartitions
finies. On peut réecrire S§ de la maniére suivante :

[nt1]  [ntd]

S§ _ n—d/2 Z Z / i<k:; x>dW(£E)

kq=0" [=m 7

[ntll [nta)
_ n,dz Z/ z<k x/n> dw,, ( )
k=0 kq=0 nr, n]d
d [nt;]
= / Hn‘l Z etkizi/m | AW, (z)
[=nm, nr)d 52 kj=0
d
:/ HDn(ZL’j, tj) de(ZL’)
[=nm, nmld 524

f?(Bn@h..wt@-—sﬁalw..JdDQ::j/ I
[—nm, nn)

(3.4.3)

La suite de fonctions f, étant uniformément bornée par M, la convergence vers 0 de
(3.4.3) découle du lemme 12 ci-dessous. Cette convergence et ’hypothése H1 impliquent
la convergence de B,, vers B au sens des répartitions finies.

Lemme 12. Nous avons les tauzr de convergence suivants :

2

d d
sup (][ Dn(zs.ty) = [] D). )| <O(n™?) (3.4.4)
x€[—nmnmd j=1 j=1
d d 2
/‘ [ Do) ty) = [[ D ty)| de<On™) (3.4.5)
[—nm, nr]d j=1 j=1

Démonstration du Lemme 12. En dimension d = 1, & ¢ fixé et pour tout |z| < nr :

ix([tn]+1)/n __ 1 itr __q
1D 1) = DG 1) = | =

ne=n —1) iz
ix([tn]+1)/n __ itz
< |(emEmrnm _q) 1 RN I ( ©
= n(e®/n —1)  dx 1
1 1 eiw([tn]+l)/n — eitr
<2|—— — -
= n(e/n—1)  ax ix
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D’une part,
1 1

2 iz —n(e's — 1)
n(ein —1) ix|

4n2a? sin’ (L)
(z — nsin(£))? + n?sin?(L)

4n2z? sin®(L)

2n
_ sinQ(%) (% — sin(%))2
x? 422 sin*(L£)

Le premier terme de la somme est inférieur a 1/(4n?) et le second est une fonction paire
de u = x/n qui appartient a [—m, 7] ; de plus,

(u—sin(u))> 1 1TAu! 1
— < — ———— < ¢— Vu € |0, 7]
Anu?sin®(%) ~ n? 4sin®(%) T n? 0,7
Ainsi
1 17 1
— - <c—. 3.4.6
nlen —1) dx| — “nz ( )
D’autre part,
JECOR R 2| (TR ) ’
i B x?

—e (5 )

tn)+1 | (1
< - tl =0 = (3.4.7)
Ainsi par (3.4.7) et (3.4.6)
1
sup  |Dy(z,t) — D(z,t)|> <O (ﬁ) . (3.4.8)
x€[—nm,nm]

Par ailleurs, f,, étant borné,

/m |Du(t,z) = D(t, )2 fu(2)dz < O (%) /_Z fa(z)dz < O (%) - 349)

Les inégalités (3.4.8) et (3.4.9) prouvent le Lemme 12 pour d = 1. Maintenant, lorsque
d=2,
sup | Dy (21, 1) Dy (w2, t2) — D(21,t1) D(22, t2) |
x€[—nm,nm]

<3 sup [Dy(z1,t1) = D(zi,t)[*  sup  [Dp(wa,ts) — D(ws, to)|?

z€[—nm,nw]? z€[—nm,nm]?
+3  sup  |Dn(zy,t) — D(x,t1)]>  sup  |D(x,ts)]?
z€[—nm,nw? z€[—nm,nw]?

+3  sup  [Dp(wg,ts) = D(wa,t)|* sup  |D(x1,11)[,

z€[—nm,nm)? zE€[—nm,nw]?
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A t fixé, D(.,t) est borné et la premiére inégalité du Lemme 12 découle de (3.4.8). 11
est aisé d’étendre de la méme maniére le résultat au cas d > 2.

La preuve de (3.4.5) est similaire : il suffit de changer la norme sup par la norme
L' ]

Revenons a la démonstration du théoréme 6.
Pour toute fonction ® de L?(R%), on note ® sa transformée de Fourier définie de telle

A

sorte que la transformation ® — & soit une isométrie. Considérons I'application linéaire
de L2(R?) dans L(Q) qui a & associe (2m)%2 [ ®dW,,.

En applicant cette derniere a ® = Ijg4,)x...x[o, €t en interprétant B, (ty,...,%q)
comme B, ([0,%;] x -+ x [0,t4]), on remarque que (3.4.1) permet d’écrire 'application
linéaire que nous venons de définir comme une intégrale stochastique par rapport a B,,.
Nous posons donc :

A

/ B(t)dB, (1) = (27)"? / B(2)dW, (), (3.4.10)

[—nm, nm]d
oux = (xy,...,2q) et t = (t1,...,tq).
Nous nous intéressons a la convergence en loi de cette intégrale.
On se restreint dans un premier temps au cas ou ® est différentiable & support
compact pour réecrire ®. Dans I'expression

CT)(azl, . ,fL‘d) = (27T)d/2/ q)(tl, e ,td)eitlxl . €itdxddt1 . dtd,

R4
on effectue d intégrations par parties en dérivant ® et en intégrant le reste en t;, puis en
to, ete. jusqu'a ty (& chaque étape on change I'ordre d’intégration en utilisant Fubini).
La premiére étape est la suivante :

A

(I)(l'l,...,l'd) = (27T)d/ |:q><t1,...,td) . :| dtgdtd
Rd—1 121 tER

OP(ty, ...t itrert-ttaza) i(toxo+-+tarq)
_ (27r)—d/ ( 1a,t  ta) <e ' 4 (_1>d—(d—1)€.—)dt17”'7td7
Rd 1

ei(t1501+~~+td90d)

1T (25
le premier terme est nul car ® est a support compact et I’on a
0d(1) <€i(t1$1+---+tdxd) ei(t2x2+---+tdrd)> "

A

O(zy,...,xq) = —(2m)7¢

R 8751 il‘l il’l
it1x
— (ot [ P2 irarttira gy,
Rd 5’t1 111

L’intégration par parties suivante nous donne :

N O (t i(tiz1+-+tazq) i(tawa+-+tqrq)
<I>(x) — (2’/T)_d/ ( ) (6 e

il’lixz ’il’l’il'g

Rd8t13t2
ei(t3x3+~--+tdmd) eitlﬂﬁlei(t3$3+~-+tdmd)
+ — - — dt
1X11T2 1X11T2

OP(t) ehror — 1 ett2v2 — 1€i(

t3$3+"'+td$d)dt.
Rd 37518152 ilEl iIQ

= (2m) ™
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De méme a I'étape p, on choisit une primitive en ¢, avec 2°~! termes constants par
eitp+1zp+1+m+itdzd
iTp

rapport a t,. Ces termes constants sont tous les produits possibles entre
d'une part et 1, 1?1 .. el»-1%-1 dQ’autre part, affectés du signe (—1)979 si ¢ est le
nombre de t; distincts présents dans le produit. Tous ces termes contiennent er+1%»+1 et
on peut passer a l'intégration par parties suivante concernant ¢,.; qui factorisera 1/iz,1.
Finalement & la derniére étape, tous les termes intégrés représentent une somme de (1 +
d "%

Zd 2P~1) termes, soit 2¢ termes qui correspondent au développement de ] o1 T
J

p=1
Ainsi dans le cas ou ® est différentiable & support compact, on a

d .
. OP(ty, ... tg) 7y % —1
O(z1,...,2q) = (-1)7(2 —d/2/ P dty ... dtq.
(21, 2a) = (=1)7(2m) ra  Otp...0t, ]1_11 ir; ! ¢
En utilisant le théoréme de Fubini stochastique, qui se démontre dans notre cas
comme dans le lemme 3 de Lang et Soulier (2000), on peut réecrire 'intégrale (3.4.10)
de la maniére suivante :

A

/R d O(t)dB,(t) = (2m)¥? / O (z)dW,(z)

[—nm, nnx]d

B OD(t, ... tq) yor €% — 1
= (2 d/2/ —1)%(2 d/2/ i dt | dw,,
(27) o (( )4 (2m) oo, jlj[ . (z)

OD(ty, ..., tq) / ditimy _ ]
(e [ 2U---ntd) T AW, (x) | dt
( ) /Rd 8t1 Ce 8td [—nm, nax]d H ii[)j <x)

Jj=1

0D(t, ... 1)
= (=1 | /U B (... ty)dt ... dt 4.11
( )/Rd 8t15td n( 1, 7d) 1 d (3 )

Nous utilisons & présent un lemme qui généralise le théoréme de Grinblatt (1976).

Lemme 13. Soit les processus mesurables (Y, (t))nen €t Y (t) définis pourt € K, K étant
un compact de RY. Supposons que la suite (Y,,(t))nen converge au sens des répartitions
finies vers Y (t). Si E|Y,(t)| est uniformément borné par rapport an € N ett € K, et si
E|Y,(t)| — E|Y (t)| pour tout t € K lorsque n — oo, alors pour toute fonctionnelle H
continue sur L'(K), H(Y;) converge en loi vers H(Y).

Sa démonstration est donnée dans la partie 3.4.2.

D’apres (3.4.2), E(B2(t)) est uniformément borné en n et ¢, donc E|B,(t)| est unifor-
mément bornée ; en outre la suite B,, est uniformément intégrable. La convergence en loi
de B, (t) vers B(t) donnée par le lemme 12 jointe & l'uniforme intégrabilité de B,, nous
donne la convergence de E|B,,(t)| vers E|B(t)|. D’aprés le lemme 11, B est mesurable et
on peut appliquer le lemme 13 avec Y,, = B, et K un compact de R? a la fonctionnelle

0D (t1,..., 1)
H - T 9t Ot. A ...
& /Rd ot ... 0ty (1, .- ta)dty .. diq,
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ou ® est différentiable & support compact. Cette fonctionnelle H est bien continue sur
LY(RY).

Ainsi, pour toute ¢ différentiable a support compact, H(B,) converge en loi vers
H(B). Donc d’apres (3.4.11), [ ®dB,, converge en loi vers (—1)% [.. az?%)tdB(t)dt. No-
tons Ip 'application linéaire :

2D(1)

——B )
a Oty ...0t4 (t)dt

In(®) = (-1 [

L’ensemble des applications différentiables & support compact est dense dans L?(R?) et
lapplication linéaire I5(®) est bornée puisque

0D (1)
ot, ... 0t

. dD(t) 2
<lim F ——B
= ( ra Oty ... 0ty ”<t)dt)

2
< lim E ((%)d/? / éde)
[—nm, nnx]d

< (2m)'M|9|3 = (2m)"M]|2][5. (3.4.12)

E(Iz(®)*=E (/Rd(—nd B(t)dt)2

En vertu du théoréme de Hahn-Banach, nous pouvons donc étendre Ip & L?(RY) et
(3.4.12) reste valide pour toute fonction ® de L?(R?) :

B (Ip(®))? < (27)"M||0]3. (3.4.13)
Nous définissons a présent 'application I du théoréme par
(V) = Ip(¥), V¥ e L*(RY)

ou ¥ est la transformée de Fourier inverse de .
La propriété (ii) du théoréme provient de ce que

E(I())° = B (Ip(®))" < (2m)"M|[¥|[} = (2m)"M|| 9|3

On s’intéresse maintenant au résultat de convergence (i) du théoréme. On s’appuie
sur le théoréme 4.2 de Billingsley (1968) qui affirme que lorsque les hypothéses suivantes
sont vérifiées (toutes les variables aléatoires qui interviennent étant a valeurs dans le
méme espace séparable métrisé par p) :

(i) pour tout k, Xy, converge en loi vers Xy

(ii) X} converge en loi vers X

(iil) Ve >0  limg_oo lim, oo P{p(Xpn, Yn) >} =0,
alors Y,, converge en loi vers X.

Soit une fonction ¥ quelconque de L?(R?), on considére une suite de fonctions ¥,
tel que U}, soit différentiable a support compact, convergeant dans L?*(R%) vers ¥. On a
alors :
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i) [ U,dW, converge en loi vers I(U;) d’aprés le lemme 13,
(ii) E(I(‘I’k) (V)" < (27T)dMH‘I’k — ¥[|3 — 0 quand k — oo
(iil) E([ UpdW, — [ WdW,)* < (27)*M||¥; — ¥||3, donc

Jim Tim,, 00 B( / Uy dW,, — / vdW,)? = 0.

En prenant X, = [UpdW,, X} = I(¥y), X = I(V) et Y,, = [ WdW,, toutes &
valeurs réelles, on remarque que les trois conditions de Billingsley sont respectivement
impliquées par les trois points précédents, et donc pour toute fonction ¥ de L2(RY),
J WdW,, converge en loi vers ().

Si l'on considére enfin une suite de fonctions ¥,, qui converge vers ¥ dans L*(R?),
on obtient directement que [ W,dW,, converge en loi vers I(¥) et la propriété (i) du
Théoréme 6 est montrée.

En particulier pour U = Lo, 4175 x[0,t4]

d itjx zt:c
ei%i — 1 J—l .
I<HT) Jim, / H Walw) = lim Ba(t) = B(?),

J=1

qui est la propriété (iii) du Théoréme 6.

Montrons enfin (iv) concernant le cas ou { est supposé étre un bruit blanc fort
dont nous imposons, pour simplifier, la variance égale a 1. Dans ce cas B(t) est le drap
Brownien de fonction de covariance o(s,t) = H;l:l t; A\ sj. D’apres le (4i) du théoréme,
la norme de Papplication I est inférieure a 1 car M = (27)~¢; par ailleurs cette valeur
est atteinte au point particulier considéré en (iii). Ainsi I est une isométrie. Soit Wy la
mesure définie pour tout ensemble A par Wy(A) = I(14). C’est une mesure orthogonale
car I, en tant qu’isométrie, conserve le produit scalaire. De plus

0 < E(Wy(A)) < liminf E (W, (A)) = 0.

n—oo

Donc I peut dans ce cas étre considérée comme une intégrale stochastique par rapport
a Wg :

Vo € L*(RY) I(®) = /(I)dWO.
Dans ce cas, nous remarquons que le (7iz) est en fait la représentation harmonisable du

drap brownien et nous en déduisons que W, est la mesure spectrale associée au bruit
blanc gaussien.

3.4.1 Démonstration du lemme 11

Si le champ (B(t)),cpae €st continu en probabilité presque partout, c’est a dire si pour
presque tout t € R?, pour tout £ > 0,

lim P (|B(s) — B(t)| > ¢) =0, (3.4.14)

s—t1
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alors il existe une version mesurable et séparable de B(t) (cf par exemple Gikhman et
Skorokhod (1965)).

D’aprés H1 la distribution jointe de (S5(s), S5(t)) converge vers celle de (B(s), B(t)).
Ainsi, comme l'ensemble {(z,y) € R? : |y — x| > ¢} est un ouvert de R?

P (|B(s) — B(t)| > €) < liminf P (| S5(s) — S5(t)] > ) . (3.4.15)

n—oo

Evaluons E(S5(s) — S5(t))%.

[ns1] [nsq] [nt1] [ntq]
B(S() = SSO2 =B (n 23 3 g-n Y Y 6
k1=0 k=0 k1=0  ky=0

On décompose les ensembles de sommation de la fagon suivante

f[{ , [ns; } = ﬁ{O,...,[ntj] A [nsj]} U {[ntj] A [ns;] + 1,...,[nsj]},

Jj=1 J

I
—

en posant {[ns]] +1 [nsj]} (). En développant, cela donne

d —
H{O,... [ns; } = U U H { , [nt;] A [nsj]} H {[ntj] A [ns;] + 1,...,[nsj]}
j=1 I=1 ¢ jec ject
d d
UH{ Alnsjl +1,. ns]}UH{ [nsj}}
: ]:1
ot C!, parcourt I'ensemble des l-uplets de {1,...,d} et ou a’i est le complémentaire de

Cl dans {1,...,d}.
On peut & présent réecrire S§(s) — S5 (¢) en utilisant cette décomposition et en remar-
quant que les termes associés a la derniére union ci-dessus s’annulent. Nous convenons

dans les sommes qui suivent que lorsque [ = 0, la sommation se fait uniquement sur

jeCh={1,...,d}.

1 &l [nt;]A[ns;] [nsy] [nt;]A[ns;] [t ;]
SHOREHURS "D 3D DD Dl D DD DI S DI DI
=0 C’é jeo(li k]—O k‘ = [nt /]/\[ns -/]+l k‘jzo k]-/:[nt]-/]/\[nsj/}Jrl

'€y
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En utilisant la convexité de x — 2, il vient

[nt;]A[ns;] [ns;/]
2 —
SR TRt 3630 IS ol vD SE"
=0 Cl ]GCl kj/:[ntj/]/\[nsj/]—i-l
gecl
d—1 [nt;]A[ns;] [nt /]
oSty e ey S
=0 C(ll jeCfi kj=0 k’] [nt /]/\[TLS /]+1
/€Ty

La stationnarité de £ nous permet de translater les indices dans les sommes

[ntj]Alns;] [ns;]—[nt /]/\[ns /-1
B (S5(s) — S5(1)) " < 2(27 — 1) ZZE NS
=0 ¢} jecy  k;j=0 k =0
j’eﬁfi
d—1 tilA[ns;] [ntj]—[nt /]/\[ns /-1
DD Db
=0 ¢t ject k=0 k: /=0
el
Maintenant il suffit de remarquer que pour tous py, ..., pg appartenant a {0, ..
p1 Pd 2
E <n—d/2 Sy §k> =n" Z Z / e kA= )
k1=0  kq=0 k1,kf = kq,k!,=0 [~

—d Z Z / i<k’—k7/\>d>\

ki k=0 kq,k,=0

SMHpj+1.
= "

Ainsi

d—1

2 nt;| A ns;| + 1 ns;| — nt;| A\ [ns;

E(Sﬁ(s)—Sﬁ(t)) SCZZ H[ ]] [nj] H[ ]] [nj] [ J]

=0 C¢li jGCé JECE

d—1

YT [nt;] A [:5;'] +1 11 [nt;] — [n;j] A [ns;] 7

=1 ¢y \jecy jecl
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ol ¢ est une constante strictement positive, et finalement

-1
DD JTGAsi+n Y[ T Gsi—tinsi+n )+ J] (5 —tiAsj+nt)
=0y jedy jech jecl

Cette derniere inégalité montre que

lim lim inf E (S§(s) — S§(t))" = 0 (3.4.16)

s—1 n—oo

car Eclz n’est jamais vide lorsque [ < d — 1.
Il suffit enfin, pour obtenir (3.4.14) et conclure la démonstration, d’appliquer I'inéga-
lité de Tchebychev dans (3.4.15) et d’utiliser (3.4.16).

3.4.2 Démonstration du lemme 13

On reprend la démonstration du théoréme de Grinblatt (1976) en la détaillant et en
I’adaptant & notre cadre multidimensionnel.

On suppose, sans nuire a la généralité, que le compact K de I'énoncé est [0, 1]%.

Notons i, la mesure induite par Y, (¢) sur L'([0,1]?) et p celle induite par Y ().
Nous devons montrer la convergence faible de p,, vers p. Il suffit de montrer que la suite
{pn} est faiblement compacte, la convergence des lois fini-dimensionnelles nous donnant

alors le résultat. Pour cela on utilise le théoréme de Prohorov donné par exemple dans
Billingsley (1968) :

Théoréme 12 (Prohorov). Soit X un espace mesuré et B sa tribu borélienne. Si pour
tout € > 0 il existe un compact K tel que supnpn,(X \ K) < €, alors la suite {u,} est
faiblement compacte.

Nous utilisons par ailleurs la caractérisation d’un compact dans LP([0,1]¢) due a
Fréchet et Kolmogorov (voir Brezis (1983)).

Lemme 14 (Fréchet et Kolmogorov). Un ensemble K € LP([0,1]%) est compact si et
seulement si :
1. supgek||z||, < o0

2. supgerlimy—o f[o 1} |z(t+s)—z(s)|Pds = 0. (On considére la somme t+s “modulo

1”7 pour rester dans [0,1]%).

Notons (§2, P) I'espace probabilisé sous-jacent et u, la mesure produit Ay x P ou Ay
est la mesure de Lebesgue sur RY. On note Y (¢, w) le processus Y ottw € Q et t € [0, 1]4.
Nous commencgons la démonstration en montrant le lemme suivant :
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Lemme 15. Quel que soit € > 0, il existe un ensemble de cubes (B;)icr. mutuellement
disjoints, de volume V;, vérifiant Ujcr. B; C [0,1]% et Doer Vi > 11— g2, tels que, pour
tout i dans I, ‘

M(TY) > (1 =2V,

Preuve du lemme 15. D’aprés la mesurabilité de Y (t,w), on peut I'approcher par des
fonctions en escaliers, c’est & dire que pour € > 0, il existe des ensembles mutuellement
disjoints €21, .. ., Qf, des cubes mutuellement disjoints By, ..., By, et une fonction Y (¢, w)
tels que :

1L Q=Ur Qet[0,1]=U B

2. La fonction Y(t, w) est constante sur les ensembles B; x Qi

3.

6
g
- 3.4.17
5 ( )

/|Y(t,w) V(w0 dpo(t, ) <
Notons Y; = Y (t) lorsque t € B;. On choisit (by,...,b;) des éléments respectifs de
By, ..., By tels que :

86

k
DV ElY(by) - Y| < 5, (3.4.18)
j=1

ou V; représente le volume de B;.
Montrons dans un premier temps que ce choix est possible. Supposons que quel que
soit (z1,...,25) € By X -+ X By, 25:1 VE\Y (x;) = Y;| > % On aurait alors

k 6
/ N ViEIY () - Yilday ... day > / E dry .. duy,
B Bl><~~~><Bk 2

1><...><Bk jil

et donc

k k 6 k
. €

||V;E ElY -—Y<d->—||‘/;.

11z /B]- Y () jldzy > 5 1

On aboutirait a 25:1 J5 EY (2) —Y|dx > % ce qui contredirait (3.4.17). On peut donc
choisir (by,...,by) dans By X - -+ X By qui vérifient (3.4.18).
Soit maintenant

. {Z | I E|Y(b§3;— Y (t)|dt ) 54} |

On a d’une part

k k k
Z/ E[Y (b)) =Y (t)|dt < Z/ E[Y (b)) — Y;|dt + Z/ E|Y; — Y (t)|dt < &°
j=1 Y Bi j=1 " Bi j=17Bj



3.4 Démonstration du théoréme 6 79

d’aprés le choix de by, ..., by et la propriété (3.4.17) ; d’autre part

Z/ EIY (b)) — Y (8)|dt > Z/ Y (b) = Y(Dldt > 43V,

i€l i€l

d’aprés la définition de 1., le complémentaire de I, dans 'ensemble {1,...,k}. Si ", . Vi >
€2, on aboutit & une contradiction. Donc

ZV; >1—¢&%
icl.

On considére a présent, pour ¢ € I, I'ensemble T¢ du lemme 15. En appliquant
I'inégalité de Markov et le fait que ¢ € I., on obtient

£>1-— ElY(b;)—=Y(t)|dt >1—¢e°.
1 o [ By il > 1
Ceci achéve la preuve du lemme 15. n
Nous savons que, pour tout ¢ € [0,1]¢, lim, .., E|Y,(t)] = E|Y(t)|. En conservant

les notations du lemme précédent, on a donc pour tout ¢ € [0, 1]¢

! (t) := E|Y, (b)) — Y, (t)| — ®'(t) := E|Y (b)) — Y (t)]. (3.4.19)

n—oo

Nous allons maintenant controler uniformément cette derniére convergence sur 7¢ . Pour
e > 0et i e I, onsuppose que t € T!. La convergence ponctuelle (3.4.19) implique la
convergence en mesure, nous pouvons donc écrire :

V> 03N Vn > N A\ {|®](t) — ®'(t)] <&} > V(1 —¢&%) —n.
Soit t € T?, ®'(t) < &2, donc
| () — ®'(t)] < e = D! (t) < 2%
En posant S¢, = {®!(t) < 2¢%}, on a donc
V> 03N Vn >N A(SL,) > A {|®},(t) — @' ()] <®} > V;(1—¢%) —n.

Sv=1{15

n>N

Soit maintenant

Quel que soit n > 0, il existe un N > 0 tel que
o= {te T Vn > N, BL() < 222 et M(ST ) > Vil —£2) .

Pour e > 0 fixé, choisissons & présent 7 = 2V}, nous obtenons que quelque soit i € I, il
existe un N > 0 et un ensemble S? C T? tel que
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1. Vte SY, Yn> N @ (t) < 2
2. M\g(S9) > (1 =21V,

Nous voulons appliquer le Théoréme de Prohorov ; il nous faut donc contréler sup,, i, (K)
ot K est un compact de L!([0,1]?). Ce compact sera directement construit & partir des
ensembles suivants :

|T|<o

K.s= {x(t) e L'(]0,1]%) : sup /[0 » lz(t + 1) — z(t)|dt < 45} :

pn(K.s5) =P (sup / |V, (t+ 1w) — Y, (t,w)|dt < 4€> :
[0,1)¢

|T|<d
Nous allons donc a présent controler cette probabilité en construisant un événement 2,
approprié.
Rappelons que E|Y,,(t)] est par hypothése uniformément borné en n et en ¢. En notant
A cette borne uniforme et St le complémentaire de S° dans B;, on a, pour n > N,

E/ Yo (b) — V()] dt = /iCDﬁL(t)dtJr/iCI)j;(t)dt

< 2620g(S)) + 2AX4(57)
< 282V, + 4A£2%V;
< 4e*Vi(1 + A),

et donc
EZ/ Y, (b L()|dt < 4e%(1 + A).
1€l

Pour n > N on considére & présent ’ensemble

M —fw: Z/ Y, (b, w) — Y (t,w)|dt < €}
1€l
D’apres 'inégalité de Markov, P(Q( )) >1-— @ =1-4e(1+ A).
(—26)

Soit maintenant 6 > 0. Pour chaque ¢ € I, on considére le cube B, de méme

centre que B; et de rayon R; — 20 si R est le rayon de B;. On note son volume V;(_%).

Soit I'ensemble @ = [0, 1]¢ — U;cr. B .On a

k
M@ =1-Y MBI =13 V.

i€le 1€le

On sait que y .., Vi>1— 2, on choisit alors § assez petit pour que \g(Q) < 2¢2. Ainsi,
E [, [Ya(t)]dt < 2:2A.
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On considere Pensemble QY = {w : fQ|Yn(t,w)|dt < €}. D’apres l'inégalité de

Markov, P(Qg)) >1—2eA.
Soit maintenant €2, = o n Qg),

P(Q,) >1—4e(1+ A) — 2cA.
Considérons Q' = [0, 1]¢ — UZ»GIEBZ(_E). L’implication Q' C @ est évidente. Si w € €,
n > N et |7] < d, alors

/[ a4 7) = Yalt )
0,1

- Z/( 5) Yot + 7, w) = Ya(bi,w) 4 Yo (bi,w) — Ya(t, w)|dt
B~

i€l

[ Wt 7w) — Yalt,w)ldt,

Q/
d’ou
/ Yo (t +7,w) = Yo (t, w)ldt
< Y, — Y. (b, v Vb
> ;/B(_‘;)l n(t+7'7w) n(buw)|dt—|—;/3§_5)| n(t,w) n(buw”dt
+ [ Yalt+rw)ldt+ [ [Va(t,w)|dt.
@ o

Dans les intégrales du premier et du troisiéme terme de I’expression ci-dessus, on applique
le changement de variable w = ¢ 4+ 7. Notons ¢; le centre de B;. Si t € Bi(fé), It —ci| <
R; — §; sachant que |7| < 4, on a alors |[u — ¢;] < R; et donc u € B;. Sit € @, on a
Viel, [t—c¢|>R;— 9, donc |u—c¢| > |t—c| — || > R — 26 et u € Q. En utilisant
dans les termes restants le fait que Bf_‘s) C B; et que Q' C @, on obtient, si w € Q,,
n>Net|r|<d:

[ Wt rw) - Vattwllde < 32 [ Wabiw) - Yaltw)lde+2 [ Vel
[Ovl]d =y B Q
< 4e.

On peut revenir maintenant a ’ensemble

K.s= {x(t) c L'([0,1]%) : sup /[0 » lz(t+ 1) — x(t)|dt < 48} :

|T|<d

Stwe Q,,n>Net|r] <9,

/ Vil + 7, w) — Y (t,w)|dt < de,
[0,1]4
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donc pour n > N,

pn(Kes) > P(Q,) >1— (4+2A)e. (3.4.20)
Pour tout n fixé, n < N, on peut appliquer la méme idée que dans le lemme 15. Pour
tout & > 0, il existe By, ..., By, mutuellement disjoints tels que U¥_, B;,, = [0,1]% et
k
Z/ E|Y,(t) = Y, |dt < €, (3.4.21)
i=1 Y Bin

ol }A/m = Yn(t) pour ¢t € B;,. On considére alors Q,, = [0,1]% — Ui?:lBi(;f”). On peut
choisir 4, tel que A\y(Q,,) < 2 et alors

/ EYa(t +7) — Ya(t)|dt =

[0,1]4
k
Z/( 5 )E]Yn(tJrT)—Yn(t)]dtJr/ BY,(t +7) — Yo (t)|dt.
i=1 Y Bin " Q

Le second terme est majoré par 2¢2A ; on décompose le premier de la facon suivante :

k
Z/ EYa(t +7) — Ya(t)|dt
= /B

k k
< ;/wa E|Y,(t+7) = Y, (t +7)|dt + Z;/BW) E|Y,(t+71) = Y,(t)|dt

k
+ ; /B o E|Y,(t) — Y (t)|dt.

Si |7| < 8, le premier et le dernier terme sont majorés par 2 d’apres (3.4.21) et le terme
du milieu est nul. Ainsi, Vn < N, d’apres U'inégalité de Markov, u,(K.s,) > 1 — ce, ou
c est une constante strictement positive qui pourra varier de ligne a ligne dans la suite.

11 suffit & présent de choisir pour chaque £ > 0, 6, = max{(d,)n<n, d} et la propriété
(3.4.20) est vraie pour tout n, i.e :

Ve >0, 30 sup pun(K.s) >1—ce. (3.4.22)

Soit maintenant €, > 0 et K, = Ngp>1 K .6 ol d est choisi tel que la minoration dans
(3.4.22) soit vraie. On a, en posant K le complémentaire de K dans L'([0, 1]%),

_ — — €o
Hon, (KEO) = HUn (kglKig’é) < Zﬂn (Ki—g,é) < Zcﬁ = Clgoy

k>1 k>1

ol ¢’ est une constante strictement positive.
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Posons enfin, pour ¢, > 0 fixé,

o

A
K, = Ko {llell < 2.

Nous noterons par la suite B = {||z||; < £}. L’ensemble K/ remplit de facon évidente
la premiére condition du lemme 14, i.e.

> lzfls < oo

z€KL,
Pour la seconde condition : soit n > 0, il existe k1 > 1 tel que > 474, on a alors
1
€
Ve e K. C K%%,(;l, 7| <6, = o lz(t + 1) — x(t)|dt < 4k—% <.

Les deux conditions du lemme 14 sont satisfaites et donc K[ est un ensemble compact
de L'([0,1]%). Quelque soit n > 0,

IU/n(K;o) = /’Ln(K50> - /’LH(KEO m B)’

or

_ _ A E Y, (t)|dt
pn(Ke, N B) < pn(B) = P (/ Y (t)]dt > _) < f[O,l]d ) €o < Eo,
[0,1]¢ €o A

donc, quelque soit n > 0, p, (K. ) > 1 — (¢ + 1)e,.

Quelque soit &, > 0, il existe donc un ensemble compact K = K[ J(e—1) inclus dans
L([0,1]%) tel que sup,, u,(L*([0,1])\K) < &,. L’application du théoréme de Prohorov
permet de conclure la démonstration du lemme 13.

3.5 Annexe : propriétés des approximations de 'unité

Dans cette partie, nous résumons quelques propriétés des approximations de 'unité
dont nous avons besoin pour nos démonstrations. Certaines sont connues ou évidentes,
d’autres sont particuliéres a I'utilisation que nous en avons et n’ont pas été trouvées dans
la littérature. Il s’agit notamment des propriétés du produit tensoriel et du produit de
convolution d’approximations de I'unité. Ces propriétés dépendent de la nature des ap-
proximations de I'unité que 1’on considére. Nous en distinguons deux classes : la premiére
concerne les approximations de I'unité en un sens faible (c’est le sens courant d’une ap-
proximation de 'unité), 'autre en un sens fort. Nous appliquons ces résultats au noyau
de Fejer qui est une approximation de I'unité au sens fort ; nous en résumons finalement
les propriétés spécifiques, transversales aux démonstrations des parties précédentes. En
vue de cette utilisation finale, nous focalisons notre étude sur des approximations de

I'unité définies sur [—, 7]%.
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Définition 6. Nous dirons qu'une fonction K, : [—m,7]% — R est une approximation
de 'unité au sens faible si Vn, K, > 0, f[fﬂ ] K,(x)dx =1 et si

Vo >0, lim K,(x)dx = 0. (3.5.1)
=0 Jz|>6
Nous dirons qu’une fonction K, : [, 7]? — R est une approximation de I'unité au sens
fort si Vn, K, >0, f[_7T e K,(z)dr =1 et si
V§ >0, lim sup K, (z)=0. (3.5.2)

n—00 |556

Une approximation de I'unité au sens fort 1’est aussi clairement au sens faible. Ces
fonctions sont principalement utilisées pour la propriété bien connue suivante, applicable
a une plus large classe de fonctions dans le cas des approximations de 'unité au sens
fort.

Théoréme 13. Soit K,, une approzvimation de ['unité au sens faible de [—7, 7], alors
pour toute fonction g € L*([—m,w]?), bornée et continue en 0,

lim g(x) K, (z)dx = g(0) (3.5.3)
Y

Soit K,, une approxvimation de l'unité au sens fort de [—m,|%, alors pour toute fonction
g € LY([—m, 7% continue en 0,
lim g(x)K,(x)dx = ¢g(0) (3.5.4)

oo [771'»71—}(1

Démonstration. Dans le cas d’'une approximation de I'unité au sens faible, (3.5.3) pro-

vient de la décomposition suivante, sachant que pour tout £ > 0, la continuité de g en 0
assure l'existence d’'un § > 0 tel que |z] < § = [g(x) — g(0)] < e :

/[—md 9(x) Ky (z)dz — g(O)’ = ‘/{_m]d(g(az) — 9(0)) K, (z)da

S/mglg(iv)—Q(O)IKn(fﬂ)d:H/ l9(x) — 9(0)| Kn(2)dx

|z|>6

< e+2sup{lg(z)[} Ky (z)dr,
z€RI |z|>0
la premiére majoration étant due a la continuité de g en 0 et la seconde au fait que g est
borné. En utilisant enfin la propriété (3.5.1) d’une approximation au sens faible, nous
obtenons la convergence vers 0 voulue.
Dans le cas d’une approximation de I'unité au sens fort, g n’est pas nécessairement
borné :

V{] 9(@) Kn(w)dz - g<o>] —

?

‘/I \<5<g(x) — 9(0)) Kn()du + / 9(x) Kn(z)dx — g(0) K,(z)dx

|z|>6 lz|>8
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d’ou
[ o))z = g(0)

: /| 190 = 6O Kala)d + llglls sup Ko} +1900) [ Koo

|z|>0 |x|>6

En choisissant § correctement, le premier terme est aussi petit que l'on veut par conti-
nuité de g a l'origine. Le second terme tend vers 0 lorsque n — oo par la propriété
(3.5.2) d’une approximation de 'unité au sens fort et le dernier terme également par la
propriété (3.5.1) vérifiée par une approximation de 'unité au sens faible, a plus forte
raison par une approximation de I'unité au sens fort. O

La propriété d’approximation de I'unité se conserve de la maniére suivante pour le
produit de convolution et le produit tensoriel :

Proposition 5. Soit Kfll), ce K des approzimations de 'unité de [—m, ] dans R.
Si les Kff) sont des approximations de 'unité au sens faible, alors

1. KW s s K (t) est encore une approximation de l'unité au sens faible de [—m, 7.

2. Py(xy,...,2q) = Hle K& (x;) est une approximation de l'unité au sens faible de

[—m, 7)<,

Si les Kff) sont des approzimations de l'unité au sens fort, alors

1. KM s K (t) est encore une approximation de l'unité au sens fort de [—m, x|.

2. Py(xq,...,2q) = H?Zl KV (x;) n’est plus une approzimation de l'unité au sens fort
de [—m,7|%, mais uniquement au sens faible.

Démonstration. Nous montrons ces propriétés pour d = 2, les résultats se généralisant
facilement par récurrence & d quelconque.

Soit pour commencer K& et K& deux approximations de I'unité au sens faible de
[—m, m]. Ces deux approximations de I'unité peuvent étre considérées comme des densités
de probabilité sur [—m,7]|. Soient donc (X,,)nen une suite de variables aléatoires ayant
pour densité K,gl) et (Y, )nen une suite de variables aléatoires ayant pour densité Kéz).

La condition (3.5.1) sur Kﬁl) et K,(Lz) signifie :

X, 20 et v, 2o,
n—oo n—oo

les convergences ayant lieu en probabilité. La suite (X,,+Y}, )nen est de densité K,(ll) *K,(f)
et converge elle aussi en probabilité vers 0. Le produit de convolution de Kg) et K,(f)
vérifie donc la propriété (3.5.1), est positif et d’'intégrale 1 quel que soit n € N : c’est
donc une approximation de I'unité au sens faible.

Considérons a présent le produit P, (z,y) = Kfll)(:c)Kff) (y). La fonction P, est po-
sitive et de somme 1 dans [—7,7]? de facon évidente. Regardons la propriété (3.5.1),
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nous supposons sans perte de généralité que la norme est la norme infini : ||(z,y)|| =
max(z,y), on obtient ainsi :

/ KD () KO (y)dedy < 0 (2)dz + / KO (y)dy,
[[(z,y)||>6 ly|>6

lz|>d

car les K sont positifs et de somme 1. La propriété (3.5.1) s’en déduit directement et

P, est une approximation de I'unité au sens faible de [—7, 7]?.

Soit maintenant K" et K deux approximations de I'unité au sens fort de [—m, 7].
Considérons leur produit de convolution K, (t) = K&V« K ? (1), il est positif et de somme
1 dans [—m, 7] de fagon évidente. Montrons qu’il vérifie la propriété (3.5.2). Soit 6 > 0,
soit 0 < v <9,

sup K, (t) = sup ( Wt — YK (z)dx + /
|z[>y

[t[>6 [t|>6 |z| <~

KW (t - x)K,(f)(x)dx) .

Soit € > 0, & partir d’un certain rang on a sup,-., K (x) < e. D’autre part, si || > § et

|z| <7, alors |t — x| > 0 —v > 0 et donc, uniformément sur ce domaine, KMt — x)<e
a partir d'un certain rang. D’ou quel que soit € > 0, a partir d'un certain rang,

sup K, (t) < esup KM (t — 2)dx + e sup @ (2)dr < 2,
[t|>6 [t>6 Ja| > [t[>6 J]z|<y

car les K\ sont de somme 1. La propriété (3.5.2) est donc vérifiée pour K, et c’est une
approximation de I'unité au sens fort.

Enfin, le produit tensoriel de deux approximations de 'unité au sens fort n’est pas
nécessairement une approximation de I'unité au sens fort. Pour s’en convaincre, il suffit
de considérer le noyau de Fejer F;, défini en (3.5.5) ci-dessous. C’est une approximation
de I'unité au sens fort, mais on a F,(0)F,(7) = 0 si n est pair et F,(0)F,(7) = 1=
si n est impair. La propriété (3.5.2) n’est donc pas vérifiée pour le produit tensoriel
(@,y) = Fa(x)Faly). O

Nous nous focalisons maintenant plus particuliérement sur le noyau de Fejer, défini
sur [—m, 7| par
F.(r) = 5 sin®(nz/2) siz#£0

27n sin?(z/2))
_n
2w

3.5.5
six =0. ( )

Nous résumons certaines de ses propriétés dont nous avons constamment besoin dans
les autres parties.
Proposition 6. Soit F,, le noyau de Fejer défini sur [—m,x].

1. F, est une approximation de l'unité au sens fort de [—m,m| dans R

2. V0 >0 suppss Fu(z) < 505

3. Y5>0 f|$‘>5 Fo(z)de > 5 <7r s sinq(:é))
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4. Vg € L ([-m, 7)), |7 g(x)F,(x)dx = o(n) lorsque n — oo

5. Soit o > —1, alors [*_|x|*F,(x)dx ~ kn~* lorsque n — o0, ot k est une constante
strictement positive.

Démonstration. Soit § > 0 et 6 < |z| < 7, par concavité de la fonction = — sinz sur
[0,7/2],

1 1 m
F.(z) < < ;
(z) < 2rn sin®(6/2) ~ 2nd?
ce qui montre le point 2.
On sait par ailleurs que F), est positif et de somme 1 sur [—m, 7|. La propriété (3.5.2)

est impliquée par I'inégalité précédente donc F), est un noyau au sens fort.
Pour 6 > 0,

2 s
/ Fo(z)dx > —— [ sin*(nz/2)dz
o<|z|<m 2

™ Js
1 T 1 i
>— [ (1 —cos(nz))der = — <7r -0+ s1n(n5)) ,
2mn Js 2mn n

ce qui montre le point 3.
Enfin, quel que soit = € [—m, 7],

)

9@ Fulz) _ 9()
n - 27

qui est dans L'([—7,n]). Par ailleurs z W converge presque surement vers 0

lorsque n — oo, donc d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue,

g(x) Fy(x)

n

lim dr =0,
n—oo [_71_771_}

ce qui montre le point 4.
Le point 5 est montré dans le lemme 9 de Viano et al. (1995). O
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