Combinatoire des groupes linéaires
finis

Dans ce chapitre, nous exposons la théorie des groupes de matrices GL(#,k), ot k = T,
est un corps fini. Nous rappelons la combinatoire des classes de conjugaison de telles matrices
(section 6.1), et nous présentons un résultat analogue a I'isomorphisme de Frobenius-Schur 1.5
(section 6.2), ce qui permettra de calculer les caractéres des groupes GL (7, IF;) (section 6.3). On
montre alors que les caracteres irréductibles de GL(n,TF,;) sont en bijection avec les familles
de partitions \ : L/® — % de poids n, 'ensemble d’indexation L/& étant en bijection avec

IF,” / Galois(FF,/F,),

c’est-a-dire 'ensemble des polyndmes unitaires irréductibles sur IF, et différents de X. Enfin,
dans la section 6.4, on rappelle les résultats de Dudko et Fulman (cf. [Dudo8, Fulo6]) concer-
nant I’asymptotique de la mesure de Plancherel de GL(#,F;) sur ces familles de partitions.

Il existe en réalité deux familles fondamentales de caracteres de GL(n,IF,) : les caracteres
irréductibles, et les caractéeres de Deligne-Lusztig obtenus par induction parabolique a partir
de caractéres de tores. Ces derniers fourniront des mesures de probabilité sur des familles
de partitions A réduites a un élément, ce qui menera a 1'étude de la g-mesure de Plancherel
(chapitres 7 et 8).

6.1 Réduction de Jordan-Frobenius et classes de conjugaison

Si g = p° est la puissance d'un nombre premier, on rappelle qu’il existe a isomorphisme
prés un unique corps fini IF; de cardinal g, et on peut le réaliser comme corps de rupture (et
de décomposition) du polynéme X7 — X sur [F, = Z/pZ. Les extensions de corps de IF; sont
les IF 4, et elles sont toutes galoisiennes; le groupe Galois(IF«/TF;) est cyclique d’ordre d et est
engendré par le morphisme de Frobenius

o:x— xi.

La cloture algébrique [F, a pour groupe de Galois sur FF, la limite profinie Z = 1&“ JZ/dZ, et
ce groupe contient Z = (r) comme sous-groupe dense.
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6.1. Réduction de Jordan-Frobenius et classes de conjugaison.

Soit G = GL(n,[F;) le groupe des matrices inversibles de taille n x 1 et a coefficients dans
k = F,. Par représentation matricielle, on peut voir G comme le groupe des isomorphismes
linéaires d"un espace vectoriel V de dimension 7 sur IF;. Un tel espace est de cardinal g", et le
nombre de familles libres de rang k dans V' = (IF;)" est

@ =0 =)@ =g @@= ) =T1@"—q".

i=1

En effet, pour construire une famille libre (vy,...,v;), on choisit un vecteur non nul v;, puis
un vecteur v, qui n’est pas dans l'espace vectoriel F,;[v;] engendré par vy, puis un vecteur
v3 qui n'est pas dans [F,[v1, v2], etc. jusqu’au vecteur v, qui n'est pas dans F,[vy,...,v,_1]. Il
y a ¢" — 1 possibilités pour le premier vecteur, 4" — q pour le second, etc. jusqu’a g" —¢" 1
possibilités pour le vecteur v,, d’ot1 le résultat. Comme un élément de G peut étre vu comme
la matrice de transition entre la base canonique et une base quelconque B’ de V, on en déduit :

card GL(n, F,) = nombre de basesde V = (¢" —1)(q" —q)--- (¢" —¢" ).

Dans cette section, on s’intéresse aux classes de conjugaison de GL(#n, ]Fq), c’est-a-dire les
classes d’équivalence de matrices pour la relation

gi~g < 3JheGL(nF,), g1=hgh .

Nous allons montrer que ces classes de conjugaison sont indexées par des familles de parti-
tions appelées polypartitions. Si u € M(n, k) est une matrice arbitraire de taille n x n (pas
nécessairement inversible), son action sur V = k" fournit une structure de k[X]|-module com-
patible avec la k-structure préexistante :

VP e k[X], YoeV, P-v=[P(u)](v).

Notons V, 'espace V considéré comme k[X]-module. Comme k[X] est un anneau principal et
V., est finiment engendré sur cet anneau (par exemple par une k-base de V), on peut appliquer
le théoreme de structure des modules finis sur les anneaux principaux : il existe des polyndmes
k-irréductibles unitaires ¢1, ..., ¢, et des partitions yy, ..., y, telles que

£(pi)

n=3 |l deggi et Vi B D KX/ (9]").
i=1

i=1 j=1

De plus, les polyndmes ¢; et les partitions y; sont entierement déterminés par u, et la décom-
position de V;, en modules primaires peut étre interprétée de la facon suivante : dans une
k-base B’ de V, l’action de u sur V est donnée par une matrice diagonale par blocs, les blocs

étant les matrices de Jordan J, gl —on rappelle que
0 —ay
10 —aq
Jp = 1 '
0 —Ap-2
1 —ap-1

si P(X) = X"+ a, 1X" '+ -+ +a;X + ap. Nous noterons p = 1, 'ensemble des paires
(¢i, 1i) ; c’est une k-polypartition de taille n. La matrice par blocs précédemment évoquée sera
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Chapitre 6. Combinatoire des groupes linéaires finis.

notée Jp,, et elle est conjuguée a u par la matrice de transition de B & B, B désignant la base
canonique de V = k". En particulier, le polyndme minimal m, et le polynéme x, peuvent
aisément étre retrouvés a partir de la polypartition p :

r r L)
ma(X) = [T@C0) 5 x(X) =TT TT (@))%

i=1 i=1j

=

Il
—_

La matrice u est donc inversible si et seulement si X n’apparait pas dans la polypartition
. Siup et up sont deux matrices conjuguées dans M(n, k) par h € GL(n, k), alors h est un
isomorphisme de k[X]-module entre V,, et V,,, car pour tout polynéme P,

P(le)oh :]’lOP(Ml).

Par conséquent, V;, et V,, ont la méme décomposition en k[X]-modules primaires, et u; et
uy sont conjuguées a la méme matrice J,. D’autre part, comme la décomposition d'un k[X]-
module fini est unique, deux matrices [ et J; ne peuvent pas étre conjuguées. Ainsi :

Proposition 6.1 (Réduction de Jordan-Frobenius). Les classes de conjugaison de matrices dans
M(n, k) sont indexées par les k-polypartitions de poids n, et les classes de matrices inversibles corres-
pondent aux polypartitions dans lesquelles le polyndme X n’apparait pas. Un représentant de la classe
Cy est la matrice diagonale par blocs de Jordan [,

Notons M le groupe multiplicatif de IF,, et & le groupe Galois(IF,/F;). Si P(X) # X est
un polyndme unitaire irréductible sur F,, alors il se scinde dans F; sous la forme

deg P

P(X) = [T (X -d'(a)),

i=1

ol a est une racine (non nulle) de P qui appartient a 'extension FF aer. Par conséquent, l'en-
semble des polyndmes irréductibles unitaires différents de X s’identifie a 'ensemble quotient
M/&. Nous noterons % (IF;) I'ensemble des fonctions p : M/® — # qui sont presque nulles,
et %(qu) le sous-ensemble constitué des fonctions de poids 7, c’est-a-dire que

ol = ) degP |u(P)|=n
PeM/&

sip € #,(IF;). D’apres ce qui précede :

Corollaire 6.2 (Classes de conjugaison de GL(n,F;)). Les classes de conjugaison de GL(n,IF;)
sont en bijection avec les polypartitions de %, (IF,).

Exemple. Supposons k = IF3 et n = 2. Pour tout g et tout 7, le polyndme X7 — X se scinde
dans IF,[X] en le produit de tous les polyndomes irréductibles unitaires de degré d divisant n.
Par conséquent, comme

X —X=X(X+1)(X+2)(X®+1) (X*+X+2) (X*>+2X +2)

dans F3[X], les classes de conjugaison de GL(2,F3) sont indexées par les polypartitions de
% (F3) suivantes :

{(X24+1:1} ; {X*4+X+2:1} ; {X*42X+2:1} ; {X+1:2}
{(X+2:2} ; {X+1:1%} ; {X+2:1%} ; {X+1:1; X+2:1}.
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6.1. Réduction de Jordan-Frobenius et classes de conjugaison.

Pour conclure cette section, calculons le cardinal de la classe de conjugaison Cj, dans
GL(n,IF,;), ot p est une polypartition arbitraire de %}, (IF;). Le centralisateur de la matrice
Ju dans GL(n,F;) peut étre vu comme l'ensemble des automorphismes de k[X]-modules de
Vy; par la formule des classes, on a donc

card C, = card GL(n, ;) / card Autyx) (V) -

Notons V, ,; la composante ¢;-primaire de Vy, ott pp = (@i, i) ie[1,«]- Il est clair que

Autk[X HAutk X] pr; H;)

donc le calcul du cardinal de Cj, se rameéne a celui du cardinal du groupe d’automorphismes
d’un k[X]-module primaire Vj,,. Dans ce qui suit, on note

T r

lull = }_(deg i) [l =) (deggi) b

i=1 i=1

Si x # 1 est un nombre réel, (x;x),, est le symbole de Pochhammer usuel, ie., (x;x), =
(1—x)(1—x%)---(1—x™m).

Proposition 6.3 (Cardinal d'un classe de conjugaison dans GL(n,[F,)). Le nombre d’automor-
phismes d'un F,[X]-module primaire Vy ,, est

Q2200 TT(Q 5 Q

s>1
oit Q = q9¢8?. Par conséquent, le cardinal de la classe de conjugaison C, dans GL(n,F,) est
Q=g q jug: p q

<q" ~1)(¢"—q) - (g"— ") .
gllwll+200) TT7_ 111 (g deg¢i;q_deg¢i)Mk(Hf)

L'isomorphisme de Frobenius-Schur pour I'anneau de Grothendieck de la catégorie des re-
présentations des groupes linéaires GL(#,IF;) donnera une preuve indirecte de ce résultat,
cf. le paragraphe suivant. Une autre preuve repose sur la théorie de Hall des modules sur
un anneau de valuation discrete o, ¢f. [Macgs, chapitre 2, théoréme 1.6]. En effet, si Vj, est
¢-primaire — ce qui revient a dire que le polynéme minimal de tout élément de V,, , est une
puissance de ¢ — alors on peut considérer Vj, comme un k[X]s-module, k[X], désignant
I'anneau local constitué des fractions P/Q sans puissance de ¢ dans Q. Cet anneau o = k[X],
est un anneau de valuation discréte d’idéal maximal p = ¢ k[X],, et de corps résiduel I'unique
extension de corps de k de degré deg¢. Dans ce cadre, Vj, est un o-module de torsion de

type p :
Vou o D o/p
=1

et il suffit de montrer que Auty(x|(Vy,u) = Auto(Vy,) a le cardinal énoncé dans la proposition
6.3. Ceci peut étre fait par induction sur la hauteur du module de torsion, c’est-a-dire la taille
maximale d"une part de y. En effet, si V est un o-module de torsion de hauteur / et de type y,
alors p ®, V est un module de torsion de hauteur # — 1 etde type y —1 = (u1 — 1L, o —1,...).
De plus, tout automorphisme g de V fournit un automorphisme g = id, ® g de p ®, V, donc
il suffit de montrer que la préimage par ~ d’un automorphisme de p ®, V a

QM (Q7L0™)

éléments, ce qui n’est pas tres difficile.
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Chapitre 6. Combinatoire des groupes linéaires finis.

6.2 Isomorphisme de Frobenius-Schur pour GL(#,F,)

Détaillons maintenant la théorie des représentations du groupe G = GL(n, qu), en s’in-
téressant en premier lieu a l'induction a partir de sous-groupes diagonaux par blocs du
type GL(n1,F;) x GL(n2,F;) x --- x GL(n,,F;), ot n = ny + ny 4 --- 4 n, est une com-
position. Comme dans la section 1.4, il sera utile d’introduire la somme directe K(IF;) des
groupes de Grothendieck K(GL(n,IF;)), et ses versions tensorisées Kg(IF;) = R ®z K(IF;) =
@en Kr(GL(7,F;)). Nous aurons également besoin de la théorie des polyndmes de Hall-
Littlewood et des chaines de modules finis sur un anneau de valuation discrete ; rappelons-en
brievement les points principaux (voir [Macgs, chapitres 2 et 3]). Si 0 est un anneau de valua-
tion discrete de corps résiduel k = F; et si A AL A est une famille de partitions telle

que |A| = Y, [AD], notons GQ(U/“ (» le nombre de chaines

SA
0=MO MDD c...c M) =M

de o-modules de torsion, ot M est un module de torsion de type A fixé, et ou chaque quotient
M /MUE=D est de type A). On peut montrer que ces nombres GQ(U 1 (q) ne dépendent

que de g, et de fagon polynomiale. L'algebre de Hall de o est 1'espace vectoriel complexe H(o)
de base (u)),c, avec les regles de multiplication

Uy * Uy = ZGX,V(q) Uy .
P

Ces régles peuvent étre encodées au moyen de fonction symétriques. Pour toute partition A,
notons Py (x;t) la fonction symétrique de Hall-Littlewood limite inverse des polynémes

Xi — tx]-

[
1t A A
PA(xlzu'/xn;t):< I m) ) <x11x22...x2nnxi_xj>
ms

(M)>1 7es, i<j

dans Aft] = @n_m(f[xl,xz, .., Xy; 1], Lorsque t = 0, on retrouve les fonctions de Schur :
Py(x;0) = sy (x).

Proposition 6.4 (Fonction caractéristique d'une algébre de Hall, [Lit61]). Il existe un unique
isomorphisme d’algebres complexes 1 : H(o) — A tel que

n(n—1)

Vi €N, i) =T e(x)

Cet isomorphisme est donné sur la base (uy)yeo par Y(uy) = g~ "M Py (x;971).

Ceci étant, fixons un entier n, une composition n = n; + np + --- + n,, et des fonc-
tions centrales u; € Z(CGL(ny,F,)),...,u, € Z(CGL(n,,F,)). Si L est le groupe produit
GL(my,F;) x --- x GL(n,,F,;) et si G = GL(n,[F;), alors par analogie avec la construction du
paragraphe 1.4, on pourrait munir K¢ (F;) d"une structure d’anneau en posant

ulo---ou,:Indf(u1®~-~®u7).

Mais pour ce produit, les regles de branchement sont complexes, et il n’existe pas de structure
d’algebre de Hopf raisonnable compatible avec ce produit. Ainsi, il faut plutdt considérer le
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6.2. Isomorphisme de Frobenius-Schur pour GL(n, F,).

produit d'induction parabolique d’Harish-Chandra, qui est défini comme suit. Notons P le
sous-groupe parabolique de G constitué des matrices triangulaires par blocs

811 812 - Sir
0 g» - g

&= : .. .. : /
0 . 0 g”

avec chaque g;; dans GL(n;,F;). Si U C P est le sous-groupe des matrices par blocs unipo-
tentes (i.e., g;; = 1 pour tout i), alors on a une suite exacte scindée de morphismes de groupes

1 u P "L 1

avec 11(g) = (g11,- - -, &rr)- Autrement dit, tout élément p € P s’écrit de maniere unique p = ul
avec u € U et 1(p) =1 € L. Par conséquent, une fonction centrale u sur L peut étre relevée
en une fonction centrale sur P en posant u;_,p(p) = u(m(p)) — de fagon équivalente, un
L-module V peut étre relevé en un P-module en posant p -p v = 7(p) -1 v. Dans ce cadre, le
produit d’induction parabolique de fonctions centrales est défini par

ulouzo---ou,:Indg((u1®u2®~-®ur)L_>p).

On définit de fagon analogue le produit d’induction parabolique de modules (éventuellement
virtuels) Vi, ..., V, au-dessus des groupes GL(ny,[F;), .. .,GL(n,, IF;). Cette opération est clai-
rement distributive vis-a-vis de la somme directe de modules, d’otl une structure d’anneau
gradué sur K¢ (IF;), le degré d’une combinaison linéaire de GL(n;, IF;)-modules étant le plus
grand entier n; mis en jeu dans la combinaison.

Notons que l'opération d’induction parabolique fait sens dés que P est un sous-groupe
parabolique de G = GL(n, ]Fq), et L est un sous-groupe de Lévi, de sorte que P = U x L avec
U sous-groupe unipotent (cf. [DM91] et [Lus84]). Dans ce contexte plus général, nous noterons
R¢(u) ou R¥(V) la fonction centrale ou le module obtenu par induction parabolique de L vers
G. Le foncteur additif R¥ admet toujours un adjoint R*®, d’ot1 un coproduit

LGL(n,F,)
A<V € Ke(GL(n, Fy) > l Y. Rgp l]quGL(m,IFq)<V)
+m=n

sur Kc(IF;) et une structure d’algebre de Hopf graduée positive autoadjointe. L'objectif de
cette section est d’obtenir un isomorphisme entre cette algébre de Hopf et un produit tensoriel
infini d’algebres de fonctions symétriques.

Pour commencer, calculons plus explicitement la fonction centrale u obtenue par induction
parabolique a partir de fonctions centrales ujy, ..., u,. Si H C G sont deux groupes finis et si x
est un caracteére de H, alors le caractére induit 6 = Ind, (x) s’écrit

0(g) = Y, x(x'gx),
xHeG/H

étant entendu qu’on étend la fonction x par 0 en dehors de H. Ainsi,

u(g) = (uro--ou)(g)= Y, (m1®-- @u)rp(x'gx).
xPeG/P
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Chapitre 6. Combinatoire des groupes linéaires finis.

Or,siF =VyCVy C--- CV, estle drapeau standard de (IF;)" associé a la composition
n = ny+---+mn, alors x 'gx est dans P si et seulement si (x !¢x)(F) = F, dong, si et
seulement si g(x(F)) = x(F). On en déduit que si p est le type de g, alors

u(g) = u(w) =Y ur(m) x ua(pz) x -+ x wr(or)
la somme étant effectuée sur les chaines de k[X]-modules
0O=VCcWcCc---CV,=V,=V,

avec dim V;/V;_1 = n;, et p; désignant le type du quotient V;/V;_1. En regroupant les chaines
de modules en fonction de leurs types, on voit donc que

(wro---ou)(w) =) B s (@) ua(m) - ur(u),

ol la somme est prise sur les familles de polypartitions y, ..., p, de tailles ny,...,n,, et ot
Fi,...n,(q) estle nombre de chaines de IF,[X]-modules 0 = Vo C --- C V; =V, avec V module
fixé de type p, et chaque quotient V;/V;_; étant de type p;. Par unicité de la décomposition
d’un FF,[X]-module en modules primaires, ces nombres s’écrivent

_ w(¢) deg ¢
B (D) _4761;41/@(;”“("’)”“’””?("’)(67 57).

Fixons quelques notations supplémentaires : pour tout polynome ¢ € M/&, (Xy,)i>1 est
un ensemble de variables indépendantes de degrés deg Xy, = deg¢; Ay est l'algebre des
fonctions symétriques complexes en les X, ;; A(IF,) est le produit tensoriel infini @yepr/e Ag;
et 1, est 'isomorphisme d’algebres complexes entre H(IF,[X]y) et Ay de la proposition 6.4.
Un élément f(X) de Ay sera noté plus simplement f(¢) ; par conséquent, A(IF,;) est 'algebre
librement engendrée par les p,(¢), n > letp € M/®&.

Théoréme 6.5 (Isomorphisme de Frobenius-Schur pour les groupes GL(#, IE;), [Zel81]). Sip
est une polypartition de %, (I, ), considérons la classe C, comme un élement de K¢ (GL(n,IF;)). Alors,
U'application linéaire

Cp = ® Up(p)
peM/®

est un isomorphisme d’algebres complexes entre K(IFy) et Qgpen/e H(Fq[X]p). Si l'on compose cette
application par Qgc /e Yo, l'application caractéristique ainsi obtenue est un isomorphisme d’algebres
de Hopf graduées entre K(IF,) et A(IF;) qui vérifie

V€ #(Fy), ch(Cy) = [T (47989 ®@IB, ) (¢;9~ 487 = P,
PpEM/®

L’application ch est méme un isomorphisme d’algebres de Hopf positives autoadjointes
(cf. les derniers chapitres de [Zel81]), a condition qu’on munisse A(IF;) d"un produit scalaire
qui est le produit tensoriel infini de ges ¢-produits sur les anneaux Ay (voir [Macgs, chapitre
3, §4]). Pour ce produit scalaire, la base duale de (Py)yea (F,) est (Qu)pew (), avec

Q, = ¢ l;dl/é(qdeg"ﬁ)“”("’)'*b(“”(‘”) Qi) (079~ %9),
S
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6.3. Caracteres de Deligne-Lusztig et caracteres irréductibles.

ot Qu(X;t) est la fonction symétrique [Ti>1 (£ £), () Pu(X;t). Avec ces formules, on retrouve
bien
1 - card C,
card Aut(V,)  card GL(n,IF,)

= <Cuu|cuu> = <P[LU|P[IH>:P[H1/Q[W

1
- eI, T (9798959 48 ) ()

Ainsi, la combinatoire dans GL(#n,IF;) de l'opération d’induction a partir de sous-groupes
diagonaux peut étre encodée comme dans la section 1.4 par des fonctions symétriques, et les
classes de conjugaison sont cette fois-ci en correspondance avec des produits de fonctions de
Hall-Littlewood.

6.3 Caractéres de Deligne-Lusztig et caractéres irréductibles

Il s’agit maintenant de décrire les représentations irréductibles de GL(n, [F;) avec le méme
formalisme ; les représentations de Deligne-Lusztig joueront un role intermédiaire dans notre
présentation. Dans le groupe multiplicatif M, on rappelle que ¢ est I'application de Frobenius
x — x1.Sin > 1, notons M, le groupe multiplicatif (F;x)*, qui est aussi M?"; le groupe M
est la limite directe des groupes M,. Le groupe M,, est cyclique de cardinal 4" — 1, donc son
groupe dual L, = (M,)* est également cyclique de cardinal 4" — 1. Notons L la limite directe
des groupes L, :

L= lim L, = lim Hom(M,,C*) = Hom(lim M,,C*) = Hom(M;,C*),

n—oo n—oo n—oo

la limite inverse M; étant prise par rapport aux normes x € M, — ]_[?:/ f o%(x) € My définies
pour d | n. Un élément ¢ € L est la donnée d’appariements (¢ | -), € L, pour n assez grand
(au sens de la divisibilité), de telle sorte que si d | n, alors

Vx € My, (€|x),=(C| Ngn(x)),,

N; , désignant I’application norme précédemment évoquée '. L’application de Frobenius agit
sur L, et L, s’identifie 2 L?". Dans 'ensemble quotient L/®, le degré d'une classe © = [{] est
deg® = card ©. Une polypartition duale est une fonction presque nulle A : L/& — %/, et on
dit que A est de poids 7 si

Ml =) deg® [NO®)| = n.
@cL/6

Nous noterons #*(IF;) I'ensemble des IF;-polypartitions duales, et %, (IF;) 'ensemble des
polypartitions duales de poids n. Ces objets apparaissent naturellement dans la théorie des
représentations du groupe GL(n,[F;), car ils parametrent* les GL(n, [F;)-classes de conjugai-
son de caractéres de tores maximaux; expliquons en détail ce point. Dans G = GL(n, E),
I'application de Frobenius F est la transformation qui agit par ¢ sur chaque coordonnée;
c’est un morphisme de groupes, et GL(1n,k) = Gf. Un tore de G est un sous-groupe commu-
tatif isomorphe & M” pour un certain entier r < 1; on appelle tore de Gf I'ensemble des points

1. En particulier, si x € My C My, alors (&| x),, = ((¢] x);)"/? est en général différent de (¢ | x) ;.
2. Notons que pour tout n, %,*(F;) et %,(F;) ont le méme cardinal; par contre, il n'y a pas de bijection
privilégiée.
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fixes TF dans un tore T C G qui est laissé stable par I'application de Frobenius F. Un tore T*
est dit maximal si son rang r est égal a 1, et il est dit scindé sur k s'il est déja isomorphe a k"
dans GL(n, k) ; dans le cas contraire, il existe une extension de corps minimale K|k telle que TF
se scinde lorsqu’on étend les scalaires® a K. Dans G = GL(n,E), un tore est toujours scindé,
et deux tores maximaux sont toujours conjugués sous l'action de G (cf. [Cheo4]). En revanche,
deux tores F-stables S et T ne sont pas forcément conjugués dans G sous I'action de GF, et on
peut montrer que les G'-classes de conjugaison de tores sont paramétrées par les F-classes de
conjugaison du groupe de Weyl* W de G, deux éléments w; et w, étant F-conjugués dans W
s’il existe ( tel que

w1 ={wrF(Q)™!

On renvoie a [DM9g1] pour ces questions de rationalité des groupes algébriques définis sur
un corps fini. Ici, GF admet un tore scindé maximal (a savoir, le sous-groupe diagonal k"), et
ceci implique que F agit trivialement sur W = &,,. Les F-classes de conjugaison sont donc les
classes usuelles, et les GF-classes de conjugaison de tores maximaux F-stables sont indexées
par les partitions A € %;,. Un tore maximal T de type A vérifie

—GLn]F [ My,

i>1

Si I’'on considére maintenant les G'-classes de conjugaison de paires (TF,{) avec { caractére
(unidimensionnel) de TF, alors on peut montrer qu’elles sont indexées par les polypartitions
duales de #,*(IF,) : les tores dans la classe A vérifient

F ~
T ~crmr,) 11 T1 Maegore)
QcL/& izl

et modulo ces isomorphismes, les caracteres dans la classe A s’écrivent

G ZGL(HIIFV] H H C| deg©® A\ (©®

OcL/& i>1

cf. [Henos, §1.3]. Dans ce qui suit, nous notons (TA,@) un tore et un caractére dans la
GL(n,IF;)-classe de conjugaison A.

Pour toute polypartition duale A, on peut construire un GL(#, IF;)-module virtuel R» par
induction a partir du caractere {* d’un tore T*. Si le tore T est contenu dans un sous-groupe
de Borel B C G qui est F-stable, il suffit d’utiliser I'induction parabolique de Tf a G* via
BF ; malheureusement, pour de nombreux couples (T}\, ¢ }\), le k-tore sous-jacent n’est contenu
dans aucun sous-groupe de Borel F-stable. Il y a néanmoins une facon de définir I'induction
parabolique de Tf a G méme lorsque T n’est pas inclus dans un sous groupe de Borel F-
stable. Cette méthode est due a Deligne et Lusztig (voir [DL76]), et peut étre utilisée des
que G est un groupe réductif de type Lie et T est un tore maximal F-stable. L'idée est de
considérer une certaine variété X sur laquelle G* agit a gauche et T* agit a droite. La somme
alternée H? (X) = ¥,50(—1)" HZ(X) des groupes de cohomologie a support compact de cette
variété de Deligne-Lusztig est un (GF, TF)-bimodule virtuel, et le produit tensoriel au-dessus

3. Il est utile de voir G et T comme des k-schémas en groupes, c’est-a-dire, des groupes algébriques déterminés
par équations polynomiales, et dont on peut considérer les solutions dans k ou dans toute extension de corps de
k; cf. [DGyo].

4. On renvoie au chapitre 7 pour un rappel de la définition du groupe de Weyl et des sous-groupes de Borel
d’un groupe algébrique.
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6.3. Caracteres de Deligne-Lusztig et caracteres irréductibles.

de C[TF] de H?(X) avec un TF-module a gauche produit un GF-module a gauche; nous le
noterons .
R7 (V) = HZ (X) ®@cprry V.

Cette opération constitue I'induction de Deligne-Lusztig, et on retrouve 'induction parabo-
lique d’Harish-Chandra lorsque T est contenu dans un sous-groupe de Borel F-stable. No-
tons qu’on peut remplacer T par un sous-groupe de Lévi L rationnel, auquel cas 'induction
de Deligne-Lusztig permet de passer outre I'absence éventuelle de sous-groupe parabolique
F-stable contenant L. Ceci étant dit, les caracteres de Deligne-Lusztig de GL(n, IFq), aussi
appelés caracteres basiques, sont les

F
R* =RG (TY);

ces caractéres virtuels ne dépendent du choix de représentants (T*,¢") dans les classes de
conjugaison A.

La description des R* en termes de fonctions symétriques dans A(F,) est due a J. A. Green,
voir [Gres55]; nous reprendrons les notations de [Macgs, chapitre 4]. Si ¢ est un polynome
irréductible sur IF, et si f € A, nous avons déja défini le symbole f(¢) € A(IF,); voyons de
méme comment « évaluer » une fonction symétrique en un élément x € M, un caractere ¢ € L
ou une orbite ® € L/®. Comme A est librement engendré par les sommes de puissances, il
suffit de décrire les spécialisations py,(x), pn() et p,(©). Pour x € M, on pose :

o my) six € M,,
pn(x) = {g[ﬂ/d gmx]( ) .
simon.

Ainsi, p,(x) est homogene de degré n ou —oo, et met seulement en jeu les variables X, ; avec
¢ = m, polyndme minimal de x. Ensuite, si § € L, on pose :

pu($) = {(_1)n1 Yxem, (G| X), Pu(x) si¢ € Ly,

0 sinon.

La fonction p,(¢) est encore de degré n ou —co dans A(IF,;). Finalement, si © = [{] est une
orbite dans L/®, on pose py(©) = p|, qego](¢) ; le choix d'un représentant ¢ de © ne change
pas la définition. Dans ce contexte, le théoreme 14 de [Gres55] peut étre interprété comme suit :

Proposition 6.6 (Caracteres de Deligne-Lusztig et fonctions symétriques, [Gres55]). Pour toute
polypartition duale \, si B = ch(R"), alors

BN — <_1)|>\|—Z®eu@ I H PA((@)(@)'
OcL/&

Théoréme 6.7 (Caracteres irréductibles de GL(n,[F;) et fonctions symétriques, [Gres55]). Les
caracteres irréductibles de GL(n,IF,) sont indexées par les polypartitions duales N € %, (I,), et si

SN = ch(x"), alors
SA = H SM®)(®) .
OcL/6

Par suite, les modules de Deligne-Lusztig (RN)M%*(B) forment une base linéaire du grou-

pe de Grothendieck K¢ (GL(n,F,)) — plus généralement d’ailleurs, si G' est un groupe ré-
ductif fini de type Lie, alors tout caractere irréductible apparait dans au moins un caractére
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de Deligne-Lusztig, et deux caracteres irréductibles qui interviennent dans le méme caractére
de Deligne-Lusztig ont des valeurs identiques en les éléments unipotents, ces valeurs étant
données par des polyndmes de Green (cf. [Lusy6]). Les matrices de transition entre la base des
caracteres irréductibles et la base de Deligne-Lusztig s’écrivent :

e(p) B = Y ( I QA(G)(@(@)))) sh
v@, [M(@)]=|p(®)| \OEL/®

eVt = % ( T M) g
19(0)] %p(0)

VO, N (©)]= OcL/®

ot ¢(p) est le signe qui apparait dans la définition de B?, et oi1 les ¢*(p) sont les valeurs des
caracteres des groupes symétriques. Ainsi, la combinatoire des représentations irréductibles et
des représentations obtenues par induction de Deligne-Lusztig a partir de tores peut de nou-
veau étre traitée a partir de fonctions symétriques dans A(IFy) = Qgem/e Ap = Qocr/e Ao
les caractere irréductibles correspondent a des produits de fonctlons de Schur, et les caracteéres
de Deligne-Lusztig correspondent a des produits de fonctions puissances.

Exemple. On considere la polypartition duale p = ([1] : 1"), 1 désignant le caractere trivial
défini par (1| x), = 1 pour tout x et tout n. Elle correspond au tore scindé TF = k" et a son
caractere trivial {(x1,...,x,) = 1. Dans ce cas particulier, la représentation induite R? l'est
au sens d’Harish-Chandra, car Tt est inclus dans le sous-groupe de Borel rationnel B(1, k)
constitué des matrices triangulaires supérieures. On a donc :

GL(n,IE;)

P —
R—Id( F,)

(1) = C[GL(n,E;)/B(n,F,)].

Autrement dit, R? est simplement 1'espace des fonctions sur la variété des drapeaux com-
plets GL(n,F,)/B(n,F,). Compte tenu des formules de changement de base entre les S* et
les BP, les polypartitions duales qui interviennent dans la décomposition de ce module en
irréductibles sont celles qui sont supportées par la seule orbite [1]; notons-les pour simpli-
fier {[1] : A} = A, et notons U* les modules irréductibles correspondant, appelés modules
unipotents. Alors :

C[GL(n,Fy)/B(n,Fy)] = Y ¢*(1")Vv* = Y (dimA) U*.
AEX, AEX,

Ainsi, la multiplicité du module unipotent U* est égale a la dimension de la représentation
irréductible de &, indexée par la partition A. Une généralisation importante de ce résultat est
due a Lusztig; nous y reviendrons dans le chapitre 9.

Exemple. L'objet principal des deux chapitres suivants est I’étude de la mesure de Plancherel
du module C[GL(n,F;)/B(n,F;)]; compte tenu ce qui précede, pour calculer cette mesure de
probabilité, il suffit de connaitre les degrés génériques D, (q), c’est-a-dire les dimensions des
modules unipotents U*. Il existe en fait une formule générale pour la dimension d"un module
irréductible V* :

no deg®\b(N'(@))
. A _ (9 )
mmV—(HW—QX<|| » @www—J

ocr/e [ijerne)(q
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On renvoie a [Macgs, chapitre 4, §6] pour une preuve de cette formule; il s’agit de calculer
dans A(IF;) le produit scalaire (S*|P(;.11)), et on utilise en particulier I'identité

b(A')

1472, 1"
ITiijenr g0 =1

voir [Macgs, chapitre 1, §3, exemples 1 a 5]. Ainsi, la théorie des fonctions symétriques fournit
une formule des équerres pour dimA analogue a celle qui existe pour les représentations
irréductibles des groupes symétriques (cf. §1.4). Dans le cas particulier des modules unipotents
U*, la formule se spécialise en

7

g — 1 .
[Tiijea ") —1

Nous reviendrons en détail sur ce point dans la section 7.1.

D,(q) = dimU* = qb(A/)

6.4 Asymptotique des mesures de Plancherel des groupes
linéaires finis

Pour conclure ce chapitre, exposons les résultats de A. Dudko et J. Fulman relatifs a
I'asymptotique de la mesure de Plancherel des représentations régulieres des groupes linéaires
finis GL(n, ;). Si A € %, (IF;), on vient de voir que

dimA = (Hqi — 1) [T sne) (g 98©,q72989, ).

i=1 QcL/6

La mesure de Plancherel de GL(n,IF;) s’écrit donc :

_ (dim>\)2 _ — o) s i 2 —deg® _—2deg®
PlGL(?’l,]Fq) [N] - Card GL(TI, ]Fq) - q 2 gq 1 @g@sk(®) (q ,q Y2 .) .

Si v < 1 est un parametre réel, on rappelle I'identité d'Euler :

1 _ = - —ryn, | _ — —(ni2np+--Arn )
0o ) H<Z(W)> Z()( -

r=0 \n,=0 nyt-+npt=n

ivn ( Z q—/\|> — i o" Z q_W‘

n=0 L(A)<n n=0 AM<n

- i o YD g mrambem) | i __ T
my H?:1<1 - q_z)

n=0 seeesMlly n=0

Par conséquent, 1’'expression suivante est une mesure de probabilité sur I'ensemble des poly-
diagrammes duaux % *(F;) = |,en %, (IF,) :

n(n41) = LN 3
M =g 0" [T —2q7") [T(4' = 1) 7" Pler ) [N
r=0 i=1
= (C]U)" H(l _ Uqfr) H Si(@)(ff deg@l qudeg®’ . ) )
r=0 QcL/®
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Pour toute partie A de %, (F,), [T/-1(1 —¢q") ' Plgur ) [A] est le coefficient de 0" dans la
série [T (1 —vg~") "1 M[A]. Notons Em la mesure de Schur S de parametres

a= (q’l,q’z,q’?’,...) et b= (v, vqfl,vq’z,...).

Pour toute partition A,

LoglA] = <H<1 - vq_r>y> O (07072, ).

r=1

Fixons des partitions Ay, ..., Ay arbitraires, et des orbites @1,...,0; € L/®. Si A est I'événe-
ment {A(©®1) = Ay,...,N(O) = Ay}, alors d’apres ce qui précede,

n

H(l - qii)il PIGL(H,]Fq)[A] = [ ] H 1 - vq -1 H»C deg@ deg@ ]
r=0

i=1

De plus, si f est une fonction holomorphe de rayon de convergence 1 et de série de Taylor
convergente en 1, alors (1) = lim,_,«[0"] f(v) (1 — v)~!. Par conséquent :

Théoreme 6.8 (Dudko-Fulman, [Fulo6, Dudo8]). Pour toutes partitions A; et toutes orbites ®; €
L/®,

k
lim Plgp ) [M@O1) = A1, MO) = M) = Hﬁllqdewj [Af]

Ainsi, sous la GL(n, F;)-mesure de Plancherel, les coordonnées A\(©1), ..., A(®y) sont asymp-
totiquement indépendantes, et asymptotiquement réparties suivant des mesures de Schur
dont les paramétres ne dépendent que des q9°8®i. En particulier, si une orbite @ est fixée,
alors la partition aléatoire A\(®) avec A répartie suivant la GL(n, [F;)-mesure de Plancherel
« reste de taille bornée » lorsque n tend vers l'infini, et une étude asymptotique semblable a
celle menée dans la premiere partie du mémoire n’a pas de sens.
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