Combinatoire des observables de
diagrammes

En théorie asymptotique des représentations des groupes symétriques &,, on considere
des diagrammes A distribués aléatoirement suivant diverses mesures de probabilité, la taille
du groupe symétrique tendant vers l'infini (cf. les chapitres 3, 8, 9, 10 et 11). Les coordonnées
A1, Ag, ..., A, sont donc des variables aléatoires, et on s’intéresse a leur loi limite modulo une
éventuelle renormalisation. Mais dans ce contexte, les coordonnées standards ne sont pas for-
cément les plus pratiques a manipuler; ainsi, il est utile d’introduire d’autres coordonnées
de diagrammes (cf. [Macgs, §1.1]), ainsi que les fonctions symétriques en ces nouvelles co-
ordonnées. Dans [[O02], V. Ivanov et S. Kerov présentent une algebre d’observables en ces
coordonnées construite sur le modele de 'algebre des fonctions symétriques A. Ce chapitre
est consacré a un exposé succinct de leur article, et a la présentation de quatre bases remar-
quables : la base des moments en les coordonnées de Frobenius, la base des moments en
les coordonnées entrelacées, la base des caractéres centraux et la base des cumulants libres
([Biag8, Biao3al).

Toutes ces observables peuvent étre évaluées sur toutes les partitions, et plus générale-
ment sur toute une classe de fonctions continues qui contient les diagrammes de Young et
leurs versions renormalisées. L'espace formé par ces diagrammes continus est un cadre to-
pologique agréable pour énoncer les résultats de convergence de théorie asymptotique des
représentations. Ainsi, dans la derniére section du chapitre (§2.5), nous expliquerons en détail
a quelle topologie sur les diagrammes continus correspond la convergence des observables,
ces arguments jouant un role crucial dans la preuve des théoremes limites 3.3, 10.3 et 11.10
(entre autres).

Pour ce qui suit, il est utile d'introduire les notations de A-anneaux, qui sont présentées
clairement par exemple dans [RRWg6, §1]. Si

X ={x1,x0,...,%n}

est un alphabet fini en m variables, notons px(X) la somme de puissances ¥, (x;)*. Comme
les fonctions sommes de puissances forment une base algébrique de Ag, on peut calculer
a partir des pi(X) toutes les autres fonctions symétriques de X, en particulier, les fonctions
de Schur s, (X), les fonctions homogenes 7, (X) et les fonctions élémentaires e, (X), etc. Ceci
étant, si X et Y sont deux alphabets (finis), on note :

X+Y={x1,-- -, X, Y1,---, Y1} ; XY ={xy;, 1<i<m, 1<j<I}.
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2.1. Coordonnées entrelacées et coordonnées de Frobenius.

Les spécialisations des fonctions symétriques associées a ces alphabets sont :
VkZ2 1, peX+Y) = pe(X)+pe(Y) 5 V=21, pe(XY) = pi(X) pe(Y) -

Maintenant, on peut définir des alphabets « virtuels » en se contentant de décrire la spécia-
lisation de l'algebre A (par exemple, en donnant les fonctions sommes de puissances). Ainsi,
on peut définir un alphabet formel X — Y dont les fonctions symétriques sont données par

pe(X =Y) = pr(X) — pr(Y).

Un autre exemple important d’alphabet formel est ’alphabet exponentiel E défini par p;(E) =
1 et px=2(E) = 0. Pour cette spécialisation de A, la formule de Frobenius (inversée) montre que
les fonctions de Schur sont données par |A|! s)(E) = dim A. Dans ce qui suit, nous utiliserons
librement ces notations; elles seront en particulier indispensables pour la description des
caracteres des algebres d'Twahori-Hecke, cf. 1a section 7.3.

2.1 Coordonnées entrelacées et coordonnées de Frobenius

Si A est un diagramme de poids 1, on peut lui associer une fonction w, affine par morceaux
de pente X1 et telle que :

/ (wa(s) — |s|) ds = 2n.
R

En effet, il suffit de tourner la représentation du diagramme de 45 degrés et de considérer la
fonction « bord supérieur », prolongée par la valeur absolue en dehors de son support (voir
la figure 2.1; on demande aussi que les cases aient pour aire 2). Dans ce qui suit, on note

FIGURE 2.1 — Fonction s — A(s) associée au diagramme de Young A = (5,4,4,1).

A(s) = wy(s) et on identifie le diagramme de Young a la fonction continue associée. Cette
interprétation fonctionnelle est tres utile pour I'étude asymptotique de mesures de probabilité
sur les partitions, en particulier parce qu’elle permet de considérer des diagrammes renorma-
lisés, voir la section 2.2. Etant donné un diagramme A, la fonction s — A(s) est déterminée par
la suite de ses extrema locaux x; < y; < x2 <y < -+ < X1 < Yp_1 < X, OU les x; sont les
minima et les y; sont les maxima. Par exemple, pour A = (5,4,4,1), les extrema locaux sont
les entiers
—4< -3 <-2<1<3<4<5,
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Chapitre 2. Combinatoire des observables de diagrammes.

le  indiquant les maxima. On dit que les x; et les y; sont les coordonnées entrelacées du dia-
gramme. Ces coordonnées permettront d’exprimer relativement simplement les probabilités
de transition du processus de Plancherel et du g-processus de Plancherel, voir les paragraphes
3.2 et7.1.

D’autre part, si A = (Ay,...,A,,0,...) est une partition de taille n, on appelle coordonnées
de Frobenius de A les deux suites

ai:/\i—i+1/2 ’ b1:A§—1+1/2,

ot i varie entre 1 et la taille 4 de la diagonale du diagramme. Les deux suites (4;)1<i<q €t
(bi)1<i<a sont strictement décroissantes et déterminent entierement le diagramme A. De plus,
on dispose de l'identité

d d
Y ai+) bi=n=|A]
i3 O

qui est évidente si l'on voit 4; ou b; comme l'aire d"une ligne ou colonne partant de la dia-
gonale, les cases de la diagonale étant coupées en deux. Dans ce qui suit, nous noterons
A=A) ={ay,...,a3} et =B = —B(A) = {—=by,...,—b;} les deux alphabets associés aux
coordonnées de Frobenius d'un diagramme; ces deux parties de Z' = Z + 1/2 ont méme
cardinal.

A XXX

A KKK KK

FIGURE 2.2 — Coordonnées de Frobenius d'un diagramme de Young.

2.2 Moments d'un diagramme et graduations sur 1'algebre
d’observables

Définition 2.1 (Observable de diagrammes). On appelle observable d’un diagramme A toute fonc-
tion symétrique en l'alphabet (virtuel) A — (—B), donc, toute combinaison linéaire de produits des
moments de Frobenius

Il
1=
—~
2
~
=~
|
—~
|
A
~—
=~

pr(A) = pr(A—(=B))

Par exemple, la taille |A| est une observable de diagrammes, car c’est le premier moment
p1(A). Dans ce qui suit, on note ¢ l'algebre des observables de diagrammes; 1'algebre ¢
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2.2. Moments d"un diagramme et graduations sur l'algébre d’observables.

est librement engendrée par les moments de Frobenius ([[O02, proposition 1.5]), et est donc
isomorphe a l'algebre A. En particulier, les fonctions

A= pu(A), ped

forment une base linéaire de . Le degré d"une observable de diagrammes est obtenu en trans-
portant par l'isomorphisme A >~ € le degré standard des fonctions symétriques. Autrement
dit, deg p, = |u|. Ainsi, on dispose d'une premiere graduation sur l’algebre &.

Examinons maintenant une seconde base. De facon analogue a ce qui précede, on définit
les moments entrelacés d'un diagramme A par :

v U*l

(M) = p(X=Y) =} (xi

i=1 l:l

En particulier, p1(A) = Y7, x; — ):1 1 ¥i = 0 pour tout diagramme, car cette quantité est aussi
la somme des pentes de A(s) — |s|. Soit

Ty athi ()
q)A(Z)_EZ—ﬂl_eXp(k; kk z k)

les fonctions génératrices des coordonnées entrelacées et des coordonnées de Frobenius du
diagramme. On peut montrer que z G (z) = ®,(z — 1/2) /P, (z + 1/2) pour tout diagramme
A, voir [I002, proposition 2.6]. Par conséquent, les moments entrelacés pj sont aussi des ob-
servables de diagrammes, et on dispose des formules de changement de base

~ e 1 n
Pn(/\) = Z 2k <2k—i— 1) pnflek(/\)

51

Z Y Ck Prar—ak(A)

ol Cy désigne la somme sur toutes les compositions k = ) ; k; des inverses des produits
[T —(2k; + 1)!, et ot n¥* = n(n—1)--- (n — k + 1), avec par convention n*~! = 1/(n +1). On
en déduit que les observables (P )x>> forment une base de transcendance de €. Le poids des
observables de diagrammes est la graduation d’algebre définie par wt(px) = k pour k > 2.
Compte tenu des formules de changement de base, wt(px) = k + 1, et la composante de plus
haut poids de py est py.1/(k+1).

La base des moments entrelacés est particulierement adaptée a I'étude analytique des dia-
grammes de Young, et en particulier, elle permet de généraliser la définition des observables
de diagrammes. Ainsi, on appellera diagramme continu toute fonction s — w(s) positive,
1-lipschitzienne et égale a |s| pour |s| assez grand. L'ensemble des diagrammes continus sera
noté €% ; via l'interprétation fonctionnelle des diagrammes de Young, % se plonge dans ¢%'.
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Chapitre 2. Combinatoire des observables de diagrammes.

Siw € €%, on note 0,(s) = (w(s) —|s|)/2; c’est une fonction 1-lipschitzienne & support
compacte. Les moments entrelacés d'un diagramme de Young continu sont définis par

Fi(w) = /m S0l (s) ds,

la dérivée s’entendant éventuellement au sens des distributions. On retrouve les moments
entrelacés usuels pour des diagrammes de Young de partitions, et ceci permet d’étendre 1'en-
semble de définition d'une observable de % a 4% . D’autre part, si w est un diagramme
continu et si t est un nombre réel strictement positif, on note

w'(s) =Vt w(s/Vt)

le diagramme renormalisé en abscisse et en ordonnée d'un facteur V/t, voir I'exemple de
la figure 2.3. Dans ce cadre, si f est une observable de diagrammes homogeéne de poids k,

1/4

FIGURE 2.3 — Renormalisation w! d’un diagramme continu w. L'aire entre la courbe et la fonc-
tion valeur absolue est multipliée par t.

alors f(w') = t*/2 f(w). Le poids est donc la graduation de ¢ adaptée a la renormalisation
« isotrope » de diagrammes équilibrés; dans le chapitre 8, nous verrons que le degré est une
graduation adaptée a la renormalisation de certains diagrammes non équilibrés.

2.3 Permutations partielles et caractéres centraux

Les caracteres centraux forment une autre base de I'algebre d’observables, et ils permettent
d’établir le lien avec la théorie des représentations des groupes symétriques ([[O02, So6a]).
L’idée est d’associer a toute partition y la fonction

A= GO aein)

ot ¢! désigne le caractere irréductible du module de Specht V*, et avec n = |A|. Ces appli-
cations doivent néanmoins étre renormalisées, et d’autre part, il faut pouvoir traiter convena-
blement le cas out || > n. Pour ces deux raisons, il est utile de voir les caractéres centraux
comme éléments de 'algebre des permutations partielles. On appelle permutation partielle
de taille #n un couple (c,S), oit ¢ € S, et S est une partie de [[1, 1] telle que o(x) = x pour
tout x € [1,n] \ S. Alternativement, on peut voir une permutation partielle de taille # comme
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2.3. Permutations partielles et caracteres centraux.

la donnée d’un support S C [1,1] et d’'une permutation ¢ € &(S). Le produit de deux per-
mutations partielles est défini par

(0,9)(t,T) = (0T,SUT),

et les permutations partielles de taille n forment ainsi un monoide non commutatif, de neutre
(id[1,4), @)- Nous noterons %, I'algeébre (complexe) de ce monoide. La théorie des représenta-
tions de cette algebre sera précisée dans la section 12.1, et I'on verra dans le chapitre 13 que
cette construction rentre dans un cadre tres général. Pour l'instant, nous aurons seulement
besoin de la limite projective %, des algebres %,. Si N > n, on peut définir une projection
linéaire ¢ , : BN — P, en posant

onn(0S) = {(0,5) si 5 C [1n],
0 sinon.

Les applications ¢y, sont des morphismes d’algebres, et elles sont compatibles entre elles.
De plus, si le degré d'une permutation partielle est défini par deg(c,S) = card S, alors les
applications ¢y, sont compatibles avec les filtrations d’algebres associées au degré. On note
Boo = l'm71 - By la limite projective des algebres de permutations partielles dans la catégorie
des algebres filtrées; ses éléments sont les combinaisons linéaires formelles éventuellement
infinies de permutations partielles de degrés bornés.

Fixons maintenant une partition y, et notons X, la somme formelle infinie des permuta-
tions partielles

(@11, ) (@20, a2p,) - (1, ), {ai; | 1<i<O(p), 1<j<pi}

ot a est n'importe quelle fonction injective {(i,j) |1 < i < #(pu), 1 <j < i} — IN*. Si ¢y,
est la projection canonique %o, — %, alors le projeté ¢, (X, ) est donné par la méme somme,
mais avec l'indice de sommation a restreint aux fonctions injectives a valeurs dans [[1, n]]. Soit
7, la projection de %, vers CS,, qui a une permutation partielle (¢, S) associe la permutation
0. Le projeté X, , = m,(¢u(Z,)) vaut 0 lorsque n < |u|, et dans le cas contraire, c’est un
multiple de la classe de conjugaison C,, jn- :

Zyn=n(n—1)---(n—|u[+1) vau1n—\y\ = ntlH é,mnf\m /

ou pour toute partition A de taille n, 6/\ = Cy/card C,. Ceci étant, le caractere central X, est
'observable de diagrammes définie par

ZAew) = X/\(Z;m)r
ot x* désigne le caractere irréductible renormalisé, c’est-a-dire que (dimA) x* = ¢*. L'ap-
partenance de X, a & est en réalité tout a fait non triviale, et elle découle des deux résultats

suivants :

1. Dans %, les éléments X, engendrent une sous-algébre commutative 7, et wt(Z;,) =
|1t| + £(p) est une graduation d’algebre sur 7. Plus précisément,

o combinaison linéaire de termes de poids
Ty * 2y = T + ( inferieur & [jr[+£(j1) + [zl + £(12) -2 )
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Chapitre 2. Combinatoire des observables de diagrammes.

voir [Soba, corollaire 3.8]. Essentiellement, c’est parce que pour 7 assez grand, une per-
mutation partielle de type y; et une autre permutation partielle de type y, sont géné-
riquement a supports disjoints, donc commutent et ont pour produit une permutation
partielle de type p1 U ys.

2. D’autre part, pour tout groupe fini G, si a et b sont deux éléments du centre (CG)® de
l’algebre du groupe, et si x est un caractere irréductible normalisé de G, alors x(ab) =
x(a) x(b). En effet, dans la décomposition de CG en blocs matriciels, (CG)® s’identifie
a la somme directe d’espaces d’homothéties .z Cidy, et la restriction de xV a(CG)©
est la projection sur Cidy ; c’est donc bien un morphisme d’algebres. Par suite, pour
toutes partitions 1, p, A,

Zm(}\) X Zyz(/\) = XA(Zm,n) Xc XA(Zyz,n) = X/\<me X6, Zﬂz,n)
= XA(”n o 4’n<2m X e Zﬂz)) = (2141 X oo ZH2)<A)

c’est-a-dire que le produit d’observables X, et X,, peut étre effectué directement dans
oo C HBeo. Par conséquent, compte tenu de la décomposition graduée des produits de
caracteres centraux X, * X, il suffit de montrer que les caractéres centraux des cycles
X sont des observables de diagrammes.

3. En utilisant la formule de Frobenius pour u = k1", on peut montrer que (1) est le
coefficient de z~! dans la série de Laurent

(-3 sy

d’ot1 une expression de X en fonction des p;<, voir [IO02, proposition 3.2]. Par exemple,
2= P1, 2 = P2, 23 = ps — %pn + %rﬂ et Xy = pPa — 4p21 -+ %pz Ainsi, les X et les Z‘u
sont bien dans 0.

A partir de ces observations, on peut établir la proposition suivante, voir [[002, corollaire
4.3, corollaire 4.4 et proposition 4.9] :

Proposition 2.2 (Base des caracteres centraux). Les observables (X,),ca forment une base linéaire
de O, et les caracteres centraux des cycles (X )g>1 forment une base de transcendance. La composante
de plus haut degré de X, est toujours égale a p,,. Par suite,

Xy, * Xy, = Xy, + (termes de degré inférieur) .

La filtration de l'algeébre s, précédemment définie correspond a la filtration des poids sur I'algebre
d’observables O ; par conséquent, on a aussi

Xy, % Xy, = Xy, + (termes de poids inférieur) .

Ces propriétés de factorisation des caractéres centraux en plus haut degré ou en plus haut
poids joueront un role essentiel pour I'asymptotique des caracteres et des mesures sur les par-
titions *. Concluons cette section en dressant une liste des diverses descriptions isomorphiques
de l'algebre d’observables & :

1. Nous décrirons plus en détail les termes du produit X, * X, dans la section 8.3 ; ainsi, le produit peut étre
écrit comme somme sur des appariements entre les points des cycles de type p; et les points de cycles de type py,
le terme X, correspondant a I'appariement vide.
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2.4. Cumulants libres et asymptotique des caracteéres.

1. Les moments de Frobenius p, définissent un isomorphisme canonique & ~ A, ce qui
permet d’effectuer des calculs dans 1’algebre des fonctions symétriques.

2. Les caracteres centraux X, sont issus de l'algebre des permutations partielles %, et
plus précisément de l'algébre %, des invariants pour l'action par conjugaison de Gc.
Cette sous-algebre commutative est 1’algébre d’Ivanov-Kerov, voir la section 12.1. On
dispose donc d'un isomorphisme canonique & ~ %,, ce qui permet en particulier de
calculer les coefficients de structure de 1’algebre ¢ dans la base des caracteres centraux,
cf. [I1002, proposition 4.5] et [IK9g, proposition 6.2 et théoreme 9.1]. Nous reviendrons
sur ce point dans le chapitre 12.

3. Enfin, les caractéres centraux X, peuvent également étre vus comme éléments de 1'al-
gebre des fonctions symétriques décalées, voir [OOg8]. Un polyndome symétrique dé-
calé en m variables est un polynéme p(x1,x,...,x,) symétrique en les nouvelles va-
riables y; = x; — i + const, la valeur de la constante étant arbitraire (on la prendra par
exemple égale a 0). Les polyndmes symétriques décalés en m variables forment une
algebre Af(m), et on appelle fonction symétrique décalée un élément de la limite pro-
jective Af = L A*(m). Une base de cette algeébre est formée des fonctions de Schur
décalées :

det ((x; +m —i)Htm), .
det ((xl- +m — Z‘)im_j)i’]'

sﬁ,(xl,xz,...,xm): si f(u) < m, et0 sinon.

On définit les fonctions sommes de puissances décalées en utilisant la formule de Fro-
benius :

Ve, pi= Y s,
AEX,

Alors, on peut montrer que la fonction symétrique décalée p&,(}\) en les coordonnées
standards Ay, ..., A, d'un diagramme est égale a X, (A), f. [OOg8, théoreme 8.1] et [[Kgg,
théoreme 9.1]. Cette identité fournit un troisiéme isomorphisme & ~ A%,

Notons que l'algébre A* est également mise en jeu dans un analogue du théoréme de Frobe-
nius-Schur pour les groupes linéaires complexes GL(11, C). Ainsi, on peut montrer que A*(m)
est naturellement isomorphe au centre Z(U(gl(m,C))) de l'algebre enveloppante de 1’algebre
de Lie gl(m,C) — c’est 'isomorphisme d’Harish-Chandra, voir par exemple [OO98, §2].

2.4 Cumulants libres et asymptotique des caracteres

La derniére base importante de l'algebre & est la base des cumulants libres; elle a été
introduite par P. Biane dans [Biag8, Biao3a], et elle est inspirée par la théorie des probabilités
libres de Voiculescu ([VDNog2, Biaosb]). Si A est un diagramme de Young, on appelle mesure
de transition de A la mesure de probabilité

1y = Z (M) S, -
k=1

Hl#k X — Xi

Alors, Gy(z) = [ o #a(ds) est la transformée de Cauchy de la mesure de transition de A.

De plus,
_1 5 (s)
Ga(z) = S eXp <_/1R o ds ),
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Chapitre 2. Combinatoire des observables de diagrammes.

et compte tenu de cette expression analytique, on peut aussi définir la mesure de transition
Ho d'un diagramme continu w € ¢%. Nous expliquerons dans la section 3.2 1'origine de la
terminologie « mesure de transition ».

Ceci étant, pour toute mesure de probabilité y a support compact S C IR, on appelle R-
transformée de u la fonction réciproque de la transformée de Cauchy C, au voisinage de
I'infini :

Cu(z) = p(ds) ~eo 1 ; Ry(Cu(z)) =z et Ry(z) L (1 + iRk(y)zk> :

R Z—S z z =

Les coefficients Ri() sont appelés cumulants libres de la mesure y. En théorie des proba-
bilités non commutatives, la R-transformée et les cumulants libres jouent un role analogue a
la transformée de Fourier et aux cumulants standards des variables aléatoires. Les cumulants
libres d'un diagramme sont les cumulants libres de sa mesure de transition : Rg(A) = Ry (pa)-
Le premier cumulant est toujours nul, et par inversion de Lagrange,

Rip1(A) = =2 271 (Ga(2)) "

pour tout entier k. On en déduit que les cumulants libres R, sont des observables de dia-
grammes, et d’autre part, la définition analytique des cumulants prouve que

Ri(w') = /2 Ry(w)

pour tout diagramme continu w et tout entier k > 2. Par conséquent, Ry, est une observable
homogene de poids k + 1, et c’est en fait la composante homogene de plus haut poids k + 1

de X, car
1, _ -
Ze(A) = =2 1 (Ga(®) Gz = 1) -+ Galz —k+1))
¢f. [Biao3a, section 5] et [I[0o02, proposition 10.1]. Notons R, un produit Ry, R, ---R,, de
cumulants libres de diagrammes. Alors, compte tenu de la propriété de factorisation en plus
haut poids des caracteres centraux,

1

X, = R, 41 + (termes de poids inférieur)

pour toute partition y, ot u + 1 désigne la partition obtenue a partir de y en ajoutant 1 a
toutes ses parts. En particulier, les (Ri1)k>1 forment une base de transcendance de 7, et les
(Ry41) e forment une base linéaire. Dans la formule précédente, on peut montrer que les
termes de poids inférieur a |u| + ¢(u) — 1 sont en réalité de poids inférieur a |u| + €(p) —2;
en effet, tous les poids apparaissant ont la méme parité que |p| + £(p).

L’identité reliant X, a R, ;1 est a la base de résultats asymptotiques importants pour les
caractéres du groupe symétrique. Etant donnée une constante A > 1, une partition A est dite
A-équilibrée si sa longueur /()) et sa plus grande part A; sont inférieures a Ay/n, oun = |A|.
Alors, le diagramme continu w = (w, )"/l vérifie w(s) = |s| pour tout s > A. En particulier,
les diagrammes continus obtenus par renormalisation de diagrammes A-équilibrés forment
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2.4. Cumulants libres et asymptotique des caracteéres.

une partie relativement compacte de 6%/, et toute observable de diagrammes (continus) est
bornée sur cette partie. On en déduit que

|| +€(p)—2 |p|+€(p)—2
| Zu(A) = Ry (M)] = <Y 1AW
k=0 k=0
oy HlHE() =2 -
< nwﬂz(m 2 Z ‘fk(w)‘ < angw 2

k=0

ol C est une constante qui ne dépend que de A (et de u). Dans ce qui suit, si y est une
partition et si n est un entier plus grand que ||, on note 0, , une permutation de &, de type
u1"-Ivl, et |0,1| le nombre minimal de transpositions dans une factorisation de oy, , en cycles,
c’est-a-dire || — £(p). On déduit de ce qui précede :

Théoréme 2.3 (Expression asymptotique des caracteres des groupes symétriques, [Biag8]).
Pour tout A > 1 et toute partition y, il existe une constante positive C(A, i) telle que

_lopnl 4

’X/\<‘7H,n) —n ¥ Ry1(A)| < C(A,pu)n 2

|ogu,n|

pour tout diagramme A-équilibré A de taille n > |u|. En particulier, x*(0y,n) = O(n 1), et d’autre
part, Uestimation précédente implique la factorisation asymptotique des caracteres. Ainsi, si 0y, et 0y
commutent, alors

lou,nl+loznl
— D 0onl_q

’X/\(ay,n Orn) — XA(ay,n)XA(ar,n)’ <D(A,pu,T)n

pour tout diagramme A-équilibré A de taille n > |u| + |t/

L'expression asymptotique des caracteres indexés par des partitions A-équilibrées im-
plique également des résultats de concentration pour la forme d’une partition apparaissant
dans la décomposition d'un C&,-module construit par produit tensoriel, restriction ou induc-
tion, voir [Biag8, théoremes 1.4.1, 1.5.1 et 1.6.1], et [Biao1a, So6b]. D’autre part, le lien entre
caractéres centraux et cumulants libres permet de démontrer tres facilement des lois limites
pour les grandes partitions aléatoires, voir en particulier les sections 3.3 et 10.2; c’est l'intérét
essentiel de cette notion. Concluons ce paragraphe en évoquant deux propriétés additionnelles
des cumulants libres.

1. Notons M, (A) les moments de la mesure de transition d’un diagramme A ; ce sont des
observables de diagrammes, car si

Gi(z) = % exp (ko_il ﬁkl(c/\) zk> = % (1 + ]:i;lﬁk(/\) zk> ,

alors My, (A) = EH(/\) pour toute partition y. On doit a R. Speicher une interprétation
combinatoire des relations entre moments et cumulants libres d’une mesure de proba-
bilité, cf. [Speg8, NSo6]. Si 7t est une partition ensembliste de 1’ensemble [1, 1], on note
M5z = M, et Ry = R, les moments et cumulants libres indexés par la partition p obtenue
en prenant les tailles des parts de 7. La partition 7t est dite non croisée s’il n’existe pas
de quadruplets i < j <k < tels quei ~, ket j ~, I. Sil'on place les entiers 1,2,...,n
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sur une droite et si 'on dessine les blocs de la partition 77, alors la condition de non croi-
sement a une signification géométrique évidente, voir la figure 2.4. L'ensemble NE(n)
des partitions non croisées de [1, 1] est de cardinal le nombre de Catalan C,,, et il forme
un treillis ordonné pour 'ordre de raffinement sur les partitions d’ensemble. Dans ce
cadre, on peut montrer que

M = Z Ry ; Ry = Z ,u(n'comp) My
meNne (k) meNne (k)

olt () = [Tis1(—1)/™1=1 C 1 est la fonction de Mébius du treillis NE(k), et Teomp
désigne le complémentaire de 7t au sens de Kreweras, voir par exemple [So6a, §2.2.4].
Ainsi, au prix d'une inversion de Mobius, on peut ramener 1'étude des cumulants libres
de diagrammes R, (A) a celle des moments M, (A). Or, ces derniers peuvent étre vus
comme moments des éléments de Jucys-Murphy au sens des probabilités non commu-
tatives. On renvoie a [Biag8, Biaosa] et [So6a, §2.1.8 et §4.2] pour de plus amples détails
au sujet de cette interprétation.

5 é ; é 9 10 11 12

FIGURE 2.4 — La partition 7w = {1,4,5,6} U {7,11,12} L/ {2,3} LU {8,10} LI {9} est non croisée.

2. La composante de plus haut poids de X étant le cumulant Ry, on peut montrer que
tout caractere central (d"un cycle) s’écrit comme polyndme a coefficients entiers en les
cumulants d’ordre inférieur a son poids. Par exemple,

21 =R ; 2 =R3 ; 23=R4+Ry ;
X, =Rs5+3R; ; Y5 = Rg+ 15R; +5R3 + 8R;.

Les termes suivants sont calculés a la fin de [Biao3a]. On appelle polynéme de Kerov
le polyndme universel K tel que Xy = Ki(Ra, ..., Rxs1). Le polyndome de Kerov associé
au caractere central d'un cycle a tous ses coefficients positifs (cf. [Féo7]), et on peut
donner une interprétation combinatoire des dits coefficients en termes de nombres de
factorisations d'une permutation, voir [DFSo8, théoreme 1.4].

Un dernier point que nous avons omis est la détermination de toutes les filtrations d’algébre
de &'; ainsi, une classe trés générale de telles filtrations est décrite par [IK99, proposition 10.3]
et [[Oo2, proposition 4.7], et nous renvoyons le lecteur a ces articles s’il souhaite pallier cette
omission. Outre le degré canonique et le poids, nous aurons par la suite besoin du degré de
Kerov (section 3.4 et chapitre 11) et du a-degré (section 10.3); nous les présenterons en temps
voulu.
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2.5 Correspondance de Markov-Krein et topologie des diagrammes
continus

Pour conclure ce chapitre, nous souhaitions préciser tres clairement la topologie induite
sur % par la convergence des observables de diagrammes de l'algebre &'. Ainsi, étant donnée
une suite — pour l'instant déterministe — (wy, ) e de diagrammes continus, que peut-on dire
si pour toute observable f € &, f(w,) admet une limite ? La réponse rentre dans le cadre de
la correspondance de Markov-Krein, qui est exposée dans son cadre le plus général dans les
articles [Kerg3sb, Kerg8]. Nous suivrons ici peu ou prou le second article.

Si w est un diagramme de Young continu dans 4%/, nous avons vu dans les paragraphes
précédents comment lui associer :

— une fonction G, (z) analytique sur le demi-plan de Poincaré H = {z € C | J(z) > 0} :

Guw(z) = %exp (—/}R%ds) .

La fonction G, (z) a sa partie imaginaire négative lorsque z reste dans H; de plus,
limy ., ;0 iy G (iy) = 1. Enfin, elle admet une limite finie lorsque z tend vers t € R avec
t en dehors du support de oy,.
— une mesure de probabilité a support compact i, dont la transformée de Cauchy est la
fonction G, (z) :
ds
Gu(z) = Mo (d5) .
R Z—S
On obtient ainsi une bijection entre 6%/, les mesures de probabilité sur R a support compact,
et les fonctions analytiques sur H qui vérifient

VzeH, ¥(N(z)) <0 ; ygTwlyN(ly) 1 ;

Vt réel en dehors d’un certain compact, lim N(z) existe.
z—t, zeH
Cette correspondance w <+ G, <+ 1 est appelée correspondance de Markov-Krein, et elle est
homéomorphique pour la topologie de la convergence uniforme sur ¢%/, la topologie de la
convergence en loi des mesures de probabilité, et une topologie que nous préciserons plus loin
sur les fonctions analytiques a partie imaginaire négative. Malheureusement, ces topologies
(métrisables) ne rendent pas les espaces sous-jacents complets ; par suite, il convient d’intro-
duire des objets plus généraux pour comprendre pleinement les propriétés topologiques de
cette correspondance. Définissons donc les quatres espaces métrisables complets suivants :

- diagrammes continus généralisés : soit #! ’ensemble des fonctions w : R — R qui
sont 1-lipschitziennes et vérifient

-1 +oo
/ (1+w’(s))§<oo ; / (1—w’(s))é<oo,
oo sl 1 sl
étant entendu qu’on identifie deux telles fonctions si elles different d’une constante. Il
existe une distance sur %! qui en fait un espace métrique complet, et telle que ([wy])nen
converge vers une classe d’équivalence [w] dans ! si et seulement si ’on peut choisir
des représentants tels que w, — w uniformément sur toute partie compacte S C R. On
abienstr % C €% c #.
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— fonctions de Rayleigh : soit #' 'ensemble des fonctions mesurables sur R telles que

0 0o
R 1—R
Vs, 0 < R(s) <1 ; / (s) ds < oo ; / 7(5)ds<oo,
—oo 1+ |5 o 1+]s]

étant entendu qu’on identifie deux telles fonctions si elles sont égales presque partout.
Une suite de fonctions de Rayleigh (R,),en converge vers une fonction R si

X X
Vx € R, lim Ry(s) ds = / R(s) ds ;
n—eo [ oo 1+ s oo 18]

VxeR’ llm in(s)dsz/ ﬂds'
neo fi 1+ || « L+]s|

Dans ce cas, la limite R est encore une fonction de Rayleigh. Il existe une distance sur
%' compatible avec cette notion de convergence, et compléte; pour cette distance, la
convergence R, — R dans %' est équivalente? a

/ﬂb Ry(s)ds — /abR(s)ds

pour tout intervalle borné [a, ).

— fonctions a parties imaginaires négatives : soit .#"! 'ensemble des fonctions analytiques
sur H qui ont leur partie imaginaire négative, et vérifient lim, ,. iy N (iy) = 1. On
munit .41 de la restriction de la topologie de Montel, c’est-a-dire la topologie de la
convergence uniforme sur tous les compacts de IH. De nouveau, il existe une distance sur
A1 compatible avec cette topologie et complete. De plus, si (N, ), suites de fonctions
de 4! converge pour la topologie de Montel vers une fonction analytique (a partie
imaginaire négative) f, alors f appartient a .4! si et seulement si

lim sup |iyfu(iy) —1| =0.
Y—

®neN, y=Y

— mesures de probabilité : on note .#! = #'(R) = Z(R) l'espace des mesures de
probabilité (boréliennes) sur la droite réelle, et on le munit de la topologie de Skorohod
de la convergence en loi, cf. [Bil69g, chapitre 1]. Il est bien connu qu'il existe une distance
(naturelle!) sur .#! compatible avec cette topologie, et qui en fait un espace complet.

Avec ces définitions, la correspondance de Markov-Krein généralisée s’énonce comme suit :

Théoréeme 2.4 (Correspondance de Markov-Krein généralisée, [Kerg8]). La correspondance de
Markov-Krein entre diagrammes de Young continus, mesures a supports compacts et fonctions analy-
tiques a partie imaginaire négative est la restriction d'une correspondance homéomorphique entre les
quatre espaces métriques complets :

y' @ o N oalt.

1. La bijection #' > &1 est donnée par :

RE) = s(14+(s) w(s):/os(2R(t)—1)dt.

NI~

2. Attention, si une suite (R;),cN de fonctions de Rayleigh converge en ce sens vers une fonction mesurable R,
il ny a a priori aucune garantie pour que R soit une fonction de Rayleigh dans %'. C’est la raison pour laquelle on
doit attacher une distance a cette topologie ; des phénomeénes du méme type ont lieu pour les deux autres espaces
olet 4L
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2. L'homéomorphisme N1 < R est fourni par la représentation intégrale de Nevanlinna des
fonctions a partie imaginaire négative :

N(z)zéexp<—/om%ds+/om%ds> .

3. La correspondance M < N1 est la transformée de Cauchy des mesures de probabilité, qui peut
étre inversée par la formule de Perron-Frobenius :

_ [ ps) /b =L im (NG 4
N(z) = Lz ; i u(ds) = nylg]go i S(N(s+1iy))ds.

Muni de ce résultat abstrait, placons-nous dans la situation décrite au début de ce para-
graphe, c’est-a-dire avec une suite (w,),cn de diagrammes continus dont on sait que certaines
observables admettent des limites. Il arrivera souvent dans la suite qu’on sache par exemple
calculer les limites des cumulants libres :

Vk > 2, Elrk = lgn Rk(wn) .
n—o0

Comme les cumulants libres engendrent 1’algebre €, en effectuant des changements de base,
on peut alors virtuellement calculer les limites de toutes les observables f(wy); en particulier,
les moments 1 (w,) des mesures de transition Uy des diagrammes ont tous des limites ;. S'il
existe une mesure de probabilité sur R qui a pour moments les nombres my, et qui est détermi-
née par ses moments, ceci implique la convergence en loi y,, — i dans 'espace Z(IR). Alors,
par la correspondance de Markov-Krein généralisée, il existe un diagramme continu généra-
lisé w tel que w, — w uniformément sur tout compact de R. En particulier, si les moments
my correspondent a une mesure a support compact y, alors cette mesure est automatiquement
déterminée par ses moments, et elle correspond a un (vrai) diagramme continu w. Ainsi :

Proposition 2.5 (Topologies faible et forte sur les diagrammes continus). Soit (wy),eN Une suite
de diagrammes continus qui converge pour la topologie faible vers un diagramme continu we € €%,
c’est-a-dire que pour toute observable de diagrammes f dans O (ou toute observable dans une base
algébrique), f(w,) tend vers f(we). Alors, w, converge vers we uniformément sur tout R.

Autrement dit, si (wy,)neN converge vers we pour la topologie faible induite sur % par 0,
alors la suite converge en fait pour la topologie forte > — notons que l'appartenance wo, € 6%
fait partie des hypotheses de 1’énoncé.

Démonstration. Comme un diagramme continu w(s) est 1-lipschitzien est égal a |s| pour s
assez petit ou s assez grand, on a forcément w(s) > |s| pour tout s. En effet, si w(s) < |s]
pour un certain s, disons s positif, alors w(s) <s—e pour un certain ¢ > 0, et par caractere
1-lispchitzien, w(t) < t — ¢ pour tout f plus grand que s; ceci contredit I'hypothese précé-
dente. Maintenant, on sait déja que sous les hypothéses de I'énoncé, w, converge vers wq
uniformément sur toute partie compacte ; en particulier, c’est vrai sur le support S = [4,b] de
0o (s) = (Weo(s) — |s]) /2. Quitte & étendre ce support, on peut supposer a < 0 et b > 0. Pour
tout € > 0, au-dela d’un certain rang N,

||w1’l - woo”oo,s < €.

3. Ce point précis et sa preuve ne sont pas vraiment mentionnés dans [[002]; c’est essentiellement pour cela
que nous avons consacré une section compléte a ces subtilités topologiques.
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Sis < a, alors wy(s) — we(s) = wn(s) — |s| = 0 par hypothese sur les w,. Mais d’autre part,
(wn(s) —1s]) = w;(s) +1 >0, donc :

wn(s) = weo(s) = wa(s) = [s| < wala) — o] <e.

On conclut que sur S_ =] — o0, 4], on a également ||w; — Wel|w,s. < € De méme, sis > b,
alors (wy(s) —|s]) = w),(s) =1 <0, donc :

0 < wp(s) — We(s) = wn(s) —|s| < wn(b) —|b| <e.
et [|Wy — Weolloo,s, < €5iS4 = [b,+oo[. Tout ceci implique bien :
||w1’l - woo”oo,IR < €

pour n assez grand, ce que 1’on souhaitait. O

Ainsi, l'algebre des observables de diagrammes permet d’établir la convergence pour la
topologie uniforme (sur tout R) d'une suite (w,),en de diagrammes de Young continus vers
un diagramme continu we. Néanmoins, cette notion de convergence n’est pas la plus forte
que l'on puisse espérer. Ainsi, en plus de demander que ||w, — We||« tende vers 0, on peut
souhaiter que les supports des diagrammes w, restent bornés et convergent vers celui de we,
c’est-a-dire que :

a(wy) =inf{s € R | wy(s) # |s|} = a(we) ;
b(wy) =sup{s € R | wy(s) # |5|} = b(we) -

On dira dans ce cas que (wy)zen converge ultra-fortement * vers wo.. Dans ce qui suit, nous
observerons a trois reprises ce phénomene de convergence ultra-forte, a savoir, pour les dia-
grammes de Young renormalisés tirés aléatoirement sous les mesures de Plancherel (chapitre
3), sous les mesures de Schur-Weyl de parametre « = 1/2 (chapitre 10), et sous les mesures
de Gelfand (chapitre 11). Dans ces contextes, les techniques d’observables de diagrammes ne
donneront rien de plus que la convergence uniforme, et nous aurons recours a d’autres types
d’arguments pour établir la convergence des supports.

4. La terminologie est locale et n’a rien a voir avec la notion de topologie ultra-forte d’algebre d’opérateurs.
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