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Résumé : Comme dans le chapitre 3, dans ce chapitre nous nous intéressons au
processus dual convere d’une utilité progressive de la forme (5.19). Pour sim-
plifier, nous nous placerons dans le cadre du marché martingale décrit dans le
paragraphe 6.4, mais nous donnons en plus les équivalents des principauz ré-
sultats dans le marché initial. Notre approche sera similaire a celle du chapitre
précédent dans le sens ot mous portons notre intérét essentiellement a établir

explicitement la dynamique du processus dual en fonction de celle de ['utilité.
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Dans une premiere section, nous établissons les conditions nécessaires d’opti-
malité puis la dynamique de la transformée de Fenchel d’une utilité progressive.
Nous montrons que cette dynamique est tres similaire a celle de ['utilité progres-
sive (6.40). Encore une fois la volatilité T joue un réle trés important dans la
dynamique duale et five la mesure martingale locale optimale. Nous montrons,
aussi, l’équivalent du théoréme 3.6 établi dans [60] : c-a-d. que le dual convexe
est, a son tour, solution d’un probleme d’optimisation dual.

Vuues les grandes similitudes entre les utilités progressives et leur dual convexe,
ainsi que la forte analogie entre les EDP stochastiques respectives, la technique
de dualité ne nous permet pas de résoudre ces problemes d’optimisation progres-
sif. Par contre les techniques de changement de numéraire et de dualité nous
permettent de mieux aborder les utilités progressives décroissantes dans le temps
(paragraphe 7.7), étudiées par Zariphopoulou et al. [88] et M. Tehranchi et al.
[36]. Nous donnons le principal théoréme de ces auteurs et par changement de

numéraire, nous donnons une interprétation assez importante de leurs résultats.

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, comme dans le cadre classique d’optimisation de porte-
feuille (voir le chapitre 3), nous nous intéressons a la transformée de Fenchel
d’une utilité progressive u et particulierement au probleme d’optimisation dual.
Notre but est d’étudier 'EDP stochastique que vérifie u et de déterminer une
caractérisation des processus d’utilités progressives ainsi que des richesses opti-
males qu’elles génerent a travers le dual. Pour ce, et afin de pouvoir utiliser les
résultats du paragraphe 6.4, nous supposons, tout au long de ce chapitre ainsi
que le chapitre suivant, qu’au moins 'une des deux hypotheses suivantes est

satisfaite :

Hypothese 7.1. L’ensemble IC des contraintes sur les stratégies admissibles

est un sous-espace vectoriel de R?.
Hypothése 7.2. La prime de marché n satisfait : no=t € KN (=K).

Sous I'une ou l'autre de ces hypotheses, nous avons vu qu’il est largement suf-

fisant, d’apres les résultats du paragraphe 6.4, de nous placer dans le cadre
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particulier du marché de numéraire (H"")~! défini dans (6.47). Nous avons éta-
bli que si dans cet univers, u est une utilité progressive de classe C? obéissant
a une dynamique de la forme (5.19) et vérifiant ’hypothese 5.2, alors elle est

solution de I’équation aux dérivées partielles stochastique suivante :

( 1 F’,}C 2
du(t,x>:§|! |

(t,x)dt + I'(t, z)dWy,

u//
1 i def
= ), (7.1)
Ko

T2 1,0
( i ,I') e B,

\

et générant le portefeuille optimal suivant :

'K
AX75 = = (4, XPP AW, X = (7.2)
Uu

1

La richesse optimale est indexée par u pour rappeler qu’elle est associée a cette
utilité.
Rappelons enfin que 'hypothese

F’,IC 2
AP 1y ¢ o

est une condition nécessaire pour pouvoir appliquer le lemme d’Ito- Ventzel

(voir le théoreme A.11). Si de plus, nous supposons que I'/u" € Bg’l, alors
nous montrons, d’apres les théoremes A.13 et A.16, que ’équation différentielle
stochastique (7.2) admet une unique solution, cette solution admettant une

modification continue.

7.2 Dual convexe : définition et hypotheses

: . , L -1 L
Toujours dans le méme marché de numéraire (H ’"”7) , hous nous intéressons
dans ce paragraphe au dual convexe de 1'utilité progressive, dont nous rappelons

la définition :

Définition 7.1. On appelle dual convezre , ou encore transformée de Fenchel

de u(t,.) (concave croissante) a tout instant t > s la fonction définie par

a(t,y) < max(u(t, r) — ). (7.3)

xT
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Sachant que, par une simple dérivation, on montre que le mazimum est atteint

en xy = I(t,y), @ est alors donnée par

alt,y) =u(t, I1(t,y)) — yI(t,y) (7.4)
On remarquera ensuite que @' = —I = —(u/)71.

Le but de cette section est d’établir la dynamique de ce dual % en fonction des
parametres de celle de 1'utilité u. Pour cela, remarquons que cette dynamique

peut étre établie par deux manieres différentes :

— A partir de (7.4), ot nous pouvons obtenir que

— A partir de l'identité

qui nous permet en particulier, et sous les bonnes hypotheses, de détermi-
ner la dynamique de @’ et donc, par une intégration, nous permet d’établir

celle de .

Par contre, I'une ou l'autre de ces deux méthodes nécessite de déterminer la

dynamique de I = (u/)~!

avant de pouvoir poursuivre nos investigations.

Par conséquent, afin de prouver le résultat principal de ce chapitre, nous allons
procéder comme suit; dans un premier temps nous établirons les hypotheses
nécessaires pour déduire la dynamique de la dérivée v’ a partir de celle de w.

Puis, en partant du fait que du/(t, I(t,y)) = 0, nous déduisons celle de I.

Pour déduire la dynamique de ', la méthode la plus naturelle est de dériver
formellement, terme a terme, celle de u. Mais, de maniere générale, ceci n’est
pas possible, bien que les parametres de diffusion de la dynamique de u sont
dérivables. En effet, une hypothese supplémentaire est nécessaire, voir H. Kunita

[74]. Cette hypothese est la suivante :

Hypothese 7.3. Supposons, en plus de I’hypothese habituelle

K12
(IIF I ,F) c BL

u//
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nécessaire pour appliquer le lemme d’Ito-Ventzel, qu’il existe § > 0 tel que

|7 |2 1.6
( i ,I') e B™.

En d’autres termes, ’hypothese 5.2 est insuffisante. Il faut supposer de plus que
les parametres de diffusion de u sont §-Holderiennes, pour un certain réel § > 0.
Alors, dans ce cadre, et d’apres le théoreme A.12 (i), nous avons le résultat

suivant :

Proposition 7.1. La dérivée u' de l'utilité progressive (7.1) est un C*-processus

et une Ct-semimartingale qui obéit a la dynamique suivante :

| 2

10 ||I'*
du’(t,x) = 5%( o

)(t, x)dt + T (t, x)dW,. (7.5)

/
. . .. . T K2
En particulier, ses caractéristiques locales (%%(M), ['') sont dans la classe

BO,(S

Remarquons, d’apres la deuxieme partie de cette proposition, que u' ne satis-
fait pas 'hypothese 5.2, nécessaire pour appliquer le lemme d’Ito-Ventzel. Or,
comme nous 'avons expliqué ci-dessus, nous avons besoin de composer v’ au
moins avec son inverse pour pouvoir établir la dynamique de @. C’est pour cette

raison que nous remplagons 1’hypothese 7.3 par :

Hypotheése 7.4. Supposons que u est un C3-processus et une Ct-semimartingale
telle que ses caractéristiques locales (”Fu’ﬁ,f‘) appartiennent ¢ la classe B>?

pour un certain 6 > 0.
Par conséquent, nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 7.2. Si u est une utilité progressive vérifiant [’hypothese 7.4, alors
sa dérivée u' est une Ct-semimartingale et un C? processus qui obéit a la dyna-

mique suivante :

10 ,|r*

| 2

du'(t,z) = 57 (T) (t,z)dt +T'(t, x)dW,. (7.6)
En particulier, ses caractéristiques locales (%%(%), I'") sont dans la classe

81,5
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Avant d’énoncer le résultat principal (théoreme 7.3) de ce chapitre, nous allons
établir quelques propriétés caractéristiques des utilités progressives qui nous
permettront de simplifier de maniere tres significative la preuve du résultat

principal (7.3) de ce chapitre.

7.3 Quelques propriétés des utilités progres-
sives

Dans ce paragraphe, nous déduisons a partir de la définition 4.3 des utilités
progressives, quelques propriétés importantes que nous pouvons aussi interpré-
ter comme des conditions nécessaires. Ces propriétés nous seront d’une grande
utilité dans le dernier chapitre de cette these, elles sont données par le théoreme

suivant.

Théoreme 7.1. Soit u une utilité progressive. Notons par X** le portefeuille

optimal associé, partant d’un capital initial x. Alors
(i) Le processus (X[ u'(t, X;""))i>0 est une martingale.

(ii) Le processus (u'(t, X))o est une martingale locale (positive), dont la

volatilité est dans KC*.

(iii) Pour toute stratégie admissible 7 et pour tout second capital initial x', le

/ .
processus (X} "u'(t, X[7"))i>02>0 €st une surmartingale.

Nous rappelons que K* désigne le cone dual de K, voir définition B.14. Cette
notion, de cone dual, est tres utilisée dans les probléemes d’optimisation de por-
tefeuille. Pour faire le lien avec les travaux de I. Karatzas et al [55], —K* cor-
respond & l'ensemble K appelé aussi le cone barriere de —K ( voir la définition
dans Rockafellar, R. Tyrrell [98] p.114, (1970) ).

Nous reviendrons a plusieurs reprises sur ce résultat tout au long de notre

étude.

Démonstration. Soient € > 0, 7 une stratégie admissible et X*"™ la richesse
associée partant d’un second capital 2’ en 0. Comme ¢ > 0, la richesse e X*'™ +

X®* est une richesse admissible partant en 0 du capital ex’ + x, par conséquent
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et vu la non optimalité de ce processus
E(u(t,e X5 + X5/ F,) < uls, e X5 + X5%), Yt > s > 0

Par optimalité de la richesse X**, nous pouvons déduire, pour tout ¢ > s > 0,

que
E(u(t, e X5 ™ + X5*) — ult, X2%)/F,) < uls, eXT™ + X7 — u(s, X&), (7.7)

Par conséquent, si nous divisons par € > 0 de part et d’autre de cette inégalité
et en faisant tendre € vers 0, nous déduisons par le théoréeme de convergence

monotone et la concavité de u,
E(X7™u/ (8, XP%) [ Fs) < X2 (s, X2%), Wt > 5> 0

ce qui prouve (iii). Montrons maintenant (7). En remplacons X® ™ par X®*

dans cette derniere inégalité nous obtenons
E(X W/ (t, X))/ Fs) < XP*/ (s, XT¥).

11 suffit alors d’établir les inégalités dans ’autre sens. Pour cela en prenant cette
fois-ci, ¢ < 0 mais assez petit, la richesse (1 4+ £)X** est encore une richesse
admissible '. En remplacant X*™ par X** dans (7.7), et en divisant par ¢ < 0,
nous obtenons

ult, (1+ )X —ult X0
€ B €

E(
En passant a la limite, quand € — 0, il en découle
E(X7 (8, X)) > X2 (s, X2%), ¥t > 5 >0

ce qui prouve (7). La preuve de (ii) est une simple conséquence du lemme

suivant.

Lemme 7.1. Soit Y une semimartingale positive continue, vérifiant
- Vr e K, VX[ est une surmartingale.

— Il existe 7™ € IC : J}thr* est une martingale.

Latteignable par une stratégie admissible.
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Alors Y est une martingale locale, dont la volatilité v € IC*.

Démonstration. Supposons que ) obéit a la dynamique
dyt = /,Ltdt + ’YtO'tth.

En appliquant le lemme d’It6 au processus Y X7, 7 € K,
t t
VX[ — VX = / (o XZ+ < YaOa, Ta0o >)da +/ YadWe.

Par hypothese, il existe 7* € K : ;X[ est une martingale, ce qui implique en

passant a la limite t — s
T = — < ’)/tO't77T:0't >

et par conséquent,

VX[ =V XT = /t < YaOay (T — T )04 > da + /t VadWy.
Comme les processus Y X7, 7 € K sont des surmartingale,
< Yoy, (m— 7)oy >< 0Vt >0
en particulier si m = en*, ¢ > 0
(e = 1) < yop, oy >< 0,Vt > 0.

Pour conclure, il suffit de prendre ¢ = % puis %, ce qui conduit a pu = — <
vioy, mioy >= 0. Par suite, en rappelant que le cone dual * n’est autre que
I'ensemble des v, < v,m >< 0, 7 € K (définition B.14), ceci implique en
utilisant les hypothéses du lemme que v € K*. [

]

Remarque 7.1. Dans le travail de M. Tehranchi et al. [36], les auteurs montrent
un résultat trés similaire au théoreme 7.1, sauf qu’ a la place de l'assertion (iii),
les auteurs montrent que les processus (Xf/’ﬁu'(t, X)) is02>0 sont des martin-

. / , . .
gales pour des richesses X; ™ bornées et des martingales locales si on remplace
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Xf/’” par un actif quelconque £'. Ceci est dii essentiellement au fait que les stra-
tégies admissibles, dans [36], sont dans un espace vectoriel et les portefeuilles
X™ ne sont pas forcément positifs. Par conséquent, si ¢ < 0, le portefeuille
6Xf/’7r+Xf’* est admissible. Par le méme raisonnement que la preuve ci-dessus
les auteurs prouvent l'inégalité inverse de (7.7) ce qui permet de conclure. Ceci
n’est pas vrai dans notre cas, il suffit d’appliquer le lemme d’Ito, a la richesse

eXTT 4 X, ce qui donme dapreés les dynamiques (5.4),
d(eXT™ + XE) = ry(e X7 + XEN)dt + (emy + 7)o (AW + 1r).

Comme ['ensemble des contraintes KC est simplement un cone convexe (voir
définition B.18 d’un cone), il n'est donc pas stable par multiplication par un
réel strictement négatif, donc la stratégie emy + 7 n’est pas forcément dans K.

*

Par contre si m = 7 et ¢ < —1, la stratégie (1 + e)m* est toujours dans K,
de méme si m = 0. Dans le cas ou IKC est un espace vectoriel, ceci est toujours
vrai sans contraintes sur €, par contre le portefeuille associé n’est pas forcément

admaissible.

Notons que dans ce résultat aucune hypothese supplémentaire sur les utilités
progressives n’est faite. Par contre si 'hypothese 7.4 est satisfaite alors nous pou-
vons établir les dynamiques des processus u/ (¢, X;""") et (X;""u/(t, X)) t>50.2-
En effet :

Proposition 7.3. Dans le marché martingale M™H" | et sous Uhypothése 7.4,
les assertions suivantes sont vraies :

i) La dérivée par rapport a la richesse tout au long de la trajectoire optimale

de l'utilité progressive u est une martingale évoluant selon l’équation sui-

vante
du/ (t, X" = T (8, X0 AW, (7.8)

ot par définition
F',L déf F/ o F'JC

ii) Le processus (X,"""u/(t, X;™"))i>s>00 st une martingale dont la dyna-

miques est donnée par, Vt > s, x >0,

/
AX (1, X7 = (XU = T (6 X AW (19)
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Ce résultat n’est autre qu’une condition nécessaire que doit vérifier la dérivée
d’une utilité progressive. Il nous sera d’une grande utilité dans la suite, no-
tamment pour établir le lien entre (¢, X;"") et le processus optimal (mesure
martingale minimale) d'un probleme d’optimisation dual que nous définirons

dans la section 7.5.

Démonstration. La preuve est basée essentiellement sur ’application du lemme
d’It6- Ventzel au processus o' (t, X;™"), X"/ (t, X7™"), t > s. En effet, d’apres
le théoreme précédent, nous savons que ces processus sont des martingales. Il
suffit donc, d’apres la proposition 7.2, d’écrire que

12 < F’,IC’ (F’,IC)/ > u — u///HF’,ICH2

du'(t,x) = 3 )2 (t,x)dt + T’ (t, x)dW;, (7.10)

d’appliquer le lemme d’Ito-Ventzel et de s’intéresser uniquement aux termes en
dW;. Nous obtenons, en utilisant la dynamique du portefeuille optimal X%
donnée par (7.2), que

Ik
du' (6, X" = (D6 X0 + (=) (6, X)) W,
Uu

— T, XET AW,

ce qui montre la premiere assertion. La seconde découle simplement de cette

premiere assertion et de la dynamique (7.2) du du portefeuille optimal. Il

Remarque 7.2. Notons que nous pouvons démontrer ce résultat directement
sans utiliser le théoreme 7.1. Pour cela, toujours par la formule d’Ito-Ventzel,

la dynamique dew' ( proposition 7.2) et celle de la richesse optimale (7.2), nous

obtenons
12 < F’,IC (F’,IC)/ > o — u///||f\’,l€||2
/ S$,T,U — ) S,T,U
du (t,Xt ) — 5 (u”)2 (t7 Xt )dt
F,JC S,T, U u/// HF,JC |2 S,T,u
() XA, 4 S (1 X e
+ o<T e > (¢, X2PNdt + TV (t, X5 dW,
) y A3 s <Xt t

U”

< TR (K — 17 > :
= 1) (t, X75")dt + T, X5 AW

U”
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Finalement, par le lemme B.6, on obtient que
<D (@R =T > (£, X7™") =0,

ce qui montre a la fois que v (t, X;"") est une martingale et satisfait la dyna-

mique voulue. La deuziéme assertion est alors triviale.
Une conséquence directe de la proposition 7.3 est le résultat suivant :

Corollaire 7.1. Sous la méme hypothése 7.4 que dans la proposition précédente,
dans le marché martingale, si, a tout instant t, T'(t, X;"™") appartient a ’en-
semble des contraintes, alors la dérivée de ['utilité prise au long de la trajectoire

optimale est constante
u(t, X)) =4 (s,x), VE>s p.s. (7.11)

En d’autres termes, si la dérivée de la volatilité de I'utilité u est une stratégie

admissible, alors la mesure martingale minimale (optimale) est identique a 1.

Nous reviendrons plus particulierement sur cette notion de mesure martingale
minimale dans la section suivante ou nous étudierons le probleme dual et nous
montrerons que, sous cette hypothese, le dual @ est une martingale. Nous re-
viendrons encore une fois sur ce résultat dans le chapitre suivant quand nous
étudierons les classes d’équivalences des utilités progressives. En particulier,
nous montrerons que le représentant de chaque classe vérifie I'hypothese de ce

corollaire.

Remarque 7.3. Si nous prenons s = 0 dans ’équation (7.11), nous obtenons
que
u'(t, X)) =4/ (0,2), VE>0 p.s.

Ceci ne nous laisse pas indifférent, car il revient a dire que si le flot stochastique
x — X" est inversible, et si nous notons Y(x) son inverse, alors, par un

changement de variable y = Y(x), il découle que
u'(t,x) = u(0,Vi(x)), VE>0 p.s.

Ainsi, nous venons de montrer que le processus d’utilité progressive u est la

composée de sa condition initiale et de linverse d’une martingale.

209



’These :version du lundi 15 février 2010 a 10 h 25 ‘
Chapitre 7. Utilités progressives : Dualité

En particulier, ces utilités généralisent celles étudiées dans les exemples 4.3.1 et
4.3.2. En effet, si nous choisissons Y(t,x) = x/Y; ou 1/Y est une martingale
(rappelons que Y est une martingale), en intégrant par rapport a x la formule
U (t,x) = u(0, Ve(x)), nous obtenons
x
t,z) = Yu(0,—=).

u(t,z) = Yu( Yt)
Ainsi, nous obtenons que X™/Y; est une martingale locale sous la probabilité
QY définie par dQY /dP =Y, ce qui n'est autre que la conditions nécessaire
établie dans les principaux théoremes 4.1 et 4.3 ainsi que le corollaire 4.1 dans
les exemples 4.3.1 et 4.53.2.

Notations :

Pour toute utilité progressive u, sur le marché martingale, nous noterons H*"

le processus défini par

u'(t, X;")
(s, x)

H*" est appelé processus de densité de la mesure martingale minimale car,

HY = >0 p.s. (7.12)

comme dans le cadre classique d’optimisation de portefeuille, nous verrons que
H~" est le processus optimal qui minimise le probleme dual. Il évolue suivant

la dynamique

I (t, X5

dHil?,u —
sit u'(s,x)

AW, (7.13)

Remarque 7.4. Nous notons, en particulier que le processus (Hyy' X;7™")i>s

est une martingale.

Pour faire le lien avec les résultats des paragraphes suivants, nous allons réécrire
cette dynamique, en utilisant I'identité (7.12) et en rappelant que I(t,.) désigne

(u")71(¢,.), sous la forme suivante :

(¢, I(t,u'(s,z)HSy')

dH™ =
st (s, x)

AW, (7.14)
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X 55" est le processus de richesse optimale associée a u partant a la date s d’un
capital z. Nous reviendrons sur cette dynamique dans la suite pour la réécrire
sous une seconde forme plus au moins liée & un probleme d’optimisation dual.
Nous notons que H" est une martingale, et nous remarquons qu’a tout instant

t > 0, I'identité suivante
u'(t, X7"") =/ (s, 2)Hy' > 0 p.s. (7.15)

est satisfaite, contrairement au cadre classique d’optimisation de portefeuille ot

cette égalité n’est en général vraie qu’a la date de maturité T.

7.3.1 Retour sur le marché de départ décrit dans 5.2

Sous I’hypothese 7.4, I’équivalent du théoreme 7.1 et de la proposition 7.3 dans
I'univers d’investissement M™"7 décrit dans 5.2 ou la prime de marché est notée

par n et le taux court par r, sont donnés par les résultats suivants.

Théoreme 7.2. Soit v une utilité progressive dans l'univers d’investissement
5.2, notons par X+ e portefeuille optimal associé, partant d’un capital initial

x. Alors :
(i) Le processus (X u/(t, X"*))e=o est une martingale.
(ii) Le processus (u/'(t, X*))i=0 est une sous-martingale (positive).

(iii) Pour toute stratégie admissible w et pour tout second capital initial x’, le

_ 8
processus (X, "u'(t, X;""))i>02>0 €st une surmartingale.

. s o~ . g
Ici nous avons noté X", w € K les processus de richesse dans ce marché,

partant d’un capital x et suivant la stratégie m.

Nous énoncons ce résultat car nous reviendrons dans le chapitre suivant au cadre
de ce marché financier ot1 nous avons proposer d’étudier les utilités progressives.
Nous notons que ce résultat ne tient compte de ’hypothese no=! € K N (=K)
faite au paragraphe 6.4. En d’autres termes, méme si cette hypothese n’est pas

satisfaite, ce résultat est toujours vrai.

Démonstration. La preuve de (i) et (ii7) est identique a celle de (i) et (ii7) du

théoreme précédent.
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La preuve de l'assertion (i7), repose sur le lemme suivant, qui se démontre de

maniere identique au lemme 7.1.

Lemme 7.2. Soit V; une semimartingale positive, vérifiant :
- Vr e K, VX est une surmartingale.
— Il existe 7™ € I : thZT* est une martingale.

Alors Y est une sous-martingale qui obéit a la dynamique

d)y

7 = —Ttdt + (VtO't - T]t)th, Y € ]C;; (716)
t

]

Proposition 7.4. Dans le marché M™", la dérivée de l'utilité progressive prise

au long de la trajectoire optimale obéit a la dynamique suivante :
du' (t, X5 = —rad (8, X5 dt — (W', — T8 (6, X0 dW,. (7.17)

En particulier, elle s’écrit sous la forme
/

1
T
r,n+ o7

u'(t, X7 =4/ (s, 2)Hy . (7.18)
En particulier, si " est une stratégie admissible, c-a-d. T+ = 0,
u'(t, XP") =/ (s, 2)H, Yt>s ps. (7.19)
ot nous rappelons que les processus H*® sont définies par

HEP = e Je(catslBuldu[{5udWa > > ) (7.20)

7.4 Dual convexe et EDP stochastiques

Le but de cette section est alors d’établir la dynamique du dual convexe

d’une utilité progressive et par conséquent de démontrer le résultat suivant :

Théoreme 7.3. La transformée de Fenchel u du processus d’utilité progressive
u vérifiant Uhypothése 7.4 dans le marché de numéraire H™' est une sous-

martingale obéissant a la dynamique

- 1 -~ ~
ot L(t,y) =T(t,—i)(t,y). (7.22)
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Sa dérivée est solution de

9

19 [P
20

[ ,&//

dil'(t,y) = (¢, y)dt +T'(t, y)dW,.

Dans la proposition 6.1 et le corollaire 6.2, nous avons montré qu'une utilité
progressive u dans ce marché martingale est une surmartingale. D’apres ce der-
nier résultat et vu que le drift @” > 0 dans (7.33) est alors positif, ceci induit

que dual convexe u de u est une sous-martingale.

La dynamique du processus dual @ est tres similaire a celle de u (équation
(7.1)). La seule différence consiste au fait que dans le drift de @ est """, terme
qui remplace I'"”* dans (7.1), et que T remplace I' en terme de volatilité. Nous
remarquons aussi que la volatilité T’ n’est qu'une transformation de la volatilité
de l'utilité I". En effet, on a

I(t,.) = F(t, ()71, .)).

Le parametre I' de la dynamique de 'utilité progressive, non seulement déter-
mine la dynamique de u ainsi que celle de la richesse optimale, mais aussi celle
du dual convexe @. Nous montrerons aussi dans la suite que I' intervient de ma-
niere analogue et déterminera la dynamique de la mesure martingale minimale.
En d’autres termes, I' intervient a tous les niveaux : utilité, dual convexe, ri-
chesse optimale et mesure martingale, ceci de maniere décisive au point de

devenir la clé de toute cette étude.

Remarque 7.5. Soit ), le processus défini par
Vult,z) =u'(0,2) Hy'. (7.23)

En utilisant la définition de r (7.85) ainsi que la dynamique du processus H™"
donnée par l’équation (7.14), on obtient que le processus ), obéit a la dynamique
suivante

=

)

d(yu(ta [E)) = -

(t, Vu(t, ))dW; (7.24)

,ZL//
ce qui est semblable a la dynamique du portefeuille optimal X™" dans ce marché

\ ady) ’ o
ot nous remplacons I'* par T''% et 4" par u”.
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De plus, d’apres ce résultat et en utilisant la grande analogie entre la dynamique
de u et celle de u, nous pouvons déduire que, comme dans le probléme primal,
le processus u(t,u'(s,x)H}") est une martingale.

Par contre, la question que nous nous poserons dans la suite est la suivante :
u est-il défini a partir d’un certain probleme d’optimisation comme c’est le cas
pour lutilité u ? Si oui, le processus u'(s,x)Hgy' est-il l'optimum dans ce pro-
bleme ¢

La réponse a cette question est positive et sera détaillée dans le paragraphe 7.5.

Pour faire le lien avec le marché de départ M™" nous montrons le résultat

analogue suivant :

Théoreme 7.4. La transformée de Fenchel u du processus d’utilité progressive

u dans le marché M™" vérifiant l'hypothése 7.4 obéit a la dynamique suivante

1
2,&///

L(t,y) = T(t, —a)(t,y).

du(t,y) = (1|12 = I — yn||?) + yi'r | (£, y)dt + Dt y)dW,  (7.25)

La premiere chose que nous pouvons remarquer dans ce résultat, comparé avec
celui qui précede, est que la dynamique est beaucoup plus compliquée et loin
d’étre intuitive.

En plus, @ n’est pas forcément une sous-martingale tel qu’il est le cas dans la

cadre du marché martingale. En effet, le signe du terme
(> = 1T = yn ) + ya'r)

n’est pas constant . Il peut étre positif ou négatif selon le choix du parametre I”,
contrairement au cadre du théoreme précédent. D’ou, encore une fois, I'intérét
de nous placer sur le marché martingale ou les équations sont a la fois plus
simples et admettent une interprétation plus naturelle.

Cependant, ceci ne nous empéche pas de faire la méme remarque sur le role joué

par la volatilité I".

La preuve du théoreme 7.4 peut étre déduite de celle de 7.3. Nous commen-

cons par démontrer le résultat dans le marché martingale M™ ")~ Ensuite,
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nous déduisons celle dans le marché M"™" en remarquant que, dans ce nouveau

marché, @ est donnée par

u(t,y) = o(t, yH;™)
ou v est le dual convexe d'une utilité progressive v défénie sur le marché mar-
tingale.

Voici la preuve du Théoreme 7.3.

Démonstration. (Théoreme 7.3 ) L’idée de la preuve de ce théoréeme est, simple-
ment, basée sur la définition méme du dual convexe. En effet, par construction,

nous savons que
u(t,y) = ult, I(t,y)) —yl(t,y). (7.26)

En dérivant par rapport a y, on a
iy (t,y) = —1(t,y). (7.27)

Le but alors est d’établir dans un premier temps la dynamique de I, et ensuite,
celle de de u en intégrant cette derniere par rapport a y.
Pour cela, nous commencons par rappeler les identités suivantes, dont nous

aurons besoin tout au long de cette démonstration.

(Wt I(ty) =y
(D)3 w"(t1(ty) = 7t

"

—um(t,1(t,y)) = f7(t,y) ow encore —u"(t,1(t.y)) = s (t,y)-

\
Rappelons ensuite que, comme wu satisfait I’hypothese 7.4, d’apres la proposition
7.2 ainsi que le théoreme A.12 (ii), nous avons, d’une part, que la dynamique
de u' est la dérivée terme a terme de la dynamique de u, c-a-d. ,

19 (HFGK
20z u’

d’autre part, que dans ce cas, les caractéristiques locales de v’ données ci-dessus

(%(||F;f||2)’rl>

’ 2

du'(t, ) )(t, x)dt + T (t, x)dW, (7.28)

par le couple
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appartiennent & la classe B, § > 0. Ainsi la condition nécessaire pour appli-
quer le lemme d’Ito- Ventzel est satisfaite.
Nous pouvons alors, dans ce contexte, considérer le processus composé u/(t, I),

et obtenir dans un premier temps que

du'(t, I(t,y)) = 0. (7.29)
Par suite, en appliquant le lemme d’/t6-Ventzel, il en découle que le processus
u'(t, I(t,y) évolue selon la dynamique

12 < F/,IC’ (F’,IC)/ >y — u///||F’JCH2
du/(t7 I(t7 y)) = 5 (U’/)2 <t7 I(tv y))dt

1
+ <G 1Y) I(ty) >+l (DAL y) + Gu” < > (L)
+ T'(t, I(t,y))dW,. (7.30)
Et donc, en égalisant (7.29) et (7.30), et en notant par u! et V7 respectivement

le drift et la volatilité de I, nous obtenons, en identifiant les termes en dW; et

ceux en dt, les équations suivantes :

2 (u//)2

VIt y) = =T'(t, I(t, ) I'(t, y).

—u(t, DN{ _ (l 2T K (T KY S/ —u/||T JCHQ_i_ <" V>, —|—%u”’|\VIH2> 1),

D’apres la deuxiéme identité de ce systeme, et en utilisant (), on a

< W"(t,I(t,y), I(t,y) >= —I'(t,y) < T'.T" > (t, I(t,y))

I t\l,
B — (8, y) T2 ().

Injectons ces égalités dans I'expression de pu! ci-dessus, ceci implique que

p(ty) =
SL(IEEE DI = ([T D?) = A< T T > — < TOK, (F"’C)')] (t,y)

que nous pouvons réécrire sous la forme suivante, plus simple et utile pour la

suite,

1(5 AT DI = T DI, ). (7.31)

. _
ty) = — —
w(t,y) > 0y
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Par conséquent, on a

—-10

dI(t,y) = 5 oy I'(|T* ¢, 1))~ IIT'(t,I)IIZ)] (t,y)dt. —T'(t, 1(t,y))I'(¢, y)

Finalement, en remarquant que
[T DI = 1T, D = =0, D%,

nous obtenons que

10 /
)
En intégrant cette équation par rapport a y, et en notant par f‘(t, y) le vecteur

['(¢, I(t,y)), nous retrouvons bien la dynamique (7.33) de . O

Donnons maintenant la preuve du Théoreme 7.4.

Démonstration. (Théoréeme 7.4) Nous rappelons que, si @ est la transformée de
Fenchel-Legendre d'une utilité progressive dans 1'univers d’investissement 5.2,

il existe v tel que

a(t,y) = o(t, yH™)
ou v est le dual convexe d’une utilité progressive v sur le marché martingale.
D’apres le théoreme 7.3, v obéit a la dynamique

1

do(t,y) = 5= T2t y)dt + To(t, y)dWs (7.33)
ol (7.34)
Ly(t,y) = To(t, —7)(t,y) (7.35)

En appliquant le lemme d’Ito- Ventzel, u admet pour dynamique

du(t,y) = o(t,yH;")
1 ~ 7 r = T
= e TP y HY )t + Dot y Hy )W,
,n

~ T T H 2 ~ T
Wy e+ )+ Ly

— yH" <T,n > dt

1/~ . . .
5 (ITH I = T2+ I, — " ) de
- (fv - @’yHZ’”m) (t,yH")dW,.
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Ceci implique que

Lu(t,y) = <fv — @’ny’"nt) (t,yH"),
Oou encore
I (t,y) = H" (f“i) — ' H]", — y0" H ’"m) (t,yH™).

En injectant ces deux dernieres identités dans la dynamique de u ci-dessus, nous

obtenons le résultat voulu. O

En guise de conséquence directe du théoreme 7.3, nous énongons les résultats

suivants.

Théoreme 7.5. Supposons, en plus de l’hypothése 7.4, que pour toutt > 0, x >
0, la dérivée I''(t, x) est dans 'espace des contraintes Kyoy. Alors, la transformée
de Fenchel u ainsi que sa dérivée o' = —I sont des martingales suivant les

dynamiques respectives

dii(t,y) = —T(t, —@)(t,y)dW;, (7.36)
dI(t,y) = —I,(t, )T (t, I(t,y))dW;. (7.37)

De plus, la mesure martingale minimale dans ce marché martingale est constante,
c-a-d. H* = 1.

En particulier, nous pouvons déduire les deux corollaires suivants

Corollaire 7.2. Sous les mémes hypothéses que le théoréme précédent, les as-
sertions suivantes sont équivalentes :
i) u est une utilité progressive.

it) @ est une martingale de la forme (7.36).

i) I = (u')"! est une martingale de la forme (7.37).

ou encore
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Corollaire 7.3. Soit v(.,x) une martingale quelconque, vérifiant :
T — v(t, x) est convexe décroissante pour tout t > 0.
Notons v le conjugué inverse de v défini par
o(t,z) = igf(v(t, y) + xy).

Si de plus la dérivée de la volatilité de la martingale v est dans l’espace des
contraintes Ko, alors nous avons :

i) v est une utilité progressive sur ce marché particulier M°°.

ii) Soit Y un processus atteignable strictement positif, alors
u(t, &) = o(t, £Yy)

est aussi une utilité progressive sur M*%Y | le marché de numéraire Y 1.

Remarque 7.6. On fera les deux remarques suivantes :

— L’hypothése que T'(t, z) soit dans l’espace des contraintes Ko, est équiva-
lente a dire que la dérivée de la volatilité T" de l'utilité est telle que I'o !

soit une stratégie admissible dans K.

— Si le marché est complet, c-a-d. K = R, alors Uhypothése IV € Ko est

toujours vraie. Par conséquent, ces derniers résultats restent encore vrais.

7.5 Dual progressif

Dans cette section, nous développons la nouvelle notion du dual progressive
sur un marché financier M™" marché introduit dans 5.2. Dans ce but, nous

avons besoin de rappeler quelques définitions nécessaires associées a ce marché.

Nous notons par M(K) I'ensemble des martingales locales défini par
M(K) :={L : LX™ une martingal local positive, Vr € K}.
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Dans larticle de Kramkov et al. [60] cet ensemble est souvent noté ). Avec la
notation M (K), nous faisons référence a l’ensemble des contraintes K, car dans
le modele de marché considéré dans notre étude, nous pouvons expliciter M (K)

(voir Karatzas et al [55], [54] ), comme

t t
MUK) = {1+ 1, 2 exp ( / vorndIV, — / o Pdr). v e K1) (738)
s 0
ou K* est le cone dual de K (définition B.14).

Remarque 7.7. Dans les travaux de Karatzas et al [55] et [54], les auteurs
étudient un probleme d’optimisation de portefeuille classique a horizonT', tel que
les proportions w/X™ investies sur le marché sont contraintes dans un convexe

fermé indépendant du temps. Les auteurs montrent ([55] lemme 5.6 p. 287) que

T
E (/ |]ytat||2dt) s oo,
0

nécessairement u(T, LY) — +oo, de sorte qu’on peut se limiter a considérer

S

uniquement l’ensemble D C M(K) a la place de M(K) dans le programme

d’optimisation dual ou D est défini par

T
D:={L":E (/ Hl/tatHth) < 00}.
0

Comme les utilités considérées dans notre étude sont stochastiques et comme
la technique utilisée dans la preuve du lemme 5.6 p. 287 de [55], ne peut étre
appliquée a notre cadre, il n’y a aucune raison de se restreindre a l’ensemble
D comme dans [55] nous considérons, par conséquent, tout l’ensemble M(K)

comme [’espace dans lequel nous optimisons.

Maintenant, nous associons a I’espace dual M(K) la définition suivante.

Définition 7.2. Nous appelons dual progressif issu de la condition initiale

@(0,y), tout processus stochastique U(t,y):, vérifiant

(i) Propriété de Convexité : Pour tout t >, x — u(t,y) est un processus

croissant strictement convexe en y.
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(ii) Consistance avec 'univers dual : Pour toute martingale L € M(K),

l'inégalité suivante est satisfaite
(s, y) < E(alt,yLsi)/Fs) (7.39)

pour tout y et pour tout (s,t) tel que t > s.

(iii) Existence d’une mesure martingale optimale : [l existe une mesure

martingale, notée L¥* € M(K), pour laquelle nous avons l'identité
a(s,y) = E(alt,yLL)) | Fo)- (7.40)

Le processus LY% est appelé processus de mesure martingale équivalente op-

timale.

Remarquons qu’ en particulier, tout processus dual progressif vaut sa propre
fonction valeur, c-a-d.

i(s.9) = | inf EGi(t,yL0)/F). (7.41)

Cette définition est tres similaire a celle des utilités progressives. Ce choix n’est
pas quelconque car nous avons montré, dans le cadre classique a travers les
théoremes 3.3 et 3.6, que le dual convexe de la fonction valeur est a son tour
la fonction valeur associée a un probleme d’optimisation dual de type (7.41)
(avec un horizon T'). Ainsi, le but du paragraphe suivant est de généraliser
ces résultats de maniere a les étendre au cadre des utilités progressives, c-a-d.
prouver que le dual convexe d’une utilité progressive est un dual progressif. Ceci

sera le but du paragraphe suivant.

7.6 Dual d’une utilité progressive vs dual pro-

gressif

Comme nous ’avons déja annoncé, le but de cette section est de montrer que
)
le dual convexe d’une utilité progressive est un dual progressif, c-a-d. prouver le
)

résultat suivant.
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Théoreme 7.6. Le dual convexe u d’une utilité progressive est un dual progres-
sif. En particulier, si nous notons par (L"), le processus de mesure martingale

optimale équivalente, alors LY satisfait

' (s,x),d T,u ,taXS’L*
preai _ pra_ WX

,p.S. pour tout x >0, t > s.
u'(s,x)

Démonstration. La preuve consiste a vérifier que u satisfait les trois conditions
de la définition 7.2 :

(7) La convexité est une conséquence immédiate de la définition de la trans-
formée de Fenchel d'un processus partout fini. Reste a vérifier les assertions
de consistance avec 'univers dual et 'existence d’une martingale équivalente

optimale au probleme dual (7.41).

(#7) Ensuite par définition du dual convexe, il est facile de voir que, pour tout

L e M(K),

W(t,yLsy) > u(t, X™") — yLe X7

Or, par définition de I'ensemble M (K) (équation (7.38)), le processus L, X"
est une surmartingale positive. Comme par optimalité de la richesse X**" le
processus (u(t, X;™"));>0 est une martingale, il s’ensuit en prenant 'espérance

conditionelle
E(a(t,yLss)/Fs) > Blu(t, X)) Fs) — yE(Ls: X"/ Fo) > uls, x) — yz.

En particulier si x = —@/(s,y) = (u')"'(s,y), cette derniere inégalité se réécrit,

par définition du dual convexe @ (définition 7.1, équation (7.4)), comme suit

E(u(t,yLse)/Fs) = uls, (W) (s,9)) —y() (s,y) = t(s,y)  (7.42)

qui n’est autre que la propriété duale de la consistance avec I'univers d’inves-
tissement.

Considérons maintenant, le processus H* défini dans (7.12) par

u'(t, X7™)

HCC,U —
st (s, x)

> 0 p.s.
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et désignons par LV le processus défini par L¥" = g (v

st . En particulier

nous avons l'identité,
(u’)_l(t,y[,i/’ﬂ) _ thv(u’)*l(s,y),u
ce qui nous permet d’écrire
at, y L™y = w(t, X0 Gy i s @) s

Comme (HJy'X[™");>4 est une martingale, il en est de méme pour

u )" (s,y),a s, (u) " (s,y),u
(Li(i) (5,9) Xt() (s:y) )t

=>s:

Rajoutons a cela le fait que u(t, X; ’(u/)_l(s’y)’u) est une martingale par optima-
lité de X; ’(“/)_1(8’?’)’", on déduit que la processus (t, yL") est une martingale.

Combinons ceci avec 'inégalité (7.42), il s’ensuit

E(a(t, yLso)/F,) 2 (s, y) = E(a(t, yLL)) /Fs), YL € M(K)

ce qui prouve I'optimalité du processus LY et acheve la démonstration.
m

Ainsi, nous avons montré que le processus H* défini dans (7.12) est bien la
mesure martingale minimale du probléme d’optimisation (7.41). Nous pouvons
alors facilement établir, a I’aide de la proposition 7.3, que les assertions (iv) et
(v) du théoreme 3.6 établi par Kramkov et al. [60] restent vraies dans le cadre

étudié ici, c-a-d. :
Proposition 7.5. Sous les mémes hypotheses que le théoréeme précédent, on a
— Le processus (X" Hyy )i=s tel que o' (s, x)HJY = o/ (t, XP™") est une

martingale, c-a-d.

E(XP5HY [ Fs) = .

— De maniere équivalente a la deuxieme assertion de la proposition 7.3, le

processus (HY '/ (s, yHY}"))i>s est une martingale, c-a-d.
(s, y) = B(HS 0 (s, yHY') [ F)-
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Dans la suite, nous nous intéressosns a un cas particulier des utilités progres-
sives, celui des utilités progressives décroissantes dans le temps. Nous présente-
rons les résultats existants, puis nous donnerons une interprétation assez inté-

ressante de ce cas.

7.7 Utilités décroissantes

7.7.1 Utilités décroissantes : résultats existants

Nous étudions dans ce paragraphe le cas particulier des utilités progressives
décroissantes dans le temps. D’apres la décomposition de Doob-Meyer, la vola-
tilité I' de ces utilités est nulle, il s’ensuit, d’apres la dynamique (5.37) corollaire
5.2, qu’ elles sont solutions de 1’équation

2

v
dv(t,z) = W(t,x)HmHth, (7.43)
ce qui est équivalent a
U/2 )
u(t,x) = o S (t2)lln " (7.44)

Comme v est strictement concave, v; est alors négative, d’ou la décroissance

dans le temps.

C’est un cas assez particulier des utilités progressives, car tout simplement c¢’est

le cas d’ utilité progressive dont le parametre I" est nul.

Ces utilités ont été étudiées pour la premiere fois par Hobson et Henderson dans
[43], Musiela et Zariphopoulou dans [88] et enfin par Tehranchi [36].

Les auteurs supposent que le marché est incomplet dans le sens ou la filtration F
n’est pas forcément celle générée par le mouvement brownien W. Afin d’établir

leurs principaux résultats, quelques hypotheses leur ont été nécessaires :

1

Hypothese 7.5. La stratégie no~" est une stratégie admissible.

Dans le contexte de marché incomplet qu’on considere, cette hypothese est

équivalente & supposer que no~! € K .

Hypothese 7.6. La fonction v : [0, +00) X R — R U {—o0} est telle que :
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— x+— u(t, x) satisfait les conditions d’Inada.

"

— Les dérivées partielles ug, u', u”, u"” et uy, = uy sont bien définies et

continues dans [0, +00) X (0, +00).
Sous ces hypotheses, les auteurs montrent les deux résultats qui suivent :
Théoréme 7.7. Soit (t,x) — v(t,xz,w) solution de (7.43) vérifiant I’hypothése

7.6. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

i) v est une utilité progressive, il existe une variable aléatoire scalaire C

telle que la stratégie optimale 7 s’écrit
mop = Cyiny.

ii) Il existe une constante C' € R et une mesure finie v a support dans
[0, +00) avec v(0) = 0 dont la transformée de Laplace est partout finie et

telles que

1 r(1l—r t
o(t,y,w) = / (1-— y1_r€7<12 > InsI*dsyy, (dr) + C, p.s. (7.45)
(0400) L =7

ou v désigne la transformée duale de v.

Rappelons que I'implication ) = i) a été prouvée d’abord par Henderson et
Hobson [43].

Une des conséquences directes de ce dernier résultat est le corollaire suivant.

Corollaire 7.4. Soit v° une fonction d’utilité de (0,+o00) dans R. Alors, il
existe une utilité progressive v solution de (7.43), vérifiant I’hypotheése 7.6 avec

v(0, z,w) = v°(z) si et seulement si il existe une mesure finie v telle que
== [ yaan. (7.40)
(0,4-00)

Dans ce cas, elle est unique et donnée par (7.45). En particulier le portefeuille

optimal est donné par
t
Xot :/ (v’(S,x))—T’S(r/ ns(dWs + nsds))v(dr) (7.47)
(0,400) s
ou S(f; v, dW,) = s vsdWs—3% [1 |lvs||2dWs
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Ce résultat est tres important car il montre que si v est une utilité progressive,
décroissante dans le temps, alors sa condition initiale v° ne peut étre quelconque,

elle est forcément de la forme (7.46).

Remarque 7.8. — 1l est important de noter que cette richesse optimale,
donnée par (7.47), est strictement croissante par rapport a la condition
initiale x. De plus comme u est de classe C® par rapport a cette variable,
il s’ensuit que la richesse optimale est deux fois différentiable par rapport
a sa condition initiale.

— En dérivant (7.45) par rapport a y, et en considérant le changement de

variable A = log(y) pour y > 0, on obtient que

r(l—r)

'(t,y) = —/ y e 2 I ”778”2dsy(dr). (7.48)
(0,400)

Donc ¥'(t,e*) est la transformée de Laplace de la mesure ] InsllPds ()
Dans le cas ou le processus 7 ne s’annule pas, Musiela et Zariphopoulou dans
[88] interprétent le terme [ [|n,]|?ds (strictement positif par hypothese et stric-
tement croissant) comme un changement de temps.
Convaincu que ce terme est plutot lié a un changement de numéraire et ceci
essentiellement par la présence de la prime de risque du marché n qui est encore
la volatilité du numéraire du marché (H™7)~!, le paragraphe suivant sera dédié
a comprendre ce lien éventuel.
NB : La preuve de ces deux résultats est fournie dans [36], nous ne la reprenons

pas dans notre développement.

7.7.2 Utilités décroissantes et changement de numéraire

Les utilités décroissantes, décrites dans le paragraphe précédent, sont des
processus d’utilités progressives définis sur le marché M%7, Dans le but de

mieux comprendre la formule (7.45) du théoréme et plus particulierement le

r(l—r) [*
exp (M [ pnfpas),

on se placera sur le marché martingale associé en utilisant un changement de

terme

numéraire appliqué a ces utilités.
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Le numéraire qu’on va considérer dans toute la suite est le numéraire du marché

donné par

t t
1
rp=exp (= [ maW.- 3 [ npas). (7.49)
0 2 Jo
Nous définissons alors 'utilité progressive u, dans ce nouveau marché, par
x
u(t,z) = v(t, —). (7.50)
Ly
Le but, dans la suite, est donc de montrer la proposition suivante :

Proposition 7.6. Ainsi défini, dans le nouveau numéraire, le processus d utilité

progressive u est tel que son dual convexe u est une martingale donnée par

1 _
it y) = /( (1— "L (dr) + C, (7.51)
0

,+00) 1—r
ou C' désigne une constante.

La mesure martingale introduite dans les sections précédentes de ce chapitre

(voir équation 7.14) est constante et vaut 1, et ce quelle que soit la mesure v.

, . . . 1y, 7 . , n
Démonstration. Le fait que u soit une utilité progressive sur le marché MOmE
est une conséquence des résultats établis dans les sections précédentes.

Ensuite, on a

i(t,y) = inf{u(t,2) — 2y} = inf{u(t, =) — zy}. (7.52)

t

Dongc, en faisant le changement de variable © = x/L, on obtient que
alt,y) = nf{u(t, z) — wyli} = o(t, yLy). (7.53)

Donc, dans un premier temps, on a

1 r(l—r t 2
alt,y) :/ — (1 s LA dS)y(dr) +C, (7.54)
(0,400) r

ou C' désigne une constante. Ensuite, il suffit de remarquer que

(LI)re T2 o ImelPds — o= (=) J§ nsdWam (=) [ InslPds o =452 f3 lnsl s
*’!‘2 L
— (=) JymedWs =85 [ ns||2ds
1—r
= L (7.55)
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ce qui prouve l'expression (7.51).

Puis, par une simple application du lemme d’Jt6 & 1’équation (7.51), il s’ensuit
que u est martingale dont la volatilité est proportionelle a . Or, d’apres 1’hy-
pothese 7.5, n est une stratégie admissible, alors nous en déduisons, enfin, par
le théoreme 7.6, que la mesure martingale minimale (optimale) générée par @

est constante et vaut 1. L]

Remarque 7.9. En remarquant que T,(t,x) = xu'(t,x)n, € K04, par une
simple application de la formule d’Ito généralisée, ceci nous permet de déduire

directement que u est une martingale d’apres le théoreme 7.5.

Notons que, d’apres ce résultat, si u est la transformée de Laplace a la date
t = 0 d’une mesure v, alors a tout instant ¢, elle est la transformée de Laplace

d’une mesure stochastique martingale donnée par

v (dr) = Lﬁl‘””y(dr).

7.7.3 Une famille de problémes d’optimisation auxiliaires

En utilisant les résultats du théoreme 7.7.2, du a M. Tehranchi et al. [36], nous
avons montré dans la proposition 7.6 que le dual convexe u d’une utilité pro-
gressive u, issue par un changement de numéraire (L7 = H%")~! d’une seconde

utilité progressive décroissante, est une martingale de la forme (7.51), c-a-d.

1 .
it y) = / (1 =y L Tw(dr) + Ce.
(0,400) + — r

Remarquons que l'intégrant dans cette équation, défini par

1 _

it y.r) = (L =y L) (7.56)

—r
est non seulement une martingale, mais aussi le dual convexe d’une utilité pro-
gressive que nous noterons u(t, x,r). En effet, il suffit de prendre v = ¢, dans
I'équation (7.51) pour s’en convaincre.
Comme v(.,.,r) est de type puissance, il est simple de montrer que le primal
u(t,x,r) est une utilité puissance dont I’aversion au risque est donnée par 1/r

et telle que

g (LM (7.57)
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Le but de la suite est de comprendre si le fait que ces utilités soient toutes
de méme type, notamment assez particulier, a savoir puissance, a joué un role
fondamental dans 1’établissement de la formule (7.51).

Pour cela, nous allons étudier les portefeuilles optimaux X; que génerent ces
utilités. L’idée, par la suite, est de verifier que l'integrale par rapport a r de
ces richesses optimales est bien la richesse optimale associée a u, donnée par la
formule (7.47).

Dans cette étude, nous partons, contrairement a ce que nous avons ’habitude de
faire, du processus dual @(¢,y, ) et nous étudions le processus primal u(t, z, 7).
Nous ferons de méme pour les richesses initiales : y étant fixée, le capital initial

au probleme d’optimisation associé a u(t,.,r) sera donné par

Ty = _a,(07y7T) = (ul(ovm))_r

Une fois que nous avons fixé la richesse initiale x, relative au probleme d’op-
timisation de portefeuille associé a 1'utilité progressive u(.,.,r), nous pouvons
étudier la richesse optimale qu’elle génere a partir de ce capital de départ.

Pour cela, nous allons utiliser la proposition 7.6. En effet, dans la deuxieme
partie de ce résultat, nous avons montré que la mesure martingale minimale
associée a u est identique a 1 quelle que soit la mesure v que nous choisissons,
en particulier ceci est encore vrai pour un choix de v = J,, ou 9, désigne la
mesure de Dirac au point r. En d’autres termes, ceci nous permet de conclure
que la mesure martingale, que nous noterons Y¥", associée au probleme dual

u(.,y,r) est constante et vaut 1 (la méme que celle de @ notée Y).

Par ailleurs, nous savons que les mesures martingales minimales et les richesses

optimales sont liées par

X =4 (LYY r),
{ ! by ) (7.58)

X =, (t, yY"Y),

ol nous avons noté X*" (respectivement X *") les richesse optimales associées

au probleme en u(.,x,,r) (respectivement en u).

Remarque 7.10. Remarquons que la richesse initiale associée au probléeme

d’optimisation en u est x # x,. En effet, x est donné par v = —u'(t,y). Elle
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s’écrit par conséquent, en utilisant l'identité x, = —u'(t,y,r) et la définition

méme de u(t,y,r), sous la forme

T = / zv(dr). (7.59)

(0,400)
Comme les mesures martingales minimales sont toutes égales a 1, il s’ensuit que
X" = y—’“Lﬁl"")”, y=u'(0,2). (7.60)

De meéme, la richesse optimale X*" associée au probleme général en u, est

donnée par conséquent & partir de (7.51) par

XPt = —o(t, Yr) = / ("L "Muldr), y =/ (0,2).  (7.61)
(0,400)

Finalement, d’apres (7.60), elle se réécrit sous
Xt / Xterry(dr), t<s<T, (7.62)
(0,400)

d’ou le lemme suivant :

Lemme 7.3. Dans ce cadre particulier de fonction d’utilité, la richesse opti-
male associée au probleme, ou ['utilité est u, s’exprime en fonction de celles des

problémes auziliaires en u(.,.,r) de la maniére suivante,

Xhox = / Xtery(dr), t<s<T, (7.63)
(0,+00)

z, = (u(0,2))~" (7.64)

Interprétation :

L’égalité (7.61) est équivalente a dire que la richesse optimale au probleme d’op-
timisation de portefeuille, avec u comme utilité, est égale a la somme pondérée
par la mesure v de toutes les richesses optimales associées aux problemes d’op-
timisation auxiliaires (7.57) et ce en faisant varier l'aversion au risque relative
1/r entre 0 et 4o0.

La richesse X;""v(dr) s’'interpreéte, alors, comme la proportion optimale que
I'investisseur doit investir si son aversion au risque relative (aléatoire) vaut 1/r

a l'instant ¢ avec une densité v(dr).
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