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Vecteurs,

applications linéaires,
matrices

B Plan Wa—

Les méthodes a retenir 2
Enoncés des exercices 7
Du mal a démarrer? 14

Corrigés des exercices 17

On abrege espace vectoriel en ev
et sous-espace vectoriel en sev.

Thémes abordés dans les exervcices

Montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel, un sous-espace vectoriel

Montrer qu’une famille est libre, qu’une famille est liée, qu’une famille est gé-
nératrice, qu une famille est une base

Montrer qu’une application est linéaire

Déterminer le noyau, I’image d’une application linéaire, obtenir des inclusions
ou des égalités faisant intervenir des noyaux et/ou des images d’applications
linéaires

Montrer qu’'une certaine application linéaire est injective, est surjective, est
bijective

Trouver une base d’un espace vectoriel

Déterminer la dimension d’un espace vectoriel de dimension finie

Déterminer le rang d’une famille finie de vecteurs, le rang d’une application
linéaire, obtenir des résultats sur des rangs d’applications linéaires

Traduire le lien entre application linéaire et matrice.

Points essentiels du cours
pouv la vésolution des exevcices

Définition et propriétés des espaces vectoriels et des sous-espaces vectoriels

Définition et propriétés des combinaisons linéaires finies de vecteurs, des fa-
milles libres, des familles liées, des familles génératrices, des bases

Définition et propriétés des applications linéaires, opérations sur les applications
linéaires et les endomorphismes, définition et propriétés du noyau et de I’image
d’une application linéaire

Définition et propriétés du rang d’une famille de vecteurs, du rang d’une appli-
cation linéaire

Théoreme du rang

Définition et structures des ensembles usuels de matrices : M, ,(R), M, (R)

Matrice d’un vecteur relativement a une base, matrice d’une application linéaire
relativement a des bases, matrice d’un endomorphisme relativement a une base

Changement de base(s), matrice de passage.



Chapitre 1 « Vecteurs, applications linéaires, matrices

=smse | es méthodes a retenir

Pour montrer
qu’une partie F d’un ev E
est un sev de E

Pour montrer qu’un ensemble E
muni de lois usuelles est un ev

Pour montrer
qu’une partie F d’un ev E
n’est pas un sev de E

Pour montrer

qu’une famille finie
de vecteurs d’un ev E
est libre

Pour montrer
qu’une famille de fonctions
est libre pour les lois usuelles

Essayer de :

- revenir a la définition d’un sev, ¢’est-a-dire montrer que F' est inclus
dans E, que F n’est pas vide et que F est stable par addition et stable
par multiplication externe

== Exercices 1.1a),1.2a),c),1.3a),1.5a),1.9a),1.10 a),
1.394a)

- montrer que F est le sev de E engendré par une certaine famille
== Exercices 1.1¢), 1.8
- montrer que F est le noyau ou I'image d’une certaine application
linéaire.

== Exercices 1.1a),1.2 a)

Montrer que E est un sev d’un ev connu.
== Exercices 1.19, 1.26 a)

Essayer de :
- montrer que I’élément nul de E n’est pas dans F'
== Exercices 1.15),1.2b5),1.3b), c)
- montrer que F n’est pas stable par la multiplication externe
w=> Exercices 1.1¢),1.2d),1.3d)

- montrer que F n’est pas stable pour 1’addition.

== Exercice 1.1 d)

Essayer de revenir a la définition, ¢’est-a-dire montrer que, si une com-
binaison linéaire de ces vecteurs est nulle, alors nécessairement les
coeflicients sont tous nuls.

== Exercices 1.4, 1.15,1.17 b)

Revenir a la définition de famille libre, et, suivant les exemples, es-
sayer de :

- remplacer la variable par des valeurs particulieres
== Exercice 1.16
- utiliser des passages a la limite

== Exercice 1.28 ¢)
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(suite)

Pour montrer

qu’une famille finie
de vecteurs d’un ev E
est lide

Pour montrer
qu’une famille finie
de vecteurs de E
est génératrice de £

Pour montrer

qu’une famille finie
B = (81, o0 en)

de vecteurs d’un ev E
est une base de E

Pour déterminer
la dimension
d’un ev de dimension finie

Les méthodes a retenir

- utiliser une non-continuité ou une non-dérivabilité

== Exercice 1.28 a), b)
o dériver une ou plusieurs fois, ou primitiver
- faire intervenir les degrés s’il s’agit de polyndmes

- raisonner sur les racines et les ordres de multiplicité s’il s’agit de
polynomes

« utiliser les particularités des polyndmes; par exemple, si un poly-
ndme s’annule en une infinité de points, alors c’est le polyndme nul.

= Exercice 1.29

Essayer de :

. revenir a la définition, c’est-a-dire trouver une combinaison linéaire
de ces vecteurs qui soit nulle et dont les coefficients ne soient pas
tous nuls

== Exercice 1.4 b)

. montrer qu’un des vecteurs se décompose linéairement sur les
autres.

== Exercices 1.4 5),1.15a1.17 ¢)

Revenir a la définition, c’est-a-dire montrer que tout vecteur de E se
décompose linéairement sur cette famille.

== Exercices 1.8,1.95),1.10¢), 1.25b)

Essayer de :

« revenir a la définition, c’est-a-dire montrer que % est libre et géné-
ratrice de £

w= Exercices 1.55), 1.9, 1.10 ¢), 1.25 b), 1.26 a), 1.35 ¢),d)

- montrer que A est libre et que le cardinal de % est égal a la dimen-
sion de E

== Exercices 1.13, 1.16, 1.26 a)

- montrer que A est génératrice de E et que le cardinal de Z est égal
ala dimension de E.

== Exercice 1.11b)

Essayer de :

« trouver une base finie 4 de E, et on a alors dim (E) = Card (%)

== Exercices 1.55), 1.8, 1.9



(suite)

Pour montrer
qu’une application
f:E—F

est linéaire,

ou E et F sont des ev

Pour manipuler

noyau, image,

somme, loi externe, composition
d’applications linéaires

Pour déterminer

le noyau

d’une application linéaire
f:E—F

Pour déterminer

I’image

d’une application linéaire
f:E—F

Pour montrer

qu’une application linéaire
f:E—F

est injective

Chapitre 1 « Vecteurs, applications linéaires, matrices

- présenter £ comme noyau ou comme image d’une application li-
néaire, et calculer sa dimension en utilisant le théoréme du rang.

== Exercices 1.10 a 1.12

Essayer de :

« revenir a la définition, ¢’est-a-dire montrer :
Ya eR, Yx,y € E, flax+y)=af(x)+ f(y).

== Exercices 1.6 a), 1.17 a), 1.18 @), 1.25 a), 1.26 ¢), 1.35 a)

- montrer que f s’obtient, par certaines opérations, a partir d’applica-
tions linéaires.

Revenir aux définitions, avec les notations usuelles :
Ker(f) ={x€ E; f(x)=0}, Im(f)={yeF;IAxek, y=f(n)}

(f+ @) = f(x) +g(x0), (Af)x) = Af(x), (go )Hx)=g(f(x).
== Exercices 1.7, 1.18 a)

Essayer de :
- revenir a la définition : Ker (f) ={x € E; f(x) =0}
= Exercice 1.12 a)

- obtenir une inclusion relative a Ker (f), et utiliser un argument de
dimension, par exemple en utilisant le théoréme du rang.

Essayer de :
- revenir a la définition: Im(f) ={ye F; dx<c E, y= f(x)}

= Exercice 1.12 a)

- obtenir une inclusion relative a Im (f), et utiliser un argument de
dimension, par exemple en utilisant le théoréme du rang.

Montrer Ker (f) = {0}, c’est-a-dire montrer :
VxeE, (fx)=0 = x=0.)

== Exercices 1.18 »), 1.19
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Pour montrer

qu’une application linéaire
f:E—F

est surjective

Pour montrer

qu’une application linéaire
f:E—F

est bijective

Pour relier entre elles les dimensions
du noyau et de ’image

d’une application linéaire
f:E—F

ou E et F sont des ev

de dimensions finies

Pour effectuer
un calcul
sur des matrices

Pour effectuer un calcul
sur des matrices avec parametres

Pour calculer les puissances
A¥ (ke N*, ke Z)
d’une matrice carrée A

Les méthodes a retenir

Montrer Im (f) = F, c’est-a-dire montrer :
YyeF, Axe E, y= f(x).

== Exercices 1.18 »), 1.19

Essayer de :

. montrer: Ker(f) ={0} et Im(f)=F
== Exercice 1.19

« trouver une application g : F — E telle que :

gof=Idg et fog=Idp.

Utiliser le théoréeme du rang :
dim (Ker (f)) + dim (Im (f)) = dim (E).

== Exercice 1.37

- Essayer, autant que possible, de garder une notation globale (une
lettre pour une matrice), ne faisant pas intervenir les termes des ma-
trices

== Exercices 1.22 a), 1.24,1.32 b),c),d)

- Sinon, passer aux coefficients des matrices, en particulier si les ma-
trices sont d’ordre petit (deux ou trois), ou si une matrice diagonale
ou une matrice triangulaire intervient.

w= Exercices 1.10 ), d), 1.14 a), b), 1.21 a), 1.31, 1.32 a)2),
1.34,1.38

Essayer de décomposer linéairement ces matrices sur des matrices plus
simples, sans parametre, si ¢’est possible.

== Exercice 1.14

« Dans certains exemples simples, calculer A% A3, et essayer de
conjecturer une formule pour A¥, que 1’on montrera par récurrence
sur k, ou se ramener a des suites réelles classiques

== Exercice 1.21b)

- Essayer de décomposer A en somme d’une matrice @l,, @ € R, et
d’une matrice simple, souvent une matrice nilpotente, et utiliser la
formule du bin6me de Newton

Le N°1 du cours et exercices sur Internet



(suite)

Pour montrer

qu’une matrice carrée A € M, (R)
est inversible

et, éventuellement,

calculer son inverse

Pour déterminer la matrice A
d’une application linéaire
f:E—F

dans une base Z = (ey,...,e,) de E
et une base @ = (f1, ..., fn) de F

Pour déterminer le rang
d’une application linéaire
f:E—F

ou E, F sont des ev

de dimensions finies

Pour montrer

qu’une application linéaire
f:E—F

est un isomorphisme

ou E, F sont des ev

de dimensions finies

Chapitre 1 « Vecteurs, applications linéaires, matrices

. La formule obtenue pour A* lorsque k € N est souvent aussi valable
pour k € Z, lorsque A est inversible.

Essayer de :

« appliquer la méthode du pivot de Gauss, pour une matrice carrée
assez simple donnée sous forme d’un tableau

- résoudre le systeme d’équations obtenu en exprimant les colonnes
Cy,...,C, de A en fonction des colonnes Ey, ...E,, formant la base ca-
nonique de M,, ;(R), en considérant Ey, ..., E, comme les inconnues

- former une équation simple sur A, puis isoler le terme en I,

== Exercice 1.23

« associer a la matrice carrée A un systeme linéaire AX = Y, ou X, Y
sont des matrices-colonnes et résoudre ce systeme en considérant
que I’inconnue est X

. conjecturer la forme B de la matrice inverse de A, et vérifier que
celle-ci convient, en calculant le produit AB (ou BA)

« résoudre I’équation AB = I, (ou BA = I,) ou B est une matrice
inconnue, d’une forme particuliere.

Se rappeler que toute matrice triangulaire a termes diagonaux tous non
nuls est inversible.

Pour tout j € [1; p], la colonne numéro j de A est formée par les
coordonnées de f(e;) dans la base ¢ de F.

w= Exercices 1.115), 1.20, 1.26 b), ¢), 1.35 b)

Essayer de :
« appliquer la définition : rg(f) = dim (Im(f))

== Exercice 1.12 b)
- utiliser le théoréme du rang : rg(f) = dim (E) — dim (Ker (1))

== Exercice 1.12 b)

Essayer de :

. revenir a la définition, c’est-a-dire montrer que f (qui est déja li-
néaire) est injective et surjective

== Exercice 1.19
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Enoncés des exercices

« trouver une application (linéaire) g : F — E telle que :
(suite) gof=Idg et fog=Idp

« montrer qu’une matrice représentant f est inversible.

=mmse ENnoncés des exercices

— m Une partie de R est-elle un sev ou non ?

Est-ce que les parties suivantes de E = R? sont des sev de E :
a) F={(x,y,9) eR’; x+y—2z=0}

b) G={(xy.2)eR’; x—y+2:=3)

¢) H={(xy,2 €R’; x+y-2z<0)

d) L={(xy,2 eR'; & —y’ +7° =0

e) M={(x,y,2) eR*; ¥ +y*=0}?

— m Une partie de R¥ est-elle un sev ou non ?
Est-ce que les parties suivantes de E = R¥, ensemble des applications de R dans R, sont des sev
de E :

a) F={feE; f(0)+6f(1)+4f(3) =0}
b) G={feE; f(0O)+ f(2)= 1}
o) H={f€E; YxeR, f(1-x = f(x)
d) L={f€E; VxeR, (f(0)' = f(0}?
— Une partie de R" est-elle un sev ou non ?
Est-ce que les parties suivantes de E = RY, ensemble des suites réelles, sont des sev de E :
a) F= {u = (Up)pew € E; YN €N, tyin = 3upyy — 2u,,}
b) G:{u:(un)nENEE; 140:1 et uy :0}
C) H= {M = (un)nEN € Ea Vn € N, Up+1 = 214,1 - l}
d) L={u= e €E; YR EN, uy = /1 +u—-1}?
— m Exemples simples de famille libre, famille liée
Onnote,dansR*: U=(1,1,0,0), V=(1,0,1,0), X=(1,1,1, 1), Y =(0, 1, =1, 0).
a) La famille (U, V, X) est-elle libre ou est-elle liée ?

b) La famille (U, V, Y) est-elle libre ou est-elle liée ?



Chapitre 1 « Vecteurs, applications linéaires, matrices

— Détermination d’une base d’un sev donné par un systeme d’équations
Onnote F = {(x,y,z,z)€R4; 3x—4y+z—-1=0 et 2x—-3y+2z+1=0}.
a) Vérifier que F est un sev de R*.

b) Déterminer une base de F et la dimension de F.

— Une application donnée est-elle linéaire, non linéaire ?

Est-ce que les applications suivantes, de R? dans R?, sont linéaires :

a) fi:(xy) — 2x -3y, x+5y) b) fL:(yr— (x+y+1,x—y-2)
¢) iy — (P +y, y’ +x) d fi:(x,yr—(e™-1,x-y)?
— Noyau et image de g o f

Soient E, F,G des ev, f € Z(E, F), g € Z(F,G).

Montrer : a) Ker (f) c Ker(go f) b)Im(go f) c Im(g).
— Exemple de sev de matrices
ab
Onnote E = {(c a,)eMz(R); a+c:0}.

Montrer que E est un sev de M(R), déterminer une base de E et la dimension de E.

— Calculs sur des matrices carrées d’ordre 2, d’apres EML 2005
s . _ (01 _ (00 (10
On considere les matrices A = (0 1) , D= (0 1), U = (0 0)

etonnote E ={M e M,(R); AM = MD}.

a) Vérifier que E est un sev de M(R).
b) Soit M = (; ?) € ML(R) quelconque. Montrer: M € E < (z=0 et t =y).

¢) Etablir que (U, A) est une base de E.

d) Calculer le produit UA. Est-ce que UA € E?

- Sev de matrices carrées
a) Soient n € N*, A, B € M,,(R). On note & = {M € M,(R); AM = MBJ.
Montrer que & est un sev de M,,(R).

.. 11 21
b)Onprendici: n=2, A—(O 2), B_(O 1),

Déterminer &, une base de &, la dimension de &'.

— Exemple de changement de bases pour une application linéaire
Soient E un ev de dimension 2, & = (e, ¢;) une base de E, F un ev de dimension 3,
21
Z = (f1, f», f5) une base de F. On note A = [3 —1] € M;,(R), et u I’application linéaire
02

de E dans F représentée par A dans les bases & de E et .% de F.
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Enoncés des exercices

a) Exprimer u(e;) et u(e;) en fonction de fi, f>, f3.

b)Onnote ¢, = ey, &y = e+ e, &' = (€}, &), 1 =fi+fo = fi + s

L= h+ f, F = (f", fh, f4). Montrer que &” est une base de E et que .% ' est une base
3 )2 J3 q q
de F, et déterminer la matrice A’ de u dans les bases &’ de E et .% ' de F.

Exemple de détermination d’un noyau, d’une image, d’un rang

102 1
On note A = [ 231 1 ] € M34(R) et f : R* — R3 I’application linéaire représentée par
-12-5-3

la matrice A dans les bases canoniques.

a) Déterminer un systéme d’équations de Ker (f), une base de Ker (f) et dim (Ker (f)).

b) Déterminer une base de Im (f). Quel est le rang de f ?

Exemple de base de R4[X]

On note, dans R[X] :
Py=1, Pi=X, P,=(X-DXX+1), Py=X*X+1), Py=X-DXX+ D>
Montrer que Z = (Py, ..., P4) est une base de Ry[X].

Calcul sur des matrices carrées d’ordre 3, d’apres ESC 2007
-2-66 00 0

Onnote A= 0 0 Of, B=|13 -2
-1-33 13 -2

et, pour tout x e R: H(x) = A+ xB.
a) Calculer A%, B%, AB, BA. Que remarque-t-on ?

3

b) Calculer, pour tout x € R, le produit H(x) [—1], et en déduire que H(x) n’est pas inversible.
0

c) Montrer : Y(x,y) € R?, H(x)H(y) = H(xy).

d) En déduire : YneN*, VxeR, (H(x)" = H(x").

[-2 -6 -6 )'“

e) Calculer | 10 30 -20{ .

9 27 -17

Famille de fonctions, famille de leurs carrés

Soient f,g,h: R — R.Onnote f>=f-f, g>=g-g, > =h-h.

a) Montrer que, si (f, g) est liée, alors (f2, g*) est liée.

b) Donner un exemple de (f, g) dans lequel : (£, g) est libre et (2, g°) est liée.

c) Donner un exemple de (f, g, h) dans lequel : (f, g, h) est liée et (f2, g%, h?) est libre.
d) Donner un exemple de (f, g, h) dans lequel : (f, g, ) est libre et (£, g%, h*) est liée.

Une base de R,[X]
Soient n € N*, (a, b) € R? tel que a # b.
On note, pour tout i € [0; n] : P; = (X —a)/ (X - b)"".

Montrer que la famille (P;)o<i<, €st une base de R, [X].



10

Chapitre 1 « Vecteurs, applications linéaires, matrices

Liberté ou liaison d’une famille de deux ou trois applications linéaires

On note £ = C([—1; 1]; R) I’espace vectoriel des applications continues de [—1; 1] dans R,
©1, 2,93 1 E — R les applications définies, pour toute f € E par :

<P1(f)=j:(:f, wz(f)=j:f, ws(f)=jjfo

a) Vérifier que ¢;, @1, ¢3 sont linéaires.

b) Est-ce que (¢, @) est libre ? c) Est-ce que (¢1, ¢z, ¢3) est libre ?

Exemple d’endomorphismes u,v vérifiant u ov —vou = Idg

Onnote E = C*(R,R), u,v : E — E les applications définies, pour toute f € E, par :
VxeR, (u(H)x)=xf(x), o(fHx)=-f"(x).)

a) Vérifier: u,v€ L(E), wuov—vou=Idg.

b) Est-ce que u (resp. v) est injective ? surjective ? bijective ?

Exemple d’automorphisme
Onnote E = {P € R[X]; P(0)=0}et f: E— E, P+ XP’. Montrer : [ € YL(E).

Endomorphisme nilpotent en dimension 3

Soient E un espace vectoriel de dimension 3, f € .Z(E) tel que : f*> = 0 et f # 0. Montrer

000
qu’il existe une base # de E telle que : Matg(f) = [1 0 O].
010

Calcul matriciel, suites récurrentes linéaires d’ordre 2, d’aprées HEC 2009

Onnote A = € My(R).

—_ = = =
—_—0 O =
—_—0 O =
—_ = = =

a) Calculer A? et A3, exprimer A® comme combinaison linéaire de A et A%, et montrer que la
famille (A, A) est libre.

b) Etablir que, pour tout n € N*, il existe (u,,v,) € R? unique tel que A" = u,A + v,A2, et
exprimer i, et v,,; en fonction de u, et v,.

c) Exprimer, pour tout n € N*, u,,, en fonction de u,,; et u,, et en déduire, pour tout n € N*, la
valeur de u,, puis celle de v,.

Somme de deux inverses, somme de trois inverses de matrices carrées inversibles
Soit n € N*,

a) Montrer : Y(A,B) € (GL,(R))’, A"'+B'=A""(A+B)B".
b) Y a-t-il une formule analogue pour trois matrices, c’est-a-dire est-ce que :

Y(A,B,C) € (GL,(R))’, A(U,V) e M,(R))>, A'+B'+C'=UA+B+C)V?
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Enoncés des exercices

Inversibilité et calcul de I’inverse par utilisation d’une équation matricielle
Soientn € N*, A € M,(R) telle que : A3 —A?+A+1,=0.

Montrer que A est inversible et exprimer A~'.

Commutation par utilisation d’un inverse

Soientn € N*, A, B € M,(R) telles que : AB =2A + 3B.

a)Montrer: (A-31,)(B-21,) =61,. b) En déduire : AB = BA.

Exemple de détermination d’un noyau, d’une image

OnnoteAz(4 -8

) € ML(R) et f : Ma(R) — My(R), M +—> MA.

a) Vérifier que f est un endomorphisme de I’espace vectoriel M(R).
b) 1) Déterminer une base et la dimension de Ker (f).

2) Déterminer une base et la dimension de Im (f).

Aspects linéaire et matriciel des suites récurrentes linéaires d’ordre 2,
a coefficients constants et sans second membre

On note E ’ensemble des suites réelles u = (u,),ex telles que :

YneN, u,» = 5u,. —6u,.
On note a, b les éléments de E définis par : (ap = 1, a; =0), (by =0, by = 1),

etonnote : 7= (2an 5 = (3 uen-
a) Montrer que E est un ev et que (a, b) et (r, s) sont deux bases de E.
b) Déterminer la matrice M de la famille (r, s) dans la base (a, b) de E, et calculer M.

¢) Montrer que I’application f qui, a tout élément u = (u,),e de E, associe la suite (U1 )npens
est un endomorphisme de E, et préciser la matrice de f dans la base (a, b) de E, et la matrice
de f dans la base (r, s) de E.

Réunion de deux sous-espaces vectoriels

Soient Eunev, A,Bdessevde Etelsque: AU B=E. Montrer: A=F ou B=E.

Familles libres dans un espace de fonctions

Soient n € N*, (ay,...,a,) € R" tel que a; < ... < a,. Montrer que la famille d’applications
(fa; : R — R)<i<, est libre dans les exemples suivants :

0six<a; 0 six<ag

. . . a;x

a) fo x> . b) fo x> ) c) fo 1 x> et
1six>a xX—a; sl x> a;

Exemple de famille libre dans un espace de fonctions

Soient / un intervalle de R, non vide ni réduit a un point, f : / — R une application continue
sur I et non constante. Onnote : f =1, fl=f, f2=f-f, ..

Montrer que, pour tout 7 € N, la famille (f*)o<i<, est libre.

1"
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Inverse a gauche, inverse a droite, pour une matrice rectangulaire, d’apres HEC 2009

12
On considére la matrice A = [ 3 4].
-14

a) Existe-t-il B € M,3(R) telle que : AB =137

b) Existe-t-il C € M3(R) telle que : CA =1, ?

Commutant d’une matrice diagonale a termes diagonaux deux a deux distincts

Soient n € N*, dy,...,d, € R deux a deux distincts, D = diag(dy, ...,d,) la matrice diagonale
dont les termes diagonaux sont, dans 1’ordre, di, ..., d,,.

Montrer que le commutant de la matrice D, c’est-a-dire 1’ensemble
C(D)={AeM,(R); AD = DA}, est égal a I’ensemble D,(R) des matrices diagonales
de M,,(R).

Matrices nilpotentes

Soit n € N*. On dit qu’une matrice A € M,,(R) est nilpotente si et seulement s’il existe k € N*
tel que A¥ = 0.

a) 1) Montrer que, pour toute A € M,,(R), si A est nilpotente, alors A n’est pas inversible.

2) Les matrices suivantes de M,(R) sont-elles nilpotentes :
01 11 01 1 1
= = = = ?
T ) R I

b) Soient A, M € M,,(R). Montrer que, si A est nilpotente et AM = MA, alors AM est nilpotente.

c) Soit A € M, (R). Montrer que, si A est nilpotente, alors I, — A est inversible et exprimer
(In - A)il .

d) Soient A, B € M,,(R). Montrer que, si A et B sont nilpotentes et AB = BA, alors A + B est
nilpotente.

Majoration du rang d’une composée de deux applications linéaires

Soient n, p,q € N*, a € Z(R?,R"), b € LRI, R?).

Montrer : rg(a o b) < Min (rg (a), rg (b)).

Matrices diagonales a termes diagonaux deux a deux distincts

Soient n € N*, dy,...,d, € R deux a deux distincts, D = diag(d,, ...,d,) la matrice diagonale
dont les termes diagonaux sont, dans 1’ordre, di, ..., d,,.

Montrer que (DM)o<k<n est une base de I’espace vectoriel D, (R) des matrices diagonales.
Etude d’un endomorphisme de M,(IR)

01 12
Onnote A = s 1) B= 0 -1 e Mhb(R), et ¢ : Mh(R) — M(R), M +— AM — MB.

a) Vérifier que ¢ est linéaire.

b) Montrer que # = (I,, A, B, AB) est une base de M,(R) et déterminer la matrice @ de ¢
dans 4.
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Enoncés des exercices

c) Déterminer une base et la dimension de Ker (¢).

d) Déterminer la dimension et une base de Im (¢).

Endomorphismes transformant tout vecteur en un vecteur colinéaire
Soient E un ev, f € .Z(E) tel que, pour tout x € E, la famille (x, f(x)) est liée.

Démontrer que f est une homothétie, c’est-a-dire qu’il existe A € R tel que :
Vx e E, f(x)=Ax (ou A ne dépend pas de x).

Une inégalité sur des dimensions

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimensions finies, f,g € .Z(E, F). Démontrer :

dim (Ker (f + g)) < dim (Ker (f) N Ker(g)) + dim (Im (f) N Im(g)).

Matrices inversibles a termes > 0 et dont I’inverse est a termes > 0
Soient n € N*, A € GL,(R).
On suppose que les termes de A et les termes de A~! sont tous 3> 0.
Montrer qu’il existe une permutation o~ de [1; ] et (a1, ....,a,) € (R,)" tels que :
1 si i=k
A = (8i0(y@;); j» Ol & désigne le symbole de Kronecker : 5y =
’ 0 si i#k
Commutants de M,,(R), de GL,(R)

Soit n € N*. Pour toute partie &’ de M,,(R), on appelle commutant de & la partie C (&) de M,,(R)
formée des matrices de M,,(R) qui commutent avec toute matrice de & :

C&) ={AeM,[R); YM e &, AM = MA).

a) Vérifier que, pour toute partie & de M,,(R), C (&) est un sev de M,,(R).

b) Démontrer : C(M,(R)) =RIL,, ot onanoté RI, ={al,; a eR}.

A cet effet, on pourra faire intervenir les matrices élémentaires E;;, (i, j) € [1; n])?, ou E; jestla
matrice dont tous les termes sont nuls, sauf celui situé a la ligne i et a la colonne j, qui est égal
al.

¢) 1) Démontrer:  ¥YM € M, (R), 3(P, Q) € (GL,(R))>, M =P + Q.

2) En déduire : C(GL,(R)) =RI,.

13
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— D ]1! mal 2\1 démarrer 2

a) 1® méthode : revenir a la définition d'un sev.

2¢ méthode : présenter F comme noyau d’une appli-
cation linéaire.

3¢ méthode : présenter F comme sev engendré par une certaine
famille.

b) (0,0,0) ¢ G.

¢) Trouver X; € H tel que —X; ¢ H.

d) Trouver X; € L, X; € L tels que X; + X3 ¢ L.
e) Remarquer M ={(0, 0, 2); zeR}.

a) 1" méthode : revenir a la définition d'un sev.

2¢ méthode : présenter G comme noyau d’'une applica-
tion linéaire.

b)0 ¢ G.
¢) Revenir a la définition d’un sev.

d)Remarquer: 1el et 2-1¢L.

a) Revenir a la définition d’un sev.
b)0 ¢ G.
)0 ¢ H.
d) Trouver u € L telle que 2u ¢ L.

a) Revenir a la définition d’une famille libre.
b) Remarquer Y = U - V.

a) Revenir a la définition d'une sev.

b) Exprimer, par exemple, z et t en fonction de x et y.

a) Revenir a la définition d'une application linéaire.
b) Remarquer : £,(0, 0) # (0, 0).
¢) Remarquer : f3(2,0) # 213(1, 0).
d) Remarquer : f4(=1,0) = —14(1, 0).

Revenir aux définitions.

1) Pour montrer que E est un sev de M, (R), revenir a la
définition d’un sev.

2) Remplacer ¢ par —a et décomposer (_aa Z) sur trois matrices

fixes. Montrer que la famille de trois matrices obtenue est libre.

a) Revenir a la définition d’un sev.
b) Immédiat.
Xy
z

c) Décomposer ( t) sur U et A et montrer que (U, A) est libre.

a) Revenir a la définition d'un sev.

b) En notant M = ()z( };) résoudre I'équation AM = MB, d'in-

connues x, y, z t.

a) Lecture de A.
b) 1) Montrer que e, e; s'expriment sur &’ = (e}, e)).
b) 2) Montrer que fi, 5, f3 s'expriment sur &’ = (f}, f), f1).

b) 3) Calculer u(e) et u(e}) en fonction de 7/, £/, f1.

a)En notant u = (x, y, z t) € R4 résoudre f(u) = 0.
b) En notant Vj, ..., V4 les éléments de R* dont les coordonnées
dans la base canonique sont les colonnes de A, montrer que
(V4, V3, V3) est libre.

1) Vérifier d'abord que Py, ..., P4 sont dans R4[X].
2) Montrer que £ est libre.

3) Utiliser un argument de dimension.

a) Immédiat.

b) Le calcul du produit demandé est immédiat. En déduire que
H(x) n'est pas inversible.

¢) Immédiat.
d) Raisonner par récurrence sur n.

e) Remarquer qu'il s'agit de (H(10))1°.

a) Si (f, g) est liée et si f # 0, il existe @ € R tel que g = of.
b) Penser a la fonction valeur absolue.

¢) Choisir (f, g, h) pour que, par exemple, h = f + g et que
(f2, g, h?) soit libre.

d) Choisir (f, g, h) pour que, par exemple, f2 = g2 + h? et que
(, g, h) soit libre.
1) Vérifier: Vie[0; n], P;eR,[X].

2) Montrer que (P;)o<i<n est libre, en revenant a la défini-
tion d'une famille libre et en évaluant le polynéme en a par
exemple.

3) Utiliser un argument de dimension.

a) L'intégration est linéaire.

b) Montrer que (¢1, ¢2) est libre en revenant a la définition et
en appliquant I’'hypothése a deux fonctions simples bien choi-
sies.

¢) Utiliser la relation de Chasles.

a) 1) Revenir a la définition d'une application linéaire.
a) 2) Calculer (uov —vou)f)(x) pourtoute f € E et tout x € R,
b) 1) Montrer que u est injective et non surjective.

b) 2) Montrer que v est surjective et non injective.
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1) Vérifier que E est bien un ev.
2) Vérifier que f est linéaire.
3) Vérifier que f va bien de E dans E.
4) Montrer que f est injectif, en utilisant Ker (f).

5) Montrer que f est surjectif, en construisant, pour

n
Q= Z aXk € E, un polynéme P tel que XP’ = Q.
k=t

Noter qu'il existe e; € E tel que 2(eq) # 0, et considérer
e, = f(eq1), e3 = f(ez). Montrer que & = (e, e,, e3) est une base
de E et que & convient.

a) Immédiat. Obtenir : A3 = 4A + 2A2,
b) Existence : raisonner par récurrence sur n.
Unicité : remarquer que (A, A2) est libre.

¢) La suite (un)hen €st une suite récurrente linéaire d'ordre 2,
a coefficients constants et sans second membre, on sait donc
calculer son terme général.

a) Développer le second membre.
b) Trouver A, B, C € GL,(R) telles que :

A'+B'+C"20 et A+B+C=0.

Isoler I, et mettre A en facteur.

a) Immédiat.

b) Faire apparaitre un produit égal a I,, le produit en sens in-
verse est alors aussi égal a |,.

a) Revenir a la définition d’'un endomorphisme.

b) 1) Noter M = ()z( };) € M>(R) et résoudre f(M) = 0.

t
néairement f(M) sur des matrices fixes. Voir enfin si celles-ci
forment une famille libre.

b) 2) Pour M = ()z( y) € M3 (R), calculer f(M) et décomposer li-

a) 1) Montrer que E est un sev de I'ev R de toutes les
suites réelles.

a) 2) Montrer que la famille (a, b) est libre et génératrice de E.

a) 3) Vérifier (r, s) € E2, montrer que (r, s) est libre, puis utiliser
un argument de dimension.

b) Exprimer r et s en fonction de a et b.
¢) 1) Vérifier que f va bien de E dans E et est linéaire.
¢) 2) Calculer f(a) et f(b) en fonction de a, b.

¢) 3) Calculer f(r) et f(s) en fonction de r, s.

Du mal a démarrer ?

Raisonner par I’absurde, d’ou I'existence de (a, b) € E? tel
que a ¢ Aetb ¢ B. Considérer a + b.

Revenir a la définition d’une famille libre.

a) Remarquer que, pour tout i € [1; n], f;, est continue en tout
point de R\ {a;} et n’est pas continue en a;.

b) Remarquer que, pour touti € [1; nJ|, f,, est dérivable en tout
point de R\ {a;} et n’est pas dérivable en a;.

¢) Multiplier par e =%, puis faire tendre x vers +co.

n
Soient n € N, (ag,...an) € R™! tel que Zakfk =0.
par

n
Considérer le polynébme P = Zakxk € R(X] et montrer que P
k=1
s’annule en une infinité de points, en appliquant le théoreme
des valeurs intermédiaires a f.

a) Supposer qu'il existe B € My3(R) telle que AB=1s.
Considérer les applications linéaires a et b représentées canoni-
quement par A et B respectivement, montrer rg(a o b) < rg (a)
et déduire une contradiction.

Voir aussi |'exercice 1.33.
b) Construire une matrice C qui convienne, par exemple en

considérant A’ = (1 .

3 4) et en formant C a I'aide de A”" et d’une

colonne nulle.

Un sens est évident.

Réciproquement, si A € C(D), traduire AD = DA en passant par
les éléments.

a) 1) Raisonner par |'absurde.
a) 2) Immédiat.
b) Calculer (AM)K = (AM) - - - (AM), en utilisant AM = MA.
¢) Utiliser la formule relative a une sommation géométrique.

d) Utiliser la formule du bindme de Newton.

1) Montrer : Im(aob) c Im(a) et passer aux dimensions.
Déduire : rg(ao b) < rg(a).
2) Utiliser les noyaux et le théoreme du rang.
n-1

e Soit (ao, ..., ap-1) € R" tel que ZakD" =0. En notant
k=0

n-1

P:Zakak, déduire : Vi € [1;n], P(d) = 0, puis P = 0.
k=0

Conclure que (DX)gck<n-1 est libre.

e Utiliser un argument de dimension pour obtenir que
(DX)o<k<n_1 est une base de D, (R).

15
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a) Revenir a la définition de la linéarité.

b) 1) ¢ Montrer que (I, A, B, AB) est libre en revenant a la dé-
finition d’une famille libre.

e Utiliser un argument de dimension pour déduire que
2 est une base de M, (R).

b) 2) Calculer les images de I, A, BAB par ¢ et décomposer li-
néairement ces images sur .

c) d) 1 méthode : utiliser la matrice @.

2° méthode : revenir a la définition de ¢.

Par hypothese, pour tout x € E, il existe A € R tel que
f(x) = Axx. Remarquer que, si x # 0, 1, est unique. Il s'agit de
montrer que A, ne dépend pas de x. Pour montrer A, = Ay, sé-
parer en deux cas selon que (x, y) est libre ou liée. Dans le cas
libre, considérer x + y.

Considérer I'application u:Ker(f+g) — F, x+— f(x).
Appliquer le théoreme du rang a u.
Montrer : Ker (u) = Ker(f) n Ker(g) et Im(u) c Im(f) n Im(g).
Noter A = (aj)j, A" = (bj); et traduire AA™" = I, en
passant aux éléments.
a) Revenir a la définition d’un sev.
b) Une inclusion est évidente.

Réciproquement, soit A € C(M,(R)). Appliguer I'hypothése aux
matrices élémentaires Ej;.

¢) 1) Penser a décomposer M en somme d’une matrice triangu-
laire supérieure et d’une matrice triangulaire inférieure.

c) 2) Utiliser ¢) 1).



= Corrigés des exercices

D’abord, les ensembles considérés sont bien inclus
dans E.

a) 1" méthode : retour a la définition d’un sev :
e '+ @, car (0,0,0) € F.
e Soient @ € R, X; = (x1, Y1, 21), Xa = (X2, Y2, 22) € F.
Ona: aX;+ X, = (ax; +x2, @yy + Yo, @71 + 22)
et:
(a@x1 + x2) + (ay1 + y2) — 2(ez1 + 22)
=alx +y1 —2z2) + ( +y2 —22,) =0,

=0, car X, €F =0, car Xp€F
donc: aX; +X; € F.
On conclut : F estun sev de E.
2¢ méthode : intervention d’une application linéaire :
Lapplication f : E — R, (x,y,2) — x+y—2z
est linéaire, car, pour tout @ € R et tous X; = (xy, y1, z1),
X =02, y2, 2)€E:
flaX, +X5) = flax; + x2, ayy + Y2, @21 + 22)
= (X1 +x0) + (ay1 +y2) — 2(ez1 + 22)

= a(x +y1 —221) + (0 + Y2 — 222) = af (X)) + f(Xo),

et F = Ker (f), donc F est un sev de E.

3¢ méthode : présentation de F comme sev engendré par une
certaine famille :

Ona:

F={xy2eR; x+y—2z=0)

{
[ty eR’; x=-y+2z)
{(~y+22,y,2); (y,2) €R?}
= {y(-1,1,0) + 22, 0, 1); (y.z) € R?}
= Vect((-1, 1, 0), (2,0, 1)),
donc F est un sev de E.

b) On devine que G n’est pas un sev de E par la présence de la
constante additive non nulle 3 dans la définition de G.

La partie G n’est pas un sev de E, car (0,0,0) ¢ G.

¢) On devine que H n’est pas un sev de E a cause de 1’inégalité
au lieu d’une égalité dans la définition de H.

La partie H n’est pas un sev de E, car X; = (-1,0,0) € H et
-X; =(1,0,0) ¢ H.

d) On devine que L n’est pas un sev de E par la présence de
carrés dans 1’équation définissant L.

La partie L n’est pas un sev de E car, en notant X; = (1,1,0) et
X, =(1,-1,0),ona :

X €el, €L, Xi+X,= (2,0,0) ¢ L.
¢) On va montrer que, malgré la présence de carrés dans 1’équa-
tion définissant M, la partie M est un sev de E.

On a, pour tout (x,y) € R? :

2y =0— = =0— x=y=0.
S~ ——
20 >0

Ainsi :

M={(x,y,2) €R*; x=y=0)
={(0,0,2); z€R} = Vect((0,0, 1)),

ce qui montre que M est un sev de E, comme étant le sev en-
gendré par le vecteur (0,0, 1).

D’abord, les ensembles considérés sont bien inclus
dans E.

a) 1" méthode : retour a la définition d’un sev :
o '+ @ car( € F, ou 0 désigne I’application nulle.
e Soienta € R, f,ge F.Ona:

(@f +9)(0) +6(af +g)(1) + 4af +9)3)
= (f(0) + g(®) + 6(af (1) + g(1)) + 4(f (3) + 9(3))
=a(f(0) +6f(1) +4/(3)) + (g(0) + 6g(1) + 49(3) ) = 0,

=0, car feF

=0, car geF

donc: af +ge€F.

On conclut que F est un sev de E.

2¢ méthode : intervention d’une application linéaire :
L’application ¢ : E — R, f+— f(0)+6f(1)+4f(3)

est linéaire, car, pour tout @ € R et toutes f,g € E :

plaf +g) = (af +9)0) + 6(af + g)(1) + 4af + g)(3)
= (af(0) + g(0)) + 6(af (1) + g(1)) + 4af(3) + g(3))
= a(f(0) + 6/(1) +4£(3)) + (9(0) + 6g(1) + 4g(3))
= ap(f) + ¢(g),

et F' = Ker (¢), donc F est un sev de E.

b) On devine que G n’est pas un sev de E par la présence de la
constante additive non nulle 1 dans la définition de G.

La partie G n’est pas un sev de E car la fonction nulle n’appar-
tient pas a G.

17



Chapitre 1 « Vecteurs, applications linéaires, matrices

18

c)e H+ @car(0 e H, ou 0 désigne I’application nulle.
e Soient@ € R, f,g € H. On a, pour tout x € R :
(af +9)1 —x) = af(l-x)+g(l-x)
= af(x) +g(x) = (af + g)(x),
donc af +g € H.
On conclut : H est un sev de E.

d) On devine que L n’est pas un sev de E par la présence d’un
cube dans la définition de L.

LaEartigL n’est pas un sev de E carl e Let2-1=2 ¢ L,
ou 1 et 2 désignent les applications constantes égales a 1 et 2
respectivement.

D’abord, les ensembles considérés sont bien inclus
dans E.

a)e F # @ car 0 € F, ou 0 désigne la suite nulle.
° SOient a € R’ u= (u)l))lEN’ v= (Un)nEN € If.

On a, pour tout n € N :

(a'u + U)n+2 = QUpyp t Uny2

(Y(3lzl,l+1 - 21/{,,) + (3Un+l - 2Un)

3(@Ups1 + Vi) — 2(Qty, +vy,)
= 3(au + v),41 — 2(au + v),

donc: au+veF.

On conclut : F estun sev de E.

b) On devine que G n’est pas un sev de E par la présence de la
constante additive non nulle 1 dans la définition de G.

La partie G n’est pas un sev car la suite nulle n’appartient pas
aG.
¢) On devine que H n’est pas un sev de E par la présence de la

constante additive non nulle —1 dans la définition de H.

La partie H n’est pas un sev de E, car car la suite nulle n’ap-
partient pas a H.

d) On devine que L n’est pas un sev de E par la présence d’un
carré dans la définition de L.

Considérons la suite u = (u,),en définie par up = 1 et :

VneN, Uy = Af1+u2-1.

Il est clairque : u € L.

Considérons la suite v = 2u = (v,)en-

Onavy=2uy =2, v =2u =2(Jud+1-1)=2(v2-1)

et J1+v3-1= V5 =1, donc v; # AJ1+v5-1.

Ainsi: v ¢ L.

On conclut : L n’est pas un sev de E.

a) Soit (a,b,c) e R*. Ona:

aU+bV+cX=0
— a(1,1,0,0) + b(1,0,1,0) + ¢(1,1,1,1) = (0,0,0,0)
& (a+b+c,a+c, b+c, c)=1(0,0,0,0)

a+b+c=0
e=0
a+c=0
— — qa=0
b+c=0
b=0.
c=0
On conclut : (U, V, X) est libre.
b) On remarque que ¥ = U — V, donc : (U, V,Y) est liée.
a) e Il est clair que F c R* et (0,0,0,0) € F.
e Soienta@ € R, X = (x,y,2,1), X' = (X,y,7,t') € F.
On a alors :
3ax+xX)—4ay+y)+(az+7)—(at+1)
=a@Bx—4dy+z-0D+Q@Bx -4y +7 -1)=0,

-0 =0

et, de méme :

2@x+x)=3(ay+y)+2az+7)+ (at+1)
=aRx-3y+2z+1)+Q2x -3y +27 +1)=0,

dou: aX+ X €F.

On conclut que F est un sev de R*.

b) Essayons d’exprimer z et #, par exemple, en fonction de x
et y. On a, pour tout X = (x,y,z,1) € R*:

3x—4y+z—-1t=0 z—t=-3x+4y
XeF= —
2x-3y+2z+t=0 2z+t=-2x+3y
__8 7
{3Z=—5x+7y ¢=T3rt gy
— 4 5
3t =4x - Sy
t=-x->y.
37737
D’ou:
5 7 4 5
F = {(x, Yo ~3X+ 3y X gy)§ (X, y) ERZ}
5 4 7 5 )
= {x(l, 0, 3 §)+y(0, 1, 3 —3) (x,y) €R }

={36.0.-5.9+2(0.3.7.-5): (xp) R’

noté U

noté V

= Vect (U, V).

Ainsi, (U, V) engendre F.
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La famille (U, V) est libre car, pour tout (x,y) € R? :
xU+yV =0

— (3x, 0, =5x, 4x) + (0, 3y, 7y, =Sy) = (0, 0, 0, 0)
— (Bx=0, 3y=0, -5x+7y=0, 4x—5y =0)
— x=y=0.

Finalement, une base de F' est (U, V), avec les notations précé-
dentes, et : dim(F) =2

a) On a, pour tout @ € R et tous X

X = ()Cz, yz) e R? 5

= (x1, Y1),

Si@Xy + X3) = filax) + x2, ayr + y2)
= (2(ax; + x2) = 3(ayy + y2), (ax; + x2) + 5(ay; + y2))
= a(2x; — 3y1, x1 +5y1) + (2x2 = 3y, X2 + Sy2)

= afi(X1) + fi(X2),

donc : f; est linéaire.

b) On devine que f, n’est pas linéaire par la présence des
constantes additives non nulles 1 et —2 dans la définition de f>.

Puisque £>(0,0) = (1,-2) # (0,0), f, n’est pas linéaire.

¢) On devine que f; n’est pas linéaire par la présence de carrés
dans la définition de f;.

On a f3(1,0) = (1, 1) et f3(2(1,0)) = £3(2,0) = 4,2) # 2(1, 1),
donc f; n’est pas linéaire.

d) On devine que f; n’est pas linéaire par la présence d’une
exponentielle dans la définition de f;.

Ona f;(1,0) = (e = 1, 1)
et fo( = (1,0)) = fu(-1,0) = (e ' = I,-1) # —(e — 1, 1),

donc f; n’est pas linéaire.

a) Soit x € Ker (f).

(g o H)
donc : x € Ker(g o f).
Ceci montre : Ker (f) c Ker(g o f).
b) Soitz € Im (g o f).

Il existe alors x € E tel que z = (g o f)(x) etona:

On a alors :

=g(f(0) = g(0) =

z=(go f)x) = g(f(x)) € Im(g).

Ceci montre : Im (g o f) C Im(g).

Le N°1 du cours et exercices sur Interne it

1) e E C M)(R) et (8 g)eE

e On a, pour tout @ € R et toutes matrices

ab , _[a' b .
o (1), =€) ce

oM+ M = aa+a, a/b+b’
ac+c ad+d

et: (ma+d)+(ac+c)=ala+c)+ @ +c') =0,
=0 =0
donc: aM + M’ € E.

2)Ona: E:{(_aa b) (abd)€R3}

{10y [o1) (00| ,
—{a(_l 0)+b(0 0)+d(0 1), (a.b,d) € R}
N—— —— ——
notée A notée B

= Vect (A, B, D),
donc : (A, B, D) engendre E.

notée D

De plus, la famille (A, B, D) est libre car, pour tout
(a,b,d) eR?:

aA+bB+dD =0

a b 00
— (—ad)_(OO) — a=b=d=0.

On conclut : (A, B, D) est une base de E et dim (E) = 3

a)e EC Mhy(R)et0 € E car AO = 0A = 0, ou 0 désigne la
matrice nulle de M,(R).
e Soienta € R, M,N € E.Ona:

A(@M + N) = aAM + AN = aMD + ND = (eM + N)D,
donc: aM + N € E.

On conclut que E est un sev de M(R).
b) Soit M = ()ZC 3) € M(R) quelconque. On a :

MeE — AM =MD

0IL\(xy) (xy\(0O
= ()90
()-6% =12,

——% = —

zZt 0[ t:y.
SIIY L [[*Y). 2
c)oDapresb),ona.E—{(Oy),(x,y)eR}

= {x ((1) 8) +y (8 }) (x,y) € Rz} = Vect (U, A).

—— ——
U A

19
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Ceci montre que (U, A) engendre E.

o Soit (x,y) € R? tel que xU + yA = 0. On a alors, comme

. [xy\ _(0O0 o _
ci-dessus : (0 y)_(O 0), donc: x=0, y=0.

Ceci montre que (U, A) est libre.

On conclut : (U, A) est une base de E et dim (E) = 2.

10\(01 01
d)Ona: UA-= (0 0)(0 1):(0 O)'
D’apres b), comme 1 # 0 (c’est-a-dire ¢ # y avec les notations
de b)), on conclut : UA ¢ E.

a)eOna: & M,(R) et 0€E.

e On a, pour tout @ € R et toutes M, N € & :
A(@eM + N) = aAM + AN = aMB + NB = (eM + N)B,

donc: aM+ N € &.
On conclut : & est un sev de M,,(R).

b) On a, pour toute M:()ZC ?)EMZ(R):
Me8& — AM = MB
11\ (xy) [xy)(21
= [o3)7)-( )
— x+zy+t) (2x x+y —
2z 2t ) \2z z+t¢t

On a donc : g:{(i )yc) (x,y)eRz}

=X
t=x.

(1o 01\ N

_{x(l 1)+y(0 0), (x,y)eR}—Vect(C,D).
—— ——
notée C notée D

De plus, (C, D) est libre car, pour tout (x,y) € R? :

00

xXC+yD=0 (xy):(OO

‘x )@x:y:O.

On conclut : (C, D) est une base de & et dim (&) = 2.

2 1
a) Par lecturede A =|3 —1|,ona:
0 2

u(e)) =2fi +3f, u(ex) = fi = o +2f.
b) 1) Puisque ¢] = e, €, = e + e,

’

. — ’ —_ ’
ona: ey =¢e, e=¢),—¢e.

Comme tout vecteur de E se décompose linéairement sur
(e1, ey) et que e et ey se décomposent linéairement sur(e}, €3),
il en résulte que tout vecteur de E se décompose linéairement
sur (e, e5).

Ainsi, la famille & = (e}, €}) engendre E, et a deux €léments,
donc &” est une base de E.

2) Puisque f’l = fi+ fa f;:f1+f3, f;:f2+f3, ona:
fi= 31+ £ =F b= g+ F5=F5 = 5P+ F5 =D

Ainsi, de méme qu’en /), la famille %’ = (f{, f5, f4) en-
gendre F, et a trois éléments, donc .%" est une base de F.

3)Ona:

o u(e) = ule)) =2fi +3f,

_ ’ ’ ’ 3 ’ ’ ’ _5 ’ 1 ’ 1 ’

—(f1+f2_f3)+§(f1+f3_f2)—Efl_ifz""if}»

o u(ey) = u(ey + e2) = u(e;) + uley)
=QA+3L)+(—fL+2/)=3/i+2/L+2f;

3
=St fa-fa+ Ui+ fi-f)+(Fa+fi-fD)

3 ’ 3 ’ 1 ’
=5fi+ 52+ 515
On conclut que la matrice A’ de u dans les bases &” de E et .7’
5/2 3/2}

de Fest: A’ =|-1/2 3/2
12 12

a) On a, pour tout u = (x,y,z,t) € R*:

uekKer(f) = f(u)=0

102 1y (°
— [2 31 1]Z = 8
-12-5-3)7] |,
x+2z+t=0 L,
& (S){2x+3y+z+1=0 L,

—x+2y—5z-3t=0. L;

Le systeme (S) est un systeme d’équations de Ker (f).
Ona:

x+2z+t=0 L,
S) & {3y-3z-1t=0 L, — L[, -2L,
2y—3z-2t=0 L;— L3+1L,
x+2z+t=0
3y—3z-t=0
—3z-4t=0 L3 «—3L;-2L,

—
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5
=-27—1t=—=t.
X Z 3
Une base de Ker (f) est donc (Vj), ou V = (5, =3, —4, 3), et
donc : dim (Ker (f)) = 1.

b) Notons Vi, ..., V4 les éléments de R dont les coordonnées
dans la base canonique sont les colonnes C1, ...,C4 de A :

Vi=(,2,-1), V» =(0,3,2), V3 =(2,1,-5), V4 =(1,1,-3).
Im (f) = Vect(Vy, ..., Vy).

Comme dim(R?) = 3 < 4, 1a famille (V1, ..., V4) est liée.
Voyons si (Vy, V,, V3) est libre.

On a alors :

On a, pour tout (aj, az, az) € R :

a; +2a; =0
611V1+612V2+(l3‘/3=0 — 2a1+3a2+a3:0

—a; +2a; —S5a3 =0

a1+2a3:0 112:0
3a, —3a3 =0 L, «— L, -2L; &< <a3; =0
200 —3a3 =0 L3 «— L3+ L,

Ainsi, (Vi, V2, V3) est libre, donc dim (Im (f)) > 3.

61120.

D’autre part, comme Im(f) = Vect(Vy,...,V4) € R ona:
dim(Im(f)) < 3. On conclut qu'une base de Im(f) est
(V1, Vo, V3) et que dim (Im (f)) = 3, donc : rg (f) = 3.

Remarque : on pouvait aussi obtenir dim (Im (f)) en appliquant
le théoréme du rang :

dim (Im (f)) = dim (R*) — dim (Ker (f)) =4 — 1 = 3.

1) D’abord, il est clair que : Yk € [0; 4], Pr € R4[X].

2) Montrons que & = (P, ..., P4) est libre.
4

Soit (ag, ..., as) € R tel que : ZakPk =0.
k=0

En prenant les valeurs en 0, en —1, on déduit : a9 = 0 et
apg—a; = O, d’ou a) = 0.

On a alors :
0= arP> + az P53 + a4 P,

=X - DXX + D+ aX2X + 1) + as(X = DX(X + 1)?
= XX+ D[ax(X = 1) + a3X + as(X = DX + 1)]
= XX + D[asX® + (a2 + a3)X = (ay + ay)],

d’ou: asX? + (ap + a3)X — (ay + ag) = 0,

Corrigés des exercices

puis : ay =0, ap+a3 =0, —(ap +ays) =0,

et donc : as =0, a =0, a3 =0.
Ceci montre que Z est libre.

3) Comme A est libre et que Card (%) = 5 = dim (R4[X]), on
conclut : £ est une base de R4[X].

a) On calcule les produits de matrices A%, B2, AB, BA :

A
N

-2-66
0 00
=1 =3 3

-2-66)(-2-66
0 00j]0 0O
-1-33)\-1-33

—— ———
A A2

B
e

00 0
13 -2
13 -2

00 0)(00 O
13-2[{13-2
13-2)J\13-2
S

B B2

B
e

00 0
13-2
13-2

-2-66) (000
0 00]1000
-1-33) 000
—

A AB

A
N

-2-66
0 00
=1l =3 3

00 0 000
13-2(1000].
13-2) 000

e =
B BA

Onobtient: A>=A, B>=B, AB=0, BA=0.

b) On a, pour tout x € R :

3 3
Hx)|-1|=A+xB)|-1
0 0

21
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oozl
iR

3 0

Comme |—1]|# |0}, il en résulte que la matrice carrée H(x)
0 0

n’est pas inversible.

¢) On a, pour tout (x,y) € R? :
H(x)H(y) = (A + xB)(A + yB)
= A% + xBA + yAB + xyB* = A + xyB = H(xy).

d) Soit x € R. Montrons, par récurrence sur 7 :

VneN*, (H(x)" = H(x").

e La propriété est évidente pour n = 1.

o Si la propriété est vraie pour un n € N* fixé, alors :
(HY™' = (HW)"H(x) = H&)H() = H(x'x) = H@™),

donc la propriété est vraie pour n + 1.

Ceci montre, par récurrence sur 7 :

VneN*, (H(x)" = H(X").

¢) On remarque :

-2 -6 6
10 30 -20(=A+ 10B = H(10).
9 -27 -17

D’ou, d’apres d) :

2 6 6"
10 30 -20

= (H(10))"" = H(10'%)

9 -27 -17
=2 -6 6
=A+10"°B=| 10" 3.10° -2.10%
10°-1 3710°-1) -2-10"°+3

a) Supposons (f, g) liée.

Si f =0, alors f> = 0, donc (f2, g°) est liée.

Si f # 0, il existe @ € R tel que g = af, d’o g> = @’ f2, donc
(f?, g%) est lie.

Ceci montre que, si (f, g) est liée, alors (2, g*) est liée.

b)Notons f: R — Retg: R — R .

X X X > |x]

e La famille (f,g) est libre, car, pour tout (d,u) € R2?, si
Af +ug =0, alors: VYxeR, Ax+ulx| =0,

d’ou, en remplagant x par 1, par —1 :

A+u=0 et A-u=0,

donc: A=pu=0.
e La famille (f2, ¢%) est liée car f? = ¢°.

c)Notons: f: R—>R,g:R— R, h: R— R

x+— 1 x+— x+1

eOnah=f+g,donc (f,g,h) estlice.

X X

e On a, pour tout x e R :
ffw=1

Soit (a, b, c) € R3 tel que : af? + bg® + ch® = 0.

Onaalors: Vx€R, (a+c)+2cx+(b+c)x> =0.

gx) =x%,  K(x) =1+2x+x%

Ainsi, le polyndme (a + ¢) + 2c¢X + (b + ¢)X? s’annule en tout
point de R, donc est le polyndme nul, d’ou :

a+c=0, 2¢=0, b+c=0,

puis: a=0,b=0, c=0.

Ceci montre que la famille (f2, g%, h*) est libre.
d) 1" exemple :

Notons f: R — Rg: R — R,hi: R — R

x+— 1 x — x| x — V1+x2

e Soit (a, b, ¢) € R? tel que af + bg + ch = 0. On a alors :
VxeR, a+b|x|+cm20.
En remplagant x par 0, par 1, par 2, on déduit :
a+c=0, a+b+c‘/§=0, a+2b+cV5=0
d’ou :
c=-a, b=a(N2-1), a(1+2(V2-1)-V5)=0

#0

donc: a=0,b=0, c=0.

Ceci montre que (f, g, h) est libre.

eOna: YxeR, f2(x)=1, g*(x) =%, K (x)=1+2%,
= f+g

Ceci montre que (f?, g%, h?) est liée.

donc :

2¢ exemple :

Notons f: R — Rg: R — R
X X x+— X2 +1

,h: R — R
x— x2-1

e Soit (a, b, ¢) € R? tel que af + bg + ch = 0. On a alors :

VxeR, ax+b(*+1)+c(x*-1)=0,
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c’est-a-dire :
VxeR, b+o)x*+ax+(b-¢)=0

Ainsi, le polyndme (b + ¢)X? + aX + (b — ¢) s’annule en tout
point de R, donc est le polyndme nul, d’ou :

b+c=0, a=0, b—c=0,

puis: a=0,b=0,c=0.
Ceci montre que (f, g, h) est libre.

eOna: VxeR, f2(x)=x% gx)=x"+2x>+1,
R(x)=x*-2x2+1,

4f2 — g2 _hZ.

Ceci montre que (f2, g%, h?) est liée.

donc :

1) D’abord, il est clair que : Vi € [0; n], P; € R,[X].
2) Montrons que (P;)oci<n est libre. Soit (4)ocicn € R tel

que : Z A;P; = 0. En prenant la valeur en a¢, comme P;(a) = 0
i=0

pour tout i > 1, on obtient 4gPyp(a) = 0, puis, comme

Py(a) = (a — b)" # 0, on déduit 4y, = 0. En reportant et en sim-

plifiant par X — a, on déduit :

DX —ay (X -by =0,
i=1

c’est-a-dire : "ZL‘ X —a)X-by"7 =0.
=0
En réitérant, on obtient successivement : 4, =0, ..., 4, = 0.
Ceci montre que (P;)o<<, st libre.
Comme la famille (P;)o<;<, est libre et que
Card ((Pi)o<i<n) = 1 + 1 = dim (R,[X]),

on conclut que (P;)o<i<, €st une base de R, [X].

a) On a, pour tout @ € R et toutes f,g € E :
pr(af +9) = f(af+ 9)
-1

0 0
:aff+f g = o01(f) + 019,
-1 -1

donc ¢, est linéaire.
De méme, ¢, et @3 sont linéaires.

b) Soit (0’1,0'2) € R? tel que: a1 + axpr = 0.

0
Onaalors: VfeE, a'lfﬁf+a'2f =0 (.
il il

Corrigés des exercices

Considérons : fi: [-1;1] — R, f,: [-1;1] — R.

x— 1 X X

Ilestclairque: fie Eetf, e E.Ona:

0 1
alff1+(lz fi=0

a+ap, =0
—
1 1
LV[(—E)-FQZEZO
LI1+&2=0 0'1—0
— —
—a;+a, =0 a =0

On conclut : (¢, ¢,) est libre.

c) D’apres la relation de Chasles :

VfeE, ﬁf=f:f+f01f,

YfEE, oi(f)=ei(f)+ (),

c’est-a-dire : @3 = ¢ + @s.

donc :

Ceci montre que (¢, @2, ¢3) est liée, donc n’est pas libre.

a) e D’abord, il est clair que u et v sont bien des applications
de E dans E.

On a, pour tout @ € R et toutes f,g € E :

VxeR, u(af +g)(x) = x(af + g)(x)
= x(af(x) + g(x)) = axf(x) + xg(x)
= au(f)(x) + u(g)(x) = (au(f) + u(g))(x),

Vx €R, v(af +g)(x) = —(af +g)'(x)
=—(af + g =-af ' (x) - g (x)
= av()(x) + v(g)(x) = (av(f) + v(g))(x),

d’ou :
v(af +g) = av(f) + v(g),

donc u et v sont linéaires.

On conclut : u,v € Z(E).

{u(af +9) = au(f) + u(g)

e On a, pour toute f € E :

VxeR, (uov—uvou)f)(x)=u(w(f))(x)—v(u(f))(x)
= xv(f)(x) + (u(f)) (x)
=x(=f'()) +(f(x) + xf'(0) = f(x),

(wov—vou)f)=f.

donc :
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Ceci montre :

b) 1) Etude de u :

uov—vou=Idg.

e On a, pour toute f € E :

feKer(u) &= u(f) =0 < (VxeR, xf(x)=0)

— (YxeR", f(x)=0).
Si f s’annule en tout point de R*, alors, comme f est continue
en 0, f s’annule aussi en 0, donc f = 0.
Ceci montre : feKer(u) & f=0,
donc : Ker (1) = {0}.
On conclut : u est injective.

e [’application constante 1 est élément de E et il n’existe pas
f € Etelle que u(f) = 1, car sinon : Yx € R, xf(x) =1, ce qui
est impossible pour x = 0.

Ceci montre que ’application constante 1 n’est pas atteinte
par u, donc u n’est pas surjective.

e Puisque u n’est pas surjective, u n’est pas bijective.
2) Etude de v :

e On a U(T) =0= 0(6) etl #0 (ou 0 et 1 sont les applica-
tions constantes respectivement égales a 0 et 1), donc v n’est
pas injective.

e Pour toute g € E, il existe f € E telle que f’ = —g (car
—g admet au moins une primitive sur R), et on a alors v(f) = g.

Ceci montre que v est surjective.

e Puisque v n’est pas injective, v n’est pas bijective.

1) D’abord, E est bien un ev. En effet, E est un sev de R[X]
car le polyndme nul appartient a E, et, pour tout @ € R et tous
PQ€E:

(@P + 0)(0) = aP(0) + 0(0) = 0 + 0 =0,

donc aP + Q € E.

2) L’application f va bien de E dans E, car, pour tout P € E,
f(P) = XP’ est un polynome qui s’annule en 0.

3) Lapplication f est linéaire car, pour tout & € R et tous
PO€eE:
f(@P + Q) = X(aP + Q)

=X(@P' + Q') =aXP' +XQ' =af(P)+ f(Q).

4) Injectivité :

Soit P € Ker (f), c’est-a-dire XP’ = 0.

On déduit P’ = 0, P est une constante.

Comme de plus P(0) = 0 (car P € E), on obtient P = 0.
Ainsi, Ker (f) = {0}, donc f est injective.

5) Surjectivite :
Soit Q € E. Comme Q(0) = 0, il existe n € N*, ay,...,a, € R
telsque: O = Z a;X*. Notons P = kZ; %Xk. Il est clair que

k=1
P € E, puisque P(0) = 0. Et:

n

fP)=XP =X %kx"*' => axt=0.
k=1

k=1
Ceci montre que f est surjective.

Finalement, puisque f est linéaire, injective, surjective, on
conclut : f € YL(E).

Puisque f2 # 0, il existe e; € E tel que f>(e;) # 0.
Notons e, = f(ey), e3 = f(e2) = f(e1), B = (e1, €2, €3).
Soit (41, Ay, A3) € R? tel que Aje; + Ares + Azes = 0.

On a alors, en composant par f2 :

0= f2(dier + e + Aze3)
= L2 (@) + A f2(e) +25 [ (e2) = 41 [ (en),
N—— ——
-0 =0 %0
d’ou: 4, =0.
Puis : Aye, + A3e3 = 0.
On a alors, en composant par f :
0= fher + hzes) = daf(en) + 43 fr(er) = A f2(en),
—— ——
=0 #0
d’ou: A, =0.
Enfin, comme Aze3 = O et e3 = f2(e;) #0,ona: A3 = 0.
Ceci montre que Z est libre.

Comme A est libre et que Card (#) = 3 = dim (E), on conclut
que A est une base de E.

Ona f(e)) = e flex) = f2(er) = e3, fles) = fi(er) = 0,

000
donc la matrice de f dans Zest: N=|10 O}.
010

a) @ On calcule les produits matriciels A% et A3 :

A A
e NI

1111 1111
1001 1001
1001 1001
1111 1111
1111)(4224)\ (128812
10011122228 44 8
1001](2222(]|8 44 8
1111)4224)\1288 12
e e e
A A2 A3
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o Il est clair que : A® =44 +2A%.

e Soit (x,y) € R? tel que xA + yA% = 0. On a alors :
x+4y=0, x+2y=0, 2y =0,

d’ou: y=0, x=0.

On conclut : la famille (A, A?) est libre.

b) Raisonnons par récurrence sur 7.

e La propriété est vraie pour n = 1, avec (u; =4, v; = 2).

e Supposons que, pour un n € N* fixé, il existe (u,,v,) € R? tel
que : A" = u,A + v,A%. On a alors :

A" = A"A = (u,A + v,ADA = u, A + v,A°
= u, A% + v,(4A + 2A%) = 4v,A + (u, + 20,)A%.

Ennotant :  u,,; = 4v, et v, = u, + 20,,

on a donc : A =y A+ v, AR

Ceci montre, par récurrence sur n, que, pour tout n € N*, il
existe (uy,, v,) € R tel que: A" = u,A + v, A2

" Upt1 = 4Un
Yn € N¥,
Upsl = Uy + 2”;1-

etona:

De plus, comme (A,Az) est libre, pour tout n € N*, le couple
(uy, v,) est unique.

c) e On a, pour tout n € N* :
Upiy = 401 = Mu, + 2v,) = 4u, + 8v, = 4u, + 2u,,.

Ainsi : Vn € N, u,n = 2up,y1 + du,.

e La suite (u,),cy+ est une suite récurrente linéaire d’ordre 2
a coefficients constants et sans second membre. L'équation ca-
ractéristique > — 2r — 4 = 0 admet deux racines réelles dis-
tinctes, qui sont 7 = 1 — \/5, n=1+ V5. D’apres le cours, il
existe donc (1, 1,) € R? tel que :

Vn e N, u, = 47 + 1.

A =1A + 042
Ona: donc: u; = 1etu, =0.

A? = 0A + 1A?

Corrigés des exercices

u =1 Airp + Ay =1
Et : —
u, =0 /llrf+/lzr§:O
A+ by =1

/ll(2r1 +4) +/12(2r2 +4) =0

{/111‘14—/127'2: 1 {/114'/12:—1/2 Ly
[ ——4

—

4(/7.1 +/7.2) =-2 /llrl aF /12}"2 = 1l LZ
M —r)=-1-% L e—nL -L
Lr—r)=1+3  L«—L-nkL
—3- 45
=2
445
=
3-45
A = .
445
D’ou
-3- 145 3—- V5
et w =" vaps 3 vEy,
445 445
puis :
-3- 45 3- V5
VneN*, v, = 7\/_(1 — V5t \/—(1 + Vo)t
165 165

a) En développant, on a, pour toutes A, B € GL,(R) :
A" A+BB'=AT"AB' + A'BB!
=B '+A'=A"14+B"

b) Donnons un contrexemple.

PourA=1,, B=1,, C =-2I,,

1
ona: A'=1,, B'=1, C'= —51,,,

3
donc: A+B+C=0 et A’1+B’1+C":§1n.

3
S’il existait (U,V) convenant, on aurait EI" = U0V =0,

contradiction.
La réponse a la question posée est donc : non.
Ona:
A-A2+A+1,=0 & A(-A’+A4-1,) =1,

Donc A estinversibleet: A™' = —A2+ A —1,,.

a) (A—-3L)(B-21,)=AB—-2A - 3B +6l, = 6],.

b)D’aprésa), ona: (A— 310(%(3 - 2L)) = I,.
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1
Ainsi, A — 31, est inversible et son inverse est E(B —2I,). Ona

donc aussi, dans 1’autre sens :
(2(B-21L))A -31) = 1,,
6

d’ou, en développant : BA-2A -3B+61,=61,,
et donc: BA =2A + 3B = AB.

a) e 1l est clair que f est bien une application de M,(R) dans
M,(R).

e On a, pour tout @ € R et toutes M, N € Mp(R) :
f(@aM + N) = (aM + N)A = aMA + NA = af(M) + f(N),

donc f est linéaire.
On conclut que f est un endomorphisme de 1’espace vectoriel
M, (R).

b) 1) Soit M = (;‘ f) € My(R). Ona:

M eKer(f) & f(M)=0
= [7)6)-(0)
z t)\4 -8 00
— (3x+4y=0, 6x—8y =0, 3z+4r =0, — 67— 81 = 0)
— (Bx+4y=0, 3z+4t=0).

3 3
= (y= —ah 1= —Zz).

On obtient :

x—%x 3
Ker(f)={ . ;<x,z>eR}
< =372

x(4-3) z(0 0).
{56 9)3 6 5 woem)
N—— N——

notée B notée C

= Vect (B, C).

Comme (B, C) est libre (car les deux matrices B et C ne sont
pas colinéaires), on conclut que (B, C) est une base de Ker (f),
etdonc: dimKer(f) = 2.

b) 2) On a, pour toute M = (; ?) e ML(R) :

_ _[(xy\(3 -6\ (3x+4y —6x-38y
f(M)_MA_(Z z)(4 —8)_(3z+4t —6z — 8¢

_ (3x+4y —2(3x + 4y)
" \3z+ 4t 28z +40)

= (3x +4y) ((1) "02) +(3z + 41) ((1) _02) € Vect(D, E).

N——
notée D

N——
notée £

Ceci montre : Im (f) c Vect(D, E).
De plus :
1(10 100
D= f(g (O O)) eim(f). E= f(Z (O 1)) € Im (/).
donc: DelIm(f), E elIm(f),
d’ou: Vect(D, E) C Im(f).
On en déduit : Im (f) = Vect(D, E).

Comme (D, E) est libre (car les deux matrices D, E ne sont
pas colinéaires), on conclut : (D, E) est une base de Im (f) et
dim Im (f) = 2.

Remarque : On contr6le avec le théoréme du rang :

4 = dimM,(R) = dimIm (f) + dim Ker () = 2 + 2.

a)l)e EcRYet0 e E, ou 0 est la suite constante nulle.
e Soient @ € R, u = () pen, V= (Uy)new € E, w = au + v.

On a, pour tout n € N :
Wp+2 = QUpi2 + Upia = LV(SM,H] - 614,,) + (5U11+l - 6Un)

= 5(Qups1 + Uye1) — 6(Quy, + v,) = Swyey — W,
donc: weE.
On conclut : E est un sev de R, donc E est un ev.
2) e Par définitionde aetb,ona: a€ E, be E.
e Soit (@, 8) € R? tel que aa + 8b = 0. On a alors :

YneN, aa, +pb, =0,

d’ou, en particulier, pour n = 0, pourn=1: =0, g=0.
Ainsi, (a, b) est libre.

e Soit u = (u,),ev € E. Notons v = u — upa — u; b.

On aalors : v € E, car u, a, b sont dans E et E est un ev.

Comme vy = 0 et v; = 0, on, déduit, par récurrence immédiate :
VneN, v, =0,dotv =0, puis u = upa + vob.

Ainsi, (a, b) engendre E.
Finalement : (a, b) est une base de E, et donc : dim (E) = 2.

3)eOnarekE, secE,car,pourtoutn € N:
Fuso — Sryp1 + 61, =2"(4 =10+ 6) =0,
Sps2 — 3841 + 65, =3"(9-15+6) =0.
e Soit (1, u) € R? tel que : Ar + s = 0. On a alors :

VneN, 12"+ 3" =0,
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d’ou, en particulier, pour n = 0, pourn = 1 :

A+pu=0 et 21+3u=0,

puis: A=0, u=0.
Ainsi, (r, s) est libre.

Comme (r, s) est libre et que Card ((r, s)) = 2 = dim (E), on
conclut : (7, s) est une base de E.

b) Comme dans la solution de a) 2), on a :
r—roa—rib=0 et s—spa—s1b=0,

donc: r=a+2b et s=a+3b,

d’ou la matrice M de la famille (r, s) dans la base (a, b) de E :
11
(1)

3 =

. =1 _
On calcule : M~ = (_2 1

1) . Il en résulte :

a=3r-2s, b=-r+s.

c) 1) e Soit u = (u,),en € E. Notons u' = (41 )pen.

On a, pour tout n € N :
Upiy = Uy = Sttyyy = Oty = Suj,,y — 6uy,
donc : ' € E. On peut donc définir 1’application

f E— E’ u= (un)néN = (un+l)nEN~

e On a, pour tout @ € R et toutes u,v € E :

f(LVM + U) = (((IM + U)n+l),l€N = (aun+l + Un+l)n€N

= a(”n+l)nEN + (Un+l)n€N = a/f(u) + f(U),
et on conclut : f est linéaire.

Ainsi, f est un endomorphisme de E.
2)Ona:[f(@],=a =0,[f@], =a = 5a; —6ay = -6,
donc : f(a) = —6b.
Ona:[f(b)],=b =1, [f(B)], = by = 5b; — 6by = 5, donc :
f(b) =a+5b.
On en déduit que la matrice de f dans la base (a,b) de E est :
01
-6 5/
3)eOna: YneN, [f(r)], = rw =2"" =2r,

donc : f(r) = 2r, et de méme : f(s) = 3s.

On en déduit que la matrice de f dans la base (7, s) de E est :

o)

Corrigés des exercices

Raisonnons par I’absurde : supposons A # E et B # E.

Il existe alors a € Etel que a ¢ A, etb € E tel que b ¢ B.
Comme A U B=E,ils’ensuit: a€ Betb € A.

Considérons a + b.
Ona: a+be E=AUB,donc: a+beA ou a+be B.

e Supposons a +b € A.On aalors : a = (a+ b) —b € A car
a+beA, be AetAestunsevde E, d’ ou une contradiction.

e Supposons a + b € B.On aalors : b = (a+ b) —a € B car
a+be B, ac Bet Bestun sev de E, d’ ou une contradiction.

Ce raisonnement par I’absurde montre : A = E ou B = E.

a) Soit (A, ..., 1,) € R" tel que Z Aify = 0.

i=1
On remarque que, pour tout i € [1; n]], f,, est continue en tout
point de R — {a;}, et est discontinue en a;.

Supposons qu’il existe i € [1; n] tel que 4; # 0. On a alors :

f;l,’ == Z %f;l/

I<j<n, j#i

D’une part, f,, est discontinue en g;.

D’autre part, pour tout j # i, f,; est continue en a;, donc la

A
combinaison linéaire — Z = f,,]. est continue en a;, d’ou

I<j<n, j#i

une contradiction.
Ce raisonnement par 1’absurde montre : Vi € [1; n]l, 4, =0,
et on conclut que la famille (f;,)1<i<. est libre.
b) Soit (A, .., 4,) € R" tel que )" A;f,, = 0.
i=1

On remarque que, pour tout i € [1; n]l, f,, est dérivable en tout
point de R — {a;}, et n’est pas dérivable en a;.

Supposons qu’il existe i € [1; n] tel que 4; # 0. On a alors :

fa== ), /;—f

I<j<n, j#i !
D’une part, f, n’est pas dérivable en a;.
D’autre part, pour tout j # i, fa/ est dérivable en «;, donc la

combinaison linéaire —

1< j<n, j#i

4 .
—{ fa/. est dérivable en a;, d’ou
1

une contradiction.
Ce raisonnement par I’absurde montre : Vi € [1; n]], 4; =0,
et on conclut que la famille (f;,)1<i<x €st libre.

¢) Soit (41, ., 4,) € R tel que »" Aify, =0.

i=1
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