Calcul Stochastique

3.1 Le mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est une discription du mouvement aléatoire de
particules qui ne sont soumises a aucune autre interaction que les chocs. En
1827, le biologiste Robert Brown décrit pour la premiére fois ce phénomeéne
en observant le mouvement de pollens flottant sur ’eau
Sa description est la suivante :

* La trajectoire d'une particule entre deux choses est une ligne droite avec
une vitesse constante.

* Lorsqu’'une particule rencontre une autre ou un paroi, elle est accelérée.
Ceci a entrainé des progres considérables dans la théorie cinétique des gaz.
La difficulté réside dans le fait que le mouvement est nul, il n'y a pas de
mouvement d’ensemble (contrairement a un vent aucun courant).

* & un instant donné, la somme vectorielle des vitesses de toutes les particules
s’annule. i.e. il n’y a pas de mouvement d’ensemble.

* au cours du temps, si 'on suit une particule donnée, le barycentre de sa
trajectoire est son point de départ.

On voit donc la difficulté de caractériser un tel mouvement.

En 1905 Albert Einstein donna la solution. Il démontra que ce qui caractérise
le mouvement, ce n’est pas la moyenne arithmétique des positions < X >
mais la moyenne quadratique v/ < X2 >. Si z(t) est la position de la particule
a l'instant t, alors

1 T
< X?>= —/ o2 (t)dt
0

T
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On peut utiliser le méme modéle lorsque le mouvement se fait par sauts
discrets entre position définie. Ce qui se justifie par le fait qu’entre deux po-
sitions on a des mouvements en ligne droite, comme par exemple la diffusion
dans les solides. Si les x; sont les positions successives d'une particule, alors

1 n
2 E 2
i=1

On peut aussi définir la vitesse quadratique par v = \ETX% ou 7 est la durée

sur laquelle on a évalué < X? >, qui est une caractéristique du mouvement
et dépend de I'agitation des particules au coefficient de diffusion, frottement,
attraction entre particules.

Définition 3.1.1. Un mouvement Brownien issu de zéro ou processus de
Weener est un processus stochastique X;,t > 0 vérifiant :

- X, =0

- Pour tous t, = 0 < t; < ty < ... < tp(n € N*) les variables aléatoires
Xi, — Xi_, (1 <k <n) sont indépendantes.

-510<s<t X, — X, est normalement distribuée avec

E(X, - X,) =0

et
E{(X, — X.)*} = (t — s)

Quelques propriétés du mouvement Brownien.

Propriétés 2-1-1
Soit X = (X{)t>0 un mouvement brownien (m,b) a valeurs dans R?, issu de
zéro i.e X, = 0 p.s alors, pour tout € RY, X¥ = x + X;,t > 0 est un m.b
issu de x.
Plus généralement, si H est une v.a. de loi i sur R, indépendante du pro-
cessus X = (X;)i>0 alors X/ = H + X;,t > 0 est un m.b de loi initiale p.
Propriétés 2-1-2
Soit X = (X}, X2, ..., X?)t > 0 issu de zéros, alors X est un m.b si et seule-
ment si : pour tout i € {1,2,....d} X} est un m.b réel issu de zéro et les
processus X = (X})i>o sont indépendants. Une deuxiéme définition du m.b
trés utilisée en calcul stochastique est la suivante.
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Définition 3.1.2. : On dit qu’un processus continu X = (X¢)i>0 0 valeurs
R? est un mouvement Brownien s’il est (F;) adapté et si pour tout

0<s<t<

et tout u € R :

Elexp{i < u, Xy — X, >} JF —t] = exp{—(t — s)%}

Donnons maintenant deux propositions importantes.

Proposition 3.1.3. Soit X = (X}, X2, ...., X%);>0 un F; mouvement Brow-
nien a valeurs . Alors pour tout 0 < s <t on a

-E{X] - X!/F;} =0ps (i €{1,2,....d})

- E{(XZ - X;)(Xg - Xg)/f-f} = (t - 8)5(i7j>p's(i € {1’ 2., d})

Preuve :
- On sait que E{E(X; — X!)/(F), = E(X] — X!) car F, C F.
Or E(X; —Y;) =0 car le m.b est d’espérance nulle.
Donc E(X} — X!)/F, = 0. D’ou le résultat
- Sii=j, calculons E{(X} — X%)?/F,}.
Du fait que X; — X, est indépendant de F;

E{(X] — X,)*/F} = B{(X; - X.)*}
-Sii#j, X! — X! et X] — X7 sont indépendants donc
E{(X] - X))(X] - X])/F} =0.
Ce qui veut dire finalement que
E{(X] — X))(X] — X])/F} = (t = 5) 0 p-s.

Proposition 3.1.4. Soit X = (X;);>0 un processus continu a valeurs R?
issu de zéro. Alors X est un F; mouvement Brewnien ssi pour tout A € R? [e
Processus :

1
My = exp{< A, Xi > =3 [ ¢} (¢ =0)

est une (F;) martingale.
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Preuve : Supposons que X est un m.b. Alors

A2
E{el’p < >\7Xt — Xs > /fs} — exp{_(t _ S) || 2” }
Donc
2 s[[A?
E{@xp < )\7Xt > /fs} = 6xp{< —)\,XS <} = 6;1}p(7> exp(_T)
ce qui donne
tA\2 A2
E{exp < A\, X, > /F} exp(T) = exp{< \, X, > _8||2|| )
ou encore
NE A2

C’est-a-dire
E{M}/F.} = M}

Donc le processus M;* est une Fi-martingale. En faisant le calcul inverse, on
vérifie aisement que X est un F; mouvement Brownien.

3.2 Intégrales stochastiques

Soit (2, F,F;,P) un espace de probabilité vérifiant les conditions habi-
tuelles et B = (B}, BZ,..., BY) un (F});>0 m,b a valeurs dans R? issue de
Z€T0.

3.2.1 Intégrales stochastiques des fonctions étagées

Un processus ¢ = (¢;)>0 a valeurs dans R? est étagé s'il existe une suite
0<t; <..<t,<..tendant vers +oo et une suite de v.a bornées a valeurs
dans RY, (U;)en, telle que U; soit (F;); mesurable por tout i € N, et que la
propriété suivante soit vérifiée :

pr(w) = Up(w) Uo(t) + > U (W), 4, 41)(t) Yt € RT

1€EN
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On notera ¢ 'ensemble des processus étagés si ¢ € ¢ on définit l'intégrale
stochastique de J(¢) par la formule :

J(g@)(t) = Xt = /t@@s st = UO(Btl_Bto)+Ul<Bt2_Bt1)+"'-+Ut<Bt_Btk)7 Slt - [tk, tk+1]
0

et X, =0
d

(Si z,y € R on note < x,y >= Z:vlyz le produit scalaire habituel.

La continuité des trajectoires du rlnoluvement brownien entraine qu le proces-
sus (J(p)(t)) est continu, F; adapté nul en zéro. L’application J de ¢ dans
I’espace des processus est évidemment linéaire.

Voici quelques propriétés de ’application J :

Propriétés 2-2-1 Pour tout ¢ € &, le processus X; = (J(p)(t)) est une
martingale réelle continue, centrée, de carré intégable.

Propriétés 2-2-2 Si p et ¢ € &£, le processus M; = X,Y, — fo tpsteds t >
0 (0 Xy = [, tpsdB, et Y; = [ t), dBy) est une martingale.

Il a été prouvé [cf : | 8 |) la propriété suivante :

Propriétés 2-2-3 : Pour tout ¢ € £, et tout t € R™, on a :

=i eudn ) =B [ lofasl

Démonstration (cf : [8]).

3.2.2 Intégrales stochastiques relativement aux martin-
gales

Soit M = (M,);>0 une F; martingale de carré intégrale on va définir une
intégrale stochastique fot wsdM, qui coincide avec l'intégrale construite pré-
cédemment quant M, est un m.b . On note M? I'ensemble des martingales
réelles de carré intégrable, continues & droite, ayant des limites & gauche
(Cadlag).

Proposition 2.2.2.1

Soit M = (M,);>0 € M? . 1l existe un unique processus croissant A = (A;);>0
prévisible, intégrable, nul en zéro tel que (M? — A;);>o soit une martingale.
Soient M = (M;)etN = (N;) deux éléments de M?. Il existe un unique
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processus B = (B;):>o qui soit différente de deux processus croissants, pré-
visibles, intégrables, nuls en zéro, Cadlag et tel que (M;N; — B;);>¢ soit une
F; martingale.

Preuves

- Soit M = (M;) € M?. La sous-martingale M; = M?, t > 0 vérifice la
propriété suivante : pour tout a > 0, la famille de v.a X ;o0 € J, est équiin-
tégrable ou J, est temps d’arrét o tel que o < a.

En effet si @ > 0 et 0, = {temps d’arrét o tel que § < a} on voit que
M; = E(M,(F,) pour tout ¢ € d,. Donc M? < E(M7/F,) etMy,0 € 04 est
équiintégrable.

D’aprés le théoréme de Doob-Meyer il existe un unique processus croissant
A = (A;)i>0 prévisible, intégrable, nul en zéro tel que (M7 — A;)i>o soit une
F; martingale.

- Soient M = (M;)s>0 et N = (Ny)> deux éléments de M? alors M; = @
et M, = Y= appartiennent & M2,

D’aprés A; etA, les processus croissants prévisibles associés a la décompo-
sition des sous-martingales M (t))? et(M(t))?. En posant B = A; — Ay on
voit que M;N; — By)i>o est une martingale.

L’unicité de B résulte du fait que si AjetA, sont deux processus croissant,
prévisibles, intégrables, Cadlag nuls en zéro tels que :(A;(t) — A2(f))¢>0 soit
une martingale alors A; = Ay (unicité de la décomposition de Doop Meyer).
Remarque 2.2.2.1

Les processus A = (A¢)i>0 et B = (By)i>0 de la proposition précédente seront
respectivement notés < M >= (< M; >)i>p et < M, N >= (< M, N >;);>0.
Soit ¢ € €, donné par

@i(w) = Us(W)Lo(t) + ) _Ti(@) g (t) V € R

ou 0 <ty <ty <...<t, <+oo et U; est une variable F;, mesurable bornée.
On définit l'intégrale stochastique de ¢, J(p) par la formule : J(p)(t) =
Jo M,

= Uo(Mt1 — Mto) + Ul(Mt2 — (Mtl) + ...+ Uk(Mt — Mtk) sit e [tkathrl]

et J(p)(0) =0

la martingale M étant Cadlag, il en est de méme pour I'application J(¢)(t).
Donnons maintenant quelques propriétés de I'application J :

1 - Pour tout ¢ € &, le processus X; = J(¢)(t) est une martingale réelle,
centrée, Cadlag, de carré intégrable, nulle en zéro.

2-Sipety €& LeprocessusKt:Xth—fggosl/zsd<M>s t >0 est
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une martingale centrée : ol

t t
X = / Ps dMs et Y, = / 1/JS dMs
0 0

3 - Pour tout ¢ € ¢ et tout t € R*, on a :
t t

Bl oo d M) =Bl Jof d< M,
0 0

Preuve :
La démonstration est analogue a celle correspondante dans le cas ou M est
un mouvement Brownien.

3.3 Formule d’Ito

Définition 3.3.1. Soit X = (Xi)i>0 un processus a valeurs réelles (F)
adapté.

On dit que X est une semi-martingale continue s’il admet une décomposition
de la forme Xy = X, + My + Vi(t > 0) ou M = M, est une (F;) martingale
locale continue, nulle en zéro, V =V, est une processus a variation finie sur
tout compact de R™, continue, adaptée, M. 0. l’ensemble des martingales lo-
cales continues.

On considére ci-dessous un espace de probabilité filtré (Q, F, (Ft)t>0, P) véri-
fiant les conditions habituelles.

On va donner un théoréeme qui va nous aider dans la démonstration de la
formule d’Ito.

Théoréme 3.3.2. Soient M = (M;)i>0 et N = (Ny)i>0 deuxr martingales
locales continues. Fixons S, s € Ry. Etant donnée une subdivision § :

to=0<ti <ty <..<ty=S8

de [0, S], posons

i
L

S(0) =Y (My+1— M) (N,

i

— Niy)

1+1

Il
o

et |6| = max(t;i1 —t;). Alors S(0) converge vers < M, N > en probabilité
quand |0] — 0.
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Théoréme 3.3.3. : (Formule d’Ito) Soit S = (X;)i>0 = (X}, ..., X)is0 un
processus continu a valeurs RY dont les composantes (X}f), (£ =1,...,d) sont
des semi-martingales admettant la décomposition X} = X !+ M +VE (t > 0)
ot (Mf) € Mejoe, ME = 0,(VE) € A. VI =0 et soit f une application de
classe C* de R? dans R alors

(X, +Z / ax,g O dMi+ Y / 89@ ,) dV!

d
S GZL(X)d< ML MR >, >0, ps
k=1

N

Exemples d’utilisation de la formule d’It6 (2.3.1) Nous allons nous
intéresser aux solutions (S;)i>o de :

t
Sy =x,+ / Ss(pds +odWs) (1)
0

On écrit souvent ce type d’équation sous la forme :
dSt = St(ﬂdt + O'th), SO =X, (2)

Cela signifie que I’on cherche un processus adapté (S;):>o tel que les intégrales
fot Syds et fot S, dW, aient un sens, et qui vérifie, pour chaque t :

t T
P p.s. S, =ux +/ wSsds +/ oS dWs.
0 0

Faisons tout d’abord un calcul formel, osons Y; = log(S;) ou S

est une solution de I’équation précédente. S; est un processus d’It6 avec
Ks = uSs et Hy = 0S;. Appliquons la formule d'It6 & f(z) = log(z) (au
moins formellement car f(x) n’est pas de classe C%!). On obtient en suppo-
sant que S; est positif :

bas, 141 L,
log(Sy) —l09(50)+/0 S +§/0 _5_52 oSZds,

soit, en utilisant (2) :

t t
YtZYO—F/(,u—OQ/Q)dt—i—/ o dW;.
0 0
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On en déduit que :
Y = log(S;) = log(So) + (1 — 0 /2)t + aW,).
Il semble donc que :
S, =z exp((p — 0*/2)t + o W,)

soit une solution de I’équation (7). Vérifions rigoureusment cela. S; = f(t, W,)
ou :
f(t,x) = xg exp((p— 0°/2)t + o).
La formule d’It6 donne :
St = f(ta Wt)

t
— PO, W) + /0 £(s,dW,) ds

t 1 t
+/ fa(s, Wy) dW; + 5/ I ea(s, W)d < W, W >, .
0 0

Mais, comme < W, W >,=1 :

t t 1 t
S, =z + / Sy(p— 0*/2)ds + / S.odW, + 5/ Sso?ds,
0 0 0

et finalement :

t t
St::c0+/53uds+/SsadWs
0 0

Remarque 2.3.1.1 :

On aurait pu obtenir le résulat précédent en appliquant la formule d’It6 a
Sy = ¢(Zy), avec Zy = (u — 0%/2)t + cW; (qui est un processus d’'It6) et
() = zoexp(x).

On vient donc de démontrer 'existence d’une solution de (1). Nous allons
maintenant prouver que cette solution est unique. Pour cela, nous allons
utiliser une propriété généralisant la "formule d’intégration par parties" dans
le cas des processus d’Ito.

Proposition 2.3.1 (Formule d’intégration par parties)

Soient X; etY; deux processus d’Ito,

t t t t
Xt:Xo—i—/ sts—I—/ HdeSetY;ZYOJr/ K;ds+/ H'dW,
0 0 0 0
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Alors :

t t
Xt}/t:XQX/Q—{—/ Xsd}/tg_‘_/ Y:ng5+<X,Y >t
0 0

avec la convention que :
t
< XY >t:/ H, H. ds.
0
Démonstration : On a, d’aprés la formule d’It6 :
(Xi+Y3)* = (X, + o)
t
+2/ (X5 + Yo)d(Xs +Y5)
0
t
+/ (Hs + H.)ds
0
t t
X? :X§+2/ Xsts—i—/ H2ds
0 0

t t
yt-2_y02+2/ stYs+/ H2ds
0 0

D’otu, en faisant la différence entre la premiére ligne et les deux suivantes :
t t t
XY, = XOYb—i—/ X, dY, +/ stXs+/ H,H.ds.
0 0 0

Montrons, maintenant, l'unicité d’une solution de I’équation (1). Notons que :
S, = zg exp((u — o*/2)t + o W,)

est une solution de (1) et supposons que (X;);>o en soit une autre. On va
chercher & exprimer la "différentielle stochastique" de X; S;'. Posons :

S = exp((—p + 0*/2)t — aW,),

Z, =22
t 3,

W =—p+o*et o =—o. Alors Z; = exp((1/ — 0?/2)t + 'W;) et le calcul
fait précédemment prouve que :

¢ ¢
Zy =1+ / Z(pds+o'dWy) =1+ / Zy((—p + 0*)ds — cdW,)
0 0
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On peut alors exprimer la "différentielle" de X;Z; grace a la formule d’inté-
gration par parties pour les processus d’Ito :

d(XtZt) — XtdZt + thXt + d < X, Z >t .

Ici, on a :
t t t
< X,Z > =< / X, o dW, —/ Z, odW, >, = —/ X, 0% X, Z.ds
0 0 0

On en déduit que :
d(X:Z) = XiZ((—p+0*)dt — o dW,)+ X, Zy(u dt +odWy) — X Zi0* dt = 0
X, Z,; est donc égal a X7y, ce qui entraine que :
Vit >0, Pp.s. Xy =ux Zt_let.
Les processus X; et Z; étant continus, ceci prouve que :
PpsVt>0, X, =ux Zt_1 = S;.

On vient ainsi de démontrer la proposition suivante :

Théoréme 2.3.1.1

o, i étant deux nombres réels, (W,;);>o étant un mouvement brownien et T
un réel strictement positif, il existe un processus de Ito6 unique (S)o<i<r qui
vérifie, pour tout t < 7T :

t
Sy =z + / Ss(pds + adWy).
0

Ce processus est donné par :
Sy =z exp((u — o*/2)t +ocW,).

Remarque 2.3.1.1.
Le processus S; que l'on vient d’expliciter servira de modeéle standard pour
le prix d’'un actif financier. On ’appelle modéle de Black et Scholes.
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3.4 Equations Différentielle Stochastiques E.D.S.

On se limite au théoréme d’existence et d’unicité. Soit (€2, F, F,P) un
espace de probabilité filtré vérifiant les "conditions habituelles ” et B =
(B}, B?,...,B}) un (F});>0 m.b a valeurs dans R?, issu de zéro on note M
I'espace des matrices & ¢ lignes et d colonnes si m = (m;;) € M, on pose
Im| = (32, Im;]?)'/2. On considére deux applications d et b de R* @ Q @ R?
dans M et R? respectivement, vérifiant les conditions suivantes :

- 1l existe une constante ¢ positive telle que pour tout (u,w) € Rt ®@ Q et
tout (z,y) € R?® R?

10(u, w, ) = b(u,w,y)| < clz -yl

’b(uvwvx) - b(u,w,y)|c|x - y|

Si x = (z1,...,7,) On pose |z| = (3 2?)'/?
Pour tout t > 0 et tout z € R? les applications

(u,w) € [0,t] ® Q@ — o(u,w,x) € [0,t] ® Q2 — b(u,w, x)

sont By, ® F; sont mesurables.
Pour tout £ > 0 et tout x € RY, on a :

¢
E{ [ |o|*(u,...,z)du} < oo
0

t
E{ [ [b*(u,...,z)du} < co

0
on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.1. Soient S > 0,n = (ny, Ny, ..., ng) une v.a a valeursR?, Fy -
mesurable, de carré intégrable et soient o et b deuz applications de Rt @QQR?
a valeurs dans M et R? respectivement, vérifiant les conditions précédentes,
alors il existe un processus (X, t > 0) a valeurs RY, adapté continu, unique
vérifiant les conditions suivantes.

- Pour tout t > s, E{f(;t | X |*du} < oo

- Xy =n+ [Lo(u, X,)dB, + [1b(u, X,)du, (t > s).

Preuve : [cf : [§]]
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3.5 Le théoréme de Girsamov

Soient B = (B;)i>o un F; - mouvement Browninen d - dimensionnel issu
de zéro et ¢ = (¢;)¢>0 un processus mesurable, borné, adapté a valeurs R?.
On pose

M= eap([ 0.8 =5 [ 0P 20

alors M = M, est une martingale.
Soit T" > 0 fixé. On définit une nouvelle probabilité @ sur (2, F}) par la
formule

dQ

= —_ M
dP r

Alors le processus B; = B, — f(f ¢sds,t € [0,T] est, pour la probabilité ¢ un
(F})tepo,r) mouvement Brownien.

Preuve : [cf : [8]]

3.6 Formule de Feynman - Kac

Pour établir la formule de Feynman - Kac on va commencer par énoncer
le théoréme de Dyskin.

Théoréme 3.6.1. Soient X; € R" b(t,z) € R", o(t,x) € R"™™ B, un mou-
vement brownien m - dimensionnel, f € C2(R") et T un temps d’arrét tel
que E(1) < o0. Alors

BIFCC)] = o)+ B[ Lf(X)ds

0

ou L est le générateur infitisimal du processus

t t
X=X, +/ b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs
0 0

Preuve : [cf [§]].
proposition 2.6.2. [1] Soit f € C%(R") et q € C((R").
Supposons que q soit bornée.
a) Posons

olt.) = Elean(= [ o(X)dn)f(X)] 261
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Alors

0
a_;] = Lv—qu;v(0,2) = f(x),t >0, € R" 2.6.2

b) De plus, si w(t,z) € CH?(R x R") est bornée dans K x R™ pour chaque
K C R et w satisfait (2.6.2) alors w(t,z) = v(t,z) est donnée par (2.6.1).

3.7 Relation les E.D.S et les équations différen-
tielles partielles (EDP)

Soit C*(E) Iensemble des fonctions continues de E dans R dont les dé-
rivées sont continues pour tout ordre supérieur & k,k € R, E est un sous -
ensemble d’un espace euclidien R?.

Si f(t,z) : [0,7] x E — R est une fonction continue, nous écrivons f €
([0,7] x E), et si les dérivées partiales (%), ( ggfi ), ( ax?Q(];xj) existent et sont
continues sur [0, 7] x E, nous écrivons f € C2 ([0,T] x E).

Notons encore par C;(E) le sous - ensemble de C*(E) des fonctions bornées
a support compact. Nous énoncgons le théoréme suivant :

Théoréme 2.7.1

Soient b(t,z) € R" o(t,z) € R™™ qui vérifient la Lipschits globale et la
condition de croissante linéaire.

a)

bt 2) = b(t, y)l| + lo(t, z) — a(t,y)|| < K|z —y]|
[1b(t, 2)[1” + [lo (¢, 2)|* < K21+ [J2[]?). ,

pour tout 0 < t < oo,z € R%y € RY ou K st une constante positive.
Tout au long de cette section, nous considérons une solution de 1’équation
stochastique suivante,

(1) Xt =2 +/ b(@,Xe(t’m) d9+/ U(@,Xe(t,l’)) dwg,t < s < o0
t ¢

1. Les coefficients b;(t, x), 0,5(t,x) : [0, 00[xR — R sont continus et sa-
tisfont la condition de croissance linéaire (b)

2. Péquation a une solution faible (X®*) W), (Q, F, P), {F.}
pour tout pair (,z);

3. Cette solution est unique dans le sens de la loi de probabilité.
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Remarque 2.7 Nous écrivons fréquemment X a la place de X“®) au lieu de
E% et A au lieu de A;. Sib et o sont indépendants de ¢. Soit A un opérateur
qui pour f de sous - classe de I'espace C%(R? est donné par

d

(a)(Af)(z) = %Z > ai,k(x)gmf 6()2 + Z bi(w)—agg)

avec b;, a;, - R* — R, 1 < i,k < d, b;,a;, sont des fonctions Borel - mesu-
rables.

3.7.1 Le Probléme de Drichlet

Soit D un sous - ensemble ouvert de R? vérifiant que b et o sont indépen-
dants de t.

Définition 3.7.1. L’opérateur A de (a) est dit elliptique au point x € R? si
d d
> aw(x) & e > 0;V6 € RA{0}.
i=1 k=1
Si A est elliptique dans D, s’il existe un nombre § > 0 tel que :
d d
Z Zaik(az) g ex > O|le||*; Vo €D, e € R
i=1 k=1
On dit que A est uniformément elliptique sur D.

Soit A un elliptique dans un domaine D ouvert et borné, on considére la
fonction continue

K:D— 10,00, g:D—R, et f:0D — R

Le probléme de Dirichlet consiste a trouver une fonction continue v : D — R
telle que u est de classe C?(D) et satisfait 'équation elliptique :

(5) Au— Ku=—g; dansD
aussi bien que la condition des frontiéres :
(6) uw=f sur 0D.

Il a été prouvé la proposition suivante :
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Proposition 3.7.2. [1] Soit u une solution du probléme de Drichlet (5), (6)
dans un domaine D ouvert et borné, et soit Tp = inf{t > 0; X; ¢ 0}.

st B*tp < o0 ; Vo € D.

Alors sous ses hypothéses (2),(4) on a :

<&mmzﬂwwamm7[DKWJ@}

w7 ) emi= [ K(x) dspa

pour tout x € D

Lemme 3.7.3. On suppose que pour le domaine D, ouvert, borné, on a pour
1<0<d,

min CLM(J?) > 0.

zeD

Preuve : cf [1].

Remarque 3.7.4. La condition est plus forte que [’ellipticité mais elle est
plus faible que Uellipticité uniforme dans D. Maintenant on suppose que dans
le domaine D, ouvert et borné on a que :

(i) A est uniformément elliptique.

(11) Les coefficients a;j, b;, k, g sont Hélder continues, et

(1) tout point a € D a la propriété de la sphére extérieure c’est a dire : il
existe une boule B(a) telle que

B(a)N D = ¢, B(a) NdD = {a}.

On maintient aussi ’hypothése que f est continue sur dD. Alors il existe
une fonction u de classe C(D) N C?(D), qui résoud le probléme de Dirichlet.
Une telle fonction est unique et est donnée par (8).

3.7.2 Le Probléme de Cauchy et la représentation de
Feyman - Kac

Avec un arbitraire mais fixé T' > 0 et une constante appropriée L > 0,
A > 1, on considére une fonction f(z) : R? — R, g(¢,z) : [0,T] x R — R
et K(t,7):[0,7] x RY — [0, co[ qui sont continues et satisfont :

9) (@) 1f(@)] < L+ [J«]*)
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ot (ii) f(x) > 0,Va € R?

aussi bien :
(10) (@) [g(t, z)| < L(1 4+ +|[z|[*)

(i) g(t,z) > 0,V2 € R%.

Théoréme 3.7.5. Sous l'hypothése précédente et (2) — (4), on suppose que
r(t,z) : [0,T] x RY — R? est continue, est de classe C12([0,T] x RY et
satisfait le probléeme de Cauchy.

(11) —%—FKUZAU—FQ sur [0, 7] x R<.
(12) (T, z) = f(z): z €R?

elle satisfait encore la condition de la croissance polynomiale .

2 d
(13) max  [u(t,z) < M(t+ ||z|]°u),z €R

pour M > 0,u > 1. Alors v(t, z) admet la représentation stochastique :

(14) o(t,z) = E*[f(Xr)exp{— /t K(0, Xy)do}

+/tT g, Xs)exp{— /ts K (0, X,)do}ds]

sur [0, 7] x RY, en particulier,une telle solution est unique.
Preuve : cf [1]
Remarque Dans le cas des coefficients bornés i.e :

(15) [bi(t, 2)| + D (ta) <p0<t<t<oo,z€R,1<i<d
j

la condition de la croissance polynomiale (14) dans le théoréme (2.7.2) peut
étre remplacée par

16) max|v(t, x SMe“Hm”Q' r e R?
(16) v(t, )] ;

(la condition de la croissance exponentielle). Pour M > 0et 0 < u < (1\18pT'd).
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Remarque 3.7.6. Une série de conditions suffisante pour [’existence d’une
solution v satisfaisant la condition de la croissance polynompiale est :
(i) Ellipticité uniforme : Il existe une positive constante § telle que

d d
Z Z air(t, ) gie > 0lle]|?

i=1 k=1

pris pour € € R, et (t,x) € [0, 0o[xRY,.
(ii) Les fonctions a,(t,x),b;(t, ), K(x) sont finies sur [0,T] x R?,

(iii) Les fonctions a,(t,x),bi(t, z), K(x) et g(t, x) sont uniformément Holder
- continues sur [0,T] x R?.

(ii) Les fonctions f(x) et g(t,x) satisfont (11) — (12), (i) respectivement.

Définition 3.7.7. Une solution fondamentale de I’équation différentielle par-
tielle du second ordre

ou

est une fonction non négative G(t,z,7,¢) définie par 0 <t <7 < T, v € RY,
avec la propriété qui est que pour toute f € Co(R%, 7 €]0,T]. La fonction

(18) u(t,z) = / Glt, 7,7 8) f(e)de, 0 < t < 7,2 € RY,
R,

est finie, de classe C? satisfait (17) et

(19) lim u(t,z) = f(z), =€ R

t1T

27



	pageBecrine
	DédiBecrine
	RESUMEBECRINE
	Mémoirebécrine

