Calcul de Facteurs d’Intensité de
Contrainte (FIC)

Introduction

Le concept de Facteur d’Intensité de Contrainte (FIC) est trés important dans les ap-
plications, car il intervient dans les critéres indiquants le risque de propagation d’'une
fissure déja existante. En pratique, on calcule les FIC par un post-traitement, a partir du
déplacement de la structure fissurée (lui-méme obtenu préalablement via une méthode
numeérique). Ces méthodes peuvent étre classées en deux catégories :

— les méthodes directes, qui comparent I'expression analytique de la singularité avec

le déplacement élément fini,

— les méthodes globales, dont le calcul se fait sur une zone plus ou moins grande

entourant le fond de fissure.

Les méthodes globales sont plus utilisées dans l'industrie, et notamment celles ba-
sées sur l'intégrale-J (présentée au chapitre 1 en (1.87), page 54). Une premiere méthode
consiste a estimer numériguement (1.87). Une deuxieme méthode (introduite dans [7])
consiste a transformer I'expression en une intégrale de surface.

Dans ce chapitre nous proposons deux méthodes originales de calcul de FIC définies
pour le modeéle de Kirchhoff-Love. La premiere se propose d’exploiter 'une des caracté-
ristiques de la variante dite "global non-smooth functions and integral matching”, présen-
tée dans le chapitre précédent. La présence des singularités exactes dans la base élément
fini permet de déduire une estimation des FIC. Cette méthode, trés simple, ne nécessite
pas de post-traitement. Cette méthode est locale, et ne nécessite aucun calcul.

La deuxieme méthode est basée sur I'intégrale-J. Le principe est d’intégrer la solution
numeérique obtenue via XFEM, sur une couronne d’éléments entourant le fond de fissure.

Signalons que le fait de développer des méthodes pour le modeéle de Kirchhoff-Love
est assez différent de ce qui est utilisé dans les codes industriels. Par exemple, dans le
code SAMCEF, le modéle de Mindlin est utilisé, et le fond de fissure est modélisé locale-
ment par le modéle d’élasticité tridimensionnelle. Ainsi, les concepts de mécanique de la
rupture utilisés sont ceux définis sur ce modele, bien que I'intégrale-J soit définie pour le
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modele de Mindlin-Reissner [38].

Plan du chapitre

Ce chapitre est découpé en deux sous-parties. Dans la peemigrméthodes de cal-
culs de FIC sont présentées. La seconde partie est consasrégpériences numériques.
Deux cas-tests sont présentés. Les résultats de nos metapplgquées a ces cas-tests
sont ensuites présentés et analyseés.

Cette partie sur les FIC présente plusieurs intéréts. Digbdest une application
des méthodes formulées au chapitre précédent. Il est taujoieressant de montrer les
développements d’'une méthode. Mais dans notre cas de fijast,aussi une maniére
de compléter I'exposé des méthodes XFEM que nous propoBensméme que le colt
de calcul et la précision ont été étudiées, nous tadchons aér@nonaintenant que nos
formulations permettent d’évaluer les FIC de maniére feadiante.

Un autre intérét de ce chapitre sur les FIC, est d’apporteéléesents de réponse a la
guestion de la taille qu’il faut donner au ray@de la zone d’enrichissement. C’est une
guestion récurrente sur les formulations XFEM ayant une zbenrichissement de taille
fixe, comme les méthodes proposées dans [14] et [15].

1 Méthodes de calcul

1.1 Premiere méthode : estimation directe
Description de la méthode

L'expression du déplacement singulier dans le modele dehKoff-Love (1.83) ou
(3.5) montre qu’en présence de fissure il 'y a que 2 modesitsing, dont la présence
est quantifiée par la valeur des FIG et K,. Or, dans la deuxieme formulation XFEM
proposée au chapitre précédent, nommée “global nonsmoottidns and integral mat-
ching”, il est possible de prendre comme enrichissemegusier les deux fonctionér,
(3.9), dont I'expression est identiqgue aux deux modes $iggu Ainsi, dans la partie du
domaine?; contenant le fond de fissure, la solution numérique est egaipar :

2
U?:Zai@i‘FijH@j‘}'ZClGl : (4.2)

i€ENT jen =1

On peut voir facilement que les coefficierispeuvent étre des approximations va-
lables des deux FIC, a un coefficient multiplicatif prés. Efetefdans le modéle de
Kirchhoff-Love, la définition mathématique des FIC est

K, = lim \/27“022(7",9 =0,x3=¢)
N (4.2)
K2 = lim _I_V\/?Olg(r,e:o, 1’326)

r—0 ]_
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Les contraintes singuliéres sont@nl /+/r) au voisinage du fond de fissure. Or, en calcu-
lant les contraintes,, et oy, associées au déplacemeditci-dessus, puis en multipliant
par./r et en passant a la limite, tous les termes réguliers s’anfjudene resterons que
les coefficients;, a un facteur multiplicatif pres. Ainsi ces coefficientsramident bien
avec la définition des FIC.

Il reste juste a évaluer le facteur multiplicatif. Faisoelcul en détail pouk’; (la
méme démarche est valable pdiig). Dans la formule (4.2), on remplaeg, par o,
que nous exprimons en fonction du deplacement approtli4.1). En combinant la loi
de comportement (1.8) du modele de Kirchhoff-Love aveqdfession du tenseur de dé-
formation (1.7), et en se restreignant au probleme de fldxipnomme seule inconnue),
la relation entrery, etus est :

E
099 = —I3 m [V@flu;z, + 0222U3} . (43)

On remplagant:; par sa fonction d’approximatiom! danso, puis en reportant dans
(4.2), on obtient :

Eev2

Kh=_2EV<2
1 1— 12

v llm\/_811u1 + hm\/_(922u1 (4.4)

ll l2

Les deux limites/; andl, existent, car la partie la plus singuliéres dg étant en
O(r®?), on a doncd2,u = O(r~'/?). A part sur la fissure, sur les bords des éléments
et sur le sous-découpage des éléments (liés a l'utilisatioHCT/FVS), les fonctions de
base de:{ sontC?, doncd? ;u existe, etona:

hm \Vr 0 ﬁul = hchl\/_ QMGZ (4.5)

carlim VT Oigpi = 0 et lim Vr 9350 H = 0. Le calcul des dérivées secondes des
fonctlonsGl est un peu Iong mals n'est pas difficile. On obtient :

1 -3
lim 7 O3,Gi(r,0) = S T T Gh(r0) = S
1iH(1)\/7_"8121G2(7"a0> =0 hf%\/FangQO"?O) =0

Ce calcul confirme qué&’, n'interviendra pas dans le calcul dé!. On en déduit
surtout qué; = ¢; I, = ¢; =3, et finalement :

Vl’

Ee(v+3)V2

KP=—
! 1—v2

C1. (4.6)

Le calcul deK; est mené de la méme maniere. La définition (4.2) fait intérven,
qui est homogéne &,us3, donc il faut calculer les dérivées croisées des fonctign©n
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obtient :
lim VT 0LGi(r,0) = 0
lim /1 05,Ga(r,0) = 24,
ce qui donne
E 3)V?2
Kh = _M Co. 4.7)
— UV

La valeur des coefficientg se trouve dans le vecteur solution du systeme linéaire
résultant du calcul de la solution approchéell n’y a donc aucun post-traitement néces-
saire pour obtenir 'approximatiof, K%) du couple de FIGK,, K,).

Taux de convergence attendu

Il n’existe pas résultat théorique de convergence poue eeéthode. Signalons tout
de méme trois référence significatives, dont les 2 derniévesernent le probleme de
I'élasticité bidimensionnelle.

La référence [42] montre la convergence théorique d’unéhau d’estimation de
FIC tres proche de la notre. Il s’agit de la méthode dite ded@ar Function Method",
introduite dans le courant des années 1970. C’est une singtlode d'élément fini clas-
sique, ou la base élément fini est enrichie par la singuldttprobleme traité. La diffé-
rence principale est que le support de la singularité stEtentout le domaine. la solution
numériqueu” s’écrit donc comme la somme

u = Zuz QOZ'—FZC]‘ S, (4.8)
i J

ou S; designe les singularites, @f designe les fonctions de forme de la base élément fini
classique.

Ainsi, apres résolution du systeme linéaire, les coefftsien approchent les FIC.
Or, dans [42], le cas d'un opérateur elliptique généraligppla un domaine présentant
un nombre arbitraire de coins est traité. Pour le cas dedaipér bilaplacien avec une
fissure (cas d’un coin d’ouvertuger), le résultat prouvé indique que 'erreur sur les FIC
ainsi calculés est e@(,/r). Cependant, a notre connaissance, il n’existe pas de résulta
numeérique illustrant cette estimation.

La référence [30] concerne le cas de I'élasticité bidimamselle. Une résultat théo-
rique de convergence y est donné, pour une méthode d’estimidirecte” de FIC relati-
vement proche de la notre. La formulation XFEM de [30] wtili;y degré de liberté avec
support global pour chaque singularité, multiplié par wrecfion dite “cutoff”, notéey,
tres réguliére. Cette fonction est définie par deux cercleaytmsr, etr, telle que :

x(r)=1sir <rg
x(r) €]0, 1[ sir €]rg, 1] . (4.9)
x(r)=0sir>rg
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Avec cette formulation, un résultat de convergence théerigst prouvé, énoncant
que |K" — K;| < C+v/h. De plus, dans [30], des tests numériques montrent que cette
convergence ew/h peut étre atteinte, bien que le taux effectivement attedpedde du
choix der etr;. Les résultats numériques montrent que plus la fonctioofioest “raide”,

c’est-a-dire avee( etr, proches, et moins le taux de convergence est bon (il peut méme

passer en dessous b&?). En revanche, pour un passage de trés progressif de d,&0 (
r, €éloignés), le taux de convergence dépdg2e Signalons tout de méme que le niveau
d’erreur reste toujours relativement élevé (de 8 % dans ldeuedes cas).

Dans [11], une méthode numérique assez proche de celle gqueepnoposons est
testée, sur un probleme d’élasticité bidimensionnelleteOm&thode utilise la variante
XFEM nommée “adding enrichment on each node” dans le clepitrcédent, (ou “geo-
metrical enrichment” dans [14] et “XFEM with fixed enrichmiearea” dans [15, 30]).
Sauf qu’au lieu de définir un zone d’enrichissement de rayxos fes auteurs selec-
tionnent de une a trois couches de noeud entourant le fondsiedi

Trois maillages sont utilisés, de pas de maillage divisédpaix a chaque fois. Pour
une seule couche de noeud enrichis, I'erreur sur les FlQeaditour de 15 %. Le raffine-
ment de maillage n’améliore pas significativement la préojscar I'erreur ne baisse pas
enO(v/h). En raffinant une deuxiéme couche d’élément, I'erreur togibbalement a 1
%, et avec la troisieme couche, au-dessous de 1 %. Toutefopeut nettement voir que
le raffinement de maillage n’assure pas une baisse stri¢trour. Ainsi, la convergence
de la méthode numérique n’est pas averee.

Les similitudes entre notre méthode et celles décrites d@j£t [30] nous font pen-
ser qu’on pourrait espérer une convergenc&én’s) pour notre méthode d’estimation
directe, bien que I'extension de ces résultats a notre rdétreste a prouver.

1.2 Deuxieme méthode : calcul par intégrale-J
Description et formulation de la méthode

Pour le modéle de Kirchhoff-Love, I'expression de l'intélgr-J a déja été établie en
(1.91), page 56. Toutefois, cette expression n’est pas qallest utilisée dans les calculs
numerigues, car elle ne permet pas de séparer les coraribude chaque FIC au taux de
restitution d’énergie. De plus, elle demande de pratigasiigtégrations sur des contours,
ce qui n'est pas trés pratique pour une solution issue d’'loukcé@léments finis.

La démarche standard permettant de réaliser des calcul€qgeécis via I'intégrale-J
est décrite dans [17]. Cette démarche est basée sur desxtdedl Destuynder, décrits
par exemple dans [7, 43].

Présentons maintenant la formulation adaptée au cas duemmglaque de Kirchhoff-
Love. Notre démarche suivra d’assez prés celle décrite[d@hgqui concernait le cas de
I'élasticité bidimensionnelle).
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L'intégrale-J (1.91) peut étre re-écrite ainsi :
1
J = /mag (alal@, bg — §8a5u3 b1> dl — / 8amaﬁ bﬂ (91u3 dl (410)
r r

Signalons aussi qu’on dispose d’un formule, établie daP [2liant cette intégrale-J
aux facteurs d’intensité de contraintes :

J=a (K} + K3), (4.11)

ola = é‘j;r((;jy”)). Le calcul de £.11) est décrit par les auteurs de [22] comme trés délicat,

et mené avec le logiciel de calcul formel mathematica.

A partir de maintenant, toujours en suivant la démarchetéatans [17], nous consi-

dérons 2 états. L'état (1()71;5, u31)) correspond a I'état de déformation présent c’est-a-

dire la solution numérique dont on souhaite calculer les Eiiat (2)( aﬁ, ug )) estun

état auxiliaire correspondant au déplacement asympttigunode | ou I, selon le FIC
gue I'on souhaite calculer. L'intégrale J pour la somme deXétats est :

1
Ja+2) /F(msﬁ) + mfﬁ)) {(éhaugl) + 81au§2)) bs — 2(8a5u3 - 8a5u3 )61 dl
/ (Ol + 0.mB) (D1 + 01ul?) by di (4.12)
I

En développant, on trouve :

JU2) — g 4 @ 4 112 (4.13)

ou I(12) représente I'intégrale d’intéraction suivante :

1
2 = /( Saoaus? +monus )by - §(m8/38aﬁugz) +m0asus” )byl
r
/ (Damindrus + 8am)onus) by di (4.14)
I

Sion re-écrit(4.11) pour la somme des 2 états, on trouve :

JU+2) — g 4 7@ 4 9, (Kl(l)K£2)+K§1)K§2)> (4.15)

Les seconds membres (le13) et (4.15) étant égaux, on en déduit la relation :

109 =20 (K"K + K K() (4.16)

Dans cette equation, il suffit que I'état 2 soit le mode | (aﬂé@ =1let Kf) nul),
pour déduire la valeur du FI&; en fonction de I'intégrale d’intéraction, car I'équation
précédente devient :

10 =24 K (4.17)

On peut calculefs, de la méme maniéere.
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Transformation en une intégrale de domaine

Ainsi, calculer l'intégrale d’intéractiofd.14) avec les champs asymptotiques permet
de déduire les valeurs des FIC. Cependant, dans 'optique Idul caumérique, l'inté-
grale d'intéraction est transformée en une intégrale deaitoen Nous suivons toujours la
démarche de [17].

Re-écrivons I'expressiofu.14) de lintégrale d'intéraction/*:? de maniére plus
compact :

142 = /F Agbs + Bbydl (4.18)
avec .
Az = (m, ) 81au3) —|—maﬂ 81au3 )—(aam(l) 81u3 + Oa m(Q) 81u§1))
B = ;( 0 0ugul +mE) dusus”)

Lavaleur de/ (-2 ne change pas si on multiplie I'intégrande par une fonctéguliére
¢, qui vautl sur un voisinage du fond de fissure recouvrant la zonelgdélimite, et0
sur un contour’y qui entourel’. Ainsi, si on suppose qu’il n'y a pas de force surfacique
appliquée sur le disqué délimité par le contou€, alorsI":?) peut s'écrire :

1(1’2) = / (.Ag Bﬁ + BBl) q dl (419)
C

ou le contourC' est la réunion des contou¢s=T"U C', U C_ U Cy, et B désigne la
normale extérieur & (voir Fig. 4.1). Ensuite, on utilise le théoreme de la diegrce, et on
fait tendre le contour vers I'origine(0, 0). Ainsi, I'intégrale de contour est transformeée
en une intégrale de surface, et le domaihdevient le disque complet entourant le fond
de fissure, délimité par,,. Et donc, on a :

2 = / 05 (Asq) + 01 (Bg) dA
A
= / (ag.Ag +01B) g+ Az Osq + B 01q dA
A

Par un calcul direct, il est possible de montrer @yels + 0,5 vaut0 (le calcul est
fait en annexe, page 135). Ainsi on obtient :

72 — / [( My alau@) + m((fﬁ) 81au§,1)) - (&Xmsﬁ) 81u§2) + &lmfﬁ) (91u§1))] 0sq
A
1
it e nast] v
(4.20)

Un derniére simplification. Montrons que) d.su” = m() dasus’. En effet :

mﬁfﬁ aoeﬁu:f) = —D[(1- V)aaﬁu + vAu® ap] 836“
= —D[(1 = v)2zuM 02 u® + vAu) Au®)]
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FiG. 4.1 — Contours d'intégration pour le calcul fé?.

Cette derniere expression étant totalement symétriquenaéduit le résultat. Ainsi,
I'expression finale de I'intégrale d’intéraction est :

[ / (B0 +mE) o1l = @m0 + 0.m 01)]| 930
A

- mfllﬁ) &mué?) 01q dA
(4.21)

Calcul numérique de l'intégrale d'intéraction 702

A partir de maintenant, on ne suit plus la démarche de [17hatre démarche devient
spécifiqgue au cas du modele de Kirchhoff-Love, traité avélément HCT/FVS réduit
(notre démarche est originale).

On s’intéresse au calcul numérique de 'intégrale d’intééoa 72, dans son expres-
sion (4.21). L'expression mathématique a déja été étabdiedolemment, et elle contient
trois termes. Les deux premiers peuvent étre approchésrigquament sans grande diffi-
culté, mais le troisieme pose probleme, en raison de lapcésse dérivées troisiemes.

D’abord, les fonctions que nous intégrons ne sont pas fazoédans??(2). De plus,
il n'est pas établi que la dérivée troisieme d’une fonctioi sorrectement approximée
par I'élément fini HCT/FVS réduit (on obtient une approximatiseulement jusqu’a la
dérivée seconde). Il faut donc transformer I'expressia@1(¥ipour éviter ces dérivées
troisiemes.

\oici I'expression du terme & approcher :

X—_ /A () 0y + e ) Dy Dsg (4.22)

On sépare l'intégrale en deux termes :

X =~ [ 9ami) 0iul? 05+ 0am) 01u’ 95q (4.23)
Ak ~~ > N ~~ o

X1 X2
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Le terme X, peut étre calculé sans difficulté particuliére, en caldules dérivées
troisemes des singularités (le calcul est direct). Dansrlaé X, on peut faire une inté-
gration par partie :

X, =— / 8amsg 81ué2) pq = / ms) 8a(81u§2) 03q) — / msg 81ué2) O3qba (4.24)
A A 0A

-~ -~

X11 X12

Le termeX;; se calcule sans probleme. Pour le terihg, dans le cas oﬂgf) est le

mode | exacte, on peut vérifier q@eu§2) s’annule le long du bord de la fissure (ce terme
s’annule erf = 7). Donc dans ce cas(;, S'annule.

Mais dans le cas du mode Il, le calcul dg, pose toujours probléeme. Signalons
toutefois que ce terme n’est non-nul que sur les bords dedarésoud;g est non-nul
(c’est-a-dire le long de I'intersection des bords de la fissavec la couronne d’intégra-
tion).

Dans les tests numériques, pour le mode Il, on négligeraroet&;,. Malgré cette
simplification, les calculs d&’; n'ont pas été moins précis que ceux/de

Taux de convergence attendu

Pour I'élasticité bidimensionnelle, la référence [43] tent des résultats théoriques
de convergence montrant que I'erreur sur les FIC es2@r), pour des éléments;, avec
une méthode d’éléments finis classique.

Dans [15], pour un probléme d’élasticité bidimensionnedles calculs de FIC via
l'intégrale-J ont été menés, sur des solutions calculéetapaéthode XFEM. Pour un
élémentP?, bien que I'erreur soit assez oscillante, la courbe d’ersemble converger
enO(h?). Le niveau d’erreur atteint est trés satisfaisant (de 3 %95 @).

Ainsi, pour notre formulation utilisant les éléments HCT&Yeduits dont I'erreur
en normel? est enO(h?), on pourrait aussi espérer atteindre un taux de convergence
O(h?) (si les résultats de [43] s'étendent au cas de I'opératéaplbcien avec I'élément
gue nous avons choisi).

Implémentation

Nous ne présentons que deux aspects particuliers de I'mgpitation. L'évaluation
numérique de l'intégrale d’intéractiait’? nécessite de définir explicitement la fonction
¢, qui vaut 1 a l'intérieur d’'une zone entourant le fond de fies0 a I'extérieur d’'une
zone entourant la premiere, et se raccorde continlbmenéedane a I'autre. Comme on
ne calcule que le gradient gecette fonction n’est non-nulle que sur l'intervalle entes
deux zones. Numériquement, on défini donc une couronnenaiéitentourant le fond de
fissure, et l'intégrale-J n’est évaluée que sur cette caweon

Dans nos tests numériques, nous nous sommes contentésct®saékr la collection
d’éléments situés a une certain ray®n du fond de fissure. La fonctionest représentée
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sur I'élément HCT/FVS réduit : les degrés de libertés assaces dérivées sont mis a 0.
Les valeurs nodales sont fixées a 1 sur le bord intérieur deusonne, et a O sur le bord

extérieur. Voir Fig. 4.2, le cas d’'un maillage régulier gboatit & une couronne en forme
de "cadre".

FiG. 4.2 — Couronne d’éléments entourant le fond de fissure.
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2 Reésultats Numériques

2.1 Description de I'étude numérique
Cas-tests étudiés

Deux cas-tests avec une fissure droite sont considéréseb@agrconsiste a prendre
la somme des deux modes singuliers comme solution exacte :

u =Gy + Gy (4.25)

Les bords de la fissure suivent une condition de bord librée stste du bord suit une

condition de Dirichlet non-homogene, ou la valeur imposstecelle deu®”. Ainsi, les
valeurs exactes d&; et K, sontl/ Ay, (ou.Ag,, défini équation (1.83), vaué2 Ei(*TfV)).
Dans les tests nous avons pris une plaque car@s, 0.5 x [—0.5, 0.5], avec le fond

de fissure a l'origine.

Le deuxieme cas-test est issu de [39]. Il s’agit d’'une placprece avec une fissure
centrale, droite, de longue@ra, et un moment\/, constant est appliqué sur les bords
paralléles a la fissure. Les dimensions de la plaque sor# ‘diténies”, ce qui signifie
que les valeurs de référence de FIC ne sont valables quessiadiest de petite taille par
rapport aux dimensions du domaine. Ces valeurs de référente s

3 Mya
 2g2

Pour les tests numériques, nous avons pris un plaque de,@téc une fissure de taille
2a = 0.2. Ce qui reste significatifs vis-a-vis de la référence [40],des calculs sont
menés ave@a = 0.18. Le probleme étant symétrique, nous ne calculons qu’unéiénoi
du domaine.

Objectifs de I'étude

L'objectif des expériences numériques est d’étudier derrcommise par nos mé-
thodes de calcul de FIC, en fonction des paramétres suivants :

— le pas de maillagé

— le rayon d’enrichissemef®

— le rayon de la couronne d’intégrati@; (pour I'intégrale-J seulement)

— la distorsion du maillage.

De plus, les résultats seront comparés avec ceux de la neéttesléléments finis
classique avec l'intégrale-J.

L'objectif des tests numériques est double. D’abord, tétde I'erreur et la validation
des méthodes, qui permettent d'illustrer l'intérét deshuodes présentées au chapitre
précédent. Mais aussi, comme on I'a déja souligné dansdduiction, d’apporter des
éléments de réponse a la question de l'influence des paesfiegt R ;, et de proposer
éventuellement des regles pratiques de choix de ces paesnén fonction dé.
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aeaaata

2a

CCCLEQ
Mo

FIG. 4.3 — Schéma du second cas-test de plaque, avec une fisstredezesoumise a des
moments au bord.

Dans les références [14] et [15], la zone d’enrichissemstrdirculaire, de rayof.05
et0.1, respectivement. Dans nos tests numeériques du chapitédmét,R vaut0.15.

D’une maniere générale, il est probable que le choiRddépende du résultat que
I'on cherche a obtenir. Pour faire des courbes de conveegesur I'erreur en normg?
ou H?, et gqu’on cherche a mettre en évidence le taux de converggaticeal, prendrek
indépendant du pas de maillagest suffisant.

Toutefois, sur les maillages les plus raffinés, le choix@éxe conduit a enrichir
de nombreuses couches d’éléments, ce qui est peut-étrdlgigid’'on n’utilise qu’un
seul maillage. Ainsi, dans notre étude numérique, nousageons deux stratégies pour
le choix deR. D’abord, nous testons plusieurs valeursT€dixe. Dans un deuxiéme
temps, nous envisageons (Relépende dé et recouvre un certain nombre de couronnes
d’éléments. AinsiR vautk h, ouk est un nombre entier entre 1 et 5.

Notons aussi que prendre = h est trés proche de la premiere formulation XFEM de
[17, 16], ou seul I'élément contenant le fond de fissure étaiichi.

2.2 Estimation directe

Cette premiére méthode a été testée sur les deux cas-testies/maillages triangu-
laires et quadrangulaires, structurés et non-structetgsour différentes valeurs du pas
de maillage.

Sur le premier cas-test, ou la fissure mesubenous avons testR = 0.1, 0.15, 0.2,
0.25. Ensuite, nous avons tes&= k h, ouk varie de 1 a4 5.

Les résultats montrent que cette méthode donne une bommeagsh du FIC, toujours
a moins de 5 % d’erreur, et souvent a moins de 1 % d’erreur. bixdeR fixe ne donne
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pas des résultats significativement meilleurs qu'aRee k h. C’est donc ces résultats-ci
gue nous présentons, Fig. 4.4 et 4.5. Les graphesfve® sont disponibles en annexe,
pages 137 et 138, Fig. 5.6 et 5.7.

Notons que les courbes montrent que la méthode convergeetriesnent. Ceci est
peut-étre lié au conditionnement élevé de la méthode, tpinat0'! en maillages struc-
turés etl0'? en non-structurés.

Sur le second cas-test, la fissure est de taille 0.11 sur le demi-domaine (le rec-
tangle|0, 0.5] x [—0.5, 0.5]). Par rapport au cas-test précédent, la fissure est de plus pe
tite taille par rapport a 'ensemble du domaine. Or, la zoeartchissement ne doit pas
toucher le bord : vu que celui-ci porte une condition de symé&jue I'enrichissement
singulier ne vérifie pas, les singularités se verraient sepda condition de symétrie, ce
qui affecterait aux singularités des coefficients éléménts ¢; proches de zéro. Et les
valeurs des FIC seraient fausses.

Sur ce cas-test, nous utilisons des maillages de densitéaénte a ceux utilisés avec
le premier cas-test. Ceci conduit a une contrainte plus itapte sur le choix d&. Pour
R fixe, nous avons testé05, 0.075, 0.10. Pour la stratégi& variable, nous avons testé
les méme valeurs de Une grande valeur denécessite un niveau initial de raffinement
important. Ainsi, pourk = 5, le maillage le moins raffiné (en quadrangles structurés)
compte enviror0 x 60 éléments.

Quand ce niveau de raffinement minimum est atteint, I'erestimférieure a 5 %. Les
résultats sont présentés Fig. 4.6 et 4.7, en rayons "vaslaiéfixes".

Conclusions et regle de construction de maillage

Malgré sa convergence lente, cette méthode "estimationtdirprésente indéniable-
ment de l'intérét, de par sa simplicité et sa capacité a fodes résultats proches de la
valeur exacte.

Au vu des tests, augment®& améliore les résultats, et vu la convergence lente, ce
peut étre plus intéressant que raffiner le maillage. Danadeda rayon variable, on voit
gue prendrék = 5 h permet d’atteindre une précision satisfaisante. Ceci neusgt de
proposer une regle de construction pour un calcul numérigiaat donné une fissure de
taille a, le domaine doit étre maillé avec érminimum dea/5.

Cette regle indique que plus la fissure est petite, plus sa prisompte nécessite un
maillage raffiné. Ce qui est conforme a l'intuition : plus ursstire est petite par rapport
a la taille des mailles, moins elle a d'influence sur le dépaent global. Un maillage
raffiné est donc nécessaire pour en "capter” I'influence.

2.3 Intégrale-J

De méme que pour la méthode "Estimation directe”, nous tewstegiosieurs valeurs
pour le rayon de la zone d’enrichisseméut: des valeurs "fixes" et des valeurs "va-
riables". Le rayon de la couronne d’intégrati®n sera aussi testé.
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Estimation directe de FIC (Tri. Struct.) Estimation directe de FIC (Tri. Struct.)
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FIG. 4.4 — Calcul de FIC, estimation directe, premier cas-testigngles R variable).

20

40

60

80 100 120
Nombre d’éléments sur un bord du maillage Nombre d’éléments sur un bord du maillage

0.95

Estimation directe de FIC (Tri. Non-struct.)

R =3h
—+— R =4h
R =5h

106

20

40

80 100 120



CHAPITRE 4. CALCUL DE FACTEURS D'INTENSITE DE CONTRAINTE (E)

Estimation directe de FIC (Quad. Struct.) Estimation directe de FIC (Quad. Struct.)

1.01 1.01— - -
— AN
X X PR . . ]
g 3 e
(] O
‘O ‘O
j2) L
[ | gl
£ e !
o o
c —%—R=2h c —*— R =2h
3 R = 3h D R =3h
5 0.995 R = 4h s 0.995¢ —%—R=4h
R =5h R =5h
0.99 — : : : : : 0.99 — : : : : :
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
Nombre d’éléments sur un bord du maillage Nombre d’éléments sur un bord du maillage
Estimation directe de FIC (Quad. Non-struct.Estimation directe de FIC (Quad. Non-struct.)
1.05— - - ; ; ; 1.05— - - ; ; ;
R =3h R =3h
—*—R=4h —*—R=4h
d R =5h o R =5h
[} [}
© ©
[} [}
‘O ‘O
< 1 NN ] [E 2 O SIS ) SRR
g \ g e ‘\X///"\\*/ e
3
2 2
5 5
Q Q
< <
> >
0.95— : : : : : 0.95— : : : : :
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

Nombre d’éléments sur un bord du maillage Nombre d'éléments sur un bord du maillage

FiG. 4.5 — Calcul de FIC, estimation directe, premier cas-tesguadrangles® va-
riable).
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Valeur normalisée de K1

Valeur normalisée de K1

FIC par Estimation directe, Tri. Struct. FIC par Estimation directe, Tri. Non—Struct.
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FIG. 4.6 — Calcul de FIC, estimation directe, deuxieme cas-Tfedixg).
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FIG. 4.7 — Calcul de FIC, estimation directe, deuxieme cas-festafiable).
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Les résultats obtenus sont précis, et les valeurs sont gsaids valeurs exactes. Par
contre, d’'un maillage a l'autre, I'erreur n’est pas forcémedécroissante, en raison du
fait que la valeur approchée fournie par l'intégrale-J bs@utour de la valeur exacte.
Ainsi, il peut arriver qu’'un maillage donne une erreur légaent supérieure a celle d'un
maillage un peu plus grossier, mais I'erreur reste globafgrnonne.

Pour cette raison, nous ne donnerons des courbes de camvergee sur le premier
cas-test, et dans le cas de maillages structurés, qui dodegraleurs moins oscillantes.
Dans un deuxiéme temps, nous présenterons |'étude glaraleus basant sur les gra-
phigues de valeurs normalisées des FIC, en fonction @&etR ;.

Premier cas-test

Courbes de convergences Nous présentons des courbes de convergence dans le cas de
maillages structurés (triangulaires et quadrangulgiFeég)4.8 et 4.9. La méthode XFEM
utilise une rayon d’enrichissemeRtégal & 0.15. Sur ces cas particuliers, la comparaison
avec la Méthode des Eléments Finis (MEF) indique qu’ XFEMaoagtable d’améliorer
I'erreur et le taux de convergence, puisque les pentesutesti¢our de 1 en MEF, et sont
comprises entre 1.4 et 1.8 pour XFEM.

Convergence de K, Ry= 0.24 (Tri. Struct.) Calcul de K, Ry= 0.24 (Tri. Struct.)
10° : : 10° : :
= = =K1, MEF, pente = 1.088 = = =K2, MEF, pente = 0.99592
——K1, XFEM, pente = 1.4903 —— K2, pente = 1.7804
10" 10"
(] (]
2 =
8 8
[J] _ (] _
X 10 X 10
5 5
o o
m m
107} 107}
-4 -4
10 ‘ ‘ 10 ‘ ‘
107 10" 107 10"
Taille des éléments Taille des éléments

FIG. 4.8 — Convergence des FIC en intégrale-J, maillages triaings.

Graphes des valeurs de FIC normalisées Nos résultats montrent que I'erreur obtenue
est globalement inférieur a 5 %. Les maillages structurés@ient tres facilement d’at-
teindre une erreur inférieur a 1 %. C’est le cas en trianglas; p'importe quel maillage
avecR = 0.2 ou 0.25, ou pour n'importe quel rayon a partir d’'un maillage a paatr
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Convergence de K1’ RJ =0.19 (Quad. Struct.) Convergence de Kz’ RJ =0.19 (Quad. Struct.)

10— : 10° —— ,
- = =K1, MEF, pente = 1.035 - = =-K2, MEF, pente = 1.1058
—— K1, XFEM, pente = 1.6887 —K2, pente = 1.4484
107}
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= >
kS 8
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i 10} i
107}
10t 1074t
107 107 107 10™
Taille des éléments Taille des éléments

FIG. 4.9 — Convergence des FIC en intégrale-J, maillages quguledres.

60 x 60. En quadrangles structurés, sauf p@&ue= h, I'erreur est inférieur a 1 %, et est
remarquablement stable vis-a-vis&g.

En maillages non-structurés, prendge= 3/ ou 0.2 suffit pour obtenir un erreur
inférieure ou égale a 5 %, sur tous les maillages. On peut gatentreR = h ou2h et
R = 3 hily a parfois une différence tres significative. On peut edudie que3 h est une
valeur minimale.

Indiquons aussi une limite de la méthode : sur les maillageplus grossiers, avec
R = hou0.1, I'erreur est souvent supérieur a 10 %.

Globalement, nos tests montrent des résultats relativiestedsies par rapport au rayon
de la couronn&R ;.

A part en triangles structurés, la stratégie de zone fixe magtepas d’atteindre une
précision significativement meilleur que la straté@le= & h. Nos résultats suggérent
donc que pour les maillages les plus raffinés, dans I'optajue calcul de FIC, il n’est
pas utile de prendr® plus grand que 5 couches d’éléments.

Nous présentons les résultats p@ur= & h en maillages triangulaires ou quadran-
gulaires, structurés ou non-structurés, Fig. 4.10 a 4.28IsSes résultats suk; sont

présentés (les courbes g, similaires, sont présentées en annexe, pages 140 a 143). Le

courbes d&R fixe sont également disponibles en annexe, pages 145 a 153.

Deuxiéme cas-test

Pour ce deuxieme cas-test, rappelons que la fissure estqiltestpille, ce qui limite
les choix deR et R ;. Comme pour la méthode "estimation directe", en rayon fixe nous
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Calcul de K1’ h = 0.090 (Tri. Struct.)
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Calcul de K, h =0.022 (Tri. Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.012 (Tri. Struct.)
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Calcul de Kl, h = 0.066 (Tri. Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.032 (Tri. Struct.)
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Calcul de Kp h =0.016 (Tri. Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.009 (Tri. Struct.)
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FIG. 4.10 — Calcul du FIGx;, pourR = k h , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages
triangles structurés.
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Calcul de Kl, h = 0.097 (Tri. Non—Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.019 (Tri. Non-Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.066 (Tri. Non—Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.026 (Tri. Non-Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.015 (Tri. Non-Struct.)
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Calcul de Ky h =0.007 (Tri. Non-Struct.)
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FIG. 4.11 — Calcul du FIQY;, pourR = k h , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages
triangles non-structurés.
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Calcul de K1’ h =0.090 (Quad. Struct.)
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Calcul de K1’ h =0.022 (Quad. Struct.)
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Calcul de K/, h = 0.032 (Quad. Struct.)
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FIG. 4.12 — Calcul du FIGY;, pourR = k h, en intégrale-J. Premier cas-test, maillages
guadrangles structurés.
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Calcul de Kl, h = 0.090 (quad. Non-Struct.)
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Calcul de Kl, h = 0.047 (quad. Non-Struct.)
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Calcul de K h =0.022 (quad. Non-Struct.)
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Calcul de Kl, h =0.012 (quad. Non-Struct.)
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Calcul de Kl, h = 0.066 (quad. Non-Struct.)
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Calcul de Kl, h = 0.032 (quad. Non-Struct.)
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Calcul de K h =0.016 (quad. Non-Struct.)
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Calcul de K1’ h = 0.009 (quad. Non-Struct.)
11

R=h

1.05} R=2h|
R =5h

1
0.95¢
0.9— : ' ' '
01 02 03 04 05 06
R

FIG. 4.13 — Calcul du FIGx;, pourR = k h , en intégrale-J. Premier cas-test, maillages
guadrangles non-structurés.
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testonsk = 0.05, 0.075 et0.1. En rayon variable, nous testons toujol@s= k h, pourk
sz 1 ab5. Dans tous les cas la couronne d’intégreaflgmvarie de 0.05 a4 0.11 (la couronne
peut toucher le bord).

Sur nos résultats, on voit clairement que la précision ald@etepend principalement
du rayon de la couronrn® ;. A mesure quér ; grandi, le FIC approché se rapproche du
FIC exact, la meilleur valeur est obtenue p®&yy maximal. A part pour les maillages les
plus grossiers, la meilleur valeur est toujours inférieGr% (les maillages pour lesquels
la fissure s’étant sur moins de 2 mailles posent probléme).

Le choix d’un rayon fixe donne a peut prés la méme précisiorstfde= k h (la seule
différence notable concerne le fait gu’en rayon "variabéefdffinement minimal est plus
important pour que le rayoR ne touche pas le bord du domaine). De plus, les cas de
maillages structurés triangulaires et quadrangulaireségalement similaires.

Ainsi nous ne présentons gue les résultats en rayon "vatjasienaillages triangu-
laires structurés et non-structurés, et quadrangulaoesstructurés, Fig 4.14 a 4.16. Les
5 autres graphigues sont présentés en annexe, page 155 a 160.

En conclusion, sur ce deuxiéme cas-test, on voit que poumkghlages raffinés il
n'est pas indispensable d’enrichir tout le domaine. Patrepprobablement en raison de
la diminution de la taille de la fissure par rapport aux maitle domaine, il faut prendre
une couronne d’intégration maximale pour que le FIC soilug&vée plus précisément
possible.

Ainsi, la régle de construction que nous proposons est tosijde prendré = a/5,
pour une fissure de taille avec une intégrale-J de ray@®y maximale.
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Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.066 (Tri. Struct.) Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.047 (Tri. Struct.)

Jo11 11— a
i ren || 3
o 1.05 1.05 R=2h ®
Q Q
) 2
£ 1 1 £
o] 5]
c [
5 0.95 0.95 F 5
© ©
> 09 0.9 . p
0.05 0.1 0.15 0.2 0.05 0.1 0.15 0.2
R R
J J
Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.032 (Tri. Struct.) Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.022 (Tri. Struct.)
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Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.016 (Tri. Struct.) |ntégrale-J, 2e cas-test, h = 0.012 (Tri. Struct.)
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Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.009 (Tri. Struct.) Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.008 (Tri. Struct.)
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FIG. 4.14 — Calcul de FIC, pouR = k h , en intégrale-J. Deuxiéme cas-test, maillages
triangulaires structurés. 117
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Valeur normalisée de K1 Valeur normalisée de K1 Valeur normalisée de K1

Valeur normalisée de K1

Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.107 (Tri. Non-Struct.)
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Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.051 (Tri. Non-Struct.)
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Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.027 (Tri. Non-Struct.)
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Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.018 (Tri. Non-Struct.)
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Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.072 (Tri. Non-Struct.)
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Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.036 (Tri. Non—Struct.)
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Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.021 (Tri. Non-Struct.)
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Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.015 (Tri. Non-Struct.)
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FIG. 4.15 — Calcul de FIC, pouR = k h , en intégrale-J. Deuxiéme cas-test, maillages
triangulaires non-structures.
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Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.090 (Quad. Non-struct.) Intégrale

-J, 2e cas-test, h = 0.066 (Quad. Non-struct.)
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Intégrale-J, 2e cas-test, h = 0.047 (Quad. Non-struct.) Intégrale-J, 2e cas—test, h = 0.032 (Quad. Non-struct.)
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FIG. 4.16 — Calcul de FIC, pouR = k h , en intégrale-J. Deuxiéme cas-test, maillages

guadrangulaires non-structurés.
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