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RÉSUMÉ

Les multimesures ont été l’objet d’une étude par Pallu de la Barrière, Godet Thobie, A.
Costé, D. S. Thiam, K. Siggini.
L’intégration par rapport à une multimesure compacte a été faite par D. S. Thiam.
La séquentielle compacité d’une multimesure est une notion nouvelle qui est pour les multi-
mesures l’équivalent de σ-finie pour les mesures scalaires : sachant intégrer par rapport à une
multimesure compacte (finie), comment le faire par rapport à une multimesure séquentielle-
ment compacte (σ-finie). On obtient les théorèmes de convergences monotones et dominée
pour une multimesure à valeurs convexes fermées bornées, ainsi que le prolongement d’une
multimesure définie sur un clan au σ-clan engendré. On obtient également une caractérisa-
tion de l’ensemble des fonctions intégrables. G. Dia [1] a étudié l’intégration par rapport à
une multimesure fermée bornée mais sans obtenir les théorèmes de convergences en dehors
du cas compact. M. Thiam s’est intéressé aux multimesures à valeurs dans un semi-groupe.
Pallu de la Barrière [3] a étudié l’intégration par rapport à une multimesure compacte en
utilisant les semi-variations exhaustives. Cette exhaustivité est liée à la possibilité de définir
un espace d’intégration où le théorème de la convergence dominée est valable, c’est à dire en
partie l’objet de cette communication.
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Chapitre Un

Introduction générale

Les multimesures ont été l’objet d’une étude par PALLU DE LA BARRIERE [1], GODET-
THOBIE [1], A. COSTE [1], D. S. THIAM [1], K. SIGGINI [1].
L’intégration par rapport à une multimesure à valeurs faiblement compactes positives a été
faite par D. S. THIAM [1].
La séquentielle compacité positive d’une multimesure est une notion nouvelle, qui est pour
les multimesures, l’équivalent de σ-finie pour les mesures scalaires :
sachant intégrer par rapport à une multimesure à valeurs faiblement compactes positives (
finie ), comment le faire par rapport à une multimesure séquentiellement compacte positive
(σ-finie).
Nous obtenons les théorèmes de convergences monotones et dominée pour une multimesure
à valeurs convexes fermées,
ainsi que le prolongement d’une multimesure définie sur un clan au δ-clan engendré.
Nous obtenons également une caractérisation de l’ensemble des fonctions intégrables. G. DIA
[1] a étudié l’intégration par rapport à une multimesure fermée bornée,
mais sans obtenir les théorèmes de convergences en dehors du cas compact.
M. THIAM s’est intéressé aux multimesures à valeurs dans un semi-groupe.
PALLU DE LA BARRIERE [3] étudie l’intégration par rapport à une multimesure à valeurs
faiblement compactes, en utilisant les semi variations exhaustives.
Cette exhaustivité est liée à la possibilité de définir un espace d’intégration où le théorème
de la convergence dominée est valable, c’est à dire en partie l’objet du mémoire.
Nous remercions le professeur SAKHIR THIAM qui nous a indiqué la notion de séquentielle
compacité positive d’une multimesure.
Ces multimesures sont de facto prolongeables, ce qui permet à la semi-variation associée
d’être automatiquement exhaustive, et donc d’intégrer par rapport à une telle multimesure.
Nous retrouvons des résultats que D. S. THIAM a obtenu dans le cas compact.
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Chapitre Deux

Introduction à la théorie de Multimesures

Sommaire
2.1 Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2 Définition et Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.1 Notation
On considéré E un espace topologique localement convexe séparé non complet, E ′ son

dual topologique.
Le crochet de dualité 〈E,E ′〉 est 〈·, ·〉. Pour A ⊂ E, et y ∈ E ′ ,

δ∗(y/A) := sup{〈x, y〉 : x ∈ A}.

On considère les monoïdes suivants : (cc(E),+) l’ensemble des convexes faiblement
compacts de E, (cfb(E), +̇) celui des convexes fermes bornes non vides, et (cf(E), +̇) celui
des convexes fermes non vides. Si A,B ∈ cf(E),

A+̇B = Adh(A+B) = Adhérence (A+B).

Nous désignons par C̄O(A), l’enveloppe convexe fermée de l’ensemble A. La structure uni-
forme dans ces monoïdes est celle de Hausdorff [1], et la relation d’ordre l’inclusion. Si O est
une famille de parties convexes fermées de E on a :

inf{A : A ∈ O} = ∩{A : A ∈ O}, et

sup{A : A ∈ O} = C̄O ∪ {A : A ∈ O}.

Ω est un clan de parties d’un ensemble non vide T. Si f ∈ R̄T est une fonction de T dans
R̄, on pose

f+ = sup(f, 0), et f− = sup(−f, 0).

2.2 Définition et Propriétés
Définition 2.2.1. On considère Ω un clan de parties de T.
Soit M : Ω −→ cf(E) une multiapplication,
on dira que M est séquentiellement compacte (s-compacte), s’il existe une suite croissante
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Définition et Propriétés 7

(Tn)n≥1 d’éléments de Ω, telle que

∪n≥1Tn = T , et M(Tn) ∈ cc(E) pour tout n .

(a) M est additive ie si A,B∈ Ω avec A ∩B = ∅, alors

M(A ∪B) = M(A)+̇M(B).

(b) Que M est monotone ie 0∈M(A) pour tout A ∈ Ω.
(c) Que M vérifie l’une des conditions suivantes :
( i ) si An ∈ Ω et An ↓ ∅ (ie An décroit vers l’ensemble vide ), alors pour tout y de E’

lim
n−→+∞

δ∗(y/M(An)) = 0.

( ii ) si An ∈ Ω et An ↓ ∅ alors lim
n−→+∞

M(An) = 0 pour la structure uniforme de cf(E).

2.2.1 Multimesure faible et forte
M est une multimesure faible si A→ δ∗(y/M(A)) est une mesure scalaire.

Si M est une multimesure faible à valeurs dans cfb(E) alors M vérifie (i) ;
M est une multimesure forte, si pour toute partition (An) dans Ω d’une partie A ∈ Ω on a :

M(A) = lim
n−→+∞

[M(A1)+̇...+̇M(An)] dans cf(E),

voir D. S. THIAM [1] page 92. GODET-THOBIE [1] page 56,
les désignent par multimesures normales.
Ce que D. S. THIAM [1] désigne par multimesure stricte est appelé par A. COSTE [1] page
II-3, multimesure forte.

NB : La notion de multimesure faible est une notion très générale qui apparaît dans COSTE-
PALLU DE LA BARRIÈRE [1] ;
cette notion couvre l’essentiel des situations existantes.
Une multimesure normale à valeurs cfb(E) est une multimesure stricte, la réciproque n’est
pas vrai d’après A. COSTE [1] page III-4.
Cependant si les multimesures sont à valeurs faiblement compactes, toutes ces notions de
multimesures coïncident d’après le théorème 1.2 pages 93 D. S. THIAM [1].
Le fait qu’une multimesure stricte soit normale est basée sur le lemme de KLUVANEK
valable pour E elcs complet :
Nous rappelons le lemme 2-1 page 95 D. S. THIAM [1], qui est une légère généralisation du
lemme de KLUVANEK pour E elcs complet :
Soit (Fn)n≥1 une suite de faiblement fermés telle que pour toute suite (xn)n avec xn ∈ Fn la
série ∑

xn est convergente dans E.
Alors on a

lim
n−→+∞

∑
i≥n

Fi = {0},

au sens de la structure uniforme de HAUSDORFF de f(E).
Dans tout ce travail nous désignerons par multimesure forte une multimesure normale au
sens de GODET-THOBIE ou multimesure forte au sens de D. S. THIAM.
Si M est une multimesure forte à valeurs dans cfb+(E) alors M vérifie (ii).

Soit Λ = {A ∈ Ω, M(A) ∈ cc+ (E)},
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Λ est un clan non vide.
Soient H(Λ) l’ensemble des fonctions en escaliers basées sur Λ,
H+(Λ) = {f ∈ H(Λ), f ≥ 0}. (H,+,≤) est un espace de RIESZ .
La restriction de M à Λ est une multimesure monotone cf théorème 1-1
page 90 D.S. THIAM [1].
Soit

I : H+ −→ cc(E), h =
∑

ai1Ai
, I(h) =

∑
aiM(Ai), avec

1Ai
(x)=

1six ∈ Ai et

0sinon.

D’après la proposition 2-1 D. S. THIAM [1] page 97 I est une intégrale positive de
DANIELL secondaire ie :

0 ∈ I(h)sih ∈ H+(Λ),
Iest additive et si (hn) ↓ 0 dans H+(Λ) alors

I(hn) ↓ 0 dans cc(E)

. De plus I est homogène.
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Chapitre Trois

Intégrale Positive de Daniell

Sommaire
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+(I+) . . 18
3.4 les théorèmes de convergences monotones et dominées au sens

de l’ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.1 Définition
On définit donc l’intégrale positive de Daniell I par :

I :

H+(Λ)→ cc+(E)
h→ I(h) = ∑

i≥n aiM(Ai)

avec h = ∑
i≥n ai1Ai

1Ai
(x)=

1six ∈ Ai et

0sinon.

3.2 Intégrale positive de Daniell
Définition 3.2.1. On désigne par H∨ les fonctions f de R̄T , telle qu’il existe une suite
croissante (hn) de H+, avec f= sup

n
hn. On pose

I∨ : H∨ −→ cf(E)+ ,

I∨(f) = sup
n
I(hn) avec hn ↑ f , hn ∈ H+.

I∨est une application d’après la proposition
On a ci dessous quelques exemples de multimesures s-compactes.

Exemple 3.2.1. Soit β(Rn) la tribu borélienne de Rn et λ une mesure σ-finie sur β(Rn).
On considéré :

M : β(Rn) −→ cf(R), définie par,

M(A)=

[0, λ(A)], si λ(A) < +∞, et
[0,+∞[, sinon.
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M est une multimesure monotone s-compacte.
L’additivité provient de la propriété de décomposition de RIESZ, cf PERRISINI [1] page 8,
ou D. S. THIAM [1] page 173.

Exemple 3.2.2. Soit Ω le clan engendré par les compacts d’un espace topologique localement
compact métrisable séparable.
Soit M : Ω −→cc(E) une multimesure monotone . Alors M est s-compacte.

Exemple 3.2.3. Soient T = Rn , E=L1( Rn , dx ) et Ω le clan engendré par les compacts
de Rn . Pour A∈ Ω, posons

N(A) = {f ∈ E, 0 ≤ f ≤ 1A}.

N est une multimesure car,

δ∗(y/N(A)) =
∫

1Af
+dx, ∀f ∈ L∞(dx).

De plus N est monotone et s-compacte. On a N(A) ∈ cc(E), d’après M. VALADIER [1].

Les propriétées de H∨ et I∨ se résument dans la proposition 3.2.1.

Propriété 3.2.1. (1) H∨ contient H+, est stable par addition et est réticulé.
(2) I∨ est croissante et prolonge I.
(3) I∨ est additive ie I∨( f + g ) =I∨(f) +̇ I∨(g).
(4) Si (fn) est une suite croissante de H∨, alors

sup
n

(fn) ∈ H∨, et I∨(sup
n
fn) = sup

n
I∨(fn).

preuve
On a bien H+ ⊂ H∨ et I∨ prolonge I ; soient f,g ∈ H∨

et soient (hn), (gn) deux suites croissantes de H+, telles que

f= sup
n

hn, et g = sup
n

gn.

On a :

sup(hn, gn)∈H+, inf ( hn,gn)∈H+,

de plus

sup(hn, gn)↑sup (f,g ) et inf(hn,gn)↑ inf(f,g),

donc H∨ est réticulé.

(hn+gn)↑ f+g ie f+g∈H∨.

I∨(f + g) = sup
n
I(hn + gn) = sup

n
[I(hn + gn)] = sup

n
I(hn)+̇ sup

n
I(gn),

on a la dernière égalitée car : pour tout p,m de N* il existe n de N* tel que

hm+gp ≤ hn +gn

donc
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I(hm)+I(gp)⊂ sup
n
I(hn+gn)⊂ sup

n
I(hn)+̇ sup

n
I(gn).

Soient ( hp
n) une suite de H+ telle que (hp

n) ↑ fp, posons

hn = sup{hp
n, p = 1, ..., n} ∈ H+,

on a

(hp
n) ≤ hn ≤ fn,∀p ≤ n.

ie

fp = sup
n

(hp
n) ≤ sup

n
hn ≤ sup

n
fn,

ie

sup
n

fn = sup
n
hn ∈H∨

et

I∨(sup
n

fn)=sup
n

I(hn)

or

I(hn) ⊂ I∨(fn)⊂ I∨ (sup
n
fn)

donc

sup
n

I(hn)=I∨(sup
n
fn)=sup

n
I∨(fn). �

3.2.1 Intégrale supérieure positive I∗deDaniell
Définition 3.2.2. On appelle intégrale supérieure I∗ l’application,

I∗ : R̄T
+ −→ cf(E), définie parI∗(f) = inf{I∨(ψ), ψ ∈ H∨(Λ), ψ ≥ f}, si {ψ ∈ H∨, ψ ≥ f} 6= ∅, et

I∗(f) = E sinon.

La borne inférieure est prise dans cf(E) ie l’intersection.

I∗(f) =
⋂
{I∨(ψ), ψ ∈ H∨(Λ), ψ ≥ f},

3.2.2 les Propriétés deH∨etI∗

Propriété 3.2.2. Soient f ∈ R̄T
+, fn = f1Tn ↑ f .

S’il existe ψ ∈ H∨ telle que ψ ≥ f on a :

sup
n
I∗(fn) = I∗(f),

il existe gn ↑ f , avec gn ≤ fn, gn ≤ ψn , ψn ∈H+, ψn ↑ ψ, tel que

I∗(gn) ∈ cc+(E), et sup
n
I∗(gn) = I∗(f).
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preuve :
Soit f ≤ ψ, il existe (hp) ↑ ψ, hp ∈ H+. Posons

ψn = hn1Tn ∈ H+,

on a

ψn ↑ ψ, fn = f1Tn ≤ f

, d’où

Propriété 3.2.3. (1) I∗ est croissante et prolonge I∨.
(2) I∗ est sous additive ie

I∗(f + g) ⊂ I∗(f)+̇I∗(g).

preuve :
On a bien (1). De plus soient f, g∈ R̄T

+, telles qu’il existe

Φ, Ψ ∈H∨, f≤ Φ g≤ Ψ

(sinon c’est évident) on a

I∗(f + g) ⊂ I∨(Φ)+̇I∨(Ψ).

D’après la proposition ci-après il existe

fn, Φn, gn, Ψn

telles que

fn ≤ Φn, Φn ∈H+.

On a

gn ≤ Ψn, Ψn ∈H+

et

sup
n
fn=f , fn ↑ f, gn ↑ g et sup

n
gn=g .

Propriété 3.2.4. Si A ∈ Ω alors 1A ∈ H∨ et,

I∨(1A) = M(A) = sup
n
M(A ∩ Tn),

de plus

T ∈ H∨

et

I∨(1T ) = sup
n
M(Tn).
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preuve
1A∩Tn ↑ 1A et

1A∩Tn ∈ H+,

donc on obtient

1A ∈H∨

et

I∨( 1A)= sup
n

I( 1A∩Tn ) = sup
n

M(A∩Tn).

De plus on a

An =A-Tn ↓ ∅

et

An ∈ Ω, A=An ∪(A∩Tn), An∩(A∩Tn) =∅.

On en déduit
M(A) = M(An) +M(A ∩ Tn) ⊂M(An)+̇I∨(1A).

En passant à la limite en utisant (i) ou (ii), on a :

M(A)⊂ I∨(1A).

De plus

A∩Tn ⊂ A,

on obtient alors que

M(A∩Tn)⊂ M(A),

ie

I∨(1A) = sup
n

M(A∩Tn) = M(A) . �

Propriété 3.2.5. Soit f∈ R̄T
+ , pour y∈E’ ;

soient Iy(h) = δ∗(y/I(h)),

avec

h ∈ H+

et

Iy(h) = Iy(h+)− Iy(h−)

si

h ∈ H, où h+=sup(h,0)

et

Integration par rapport l’integrale positive de DANIELL Mamadou Aliou DIALLO c©UCAD/FST/DMI/2020



Intégrale positive de Daniell 14

h−=sup(-h,0)

. On a,

I∗y (f) = δ∗(y/I∗(f)).

preuve
Iy est une intégrale de DANIELL d’après D.S. THIAM [1].
S’il n’existe pas de ψ ∈H∨tel que ψ ≥ f on a

I∗y(f)=+∞

et

I∗(f) = E,

ie

I∗y (f) = δ∗(y/I∗(f)).

On suppose qu’il existe

ψ ∈H∨ tel que ψ ≥ f,

d’après la proposition 3.2.2 il existe

(gn)↑f gn ∈ R̄T
+ ,

telle que

I∗(f) = sup
n
I∗(gn)

et

I∗(gn) ∈ cc+(E)

δ∗(y/I∗(f)) = δ∗(y/ sup
n
I∗(gn)) = sup

n
δ∗(y/I∗(gn)).

Or d’après le lemme 2-1 D. S. THIAM [1],

δ∗(y/I∗(gn)) = I∗y (gn),

d’où

δ∗(y/I∗(f)) = sup
n
I∗y (gn) = I∗y (f). �

Théorème 3.2.1. Soit (fn) , n≥ 1 une suite croissante de R̄T
+ on a

sup
n
I∗(fn) = I∗(sup

n
fn) dans cf(E).
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preuve :

∀ y∈E’ sup
n
I∗y (fn)=I∗y( sup

n
fn)

ie,

sup
n
δ∗(y/I∗(fn)) = δ∗(y/I∗(sup

n
fn)),

ie δ∗(y/ sup
n
I∗(fn)) = δ∗(y/I∗(sup

n
fn)),

d’où l’égalitée cherchée.

�

Propriété 3.2.6. Si (fn ) , n≥ 1 est une suite de R̄T
+ on a

I∗(
∑
n≥1

fn) ⊂ sup
n

(I∗(f1)+̇...+̇I∗(fn).

preuve :

I∗ étant sous additive , on a
I∗(f1+̇...+̇fp) ⊂ I∗(f1)+̇...+̇I∗(fp ⊂ sup

n
(I∗(f1)+̇...+̇I∗(fn)

On applique ensuite le théorème 3.2.1 à la suite Up =
∑
n≥1

fi on a le résultat. �

Propriété 3.2.7. : ( lemme de Fatou.)
Soient (fn) une suite de R̄T

+, on a

I∗(limfn) ⊂ limI∗(fn).

preuve :
Soit gn = inf

p≥0
fn+p , gn est une suite croissante de R̄T

+ . D’après le théorème 3.2.1

I∗(sup
n
gn) = sup

n
I∗(gn), or gn ≤ fn+p ,

donc

I∗(gn) ⊂ inf
p≥0

I∗(fn+p), sup
n
gn = limfn . �

3.2.3 Intégrale inférieure positive I∗deDaniell
Nous allons définir d’abord I∧

Définition 3.2.3. I∧ désigne l’ensemble des fonctions f de R̄T
+ tel que il existe (hn) une

suite de H+ avec

hn ↓ f ,

I∧ : H∧ :−→ cc+(E), f = inf
n
hn −→ I∧(f) = inf

n
I(hn).
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I∧ est une application d’après proposition 2

Propriété 3.2.8. H∧ est stable par addition et est réticulé I∧ est croissante additive et
prolonge I.
Si (fn) est une suite décroissante de H∧ alors inf

n
fn ∈H∧ et I∧ (inf

n
fn)=inf

n
I∧(fn).

preuve :
On a bien H+ ⊂ H∧ et I∧ prolonge I.
Soient (fn), gn, f, g avec

f, g ∈H∧, gn ↓ g, fn ↓ f et fn, gn ∈H+,

on a

fn+gn ↓ f+g, f+g∈H∧,

I∧(f + g) = inf
n
I(hn + gn) = inf

n
[I(hn) + I(gn)] = inf

n
I(hn) + inf

n
I(gn),

comme pour la preuve de la proposition 3.2.1.
On a aussi

sup(fn,gn) ↓sup(f,g) et inf( fn,gn)↓inf(f,g).

Soit

hp
n ↓fp, hp

n ∈H+,

posons

hn = inf{hp
n, p = 1, ..., n},

on a hn ∈H+ et fn ≤ hn ≤ hp
n, p≤ n, n≥ 1.

On obtient,

inf
n
fn ≤ inf

n
hn ≤ inf

p
fp,

ie inf
n

fn = inf
n

hn ∈H∧, I∧ (inf
n

fn)=inf
n

I(hn).

inf
n

fn ≤ fn ≤ hn

donne

I∧ ( inf
n

fn)⊂ I∧(fn)⊂ I∧(hn)=I(hn)

d’où

I∧ (inf
n

fn)=inf
n

I∧(fn). �

Définition 3.2.4. On appelle intégrale inférieure I∗, l’application,

I∗ : R̄T
+ −→ cf(E),

I∗(f) = sup{I∧(g), g ∈ H∧, g ≤ f}, dans cf(E).
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NB :0∈{g ∈H∧ , g≤ f}

3.2.4 les Propriétés de Prolongement de I∗
NB : On élargit L1

+(I) en acceptant que l’intégrale d’une fonction soit à valeurs cfb(E),
et ceci même pour une multimesure s-compacte à valeurs cc+(E).

Propriété 3.2.9. I∗ est croissante et prolonge I.
I∗ est sur additive ie

I∗(f)+̇I∗(g) ⊂ I∗(f + g).

preuve :
on a bien I∗ est croissante et prolonge I.
Soient

f,g ∈ R̄T
+, Φ , Ψ ∈H∧

avec

Φ ≤ f, Ψ ≤ g,

on a

I∧(Φ) + I∧(Ψ) = I∧(Φ + Ψ) ⊂ I∗(f + g), de plus

sup[{I∧(Φ), Φ ∈ H∧, Φ ≤ f}+ {I∧(Ψ), Ψ ∈ H∧, Ψ ≤ g}] =

sup{I∧(Φ),Φ ∈ H∧,Φ ≤ f}+̇ sup{I∧(Ψ),Ψ ∈ H∧,Ψ ≤ g}, car

ces ensembles sont filtrants croissants, on a

I∗(f) +̇I∗(g)⊂I∗( f+g ). �

3.2.5 Quasi-intégrabilité de l’intégrale positive de Daniell
Définition 3.2.5. (1) f∈ R̄T

+ est quasi-intégrable si I∗(f) = I∗(f).
(2) f est intégrable si f est quasi intégrable et I∗(f) ∈ cfb(E).
(3) On désigne par L1

+(I+) l’ensemble des fonctions intégrables par rapport à l’intégrale
positive de Daniell.

NB : On élargit L1
+(I+) en acceptant que l’intégrale d’une fonction soit à valeurs cfb(E),

et ceci même pour une multimesure s-compacte à valeurs cc+(E).
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3.3 Étude des propriétés éventuelles par rapport à I+
et L1

+(I+)
Propriété 3.3.1. I∗ est croissante et prolonge I.
I∗ est sur additive ie

I∗(f)+̇I∗(g) ⊂ I∗(f + g).

preuve :
on a bien I∗ est croissante et prolonge I.
Soient

f,g ∈ R̄T
+, Φ , Ψ ∈H∧

avec

Φ ≤ f, Ψ ≤ g,

on a

I∧(Φ) + I∧(Ψ) = I∧(Φ + Ψ) ⊂ I∗(f + g), de plus

sup[{I∧(Φ), Φ ∈ H∧, Φ ≤ f}+ {I∧(Ψ), Ψ ∈ H∧, Ψ ≤ g}] =

sup{I∧(Φ),Φ ∈ H∧,Φ ≤ f}+̇ sup{I∧(Ψ),Ψ ∈ H∧,Ψ ≤ g}, car

ces ensembles sont filtrants croissants, on a

I∗(f) +̇I∗(g)⊂I∗( f+g ). �

Propriété 3.3.2. (1) Pour f∈ R̄T
+, on a I∗(f)⊂ I∗(f).

(2) Les éléments de H∨ sont quasi-intégrables et H∧ ⊂ L1
+(I).

(3) L1
+(I) est stable par addition.

(4) L’application
∫
(.)I : L1

+(I) −→ cfb(E)+, définie par :

f −→
∫
fI = I∗(f) = I∗(f),

prolonge I et est croissante.
(5) On a

∫
(f + g)I =

∫
fI+̇

∫
gI , si f, g ∈ L1

+(I).

preuve :
S’il n’existe pas un élément de H∨ majorant f on a I∗(f) = E et donc I∗(f) ⊂ I∗(f). Sinon,
soient Φ ∈H∧ ,Ψ ∈H∨ , Φ ≤f ≤ Ψ il existe hn,gn de H+ telles que hn ↑ Ψ et gn ↓ Φ. On a

I(hn) + I(hn − gn)− = I(hn − gn)+ + I(gn).

On en déduit donc que,

I∧(Φ) = inf
n
I(gn) ⊂ I(gn) ⊂ I(hn) + I(hn − gn)−, d’où

I∨(Ψ) + I(hn − gn)− ⊃ I∧(Φ), I(hn − gn)− ∈ cc+(E),

et
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I(hn-gn)− ↓ 0.

On en déduit

lim
n→+∞

δ∗(y/I(hn − gn)−) = 0.

Or pour

y ∈E’, δ∗(y/I∨(Ψ)) + δ∗(y/I(hn − gn)−) ≥ δ∗(y/I∧(Φ)),

donc

I∨(Ψ)⊃I∧(Φ).

On obtient,

I∧(Φ) ⊂ I∗(f), et I∗(f) ⊂ I∗(f).

Soit Ψ ∈H∨ on a,
I∗(Ψ) = sup[{I∧(Φ),Φ ∈ H∧,Φ ≤ Ψ} ⊃

sup{I(hn), hn ↑ Ψ, hn ∈ H+} ⊃ I∨(Ψ) = I∗(Ψ).

On obtient I∗(Ψ) = I∗(Ψ).
Si Φ ∈ H∧, il existe gn ∈ H+, gn ↓ Φ, tel que :

I∗(Φ) = I∧(Φ) = inf
n
I(gn) ⊃ inf{I∨(Ψ),Ψ ∈ H∨,Ψ ≥ Φ} ⊃ I∗(Φ).

Cela donne
I∗(Φ) = I∗(Φ) = I∧(Φ) ∈ cc+(E) ⊂ cfb(E),

d’où Φ ∈ L1
+(I).

Soient f, g ∈ L1
+(I), on a

I∗(f + g) = I∗(f + g) ⊂ I∗(f)+̇I∗(g) = I∗(f)+̇I∗(g) ⊂ I∗(f + g),

donc I∗(f + g) = I∗(f + g) =
∫
fI+̇

∫
gI ∈ cfb(E).

De plus I∗ et I∗ prolongent I, donc
∫

(.)I prolonge I. De plus si f ≤ g, on a I∗(f) ⊂ I∗(g), ie∫
fI ⊂

∫
gI. �

3.4 les théorèmes de convergences monotones et domi-
nées au sens de l’ordre

Théorème 3.4.1. Soit ( fn) une suite décroissante de R̄T
+, on suppose que I∗(f1)∈ cfb( E ),

alors on a I∗(inf
n

fn) = inf
n

I∗ (fn).
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Propriété 3.4.1. Pour tout f∈ R̄T
+ telle que I∗ (f)∈ cfb(E,) on a pour tout y∈E’, (Iy)∗(f)

=δ∗(y/I∗(f)).

I∗(inf
n

fn)⊂ inf
n

I∗(fn)

d’où

(i) : δ*(y /I∗(inf
n

fn))≤ δ*(y /inf
n
I∗( fn)) ∀ y∈ E’.

or (Iy)∗(inf
n

fn)=inf
n

(Iy)∗(fn) La proposition 3.2.1 donne

( ii ) : δ∗(y/I∗(inf
n
fn)) = inf

n
δ∗(y/I∗(fn)).

et avec (i) on a

inf
n
δ∗(y/I∗(fn)) ≤ δ∗(y/ inf

n
I∗(fn)),

or

δ∗(y/ inf
n
I∗(fn)) ≤ inf

n
δ∗(y/I∗(fn)),

on a alors
inf

n
δ∗(y/I∗(fn)) = δ∗(y/ inf

n
I∗(fn)),

avec (ii) il vient,

δ∗(y/I∗(inf
n
fn) = δ∗(y/ inf

n
I∗(fn)), ∀ ∈ E ′, ie I∗(inf

n
fn)=inf

n
I∗(fn). �

preuve de la proposition I-1-13 :
Soit Φ ∈ HΛ, (hn) ∈ H+ on a pour tout y ∈ E ′, (Iy)Λ(Φ) =inf

n
Iy(hn) = inf

n
δ∗(y/I(hn)) =

δ∗(y/ inf
n
I(hn)) car I(hn) et inf

n
I(hn) sont dans CC+(E).

D’où :

(1) : (Iy)Λ(Φ) = δ*(y/IΛ(Φ)), Φ ∈ HΛ, y ∈ E’.

(Iy)∗(f) = sup{δ∗(y/IΛ(Φ)),Φ ∈ HΛ,Φ ≤ f} Φ ≤ f, IΛ(Φ) ⊂ I∗(f) d’où δ∗(y/IΛ(Φ)) ≤
δ∗(y/I∗(f)).

(2) : (Iy)∗(f) ≤ δ∗(y/I∗(f)).

Il reste à montrer (3) :

(3) : δ∗(y/I∗(f)) ≤ (Iy)∗(f)

La famille {IΛ(Φ), Φ ∈ HΛ,Φ ≤ f} est filtrante croissante et son sup qui est I∗(f)∈ cfb+(E) ;
donc ∀y∈E’ il existe une suite croissante IΛ(Φn ) telle que

δ∗(y/I∗(f)) = δ∗(y/ sup
n
IΛ(Φn)) = sup

n
δ∗(y/IΛ(Φn)) ≤

sup{δ∗(y/IΛ(Φ)),Φ ≤ f,Φ ∈ HΛ} = (Iy)∗(f),

on en déduit (3). �
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Théorème 3.4.2. (Convergence monotone )
Si (fn) est une suite croissante de L1

+(I) telle que sup
n

∫
fnI ∈ cfb(E) alors,

sup
n
fn ∈ L1

+(I), et
∫

sup
n
fnI = sup

n

∫
fnI.

preuve :
D’aprés le théorème 3.2.1 on a

I∗(sup
n
fn) = sup

n
I*(fn), d’où

sup
n
I∗(fn) ⊂ I∗(sup

n
fn) ⊂ I∗(sup

n
fn) = sup

n
I∗(fn) = sup

n
I∗(fn).

On a donc

I∗(sup
n
fn) = I∗(sup

n
fn)= sup

n

∫
fnI ∈ cfb(E). �

Propriété 3.4.2. Lemme de FATOU :
Soit ( fn ), n≥ 1, une suite de R̄T

+ telle que

I∗(sup
n
fn) ∈ cfb(E)

alors on a :

I∗(limfn) ⊃ limI∗(fn).

preuve :
Soit gn = sup

p≥0
fn+p , (gn) est une suite décroissante positive.

On a

I∗(g1) = I∗(sup
n
fn) ∈ cfb(E)

par hypothèse. D’après le théorème 3.4.1 on a

I∗(inf
n
gn) = inf

n
I∗(gn) ⊃ inf

n
sup
p≥0

I∗(fn+p).

�

Théorème 3.4.3. convergence monotone :
Soit (fn) une suite décroissante de L1

+(I) on a inf
n

fn ∈ L1
+(I) et

∫
inf

n
fnI = inf

n

∫
fnI.

preuve :
D’après le théorème 3.4.1 on a I∗( inf

n
fn)=inf

n
I∗( fn) =inf

n
I∗(fn).

Nous avons I∗(inf
n
fn) ⊂ I∗(inf

n
fn) ⊂ inf

n
I∗(fn) = I∗(inf

n
fn),

donc I∗(inf
n
fn) = I∗(inf

n
fn) = inf

n

∫
fnI ⊂

∫
fnI ∈ cfb(E). �
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Théorème 3.4.4. convergence dominée :
Soit (fn) une suite de L1

+(I) telle qu’il existe g ∈ R̄T
+, avec I∗(g) ∈ cfb(E), et fn ≤ g pour

n≥1.
Si (fn) converge simplement vers f on a :

f ∈ L1
+(I), et

∫
fI = lim

n→+∞

∫
fnI au sens de l’ordre.

preuve :
On a 0≤fn ≤g et fn ∈ L1

+(I). D’après le lemme de FATOU proposition 3.2.7
on a I*(lim fn)⊂ lim I*( fn). On obtient alors,
I∗(lim fn)⊂ I*(lim fn)⊂ lim I*(fn)=lim I∗( fn) d’où

(i) : I∗(lim fn)⊂ I*(lim fn)⊂ lim
∫
fnI ,

de plus sup
n
fn ≤ g donc I∗( sup

n
fn)∈cfb(E) . d’après le lemme de FATOU proposition 3.4.2 on

a I∗(lim fn )⊃ lim I∗( fn ) et avec (i) on obtient :

I∗(limfn) ⊂ I∗(limfn) ⊂ lim
∫
fnI ⊂ lim

∫
fnI ⊂ I∗(limfn).

Or (lim fn )=lim fn = f donc,

I∗(f) = I∗f) = lim
∫
fnI ⊂ lim

∫
fnI ⊂ I∗(g) ∈ cfb(E).�

Théorème 3.4.5. L1
+(I) =∩y∈E′L1

+(Iy)) et si f∈ L1
+(I) on a :

δ∗(y/
∫
fI) =

∫
fδ∗(y/I(.)), ∀y ∈ E ′.

preuve :
Si f ∈ L1

+(I) on a I∗( f )=I*(f)∈cfb +(E) d’où

I∗y (f) = (Iy)∗(f) = δ∗(y/I∗(f)) = δ∗(y/
∫
fI) ∈ R, ∀y ∈ E ′,

ie f ∈ ∩y∈E′L1
+(Iy) et δ∗(y/

∫
fI) =

∫
fIy.

Soit f ∈ ∩y∈E′L1
+(Iy)(Iy), on a (Iy)∗(f) = I∗y (f) ∈ R.

On en déduit que Iy(f) = δ∗(y/I∗(f)) ∈ R, ∀y ∈ E ′.
On obtient alors I∗(f) ∈ cfb(E) et I∗(f) ∈ cfb(E). �

Propriété 3.4.3. (1) L1
+(I) est réticulé.

[2) Si f , g ∈ L1
+(I) alors |f-g| ∈ L1

+(I).
(3) Si f , g L1

+(I) et g≤ f alors ( f-g )∈ L1
+(I).

(4) L1
+(I) est un cône convexe et

∫
(.) I est positivement homogène.
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preuve :
Soient f, g ∈ L1

+(I) on a d’aprés le théorème 3.4.5 : f, g ∈ L1
+(Iy) pour tout y∈E’ donc

inf(f,g), sup(f,g) ∈ ∩
y ∈ E’

L1
+(Iy) = L1

+(I) d’où le résultat. Il reste à montrer que l’intégrale est
positivement homogène.

δ∗(y/I∗(αf)) = (Iy)∗(αf) = α(Iy)∗(f) = αδ∗(y/I∗(f)) = δ∗(y/αI∗(f)), ∀α > 0,

d’où I∗(αf) = αI∗(f).
Si I∗(f) ∈ cfb(E), I∗(αf) = αI∗(f), ∀α ≥ 0, et I∗(αf) ⊂ I∗(αf) = αI∗(f) ∈ cfb(E), donc
I∗(αf) ∈ cfb(E). D’après proposition 3.4.1 on a :

δ∗(y/I∗(αf)) = (Iy)∗(αf) = α(Iy)∗(f) = αδ∗(y/I∗(f)) = δ∗(y/αI∗(f)).

On obtient I∗(αf) =αI∗(f). Si f∈ L1
+(I), I*(f) =I∗(f)∈cfb(E), donc

αI∗(f) = αI∗(f) ie I∗(αf) = I∗(αf) = αI∗(f) = α
∫
fI ∈ cfb(E).

De plus d’après la proposition 3.3.2 on a : L1
+(I) est stable par addition. �

NB : Pour 1A ∈ L1
+(I) on pose M̄ (A) =

∫
1AI. Soient

=M = {A ⊂ T/1A ∈ L1
+(I)}, Ω̄ = {A ∈ Ω,M(A) ∈ cfb(E)},

et M̄ :=M −→cfb(E) , M̄ (A) =
∫
1AI.

Théorème 3.4.6. =M est un δ -clan contenant Ω̄.
M̄ est une multimesure faible monotone s-compacte.
Si Ω̄ =Ω ie M est à valeurs dans cfb(E) alors : Ω ⊂ =M , M̄ prolonge M et réciproquement.
=M est une tribu si et seulement si I∨(1T ) = sup

n
M(Tn)∈ cfb(E)+.

preuve :
Si A , B ∈ =M ,1A∪B=sup(1A,1B)∈ L1

+(I) ,

1A−B = 1A∪B − 1B ∈ L1
+(I).

Si (An)n≥1 est une suite de =M , ( ∩n
i=1 Ai ) est une suite décroissante de =M .

Avec le théorème de la convergence monotone on a ∩nAn ∈ =M .
Si A∈ Ω, on a 1A ∈H∨, et I∨( 1A) =M(A), d’après la proposition 3.2.4. Donc si A∈ Ω̄, alors
A∈ =M et M̄ (A)= I∨( 1A)=M(A). Si (An) ↓ ∅,An ∈ =M on a d’après le théorème 3.4.5 et
le théorème de la convergence monotone,

∀y ∈ E ′ lim
n→+∞

δ∗(y/
∫

1AnI) = 0,

donc M̄ est une multimesure faible et 0∈ M̄(A). Si =M est une tribu, pour tout A∈ Ω, on
a A=∪n(A∩Tn)∈ =M , ie Ω ⊂ =M , et Ω̄ =Ω, T∈ =M et I∨(1T )∈cfb(E)). Si I∨(1T )∈cfb(E)),
∪n

i=1Ai est une suite croissante de =M .
Le théorème de la convergence monotone donne alors :
∪n≥1An ∈ =M ie =M est une tribu. �
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Propriété 3.4.4. Soient M1, M2 : Ω −→ cfb(E) deux multimesures faibles s-compactes,
monotones, on a : M1= M2 si et seulement si M1(A)=M2(A) ∀ A ∈ Λ.

preuve :
M1(A)=M2(A) ∀ A ∈ Λ est équivalent à M̄1(A) = M̄2(A) or M̄i restreint à Ω est Mi . �
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Chapitre Quatre

conclusion

Notre objectif dans ce travail était de développer une théorie de l’intégration positve de
Daniell .
Cependant pour assurer par exemple la sous-additivité de I∗ :I∗(f1 + f2) ⊂ I∗(f1) + I∗(f2)
, il faillait supposer que I∗(f1) ∈ cc(E),I∗(f2) ∈ cc(E). En effet , cette sous additivité est
basée sur la propriete [3.2.9].
Les différentes notions de multimesures coïncident, si la multimesure M est à valeurs dans
CC(E) : Voir théorème 3-2 page 93 D. S. THIAM [1].
Cela n’est plus le cas si M est à valeurs dans cfb(E) : voir A. COSTE [1] page III-3. C’est la
même chose pour une mesure positive finie et une mesure positive à valeurs dans R̄.
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