1. RAPPELS

1.1 Egalité d’approximation et notation de LANDAU

1.1.1 Notation

— Si limtﬂo% = 0 on note f(t) = o(g(t)) quand t — 0.

~ Si % est borné au voisinage de zéro on note f(t) = O(g(t)).

Ces deux notations sont appelées des "notation de LANDAU".

1.1.2 Egalité d’approximation

~ log(1+z) =2+ o(z?) (x — 0)

—expz =1+4x+ o(a?) (x — 0)

1.2 Fonctions convexes

1.2.1 Définitions

Définition 1.1. Soit I un intervalle de R.Une fonction f : I — R est dite convexe st

pour tout x,y € I, pour tous X\ € [0,1], on a : fAz+(1—=N)y) < Af(z)+(1=N)f(y).
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1.2.2 Propriété de convexité

Proposition 1.2. Supposons quefest deux fois dérivable . f est convexe si et
seulement si " >0 .
1.3 Inégalité de Jensen(discréte)

Théoréme 1.3. Soient ® : R — R une fonction convexe et x,, e R,k =1,...,n et

ag, k =1,...n des réels positifs alors

ZZ:1 QL 22:1 . ®(1y)
o (i) < LT 1)

1.4 Inégalité de la moyenne arithmetico-géométrique
(MA-MG)

Théoréme 1.4. Soient vy, pr; k =1,...,n des réels positifs avec Y ,_ pr = 1 alors

kapk < Zpkﬁk (1.2)
k=1

k=1

et on a une égalité si et seulement st x1 =19 = ... =12, .

1.5 Inégalité de Chebyshev

Théoréme 1.5. Soient f : R — R et g: R — R des fonctions croissantes et pp > 0

k=1,...,n et satisfaisant a Zzzlpk =letax; <z9...... <z, .0na:

D pf @) prg(an) < (O prf(ar)glas)). (1.3)
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1.6 Inégalité de Jensen (version intégrale)

Théoréme 1.6. Soit(Q2, A, 1) un espace mesuré tel que pu(§2) =1 et f une fonction

réelle p intégrable et ® une fonction convexe sur R alors

o( [ rrna)) < [ otstanduta) (1.4)



2. THEOREMES DE BASES

2.1 La Moyenne géométrique comme limite

Théoréme 2.1. Soient py. et xi, k =1,...,n des nombres réels positfs qui satisfont
a> ok =1 alors
n
hm Zpkxk % = Hx Pr. (2.1)
k=1
Preuve. L’égalité d’approximation du logarithme et de l’exponentielle vont nous

aider & calculer cette limite, on a :

1

log(zn: pkzl,",;) = % 10g(zn: prexp(tlogzy))

k=1 =

B %log(im(l +tlogxy, + oft?))), (t — 0)
k=1
- %108;(1 +tipk log z + o(t*)), (t — 0)
k=1
— zn:pk log z + oft), (t — 0).
k=1

Donc

n L n
O mal)t = exp()_logz)e”
h=1

k=1
n
_ H TP 0t
k=1
Par passage a la limite on a

n

: 1

%E% ,; PeTh) kapk car hm e’ =1. O
=1



2. THEOREMES DE BASES 6

Corollaire 2.2. Soient a et b des réels positifs et 6 € [0, 1], alors on a :

lim (far + (1 — 0)br)? = a’b*~". (2.2)

p—Foo
Preuve. Posons t = %,p — +00,t — 0

lim (a’ + (1 — 0)b")T = a?b1—?)

t—0

d’aprés le théoréme(2.1) en prenant py =0, ps =1 — 0,21 = a, x5 = b. ]

Plus loin cette limite nous montrera facilement 'inégalité MA-MG.

2.2 Majoration de la moyenne géométrique

Théoréme 2.3. Soient pi,k =1,...,n des poids positifs de masse totale

Yok =1etxg,k=1,...,n des réels positifs, alors on a la majoration :
kap’“ < (Zpkx',;)%, pour tout t > 0. (2.3)
k=1 k=1

Preuve. 1l y a deux méthodes pour montrer cette inégalité :

1 ) 11 NI TR
1. Posons M; = {>_}_, pra'}* , en écrivant zlp, = p?p?xt on a d’aprés l'inégalité

1
(ZZ:I pkfit) 2,

VI

de Cauchy-Schwarz M} =" prxl, < (-7, k)

1
n 2
i< (Yonat
k=1
M} < M, pour tout ¢ > 0. (2.4)

Pour completer la solution de notre probléme, il suffit d’itérer et on trouve que pour

tout ¢ >0

8~
S
S|
|
SIS
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En prenant les deux extrémités on a :

M+ < M, pour tout j € N. (2.5)
27

2J

OI‘ JEIJPOOMt - tl}g—noo (Zpkx )

posons u = g,j — 400,u — 0 alors

lim M: = lim M, = Hackp’“ = My, d’aprés le théoréeme (2.1).

j—4o0 27 u—0

Par passage a la limite dans la relation(2.5), on a

n n
= kap’“ < <Zpkxkt) , pour tout ¢t > 0.
k=1 k=1

2. En utilisant I'inégalité MA-MG.

Prenons a;, = x;" dans le théoréme (1.4)

n t n
(H) < S
k=1

n
Ha:kpk < Zxk , pour tout t > 0.

2.3 Inégalité de la moyenne

Théoréme 2.4. Soient pp, k= 1,...,n des poids de masse totale
p1+pa+...+p, = 1. Pour tous réels positifs xy, k = 1,...,n, Uapplication t — M,

est croissante sur R, c’est-a-dire pour tous s < t, on a :

S map)t < (O i)t (2.6)

et on a une égalité si et seulement st x1 =19 = ... =, .
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Preuve. 1. La situation fondamentale 0 < s < ¢.

En appliquant le théoréme(1.3) a la fonction convexe ¢ : x —— 2P, p > 1, on a

n p n
(Z pkyk) < ey
k=1

k=1

En particulier si nous posons y;, = z; et p = % >1,0na
n ﬁ n
(Z Pkﬂfi) < Zpkl’kt;
k=1 k=1
n n i
(Z pkxk3> < (Z pkzzrkt> , pour tout 0 < s < t.
k=1 k=1

Comme 'application x —— 2P, p > 1 est strictement convexe on a une égalité si et

»

seulement si x1 =29 = ... = T,
2. Pour s <t < 0.

s<t<0donc0< —t < —s; d’aprés 'inégalité précédente, on a :
(Z pkyk‘t>
k=1
donc (Z pkxkt> Zpk$k8>
k=1 k=1
1
t

n n
On en déduit que (Z pkxks) < Zp;@;f) , pour tout s <t < 0.
k=1

k=1

s

Zpkyk_s) avec y # 0;k = 1,...,n;posons y, ' =z,
k=1

1
s

o+ =

IN

o+ =

IN

o =

S’il existe un y; tel que y, = 0 c’est trivial.

Avec un raisonnement analogue au précédent, on a le cas d’égalité si et seulement si
T =Tg=...= Tp.

3. Pour s =0 < t.

On a le résultat d’apreés le théoréme (2.3) et on a le cas d’égalité si et seulement si
T =1Tg=...= Ty

4. Pour s <t=0.
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D’aprés (2.4), on a My < My, pour tout s > 0.
Comme s <0, —s > 0 et —s < —2s.

Prenons xk:yk_l;yk#O;k:L...,n, on a:
1 1

(ipkyk‘s> : < (ipkyk_%) E

k=1 k=1

_1
donc (Zpkx;f) < <Z pkxk25>
k=1 k=1

1
n 2s n
alors (Z pkmk25> < (Z pkxk5>
k=1 k=1

c’est-a-dire My, < M, pour tout s < 0, en itérant on obtient :

1

2s

E]

M25§M5§M%§...§M£.
MsﬁMi-

Par un raisonnement analogue a celui de la relation (2.3), on a :

n B n
M, < My, c’est- a -dire <Z pkxks> < kapk, pour tout s < 0.
k=1

k=1

5. Pour s < 0 < t.

En combinant l'inégalité du théoréme (2.3) et l'inégalité précédente on a :

1 1
n s n T
(Z pmf) < (Z pw;f) ,pour tout s < 0 < t.
k=1 k=1

On a aussi le cas d’égalité si et seulement si z; = ... = x,, avec un raisonnement
analogue aux précédents.
Quelques remarques :

Remarque 1 :-Sit = —1; M_; est appelé moyenne harmonique

1

by P2 Pn
x1+w2+"'+mn

My =M [z;p] =
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avec & = (Z1,...,%n),p = (P1,...,Pn). On peut aussi majorer cette moyenne
harmonique par la moyenne géométrique. Dans l'inégalité MA-MG du théoréme

(1.4) en prenant y, = ',k =1,2,...,n avec z, # 0, on a

n n

- 1
Ha?k Pr < E DrTy
b1 k=1

n

dz“H

C’est I'inégalité de la moyenne harmonico-géométrique. On a aussi & partir de cette

inégalité une inégalité MH-MG-MA, qui est :

Z pk < H:ckpk < Zpkxk, d’aprés MA-MG.
k=1 = k=1 k=1

Et

1
c’est-a-dire —z—- < » prrr ( MA-MH ).

-Aux extrémités :

t =400
1
t

Ona lim M; = lim (Zpkxkt> = max(xy; k=1,...,n).
k=1

t—-+o00 t——+o0

En effet soit x; = maxy <<, (k).

Done My = a; {pr(2) + ...+ pia(220) 4 by + pr (Z2) 4+ pa(22)' ]
Posons hy, = 2£ &k # j, hy, > 1.

1
My =a; {pihl + ...+ pjoahb_ + pj+ pjaht oy + . 4+ pahl
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11

Deplustli+m h! :(ﬁ)t:OcarO<%<1pourtoutk7éj,k:1,...,n

Lj

log My = logx; + $1og(pih! + pohh + ...+ pj1hl_y + pj + pipahly + ..+ pahl).

En passant a la limite on a :

tliin log M; = log x; alors 1tlier M; = max(z);k=1,...,n
Mo = max(zg);k=1,...,n.
t=—00

lim M, = min(xy;k=1,...,n)

t——o0

En effet, soit x; = miny<x<y, 7.

Ty Tj

Ona My =z (pu(2) + .o+ pioa(Z2) 4 py + (S22) .+ pu(22)')

Posons u = —t,t —» —o00, u — 400.

On a M; = x; {Pl(%)u +o AP () i () +pn(%)u}

Avec un raisonnement analogue que le précédent on a,
lim M; =z; =min(z,;k=1,...,n).
t——o00

Remarque 2

o+ =

1
t

Ona M, = (>, pexe’)t < (30 pex;')t = x; = My, pour tout ¢t € R, avec

r; = max(zy),k=1,...,n.

=

1
t

De plus (3 p_ pr")t < Qi pert)t = 2 = M_o, pour tout ¢ € R,
rj =min(zy),k=1,...,n,ona: M_o <M, < M,.

Nous avons aussi deux inégalités élémentaires :

pexy, < M}P < ML etz < tlim infM, < tlim supMy < My, ,pour tout k =1,...
— 00 — 00

et t > 0.
Remarque 3

En prenant ¢ = 1, dans le théoréme (2.3), on a

,n
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n 1 n
M, = (Zkzl pklﬁks)s < Ekzlpkxk, pour tout s <1
par passage a la limite on a
1
E_I,% (Zpkxk ) < DkTk
k=1 =
donc Ha:kp’“ < DrTh
= k=1
d’apres le théoréme (2.1) . C’est l'inégalite MA-MG.
m

Corollaire 2.5. (Version intégrale)

Soient D C R, f : D — [0;00[et w: D — [0;00) un poids et s,t €] — oo; 0[U]0; oo

avec [pw(x)dr =1 et w(z) > 0 pour tout x € Det s < t. Nous définissons par

M, = M,[f;w] = ([, f( dx)t la moyenne de f.
Alors :

a)%iiré M[f;w] = exp/ log f(z)w(z)dz.

D

b) ( /D f<ac>%u<ac>czac)i < ( /D f<:zc>%u<ac>azﬂc)i

Preuve. a) Comme dans le cas discrét My réquiert un cas spécial, on a :

log My[f;w] = %log/D%p(“Og f(@))w(z)de
— log [ (1+tlog f(a) + oft))ule)d (¢ = 0)
= %log (t/Dlog f(@)w(z)dr + 0(752)) ,(t—0)
- /Dlog f(x)w(z)dz + o(t), (t — 0)

(2.7)

(2.8)



2. THEOREMES DE BASES 13

donc li_r%log M[f;w] = lim [ (log f(x))w(x)dz + o(t)

t—0 D

d'ou lim My[f;w] = exp(/ log f(z)w(z)dx)
t—0 D

My[f;w].

D’ou hth If;w] = hm / flx = exp/l)logf(x)w(x)dx.

b)

1. La situation fondamentale 0 < s < t, posons p = é >1.0On a

([, fl@)'w(x)dz)” = ([, f(z)'du(z))” avec du(z) = w(z)dr; comme z — 2P,
p > 1, est une fonction convexe, on peut appliquer I'inégalité de Jensen version
intégrale (théoréme(1.6)) c’est-a-dire

(p S @) wl@)da)* = (f, £ x))” < J,y F(@)'du(a) = [, f(a)wle)de

alors ([, f(2)'w ) < (Jp f( dx)

donc My[f;w] < M| f;w], pour tout 0 < s < t. (2.9)

2.Lecas:s=0<t
([p f@) wz)dz)t < ([, f( )dx)2 ([, w(z)dx)>, daprés Vinégalité de

Cauchy-Schwarz.

Donc ([, f(z)'w(x)dz)t < ([, f( x)dr)2, car ([, w(z)dr)z =1
Dot My[f;w] < My[f;w], pour tout ¢ > 0. (2.10)
En itérant on a
[f w] <M c [fiw] < M%[f;w]SMt[f;w}.En prenant les deux
extremités, ona]\/[ [f w] < My[f;w]. On a 1121 M = hin /f 2J tw(x da:)
j—+o0 j—+oo
Posons u = 5,7 — +00,u — 0. C’est-a-dire lim Mt [f;w] = hmM [f;w] = M,.

j—+oo
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Par passage a la limite dans 'inégalité précédent on obtient :
M,|f;w] < M[f;w] , pour tout ¢t > 0. (2.11)

d.cas:s<t<0
0 < —t< —sdonc0 < —t < —s,onad’apreés larelation (2.9) M_;[g;w] < M_;[g; w]

oit g : D — [0,00). Posons g(z) = + ot f: D — (0,00). Alors

f(=)
(f o) < (] )
</D #w(:ﬂ)dm) : (/D ﬁw(x)da) 3

( / f(:v)sw@)d:c)i < ( / f(scm<ac>dac)1 -

Si f =0 c’est trivial, donc

o=

IN

» =

IN

M| f;w] < M[f;w], pour tout s <t < 0. (2.12)

4cas:t <0
On a M,[f,w] < My[f,w], pour tout 0 < t, on a d’aprés la relation (2.12) M,[f, w] <
M| f;w], pour tout s < t < 0.
Prenons s = 2t donc My [f;w] < M[f;w], pour tout ¢t < 0.
En itérant on a
M| f;w] < M%[f;w] <... < My%l[f,w] < Mé[f;w}, en prenant les deux
extrémités, on a My[f;w] < Mg% [f;w]; par passage a la limite on a
M| f;w] < My[f;w], pour tout ¢t < 0. (2.13)

Hcas s <0<t

En combinant les relations (2.11) et (2.13), on le résultat .
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2.4 Magjoration terme a terme de Carleman

Théoréme 2.6. Soient ap, k = 1,...,n des nombres réels positifs. Alors

n
€

(aras...ay)n < 57 (2k — 1)ay, pour tout n € N. (2.14)
k=1

3=

Preuve. Pour estimer le terme (ajas. .. an)% on considére la fonction
f:[0;400) = R ou f(x) = ay , pour tout z €]k — 1;k] et 1 < k < 4o0.

On a:

n

(] ] ax)

k=1

3=
I

1 n
exp <5210g xk>
k=1
1
= exp / log f (ny)dy
0
1
= exp / log y f(ny) — log y]dy
0
1 1
= exp / logy f(ny)dy exp / — log ydy.
0 0
1
Or exp — [, logydy = e donc

(Il ak)% = eexp fol logyf(ny)dy < efol yf(ny)dy d’aprés I'inégalité de Jensen

car la fonction x — exp(x) est convexe et

1 n k
/ yf(y)dy = > ﬁ yardy
0 k=1" "7
n k
= > ay /c ydy
k=1 o

Qg

= Y-k -1?)
k=1

donc
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2.5 Inégalité de Carleman

Corollaire 2.7. Soient ap, k =1, ... des réels positifs alors
—+00 L —+00
D (ar...aj) <e) ay (2.15)
j=1 Jj=1
Preuve. On a d’aprés la relation précédente
ot
1 .
(a1a2 R a,k)k < ﬁ Z(2j — 1)CLJ'
j=1
n n e k
1
Z(alag...ak)k < ﬁZ@j —1)a,
k=1 k=1 j=1
or
%2 D2i-1a; = Y (2 —1)a; ) 2
k=1 j=1 j=1 k=j
< >ei-10X (-5
= P k=5 k+3
car
1 1 1
k-t k+3
et
o L ex 1 1
Z(a1a2 coap)k < —Z(Qj —1)a; ( 1 1 ).
k=1 2j:1 k=j k=5 kt3
Par passage a la limite , on a :
(ar02...a;5)7 < 5 ) (2j—1)a; )} ( T r)
= 2],:1 o k—s5 k+3
e R2(2j — 1)
2 25 —1
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D’ou
o x
1
E (araz .. .ax)* SGE Q.
k=1 k=1

O

Cette relation est toujours vérifice méme si les séries divergent car les termes

généraux sont positifs.



