
On a vu dans le chapitre précédent que le principal point faible de la stratégie
d’amortissement actif par le TLCD se situait dans son alignement avec les vagues.
Dans ce chapitre, nous allons proposer deux systèmes d’amortissement novateurs ins-
pirés par le TLCD que nous avons baptisé TLMCD, pour Tuned Liquid Multiple
Column Damper, et nous allons les étudier en 3D. Nous comparerons aussi les perfor-
mances de ces TLMCD avec une approche plus classique qui consiste à agencer deux
TLCD en croix.

5.1 Conventions géométriques de la modélisation

3D

5.1.1 Orientation des repères les uns par rapport aux autres

On conserve les repères introduits au §4.1.2, i.e. le repère lié à la barge est noté
Rb , (CdG,xb,yb, zb) et le repère galiléen lié à la terre est noté Re , (O,xe,ye, ze).
Cependant comme nous autorisons les repères à bouger selon tous les degrés de liberté,
l’orientation de Rb par rapport à Re est définie par le triplet d’Euler “roulis-tangage-
lacet”, noté Θ = [ϕ, θ, ψ]>, et la matrice de rotation associée est

R (Θ) ,Rz (ψ)Ry (θ)Rx (ϕ)

où

Rx (ϕ) ,

 1 0 0
0 cϕ −sϕ
0 sϕ cϕ

 Ry (θ) ,

 cθ 0 sθ
0 1 0
−sθ 0 cθ

 Rz (ψ) ,

 cψ −sψ 0
sψ cψ 0
0 0 1


en notant cx = cos (x) et sx = sin (x). On vérifie toujours ẋe = R (Θ) vb. On a
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R (Θ) ∈ R3×3 matrice de rotation de Rb par rapport à Re

xe = [x, y, z]> ∈ R3 position de CdG dans Re

Θ = [ϕ, θ, ψ]> ∈ R3 triplet d’Euler associé à R

vb ∈ R3ωb vitesse de Rb par rapport à Re

ωb ∈ R3 vitesse de rotation de Rb par rapport à Re

nc
nombre minimal de variables nécessaires pour

décrire la vitesse du fluide dans le TLCD/TLMCD

w ∈ Rnc positions généralisées du fluide

q =
[
xn >,Θ>, w>

]> ∈ R6+nc positions généralisées du système

v =
[
vb >, ωb >, ẇ>

]> ∈ R6+nc vitesses généralisées du système

G (Θ) ∈ R3×3 matrice reliant Θ̇ et ωb telle que : ωb = GΘ̇

P (Θ) ∈ R6+nc×6+nc matrice reliant q̇ et v telle que : v = P q̇
rb (σ) =

[
xbt , y

b
t (σ) , zbt (σ)

]> ∈ R3 géométrie des éléments du TLCD/TLMCD

Table 5.1 – Nomenclature spécifique à la modélisation des systèmes 3D

φ

yb

zb

xb

z1

y1
φ

z1

θ

θ

xb

x2
ze

y1 y1

xe

Figure 5.1 – Orientation de Rb par rapport à Re
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classiquement (Landau et Lifshitz, 1976)

Ṙ = R (Θ) S(ωb) (5.1)

On définit

G (Θ) ,
[
x, R>x (ϕ) y, R>x (ϕ)R>y (θ) z

]
=
[
x, R>x (ϕ) y, R (Θ)> z

]
=

 1 0 −sθ
0 cϕ sϕcθ
0 −sϕ cϕcθ

 (5.2)

La vitesse de rotation de Rb par rapport à Re exprimé dans Rb, notée ωb, est relié
à Θ par ωb = GΘ̇.

On note qs ,

[
xe

Θ

]
, vs ,

[
vb

ωb

]
. On définit q ,

[
qs
w

]
et v ,

[
vs
ẇ

]
, avec

w ∈ Rnc et nc le nombre minimal de variables qui permettent de connâıtre la vitesse du
liquide dans le TLCD (nc sera déterminé en §5.2 pour chaque variante), ces grandeurs
sont reliées par v = P q̇ avec

P (Θ) =

 R (Θ)> 03×3 03×nc
03×3 G (Θ) 03×nc
0nc×3 0nc×3 Inc


Pour la suite de nos calculs, nous aurons besoin des résultats calculatoires suivants.
On définit la dérivée d’un vecteur ligne x> ,

[
x1 . . . xn

]
par rapport à un

vecteur colonne y ,

 y1
...
ym

 comme suit

∂x>

∂y
,


∂x1
∂y1

· · · ∂xn
∂y1

...
. . .

...
∂x1
∂ym

· · · ∂xn
∂ym

 (5.3)

Proposition 1. Pour tout vecteur r ∈ R3, on peut écrire la dérivée de r>R par
rapport au vecteur Θ sous la forme

∂r>R

∂Θ
= −G>S

(
R>r

)
(5.4)

avec G définie en (5.2) et S (·) la matrice du produit vectoriel
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Démonstration. On détaille le calcul pour les trois vecteurs de base (x,y, z). On a

R>z =

 −sθsϕcθ
cϕcθ


donc

−G>S
(
R>z

)
=

 0 cθcϕ −cθsϕ
−cθ −sθsϕ −sθcϕ

0 0 0


et

∂z>R

∂Θ
=

 0 cθcϕ −cθsϕ
−cθ −sθsϕ −sθcϕ

0 0 0


on a donc

∂z>R

∂Θ
= −G>S

(
R>z

)
On a aussi

R>y =

 cθsψ
cϕcψ + sϕsθsψ
−sϕcψ + cϕsθsψ


donc

−G>S
(
R>y

)
=

 0 −sϕcψ + cϕsθsψ −cϕcψ − sϕsθsψ
−sθsψ sϕcθsψ cϕcθsψ
cθcψ −cϕsψ + sϕsθcψ sϕsψ + cϕsθcψ


et

∂y>R

∂Θ
=

 0 −sϕcψ + cϕsθsψ −cϕcψ − sϕsθsψ
−sθsψ sϕcθsψ cϕcθsψ
cθcψ −cϕsψ + sϕsθcψ sϕsψ + cϕsθcψ


on a donc

∂y>R

∂Θ
= −G>S

(
R>y

)
Et finalement on a

R>x =

 cθcψ
−cϕsψ + sϕsθcψ
sϕsψ + cϕsθcψ
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donc

−G>S
(
R>x

)
=

 0 sϕsψ + cϕsθcψ cϕsψ − sϕsθcψ
−sθcψ sϕcθcψ cϕcθcψ
−cθsψ −cϕcψ − sϕsθsψ sϕcψ − cϕsθsψ


et

∂x>R

∂Θ
=

 0 sϕsψ + cϕsθcψ cϕsψ − sϕsθcψ
−sθcψ sϕcθcψ cϕcθcψ
−cθsψ −cϕcψ − sϕsθsψ sϕcψ − cϕsθsψ


On a donc

∂x>R

∂Θ
= −G>S

(
R>x

)
On peut réécrire r = r1x + r2y + r3z, par linéarité de la dérivée on vérifie donc

∂r>R

∂Θ
= −G>S

(
R>r

)

Proposition 2. On peut écrire les dérivées de vb> et ωb> par rapport à Θ sous la
forme

∂vb>

∂Θ
= −G>S

(
vb
)

(5.5)

∂ωb>

∂Θ
= Ġ> −G>S

(
ωb
)

(5.6)

Démonstration. Pour démontrer 5.6, on écrit

ωb = G (Θ) Θ̇ =

 ϕ̇+ sθψ̇

cθsϕψ̇ + cϕθ̇

cθcϕψ̇ − sϕθ̇


on a donc

∂ωb>

∂Θ
=

 0 cθcϕψ̇ − sϕθ̇ −cθsϕψ̇ − cϕθ̇
−cθψ̇ −sθsϕψ̇ −sθcϕψ̇

0 0 0


On dérive la matrice G définie en (5.2) par rapport au temps, on obtient

Ġ> =

 0 0 0
0 −sϕϕ̇ −cϕϕ̇
−cθθ̇ cθcϕϕ̇− sθsϕθ̇ −cθsϕϕ̇− sθcϕθ̇
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on écrit aussi

G>S
(
G (Θ) Θ̇

)
=

 0 −cθcϕψ̇ + sϕθ̇ cθsϕψ̇ + cϕθ̇

cθψ̇ sϕ

(
−ϕ̇+ sθψ̇

)
cϕ

(
−ϕ̇+ sθψ̇

)
−cθθ̇ cθcϕϕ̇− sθsϕθ̇ −cθsϕϕ̇− sθcϕθ̇


On vérifie donc bien l’équation

∂ωb>

∂Θ
= Ġ> −G>S

(
ωb
)

Pour démontrer (5.5), on rappelle qu’on peut écrire vb sous la forme R>ẋe, d’après
la Proposition 1 on a donc

∂vb>

∂Θ
= −G>S

(
vb
)

5.1.2 Éléments relatifs au système d’amortissement

Dans tout le chapitre, et quel que soit le système considéré, nous modélisons la
géométrie du tube de la même manière que pour la modélisation 2D i.e.

rb (σ) ,
[
xbt , y

b
t (σ) , zbt (σ)

]>
avec

ybt (σ) ,


Lh
2

σ ≤ −Lh
2

−σ −Lh
2
< σ ≤ Lh

2

−Lh
2

Lh
2
< σ

zbt (σ) ,


e+ Lh

2
+ σ σ ≤ −Lh

2

e −Lh
2
< σ ≤ Lh

2

e+ Lh
2
− σ Lh

2
< σ

et où xbt est défini pour chaque système d’amortissement de manière à obtenir un
problème symétrique.

La section du TLCD est comme précédemment définie par

At (σ) ,


Av σ ≤ −Lh

2

Ah −Lh
2
< σ ≤ Lh

2

Av
Lh
2
< σ

Dans la suite, les systèmes d’amortissement considérés sont constitués de N élé-
ments pivotés de manière régulière autour de (CoG, zb). La géométrie de chacun de
ces éléments est décrite par Rz (αi) r

b (σi), exprimée dans Rb, avec

Rz (αi) =

 cos (αi) −sin (αi) 0
sin (αi) cos (αi) 0

0 0 1
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On introduit vi (σi) la vitesse algébrique dans l’élément i du système d’amortis-
sement. Par convention, vi (σi) est positif si le fluide se déplace vers σ croissant. Le
vecteur vbi (σi), de la vitesse du fluide dans l’élément i exprimée dans Rb vaut

vbi (σi) = vi (σi)Rz (αi)
drb

dσ
(σi) (5.7)

On introduit Vh le vecteur des vitesses algébriques dans la partie horizontale et
Vv le vecteur des vitesses algébriques dans les parties verticales

Vh ,

 v1 (0)
...

vN (0)

 Vv ,

 v1

(
σi /∈

[
−Lh

2
, Lh

2

])
...

vN
(
σi /∈

[
−Lh

2
, Lh

2

])


on a

Vh = Phẇ Vv = Pvẇ (5.8)

Ph et Pv sont déterminés pour chaque système d’amortissement au §5.2.

5.2 Modèles dynamiques

Maintenant que nous avons introduit toutes les notations géométriques, on peut
procéder à l’établissement des modèles dynamiques.

5.2.1 Forces généralisées

On notera que le modèle hydrodynamique tel qu’il a été défini en 4.1.3, c’est à
dire

Msv̇s = F (t) + Frad (t, vs) + Fhs (qs) + Fanc (qs) + Fvisc (t, vs)

reste valable. On va juste rajouter l’angle d’incidence de la houle β, on notera donc

Fhydro (t, β, qs, vs) = F (t, β) + Frad (t, vs) + Fhs (qs) + Fanc (qs) + Fvisc (t, vs) (5.9)

La force généralisée engendrée par les restrictions dans le système dissipe la puis-
sance suivante

V>h Fh
d’après (5.8) on a V>h = ẇ>P>h , les forces généralisées Q s’écrivent donc

Q (t, q, q̇, β) = P (Θ)>
[
Fhydro (t, β, qs, vs)

P>h Fh (ẇ)

]
(5.10)
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Figure 5.2 – Illustration du TLMCD 2U (ils n’ont pas de section commune)

avec

Fh = −1

2
ρAhη ◦ Vh ◦ |Vh|

avec η ∈ RN le vecteur des coefficients de perte de charge et avec ◦ le produit matriciel
de Hadamard (produit terme à terme).

5.2.2 Système à N TLCD

On choisit d’amortir le flotteur avec un nombre N de tubes en U régulièrement dis-
tribués en angle autour de (CoG, zb). On appellera ce système NU. À titre d’exemple,
le système 2U est illustré en Fig. 5.2. Pour ce système, chaque élément est un TLCD,
par conséquent l’abscisse curviligne de chaque élément, notée σi, varie entre −ςsi et
ςpi. Pour ce système d’amortissement on a αi , π i−1

N
.

Pour définir la vitesse du fluide à chaque endroit d’un tube, on a vu au §4.1.2
qu’une seule variable suffisait. On a donc le nombre minimal de variables qui per-
mettent de connâıtre la vitesse du liquide dans le TLCD (voir §5.1) nc = N . Les
surfaces libres de chaque TLCD sont toujours situées à σ = ςpi et σ = −ςsi définis
comme suit

ςpi ,
Lh
2

+ Lv + wi

ςsi ,
Lh
2

+ Lv − wi
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Pour le système NU on a pour i = 1, . . . , N

vi (σi) =
Av

At (σi)
ẇi

on en déduit l’expression de vbi (σi) grâce à l’équation (5.7)

vbi (σi) =
Av

At (σi)
ẇiRz (αi)

drb

dσ
(σi)

Les matrices PhNU et PvNU utilisées en (5.8) s’écrivent

PhNU = νInc PvNU = Inc (5.11)

Énergie mécanique du système NU

L’énergie potentielle du liquide dans les N tubes en U s’écrit

VNU = z>.

(
gρ

N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σ) (R (Θ) Rz (αi) rb (σ) + xe)dσ

)

= −gmtz − gρz>R (Θ)

[
ρ

N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

]
(5.12)

avec mt la masse totale de liquide dans les TLCDs.
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On écrit l’énergie cinétique

TNU =Ts + TDNU

Ts =
1

2
v>s Ms vs

TDNU =
1

2
ρ

N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi)

∥∥vb + ωb ×Rz (αi) rb (σi) + vbi (σi)
∥∥2

dσi

=
1

2

N∑
i=1

(
ρ

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi) dσi

)∥∥vb∥∥2− 1

2
ωb>

(
ρ
N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi)S

2
(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi

)
ωb

+ωb>

(
ρ
N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi)S

(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi

)
vb+vb>

(
ρAv

N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) ẇidσi

)

+ωb>

(
ρAv

N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) ẇidσi

)

+
1

2

N∑
i=1

(
ρA2

v

ˆ ςpi

−ςsi

ẇ2
i

At (σi)
dσi

)
TNU =

1

2
v>MNU (w) v =

1

2
q̇>P (Θ)>MNU (w)P (Θ) q̇ =

1

2
q̇>MNU (q) q̇ (5.13)

avec MNU , P>MNU P et

MNU (w) ,

[
Ms 06×nc

0nc×6 0nc×nc

]
+

 mtI3 Mvω (w) Mvq (w)
M>

vω (w) Mω (w) Mωq (w)
M>

vq (w) M>
ωq (w) Mq (w)

 (5.14)
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Pour i = 1, ..., N on a

mt , ρ
N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi) dσi ∈ R

Mvω , −ρ
N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi)S

(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi = −M>

vω (w) ∈ R3×3

Mω , −ρ
N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi)S

2
(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi = M>

ω (w) ∈ R3×3

Mvq[:, i] , ρAv

ˆ ςpi

−ςsi
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) dσi ∈ R3×1

Mωq[:, i] , ρAv

ˆ ςpi

−ςsi
S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) dσ ∈ R3×1

Mq , IncρAv (Lh ν + 2Lv) ∈ Rnc

avec Mvq ∈ R3×nc, Mωq ∈ R3×nc.

Établissement de la dynamique du système NU

L’approche Lagrangienne nous dit que la dynamique de notre système s’écrit

d

dt

∂ (TNU − VNU)

∂q̇
− ∂ (TNU − VNU)

∂q
= Q

En premier lieu on calcule ∂TNU
∂q

. Dans l’équation (5.13), on voit que T est indé-
pendant de xe donc

∂TNU
∂xe

= 03×1

Comme M est symétrique et ne dépend pas de Θ, on a

∂TNU
∂Θ

=
1

2

∂
(
q̇>P>MNUP q̇

)
∂Θ

=
∂ (P q̇)>

∂Θ
MNU (P q̇)

avec

∂ (P q̇)>

∂Θ
=
∂v>

∂Θ
=

[
∂vb>

∂Θ
,
∂ωb>

∂Θ
, 03×1

]
=
[
−G>S

(
vb
)

Ġ> −G>S
(
ωb
)

03×1

]
Le terme ∂T

∂wi
s’écrit

∂TNU
∂wi

=
1

2
q̇>P>∂MNU

∂wi
P q̇
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avec

∂

∂wi
Mvω = −ρAvS

(
Rz (αi) rb (ςpi)−Rz (αi) rb (−ςsi)

)
∂

∂wi
Mω = −ρAv

(
S
(
Rz (αi) rb (ςpi)

)2 − S
(
Rz (αi) rb (−ςsi)

)2
)

∂

∂wi
Mvq[:, i] = ρAv

(
Rz (αi)

drb

dσ
(ςpi)−Rz (αi)

drb

dσ
(−ςsi)

)
∂

∂wi
Mvq[:, j 6= i] = 03×1

∂

∂wi
Mωq[:, i] = ρAv

(
S
(
Rz (αi) rb (ςpi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(ςpi)− S

(
Rz (αi) rb (−ςsi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(−ςsi)

)
∂

∂wi
Mωq[:, j 6= i] = 03×1

∂

∂wi
Mq = 0nc×nc

D’après l’équation (5.12) et (5.4), ∂VNU
∂q

s’écrit

∂VNU
∂xn

=

 0
0
−gmt

 = −gmtz

∂VNU
∂Θ

=− gρ∂z>R

∂Θ

(
nc∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

)

=gρG>S
(
R>z

)( nc∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

)
∂VNU
∂wi

=− gρAvz>R (Θ) Rz (αi)
(
rb (ςpi)− rb (−ςsi)

)
On voit dans (5.12) que VNU ne dépend pas de q̇, donc

d

dt

∂VNU
∂q̇

= 06+nc×1

On a aussi

d

dt

(
∂TNU
∂q̇

)>
=MNU q̈ +

(
Ṗ>MNUP + P>

nc∑
i=1

ẇi
∂MNU

∂wi
P + P>MNU Ṗ

)
q̇
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Dynamique du système NU

On écrit la dynamique du système

MNU (q) q̈ + CNU (q, q̇) q̇ + kNU (q) = QNU (t, q, q̇, β) (5.15)

avec
MNU (q) , P (Θ)>MNU (w)P (Θ)

CNU , Ṗ>MNUP + P>
nc∑
i=1

ẇi
∂MNU

∂wi
P + P>MNU Ṗ −


03×6+nc

∂(P q̇)>
∂Θ

MNUP
1
2
q̇>P> ∂MNU

∂w1
P

...
1
2
q̇>P> ∂MNU

∂wnc
P



kNU , −g


mtz

−ρG>S
(
R>z

)∑nc
i=1

´ ςpi
−ςsi At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

ρAvz
>R (Θ) Rz (α1)

(
rb (ςp1)− rb (−ςs1)

)
...

ρAvz
>R (Θ) Rz (αnc)

(
rb (ςpnc)− rb (−ςsnc)

)


QNU (t, q, q̇, β) = P (Θ)>

[
Fhydro (t, β, qs, vs)
P>hNUFh (ẇ)

]

5.2.3 TLMCD en étoile à N éléments

Ce système d’amortissement est constitué de N moitiés de tube en U reliées entre
elles à la coordonnée rb (σ = 0), ces éléments sont régulièrement distribués en angle
autour de (CoG, zb). On appellera ce système NS. À titre d’exemple, le système 3S
est illustré en Fig. 5.3. Pour ce système chaque élément est un demi TLCD. L’abscisse
curviligne de chaque élément, notée σi, varie donc entre 0 et ςi. Comme précédemment
on a xbt = 0. Pour ce système d’amortissement on a αi , 2π i−1

N
.

Nous considérons toujours que la masse totale d’eau dans le TLMCD est constante.
En notant ςi la position de la surface libre de l’élément i, la conservation de la masse
donne

mt , ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

0

At (σi) dσi = constante
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Figure 5.3 – Illustration du TLMCD 3S

Il en découle que si on connâıt les positions des N − 1 premières surfaces libres, on
en déduit la N ème, par conséquent nc = N − 1. On note donc pour i = 1, ..., nc,

ςi =
Lh
2

+ Lv + wi (5.16)

et

ςN =
Lh
2

+ Lv −
N−1∑
i=1

wi (5.17)

Pour le système NS on a pour i = 1, . . . , N − 1

vi (σi) =
Av

At (σi)
ẇi

et

vN (σN) = − Av
At (σN)

N−1∑
i=1

ẇi

On écrit donc les matrices PhNS et PvNS utilisées en (5.8)

PhNS = ν

[
Inc
−11×nc

]
PvNS =

[
Inc
−11×nc

]
(5.18)

Énergie mécanique du système NS

En suivant la même démarche qu’au §5.2.2, on écrit l’énergie cinétique de notre
système sous la forme TNS = 1

2
q̇>P (Θ)>MNS (w)P (Θ) q̇ avec

MNS (w) ,

[
Ms 06×nc

0nc×6 0nc×nc

]
+

 mtI3 Mvω (w) Mvq (w)
M>

vω (w) Mω (w) Mωq (w)
M>

vq (w) M>
ωq (w) Mq (w)

 (5.19)
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Pour i = 1, ..., N on a

mt , ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

0

At (σi) dσi ∈ R

Mvω , −ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

0

At (σi)S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi = −M>

vω (w) ∈ R3×3

Mω , −ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

0

At (σi)S
2
(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi = M>

ω (w) ∈ R3×3

Mvq[:, j] , ρAvPhNS [:, j]
N∑
i=1

ˆ ςi

0

Rz (αi)
drb

dσ
(σi) dσi ∈ R3×1

Mωq[:, j] , ρAvPhNS [:, j]
N∑
i=1

ˆ ςi

0

S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) dσ ∈ R3×1

Mq , ρAv

P
>
hNS

Lh
2ν

(ν − 1) + ν−2P>hNS


ς1 0 · · · · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0 ςN

PhNS
 ∈ Rnc

avec Mvq ∈ R3×nc, Mωq ∈ R3×nc.
L’énergie potentielle du liquide dans la variante NS s’écrit

VNS = z>.

(
gρ

N∑
i=1

ˆ ςi

0

At (σ) (R (Θ) Rz (αi) rb (σ) + xe)dσ

)

= −gmtz − gρz>R (Θ)

[
ρ

N∑
i=1

ˆ ςi

0

At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

]
(5.20)

avec mt la masse totale de liquide dans les TLCDs.

Dynamique du système NS

En suivant la même démarche que pour le modèle NU, on observe que la dyna-
mique du système est régie par

MNS (q) q̈ + CNS (q, q̇) q̇ + kNS (q) = QNS (t, q, q̇, β) (5.21)
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Figure 5.4 – Illustration du TLMCD 3P

avec
MNS (q) , P (Θ)>MNS (w)P (Θ)

CNS , Ṗ>MNSP + P>
nc∑
i=1

ẇi
∂MNS

∂wi
P + P>MNSṖ −


03×6+nc

∂(P q̇)>
∂Θ

MNSP
1
2
q̇>P> ∂MNS

∂w1
P

...
1
2
q̇>P> ∂MNS

∂wnc
P



kNS , −g


mtz

−ρG>S
(
R>z

)∑N
i=1

´ ςi
0
At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

ρAvz
>R (Θ)

(
Rz (α1) rb (ς1)−Rz (αN) rb (ςN)

)
...

ρAvz
>R (Θ)

(
Rz (αnc) rb (ςnc)−Rz (αN) rb (ςN)

)


QNS (t, q, q̇, β) = P (Θ)>

[
Fhydro (t, β, qs, vs)
P>hNS (0)Fh (ẇ)

]

5.2.4 TLMCD en polygone à N éléments

Ce système d’amortissement est constitué de N tubes horizontaux, agencés de
manière à former un polygone régulier convexe, et de N colonnes verticales position-
nées à chaque sommet du polygone, on appellera ce système NP. À titre d’exemple,
le système 3P est illustré en Fig. 5.4. Pour ce système, l’abscisse curviligne de chaque
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élément, notée σi, varie entre −Lh
2

et ςi. La géométrie de notre système nous donne

xbt = − Lh
2 tan π

N
. Pour ce système d’amortissement on a, comme pour le NS, αi , 2π i−1

N
.

Nous avons 2N vitesses du liquide (une dans chaque colonne verticale et une dans
chaque tube horizontal), on peut aussi écrire N relations de conservation des débits
massiques (une à chaque sommet du polygone, comparable à la loi des nœuds en élec-
tricité). L’équation de conservation de la masse totale, notéemt , ρ

∑N
i=1

´ ςi
−Lh

2

At (σ) dσ,

est une conséquence des N relations locales de conservation des débits. On a donc
besoin de nc = 2N−N = N variables indépendantes pour décrire chaque vitesse. Par
conservation de la masse totale de fluide, on a N − 1 surfaces libres indépendantes, il
nous faut donc introduire une variable supplémentaire pour décrire complètement le
système.

On choisit arbitrairement wnc comme étant la “position” du fluide dans le tube
horizontal d’indice N . On notera que les équations (5.16) et (5.17) sont valables aussi
pour ce système.

Pour le système NP on a pour i = 1, . . . , N − 1 et σi >
Lh
2

(dans les tubes
verticaux)

vi (σi) = ẇi

vN (σN) = −
N−1∑
i=1

ẇi

les équations de conservation des débits à chaque sommet nous donnent, pour i =
1, . . . , N et Lh

2
≥ σi ≥ −Lh

2
(dans les tubes horizontaux)

vi (σi) = ν
i∑

j=1

ẇj + ẇnc

comme on a
∑N

i=1 ẇi = 0 on réécrit plus simplement

vN (σN) = ẇnc

On déduit des expressions de vi (σi) les matrices PhNP et PvNP

PhNP =


ν 0 · · · 0 1

ν
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0 1

ν · · · ν ν 1
0 · · · 0 0 1

 PvNP =

[
Inc−1 0nc−1×1

−11×nc−1 0

]
(5.22)
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Énergie mécanique du système NP

En suivant la même démarche qu’au §5.2.2, on écrit l’énergie cinétique de notre
système sous la forme TNP = 1

2
q̇>P (Θ)>MNP (w)P (Θ) q̇ avec

MNP (w) ,

[
Ms 06×nc

0nc×6 0nc×nc

]
+

 mtI3 Mvω (w) Mvq (w)
M>

vω (w) Mω (w) Mωq (w)
M>

vq (w) M>
ωq (w) Mq (w)

 (5.23)

Pour i = 1, ..., N on a

mt , ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

−Lh
2

At (σi) dσi ∈ R

Mvω , −ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

−Lh
2

At (σi)S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi = −M>

vω (w) ∈ R3×3

Mω , −ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

−Lh
2

At (σi)S
2
(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi = M>

ω (w) ∈ R3×3

Mvq[:, j] , ρAvPhNP [:, j]
N∑
i=1

ˆ Lh
2

−Lh
2

Rz (αi)
drb

dσ
(σi) dσi

+ ρAvPh2NP [:, j]
N∑
i=1

ˆ ςi

Lh
2

Rz (αi)
drb

dσ
(σi) dσi ∈ R3×1

Mωq[:, j] , ρAvPhNP [:, j]
N∑
i=1

ˆ Lh
2

−Lh
2

S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) dσ

+ ρAvPh2NP [:, j]
N∑
i=1

ˆ ςi

Lh
2

S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) dσ ∈ R3×1

Mq , ρAv


Lh
ν
P>hNPPhNP + ν−2P>h2NP


ς1 − Lh

2
0 · · · · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0 ςN − Lh
2

Ph2NP

 ∈ Rnc

avec Mvq ∈ R3×nc, Mωq ∈ R3×nc.
L’énergie potentielle du liquide dans les N tubes en U s’écrit
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VNP = z>.

(
gρ

N∑
i=1

ˆ ςi

−Lh
2

At (σ) (R (Θ) Rz (αi) rb (σ) + xe)dσ

)

= −gmtz − gρz>R (Θ)

[
ρ

N∑
i=1

ˆ ςi

−Lh
2

At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

]
(5.24)

avec mt la masse totale de liquide dans les TLCDs.

Dynamique du système NP

En suivant la même démarche que pour le modèle NU, on observe que la dyna-
mique du système est régie par

MNP (q) q̈ + CNP (q, q̇) q̇ + kNP (q) = Q (t, q, q̇, β) (5.25)

avec
MNP (q) , P (Θ)>MNP (w)P (Θ)

CNP , Ṗ>MNPP + P>
nc∑
i=1

ẇi
∂MNP

∂wi
P + P>MNP Ṗ −



03×6+nc

∂(P q̇)>
∂Θ

MNPP
1
2
q̇>P> ∂MNP

∂w1
P

...
1
2
q̇>P> ∂MNP

∂wnc−1
P

01×6+nc



kNP , −g



mtz

−ρG>S
(
R>z

)∑N
i=1

´ ςi
−Lh

2

At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

ρAvz
>R (Θ)

(
Rz (α1) rb (ς1)−Rz (αN) rb (ςN)

)
...

ρAvz
>R (Θ)

(
Rz (αN−1) rb (ςN−1)−Rz (αN) rb (ςN)

)
0


QNP (t, q, q̇, β) = P (Θ)>

[
Fhydro (t, β, qs, vs)
P>hNP (0)Fh (ẇ)

]

5.3 Performances passives

On étudie comment se comportent les solutions 2U, 3P et 3S pour différentes inci-
dences. Premièrement nous allons regarder comment évolue la dynamique du système
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linéarisé tangent quand on modifie l’orientation des vagues par rapport au TLMCD.
Dans un deuxième temps, nous étudierons la réponse du système passif, avec la dy-
namique complète, aux angles d’incidence de la houle.

5.3.1 Paramètres optimaux

Pour pouvoir comparer les systèmes d’amortissement entre eux, nous devons déter-
miner leurs paramètres de conception. Pour concevoir le système 2U, nous choisissons
arbitrairement de garder la même masse de liquide par tube en U que pour le cas
2D i.e. 2% de la masse du système à amortir. Nous avons décidé d’imposer que les
comparaisons soient réalisées pour des systèmes de coût équivalent

On lit dans (Yalla, 2001), que le prix d’un TLCD dépend de trois facteurs, l’espace
utilisé dans le flotteur, les coûts supplémentaires de construction, et le coût de l’acier
du TLCD en lui-même. Le coût de l’espace utilisé est nul pour notre étude puisque
l’espace à l’intérieur de la barge n’a pas de valeur marchande. Si nous avions considéré
l’amortissement d’un immeuble, alors ce coût aurait été celui de la place occupée
par le TLCD, qui ne peut donc plus être aménagée en appartement ou en bureau.
Si les colonnes dépassent du flotteur, il faudrait probablement ajouter des éléments
supplémentaires pour assurer la solidité des colonnes. C’est pour cela que la longueur
des colonnes verticales est calculée pour ne pas dépasser de la barge, par conséquent ce
coût aussi est nul. On voit donc que le prix du TLCD sera principalement décidé par
la quantité d’acier requise pour sa construction. En supposant une épaisseur d’acier
constante sur tout le TLCD, on constate que le coût du TLCD est proportionnel à la
surface des colonnes.

La solution la plus compacte est la 3S, pour la même quantité d’acier, elle peut
donc avoir une masse d’eau supérieure aux autres. Dans un cas réel de conception
d’un flotteur équipé d’un TLMCD à partir d’une “feuille blanche”, le calcul du coût
du TLMCD devient beaucoup moins simple. De nouvelles possibilités seraient envi-
sageables. Par exemple, on pourrait diminuer la quantité d’acier nécessaire en faisant
passer l’eau du TLMCD dans des poutres qui étaient déjà nécessaires à la structure
du flotteur.

Si chaque colonne est tubulaire, l’indice de prix i.e. la surface d’un TLCD est
approximativement

STLCD = Lh · 2
√
πAh + 2 · 2Lv · 2

√
πAv
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ν η Lh Av µ P.I.
1U (TLCD simple) 4.10 2.28 32.31 m 5.70 m² 2% 2.38

2U 4.03 2.21 32.32 m 5.66 m² 4.00% 2.43
3S 4.02 1.77 31.38 m 10.31 m² 5.40% 2.29
3P 7.04 2.34 27.57 m 7.88 m² 3.23% 2.43

Table 5.2 – Paramètres optimaux pour chaque solution

Pour les trois variantes retenues, on a

SNU = NSTLCD

SNS = N/2STLCD

SNP = N
(
Lh · 2

√
πAh + 2Lv · 2

√
πAv

)
Pour que nos variantes soient comparables, on choisit Av et Ah pour avoir SNU =

SNS = SNP . Lors de l’optimisation des paramètres du TLCD dans le plan, au §4.3.3,
nous avons tracé l’amplitude des oscillations du flotteur grâce à une linéarisation de la
force développée par la restriction, appliquer la même technique pour un système à N
restrictions est mathématiquement très compliqué. Dans la partie traitant du TLCD
“classique”, on devait résoudre l’équation 4.22, ce qui équivaut à trouver la racine
d’un polynôme de degré 4. Pour N restrictions, il faut donc résoudre un système de
N polynômes de degré 4. On a donc choisi de trouver l’amplitude maximale de la RAO
par simulation. Ces calculs étant numériquement lourds, on va essayer de limiter le
nombre de variables d’optimisation.

Au §4.3.3, on a pu constater que l’algorithme d’optimisation choisissait de maxi-
miser Lh afin d’utiliser tout l’espace disponible pour le système d’amortissement. On
va donc fixer ici Lh = Lhmaxi , on passe donc de 3 à 2 variables à optimiser, ce qui
nous permet de réduire significativement les temps de calcul.

Pour déterminer les meilleurs paramètres, on utilise la fonction fminsearch de
Matlab. Le critère de performance à minimiser est le même qu’au §4.3.3

P.I. = max
T∈[3;30]

(|ϕ|) (5.26)

Cet indice de performance fait que le TLMCD est réglé pour amortir la période
propre en roulis de notre système. Pour une implantation du système sur un site
donné, il faudrait probablement adapter l’indice de performance pour obtenir un
réglage spécifique à ce site.

En Table 5.2 on a regroupé l’ensemble des paramètres optimaux pour chaque
système.
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Pour ces systèmes, on a S = 608 m2, en supposant qu’on ait une épaisseur d’acier
de 15 mm 1, et en reprenant le coût de l’acier donné au §2.3.1, on obtient un coût
approximatif du système d’amortissement de 365 k€ soit environ 4% du coût total
de l’éolienne flottante ou 8% du coût de la barge.

On voit que la meilleure performance est obtenue par le système 3S. Ce résultat
est assez intuitif puisque le 3S étant le système le plus compact (trois demi-TLCD)
il est celui dans lequel on peut mettre la plus grande masse. Un autre résultat de ce
tableau est intéressant à souligner, c’est le rapport des sections du 3P qui est bien plus
grand que celui des autres solutions. Ce résultat indique que le 3P a naturellement
une période de résonance bien plus petite que les autres. Cette particularité peut lui
permettre d’être une solution mieux adaptée à des flotteurs qui ont une période de
résonance plus basse que la barge que l’on considère ici.

5.3.2 Étude du modèle linéarisé

Comme la plate-forme est un solide de révolution, tourner la houle d’un angle β
est mathématiquement équivalent à tourner le TLMCD dans la barge d’un angle −β.
Pour cette sous-section uniquement, on modifie donc Rz (αi) la matrice qui définit
l’orientation des tubes par rapport à Rb pour la faire devenir

Rz (αi) (β) = Rz (−β)Rz (αi)

En suivant la même démarche qu’au §5.2, nous obtenons des modèles dépendant
directement de β.

Nous linéarisons la dynamique du système 2U (qui dépend donc de β) autour
de q = q̇ = 08×1, les matrices de masse, de frottement et de raideur linéarisées
sont notées respectivement M̃ (β), C̃ (β) et K̃ (β). Étant donné que l’approximation
Linéaire Temps Invariant (LTI) supprime la force développée par la restriction, nous
décidons de remplacer FhNU par un coefficient de frottement linéaire c, qu’on inclut
dans C̃ (β).

On va maintenant montrer mathématiquement que la dynamique de l’approxima-
tion LTI du système 2U est indépendante de β.

On a tracé le root-locus de chaque système d’amortissement en Fig. 5.5 pour β
allant de 0 à π

2
.

On voit que les racines du système linéarisé tangent sont indépendantes de l’angle
d’incidence de la houle, sauf pour le TLCD classique (1U).

La dynamique du système 2U linéarisé est

M̃ (β) q̈ + C̃ (β) q̇ + K̃ (β) q =

[
F (t)
02×1

]
(5.27)

1. Yann Poirette et Timothée Perdrizet, Direction Mécanique Appliquée
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Figure 5.5 – Root-locus des systèmes 1U, 2U, 3S, et 3P pour des incidences de houle
allant de 0° à 180°
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où

M̃ (β) =

[
Ms 06×2

02×6 02×2

]
+

 mDI3 −Mvω Mvq (β)
Mvω Mω Mωq (β)

M>
vq (β) M>

ωq (β) Mq


C̃ (β) =

[
06×6 06×2

02×6 cI2

]

K̃ (β) =

[
Ks 06×2

02×6 02×2

]
+

 03×3 03×3 03×2

03×3 Kω Kωq (β)
02×3 K>ωq (β) Kq


avec

Mvq (β) = µhνLh

 sin β cos β
− cos β sin β

0 0


Mωq (β) = µhνLh(Lv + e)

 cos β − sin β
sin β cos β

0 0


Mq = I2ρAv (Lh ν + 2Lv)

Kωq (β) = µhνgLh

 cos β − sin β
sin β cos β

0 0


Kq = 2I2ρAvg

Nous introduisons le changement de variable

q = P̃ (β) y

avec

P̃ (β) =

 I6 06×1 06×1

01×6 cos β sin β
01×6 − sin β cos β


qui vérifie P̃> (β) = P̃−1 (β). En multipliant (5.27) à gauche par P̃> (β) elle devient

P̃> (β) M̃ (β) P̃ (β) ÿ+P̃> (β) C̃ (β) P̃ (β) ẏ+P̃> (β) K̃ (β) P̃ (β) y = P̃> (β)

[
F (t)
02×1

]
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où

P̃> (β) M̃ (β) P̃ (β)

=



mDI3 −Mvω µhνLh

 sin β cos β
− cos β sin β

0 0

[ cos β sin β
− sin β cos β

]

∗ Mω µhνLh(Lv + e)

 cos β − sin β
sin β cos β

0 0

[ cos β sin β
− sin β cos β

]
∗ ∗

[
cos β − sin β
sin β cos β

]
ρAv (Lh ν + 2Lv) I2

[
cos β sin β
− sin β cos β

]


=M̃ (0)

P̃> (β) K̃ (β) P̃ (β)

=


03×3 03×3 03×2

∗ Kω µhνgLh

 cos β − sin β
sin β cos β

0 0

[ cos β sin β
− sin β cos β

]
∗ ∗ 2ρAvg

[
cos β − sin β
sin β cos β

]
I2

[
cos β sin β
− sin β cos β

]


=K̃ (0)

P̃> (β) C̃ (β) P̃ (β) =

 06×6 06×2

02×6 c

[
cos β − sin β
sin β cos β

]
I2

[
cos β sin β
− sin β cos β

]  = C̃

P̃> (β)

[
F (t)
02×1

]
=

[
F (t)
02×1

]
Pour résumer, le système 2U LTI dont la dynamique est

M̃ (β) q̈ + C̃ (β) q̇ + K̃ (β) q =

[
F (t)
02×1

]
est identique au système

M̃ (0) ÿ + C̃ (0) ẏ + K̃ (0) y =

[
F (t)
02×1

]
au sens où les solutions de ces 2 systèmes, pour des conditions initiales compatibles,
satisfont

q = P̃ (β) y
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En utilisant une approche similaire, on obtient les mêmes résultats pour les sys-
tèmes 3P et 3S. Comme notre flotteur est un solide de révolution, on sait déjà que
son comportement est le même, peu importe d’où vient la houle. Maintenant on sait
que peu importe l’orientation de la houle par rapport aux TLMCD ou au flotteur,
la dynamique de notre système (avec TLMCD) linéarisé temps invariant autour de
q = q̇ = 06+nc reste la même. Cependant nous verrons au §5.3.4 que la dynamique de
nos systèmes passifs non-linéaires dépend de β.

On rappelle qu’à partir de maintenant seule Fhydro dépend de β.

5.3.3 Préalables

Verrouillage de la dynamique du lacet

Avant de présenter les RAO pour différents angles d’incidence de vagues, nous
allons voir la dernière hypothèse que nous devons formuler pour que toutes ces RAO
soient comparables.

Sans système d’ancrage, on observe une dérive en lacet bien qu’il n’y ait aucune
force qui s’exerce sur ce degré de liberté. Pour comprendre ce phénomène, il faut
s’intéresser à l’obtention de la dérivée de ψ. Cette dérivée découle de la formule
Θ̇ = G−1 (Θ)ωb, i.e. même si l’on a ψ = 0 et ωb =

[
ωb1, ω

b
2, 0
]
, on peut parfaitement

obtenir ψ̇ 6= 0. Dans la littérature cette propriété liée aux angles d’Euler est connue
sous le nom de “coning” (Radix et de Cremiers, 1991; Titterton et Weston, 2004).
Pour que les RAO soient comparables, nous ajoutons une très grande raideur à Ks

pour littéralement bloquer le lacet. Dans toutes les simulations, les surfaces libres du
TLMCD sont restées dans les colonnes verticales.

Définition des repères des résultats

Nous allons changer l’incidence de la houle, cela implique de changer les variables
des résultats. On définit ϕr et θr, les oscillations de l’éolienne flottante dans le sens de
la houle et perpendiculairement à la houle, respectivement. On cherche leur expression
en fonction de ϕ, θ et ψ.

Nous devons donc introduire Rer et Rbr les repères des résultats. Ils sont liés entre
eux par R (Θr) telle que ∀r ∈ R3, rer = R (Θr) rbr et avec Θr , [ϕr, θr, ψr]

>. Ces
repères sont liés à Re et Rb par une rotation d’angle β autour de z, de manière à ce
que ∀r ∈ R3,

re = Rz (β) rer

et
rb = Rz (β) rbr

105



On obtient donc

rer = R>z (β) re = R>z (β)R (Θ) rb = R>z (β)R (Θ)Rz (β) rbr

c’est-à-dire
R (Θr) = R>z (β)R (Θ)Rz (β) (5.28)

la résolution de cette équation nous permet d’exprimer Θr en fonction de Θ. Dans la
suite de ce document, toutes les RAO en roulis (resp. en tangage) seront les RAO de
ϕr (resp. de θr).

5.3.4 RAO passives

On présente ici les RAO du flotteur amorti par les systèmes 2U, 3S et 3P pour
différents angles d’incidence.

On observe que les courbes extrêmes sont 0° et 45° pour le système 2U, et, 0° et
30° pour 3S et 3P, ceci est dû à la symétrie des systèmes.

En Fig. 5.6 on voit que la dynamique des systèmes d’amortissement n’est pas
indépendante de l’orientation de la houle, contrairement à ce qu’on a vu en 5.3.2.

On observe que les systèmes 3S et 3P sont plus robustes au changement d’incidence
que le 2U. On voit aussi que chaque système d’amortissement induit du tangage
parasite, encore une fois le 2U en crée bien plus que les TLMCD.

Bien que les écarts soient plutôt faibles, on voit que le système 3S est le plus
robuste à l’angle d’incidence de la houle, il crée aussi moins de tangage parasite, et
sa performance d’amortissement est meilleure pour un coût identique.

En Annexe C.1, on montre que si on remplace Fh par la version linéaire définie
au §5.3.2, le système est beaucoup plus robuste à l’incidence de la houle. On en
déduit que le manque de robustesse à l’incidence est liée de manière prépondérante
à la non-linéarité de la force exercée par la restriction sur le liquide du TLMCD. La
commande LQR saturée est non-linéaire par nature, il faudra donc être très attentifs
à son comportement face au différentes incidences de la houle.

5.4 Performances du contrôle semi-actif

5.4.1 Synthèse du contrôle LQR saturé

Pour les systèmes 2U, 3S, 3P, nous avons linéarisé les systèmes en suivant la même
démarche qu’au §4.3.2. Nous avons bloqué toutes les translations ainsi que le lacet, la
barge peut se mouvoir en roulis et en tangage, les colonnes d’eau sont elles aussi libres
de leur mouvement. Le modèle réduit dépend de β l’angle d’incidence de la houle, au
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Figure 5.6 – RAO des TLMCD passifs sur le modèle complet pour différents angles
d’incidence en houle monochromatique d’amplitude 3 m
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même titre que le modèle complet, c’est-à-dire uniquement par F la force d’excitation
de la houle. Sa dynamique s’écrit

Ẋ = AX + BFh (ẇ, η) + EF (β, t) (5.29)

avec

X =


ϕ
θ
w
ϕ̇

θ̇
ẇ

 A =

[
02+nc I2+nc

−M−1K −M−1C

]

E =

 02+nc

M−1

[
I2

0nc×2

]  B =

 02+nc

M−1

[
02×nc
P>hN

] 
Le système 2U est facile à régler puisque les meilleures matrices de pondérations

Q et R sont les mêmes que celles déterminées par essais successifs au §4.5.1. Nous
aborderons la pondération des systèmes 3S et 3P plus précisément au §5.4.2.

5.4.2 Robustesse à l’incidence de la houle

Comme pour l’étude des TLMCD passifs, nous allons nous intéresser à la robus-
tesse à l’incidence de la houle sur notre système en boucle fermée.

Prise en compte des symétries des systèmes 3S et 3P

Nos TLMCD 3S et 3P sont conçus pour être invariants par rotation de 120° autour
de la droite définie par CdG et zb. Nous allons voir si cette propriété se vérifie sur le
modèle réduit en boucle ouverte, puis bouclés par le LQR non-saturé.

Lorsqu’on tourne Rb et Re de 120° les conséquences sur X sont les suivantes :
il faut exprimer la matrice de rotation entre ces deux nouveaux repères en fonction

de
[
ϕ θ

]>
et il faut faire une permutation circulaire des vitesses de l’eau dans les

colonnes verticales et les tubes horizontaux. On appellera ce nouveau vecteur X120

et on définit P120 telle que X120 = P120X. De la même manière, on fait permuter les
composantes de Fh grâce à la matrice PF . L’écriture de P120 et de PF est détaillée
en Annexe B.1. On vérifie (par exemple avec le logiciel de calcul formel Maple) la
propriété suivante
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Proposition 3. Les matrices A et B du modèle réduit des systèmes 3S et 3P (5.29)
vérifient

A = P−1
120AP120 (5.30)

B = P−1
120BPF (5.31)

Proposition 4. Pour que les matrices Q et R de pondération du LQR vérifient

Q = P>120QP120 (5.32)

R = P>F RPF (5.33)

on peut choisir

Q =


q1I2 02 02 02

02 q2P
>
h3S
Ph3S 02 02

02 02 q3I2 02

02 02 02 q4P
>
h3S
Ph3S


pour le système 3S, et

Q =


q1I2 02 02 02

02 q2P
>
v3P
Pv3P + q3P

>
h3P
Ph3P 02 02

02 02 q4I2 02

02 02 02 q5P
>
v3P
Pv3P + q6P

>
h3P
Ph3P


pour le système 3P, avec q1 à q6 des constantes positives ou nulles et Pv3P et Ph3P
définies en (5.22).

On peut aussi choisir R = r1I3 avec r1 > 0.

Démonstration. Voir Annexe B.2

On appellera“CARE”l’équation algébrique de Riccati en temps continu, elle s’écrit
classiquement

A>χ+ χA− χBR−1B>χ+Q = 0

avec χ = χ> l’inconnue.

Proposition 5. Si on vérifie (5.30-5.33) et que χ est l’unique solution stabilisante
de CARE en temps continu, alors on a A − BK = P−1

120 (A− BK)P120, avec K ,
R−1B>χ, c’est-à-dire que la dynamique du système bouclé est invariant par rotation
de 120 degrés, comme c’est le cas pour le système en boucle ouverte.

Démonstration. Voir Annexe B.3
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Vérification par simulation

On a vérifié en Annexe C.2 que nos systèmes bouclés par un LQR non saturé et
excités par une houle monochromatique de faible amplitude (0.1 m) sont complète-
ment insensibles au changement d’incidence de la houle. On notera que ni les matrices
A, B, Q, R ni le vecteur K ne dépendent de β.

5.4.3 Résultats

Nous avons tracé en Fig. (5.7) les performances que fournissent les systèmes 2U,
3S et 3P soumis à une houle monochromatique pour différentes incidences de houle.

On constate que les TLMCD bouclés par le contrôle LQR saturé sont quasiment
insensibles à l’incidence de la houle. En ce qui concerne les performances d’amortis-
sement en roulis proposées par chaque système, les RAO sont de forme similaire et
celle du 3S est plutôt meilleure que celles des systèmes 3P et 2U.

Les performances de ces systèmes soumis à des houles polychromatiques pour
différentes incidences sont tracées en Annexe C.3 ces RAO généralisées confirment
que les systèmes considérés sont très peu dépendants de l’incidence de la houle.

On considère donc le problème de l’incidence de la houle résolu par cette com-
mande.

5.5 Tests de robustesse

Comme dans le Chapitre 4 nous vérifions numériquement que certaines des hypo-
thèses qu’on a faites pour simplifier notre problème n’impactent pas dramatiquement
les performances de nos système d’amortissement. Le détail des méthodes utilisées
ainsi que les résultats obtenus sont présentés en Annexe D. Les hypothèses traitées
dans cette Annexe sont les suivantes : §D.1) la valeur minimale de la perte de charge
est η = 0, §D.2) l’éolienne flottante oscille autour de l’axe vertical, §D.3) l’éolienne est
rigide. Les simulations entreprises ici mènent à des résultats similaires à ceux obtenus
en Section 4.6, il y a cependant un résultat notable : quand on rend le mât flexible,
le système 3P est le seul en mesure d’empêcher la résonance de la nacelle au bout du
mât de l’éolienne.
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Figure 5.7 – RAO sur le modèle complet de nos TLMCD 2U, 3S et 3P en LQR saturé
pour différents angles d’incidence pour une houle monochromatique d’amplitude 3 m
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