Elimination des degreés de liberté
fantomes

7 A theory with mathematical beauty is more likely to be correct than an ugly one that
fits some experimental data”
Paul Dirac

4.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre précédent que la géométrie de Riemann-Cartan est le
cadre géométrique des théories de jauge de Poincaré locales, dont les transformations
de Lorentz générent la courbure de ’espace-temps et les translations donne lieu & une
torsion. Le lagrangien qui décrit ces théories de jauge est quadratique. La théorie est
donc susceptible d’avoir des degres de liberté fantomes (ghosts). L’objectif de ce chapitre
est d’étudier 'existence des ghosts dans le secteur vectoriel est comment les éliminer.

En premier lieu, nous faisons une décomposition irréductible pour le tenseur de tor-
sion et de contorstion pour pouvoir séparé le secteur vectoriel. Ensuite, nous analysons
I’existence des ghosts.

4.2 Torsion et Contorsion

Dans le cas général, la connexion I'* . n’est pas symétrique. Elle contient donc une
partie antisymétrique qui représente le champ de torsion. Le tenseur de torsion Q" 3 est
défini par [41]

I op =T gy = 2Q" 5. (4.1)
Il est clair que

Q" ap = —Q" a-
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4.2.1 Connexions

Dans cette partie, nous voulons exprimer les connexions (supposées métriques) en
fonction des symboles de Christofell et des composantes du tenseur de torsion en utilisant
la condition de la compatibilité métrique

vag,uzl = 0. (42)
Comme
vaguu = 8o<g,uu - FA pwa9rv — FA va9u (43)
nous obtenons
aaguu - FA padrw — F)\ vagux = 0. (44)

Maintenant, nous décomposons I'* uo €N deux parties symétrique et antisymeétrique
A A A
I e =T o) + T (4.5)
ou I (ua) €8t la partie symétrique
A A
I o) =17 (o)
et I [ua) €st la partie antisymétrique
A A A
r [pa] = -I [ap] = Q e (46)
Dans ce cas nous pouvons écrire la relation (4.4) comme suit
Babpr — (T (ua) + T a9 — (0 way + T pap)gun = 0.
Il vient alors
" (uo) v + I (va)Jur = aagw/ - Q/\ padiv — Q)\ vadu- (4'7)
En introduisant le tenseur G, qui est défini par
Gaw/ = aag,ul/ - Quua - Q,uzza

et
A
I )9 = T jpa

nous obtenons

le/ua + F,u/ua = Gaw/ (48)

F,u/oa/ + Fa//,w = Gyau (49)
et

Fa/yu + Fy/ozp, = G,u,l/a- (410)
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A partir de (4.8) + (4.10) — (4.9) nous trouvons
21—‘1//,ua - Gauu + G,ul/a - Guau

il vient

(GV/L/\ + G/,l,)\l/ - G/\Vu)

o 1
g)\ar (pv) — 5

nous obtenons le resultat
« 1 aA
I (wv) — 59 (Guu/\ + Guz\l/ - G)\Vu) )

d’une autre part

Guux = 0u9u) — Qo — Quaw

Grop = 0Gop — Quor — Quur
et

G,u)\u = Ougrv — quy - Q/\V,u
en faisant (4.12) + (4.14) — (4.13) ce qui nous donne

Gu,u)\ + G,u)\u - G)\zxu = &jgu)\ + a,ug/\u - a)\gu,u - Q)\;w
_Qu)\u - QV)\,u - Q}\V}L + Q;U/)\ + Quu)\
compte tenu du fait que
Q,uu)\ = _Q,u)\u

alors
Gy/v\ + G,u)\u - G/\yu = OvGu + a,ugAV - a)\gl/,u + 2Q/w)\ + ZQVpL)\

nous remplacons ce dernier resultat dans la relation (4.11)

1 1
r (wv) — §ga)\ (8Vgu)\ + aug)\u - 0>\guu) + igo»\ (QQ;U/)\ + QQV,U)\)

(4.15)

(4.16)

nous avons précédemment la relation (4.5), et d’apres les relations (4.6) et (4.16) , il vient

alors

a 1 o 1 e a
' = 59 A (ang + g — aAgvu) + 59 A (2QWA + 2QVW\) + Q% s

2

finalement, nous écrivons

FOCMV = FQMV+QMUOC+QVMQ+QOCMV
r o Fa ;Lu+Ta iz

avec
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r uw est le symbole de Christoffel qui est symétrique, ou

=0

1 (e}
™, = 59 Y (Ogun + 0pgrw — Orgun) (4.19)
T ,, est le tenseur de contorsion

T 0 =Qu “+ Quy “ + Q% L. (4.20)

4.2.2 Décomposition du tenseur de torsion Q"”

Puisque les tenseurs fondamentaux en Uy ont un grand nombre de composantes in-
dépendantes (24 pour la torsion et 36 pour la courbure) et il est pratique de décomposer
ces objets géométriques en pieces irréductibles Lg (ot Lg = SO (3,1) est le groupe de
lorentz).

En premier lieu, nous devons décomposer le tenseur de torsion et pour cela nous
écrivons (), comme suit

Q)\,uu = Q)\;w + alguVQ)\ + a2g,u)\QV + CLSQV/\QM + blg)\,uupép (421)

ol

Q. = Q" ,a est la trace de tenseur du torsion

Q" est la partie axiale de torsion avec () = QP

a v €st la composante du tenseur de torsion qui satisfait ; e = 0et 56’\‘“’q,\u,, =0.

Nous savons que Qe = —Q vy, alors si nous changeons p «+— v dans la relation
(4.21)

Q)\u,u = QOup + alguuQ)\ + a2gzx)\Q,u + a3g,u)\Q1/ + blg)\yupr
= _Q/\,uz/

ce qui implique

= 2019, Qx + (a2 + a3) g Qy + (az + a3) gAQu =0

il vient donc
a; =0 (4.22)

as+ a3 =0=ay = —as (423)

nous avons aussi

Qu = gAVQA/w = gAVCD\/w + algkyg;w@)\ + a2g)\l/gu>\@u
+a3.g>\ygu)\Qu + blgkygkuupr
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donc

Qu = alQu + a’2Qu + 4a3Qu (424)
comme a; = 0 il vient
(05} + 4@3 =1 (425)
avec g = —a3 —
1 1
as = —, Qg = ——.
3 37 2 3

Cherchons maintenant la valeur de by,en utilisant les propriétés du tenseur de Levi-Cevita
représentées dans (A.6), nous obtenons

QB = EBAMVQ/\;U/ = 56>\qu>\w/ + alg,ulfgﬁ)\qu)\ + a?yuka’fﬁ)\iju
+a39m€ﬁ/\“yQu + blfﬂ/\'uyg)\uupr
ce qui implique B B
Q" = 6b165Q",
il vient
1

bl:é

en remplacant a;(i = 1,3) et by par ses valeurs dans la relation (4.21), nous obtenons

1 1 1 ~
Q/\;w = Q)\;w + gguAQu - ggu)\@u + ggz\pprp' (426)

La décomposition du tenseur de torsion en trois parties irréductibles Lg se lit comme
suit

2 1 ~
Q/\,uy = qAMV + 55[);@#] + EEAMVpr~ (427)

En tenant en compte de l'isotropie et de 'homogénéité de 'univers qui impliquent
Oy = 0, la décomposition du tenseur de torsion finale est

1 1 1 ~
Qrw = gguAQu - ggu,\Qu + EEA,uz/pr- (4.28)

4.3 Tenseurs de Riemann, Ricci et le scalaire de Ricci

4.3.1 Commutateur de deux dérivées covariantes

La dérivée covariante d’un vecteur est donnée par

V, V=T, =V ,+T* V° (4.29)
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nous avons le commutateur de deux dérivées covariantes
[V/m V|V = Vi (Vo V) =V, (V,V)

nous écrivons

[V,,, VV] Ve = VuTa v — V, T )

la dérivée covariante d’un tenseur de type (1)
VMTQ v = T vip — T N +1I* O';LTU v e VuTa o

nous obtenons donc

v.,v, ve=1%,, -T% ,,+1%,,1° ,-1,1° ,+17 ,T%, -1 ,,T,

avec
T, =V* , +I*,V", =V ,+T%,,, V +T* V7,

et
s wy — (Va T e puvp),l/ =V v T e puvvvp + 1 puvp N2

dans ce cas nous remplagons ces derniéres dérivées dans la relation (4.32)

Vu, VIV = I 0 =T pup + 19 5,17 o =T 5,17 | V7
+<FU pv T 7 Vu)(va 0 + I pavp>

il vient

[vua vl/] va = Ra pp,yvp + 2QU lu/(va ,0 + Fa po’Vp)

finalement, nous obtenons
V.,V ]V =R* VP +2Q° ,,V,V*,

ou
« N plet _ T« a o _ T« o
R p =T ooy =T oy + 1% 6,17 5 =T 6,17

et
re v e vp — 2QU uv

(4.30)

(4.31)

. (4.32)

(4.33)

R* ,,., est le tenseur de Riemann (de la courbure) et Q7 ,,, est le tenseur de torsion, dans

ce cas la géométrie est dit la géométrie de Riemann-Cartan Uj,.

4.3.2 Décomposition du tenseur de Riemann R“ g,

Le tenseur de Riemann est défini comme

R Buv — Iy By, re Buy T Iy qup By — e pVFp Bu
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nous remplacons les connexions I'* 3, par la relation (4.18)

R g = (T 5+ T%5) ,— (T g+ T 5)

sH g

(T 4T ) T 5 +T° 6) = (T 0+ T ,) (T7 50 +T7 5,)
il vient

= = = —=p =o' ==p
R* Buv = I Br,p — r Buw T r qu Bv — r qu Bu T A Br,p — A Buw T ™ pqu Bv

a B TP a ¢ P «a
-T vap Bu t I pqu sy + r ﬁl/T P I vap B — r BuT pv

nous ajoutons et nous soustrayons le terme I v L g, dans cette derniere expression et
en tenant en compte les relations (A.1), (A.2) et (A.3) et que T ,, est symétrique nous
obtenons

« D « Rl TP o P o
R Buv = R Buv t T Bru T I pqu Bv — r B#T pv I WT Bp
o e P o Rl « « o
_(T Buw T r pVTp Br — r ﬂvT P r VuT ﬁp) +T pqu Br — T pVTp B

finalement, le tenseur de Riemann en fonction du tenseur de contorsion est
R* Bpy = R Buv T vuTa By — vaa Bu T ™ pqu By — T pVTp B (4-35)

notons que R g est le tenseur de Riemann (ordinaire) en absence du torsion.
Ici, nous devons exprimer R* g, en fonction de tenseur du torsion Q ,,, nous savons
que
T 6V:Qa Bu—i—Qﬁua_’_Quﬂ oz7

la relation (4.35) devient

R gy = R 50+ VYV, (Q s+ Qav *+ Qus *) = Vi (Q% sy + Qs * + Qus *)
+ (Qa I + QP# “+ Q#p a) (Qp pr Qﬁu P+ Quﬂ p)
—(Q% p + Qp “+ Qup ) (Q 5+ Qs+ Qus *) (4.36)

qui est le tenseur de Riemann en fonction du torsion, nous devons maintenant décomposer
aussi les tenseurs de torsion en des termes irréductibles ;

Raﬁ,uz/ = Eaﬁ,uu + v,u (Qaﬁu + Qﬁya + Quﬁa) - v1/ (Qa,ﬁ,u + Qﬁua + Q,uﬂa)
+ (Qapu + qua + Q,upa) (Qp Bv + Qﬁl/ P+ QV,B p)
- (Qa pv + qu ¢ + Qup a) (Qp B + Q,B,u P+ Quﬁ p) (437)

nous avons 9

2 1 ~
Qaﬁu + Qﬁua + Quﬁa = ggal/Qﬁ - gguﬂQa + 65a6u7Q77
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donc la relation (4.37) devient

_ — (2 2 1 ~
Raﬁm/ - Raﬁ,uzz + v,u (ggauQﬂ - gguﬁ’@a + 65a6y7Q7>

= (2 2 1 ~
-V, (ggayQB - §gM6Qa + gé‘aﬁp'y@v)

2 2 1 ~ 2 2 1 ~.
+ (gga,qu - gguan + égapu'yQ’y) (55,6@6 - gguﬁQp + 659 61/0Q )

2 2 1 <\ (2 2 1 ~
- (ggaqu - gguan + 6&1/}1}7@7) <§5ZQ5 - gg,uﬁQp + 65'0 BMUQ )

nous simplifions, nous trouvons

Ropu = Raﬁuv + évu (5045”7@0 - évv <5aﬁm@7> + ggavquﬁ

3
2 — P/ — /A 4
_gga#quﬂ + gguﬂvaa - ggVvaQa + §ga#QvQﬂ

4 4 4 4
__gaVQuQﬁ + 591/,6’@#@01 - §guBQaQV - §gaugVBQpr

9

4 2 ~ 2 ~
+§gauguﬁQpQ + §€au,u7QﬁQ + 56116[},0'Q04Q

1 ~ 1 ~ 1 ~
+§gau5p BVUQ Qp - §ga1/5p ,BMO'QPQ + §g,u,ﬁgapz/'yQ’YQp

1 - 1 .
_§9VB5aple7Qp + 36 (Capur” pro — EapmE” puo) Q°Q" (4.38)

nous devons simplifier le dernier terme, donc nous calculons le produit €,,,,€” guo

P _ PETA __ PETA
Eapuny€ Bro = YBeGunGorEapun€ = —9BeGvn o€ paun€

= +6gﬁagmrgo)\5([€a525$] (439)
nous avons la propriété

1
5 (Tabc - Tbac + Tbca - cha + Tcab - Tacb) (440)

a partir de (4.40) la relation (4.39) devient

T[abc] =

G076 — 556762 + 667N
P — au% nay 1%
Eapun€ Bro 9BeGvnGor ( —(525253 + 52525,}; _ 526262
Eapmr€’ Bvo = YpaGuudoy — 9pufvadoy + 9sudiyJoa

—98v9vuYoa + 96v9Gva9on — 9paGvydopu

50



de méme

EapnE’ pue = YpaGvudoy — 9pv9ualor + 9sv9unJoa
—98v9vuYoa + 98v9ua9orv — 9BaY9uyYov

donc nous écrivons

1

~ 1
% <€apu'y€p Brvo — Eoz,ol/'ygp ,Buo') Q Q’Y = gﬁl/gan’yQ -

1
36 gﬁugan'yQ

36
gﬁuQuQa - g,@uQuQa

+31 005G — 5500 @s@s (141)

en remplagant (4.41) dans (4.38) nous obtenons le résultat final de la décomposition du
tenseur de Riemann

_ 1— ~ 1— ~ 2 =
Raﬂuu - Raﬁuy + évu <5a6u7Qw> - _VV (5046“7@"() + ggauquﬁ

2 2 2 4
3gau VQ,B + 3g,uﬁvu@oz - gvﬁqua + gauQuQB

__gauQuQB + §guﬁQuQa - guﬁQaQV - gaugl/,BQ Qp

9
4 2 L2 .
+_gauguﬁQpQ + _5az//ryQ,BQ + _5y6,quaQ

9 9 9

1 1 1 p
+99au5 ,BVUQ Qp gowg BanpQ + g,u,é’gapu'yQ Q

1 1 1
_§guﬂgapwapr + 3696ugan'yQ 36gﬁugan'yQ

gﬂu@ Qa - gﬁuQuQa ganﬁQu ganBQu (4-42)
4.3.3 Décomposition du tenseur de Ricci Rp,

A partir du tenseur de Riemann R* g, (4.35) nous pouvons conclure la formule du
tenseur de Ricci R, en fonction de contorsion

R,BV = R" Bav — ﬁa Baw + vaT'Ot By — vVTU Ba +T* pan Bv — T pqu Ba

alors B - -
Rg, = Rg, + VT g, =V, T% go + T 017 5, =T )17 ga, (4.43)

dans ce cas Rpg, est le tenseur de Ricci en absence du torsion.
De méme, & partir de la relation (4.36) nous obtenons le tenseur de Ricci en fonction
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de torsion

Rﬂy — RBV + va(Qﬁy o + Qyﬁ @ + ro ﬁy) - ZVVQﬁ
+2Qp (QBV p + QI/B p + Qp Bz/)
+2Q% pQpa © + QuapQp “* (4.44)

il reste de trouver la formule du tenseur de Ricci en fonction des termes irréductibles,
compte tenu de la ralation (4.42) x ¢g"* nous obtenons

— 2 = 4_ 1— ~
= — — o - « p
RBV RBV gguﬂan SVZ/Q,G + 6va (5 BVpQ )
8 8 1 ~ ~ 1 ~ ~
— _ — P _ P _
+9QVQ5 gguﬁQpQ + 18951/@/)@ 18@5@1/ (445)
et
B _ PP 2 VBT HA ‘_l—l' 8 1— My Ao
R R = 2¢7VQ* = SV'Q" + -V, (5 Q )
8 8 1 ~ ~ 1 ~,~
“nvnB 2 vB o v o _ B 1/' 44
FQ'Q7 = £97Q,Q7 + 50700 — 0°Q (4.46)

4.3.4 Décomposition du scalaire de Ricci R

De méme, le scalaire de Ricci R est donné par
R= gﬁuRﬁV = gﬁyﬁ,ﬁl/ + gﬁyvaTa Bv — gﬁuvuTa Ba + gﬁuTa pan Bv — gﬁVTa pqu Ba

R=R+ V1% 5 -N3T ,+T* 7" , - T ,,T"
avec R = gﬁ”ﬁgy

R=R+ V(T ,—-T" )+ T ,,7%" ,-T" ,,T" , (4.47)

R représente le scalaire de Ricci en absence du torsion.
Nous trouvons la formule du scalaire de Ricci en fonction du torsion a partir du (4.44)

R=1R—4V,Q" —4Q,Q" + 2Q,,Q""" + Q""Q - (4.48)

Afin de trouver la formule du scalaire de Ricci en fonction des termes irréductibles,
nous utilisons la relation (4.45)

R=R—4V,Q* — ngQp + %éjﬁéjﬁ . (4.49)

52



4.4 Décomposition des termes quadratiques en )“ 3,

4.4.1 Deécomposition de @, ,Q""”

Nous calculons le produit
uvp 1 1 1 2k Q" grQr 1 vy
Q/pr = _gPMQV - _guqu + _EuupﬁQ X Q Q + 5 Q
3 3 6

= Z_JLQVQV - lQpr + ig va@'y@u - _Qpr + _Qpr - 1_851/ Vp’yé'yQp

]' 14 v
1_85p Vp,BQﬁQ 5 VpﬁQpQB 5u pgé?“ mQ QB

Comme
gaﬁeaﬁw =0, e’ = —6(5}

nous obtenons

Qi@ = 2Q,Q" ~ Qs (4.50)

4.4.2 Décomposition de @),,,Q"""

Nous calculons aussi

1 1 1 ~ 1 ~
Quup@ypu = ggPMQV - ggu,qu + éguupﬂQB] X |: MVQp pru + 65VPM7Q7
1 1 1 ~
= —QpQ” — —QVQ” + —8” " QWQV - —QpQ” + _Qpr
1 — ¢ pu’yQ Q, + g Qﬁ@ﬁ 5 Qﬁ@u
18 I vp vpB % 5
1
+366MV0/36VM”Q QB
Qun @ = —2Q,Q7 — 23,0° (4.51)
Hp 3¢F 6" '

alors

(24— B +3C)Q,Q" —é (A+B)0,0°. (4.52)

Wl

AQ @™+ BQuw,yQ"" +CQ Q" =
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4.5 Deécomposition des termes quadratiques en 1,3,

4.5.1 Décomposition de RQBWRO‘BW

Nous avons le produit

R, By Ry

Roguw + %vu (504@7@ )

V (5045#7@ > 39&1/qu5
Z%gayquﬂ —Z §guﬁvsza _4 §guﬂqua ) §ga,qu/QB
_§gauQuQB + §gl/,6’Qquz - §gu69aQV - §ga,uguﬁQ’yQ’y
+§gaugpfvﬁQ7Q7 + ggauu'y@ﬁ@l"i_ %ébﬁmQan
‘l‘%gaug’y ﬁyaQiQ’y - %gaug’y ﬁuUQ’YQO + %guﬁgamﬁQ’jQU

_égyﬁfa@'yQ’yQa +giﬁgﬁ”g“aQVQl_N%gm‘nglQl
| +%gﬁuQuQa - 3_1695’/@“@0‘ %ganﬁQu - flgganﬁQu |
EaﬁMV + %vﬂ ( afv Qp) 1 <€a6,u p@p) + %nguQﬁ

—39"V QP + 39"V o 59V QY + §9Q Q7
—59™Q"Q" + 5977 QM Q™ — 9“'3@”@” -3 "‘“9”562 Q°
4 g NﬁQpQP+ 2 cavp QBQO+ &;Vﬁu Qan
+19a“€pﬁ" 0 Qer — l grerPt 4Q, Q0+ 9“55&0””62 Qo
~§9"7=" 0,00 + gﬁgvﬁga“Qpr - —guﬁga@ Q’
T Co e W o L W R 007

En tenant en compte les propriétés suivantes

apzo

gauvu (éﬂﬂy P@p) =

gﬁuﬁuﬁav

R 5.Q"Q°

gueﬁpéeréﬁéu

Q Q" (" 1, @)
(5 ,3) T (e )

v* (6‘” a,@”) =0, ¥
R 5oy =0, Rupa ® =0
= 07 Elﬁ 'y,BVQVQB =0

= 0, EueﬂPQpQGQﬁQM =0
= 0, @V@ﬁvo‘ <€u Vﬁp@p> -0

= e eann (V') (V@) (453)

Nous remarquons que nous obtenons 625 termes nous passons par plusieurs étapes de
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simplification, nous trouvons finalement 24 termes;

Raﬂlw

Raﬁur/

b 2~ — N 8,
Rop B + 5 Rapu V" (eaﬁy Q")+§R sV QP

32— 16

+22 9 R BMVQVQB _ ER#V MyQpr+ Raﬂ V@V@a

+§Ea5 80,0 + 1—8v (eaﬁy pQP) v, (gaﬁ,m@”)
—1—18VV (60‘5“ oQ ) 7 <5aﬁm@> + §vaavﬂ <5uvap@p>
FOT,0V.+ ETQV, 12 S AT,
_%Qu@ﬁ Vs - 0,V ST,
SC0PUU - QG+ 0

8 8
F 5= Q0T + R QGy + B 500, Gy

8 av, 14
+ 522" QG <6a5V7Q7>+2—75”5 (’QpQQV (2u000@7) (454)

4.5.2 Décomposition de RQBWRWO‘*B

Le produit de RQBWRWQ/B est donné par

Raﬁuv

RHvaB  —

}_%aﬁlw + %vu (504@7@7) - %vv (50@wa> + gnguQB
z%gauquB ‘Z %guﬁqua _4 %guﬁqua ‘Z %gauQuQB
_§gauQuQ6 + §gu,8QuQa - §guﬂQaQu - §gauguﬁQ7Q'y
200095Q Q7 + 220y Q5@ + 260500 QuQ
+%gau5’y BVO’QiQ’Y - %gazzg’y BNUQ’YQU + éguﬂgaolﬂg;y@o
_%gzxﬁfagv,u'vaQa "—g)lﬁ%ugan7Q7~_~%gﬁugan'L@1
+%gﬁuQuQa - 3_16951162;16204 + %ganﬁQu - 3_169anBQV |
[ R 19" (e, Q) = 4V (2 ,Q0) + 297V Q" ]
S3VIQU 3V QR — BV QR+ 0 Q Qf
QT+ 397" QMG — 0,0
+4 guﬁgan Qr + Euﬂa QVQP + gﬁva Q“Q”
+19a“€py’8 0 QGQ - -9“55””& 0Q) Q° + lgwg’wﬁpQ Qo
—-9"‘38“‘9‘*p62 Qo+ 369”59“”%@" - —g“ﬂ QuQ"
| +E97QPQ" — £ QrQ + £ QV QY — L9 QOQ
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Apres simplification et compte tenu les propriétés (4.53), nous obtenons

-  pHra 25 =a ~ 16— —o
Rapu B0 = Ros B + ~RapuV <€’“’5 ,,Qp> + R Q"

39_ 16— l—  ~ ~

FER Q@+ S WQ@ + SR 0,0
2—V ~R3 X & v -~ E—1 ~

+5R BWQ%)M—V (6’“‘ 8 pQP) v, (gaﬁw@)
16— 3 104

+3VQVQ + 9 NN Q5 + S QQVQ"
128

QQQV QV - _Qprv,uQu + 2_7Qaqu QV
——Q“Q”QaQu + —QpQ"QwQ” P QrQsQ°
oo @p@f’@ﬁ@ﬁ Fov,Q. (ewr@p) b o R 00,0

4 _ ~
+2—75“5&”QPQ”VM <5Q5WQ7) i ﬁgpyﬂ?e@@@pv# <g# ﬁwQ7> (4.55)

4.5.3 Décomposition de Rz, R

Finalement, nous calculons le dernier produit

Eaﬁw + év (EaﬁwQ ) V (5aﬂwQ ) 3904'/qu6
z%gauquﬁ t 20,8V Qa - 2005V uQa + - $90uQuQp
_§gauQuQﬁ + §guﬁQuQa - §gu59aQu - 5904/11911/@@7@’7
+ggaugﬁf@w@7 + égauu7Q6Q1+ ggvﬂu'yQaQ’y~
+%gau57 BVUQZQV - %goajgV Buagwga + %guﬁgaaQQZQa
_%guﬁfa%wayQo ‘f"é_lﬁ%uganwQ’YN_ﬁglﬁgﬁuganlQl
+3_1696,LLQVQ04 - 3_16961/QMQQ + 3_169VQQBQ,M - %g;mz@ﬁ@u |
R A (e ,00) < 1 (0, 00) + 20T
__gaﬂv Q" + guﬁv Q> — 2 wv Q> + 4 aﬂQ Q
1QHQE 1 3P — O — 19 Q8
X +4gal/guﬁQ Qr + gowﬁ Qqu + gl/uﬁ Qan
+3g*Perm Qer 1 grer 4Q, Q0+ Q“B%?ael’pQ Qo
19”“6“"”%@9 ¥ g”“gaﬁQpr ~ —g“ﬁg“”Q @’
T Co N W L W R 0 0

Ropu R =
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Nous trouvons dans ce dernier cas la résultat suivant

- E=eje 2— - ~ 8—1/ =
RaﬁuvRauﬁy = RozBWR " T §Raﬂw’vﬁ (5%1/ pr) + §R BMVVBQ#

20 v 8w 15 o 7ar
_ER B;WQMQﬁ + §R g ,uz/Qpr + §Ra,8 A I/Q Q
1y~ ~ 88— o A, ~
_ER g uquQp + §Raﬁuu€ & pQqu - §R BuugﬂﬁperQG

i_ﬁ awpry VO Y i_” apBey \ T Y
T ()T () 5 T (25) . 20,0
4 ~ ~ 2 ~__ ~
+§€Vuﬂanvau <€aﬁV7Q7> + EgaVBpQ“vau (5046V7QW>
8_ — 8_ — 8—v . — 88 —
15V QV,Qs + 5 V,QVQ + SV QY — Q' QY0
56 — 4 ~ ~ 4 ~ ~,
20 a w_ p B = OB
+27QaQ V/LQ 27QpQ VMQ + 27Q Q MQ,B
4 ~ ~ 16 ~ ~ 96
_ p by 22 Opr0P i I a
—0,0QuQ" + SQ"QQs + = 2,Q" 2

L 6,000.0". (4.56)

+216

4.5.4 Décomposition de Rg, R

Le produit de deux tenseurs de Ricci est donné par

R — | B 300VaQ — 49000 + 1V (= 5, Q) ]
+%QVQ,3 - %guﬁQpr + TlggﬁquQp - %Q,@QV
R = 2¢9V,Q" 4V Q° + 1V, (22 ,Q°) ]

8 v 8 v o 1 vB) Mo 1 A8V
+5@ Qﬁ—gg'BQaQ +ﬁgﬁQaQ _TgQﬁQ

X

il vient donc
RuR” = Bo B~ SAVQ — SRa V'@ + S RaQQ?
S RQeQ + 5RO, @ — (T Q + T V.2 TQ
P QT — QAT+ VT Q]
QT+ QT+ QR
QR ~ S QQET + B
—gmm (2,37 + %m (2 @) T (= 5, @) - (457
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4.5.5 Décomposition de Rg,,R”ﬂ

Dans ce cas, nNous avons

Rg,R"P = e

+E§;QVQB - ggVBQpr + TlggBVQpr - %QBQV
v

}_%/3,/ — %gyﬁana — %vag + %Va (ga ﬂVpéi) ]

R 20 i 1 (2,0 ]

8 v 8 v o 1 . vB) No 1 A8 v
+3QVQ° — 5977 Q,Q7 + 1597 Q,Q7 — 5Q°Q

nous obtenons donc

8— — 16—
BV Q + SR Q]

16— 11—~ ~ 1—- ~,~ 32— —
_ERQUQU + §RQ0QU - §R,BVQBQV + Eanav/\QA
160 o o 10~ 160 s

+2_7QO'Q VoaQ 27@0@ an + 9 quﬁv Q

B elavi Kt 192 o
S QVLQs+ @OV + Q00

16 ~ ~ 8 S B I
~ Q" — QY + 550U

RO )+ (0% ).

s A
RsR” = RsR” ~ 3 RV:Q* —

4.5.6 Décomposition de R?

Nous calculons le produit
2 §>] T K 8 P 15 o
R* = |R—-4V,Q" - ngQ + ngQ
- = . 8 1~ ~
«|R-19.00 - 0.0+ 500
ce qui nous donne finalement
— — - 64 =
R* = R —8RV,Q"+16V,Q"V.Q" + TQQV.Q"
45 o on_ 165 o 155 f
_gQ'yQ VuQ - ERQ/JQ + gRQpQ

4 - IS
FRQQUQ0Q ~ QG + 3G, TQ, (459
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4.6 Le lagrangien total

Dans la théorie de jauge de Poincaré le lagrangien L quadratique est défini par la
forme suivante [42]

1 1
Lo = §MP2’1R + §M12Dl (@1Quwp@"" + 42Q,p Q" + a5Q, Q")

b1 R? 4 by Ry pe RMP + b3 Ry R
b4 Rypo RP7 + bs Ry R™ + bg R, RV (4.60)

ou M3, est la masse de Planck, a;,et b; sont des parametres sans dimensions.
Afin d’obtenir le terme de Gauss-Bonnet et qui est défini par

G x R?* — 4R, R" + R, R""
nous devons faire la limite () = 0, et qu’il implique

— — — — — — — 1— —
Y2 e
R= Ra Rul/ = Rul/ = Ruua R,uupa = R;U/pa = RpauuetR/u/pa = §RquUR )

le lagrangien L devient alors

1 55) 53 5 DM b =Y —SuYpo
L¢ |g—o= 5MI%,R + bR+ (bs + bg) R R + (62 + b3 + 54) Ru,oR7. (4.61)

Donc il faut les contraintes by = —4b; — bg et by = 2 (by — by — b3) .

Dans notre travail, nous dénotons le terme de Gauss-Bonnet G par
G =ty (B~ ARWR" + Ryupe B

b1 représente la constante de couplage de ce terme.
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4.7 Elimination des fantomes

Soit le lagrangien obtenue & partir de résultat (A.17)

1 1 1 ~
Lo = —g (5= B) LT 4 oo (5 = 28) S, 8" + smd @ + JmdQ?

FEAGQ g (45— 9 [(2°Q.)" 4300V
o BPVaQ o (3= 30) QTG 4 (5 30) (V.0)
27 ° 27 2y 3 2ty
458 (26T + BG) + . (4.62)

Pour que la théorie donne des résultats précis, les fantémes doivent étre éliminés. La
composante axiale (), présente des termes trés inquiétants en contairement a la trace du
torsion (Q,, et qui apparaissent sous trois formes ;

o \2
1-Le terme le plus pathologique est (VVQ”> qui introduit les fantémes associé princi-

palement a la composante temporelle @0 (la composante temporelle parceque on s’interesse au term
donc il faut que § — 3bs = 0 = [ = 3by cette contrainte a déja été retrouvée dans la
littérature afin de garantir un spectre stable sur Minkowski.
2-La présence des instabilités relie au terme 2§WQ"Q'y + RQ)? est apparente dans les
équations du champ métrique ot a nouveau la composante temporelle entrera avec des
dérivées secondes, 1’écriture du couplage @VWQ"QV est due a la condition de continuité
ou de divergence V”@w = 0 et donc elle élimine directement les fantomes. Il reste le
terme EC? alors nous devons imposer 5 =0
Nous avons précédemment 3 = 3b, et maintenant S = 0 donc

B=by=0 (4.63)

B = bi+tby—b3=0

8 1 1 1, ~
La|=by=0 = _§“TuaTW + EF&SWSW + §m%Q2 + §m§Q2 + ...

3-11 ya d’autre termes pathologiques comme Q.Q°V,Q", éwquN@”’, V,.Q5V (5’\“5”@0)
qu’ils doivent étre éliminés.

4-Nous remarquons que les deux termes cinétiques Y1 ,,T#%,S,,S"? sont en fonctions
de —k et 4k respectivement (nous posons = 0) et donc nous ne savons pas s'ils sont
positifs ou négatifs, il faut donc poser

k=0 (4.65)
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5-Les termes V, V" et V, V" sont des termes de surface nous les néglige.
Pour une théorie libre de ghosts, le lagrangien L¢ s’écrit alors

1 1
Lo = §M§’ZR + §M}2’l (@1Quwp@"" + 42Q,p Q" + a3Q, Q")

+b1 (R* + Rypo R" — AR, R™") .

Nous concluons que la théorie libre de ghosts est celle de Gauss-Bonnet avec torsion.

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié 'existence des ghosts dans le secteur vectoriel et
comment les éliminer. Nous avons vu que les termes cinétiques pour (), et Qu ont des
signes opposés, en montrant ainsi que la présence d’un fantéme est inévitable. La seule
possibilité d’une théorie stable est d’annuler exactement les deux termes cinétiques et,
par conséquent, tout le secteur vectoriel devient non dynamique.
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Chapitre 5

Cosmologie avec torsion

” Cosmology is among the oldest subjects to captivate our species. And it’s no wonder.
We’re storytellers, and what could be more grand than the story of creation ?”
Brian Green

5.1 Introduction

La cosmologie est la branche de I'astrophysique qui décrit la formation et 1’évolution
de l'univers & travers le modeéle standard de la cosmologie ou le modele ACDM qui
suppose que l'univers a été créé dans le "Big Bang ". Ce modéle a prouvé une certaine
concordance avec les résultats obtenus par les collaborations PLANCK [7] et WMAP
[8]. Cependant, malgré le succé qu'’il a connu, ce modele souffre de plusieurs problémes
comme par exemple le probléme de I’énergie noire et de sa nature.

L’objectif de ce chapitre est de montrer que I'introduction de la torsion constitue une
alternative a l'inflation. La prise en compte de la torsion est une simple généralisation
pour implémenter des concepts comme le spin dans la relativité générale. Cependant, il
est vite apparu que la torsion, telle que considérée par exemple dans la théorie d’Einstein-
Cartan-Sciama-Kibble (ECKS), ne semble pas donner d’effets pertinents sur les structures
astrophysiques observées. Néanmoins, il a été constaté que pour des densités de 'ordre
de 10%Kg/cm® pour les électrons et de 105'Kg/cm® pour les protons et les neutrons, la
torsion pouvait donner des conséquences observables si tous les spins des particules sont
alignés. Ces énormes densités ne peuvent étre atteintes que dans l'univers primordial,
de sorte que la cosmologie est la seule approche viable pour tester les effets de torsion.
Cependant aucun test confirmant I’existence de la de torsion n’a été réalisé jusqu’a pré-
sent et il reste encore a débattre si ’espace temps est Riemannien ou non. Compte tenu
du point de vue cosmologique et, en particulier des transitions de phase primordiales
et de l'inflation, il semble trés probable que, dans certaines régions du premier univers,
la présence de champs magnétiques locaux aurait pu aligner les spins de particules. A
des densités tres élevées, cet effet pourrait influencer I’évolution des perturbations pri-
mordiales restant comme une empreinte dans les structures a grande échelle observées
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aujourd’hui. En d’autres termes, un objectif principal pourrait étre de sélectionner des
échelles de perturbation liées a la présence de torsion aux premiéres époques qui donnent
des effets cosmologiques observables aujourd hui.

5.2 Modéle standard de la cosmologie

5.2.1 Principe cosmologique

Le principe cosmologique sur lequel est basé le modele standard de Friedmann-
Robertson-Walker stipule que 'univers est localement homogéne, isotrope et en expan-
sion, ce qui a pour conséquence mathématique 'existence d’'un systéme de coordonnées
comobiles (¢, r, 0, ¢) dans lequel la métrique & quatre dimensions de ’espace-temps s’écrit

dr?

2 _ 2 2

+ r?d6* + r* sin 0d¢* (5.1)
ou t est le temps cosmique. C’est la métrique générale qui nous permet de décrire la
géomeétrie et la dynamique de l'univers. La fonction a (t) est dite facteur d’echelle qui
représente ’expansion de 'univers. La constante K représente la courbure spatiale et elle
ne peut prendre que I'une des trois valeurs suivantes :

pour un univers fermé ; K =+1
pour un univers plat ; K=0
pour un univers ouvert ; K=-1

5.2.2 Equations de Friedmann

En relativité générale, les connexions affines (symboles de Christoffel) liées a la mé-
trique (5.1) sont définies par

1
r# VK — 59“/\ (g)\zx,n + ey — gun,)\) . (52)

Les symboles de Christoffel non nulles sont

I = aagy (5.3)
: a
I g = Kgijﬂﬁz (5 5)
avec .
~ vt -
Gij = 0y + Ky—5, 2" = (1,6, 9) (5.6)
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