Domaine errant en dimension
supérieure

Le but de ce chapitre est de prouver le théoréme [3.1.2] qui fournit une famille d’exemples
d’endomorphismes polynémiaux de €2 ayant un domaine errant (voir [ABDT14]). On rappelle
qu’en dimension complexe un, le théoréme de non-errance de Sullivan (théoréme affirme
qu’une fraction rationnelle ne peut pas avoir de domaines errants. Le théoréme[3.1.2) montre donc
que la situation est différente en dimension supérieure.

3.1 Généralités

3.1.1 Enonceé
Le résultat principal du chapitre est :

Théoréme 3.1.1. Il existe des polynomes de la forme f(z) = z + 2% + O(23) tel que pour tout
polynome g de la forme g(w) = w — w? + O(w?), le produit fibré

7T2

P(z,w) = (f(z) + 4w,g(w)>

ait un domaine errant, qui s’accumule sur la droite invariante {w = 0}.

En particulier, on peut choisir le polynéme g de sorte qu’il ait le méme degré que celui de f.
Alors P se prolonge holomorphiquement en une application sur IP2(C). De plus, on fournira une
famille d’exemples & coefficients réels dont le domaine errant intersecte R?. Enfin, notons qu’il
s’agit du premier exemple de domaine errant d’orbite bornée : en effet, la question de trouver un
exemple de fonction transcendante entiére ayant un domaine errant d’orbite bornée est ouverte.

Plus précisément, la condition requise sur f est que son application de Lavaurs de phase 0,
noté Ly, ait un point fixe attractif. L’application de Lavaurs sera définie précisément dans la
section Pour l'instant, précisons seulement qu’il s’agit d’une application holomorphe trans-
cendante Ly : By — C définie sur le bassin parabolique de f. On associera canoniquement une
telle application £ & tout polynome f de la forme f(z) = z 4+ 22 4+ O(2?), et application L
dépendra holomorphiquement de f.

L’énoncé complet du théoréme précédent est donc :

Théoréme 3.1.2. Soit un polynome de la forme f(z) = z + 22 + O(23) dont l’application de
Lavaurs de phase 0 a un point fixe attractif. Alors pour tout polynéme g de la forme g(w) =
w —w? + O(w?), le produit fibré

Plew) = (£62)+ Sungto))
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FIGURE 3.0.1 — Un domaine errant pour la fonction transcendente z — z—sin(z)+2n. L’ensemble
de Julia est la frontiére entre la partie jaune et la partie noire. L’orbite d’un point du domaine
errant est représentée en blanc.

a un domaine errant, qui s’accumule sur la droite invariante {w = 0}.

Nous verrons dans la section comment construire des polynémes f : C — C dont ’appli-
cation de Lavaurs vérifie cette condition, qui n’est donc pas vide. Plus précisément, on montrera :

Proposition 3.1.3. Il existe des polynomes de la forme f(z) = 2z + 22+ O(2%) dont I'application
de Lavaurs a un point fixe attractif, dans chacune des deux familles suivantes :

— fa(2) =2+ 22 +a23, avec a € C

— fo2) =z + 22+ b2t avec bER
De plus, dans la seconde famille, le point attractif que ’on construira sera réel.

3.1.2 Stratégie

Le mécanisme & la base de la construction est le suivant : on veut construire un produit fibré
P(z,w) tel qu’il existe une suite extraite d’itérées P™* qui converge sur un ouvert U vers un
point limite (Z,0) non prépériodique.

Proposition 3.1.4. Supposons qu’il existe un ouvert U et une suite d’entiers my — oo tels que
Pk converge sur U vers un point (Z,0) non prépériodique. Alors P a un domaine errant.

Démonstration. On peut supposer que 'ouvert U est connexe, quitte a le restreindre. Commen-
gons par prouver que U est dans 'ensemble de Fatou. Par normalité, il suffit de prouver que
la famille totale des itérées {P™,n € IN} est bornée (uniformément en n) sur U. Ceci vient du
fait que l'infini est (super)attractif pour P et donc si une orbite de P est non bornée, alors elle
converge vers 'infini. Or l'existence d’une valeur d’adhérence finie (2,0) empéche ce comporte-
ment.

Soit donc 2y la composante de Fatou dans laquelle U est inclus, et pour ¢ € IN, posons
Q; = P(Q). 1l s’agit de montrer que si i # j, alors Q; # €1;. Remarquons que si P™* converge
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FIGURE 3.1.1 — Projection sur la droite {w = 0} d’une orbite (en noir) dans un domaine errant.
Le point de départ est dessiné en bleu, en haut & droite. Les points rouges forment ’ensemble
w-limite de I'orbite (on verra que ce sont exactement l'union des points fixes attractifs de Ly et
de {0}). Les points verts correspondent aux points d’une suite extraite convergente.
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FIGURE 3.1.2 — Schéma de la dynamique de P pour (z,w) € C x By. Chaque boite est un ouvert
de C? inclus dans une composante de Fatou différente.
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FIGURE 3.1.3 — Illustration du théoréme pour f(z) = z + 22 4+ 0.9523 et g(w) = w — w?.
Le bassin parabolique By est coloré en gris. Il est invariant par f, mais pas par f, = f + %w
pour w # 0. L’application de Lavaurs L; est définie sur By. Les points 29 = —0.05 + 0.9¢
et leurs images L¢(29) sont indiqués. Les autres points sont les points zj, qui sont définis par
PF(20,w,2) = (2k, wp24y) pour 1 < k < 2n 41 et wy, = g°™(1/2). Si n est assez grand, les
points 22,41 sont proches de L¢(2g). A gauche : n =5, il y a 11 points rouges. A droite : n = 10,
il y a 21 points bleu.

vers (£,0) sur U, alors P™ converge en fait vers (Z,0) sur € tout entier : en effet, par le
théoréme d’Arzela-Ascoli, P admet au moins une valeur d’adhérence en tant que suite de
fonctions holomorphes sur 2g. De plus, toute valeur d’adhérence de cette suite est une fonction
holomorphe sur €, coincidant avec la fonction constante égale a (2,0) sur U, donc en fait P
converge vers la fonction constante égale a (2,0) sur tout .

Par conséquent, pour tout i € IN, la suite P™ converge sur §); vers P*(2,0) = (f(2),0). Or,
comme (2,0) est supposé avoir une orbite infinie, on a donc que si i # j, P'(2,0) # P7(2,0), et
donc €2; # ;.

Ceci prouve bien que la suite de composantes (2,)new = (P™(0))nen est errante. O

La stratégie pour réaliser un produit fibré ayant cette propriété est d’adapter une technique
de dynamique classique en une variable, 'implosion parabolique. Le point clé de la construction
est fourni par la proposition suivante :

Théoréme 3.1.5 (théoréme clé). Lorsque n — oo, la suite d’applications
C? 5 (z,w) — P! (2,90"2 (w)) € €C?
converge localement uniformément dans By x B, vers l’application
B x By > (z,w) — (Lf(2),0) € C x {0}.

La démonstration est plutét technique et calculatoire, et fera I'objet de la section Elle
nécessitera la construction de coordonnées adaptées, les coordonnées de Fatou approchées, que
I'on définira dans la section [3.41
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Nous allons maintenant prouver le résultat principal 3.1.2] & partir du théoréme clé [3.1.5]

Démonstration du théoréme[3.1.3. On suppose ici que le théoréme est démontré, et que f, g
sont des polynomes comme dans 1’énoncé du théoréme [3.1.2]

Soit £ € By un point fixe attractif de I’application de Lavaurs L. Soit V' un disque centré en
&, choisi de telle facon a ce que L¢(V) soit relativement compact dans V. Alors E;’ck(V) converge
vers & quand k& — oo. Soit W &€ B, un disque arbitraire.

Notons 71 : €2 — C la projection sur la premiére coordonnée, c’est-a-dire (2, w) := z.
D’aprés le théoréme il existe ng € IN tel que pour tout n > ng,

m 0 PPN (V % o (W) € V.

Soit U une composante connexe de ouvert P~" (V X gong(W)).
Au vu de la proposition il suffit de prouver le lemme suivant :

Lemme 3.1.6. La suite (P°"2)n20 converge localement uniformément vers (£,0) sur U.
Démonstration du lemme[3.1.0 Une récurrence facile montre que pour tout entier n > ny,
P (U) CV x g (W). (3.1.1)

En effet, ceci est vrai par définition pour n = ng. Supposons maintenant que 'inclusion est vraie
pour n > ng. Alors

m 0 PN (U) = my 0 PP ()

Cmyo Po(2n+1) (V > gonz (W)) v

d’ott 'on déduit .

Par conséquent, la suite (PO"Q)RZO est uniformément bornée, et donc normale, sur U. Par
ailleurs, toute valeur d’adhérence de cette suite de fonctions est de la forme (z,0) pour un certain
z € V. De plus, (z,0) est une valeur limite (associée a une suite extraite (ny)) si et seulement si
(L£(2),0) est une valeur limite (associée a la suite extraite (1 4 n)). On en déduit que I'ensemble
des valeurs d’adhérence est totalement invariant par Ly : V' — V, et doit donc étre réduit au
point attractif £ de Ly, ce qui achéve la preuve. O

O

3.2 Dynamique parabolique en une variable

Nous allons effectuer dans cette section un apergu de la théorie classique de la dynamique
parabolique locale en une variable, et notamment de I'implosion parabolique. Dans un souci de
simplicité, et comme ce sera suffisant pour prouver le théoréme [3.1.2], nous nous restreindrons au
cas d’'un polyndéme avec un point fixe parabolique simple.

Dans le reste de cette section, f : C — C est un polynéme de la forme

f(2) =2+ a92? +a3z® + O(z*) avec ag € C\ {0}.

Dans la coordonnée Z = —1/(agz), U'expression de f devient
b 1 as
F(Z):Z—|—1+Z—|—O<Z2> avec bzl—g.

Choisissons R > 0 suffisamment grand pour que F soit univalente sur C\ D(0, R), et que I'on ait

1 1
sup |F(Z) = Z —1| < —, sup |[F'(Z) - 1] < —. (3.2.1)
\Z|>R 107 1z1>r 10
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Notons Hg le demi-plan droit Hgr := {Z e C; RZ) > R} et —Hpg le demi-plan gauche
correspondant.
Enfin, notons log : C\ R~ — C la branche principale du logarithme.

3.2.1 Coordonnée de Fatou attractive

Lorsque R(Z) — +o0,

b 1 b 1
F(Z)—blog(F(Z)):Z+1+Z+O<Z2>—blog(Z—l—l—i—Z—i-O(ZQ))
1
:Z—blogZ+1+O(Z2>.

L’application F' est univalente sur le demi-plan droit Hg et pour Z € Hg, on a :
F™(Z) — blog(F°™(2)) = Z —blog Z + m+ O(1) quand m — +oc.
Il s’ensuit que la suite d’applications univalentes
Hr > Z+— F™(Z) —m —blogm € C

est normale et converge localement uniformément vers une application univalente & : Hp — C
vérifiant
PpoF=Tyo®r avec T\ (Z)=Z+1.

De plus,
Op(Z)=2Z—-blogZ+o0(1) quand R(Z)— +o0.

En transférant ceci a la coordonnée initiale, on voit que la suite d’applications By — C définies

par
1
Z2— ——  —m —blogm 3.2.2
a2 ) : (3:22)
converge localement uniformément vers une coordonnée de Fatou attractive ¢y : By — C qui
semi-conjugue f : By — By a Ty : C — C, c’est-a-dire que ¢y o f =T o ¢y, et qui vérifie

br(z) = _aiz —blog <_aiz> +0o(1) quand R(—1/2) = 4o0.

La restriction de ¢ au pétale attractif

P = {z cC; R (—1> > R}
asz

coincide avec z — ®p(—1/(azz)), donc est univalente.
De plus, la convergence dans (3.2.2) est localement uniforme par rapport & f dans l'ouvert
B ={(f,z), z € By}, ce qui prouve le résultat suivant :

Proposition 3.2.1. L’application ¢y dépend holomorphiquement de f.

La figure (appelée [’échiquier parabolique de f), illustre le comportement de la coordon-
née de Fatou attractive prolongée a tout By pour fi(z) = 2+ 2% + 23 qui a deux points critiques
¢* := (—1+14/2)/3. Le bassin parabolique By est coloré¢ de la fagon suivante :

— bleu si I(¢f(2)) > S(os(ch)),

— rouge si I(¢(2)) < S(of(c)),

— vert si S(¢r(c)) < S(f(2)) < S(Ps(ch)).
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FIGURE 3.2.1 — A gauche : le bassin parabolique By. La coordonnée de Fatou attractive ¢ est
univalente sur chaque case. Elle envoie chaque case bleue sur un demi-plan supérieur, chaque
case rouge sur un demi-plan inférieur et chaque case verte sur une bande horizontale. Le point

parabolique 0 et les points critiques ¢

¢ ¢(c*) sont représentés.

3.2.2 Coordonnée de Fatou répulsive

Lorsque R(Z) — —o0,

b 1
F(Z+ blOg(—Z)) =Z+blog(—Z)+1+ Z—i—Tg(—Z) +0 <Z2>
— (Z+1)+blog(—Z 1)+ 0 <Z12> .

Il s’ensuit que si R > 0 est suffisamment grand et R(Z) < —R, alors
Fo™((Z —m) +blog(m — Z)) =0(1) quand m — +o0.
Si c’est le cas, la suite d’applications univalentes
—Hr>Z+— F"(Z —m+blogm) € C
converge localement uniformément vers une application ¥ : —Hp — C vérifiant
Upol) =FoVWUp.

De plus,
Vp(Z)=Z+blog(—Z)+o0(1) quand R(Z)— —o0.

En transférant ceci a la coordonnée initiale, on voit que

1
Z om .
Ca2—=1 ( ag-(Z—m—{—blogm))eC

sont représentés. A droite : I'image de ¢;. Les points

(3.2.3)
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converge localement uniformément vers une paramétrisation de Fatou répulsive vy : C — C qui
semi-conjugue 17 : C — C a f : C — C, c’est-a-dire que ¢y o117 = f o)y, et qui vérifie

1

0@ =Z +blog(—Z)+o0(1) quand R(Z)— —oc.

La restriction de 1y au demi-plan gauche —Hp coincide avec Z — —1/(a2¥r(Z)), et est donc
univalente. L’image P P :=r(—Hpg) est appelée un pétale répulsif.

La preuve de la proposmon suivante est similaire au cas attractif (voir [BEE13]7 section 5
pour les détails).

Proposition 3.2.2. L’application ¢ dépend holomorphiquement de f.

3.2.3 Application de Lavaurs

Pour ¢ € C, 'application de Lavaurs de phase o est ’application
Lis:=2foT,0pr:Bf - C avec T5(Z)=27+o0.

Pour la preuve du théoréeme nous aurons seulement besoin de l'application de Lavaurs
L= Ly :=1po¢py de phase 0. L’intérét des applications de Lavaurs vient du résultat suivant,
di A Pierre Lavaurs (voir [Lav89]) :

Théoréme 3.2.3 (Lavaurs). Soit f : C — C un polynéme de la forme f(z) = z + 22 + O(23)
lorsque z — 0. Pour ¢ € C, posons f-(z) := f(z) + 2. Soit (en)n>0 une suite de mombres
complezes et (my,)n>0 une suite d’entiers, telles que

T
——my —0€C quand n — +oo.
En

Alors la suite de polynomes f2™" converge localement uniformément sur By vers Ly .

Il sera également intéressant de considérer 'application
Er=¢rovpp:Ur - C avec Uy:= w;l(Bf).

La paramétrisation répulsive 1/)f semi-conjugue & : Uy — Ca Ly : By — C.
Les propositions [3.2.1] et 3 impliquent que &; etLy dépendent analytiquement de f :

Proposition 3.2.4. Les applications £; et £; dépendent holomorphiquement de f.

Notons que & commute avec 17 :
EfoTi =¢gpovppoTi =¢sofoypy=Tiogsopy=Ti0E&.

Donc, le revétement universel exp : C 3 Z — e?™Z € C\ {0} semi-conjugue & : Uy — C & une
application

ef :Up = C\ {0} avec Uyp:=exp(Uy) C C\{0}.

L’ apphcatlon es a des singularités effacables en 0 et oo, et se prolonge donc en une application
ef: Uf — P! ou Uf = Uy U{0,00} C P! Lapplication ey : Uf — C est appelée Uapplication
de corne associée a f. Comme ’a observé Adam Epstein dans sa thése [Eps93], cette application
de corne est une application de type fini (voir la définition ci-dessous).

La figure illustrate le comportement de 'application £ pour f(z) =z + 22 4+ 23,
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FIGURE 3.2.2 — Comportement de I'application £; pour f(z) = 2422423, Le domaine Uy a deux
composantes connexes, 'une contenant un demi-plan supérieur et I’autre un demi-plan inférieur.
Le domaine est divisé en cases selon le comportement de £;. La restriction de Ky a chaque case
est univalente. L’image des cases bleues est le demi-plan supérieur bleu a droite. L’image des
cases rouges est le demi-plan inférieur rouge a droite. L’image des cases vertes est la bande verte
horizontale & droite.

3.2.4 Applications de type fini

Soit h : W — X une application analytique entre variétés complexes de dimension un,
éventuellement non connexes. On dit que z € X est une wvaleur réguliére pour h si pour un
certain voisinage U de x, hjy : V' — U est un homéomorphisme pour chaque composante V' de
h~Y(U), et une valeur singuliére pour h sinon. Notons que I’ensemble S(h) des valeurs singuliéres
est fermé. Rappelons que w € W est un point critique si la dérivée de h en w est nulle, et qu’alors
h(w) € X est une valeur critiqgue. On dit que x € X est une valeur asymptotique si h tend vers
z le long d’un chemin sortant de tout compact de W. On montre a l'aide d’outils élémentaires
de théorie des revétements que 'union des valeurs critiques et des valeurs asymptotiques est
dense dans S(h). En particulier, tout point isolé de S(h) est une valeur critique ou une valeur
asymptotique.

Définition 3.2.5. Une application holomorphe h : W — X entre variété complexes de dimension
1 est dite de type fini si

— h n’est nulle part localement constante,

— h n’a pas de singularités effacables isolées,

— X est une union finie de surfaces de Riemann compactes, et

— S(h) est finie.

Sih: W — X est une application de type fini avec W C X, on dit que h est une application
de type fini sur X.

Soit f : P! — P! un polynome, et soit ¢; : Bf — C une coordonnée de Fatou attractive
définie sur le bassin parabolique d’un point fixe de f de multiplicateur 1 et soit ¢y : C — P! une
paramétrisation de Fatou répulsive associée. Posons

Er=¢roy Uy — C avec Uf:(wf)_l([)’f).
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Enfin, posons ﬁf = exp(Uy) U {0, 00} et soit ey : ﬁf — C défini par
expoly = efoexp.
Le résultat suivant est énoncé dans [BEE13], Proposition 7.3.

Proposition 3.2.6. L’application ey : ﬁf — P! est une application de type fini sur P!. Ses
valeurs singuliéres sont :
— 0 et oo, qui sont des valeurs asymptotiques de ey, et
— les images par expo¢y des orbites critiques de f contenues dans By, qui sont les valeurs
critiques de ef.

3.3 Applications de Lavaurs avec un point fixe attractif

Le but de cette section est de construire des polynémes f : C — C dont 'application de
Lavaurs a un point fixe attractif. Ainsi, on aura prouvé que la condition du théoréme [3.1.2| n’est
pas vide.

3.3.1 Exemples cubiques

Dans cette partie, nous allons construire la premiére de deux familles de polynémes f dont
I’application de Lavaurs a des points attractifs. Ici, la famille en question sera de degré 3, soit le
plus petit degré possible (I’application de Lavaurs de z + z + 22 ne convenant pas). Soit a € C,
et soit f, : C — C le polyndéme cubique défini par

fa(2) = 2+ 2% + a2

Nous allons prouver que si r > 0 est suffisamment proche de 0 et a € D(1—r,r), alors 'application
de Lavaurs Ly, : By — C a un point fixe attractif. Remarquons que comme Ly, commute avec
fa, il y a alors une infinité de tels points fixes.

Posons

Uy = (Br,), Eai= b, 0 g, : Ua — C.

C’est un ouvert qui contient un demi-plan supérieur et un demi-plan inférieur. Remarquons que
Yy, 1 Uy — By, semi-conjugue &, & Ly,. Comme 1), est univalente dans un demi-plan gauche, il
suffit de prouver que &, a un point fixe attractif dont la partie réelle est arbitrairement proche
de —oo. Comme &, commute avec la translation de 1, il suffit de prouver que &, : U, — C a un
point fixe attractif.

I'ouvert U, est invariant par 17 et I'application £, commute avec T;. L’ensemble

U:={(a,Z2) eCxC; ZeUy,}
est un ouvert de C? et 'application
E:US(a,Z)—E(Z)eC
est analytique. Le revétement universel
exp:C 3> Z— e¥™Z ¢ C\ {0}
semi-conjugue &, & une application
eq : Ug — C\ {0} avec U, :=expU,) C C\{0}.

L’ouvert U, est un voisinage de 0 et co dans €\ {0}. L’application e, a des singularités effagables
0 et oo, voir la preuve du lemme [3:31] ci-dessous, et se prolonge donc en une application e, :
U, — P! ot U, := U, U{0,00} C PL. On pose

~

U::{(a,z)ECxPl;zeﬁa}.
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FIGURE 3.3.1 - Comportement de L; pour f(z) = 2+2240.9523. A gauche : 'ensemble des points
z € By dont I'image par Ly reste dans By. La restriction de £; au domaine blanc borné est un
revétement de C\By. A droite : I'application de Lavaurs £ a deux ensembles complexe conjugués
de points fixes. Les points fixes de £ sont indiqués en rouge et leurs bassins d’attraction en bleu
(pour I'un de ces points fixes, et en vert pour les autres).

Lemme 3.3.1. Les points 0 et oo dans P! sont des points fizes de e, ﬁa — PL. Ces deux points
fizes ont un multiplicateur égal a e2r(1-a),

Démonstration. Lorsque J(Z) — 400, on a :

1
V1, (Z)

ou log est la branche principale du logarithme. Remarquons que log(—2) = log(Z) — mi as
3(Z) — +o0. Donc,

=Z+(1—a)log(—Z)+ o(1)

Ea(Z) = bp 01 (2) = Z + (1 — a)log(—Z) + o(1)
— (I —a)log(Z + (1 —a)log(—2) + o(1)) + o(1)
=7Z+(1—a)log(Z)—mi(l —a)— (1 —a)log(Z) + o(1)
=7 —mi(l —a) 4+ o(1).

Par conséquent, comme z = exp(Z) — 0, on a :
eu(z) = €272 . 210 o) _ 27 0=0), (1 4 o(1)),

d’ott 'on déduit que 0 est un point fixe de e, de multiplicateur e2m*(1=a) Un argument similaire

prouve que oo est aussi un point fixe de e, de multiplicateur e2r(1-a), O

En particulier, on voit que pour a = 1, 'application e; a des points fixes multiples en 0 et
00.

Lemme 3.3.2. La multiplicité de 0 et oo comme points fizes de e1 est 2.
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Démonstration. L’application e : U 1 — P! est une application de type fini dans le sens d’Epstein
(voir la section . Donc chaque pétale attractif en 0 ou en oo doit capturer une orbite infinie
d’une valeur singuliére de e;. En effet, si ce n’était pas le cas, la composante B du bassin immédiat
contenant ce pétale éviterait les valeurs singuliéres de e;. La restriction e; : B — B serait alors
un revétement et la coordonnée de Fatou attractive correspondante s’étendrait en un revétement
¢ : B — C. Ceci forcerait B a étre isomorphe a C, ce qui est impossible puisque B est inclus

dans C \ {0}.

D’apreés la proposition [3.2.6, l'application de type fini e; admet exactement deux valeurs
critiques (les images des valeurs critiques de fi par I'application exp o¢y, ) et deux valeurs sin-
guliéres fixes qui sont respectivement 0 et oco. Il s’ensuit que le nombre de pétales attractifs en 0
plus le nombre de pétales attractifs en oo est au plus 2. Donc ce nombre doit étre égal a 2, d’ou
le résultat. O

Lorsque l'on perturbe a proche de 1, le point fixe multiple en 0 se scinde en une paire
de points fixes de e, : 'un en 0 avec multiplicateur 2™ (1-0) ot un autre que 'on note £(a),
avec multiplicateur p(a). Nous allons utiliser un calcul classique de résidus pour estimer ce
multiplicateur. Soit v un petit lacet autour de 0. La formule de Cauchy donne :

1 n 1 1 / dz . 1 dz cC
1 —e2m(1-a) " 1— p(a) 2 N E eq(z) a—1 2mi N7~ e1(z) ’

On en déduit :
1 1

1—pla) 272(1—a)

Observons maintenant que

+0(1) quand a—1.

et de méme,

1 1
aeD(1—-rr) <— §R< )>>47r2r'
Par conséquent, lorsque r > 0 est suffisamment proche de 0 et a € D(1 —r, 1), on en déduit que
|p(a)| < 1, donc £(a) est un point fixe attractif.

Soit finalement Z(a) une préimage de £(a) par exp, c’est-a-dire exp(Z(a)) = &(a). Alors pour
a suffisamment proche de 1, Z(a) est un point fixe de &,. En effet, remarquons que &, (Z (a)) —Z(a)
est un entier qui ne dépend pas du choix de préimage Z(a). Donc, il suffit de prouver que

lim &,(Z(a)) — Z(a) = 0.

a—1
Nous allons le voir de la maniére suivante. La fonction £, — Id est périodique de période 1, donc
est de la forme u, o exp pour un certaine fonction u, : U, — C. La fonction

~

u:U> (a,z) — ug(z) € C
est analytique, donc continue. Donc,

lim &,(Z(a)) — Z(a) = i% u(a,é(a)) =u(1,0)= _lim &(Z)—-Z=0.

a—1 S(Z)—+o0

La derniére égalité vient du lemme [3.3.1] Ceci prouve que pour a suffisamment proche de 1, Z(a)
est un point fixe de &, de multiplicateur p(a), ce qui achéve la preuve de la premiére partie de
la proposition 3.1.3 O
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3.3.2 Exemples réels

Dans cette section, nous allons prouver la deuxiéme partie de la proposition & savoir
I'existence de polynémes dans la famille f;(2) := 2z + 22 + bz* dont I'application de Lavaurs a un
point fixe attractif réel.

Plus précisément, nous allons chercher un parameétre b € (—8/27,0) tel que I'application de
Lavaurs Ly, ait un point fixe critique dans R N By, .

Etant donnée la construction du domaine errant, ceci impliquera que le produit fibré associé
a une composante de Fatou errante qui intersecte R?.

Schéma de la preuve. Posons

1+ 2c
4¢3

14+ 2¢
4¢3

b= avec ¢ € [=3/2,—1/2], fo(z) := 2+ 2% — 24,

Lorsque ¢ décrit Uintervalle (—3/2,—3/4), le paramétre correspondant b décroit de —4/27 a
—8/27 et quand ¢ croit de —3/4 a —1/2, le parameétre b croit de —8/27 a4 0. Le point ¢ est un
point critique du polynée f.. Par conséquent,

degc ¢fc = degCTl o ¢fc = degc ¢fc o fC = (degfc(c) ¢fc) : (degc fc) Z 2

Donc, ¢ est un point critique de ¢y, , et donc un point critique de Ly, .

Fait 1 : lorsque ¢ € (—3/2,—1/2], le point critique ¢ appartient au bassin parabolique By, .
Fait 2 : la fonction £ : (=3/2,-1/2] — R définie par £(c) := Ly, (c) est continue.

Fait 3 : £(—1/2) > 0.

Fait 4 : il existe une suite ¢, convergeant vers —3/2 avec £(cy,) < cp.

Ces quatre faits sont suffisants pour prouver la proposition. En effet, la fonction ¢ — £(c) — ¢

prend une valeur strictement positive en ¢ = —1/2 et prend des valeurs strictement négatives
arbitrairement proche de —3/2. Comme elle est continue, on déduit du théoréme des valeurs
intermédiaires qu’elle s’annule en au moins un point de (—3/2,—1/2). O

Une expérience numérique suggére que la fonction £(c¢) — ¢ s’annule pour une valeur de ¢
proche de —0.586. Ainsi, pour
f(z) = 2+ 2% — 0.21362%

I'application de Lavaurs L; : By — C a un point fixe (super)attractif.

Démonstration du fait 1. 11 suffit de montrer que z < f.(z) < 0 pour z € [¢,0). En effet, si ce
n’est pas le cas, la suite (f'(c))n>0 reste dans [c,0) et est décroissante, donc elle doit converger
vers le seul point fixe dans [c, 0], c’est-a-dire le point fixe parabolique 0.

Pour voir que f. —Id > 0 sur [c,0), remarquons que si ¢ € [—3/2,—1/2], alors b € [-8/27, 0]
et si z € [¢,0), alors

14022 >14b = >+

2
-

N —
-
Wl D

1
4c

N

Donec :

2

fo(2) —z=22+b2t =22 (14+b22) > 222> 0.

wl N

Pour voir que f. < 0 sur [¢,0), il suffit de prouver que g(z) := 1+ z + bz3 > 0 sur [c,0).
Comme précédemment, si ¢ € [-3/2,—1/2] et z € [¢,0), on a :

>+

| =
A~ w
[SSR )

3
4c

DN | =

g(2) =1+3b2%> > 1+ 3bc* = —
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—1.5

FIGURE 3.3.2 — Le graphe de la fonction £ : (—%, —%) — R, qui intersecte la diagonale. Quand
c tend vers —3, £(c) accumule tout l'intervalle f(R) = (—o0,] avec z := 2L + 31/3 ~ 3.63.
Chaque intersection avec la diagonale correspond & un paramétre ¢ € R pour lequel 'application
de Lavaurs Ly, a un point fixe superattractif.

Donc, g est croissante sur [c,0) et comme

3 1
g(C):1+c+bc3:Z+§cZO.

la preuve du fait 1 est achevée. O

Démonstration du fait 2. Pour ¢ € C\ 0 on peut considérer la coordonnée de Fatou attractive
¢y, et la paramétrisation de Fatou répulsive ¢4, de f. (normalisée avec la méme convention que

dans la section. Les formules (3.2.2)) et (3.2.3) définissant ¢y, et 1), comme limites montrent

que ¢y, et 1y, prennent des valeurs réelles sur I'axe réel. Posons

B:={(c,z) € (C\{0}) xC; z€ By}

Les propositions [3.2.1] et [3.2.2] impliquent que

B> (c,2) = ¢r(2) €C, (C\{0}) xC>(c, Z) — vy, (2) €C

sont continues, ainsi que leur composition

L:B3(c,z) = 5 0p5(2).

Par ailleurs, pour ¢ € (—3/2,1/2], le point (¢, c) appartient & B et donc on en déduit que la
fonction £ : ¢ — L(c, c) est continue sur (—3/2,—1/2]. O

Démonstration du fait 3. Soit ¢ = —1/2, de sorte que f := f_; /5 est le polynéme quadratique
2 +— z+22. La paramétrisation de Fatou répulsive envoie les réels suffisamment proche de —oo sur
des points de R qui sont proches de 0. Comme f(R") = R" et comme ¢7(z) = f™o1ps(z—m)

pour tout m > 0, on voit que 17(R) = RT. Par conséquent, £(—1/2) = ¢y o ¢p(—1/2) >0. O
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Démonstration du fait 4. Commencons par étudier le comportement de ¢y (c) lorsque c est
proche de —3/2. Posons ¢ = —% +t. On calcule :

_ 3,12 3 2
fc(C)—4C+20 = 4t+0(t )

Soit ®(c) := ¢y.(c). Alors le développement asymptotique de ¢, (voir section|3.2.1]) en 0 donne :

B(c) = 67,0 fule) ~1 = 5~ log (;) 1+ 0(1)

Donc, la suite d’applications (®,,) définies par :

3 4
) =0 (——-—+-——1] - 1 1
n(u) ( 2+3(n+u)> n + logn +
converge uniformément vers 'identité sur les compacts de R.
Considérons maintenant application f := f., pour ¢ := —3/2.
47 /
2 -
%) § co
. /
: %

,6#

/ ’ -10 4

FIGURE 3.3.3 — Le graphe de la fonction f(2) := z 4 2% — ﬁz‘l et les premiéres itérées du point
critique ¢ := 3(1 4+ V/3).

Les points fixes de f sont 0, & := —%ﬁ et & = % Les point critiques de f sont ¢ = —%,
= %(1 +v3) et = %(1 —/3). On voit que

) <t<ep<d <0<d <€ < f(d).

Donc, f envoie l'intervalle (—o0, &) dans lui-méme et les orbites de tout point de cet intervalle
convergent vers —oo. En particulier, orbite de ¢’ converge vers —oo. De plus, f —Id > 0 sur
[0,c], et f est croissante sur [0,c’]. Donc, on peut définir une suite (c},)m>0 par récurrence en
posant ¢, := ¢’ et pour m > 0,

Clm+1 € (0,¢), f(c;n—l—l) =

Cette suite est décroissante et converge vers un point fixe de f, donc converge vers 0.

Fixons mg suffisamment grand pour que z := c;no appartienne au pétale répulsif P;ep. Alors

folmot2) (x) < &. Soit € > 0 suffisamment petit pour que pour tout ¢ € (¢g,co + €), le point x
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appartienne au pétale répulsif de f. et fo0F2(z) < £(c), ol £(c) est le plus petit point fixe réel
de f.. En particulier, pour tout m > mg+2, on a: fo"(z) < £(c) < c.

Pour ¢ € (¢, co + €), posons

et

Remarquons que ¥(c) = Xo + O(t) comme z est dans le pétale répulsif de f. et 1. dépend
continument de ¢. Donc, on a ¥, (u) = Xo + O(1/n).
D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, ceci implique pour n assez grand, ’équation

Oy (u) = Wn(u) + {logn}

admet au moins une solution u,, € (Xo—1, X +2), ou {logn} désigne la partie fractionnaire de
logn.
Posons alors :

C ——§+L s _UO nJ
"2 3ndu,)’ T g1l
On a:
¢fcn(cn) =&, (u,) +n—logn—1
= U, (uy) + {logn} +n —logn—1
:‘Pn(un)"‘n_Sn—l
Donc :

L(en) = ¥y, © b5, (cn)
=Y., (\Ijn(un) +n— Sy — 1)
=g, (U7 (1) + 0 = 50 = 1) = fo"7 D (a).

Enfin, comme n — s, — 1 > mg pour n suffisamment grand et comme f°(z) < ¢ pour tout
m > mo + 2 et pour tout ¢ € (cg,co + €), on en déduit que £(c,) = f(?,f”‘s"‘”(x) < ¢ pour n
assez grand. Ceci achéve la preuve du fait 4. O

3.4 Construction de coordonnées de Fatou approchées

Dans cette section, nous allons construire des coordonnées de Fatou approchées adaptées a
notre cadre de dynamique fibrée. On considére des polynémes f,g: C — C de la forme :

f(2) =2+ 22 +a2® + 0(2Y), g(w) = w—w? + O(w?).

On pose
2

fw(z) = f(z) + TV

On veut montrer qu’il existe des coordonnées ¢y, et vy, qui en un certain sens sont des approxi-
mations des coordonnées de Fatou de f dans des domaines bien choisis, et tels que @y, © fu oyt
ressemble & une translation. Ces changements de variables sont normalisés de fagon a ce que
Pg(w) © fuw © ¢! soit défini dans une région qui sera presque une bande verticale de largeur 1
et sera proche d’étre la translation de vecteur \/w/2. Ces coordonnées seront données par des
formules explicites : dans ce sens notre approche est similaire a celle de [BSU12].
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3.4.1 Notation

Les notations suivantes seront utilisées dans le reste de cette section ainsi que dans la suivante

(voir aussi la figure [3.4.1).

Tout d’abord, fixons R > 0 suffisamment grand pour que F : Z — —1/f(—1/Z) soit univa-
lente sur C \ D(0, R), et

1 1
sup |F(Z)—Z —1| < —, sup |[F'(Z)-1] < —.
\Z\>R‘ | 10 \Z\>R‘ | 10

Appelons Hi le demi-plan droit Hg := {Z eC; RZ) > R} et —Hpg le demi-plan gauche
—Hg = {Z eC; R(2Z) < —R}. Définissons le pétale attractif P?tt par

P;‘“:{zeC; %(—1> >R}
z
Alors :

— la restriction de la coordonnée de Fatou attractive ¢y au pétale attractif Pj?tt est univa-
lente, et
— la restriction de la paramétrisation ¢y au demi-plan gauche —IHp est univalente.
Nous utiliserons la notation 1/1]71 seulement pour la branche inverse 1/1]71 : P;eP — —Hpg de ¢y
dans le pétale répulsif P;ep := ¢s(—Hpg). Rappelons que

ppof=Trods, f[foryy=1yoTi,

1 1 1
¢f(z) ~—— quand R <—> — 400, Y§(Z) ~ ~ quand  R(Z) - —c0.
z z
Ensuite, pour r > 0 on pose B, := D(r,r) et on fixe r > 0 suffisamment petit pour que
B, C By, g(B;) C B,.

Dans le reste du chapitre, on supposera que w € B,, et donc g°"(w) — 0 lorsque m — +oco. La
notation \/w désigne la branche de la racine carrée sur B, qui a une partie réelle positive.
Enfin, on fixe un réel positif

1 2

—<a<-. 3.4.1

2 =73 (34.1)
La raison de ce choix d’intervalle de valeurs pour « sera explicité durant la preuve. Pour w € B,
posons

o o= |w|T2 — 0, Ry = |w|7? — 4o0.
w—0 w—0
Soit R, le rectangle
R ZeC: ™ e RZ) <1-"" and — L < 3(z) < 2 (3.4.2)
= — ——and — - < = 4.
v " 10 10 2 27

et soit Djj,tt et Dy® les disques

R R
att - w rep .__ - w
Datt D<Rw,10>,Dw : D( Rw,10>.

Dans cette section, la notation O(h) désigne une quantité qui est définie pour w € B, suffi-
samment proche de 0 et qui est bornée par une C - h, ott C' est une constante indépendante de
w. De méme, o(h) désigne une quantité telle que o(h)/h converge vers zero lorsque w — 0.
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3.4.2 Propriétés des coordonnées de Fatou approchées

Notre but dans ce paragraphe est d’énoncer précisément les propriétés des coordonnées de
Fatou approchées, de maniére axiomatique. Les constructions de ces coordonnées ainsi que la
preuve du fait qu’elles vérifient ces propriétés seront présentées dans la suite.

Nous affirmons qu’il existe une famille de domaines (V) et d’application d’univalentes (¢, :
Vi — C) paramétrées par w € B,., vérifiant les propriétés suivantes :

Propriété 1 (Comparaison avec les coordonnées de Fatou attractives). Lorsque w — 0 dans
B,

ja.spwogbfl(Z) Z‘ 0.

Ceci signifie que %@w est une approximation des coordonnées de Fatou du coté attractif. Il

ij,tt C ¢f (Vw N P?tt) , sup
ZeDatt

existe une propriété similaire du cété répulsif :

Propriété 2 (Comparaison avec les coordonnées de Fatou répulsives). Lorsque w — 0 dans B,

on a .
Jo

1+7-fongow (VwﬂP;ep>
et
sup 1/1]710%51 <1+\/EZ> —Z‘ — 0.
ZeDIeP 2

Enfin, la derniére propriété affirme que %gpw est presque une coordonnée de Fatou :
Propriété 3 (Conjugaison approchée a une translation). Lorsque w — 0 dans By, on a :

R C Spw(vw)a Jwo 901;1(-‘R,w) C Vg(w)
et

_ w
Sup | Pg(w) © fw ° Sowl(z) - Z- { = 0(’UJ)
ZER

Pour améliorer la présentation de la preuve, qui comporte plusieurs changement de coordon-
nées, on adoptera les conventions suivantes :
— les caractéres d’'imprimerie (comme z, V,,, ... ) seront utilisés pour les objets auxquels on
pense comme vivant dans les coordonnées initiales ;
— les lettres cursives (comme Z, R, ... ) seront utilisées pour les objets auxquels on pense
comme vivant dans les coordonnées de Fatou approchées
— la coordonnée Z sera utilisées pour la coordonnée de Fatou exacte.
On écrira donc des expressions comme ¢¢(z) = Z ou pu,(2) = 2.
Le produit fibré P fixe lorigine et laisse invariante la droite complexe {w = 0}. On peut
poser la question de I'existence d’autres courbes paraboliques invariantes prés de 'origine, dans
le sens d’Ecalle et Hakim (voir [Eca85| et [Hak98g]).

Question. Existe-t-il des applications holomorphes ¢ : B, — C telles que £+ (w) — 0
lorsque w — 0 et telles que f,, 0 £ (w) = £F o g(w) pour w € B, ?
Nous nous contenterons d’un résultat plus faible :

Lemme 3.4.1. Soit ¢(* : B, — C défini par

e am? 1

Ci(w) =teVw+w avee ¢ = 5 co = = 1

Alors,
fuwo CH(w) = ¢F o g(w) + O(w?).
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Tw 1— 1
0¥ ;(;\ 1
Row
Xuw(Sw)
Pwod; (2)= %22 ) Pwot (Z)~1+ Y2 Z
Xw(2)~Z
q R 5w -R, q
Datt 1 Drep
v Quw = Xw (Kw) e
|,w|1/4
0. .1
1— |w|1/4
be Pw wf
tt
Py

FIGURE 3.4.1 — Les différents changements de coordonnées utilisés dans la preuve.
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Démonstration. Un calcul élémentaire montre que
2

fuw o ¢ (w) = £e1v/w + <CQ + i+ 7;) w =+ (acd + 2¢1c0)wv/w + O(w?).

D’autre part
1
V(w) =+vw— JUVW + O(w?),

donc
c
Cog(w) = fe1vw + cow F Elw\/ﬁ + O(w?).
On déduit le résultat du choix de ¢y et ¢y puisque
Ll

4

C1
co, ac‘;’ + 2c1c0 = ——. O

e+l + 5

Soit 1y, : € — P\ {¢T(w), (" (w)} le revétement universel défini par

bu(2) = <) e;:lz_l W) _ ey v cot(2) + eqw. (3.4.3)

La restriction de ce revétement universel est univalente sur une bande verticale
So={2eC; 0<R(2) <1},

et son inverse est donné par
- 1 z— (" (w)
Y l(z) = —log ( .
) )

Dans cette formule, log(-) désigne la branche du logarithme définie sur € \ R™ et telle que
log(—1) = mi.
Pour w € By, soit x : So — C l'application définie par

\/5(12@ log (28:1\(/7?) ) (3.4.4)
1

ot la branche du logarithme est ici définie sur ﬁ(C \R7) et s’annule en 1.

Considérons maintenant
Swi={Z2eC; [w"* <R(2) <1— |w'*}

et son image par i, :
Lemme 3.4.2. Si w € B, est suffisamment proche de 0, alors X : Sw — C est univalente. De
plus, xw est proche de lidentité dans le sens suivant :

siZe€SwN{Z, I(2Z) <1} alors xw(Z2)=2+0 (]w\l/Q log ]w\) =Z+ o(ry).

Démonstration. Remarquons que

V(1 - a)
2

T cot(n2), sup |cot(nZ)| € O (|w[71/4) .
ZESw

Xow(2) =1~

Par conséquent,
sup |x,(2) — 1| € O (]w|1/4) .
ZESw
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Si xw(Z21) = Xw(Z2), alors

122 — 21| = |(xw(21) = 21) — (xw(Z2) — Z2)| < [SUP ]\XL(Z) 1|22 — z4].
21,22

Lorsque w est suffisamment proche de 0, le supremum est inférieur & 1 et on a nécessairement
Zy = Zo.

La seconde assertion du lemme est une conséquence directe de la définition de x,, et du fait
que sur Sy, N {S(2) < 1}, [sin(72)| > ¢|w|"* pour une certaine constante c. O

On supposera dorénavant que w est suffisamment proche de 0 pour que Yy, : S — C soit
univalente.

Définition 3.4.3. Les coordonnées de Fatou approchées ¢,, sont les applications
Oy 1= Xw0¢;1 :Vw — C avec w € B,.

Nous allons montrer que ces coordonnées de Fatou approchées vérifient les propriétés [T} [2]
and [3
3.4.3 Comparaison avec la coordonnée de Fatou approchée

Dans ce paragraphe, nous prouverons que les coordonnées de Fatou approchées ¢, vérifient
la propriété (1} c’est-a-dire que lorsque w — 0 dans B,, D3 C ¢;(V,) et

2 -1
sup |—— - pwo @, (Z)—Z| — 0. 3.4.5
o | (2) (3.4.5)

Rappelons que Ry, = |w|~%2, 7y, = |w|'?Ry, = |w|(1=®)/2 et D#** = D(R,,, R,,/10).

Démonstration de la propriété[d]
Etape 1. Commencons par prouver que D C ¢ #(Viw). Remarquons que R,, — +oo lorsque
w — 0, et donc D C gi)f(P]‘?‘tt) pour w proche de 0. Si z € gb]?l(vatt), alors

66(2) = —~ +0 (1) = O(Ry).

z z

De plus,

Comme a > 1/2, on a r2 = |w|'"™* =0 (|w|1/2), et il s’ensuit que

1 z = (" (w) Vw 2 Vw 1/2
Z:=—1 —— ) =——+40 = —— ( />. 3.4.6

omi 8 <z — (¢ (w) 2z +0 (ra) 2z +o(lvl ( )
Donc, la partie réelle de Z est comparable & 7, et comme |w|/* =
Z € Sy, donc z = 1y, (2) € V,, pour w € B, suffisamment proche de 0.

0(ry), on en déduit que
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Etape 2. Nous allons maintenant prouver (3.4.5). Remarquons que

w

2 B 2
Zi%%n\/@":owo(ﬁfl(z)_z’_ sup T-%(Z)—%‘(Z)-

z€¢; 1 (Di)

Observons d’abord que quand w tend vers 0, le domaine quTl(Dtht) tend aussi vers 0. Donc, si
z € qS;l(D?Utt), alors

5(2) = —= — (1—a) log <—i> +o(1).

z

Par ailleurs,

Ve ﬁ(Z+0(Z)) =——+o

Donc, avec l'estimation (3.4.6)) on en déduit que

2sin(rz) 2 1 (1) .

ouw(z) = xw(2) = 2 -

\/; 1 . (3.4.7)
5 (_z —(1—a)log (—> + 0(1))
= Y 01(2) +0(1).
ce qui achéve la preuve. O

3.4.4 Comparaison avec les coordonnées de Fatou répulsives

Dans ce paragraphe, nous allons prouver la propriété [2] c’est-a-dire que lorsque w — 0 in By,

Vw ;

et
sup w;lmp;l <1—|—\/QEZ> —Z‘ — 0.
ZEeDEP

La preuve est comparable a celle de [T}

Démonstration de la propriété |3,
Etape 1. Commencons par prouver que pour w € B, suffisamment proche de 0, le disque D,
est inclus dans ¢, (V,,). Remarquons que si 'on note encore 7, = |w|'/2R,, = |w|=%)/2

D, :D<1—‘/ER“’ r“’).

,on a

2 720
Comme a > 1/2, on a |w|*/* = o(ry). De plus, R(y/w) > §|w]1/2 pour w € B, et donc

Dl =D <1— ‘@Rw,?@ C Su.

De plus,d’apreés le lemme Xw(Z) = Z+ o(ry) pour Z € Dl donc

Q)gu C Xw(@Z;) C Xw(5w) = pu (V).
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Etape 2. Etant donné Z € D};®, on pose

X = x,t <1+\/21>UZ) .

Remarquons que v/wZ a un module égal & r,,. Posons aussi
z:= gt (1 + \/QEZ) = ic1y/w cot(mX) + cow. (3.4.8)

D’apreés le lemme [3:4.2 on a

v

x-1=% Z-(140(1)) = O(rw),

et donc
cot(mX) = cot(m(X — 1)) = 77\2wa(1 +0(1)).

En se souvenant que ¢; = 7mi/2, d’apreés (3.4.8)) on peut déduire :

2 2i 1 /2
z= % ~(1+o0(1)) avec % =-5¢€ D (!w\a/Q,m‘Q> .

Donc, lorsque w € B, est suffisamment proche de 0, z € P;ep et

Y7 e) = 1 — (1 - a)log C) T o(1).
De plus,
2sin(7.X) _ C2sin(r(X-1)) 2 <
W W Vw
Enfin, comme dans , on calcule :

2 1 1 1
Z=—(xuX)—1)=—= H—(1-a)l - -
(w0 = 1) = =2 o) - (1= aytog (£ 0 1))
=97 1(2) +o(1)
= ¢J71 ot (1 + sz) +o(1).
ceci achéve la preuve de la propriété 2 O

3.4.5 Propriété de translation approchée

Dans ce paragraphe, nous prouverons que les coordonnées de Fatou approchées ¢,, vérifient
la propriété [3] c’est-a-dire : lorsque w — 0 dans B,, on a les inclusions R, C ¢, (Vi) et
fwowy (R, C Vy(w) (rappelons que le rectangle R, a été défini en (3.4.2))), et

Sup |Pg(w) © fw ° 901;1(Z) —2Z- 7 = O(w)
ZER.,,

Esquisse de preuve. Soit

wo = u, ¢2 = 77/)g(w)7 XO = Xw,and X2 = Xg(w)-
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Pour surmonter la difficulté venant du fait que f,, o (T n’est pas exactement égal a (T o g (voir le
lemme , plutot que de travailler directement avec 0 fy, 09y ! on introduit un changement
de coordonnées intermédiaire

—(w _627rz'Z_ » + w _
w5z ) EE R lC) Cpe) g1, (¢ ) fulc @) -

Soit H la bande verticale
H:={zcC; -1<S(2) <1}

Nous verrons qu'il existe des relevées F°: §,, — C, F': H — C et une application ¥ : ®,, — C
telles que le diagramme suivant commute :

R,y ? C
TXO -
0 1
lwo ilﬁl 2
V(Qu) — Vow) =0 Vatw)-

Etape 1. Prouvons que R, C ¢u(Vi) = X°(Sw) et que

—1 2 =0 /2 .
sl (2)] =0 (jul”?)

Posons Q,, := (Xo)il(ﬂ.w) C Sw-

Etape 2. Nous allons définir F° sur §,, et prouver que pour 2 € Q,,,

FO(2) = 2+ */27” + ”(1;“)“’ cot(72) + o(w). (3.4.9)

En particulier, pour w suffisamment proche de 0, ¥(2) = Z+0 (\w|1/2), et donc F°(Q,,) C H.
Etape 3. On définit ' sur A et on prouve que pour 2 € H,
FUZ) = 2+ o(w).

En particulier, pour w suffisamment proche de 0, 7! o 7%(2) = 7°(2) + o(w), d’ott 'on déduit
que

FloF%Q,) C Sgwy donc  fio0 ot (R,,) C V(w)-

Etape 4. On utilise x° et x? pour éliminer le troisiéme terme dans le terme de droite de (3.4.9).
Plus précisément, on définit ¥ sur R, et on prouve que pour 2 € R,

La propriété |3| est alors prouvée. O
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3.4.5.1 Démonstration de I’étape 1
On prouve que R, C vw(Vi) et que

sup [9,1(2)] = O (lw|*/?).
ZER

Soit R., C Sy le rectangle

I AT _Tw _ 3
Kw.—{ZESw, Se < R(Z) <15t and 1<\9(Z)<1},

avec comme précédemment r,, = |w|(1=*/2. On voit que R, C R, et la distance entre les

frontiéres est r,,/20. Par ailleurs, d’aprés le lemme pour Z € R, Xw(Z) = Z+ o(ry). Il
s’ensuit que X, (OR.,) entoure & ,, et donc

R C Xw('R.;) - Xw(jw) = (Pw(vw)y

ce qu’il fallait montrer.
Pour prouver 'estimation sur ¢,!(Z), posons Q,, := Xu' (R,,). Comme @, = x4 0 15!, on
voit que v, (R,,) = ¥w(Q,,). La suite d’inclusions précédente montre que Q,, C R.,. Donc, de

w(2) = ic1v/w cot(m2) + cow,

on déduit que

Sup “p;l(z)‘ = sup ‘ww(zﬂ < sup ¢w(Z)|
zZeQ,

ZER, ZeR!,
1/2

=0 ('wJ) +O(w) =0 <\w|a/2> .

Ceci achéve la preuve de ’étape 1.

3.4.5.2 Démonstration de I’étape 2

On définit 7O sur S, et on prouve que pour Z € Q,,,

TO(Z) =2+ \/2@ + 71'(1;@)10 cot(mZ) + o(w) = 2+ O (\w|1/2) '

Etape 2.1. Commencons par définir F°. Il sera pratique de poser w = £2 pour que les dévelop-
pements limités par rapport & /w deviennent des développement limités en . Soit

Coi(e) = Ci(52) = teie 4 962, Cli(s) = foo0 Cgt(e) and CQi(e) =(to g(eQ).

Fixons r1 > 0 suffisamment petit pour que la seule préimage de 0 par f dans D(0,2r;) soit 0.
Choisissons 75 > 0 tel que pour € € D(0,79), la seule préimage de (E(e) == f2(¢F)(e) par f.
dans D(0,71) soit (i (). La fonction

f2()=GE) -G
Q@) a5 -G @)

se prolonge holomorphiquement a A := D(0,r1) x D(0,72) et ne s’y annule pas. De plus, elle est
constante égale a 1 pour € = 0. On pose

(z,€) —>

<f52(2)—cf(6)' := G o) >
=@ fa@) -G )

1
u:(z,e) — —lo
(2,€) — 5 —log
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ou la branche du logarithme est choisie pour que %(z,0) = 0. Considérons 'application F 0 définie
sur S,, par

FU2) =2+ u(y(2),¢).

Alors, pour Z € S, on pose

_— g (2250
z:=1"(2) eV, etdonc Z_2ml (2—C0(€)>'

Lorsque Z prend ses valeurs dans S,,, z évite les points Cét(é‘) et reste dans un petit disque centré
en 0, donc f.a(z) évite les points (i(e) = f. (Coi(s)). On peut donc définir

1 faQ(Z)_Cf(5)>
1 JerA\7) T 51 8
e (faz ()= ¢ ()
ou la branche est choisie pour que
Z1— Z=u(z¢e) = u(¢0(Z),6) = F9%2) - z.

On a donc :
Wl FUZ) =1 (2n) = [2(2) = f2 0 4°(2).

En d’autres termes, le diagramme suivant commute :
Sw EEEASNY y
wol P!
Vi — IPl(C

Etape 2.2. Nous allons maintenant prouver que pour (z,¢) € A, on a 'estimation suivante :
omin(z,e) = 2c1e — 2¢1(1 — a)ez + O(e2?) + O(&%).
En effet, observons que :

fe(2)=GHE) -G _fER-FEGE)  2-G ()
z=(f(e)  fe(z)—((e) 2=C ) fla) = (G (o)

iulz, €) = log (1 I J(e))/f(2)> o (1 - f(Co(€))/f(Z)> |

1-¢(e)/2
Rappelons que (i () = +ei1e + cae?, donc

f(Cgt(g)) =+cie+c3e? +0(3) avec c3:=cy+ .

Comme u est holomorphe sur A et u(z,0) = 0, u admet un développement de la forme : u(z,e) =
u1(2)e + uz(2)e? + O(e?) sur A. Pour déterminer uy et ug on écrit

1- (G @)/ (=) 11
1°g< -G >i<_f()+>

. C3 _ C% Cj i 2 o 3
+< e 2(f(z))ferrM) e+ 0(e?),
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et en considérant la différence entre les deux expressions on obtient :

LY iyoE
) e+ 0
= 2¢1e — 2¢1(1 — a)ez + O(e2?) + O(e?).

1
2miu(z,e) = 2¢y - ( —
z

Etape 2.3. Nous allons maintenant prouver (3.4.9). Si Z € Q,, et
2 :=1(2) = icie cot(m2) 4 cae? = icie cot(nZ) + o(e),

on déduit de 'étape 1 de la preuve (voir (3.4.10)) que z = O (|¢|*). Comme « > 1/2 on voit que
O(e2?) = O ([e|**?*) 0(52).|I|D0nc, pour Z € Q,,

2 - (1—-a)

u(°(2),e) = 5~ TEQ cot(m2) + o(e?)
_e, m(l-a)? 2
=5 + I cot(m2) + o(e*).

Comme F%(2) = Z+ u (wo(Z),e), on obtient 'estimation souhaitée (3.4.9), ce qui achéve la
preuve de I’étape 2.

3.4.5.3 Preuve de I’étape 3
Nous allons définir #! sur la bande verticale A et prouver que
FH(2) = 2+ o(w).

, (W)t ot est

L’idée est que comme la distance ‘CQi — Cli‘ est bien plus petite que ‘(f - (¢
trés proche de l'identité.

Etape 3.1. Commencons par définir F1. Soit py : P1(C) — PY(C) et pg : P1(C) — PY(C) les
transformations de Mdbius définies par (rappelons que € = /w) :
z— (G (e z— (G (e)
()= 2D )= 22610,
z— ¢ (e)
La transformation de Mébius 1 := pg o py* : PY(C) — P(C) envoie i3 0 ¢ (¢) sur 0, p3 0 (5 (€)
to oo et fixe 1. Posons

5= olf(e) =
Remarquons que

o) - ) =0 (e*) alors que ¢E(e) — ¢F(e) = ime - (1+0(1)),

donc

6+:O(53),5_:O(53).
Donc, l'image de la bande horizontale H = {—1 < ¥(Z) < 1} par la fonction exponentielle

exp:C3 Z— ™ cC\ {0}

1. C’est a cause de ce calcul qu’on a fait le choix de borne inférieur pour a.



3.4. Construction de coordonnées de Fatou approchées 87

évite 67 et 1/57 et p: exp(H) — C\ {0} se reléve en une application F! : H — C telle que le
diagramme suivant commute :

Comme p(1) = 1, le choix de relevé est complétement déterminé par F1(0) = 0.

Etape 3.2. Nous allons estimer 71(2) — 2. Comme pu(67) = 0, u(1/67) = oo et u(1) = 1, on

en déduit que
1—-6 1-07/z
niz) =z 1—6t 1-62"

Par conséquent,
FUz) - z=1log(l —6") —log(l —6T)+1log(l—6"/z) +log(l — 6 2),

ou log est la branche principale du logarithme sur C\ R~ (les arguments des quatre logarithmes
sont proches de 1). Comme §+ = O (63) and 0~ =0 (53) , on en déduit que

ZHI})[ |F1(2) — 2| =0 (%) Co(e?) = o(w),

ce qu’il fallait démontrer.

Etape 3.3. Prouvons que ¥'o F°(Q,) C Sg(w)- Tout d’abord, on a vu dans 'é¢tape 1 que
Q. C R.,. Comme w est petit,

[g()]"* = w4 o (Jul'*),

hence R}, C 84w et la distance entre les frontiéres est comparable a lw|'/*. Comme FloF°(Z) =
Z+ O (Jw['/?) sur Q,, et [w|*/? = o (Jw|*/*), on voit que F' o FO(Q,,) C S g(w)-
On en déduit que

fw © @El(ﬂw) = fw © %}(Qw) = ¢g(w) (—{]:1 0 TO(Q@)) C wg(w)(sg(w)) = Vg(w)a

ce qui achéve la preuve de I'étape 3.

3.4.5.4 Démonstration de I’étape 4

Nous allons définir F sur R, et prouver que

Soit
Fi=xo(FloF)o(xX") "R, = C,

tel que le diagramme suivant commute :

Ry z C
XOT X2
Q,w ,{]'-O(Q,w) Sg(w)'
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Pour Z € Q,,, posons

’I/(Z) — \/21; + ﬂ-(l;a)zﬂcot(ﬂ-Z) = \/2@ + o0 (”w|1/2) )

oil la seconde égalité se déduit du fait que cot(m7Z) = O(ry!) sur Q,,. Ecrivons alors
F(x"(2) = x* (2 + 2(2) + o(w))

— 24 0(2) +o(w) + VI (281n(7rz+ mo(Z) + 0<w))> . (3.4.10)

2 g(w)

En utilisant

) = O - 0 ().

et avec le méme argument que dans le lemme [3.4.2) on voit que le logarithme dans (3.4.10|) est
O(log |w|). On en déduit donc :

F(x(2) = 2+ v(2) -

\/E(; —a) log (2 sin(wfj@wv(Z))) + ofw),

par conséquent :

F(x°(2)) —x"(2) = v(2) —

\/E(; —9) log (SIH(Z‘IZ;IE;ZZJ(Z))> + o(w).

De l'estimation o(2) = y/w/2 + o (|w|*/?), on déduit

B W cos(mZ) + o (|w|1/2)
sin(m2) N sin(72)

=1+ 7(\2/6 -cot(mZ) + o (|w|1/2) :

sin(wZ + WU(Z)) sin(m2) +

Enfin :
F(X(2)) —x"(z) = \/g - 7r(1_4a)w cot(n2)
- ‘/E(; —a). ”\2@ cot(r2) + o(w)
o)

Ceci achéve la preuve de I'étape 4, et donc de la propriété 3] des coordonnées de Fatou approchées.
O
3.5 Preuve du résultat clé

Le but de cette section est de prouver le théoréme clé

3.5.1 Notations

Soit 'y un compact inclus dans By et Cy; un compact inclus dans By. Il s’agit de montrer
que la suite d’applications

C? 5 (z,w) s P2 T (2,90”2 (w)) € C?
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converge uniformément sur Cy x Uy vers 'application
Cy x Cy 3 (z,w) = (Ly(2),0) € C x {0}.
Pour (z,w) € Cf x Cy et pour m > 0, posons
Wy, := g7 (w).

Cette suite converge uniformément vers 0 sur Cy, donc la difficulté consiste a prouver que la
premiére coordonnée converge uniformément vers L¢(z).

Dans ce but, nous allons devoir estimer plusieurs quantités qui dépendent d'un entier k €
[0,2n + 1] (correspondant & un itéré m = n? + k € [n?, (n + 1)?]). Nous adoptons la convention
suivant laquelle la notation o(-) or O(-) désigne une estimation uniforme sur Cy x Cy, et ne
dépendant que de n, c’est-a-dire une estimation uniforme en k € [0,2n + 1].

Pour moe > my > 0, posons

2

T
Frngmy = fummy 100 fun, avec fu(z):= f(2)+ T

Par convention, une composition vide est I'identité, donc f,, ,, = id. Ainsi :

2

Po2n+1 (Z, gon (w)) = (f(n+1)2,n2 (Z)7 w(n+1)2)

donc nous devons prouver que
f(n+1)27n2(2) = Ef(z) + 0(1).

3.5.2 Schéma de la preuve
Rappelons que R > 0 a été choisi suffisamment grand pour que F': Z — —1/f(—1/Z) vérifie

1 1
sup |F(Z) - Z —1| < —, sup |[F'(Z) —1] < —. (3.5.1)
|Z|>R 107 z>r 10

Le pétale répulsif P;ep est I'image de —IHi par I'application univalente 1 ¢, et la notation w;l
est réservée pour la branche inverse ¢;1 : P;ep — Hg.

Posons

1 2
kn = |n%] =o(n) ou 5 <a< 3 comme dans (3.4.1)).

La preuve sera découpée en quatre propositions que ’on énoncera indépendamment, corres-
pondant aux trois parties de la transition entre n? et (n+1)? itérées. Les preuves seront données

dans les sections B.5.4] 4 3.5.1

Commengons par montrer que pour les k, premiéres itérations, 'orbite reste proche d’une
orbite de f (la borne o < 2/3 est utilisée ici).

Proposition 3.5.1 (Entrée dans le batteur a oeufs). Soit z € C} et soit z, défini par x}, :=

Fz o n2(2).[
Alors, at, ~ —1/ky, d’out 2, € By pour n suffisamment grand. De plus,

by (z,) = ¢ (fOk"(Z)) +0o(1) quand n — 4oo0.

Les deux propositions suivantes ont pour objet la phase o le nombre d’itération est compris
entre n? + ky, et (n + 1) — ky.

2. L’exposant ¢ désigne incoming (entrant), et dans la proposition ci-dessous, o désigne outgoing (sortant).
Cette convention a été introduite dans [BSU12].
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Proposition 3.5.2 (Longueur de transition). Lorsque n — oo,

n2+42n—ky,
\/ W
2n- | ) Tm =2n — 2k, + o(1).P
m=n2+ky,

Proposition 3.5.3 (Passage dans le batteur a oeufs). Soit (z%,),,~, une suite telle que z!, ~
—1/ky,, et donc x}, € By pour n suffisamment grand. Posons

o

P— L
xn = f(n+1)2_kn7n2+kn (xn) .

Alors, 22 ~ 1/ky, et donc 22 € P;ep pour n suffisamment grand. De plus, lorsque n — oo,

n?+2n—ky
e = o) tam- (S Y ) Can g o(1) = 6 (ah) — 2k 4 o(1).

m=n2+kn,
La derniére proposition est similaire & la proposition [3.5.1]

Proposition 3.5.4 (Sortie du batteur a oeufs). Soit (z7),,5( une suite contenue dans P;ep telle
que @D;l (x9) = —kn + O(1) quand n — +o0. Alors

Flnt1)2 (12—, (25) = 7 (29) + 0(1)  quand 1 — +oo.

Démonstration de la proposition [3.1.5. Commengons par la proposition :siz € Oy, alors
2t = gy (2)
vérifie ¢, ~ —1/k,, et quand n — +oo,
b () = by (£77()) +0(1) = 65(2) + ku + o(1).
D’aprés la proposition [3.5.3
Ty = f(n+1)2—kn,n2+kn (z,) = f(n+1)2—kn,n2(z)

vérifie 22 ~ 1/ky, et quand n — +o0,

V5t (@) = ¢r(2) + kn — 2kn +0(1) = 65(2) — kn + o(1).
Enfin, comme ¢¢(2) —k,+o0(1) = —k,+0(1), la proposition implique que quand n — 400,

fint1)2n2(2) = Flng)2 (na1y2—k, (T0) = S (9) + o(1).

Ceci achéve donc la preuve de la proposition puisque

Johe () = [ oo wr ! (w0) = oy (vr" (w8) + kn)
=15 (¢s(2) +0(1)) = Ly(2) +o(1). O

3. Rappelons que /w est la racine carré qui a une partie réelle positive.
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3.5.3 Comparaison avec I'implosion parabolique classique

Les propositions [3.5.1] [3.5.3] et [3.5.4] restent valides si au lieu de travailler avec la suite
(W == g°™(w)), on utilise la suite (w},) définie par

1
w;n::ﬁ if n?<m<(n+1)%-1.

Dans ce cas, la seule modification nécessaire est dans la proposition qui doit étre remplacée
par :

n2+42n—ky, 7 n2+42n—ky,

\/ 1

on- | % = > 5| =202k +1+0(1).
n

m=n2+ky, m=n2+ky

En suivant la preuve de la proposition [3.1.5] on obtient :

F25 () = (8p(2) + 1+ 0(1)) = f o Ly(2) +o(1).

On peut donc voir que dans notre contexte non autonome, ou la dynamique décélére lentement
au fur et & mesure que l'orbite passe dans le batteur & oeufs, il faut exactement une itération
supplémentaire pour faire la transition que dans le cas classique en dimension un.

3.5.4 Longueur de transition

Dans ce paragraphe, nous allons prouver la proposition [3.5.2] qui concerne seulement la
dynamique de g. Il s’agit de montrer que

n242n—ky,

VW, kyn 1
Z w:1—+0<>quandn—>+oo.
2 n n

m=n2+kn

Rappelons que ¢, : B, — € désigne la coordonnée de Fatou attractive de g. Pour tout £ > 0, on
a:
bWz 1) = pg(w) +n* +k=n?+k+ O(1).[]

Par conséquent, pour k € [ky,,2n — k,] on a :

1
- n24k+O(logn)

W2 = ¢, (0 + k+0(1))

et
1 1 k logn>
A/ 24k \/7’1,2 + k; + O(log n) n 2”3 ( n3

Il s’ensuit que

2n—k
" 2n — 2k, +1  2n(2n — 2k, +1) logn
k—zk ek = n ; 4n3 +0 n?
2k 1
-
n n
ce qui achéve la preuve. O

4. Rappelons que les notations o(-) et O(-) signifient que les estimations sont uniformes sur Cy x Cy et par
rapport a k € [0,2n + 1].
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3.5.5 Entrée dans le batteur a oeufs

Dans ce paragraphe, nous allons prouver la proposition c’est-a-dire : si z € Cy et
wy, = f2 g n2(2), alors, quand n — +o0,

= 0y (0) = 07 (1)) + o).

3.5.5.1 Entrée dans le pétale attractif

Fixons k¢ > 1 suffisamment grand pour que
foro(Cy) C PJ?“.

Pour chaque k > 0 fixé, la suite de polynéomes ( fwn2+k)”20 converge localement uniformément

vers f. Il s’ensuit que pour tout k € [1, ko], la suite f,,2, ,2 converge uniformément vers foF sur
C. En particulier, si n est suffisamment grand, alors

fn2+k,n2 (Cf) C By pour k € [1, ko], et fn2+,$0’n2 (Cf) C P;}tt'
De plus, comme f,2_ . ,2(2) est proche de f"° (z), alors pour n suffisamment grand on a également

10

kp, >
|fn2+no,n2 (Z)

| pour z € Cf. (3.5.2)

3.5.5.2 L’orbite reste dans le pétale attractif

Nous allons maintenant prouver que si n est suffisamment grand et k € [ko,ky,|, alors
fn2+k,n2 (Cf) C P]‘?tt.

Pour cela, nous allons travailler dans la coordonnée Z = —1/z. Pour m > 0, considérons la
fraction rationnelle F), définie par :

1 2w - [F(Z2))?
_7:F(Z)_7rw7;[()] ‘
fwm (—1/2) 4 4 12wy, - F(2)
Il faut penser a la fraction rationnelle F,, comme & une perturbation de F'. Remarquons pourtant

que le terme d’erreur F,,(Z) — F(Z) n’est pas négligeable par rapport a F'(Z) quand Z — oo, et
donc il faut controler précisément pour quelles valeurs de Z cette erreur est effectivement petite.

F.(Z) =

Comme F(Z) ~ Z quand z — 0o et comme w2, € O(1/n?) pour k € [0, ky], on a :

]{22
sup |F24(2) — F(Z)| = 0(1) and  sup |F,2,(Z) — F(Z)| =0 (") = o(1).
\Z|=R \Z|=2k,

En particulier, d’apreés le principe du maximum et le choix de R (voir (3.5.1))) pour n suffisamment
grand, si k € [0, k] alors

1
sup  |F2 1 (2) - Z - 1| < o
R<|Z|<2knp,

Une récurrence facile sur k montre que pour tout k € [ro, ky| et pour tout z € Cf,

1 — k — ﬁ0>
e D(- i k—ke SO
fnz—i-k,nQ(Z) < fn2+f$o,n2(z) 0 10 (3.5.3)
Cc{ZeC; R(Z)>Rand |Z| < 2k, }.



3.5. Preuve du résultat clé 93

En effet, ’hypothése de récurrence est clairement vraie pour k = kg et si elle est vraie pour
k € [ko, kn — 1], alors

1 1 — 1 1
S N S P N S
fn2+k+1,n2 (Z) ek ( fn2+k,n2 (2)> fn2+k,n2 (Z) 10

—_ 1 k— Y] 1
cD(-—— 4k 1, =),
< 2 trom2 (2) TRk L g 10>

Si Z appartient a ce dernier disque, alors

1 k— Ko+ 1 9
RZ)>R|( - k— 1-— "~ >R+ (k- 1)>R
(Z) > ( fn2+m),n2(2)>+ Ko + 10 > +10( ko +1) >
et en utilisant (3.5.2)),
k—ro+1 1 11
Zl < |- k— T+ " < —ky + —kp < 2ky.
| |<‘ P 5 | B T R T AR TV

Ceci montre que f,2,4 ,2(2) € PJ?“ pour tout k € [k, k] et pour tout z € Cy.

3.5.5.3 Estimations en coordonnée de Fatou attractive

Nous allons enfin prouver que pour k € [0, k]

Of (Frzynme(20)) = 05 (F°7(2)) + o(1).

Ceci est clairement vrai pour k € [1, ko] puisque pour chaque k, la suite (f,2 ,2) converge
uniformément vers f°* sur C ¢ Il suffit donc de prouver cette estimation pour k € [k, ky].
Ona: ¢f(z) ~1/2% as z = 0 in P, Par ailleurs, on a vu dans (8.5.3) que pour k € [ro, kn),

1

L <o,
fn2+k:,n2 (Zn)

Il s’ensuit que pour k € [ko, kp, — 1] et z € CYy,
S}lp ‘¢}’ € O(krzL) avec [ := [f ° fn2+k7n2(z)7fn2+k+l,n2 (Z)],
k
et donc

2
¢f (fn2+k+1,n2 (Z)) = ¢f (f(fn2+k,n2 (Z)) + T;wn2+k>

= o5 0 f(Frzian2(2)) + Wz, Sup |61 - O(1)

n2

2
=0 (fe ) + 140 (1),

Par conséquent, pour k € [ko, k],

k3
¢f (fn2+k,n2 (Z>) = ¢f (fn2+;40,n2 (Z)) +k—kro+O (T;;)

dr(f°"0(2)) + k — Ko + o(1)
(£ (2)) +o(1),
ol la seconde inégalité vient de I'estimation f,2, . ,2(2) = fo(2) + o(1) et du fait que kj =
0] (n3a) puisque « < 2/3.
En prenant k = k,, on en déduit que
Op(23) = bp (Frz g, m2(2)) +0(1) = 5 (2) + ki +0(1) = ky + O(1)
et donc, x}, ~ —1/¢¢(x}) ~ —1/k,. La preuve de la proposition est alors achevée. O]
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3.5.6 Passage dans le batteur a oeufs
Dans cette section, nous allons prouver la proposition c’est-a-dire : si (x,),,>( est une
suite telle que z!, ~ —1/k,, et si

o

— L
Ty = f(n+1)27kn,n2+kn (xn) )

alors, quand n — 400,

1 n242n—ky,
x%wk—, w;l(x;’l):%c (xh) +n- Z VWm | —2n+0o(1).
n m=n2+kn

La preuve utilise les coordonnées de Fatou approchées construites dans la section [3.4 On re-
prendra toutes les notations développées dans cette section (en particulier les propriétés et

3).

:—i—vgjm

Zm 'm+1

oy © ¢ (D) pug 0 V(D)

SO’UJm ()me-‘—l

M sesessss s e ¢ °

forn

o5 (D) Y (D)

n

N

~1 est proche de la translation de vecteur 5

Wm

FIGURE 3.5.1 — L’application @y, ., © fu,, © ¢

Démonstration. Soit v}, := w2, dans B, pour n suffisamment grand.

Etape 1. Si 2!, ~ —1/k,, alors pour n suffisamment grand, !, € P?tt. Posons Y, := ¢ (z},) et

remarquons que

1
Yo~ —— ~kp ~n ~ [ul|7*/? et donc Y, € Df,;t pour n suffisamment grand.

n
D’aprés la propriété |1 pour n suffisamment grand, z!, = (b]?l(Yn) € Ve et
2 2

Vo (zp,) = N ¢7 (Vo) = Yo+ o(1) = ¢5(at,) + o(1). (3.5.4)
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Etape 2. Nous allons maintenant prouver par récurrence sur m que pour tout m € 2+ Ky, (n+
1)? — ky),
fm,n2+k:n (wfn) € Vwm
et
m—1
w 1
T = P i (22) = )+ X (Y2 40( ).
]:n2+kn

En effet, pour m = n? + k,, on a : w,, = v!, et d’aprés 'étape 1,
fm,n2+kn (xiz) = ‘73% € V’Uh = VUJm?

donc 'hypothése de récurrence est vraie dans ce cas.
Supposons maintenant que I’hypothése de récurrence soit vraie pour un certain m € [n? +
En, (n+1)% — k,, — 1]. D’aprés I'étape 1,

puy, (27,) = \/21271 (5() +0(1) = o> +o0 (> : (3.5.5)

De plus,

= o =0 (a)

Il s’ensuit que

kn, kn, 9 1 1 _m—n2 kn,
Zm—2n+0<n>+(m—n —kn)-<2n+0(n2>)— 5 +0<n),

ky, k,, kn kn,
paiid — ] < <1-—— — & = .
2n—i—0<n>_%(Zm)_1 2n—|—o<n>,\s(Zm) o(1)

et donc

Comme 7y, = |wy,|1=¥/2 ~ k,, /n, on voit que pour n suffisamment grand, Z, € R, . D’aprés
la, propriété
fm+1,n2+kn (l’%) = f’wm © fm,n2+kn (:LJ';L) € Vwm+1

et

B w
D1 = ¢wm+1 O fuwm © st}n(zm) = Zpy + g + O(wm)

()z (V2 wo(5)) + o vo (L)

J

= v (24) —I—j:;kn (\/;TJ +o0 <n12>) )

Etape 3. Nous allons maintenant traiter le cas ott m := (n + 1) — k,, ; posons

o._ o._ L
Vp = Wi 1)2— ks Ty = F g 1)2— ke m2-k, (77,)-

D’apres 'étape 2 de la preuve, x7, € Vo et

@%@$:¢%@9+M§?“(¢%+w(z)) (3.5.6)
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En particulier, en utilisant (3.5.5)) et la proposition on obtient

kn kn kn, 1 kn kn,
%g(xﬁ):+o<>+1—+0<>:1—2+0<> (3.5.7)
n

2n n n n n

Posons 5
/rUO
X, = N (¢uo(20) —1) et donc uo(ah) =1+ 2" - X
Comme 2/,/v% ~ 2n, de (3.5.7) on déduit que X,, = —k, - (1 4+ o(1)). Comme de plus k, ~

(v2)(1=9)/2 il sensuit que pour n suffisamment grand, X,, € D'?. On calcule alors :

2
24 o9n—k
2 n+ n ﬁwj 1
= . QOU% (.TU;L) + ‘ E T + o0 <> -1

Gt (an) = vt o ppe (1 Y% Xn> = X, +o(1)

ot 'on déduit la premiére ligne de la propriété |2, la seconde ligne suit de (3.5.6), la troisiéme

ligne de la propriété |1} et la derniére ligne vient de v}, ~ v9 ~ 7712 Ceci achéve la preuve. O

3.5.7 Sortie du batteur a oeufs

Dans ce paragraphe, nous allons prouver la proposition c’est-a-dire : si (29),,~ est une
suite contenue dans le pétale P;ep et si

U7t (25) = —ka + O(1),

alors, quand n — 400,
Flnt1)2 (n1)2— (25) = F7 (25) + o(1).
Posons z;, 1=z}, et pour k € [1, k], posons

n

o ._ o
Tk = f(n+1)2—kn+k,(n+1)2—kn (‘xn)

3.5.7.1 Dans le pétale répulsif
Soit k1 un entier tel que pour tout n > 0,
R(; (7)) + kn + R < k1.

Nous allons prouver par récurrence sur k que pour n suffisamment grand, si k € [0, k,, — k1], alors

o re — o — o k?%
:L'n,k: € Pf p7 wfl(xn7k-) = ¢f1($n) + k‘i’k . O (77/2> .

Tout d’abord, I’hypothése de récurrence est clairement vraie pour k& = 0. Supposons donc
qu’elle est vérifiée pour un certain k € [0, k,, — k1 — 1]. Comme dans la proposition comme
a<2/3 etk <k, kO(k2/n3) C o(1). Il sensuit que pour n suffisamment grand,

§R(w;l(ﬂvzlk)) = %(@b;l(x%)) +k+o(l)<k+r —k,—R<—-R-—1.
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Comme z | = fw(n+1)2_kn+k (x5 ) = flzp ) +o(1) et forhy =1pgoTy, quitte a choisir n plus
grand s'il le faut, x7 , | appartient au pétale répulsif P;ep
Ensuite, comme

1
(wj?l)'( z) ~ — quand z — 0 in P,

comme dans la proposition [3.5.1] on voit que

V7N = 07 <f( 20+0(1))

n?

— 7 to 9]
Vi el <n2|$nk\ )

2
:¢le( ok +1+O<n”>

zwf (p)+k+1+(k+1)-0 <k721>

n2

d’ou le résultat par récurrence.

3.5.7.2 Sortie du pétale répulsif
D’apres I'étape précédente, on a :
V7@ pymry) = U5 (@) + k= w1 0(1) = o fRTR(aD) 4 o(1).

En appliquant vy des deux cotés, on obtient :

T oy = [T (@) + 0(L).

Comme la suite de polynomes f(,,;1)2 (n41)2_,, converge localement uniformément vers f°*, on
en déduit que
kn
Ty ko = Fnr1)2, (ng1)2—k, (77) = f77(27) + 0(1),

ce qui achéve la preuve de la proposition [3.5.4] O
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