Création des particules dans un espace

non commutatif : Cartes de Seiberg

Witten

6.1 Introduction

Le principal résultat du chapitre précédent est que la non-commutativité de 1’espace-temps
introduite par le décalage de Bopp n’a aucun effet sur la création de particules & partir du
vide par un champ électromagnétique. L’objectif de ce chapitre est d’étudier la création des
particules de spin % dans un espace non commutative en utilisant les cartes de Seiberg-Witten
qui montrent via I’équivalence de jauge, les corrections que ’on doit apporter aux champs. Nous
commencons d’abord par I’écriture de la densité lagrangienne modifiée, et ensuite nous dérivons
de cette densité I’équation de Dirac non commutative. Pour un champ électrique constant et
homogene, nous étudions la création des particules par deux méthodes :

1) La méthode canonique basée sur la solution de I’équation de Dirac

2) La méthode de I'action effective.

6.2 La densité lagrangienne du champ spinoriel

Considérons maintenant une particule de spin %, de masse m et de charge (—e) qui se propage

en présence d’un champ électromagnétique dans un espace-temps non comutatif. Cette particule
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est décrite par un champ spinoriel non commutatif qui a ’action
S = / dx L, (6.1)
avec la densité lagrangienne non commutative
L= it % /" Duih — mp * i — et %Y A, * 1. (6.2)

Suivant les cartes de Seiberg-Witten les champ non commutatifs s’écrivent en fonction des

champs commutatifs comme suit

b= U= S0 A () (6.3)
b= 0= S0 A, (95) (6.4)
A, = A+ geﬂaAp (Fuy — 00 A,) (6.5)

A Tordre 1 en 0°° nous avons les corrections suivantes :

1. Corrections diis au terme ma) *fb : En remplacant les champs @ et 1) par leurs expression

en fonction de champ commutatif, nous obtenons
mp*1 = m (¢ — e%@“ﬁAa (aﬁ@u)) (¢ — %9%[45 (aw)) + m%@p” (0,0) (05t) + ...
= bt £ (0,40 + 5 (0,5) @) (6:6)
2. Correction diis au terme u/z * 7“8,1171 : Ce terme peut étre développé comme suit
a0l = i(0 g0 @0) ) 7 (00 = 3060, (4, 010))
=307 (0,7) (0,0,0)

ce qui nous donne

Wx D = Wy O (6.7)
_ _ 1 _
£0°8 (=50 # (0a) 930) + 15 * (0aa) 04) — 5 (0F) 230,0) )

3. Correction das au terme et % WEM *:ﬁ : Comme le produit de Moyal est associatif nous

pouvons développer le terme et x 7“EM * @A/J en calculons d’abord le produit (/Alu * @//;)

Auxd= A+ 20w (9,4,) (0.9). (6.8)
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Le résultat final est donc
xR kD = et xh [Aw + 107 (9,4,) (ang})}

_ e2 o 1 _
= eyt A+ 39 B (AQFW — 5AﬂFaﬁ) Dy

20 (0,A,) " (050) (6.9)
Finalement nous pouvons écrire ces corrections comme
Wx D = "0 + 0% Doy (6.10)
myxd = min + 0% Mg (6.11)
b x VA, %D = el AD + 0P A (6.12)

ou Dyg, My et Ayp sont donnés par

e- e -
Dag = —igy " (0uda) (05¢) — i iy "Fap (0,9)
e —_
Mag = —ZmFa6w¢
62 ]- ) w /L \ 7 yo
Aag = 5 (AaFus = 5AuFas ) 070 + 5e (0Au) 07" (930)

La densité Lagranienne peut s’écrire alors sous la forme

L = ipy"0. — epy" Aup — map) + 0°° (Dog — Map — Aap)
= Lo+0"Lags (6.13)
avec
Lop = Dap— Map — Aas
= IS0 " (0uA0) (O0) — 3¢ (aAu) B0* (050) — iS50 " Fus (0,0)

e

4

62

+ mFaﬁz_bw - — <AQFHB — 1AMF10{5> IZJ”}/‘”’Lp (614)

2 2

6.3 Equation de Dirac non commutative

Suivant le principe de moindre action (05 = 0), I’équation de Dirac non commutative pour
le champ ) se dérive a partir de la densité lagrangienne £ via I’équation d’Euler-Lagrange

oL oL
2 (125) o o



6.4 Création de particules 61

Comme £ ne dépend pas des dérivées 9,1, 'équation d’Euler-Lagrange se réduit a

oL , € . € . i -
5= (Za# — 120 Fugdy — i50°7 (9,A0) O — 56 (0:4,) aﬁ) "
e? af 1
—’}/'LL eA“ -+ 59 AQFMB — EA/—LFQB w
e
— _ ZpaP —
m (1 70 Faﬂ) b =0. (6.16)

La derniére équation peut s’écrire sous la forme

[V (iD= eAu) = MY =0 (6.17)

ou M , D, et A, sont donnés par

M = m (1 - ZeaﬁFaﬁ) (6.18)
1
A, = A, + geaﬁ (AQFMB - iAqu) (6.19)
€ o € €
Dy = Ou— 0 P Fap0) — 50 5(0,A0) D — 50 P (0,A,) 05, (6.20)

Il est & noter, ici, que les corrections apportées & m et A, sont dues aux cartes de Seiberg Witten
et c’est parail pour les deux premiéres corrections a d,. Par contre, la troisiéme correction dans

I'expression de D,, résulte du décalage de Bopp. Pour voir ¢a, considérons le développemt de
A, (x —dz)
A, (z—dx) =eA, (x) — (0,4,) 0™ + ... (6.21)

Dans ce cas, 'opérateur de Bopp 0, — eA, (a: - %]5) apparant de ’équation de Dirac, devient

1
T, = 10, — €A, (1’ — 5]5)
. e .
= 10, —eA, (z) — 5 (OaAy) P
= iD, —eA, (z)

avec

~ [ o
Dy =0 = 50° (9aA,) 0.

6.4 Création de particules

6.4.1 Meéthode de ’action effective

Partons de la densité lagrangienne £ qui peut se mettre sous la forme
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L =190y (6.22)
ou 'opérateur O est donné par
O =~"(iD, — eA,) — M.
Comme dans le cas commutatif, nous avons
det O = [ A = det O = [det 0O1]?

avec
Ol = 4" (iD, — eA,) — M.
Le produit OO est donc
00" = [V (iDy — eAy) — M][=+" (1D, — eAy) — M]
= —""(iD, — eA,) (iD, — eA,) + M?

En tenant compte de la propriété des matrices de Dirac

12 1% 1 v
Wv=¢‘+j¢wk

nous obtenons

0ot = - (9" (iDu - 6./4#) (1D, —eA,)) + M?
1 . .
L7 (1D, — €A (1D, — cA,).

La deuxiéme ligne de 1’équation précédente peut se simplifier en deux étapes. En premier lieu

nous écrivons

1 , _ 1 U .
-1 (@D, — eA,) (iD, —eA,) = 57“7 (1D, — eA,) (iD, — eA,)

2
1
—57”7“ (iD, — eA,) (iD, — eA,)
1 . .
- 57“7” (1D, —eA,), (iD, — eA,)] (6.23)

et ensuite, nous développons le commutateur [(iD,, — eA,), (iD, — eA,)]

(1D, — eA,) , (iD, — eA)] = — [D,. D] — ie [D,, A] +ie[Dy, A,]. (6.24)
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Nous avons alors

00" = —g"™ (iD, —eA,) (iD, — eA,) + M?
1 1 1
+§7“7” D,.,D,] + i€§7“7” Dy, Al — iegv“v” Dy, Al (6.25)

Considérons maintenant, le cas d’un champ électrique constant et homogéne, dirigé suivant

I'axe (OZ). Dans ce cas nous pouvons choisir la jauge A, = (4 (2),0,0,0) avec

Ag(z) = —E-z. (6.26)
Les composantes non nulles du tenseur énergie impulsion sont

Fos=—F3=FE (6.27)

Pour les parameétres 0", nous supposons que

03 — g0 _g
0 = —0* =19
"t = -0 =9
02 = —0* =90
P13 — _pd_y
0% = -0 =90
Nous avons alors
0P Fo5 = 0% Fos + 0°° Fy = 20F. (6.28)

Les quantités M et A, et les opérateurs D,, deviennent alors

M:m(l—@>,

2
(A():AOZ—EZ
A1 =A4,=0
S (6.29)
.AQZAQ:O
\./43:143:0
et )
Do = 0o + £ (01 + s)
D= (1-%%)0
== 5 (6.30)

D, = (1= )0,

D3:83+#(81+32)
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Parmi les commutateurs [D,, A,], le seul non nul est

o
Dy, Ao] = ag+67(al+02),—15z — _E

Les commutateurs [D,, D, ] sont tous nuls
[D,,D,] = 0.

11 vient donc

2
OOt = (Dy +ieAy)” — (D1)* — (Dy)? — (Ds)? + m? (1 — #) + ieBy0y3

qui s’écrit explicitement

2 2
0of = (ao + # (01 + Do) — ieEZ) - (83 + # (01 +32))

2
_ (1 _ @) (81)% — (1 - #) (82)% +m? <1 — ?) + ieEy%y®

Cherchons maintenant les valeurs propres de I'opérateur @O'. En prenant en compte le fait
que (7°43)> = 1, qui implique que les valeurs propres de la matrice 193 sont & = 1, nous

pouvons écrire pour I'opérateur OO' Péquation aux valeurs propres
00Uy (z) = \Ux (z)
ou U, est le vecteur propre de la matrice v°v3 qui correspond & la valeur propre &
VU, = kU,.

Comme le potentiel A, ne dépend que de la coordonnée z, il est trés commode d’écrire la

fonction x (x) sous la forme
X (x) = exp [—i (wt — px — pyy)] F (2) (6.31)

La fonction F'(z) vérifie alors I’équation

E6 > /0 Ef 2
(—z’w + ZGT (pa +py) — ieEz) - (— +iS7 (py + py))

0z 2
EO\?
+m? (1 — %) +ikel

F(z) = \F () (6.32)
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Nous faisons encore la factorization

el0

F @) =exp |15 (a2 £ (6.33)

pour obtenir ’équation

+m? (1 — ?) +ikeE| f(2) =\ (2). (6.34)

Maintenons nous faisons le changement du variable z en & avec

6

w

pour écrire finalement 1’équation (6.34) sous la forme

2 2
[_0_ —2E%* +m (1 — #) + kel

e F(E) =2 (6.36)

ou f (€) = f(z). Compte tenu du fait que la derniére équation se ressemble a I'équation (?7?)

du deuxiéme chapitre nous obtenons

A= (m*+p2+p}) (1 —eEO) +i(2n+1)eE + irek. (6.37)

Dans ce cas, suivant la méthode préscrite dans le deuxiéme chapite, nous pouvons écrire

Seff = —% tr (ln OOT)
dep:chpy / dS
/ ; Vzﬂ:l
exp [(i (m + 7 +1;) (1= eBO) — (2n + 1) eE + reE) s] (6.38)

Apreés quelques intégrations nous obtenons

2e2 2 = 1 m?
2Im Sepp = L3T(27r) (1= eB0)’ 2 Z exp < mrE (1— eEQ)) (6.39)
En posons
e€ =eE (1+eE0) (6.40)

nous obtenons finalement la partie imaginaire de I'action effective

20262 X1 m?
2Im S.;p = L? T(27T>3 Z —5 €XD <—n7r¥) . (6.41)
n=1



6.4 Création de particules 66

6.4.2 Meéthode de la transformation de Bogoliubov
En multipliant ’équation (??) par (1 + EQO‘B Fag), nous obtenons I’équation
7 (1D — eAy) = m| v =0 (6.42)
ou cette fois-ci 75# et fTﬂ sont donnés par
A, = A+ g&aﬁAaFw
D, = 0,— geaﬁ (0, Aa) D5 — geaﬂ (Oady) 5.

Cherchons maintenant la forme quadratique de I’équation (6.42). Pour cela nous introduisons

un nouveau champ ¢ défini par
Y= [7" (ﬂsy — efL) + m] ©. (6.43)
Ce nouveau champ ¢ vérifie alors ’équation
v (D — eAy) = m| | (D, — €A, ) +m] o =0 (6.44)
qui s’écrit aussi sous la forme
[’y“ (zﬁu — eﬂu) ol (275,, — eﬂ,,) - m2] @ = 0. (6.45)
Compte tenu du fait que y*v" = g*” + % [7",+"], nous pouvons écrire
~HAyY (zﬁu — e.ZM) (ﬂsy — e.Zl,> = g" (zﬁu — eju> (ﬂsy - ejl,>
—l—%v“v” (Zﬁﬂ — e.»z(u> (zﬁ, - e.Z(Z,)
—%’y”fy“ (zﬁﬂ — e.ZM> <225V — e,ZV> (6.46)
et, par conséquent,
yHAY (ﬂsu — eﬂu> (zﬁ, — e.l(,,) = g (zﬁu — eﬂu> (zﬁ, — eﬂ,,)
+%fw (Bu—eA,), (D, —eA,)|  (6.47)
En écrivant le commutateur

(Bu—eA,), (D, —eA,)| = = [B.B,| —ie [D, A ] +ic Dy, A, (6.48)
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Nous obtenons I’équation quadratique

w (D oA D — e A i _Comw -
[g (Z'D# eAu) (ZDV eA,,) + 50 D, 57 Fu —m } =0 (6.49)
ou les tenseur F,, et D,, sont donnés par
-/Tp,y = |:5M7“4V:| - |:§l/>~’zu:| (650)
et
~ ~ 6 o
Do = [BuB] = S0 [(0,F25) 0, + (0uFy) 04 (651
Pour la jauge (6.26) nous avons
~ e e
A1 = 0
Ay, = 0
As = 0
et
~ E0 E0
Dy = (1—€—> B — 2 (9) + By)
2 2
51 = 81
52 - 82
~ Eo Eo
Dy = (1+57)0,— 20, + dn)
2 2
Le tenseur F,, est dans ce cas
AN
f30:—E 1+T :—g:—fgg.
L’équation (6.49) devient
ekl ekl e 2,
[((1—T>w+7(px+py)+e<1+§9E> Ez) —Pr — Dy
Ef Ef ?
- (2 (1 + %) O3 + GT (P2 +py)> —ie"y3E (1 — §9E> —m?| F(2)=0

oll nous avons posé ¢ = exp [—i (wt — p,x — pyy)| F (2).
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Maintenant, nous écrivons F'(z) sous la forme

F(z) = exp (Z el ) (pz + py) Z) f(z) (6.52)

eEo
2(1+<2
et nous introduisons le changement

(1= 5w+ 5" (et py)

-2+ 6.53
Fois c(1+50E) E (6.33)
pour obtenir ’équation
0? m? <
B + — —ikeE — ————— | f(£) =0 6.54
852 (1 + SHE)Q ( ) ( )

En faisant encore le changement de variable
n=V2ieE¢

nous obtenons

et F =0
avec )
1 mi

Dans ce cas suivant le résultats du deuxiéme chapitre les états "in" et "out" sont donnés par

Fr(z) = D.. [(1 ) VeE (z + zo)] , (6.55)
Fi(z) = D, [— (1+4) VeE (z + zo)} , (6.56)
Fra(@) = Dy |1+ ) VeE (2 + 2)| (6.57)
Ft (z) = D, [— (1— i) VeE (= + zo)} . (6.58)
ou E0 E0
1 — eE¢ eEY (p,
e(1+£0E)E
En utilisant la formule (3.54), nous obtenons les coefficients de Bogoliubov
a=e 5 2¢8 ~itp V2 (6.60)

ik +m] (1—£E60)°  T(—)
et
B=em, (6.61)
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Nous avons alors le résultat final

m2
eXp [_ﬂeE(l—&-leEG)]

p= e (6.62)
I —exp [_WeE(lfeEe)_
et
n=e mi ] (6.63)
= X | . .
P17 eE (1 +eE0) |

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la création des particules de Dirac dans un espace non
commutatif en considérant les cartes de Seiberg-Witten. Aprés avoir calculé les corrections
apportées aux champs non commutatifs pour préserver 'invariance de jauge. Nous avons utilisé
les deux méthodes présentées dans le deuxiéme chapitre pour calculer la probabilité de création
des paires de particules. Le résultat essentiel de cette étude est que la non commutativité de
I’espace temps influe considérablement le phénomeéne de création des particules.

Dans un espace non commutatif les particules sentent un champ effectif e€ = eE (1 4 eEf).



Chapitre 7

Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons voulu étudier la création des particules a partir du vide par un
champ électrique dans un espace non commutatif. Ce probléme a été étudié pour la premieére
fois dans la référence [16], ou les auteurs on considéré le décalage de Bopp.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous sommes intéressés aux champs quantiques en présence
d’un champ électromagnétique dans l’espace commutatif de Minkowski. Nous avons exposé
d’abord la théorie quantique des champs en présence d’un champ électrique ot nous avons
montré que I’Hamiltonien de ce systéme n’est pas toujours diagonal. Ainsi, nous avons défini
en premier lieu les modes "in" et "out" qui rendent I’Hamiltonien diagonal et nous permettent
donc une interprétation en termes de particules. A partir de la relation entre les modes "in" et
"out" nous avons pu exprimer la probabilité de création d’une paire en termes de coefficients de
Bogoliubov. En deuxiéme partie, nous avons montré comment définir ’amplitude de transition
vide-vide pour le champ scalaire complexe et le champ spinoriel et comment extraire de cette
amplitude la probabilité de création de particules.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons considéré I’exemple simple que constitue le champ
électrique constant et homogene, pour lequel calculé la probabilité de création des paires par
les deux méthode décrites dans le chapitre précédent. A travers cette étude nous avons montré
que

1) le processus de création des particules par un champ électrique ne dépend pas de la
jauge choisie.

2) Les deux méthodes sont équivalentes

Dans le quatriéeme chapitre nous avons exposé les différentes formulations de la théorie
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quantique dans le cadre de la géométrie non commutative. Il s’agit de la méthode du décalage
de Bopp, la méthode du produit de Moyal et la carte de Seiberg Witten. Les trois méthodes
consistent a relier I’algébre non commutative a I’algébre standard par une classe de transforma-
tions linéaires. Nous avons vu que la méthode de décalage de Bopp est équivalente a la méthode
du produit de Moyal et que la carte Seiberg Witten est une version trés avancée qui préserve
I'invariance de jauge.

Dans le cinquiéme chapitre, nous avons considéré d’abord 1’équation de Klein Gordon non
commutative résultante du décalage de Bopp pour un champ magnétique ot nous avons montré
que la non commutativité de ’espace temps ne modifie pas les niveaux de Landau connus
pour le champ magnétique constant. Ensuite nous avons considéré la création des particules
de Klein Gordon et de Dirac. Principalement, nous avons refait les calculs de la référence
[16] concernant la création des particules de Dirac par un champ électromagnétique dans un
espace non commutatif en considérant le décalage de Bopp. Nous avons montré ainsi que la
non commutativité de ’espace temps comme implémentée par le décalage de Bopp, n’a aucune
influence sur la création des particules.

Dans le sixiéme chapitre, nous avons étudié la création des particules de Dirac par un champ
électrique en géométrie non commutative a partir des cartes de Seiberg-Witten. Apreés avoir
déterminé les corrections apportées aux champs non commutatifs pour préserver 'invariance de
jauge, nous avons calculé la probabilité de création des particules par les deux méthodes présen-
tées dans le deuxiéme chapitre. Le résultat essentiel de ce chapitre est que la non commutativité

de I'espace temps influe considérablement le phénoméne de création des particules.
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