Création des particules en cosmologie

2.1 Introduction

Le modéle standard de la cosmologie ou le modéle ACDM suppose que 'univers a été créé
dans le "big bang ". En fait, ’observation de la luminosité des supernovas de type /a montre un
décalage vers le rouge qui ne peut étre expliqué que par une expansion accélérée de 1'univers.
Selon le principe de la conservation de la matiére, cette accelération est accompanée dune
dilution de la matiére et par conséquent, I’'univers primordial était dense et chaud. L’accélération
de 'expansion de I'univers s’interpréte par la présence d’une force répulsive, & grande échelle,
capable de surmonter la force gravitationnelle qui lie les différents constituants de I'univers.
Cette interprétation suggére un champ d’énergie antigravitationnel -i.e. énergie du vide, connue
sous le non d’énergie sombre. La nature de ce champ reste mystérieuse et le fameux candidat
a l’énergie sombre est la constante cosmologique d’Einstein. Cependant, malgré le succé de
ce modele il présente des lacunes, notamment le probleme de platitude, de I’horizon.....etc.
Nous pouvons étendre le Modele ACDM par I'inflation, en ajoutant d’autre éléments qui sont
actuellement des domaines de recherche en cosmologie.

L’objectif de ce chapitre est de montrer que la création des particules par le champ gravi-

tationnel peut constitue une alternative a l'inflation.
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2.2 Un univers isotrope en expansion

Le modéle standard de Friedmann-Robertson-Walker se repose essentiellement sur 1’hypo-
these (le principe cosmologique) suivante; l'univers est localement homogeéne, isotrope et en
expansion. Une conséquence mathématique du principe cosmologique est ’existence d’un sys-
téme de coordonnées comobiles dans lequel la métrique a quatre dimensions de 1’espace-temps

prend la forme

ds® = —df + a® (t) (da? + dy? + d=2) | (2.1)

ou t est le temps cosmique et le systéme de coordonnées (t,x,y,z) est appelé systéme de
coordonnées comobiles. C’est la métrique générale utilisée pour la description de 'univers. Elle
nous permet de décrire la géométrie et la dynamique de I'univers et de connaitre 1’évolution de
sa taille en fonction du facteur d’echelle a (¢) qui représente ’expansion de 'univers.

Dans ce modele les connexions affines (symboles de Christoffel) sont définies par

ot =

29,»\ (g/\l/,li + Ik, — gun,)\> (22)

Sans difficulté nous obtenons I'§, = 0 et I}, = 0. Ce qui signifie qu'une particule au repos
dans ce systéme de coordonnées, reste au repos, il résulte donc que le systéme de coordonnées

comobiles suit le mouvement de I'observateur. Les symboles de Christoffel non nulles sont

Iy = adad; (2.3)

Les équations d’Einstein liant la courbure de I'univers a la présence de la matiére s’écrivent

1
R, — §g,wg’\“RM = —81GT,, (2.5)

ou R, est le tenseur de Ricci defini par

R/W = F}AJ)\,V - F/)j\,V,A + FZ}\FI)/\K - FZVrin (26)

et 1), est le tenseur energie-impulsion du fluide cosmologique.

Les différentes composantes de R,,,, sont

R()() = 32 y Rij = —(26L2 + CLCL)(;W et ROi =0. (27)
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En prenant la trace des équations d’Einstein nous arrivons &
R =8nGT (2.8)

Ce qui nous permet d’écrire

1
R,, = —81G <TW - §gWT) . (2.9)

Le fluide cosmique peut étre étudié d’une maniére analogique a un gaz parfait de pression P et

de densité p. Dans ce cas nous avons

Tw/ = PGuv =+ (p + :0) Uy Uy

ou u,, est la quadri-vitesse. Les composantes du tenseur d’énergie-impulsion sont alors données
par

T® =p(t) , T"=0, TY=6;a>p(t) (2.10)

et
T=g,T" =—p+3p (2.11)

En remplagant les équations (2.7),(2.10) et (2.11) dans I’équation d’Einstein (2.9) nous obte-

nons les équations fandamentales de la cosmologie

a 4m
-=——G 3 2.12
b Tara) (2.12)
et . -2
a .a
o + 2? =47G (p — ). (2.13)

En combinant ces deux dernieres équations, nous arrivons a
a2
8nGp(t) =3 (?) (2.14)
Cette équation est I’équation fondamentale de Friedmann qui gouverne I’expansion de 'univers.
Elle permet de déterminer la structure de I'univers selon son contenu.
A partir de la loi de conservation de I'énergie V, T+ = 0, nous obtenons 'équation diffe-

rentielle du premier ordre

b+3g (p+p) =0, (2.15)

qui peut étre facilement résolue pour une équation d’état de la forme

p=wp, (2.16)
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ol w c’est le parmeétre d’état independant du temps, dans ce cas nous obtenons
0\ 30H)
p=n () 2.17)
ou p, = p(to) et ag = a(ty) sont respectivement la densité du fluide cosmique et le rayon de
I'univers observé actuellement (I'indice 0 indique l'instant présent).
Suivant la valeur de w nous pouvons déstinguer différentes situations :
a) Un univers dominé par la matiére (matiére non-relativiste) pour w =0
a3
p=n(2) (218)
En cosmologie, la matiére est souvent appelée "poussiére" et sa pression peut étre considérée
comme négligeable. Elle se compose de la matiére baryonique et probablement de la matiére
non baryonique de nature encore inconnue.

Dans un univers plat et d’aprés ’équation de Friedmann

a*  8wGpyad
—_ = 2.19
a? 3 ad ( )
le facteur d’éxpansion devient
2
a(t) ~ ts. (2.20)

b) Un univers dominé par le rayonnement (matiére relativiste) pour w = 3

P (ﬁ) B (2.21)

Qo
Le rayonnement est constitué de rayonnement électromagnétique (photons), neutrinos (si kg7 >

mc?) et ondes gravitationnelles. Nous avons

a*>  8nGp, ag

- 5 (2.22)

ce qui nous donne
a(t) ~ Vt. (2.23)

¢) Un univers dominé par I’énergie du vide ( modéle de de Sitter) w = —1
p=A=cste (2.24)

A est la constante cosmologique. Dans un univers plat, I’équation de Friedmann étant

a? B STGA

2.25
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H 8nGA

tavec H = 3

le facteur d’échelle devient alors a(t) = e

Nous pouvons résumer tout cela dans le tableau suivant :

fluide équation du parametre d’état || p(a) a(t)
rayonnement % oca o t2
matiere noire 0 o« a? o t3 (2.26)
constante cosmologique -1 o a’ | ocexp (Ht)
courbure —3 o a? ot

2.3 L’inflation

La découverte du fond cosmique des micro-ondes est une énorme victoire pour la théorie
du Big Bang et l'origine chaude de I'univers. Cependant d’un autre coté, cette découverte a
également posé des problémes majeurs et a mis la théorie du Big Bang dans sa forme standard
face & un grand défi, car , comme mentionné auparavant, les cosmologistes ont constaté que la
théorie du Big Bang était déficiente pour des raisons telles que le probléme de convergence, de
I’horizon et du monopole.

L’inflation pourait étre une solution possible aux problémes du modeéle standard de la cos-
mologie dont le facteur d’echelle se développe exponentiellement. C’est un modéle cosmologique
qui décrit une période d’expansion accélérée dans I'univers primordial a des énergies tres éle-
vées. En 1981, Guth [35] fut le premier théoricien & proposer les régles de base de l'inflation. Il a
proposé un modeéle basé sur la théorie de la surfusion lorsque les transitions de phase cosmiques
au vrai vide coincident avec I'inflation de-Sitter. Aprés la théorie de Guth plusieurs modeéles

modifiés de 'univers inflationniste ont été proposés.

2.4 Création de particules : Une altarnative a ’inflation

Dans ce paragraphe, nous montrons que la création des particules dans un univers de FRW
est un mécanisme alternatif & I'inflation qui a une phase d’expansion exponentielle courte en
suivant la référence [36]. La création des particules dans un univers en expansion est liée a
la thermodynamique de ’espace-temps. C’est ainsi que nous partons de la premiére loi de la

thermodynamique qui s’écrit
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dQ = d (pV) + pdV. (2.27)
Divisons la derniére équation par dt, pour obtenir la relation entre le taux de variation de la
chaleur, de I’énergie et du volume de 'univers

aQ d v

S il 2.2
o =g PV T (2.28)

Pour la métrique de FRW

2
ds® = —dt* +a* (¢ 2dQ 2.29
Al G (2.20)
les équations de fridmann sont
a?  kc? 87G

a a® ke 81G
S . 2.31
a * a? + a? 2 P (2:31)

Puisque l'univers FRW est dépendant du temps, la définition de I'horizon des événements
cosmologiques est subtile. Cependant, nous pouvons définir I’horizon apparent connaissant les
propriétés locales de ’espace-temps. C’est pour ¢a que nous écrivons la métrique de FRW sous

la forme

ds® = haydz®da® + 7 (d6* + sin 0°dy?) (2.32)

ou7=ual(t)r et z® = (t,r). La métrique bidimensionnelle réduite h,, est donnée par

2
— i 2 _ @
hab = dZCLg (—C ,m) .

La position de I'horizon apparent est donnée par la racine (74) de I’équation
he*0, 70,7 = 0, (2.33)

ce qui nous donne
c

L (2.34)

02
\/Hz kQ
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ou H est le parametre d’'Hubble parameter défini par H = % Il est bien connu que la création des
particules dans univers en expansion est un phénomene de nature thermique avec la température

de Hawking [38]
hek

- QW]CB,

(2.35)

ou k est donnée par

1

Kk = ————0,(V—hh™d,F). 2.36
2\/—_h ( b ) ( )

Compte tenu du fait que

nous pouvons écrire
e ,  k 1 Fa
=—|H+2H +—= | =—|[1—- : 2.

& 2 ( + +a2) fA( QHfA) ( 38)

Pendant la phase de 'inflation, le facteur d’échelle de I'Univers prend la forme a(t) o< exp(Ht)

de sorte que H = ¢ = cst. Pour H? >> ¢*/a?, nous pouvons voir que 74 &~ < = cst et 74 ~ 0.
a

<
H
La température de Hawking devient alors

i JHZ + 2 a2
i VH?*+ kc2/a>  hH (2.39)

271']63 - 271'/{73'

En raison de l'isotropie de 'espace-temps FRW, le rayonnement est isotrope dans toutes les

directions. Le gain de puissance effective dans I'univers est alors donné par la loi de rayonnement

de Stephan-Boltzman

d
P = +d—cf — o AyT", (2.40)
ol o = % est Stephan-Boltzman. La loi (2.27) devient alors
d av hH O\
— — =0A . 2.41
A i H(zm) (241)

4m ~

Le volume et la surface de 'univers sont V' = 37 et Ay = 477%, respectivement. En rempla-

cant les expressions de V', Ay et 74 ~ ¢/H dans (2.41), nous obtenons

o+ 3(p+p)t =3 (] e (2.42)
P PP = 2rkp ) ’
Maintenant, nous utilisons les équation de Fridmann pour écrire la derniére équation sous la
forme

p a a

-+ 3(1 — = 3w(t)—, 2.43

P (1 +w)— = 3we(t) (2.43)
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ou ’équation d’état pour la matiére ordinaire est p = wp et le parametre d’équation d’état

dépendant du temps da a la création de particules est w.(t) = ap(t) avec a = % )

L’équation (2.43) peut s’écrire sous la forme

i ap a
-+ —F=-3 1) — 2.44
p+w+1—ap (w+ )a ( )
qui intégrable. Le résultat est
Inp—In(l+w—-—ap)=-3(w+1)lna+ A (2.45)
ou A est une constante. En posant
A=-3w+1)InC (2.46)
et
D= (w+1)C~3@HD (2.47)
nous obtenons ot
Da 3wt
P a (2.48)

- aD - Z3(wt1)
1+ H7a
Considérons maintenant la matiére ordinaire avec w = % et les particules créées

Da™* D
— = 2.49
P 1 + ¥Q—4 a4 + % ( )

Pour un univers dominé les particules créées, nous avons a* << % et , par conséquent,
4 60c”
3 hG?
L’équation de Friedmann devient alors
-2
a 327G
— = (2.51)
a> 9«
dont la solution est
a = et (2.52)

avec

H= (327@)% . (2.53)

92
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré un mécanisme de création de particules proposé pour
I'inflation qui donne lieu & un terme de pression négative effictif dans les équations d’évolution
de la densité d’énergie. Ceci conduit & une modification de la densité d’énergie en fonction du
temps. En considérant le cas ou H? >> ¢?/a?, nous avons montré que I'univers primordial peut
subir une expansion exponentielle. Dans cette image, I'inflation est due a un effet quantique

plutot qu’a un champ scalaire.



Chapitre 3

Champs quantiques dans un univers en

expansion
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous exposons la théorie quantique des champs dans un univers en expan-
sion & (d+ 1) dimension. En premier lieu, nous commengons par la quantification canonique
d’un champ scalaire libre. Ensuite, nous considérons le cas d’un champ scalaire complexe en
présence d’un champ extérieur de nature gravitationnelle généré par ’expansion de 'univers.
Dans ce cas, comme nous allons le voir, notre systéme n’a pas un vide bien déterminé et la
notion de particule n’est pas toute a fait claire. On dit alors que le vide est perturbé par le
champ extérieur et donc instable [19, 20, 21]. Ils existent cependant des instants & lesquels
I'interprétation en termes des particules est possible. Généralement ces instants sont le passé
et le future lointains. Aprés avoir exposé la quantification du champ complexe, nous passons
a la création de particules a partir du vide et comment exprimer la probabilité de création
d’une paire particule-antiparticule et le nombre de particules créées en termes des coefficients
de Bogoliubov. A la fin, nous considérons comme application la création de particules dans un

espace de de-Sitter.

3.2 Champs quantiques libres

D’abord, nous commencons par la quantification du champ scalaire complexe libre dans

I’espace de Minkowski a D = d + 1 dimensions

ds® = dt* — d7* (3.1)
d7® = dai +das+ ...+ dad. (3.2)

La densité lagrangienne de ce systéme est donnée par
L = 0,0 0" —m*p*p. (3.3)
Il est bien clair que la dynamique de ce systéme est régie par I’équation de Klein Gordon
(O +m?)p(z,t) =0 (3.4)

ot I'opérateur [ est donné par
82
O=— —A. 3.5
5 (3.5)
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Les deux solutions linéairement indépendantes de I’équation (3.4) sont fi(Z,t) et f;(Z,t) avec
fi(@,t) = Neilot=F 7). (3.6)

ou ko = VK2 +m? et k? = k% + k3 + ... + k2. La constante de normalisation N se détermine a

partir de la condition
Jele = it =1 (3.7)
qui exprime la conservation du courant. La solution générale de I’équation de Klein Gordon est

donc la somme de tous les modes fi(Z,t) et f}(Z,1)

0@t = [ (jﬂ’;d Aufo(@.8) + BLfi(7.1)] (3.8)
d
o (T, t) = / (;Zﬂl;d [Brfr(Z,t) + AL fr(Z,1)] . (3.9)

ou Aj et By, sont des constantes. Avant de passer a la quantification, on note que les moments

conjugués de ¢(Z,t) et ©*(Z,t) sont donnés par

d . g . P
F(Z1) = i / L [Ak gi(kot=k 2) _ g o=i(kot=F x)} (3.10)
(2m)
d . g . 7o
Fo(@t) = i / d kdko [Bk eilkot=kz) _ gx =ilkot—F fﬂ)]. (3.11)
(2m)

La procédure de la quantification canonique consiste a considérer le champ ¢(Z,t) et leur

moment conjugué comme des opérateurs qui vérifient les relations de commutations suivantes
[p(Z,1) , #(2',1)] = i0 (Z — &) (3.12)

et
[@(Z,t) , p(@,t)] = [7(Z,t), #(&,t)] =0. (3.13)

Par conséquent, les coeflicients Ay, By, A et B} doivent étre des opérateurs et les champs

©(Z,t) et T (¥, t) s’écrivent sous la forme

) dhor
(7 1) = / e w7 0) + B f(7,0)] (3.14)
d A~
o) = [ G hEnanEn] (3.15)

Compte tenu des relations de commutation (3.12) et (3.13), les opérateurs ay, a;, by et b

vérifient les relations de commutation suivantes

—

o, , a7)] = [Ek , B;} ) (E— k;) (3.16)



3.3 Champs quantiques dans 'univers de FRW 18

et
[ak , z};,] _ [ak , Bk] — 0. (3.17)

Par définition le Hamiltonien de ce systéme est donné par

H— / 4% (7 op+ 7y — L), (3.18)

En faisant un calcul explicite, nous arrivons au résultat suivant

Ak
H = Wko(ak ar + by br), (3.19)

T

De la méme maniére, nous pouvons montrer que l'opérateur de charge est donné par

Ak 4. P
Q=c [ —(a; ar — b by). (3.20)
(2m)
A ce néveau, nous remarquons que H et () sont diagonals, ce qui nous permet d’interpréter
les opérateurs a; et a; comme les opérateurs de création et d’annihilation de particules et les
opérateurs b, et b, comme les opérateurs de création et d’annihilation des antiparticules. Les
opérateurs N, = @&; ap, et Ny = ﬁi)z by, représentent, respectivement, le nombre de
particules et le nombre d’antiparticules. L’état qui vérifie la condition N, |0) = N,|0) est dit

I’état du vide.

3.3 Champs quantiques dans 'univers de FRW

Considérons maintenant, un champ scalaire complexe dans un espace-temps de FRW &

(D = d+ 1) dimensions décrit par la métrique

ds® = dt* — a® (t) [da} + daj + ... + dal] . (3.21)

Il est bien connu que 'action de ce systéme s’écrit sous la forme
S = / dPxL. (3.22)
ou L est la densité lagrangienne du champ scalaire massif dans un espace courbe

L=+=g(-¢"0,20,® — m*®P* — ERDPD*) (3.23)
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avec \/—g = \/— |det g,,| = a®(t). Les termes g"0,P0:® et ERPD*, on R est le scalair de
Ricci et ¢ est une constante numérique, représentent le couplage entre le champ complexe et le
champs gravitationnel.

En appliquant le principe du moindre action (45 = 0), nous obtenons

58 = /dd+1x (-0, (V—=99"0,®) — V=g (m* + {R) @] §9* =0 (3.24)
pour d®*quelconque. L’équation de Klein-Gordon en présence d’'un champ gravitationnel est
donc

1
——0, (¢"'/—g0,®) + (m* +£(R) @ = 0. 3.25
L0, (#V=50,8) + (" + € 329
Cette équation peut étre écrite aussi sous la forme suivante
(O, +m*+ER)® =0 (3.26)
avec

1
0, = ——

g \/__gau (9"'/—g0,) . (3.27)

3.3.1 Transformation conforme

Pour transformer la métrique (??) en une forme conformément minkowskienne, nous utili-
sons le temps conforme 7 plutot que le temps cosmique ¢ avec
dt
= | — 3.28
1= (29

ou le facteur d’échelle a(t) exprimé par la nouvelle variable 1 est noté a(n), ce qui nous donne
la forme suivante

ds* = a*(n)(dn?® — d7?). (3.29)

Avant de dériver I’équation de Klein Gordon par rapport au temps conforme, rappelons d’abord

que les connexions de Christoffel pour ’espace temps de FRW sont données par

. a

P;ll =T, =T =TI =0, (3.32)
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ce qui donne les composantes du tenseur de Ricci

Roo = d% (3.33)
Ry = (d —1)a* + da. (3.34)
Le scalaire de Ricci R est alors
. 2 .
a a
R=d(d-1)| - 2d— 3.35
@-v (%) +2 (3.35)

ou bien, en termes du temps conforme,

a?

I\ 2 "
R=d(d—3) (—) +2d%

Notons que le point () indique la dérivée par rapport a ¢ et le prime (’) indique la dérivée par
rapport a 7.
Pour obtenir I’équation de Klein Gordon avec le temps conforme 7, nous essayons d’écrire

la quantité \/%80 (vV=99%0y®) + £R®P sous la forme

1 — 00 _ —8+qa_2 s
Hao (V=99"0:®) + ER® = a o (a*®) (3.36)

[, 02 da\ 0 a '\ a”

—2 07 _1y,-3(92) 9 _ a a _
a o +(d—-1)a (077> 377] S+ ¢ (d(d 3) (a2> +2da3> o
o da\ 0 da\? 9%a

q 925091 —1)q?2 q-1 P
a 8772+ sa (877) 8n+8(8 Ja (877> + sa 87}2]

ce qui nous impose de prendre

Il vient alors

q = —2
d—1
s = —
2
d—1
§ =~ (3.37)

Dans ce cas ’équation de Klein Gordon se simplifie et devient

2
{88—772 — A+ m2a2] (a°®) = 0. (3.38)
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Maintenant, nous introduisons le nouveau champ ¢ (Z, ) = a*® pour écrire a derniére équation
devient

82
[8—772 —~ A+ m2a2} V(&) =0 (3.39)

Cette équation permet d’étudier le comportement et le mouvement des particules scalaires dans

I'univers de FRW. Pour £ # %, I’équation de Klein Gordon devient

[a% -a+ (- 47 (d (d-3) (—) + zd%") n m] YEM =0 (340)

Dans le cas général, le champ (%, n) se décompose de la maniére suivante

v = [ (jﬂ’;’ (Avexp (K)o () + Biesp (<iK2) gi )] (341)

ol ¢y, (n) et ¢} (n) sont solutions a ’équation

[dd_n? + Q7 (n)] e(n) =0, (3.42)

ot la fonction Q2 (n) est donnée par
d—1 a\? a”
O () =w’ —— ) (d(@-3) = 2d— 3.43
=) + 4d)(< (%) + ) (3.43)

w?(n) = k* + m*a®. (3.44)

avec

Les solutions ¢, (1) et ¢j (n) vérifient la condition de normalisation

OrPL — 'R = i (3.45)

3.3.2 Quantification

Passons maintenant a la quantification, en remplagant les champs (%, n) et m(Z,n) par les

opérateurs @(f, n) et 7(&,n) qui verifient les relations de commutations suivantes
D@ m) @] = @), 7@ ) = 0 (3.46)
[&(fv 77)7 ﬁ-(f/7 T])i| = Z(;d (I‘ - ‘7;/) :

En remplacant les constantes A, et B} par les opérateurs a; et b, nous obtenons les expressions
p k L P P k ) p

de ¥(,n) et 7(Z,n)
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O (Zn) = /(ngk)d [dk exp (zE:f) o (1) + b exp <—zEf> Pk (77)} (3.47)
7 (Z,n) = /édi)d [dk exp (2]25) o () + b exp (—zlgf) i (n)} (3.48)

avec o (1) = ¢, (n) et ¢, (n) = ¢} (n). Grace a (3.46), nous déterminons les relations de

commutations des opérateurs a; b, ay et by
[, 6] = [Bk,é;;] = (21)%s (12 . 1%’) (3.49)

Tous les autres commutateurs sont nuls.

Comme I'équation (3.42) est de 'ordre deux, elle admet plusieurs ensembles {o; (1), ¢} (1)}
de solutions linéairement indépendantes. Donc la décomposition (3.41) n’est pas unique. Pour
choisir la bonne décomposition, considérons ’'Hamiltonien qui s’écrit en fonction des opérateurs

de créations et d’annihilations comme suit

d . o R
= [ 5 [ (vt + B + ) b+ Fe ) it (350
Ep(m) = lek)*+ Q% () ]ox ()] (3.51)
Fo(n) = @)+ ) er(n). (3.52)

Il est bien clair que le Hamiltonien n’est pas diagonal en fonction des opérateurs de créations
et d’annihilations des particules et des antiparticules, il contient des termes de mixtes dzl;,j et

br.ay.

3.3.3 Interprétation en termes de particules

Notons d’abord que pour une métrique de Minkowski, i.e. champ gravitationnel nul, Ey (n)
doit étre constante et Fy (1) doit étre nul. Pour la métrique de FRW, nous pouvons voir qu'’il
existe deux couples {gp; (n), e (77)} qui rendent le Hamiltonien diagonal. Le premier couple
se comporte & (—oo) comme

wE(n) — €T/ (3.53)

n——00
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En effet, on suppose que a(n) prend des valeurs constantes pour (7 — +o0), donc tout les

dérivées de a sont nulles. Dans ce cas nous avons

et
d'k U
H = d Qm <ak,z’nak in + bk Z-nb]m'n) . (355)
(27) ’ :
avec

Qi = 1/ k2 + m2a?, (3.56)

ol a; = a(n — —oo). Le deuxiéme couple se comporte a (n — +00) comme

or () — T Iom (3.57)
n—+00
Ici, nous obtenons
By (n — +00) = 2Q0u et Fy(n— +o00)=0 (3.58)
et
dk ) - T
H = — Qout (ak,outak out + bk: outbkﬁUt) . (359)
(2m) ’ !
ou

Qour = 1/ k2 + m2a3, (3.60)

ol a; = a(n — —oo). Nous remarquons que le Hamiltonien est donc diagonal, pour deux états
du vide [0;,) €t [Opus) , AVEC Gigin [0in) = Drin [0im) = 0 €t @k .out |Oout) = Dk.out |Oout) = 0, ot Pétat
|0;,) est un état du vide initial dans le passé lointain et |0,,;) est un état du vide final dans le
futur lointain. Ceci nous donne deux définitions des particules; les particules "in" associées au
vide |0;,,) et le particules "out" associées au vide |0,,;) et ainsi les particules créées spontanément

sont des particules "out" par rapport au vide "in".

3.3.4 Création de particules

Nous pouvons passer facilement d’un vide a 'autre grace a la transformations de Bogoliubov

qui établi le lien entre les états in" et "out"

Pin (N) = g, (1) + Bepgu (1) - (3.61)
Pin (1) = B s (1) + "0 (). (3.62)
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ou « et [ sont les coéfficients de Bogoliubov qui vérifient la condition suivante
o = 8] = 1. (3.63)
La relation entre les opérateurs de création et d’annihilation est
Gout = O + Bb}, (3.64)
b = B +a'b, (3.65)

D’aprés ces derniéres relations nous pouvons trouver le résultat suivant

(04

Ce qui signifie que le vide "in" peut contenir des particules "out" si § # 0. La densité des

N out

0in) = (Oin [tout] Oin) (3.66)
= |8/

particules "out" dans I’état du vide "in" est donc | 6|2 et la probabilité de création d’une paire
de particules "out" a partir du vide est

|<Oout |aoutbout| Om> |2

|<Oout| Oin> |2
2

P.éat (3.67)

g

«

3.4 Application : ’espace de de-Sitter

Considérons comme application la création de particules scalaires dans ’espace de de-Sitter.
En premier lieu, nous devons résoudre ’équation de Klein-Gordon. Ensuite, nous comparons
les solutions obtenues avec les solutions semi-classiques de I’équation d’Hamilton-Jacobie, ce
qui nous permet de classer ces solutions Klein Gordon en états "in" et "out". Finalement, a
l’aide de la transformation de Bogoliubov nous calculons la probabilité de création d’une paire

de particules et la densité des particules créées.

3.4.1 Solutions exactes a 1’équation de Klien Gordon

La métrique de de-Sitter représente un univers d’expansion accéléré ou le facteur d’échelle

est a (t) = ef! et la métrique associé est définie comme

ds* = dt* — 2" (da? + dok + ... 4 do?) (3.68)

1
= o (dn? — da? + dxl + ... + da?) (3.69)
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Dans ce cas ’équation de Klein Gordon se réduit &

0? ,  M?*1
{8_172 + k + ﬁ?} Pk (77) = 0. (370)
avec
M? =m? + (5 — %) d(d+1)H> (3.71)

Pour trouver les solutions de cette équation nous faisons d’abord le changement p = ¢n, ot ¢

est un constante.

o  M*1 k%
(8_;)2 + o2 + c_2> er(p) =0 (3.72)

Maintenant, nous écrivons @, (p) sous la forme

@i (p) = "9 (p) (3.73)
pour obtenir I’équation différentielle
0% 250 1 [M? k2
— Ft——+ = |= -1 — =0 3.74
(Gt 2at g ret-n|+ 5 faw (374
Dans le cas ou s = % et ¢ = —k, la derniére équation prend la forme de I’équation de Bessel [43]

? 10 \?
o e+ (1-5) s =0

ol le parameétre A est donné par
M2 1 -
)\ =1 ﬁ — Z = Z)\.

L’équation de Bessel admet plusieurs couples de solutions. Le premier ensemble de solutions

est formé des fonctions J (p) et J_) (p) qui ont le comportement [43]

lim Jy (p) = P, (3.75)
lim Jox(p) ~ p7 (3.76)

Nous pouvons également écrire les solutions de 1’équation de Bessel en termes des fonctions

de Hankel Hﬁ\l) (p) et H/(\Q) (p) qui se comportent & 7 — —oo comme suit [43]
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2 ; ™ s

H" (—kn) =~ —W—mel(’mzﬂ), pour — 7 < arg (—kn) < (3.77)
2 ; s s

H§2) (—kn) =~ _w_/mye_Z(_kn_;_4)’ pour — 7 < arg(—kn) < 7.

3.4.2 Les états "in" et "out"

Pour avoir le bon choix des états "in" et "out", nous déterminons d’abord les états semi-
classiques solutions de I’équation de Hamilton-Jacobi que ’on obtient & partir de I’équation de

Klein Gordon

1 2 i3 7n2 —
0,750, + | o =0 (3.7

en écrivant ¢ = ei® et en faisant la limite classique A — 0. Nous obtenons alors ’équation de

Hamilton-Jacobi

ds\* (dS\* [dS\? s\’
— | — — — et [ — M?*a® = 0. 3.79
(dn> ' (darl) ! (dxg) et (dmd) e (379)
L’action S solution de cette équation s’écrit comme
S=ki+¢&(n). (3.80)

ou la partie temporelle £ (1) vérifie I’équation suivante

2
(%) = k* + M?a’. (3.81)

La fonction £ () est alors donnée par

£(n) = / \[ K2+ I:]I\f; dn (3.82)

Si nous faisons le changement de variable n = % , nous obtenons
k2H?2 )
M [\ 3z TUu
Em=—7 | 75 ——du (3.83)

A T’aide de 'intégrale suivante [43]

1/b2 2 1/b2 2
/%du = —% + In(u 4+ Vb2 + u?) + cst (3.84)
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nous obtenons
\/ k% 4 Aﬁ—juz M L2 [2
En) =— —T+ﬁln(u+\/ e + u?) (3.85)
qui s’écrit aussi
/ M? 1 feeE2 1\ "
§(n) = \[ B + S5+ (5 e T F) (3.86)
Les états d’énergie positive et négatives doivent alors se comporter comme
gpzin — lim e$%£(77) ~ eiik"? (387)
7——00
o = lim I ~ i (3.88)
/]]4)
Grace a ces données, nous pouvons écrire les états "in" et "out" comme suit
Vi = NH; (—kn) (3.89)
o = NIHY (—kn) (3.90)
et
Pour = NoJox(—kn) (3.91)
Pour = Ny Jx(—kn) (3.92)

3.4.3 Création des particules

Maintenant, pour établir la transformation des Bogoliubov nous utilisons les relation entre

les fonctions de Bessel et Hankel [43]

Jox (—kn) — e 7T\ (—kn)

W gy
Hy" (=kn) isin ()
AT
2) eIy (=kn) — J_x (=kn)
A (=hn) isin (w)\)

Nous obtenons alors

szrin (77) = Oék(p;cr,out (77) + ﬁk(plz,out (77)

)

Crin (1) = B our (M) + OhPp e (M)

(3.93)
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ol les coefficients de Bogoliubov «y et 3, sont donnés par
Ny 1
= —=—— 3.96
A Ny isin (w)\) (3.96)
Nl ei)ﬂr
= —— . 3.97
B Ny isin (w)) (3:97)
La probabilité de créer une paire dans I’état k est alors
2
P = Bl _ i (3.98)
Q@
Pour la densité des particules créées nous obtenons I'expression
9 1
n (k) = (6" = T (3.99)

qui se ressemble a la distribution de Bose-Einstien.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé la théorie quantique des champs dans 'univers de

FRW ot nous avons prouvé que 'Hamiltonien d’un champ scalaires complexe en présence d’un

champ exterieur n’est pas toujours diagonal. Nous avons montré aussi qu’il existent des modes

pour lesquels "'Hamiltonien est diagonal. Ces modes sont appelés les modes "in" et "out". A

partir de la relation entre ces modes (transformation de Bogoliubov) nous avons pu exprimer

la probabilité de création d’une paire de particule et la densité des particules créees en termes

des coefficients de Bogoliubov. Comme application, nous considérons la création des particules

dans I'espace de-Sitter o I’équation de Klein Gordon associée admet des solutions exactes bien

connues.



