Théorie de jauge de Poincaré Une
théorie de la gravitation

” Finsteins theory of General Relativity has a mathematical structure very similar to
Yang-Mills theory”
Chen-Ning Yang

3.1 Introduction

Une théorie de jauge est une théorie quantique des champs basée sur les propriétés
de symétries et d’invariances des équations sous certaines transformations d’un groupe
locale appelé "groupe de jauge". Les théories de jauges produisent automatiquement
des quantités conservées comme le courant, I’énergie-impulsion...etc. La construction des
théories des champs en interaction peut étre guidée par un principe de dynamique relié
a l'exigence de l'invariance de jauge locale.

Dans ce chapitre, nous allons présenter une formulation "théorie de jauge" pour la
gravitation sur la base du groupe de Poincaré. Nous commencons d’abord par un rappel
sur les groupes ot nous introduisons la notion de groupe, le groupe de Lorentz et le groupe
de Poincaré. Ensuite, nous montrons succinctement, comment reformuler 1’électrodyna-
mique comme une théorie de jauge du groupe U (1). Finalement, nous considérons la
théorie de jauge du groupe de Poincaré.

3.2 Rappel sur les groupes

Le groupe est une structure algébrique qui sert a étudier les symétries et les invariances
des lois physiques, et on dit qu'un groupe de transformations est un groupe de symétrie
s’il laisse I'action invariante et donc laisse les lois physiques qui découlent de cette action
invariantes.
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3.2.1 Définition d’un groupe

Soit un groupe G ensemble des éléments g; € G, muni d’une opération e, ’ensemble
et I'opération doivent satisfaire les conditions suivantes
*Loi de composition interne; Si g; et g; € G, alors

gieg; €G (3.1)
*L’associativité ; Pour tout g;, g; et g, € G

gi®(gj®gr) = (gi®g;)e g (3.2)

*L’¢élément neutre ; Il existe un élément g, € G tel que

919i = 9ig91 = 9 (3.3)

*L’élément inverse ; Pour chaque élément g; € G, il existe un élément inverse g; * € G
tel que

979 =g9 "' =n (3.4)

-En général [g;, gx] # 0, si nous avons un groupe dont [g;, gx] = 0 ce groupe est dit
abélien.

-Notons que le nombre des éléments d’un groupe peut étre fini ou infini.

-L’ensemble de n x n matrices réelles qui sont non singuliéres forment un groupe sous
I’'opération de multiplication matricielle.

-Généralement ce groupe est noté par Gl (n,r) dans le cas des matrices réelles, I'ex-
tension complexe de ce groupe est notée par Gl (n,c) .

-Le sous-ensemble de Gl (n,r) contient des matrices avec det = +1 forme un autre
groupe noté Sl (n,r) et son extension complexe est désignée par Sl (n,c).

-Nous définissons un autre groupe qui s’appel le groupe unitaire U (n) qui est constitué
de n X n matrices unitaires (pour la vérification en tenant en compte que le produit des
matrices unitaires est unitaire), de méme le groupe spéciale unitaire est un sous ensemble
composé des matrices unitaires de det = 1.

Principaux groupes de Lie

-O (n) est le groupe multiplicatif des n x n matrices réelles orthogonales sur R vérifiant
MTM = I,, (groupe orthogonal)

-SO (n) est le groupe multiplicatif des n x n matrices réelles orthogonales sur R
vérifiant MTM = I,, et det M = 1 (groupe spécial orthogonal)

-U (n) est le groupe multiplicatif des n x n matrices complexes unitaires sur C' vérifiant
M*M = I,, (groupe unitaire)
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-SU (n) est le groupe multiplicatif des n x n matrices complexes unitaires sur C
vérifiant M*M = I,, et det M = 1 (groupe spécial unitaire)

3.2.2 Groupe de Lorentz

Le groupe de Lorentz est un groupe de transformations linéaires des coordonnées qui
laisse I'invariance des lois de la physique et surtout la loi de propagation de la lumiére
dans le vide et donc 'invariance de la métrique, il inclut deux types de symétries ;

-Les transformations spéciales de Lorentz.

-Les rotations statiques de ’espace.

Définition mathématique
La propriété qui caractérise le groupe de Lorentz est
VA € L,VY(z,y) € M?
T
(Az)" n(Ay) = 2"y
ol A sont 4 x 4 matrices réelles de Lorentz qui vérifient ATnA = n
n = diag(+1,—1,—1,—1) la métrique de Minkowski.
L le groupe de Lorentz et M ’espace-temps de Minkowski.

3.2.3 Groupe de Poincaré

Le groupe de Poincaré est le groupe des transformations affines de I’espace-temps,
inclut quatre types de symétrie ;

-Les translations dans 1’espace-temps.

-Les rotations dans ’espace.

-Les transformations de Lorentz propres (det A = +1) et orthochrones (Agy = 1).

-Le renversement de temps 1" et la parité P.

Nous définissons le groupe de Poincaré P comme un produit semi direct du groupe
de Lorentz et des vecteurs d’espace-temps

P=LxM
de méme le groupe de Poincaré propre est défini comme
Po = LO x M

Définition mathématique

Nous introduisons un élément du groupe de Poincaré (A, g) (o0 A € Let g € M) a
partir de produit semi direct

(A, g) (A'7g') = (AA',g + Ag')
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Algébre de Poincaré

C’est ’algebre de Lie du groupe de Poincaré, qui est caractérisée par le crochet de
Lie

[Py, P =0 (3.5)
[Mlﬂ” PU] = UWPV - T/VO'PH (36)
[MMW MﬂU] = nauMVﬂ + npuMMU - npuMVJ - naVMNP (37)

ou M, P et n sont le générateur de transformation de Lorentz, le générateur de translation
et la métrique de Minkowski respectivement.

3.3 Theéorie de jauge U (1)

La formulation de I’éléctromagnétique de Maxwell en 1864 était la premiére théorie
des champs a avoir une symétrie de jauge,

Plus tard, la théorie d’éléctrodynamique quantique est formuler comme une théorie de
jauge du groupe U (1). Dans cette partie nous montrons comment construire la théorie
de jauge U (1) en suivant la référence [38].

Considérons le lagrangien £ décrivant le champ d’un seul fermion libre de masse m
(h=c=1)

L= z’%@iw - m&ﬂ (3.8)
ce lagrangien est invariant sous la transformation
Uy = e (3.9)
e (3.10)
v — P =g (3.11)

oll « est une constante. L’invariance de symétrie sous la transformation (3.10) conduit a
un courant conservé proportionnel a

J' = ). (3.12)

Considérons maintenant, le cas local ol «v est une fonction du quadri-vecteur z, @ = a ().
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. !
Dans ce cas, le lagrangien se transforme en £ avec

L = ie Yy [eia&w + ieial/}aia] — ma

L = L—Joo. (3.13)

Nous remarquons ici, que £ n’est pas invariant sous la transformation locale a cause du
terme J'0;c. La question est donc quelle est la modification requis en £ pour que notre
théorie soit invariante sous les transformations

Y =0, G = e, (3.14)

pour réaliser cette propriété, nous introduisons un nouvel ensemble de variables A’ () et
nous considérons le lagrangien modifi¢ £, avec

L1 =L+ qA"J; =L+ qA (z) J;(z), ¢ = constante (3.15)

Ici, nous supposons que les quantités A’ se transforment sous les transformations (3.14)
comme

A — A= A+ éaioz (x). (3.16)
Compte tenu du fait que J* dans (3.12) est invariant sous les transformations (3.14)
Ji= A = (3.17)
et en utilisant (3.13), (3.17) et (3.16), nous obtenons le résultat souhaité

I

’ 1yt : . 1.
L, = L 4+qA", =L—-J0a(x)+q {A’ + 5(9@ (x)] J;

Il est clair que, comme J* est un 4-vecteur, A’ (x) doit étre un champ vectoriel pour que
L1 soit un scalaire.

Les transformations (3.10) ol «v est une constante sont appelées transformations de
jauge globale, et les transformations (3.14) et (3.17) ot o = a () est une fonction de z,
sont appelées transformations de jauge locale.

Maintenant, nous voulons comprendre la nature physique de A’ (z). En premier lieu,
nous écrivons £; sous la forme

L, = @7 it — myy + q%iAf/}
i [ (8; — iqAy) | b — mapp. (3.18)

De la théorie fondamentale de I’équation de Dirac, nous en déduisons que A° () est juste
le potentiel vecteur pour le champ éléctromagnétique et q est la charge de particule.
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Bien que £; est invariant sous les transformations de jauge, il ne peut pas étre le
lagrangien complet pour le systéme, car il ne contient pas le terme d’energie cinétique
pour A’ (x), il faut donc ajouter un terme quadratique en dérivée de A’ () et qu’il doit
étre invariant sous transformations de jauge.

La combinaison

Fiy, = 0;A — O Ai
est évidemment une invariante de jauge, donc le terme d’energie cinétique est donné par

1 .
——F, sz
4 k

finalement, nous arrivons au lagrangien invariant de jauge complet

Lep =i [ (8 —igA)] ¥ — minp — inkFZk (3.19)

Lgp représente le lagrangien de ’éléctrodynamique quantique.

Nous pouvons résumer ce que nous avons fait comme suit ; Nous avons commencé par
un lagrangien qui était invariant sous une transformation globale, nous avons constaté
qu’'un tel lagrangien doit étre modifié pour étre invariant sous les transformations locales
par l'introduction de quelque degrés de liberté supplémentaire A° (z). Enfin, nous avons
ajouté le terme d’energie cinétique pour obtenir la forme compléte du lagrangien de
systéme. Le champ A° () est introduit pour maintenir I'invariance de jauge locale comme
un champ de jauge.

La dérivée covariante est défini par D; = 0; — iqA; qui permet de coupler le champ
de jauge a d’autres champs.

Nous savons également que l'intéraction électromagnétique est une bonne interaction
renormalisable ce fait génére l'espoir qu’en utilisant des symétries globales plus géné-
rales et en construisant leurs versions locales, et donc nous pouvons décrire les autres
interactions de la nature.

3.4 Théorie de jauge de Poincaré

Il est bien évident que le principe d’équivalence implique que la RG d’Einstein est
invariante sous les transformations locales de Poincaré [39]. Cependant, pour construire
une théorie de jauge pour la gravitation, nous procédons conformément & la philoso-
phie habituelle des théories de jauge en tenant compte que, comme montré par plusieurs
expériences, en ’absence du champ gravitationnel, le groupe symétrie des interactions
fondamentales est le groupe de Poincaré global. Ainsi, au lieu de considérer la symétrie
de Poincaré locale comme une conséquence du principe d’équivalence, nous considérons
d’abord une théorie physique invariante sous le groupe de Poincaré global et nous sup-
posons, ensuite, que les parameétres du groupe soient des fonctions de coordonnées de
I’espace-temps, pour avoir un groupe de Poincaré local. Pour rendre la théorie invariante

23



sous les transformations de Poincaré locales, nous devons introduire de nouveaux champs
compensateurs. Ces nouveaux champs représentent 'interaction gravitationnelle.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de montrer comment la transition de la
symétrie globale a la symétrie locale nous conduit a la théorie de jauge de Poincaré de la
gravitation qui contient la RG comme un cas particulier. Nous suivons la référence [40].

3.4.1 Symétrie de Poincaré globale
Champ de matiére
Considérons un champ de matiére dans ’espace-temps de Minkowski. Ce systéme est

invariant sous les transformations de Poincaré globale

7.

rt = A j:vj—i—ei, o A =9’ j+wi s

= o'+ 3l + €. (3.20)
Ici, les composantes A’ ; et ' sont considérées indépendantes des coordonnées (w” et &
sont les dix parameétres du groupe de Poincaré). Sous cette transformation un champ de

matiére appartenant & une représentation arbitraire du groupe de Lorentz, se transforme
comme

! !

) = 3 P0(0) = |1+ Juy ] oo (321

ou Y;; sont les générateurs du groupe de Lorentz dans la représentation considérée. Pour
commencer, nous calculons d’abord la variation d,¢(z) avec

bod(x) = &' () — () (3.22)

Ici, nous utilisons la notation §, au lieu de §, pour faire la transformation similaire & une
transformation de jauge. Nous avons alors

o(x) = gb'(xi +w' 2l + &)
= ¢ (z) + (W ;27 4 )Dip(x)

= 60) + JWITH(), (323)
ce qui donne
8 (@)~ Bla) = (T — ¥ 2,0, ~ £0)0(a).
Comme le parametre w’® est supposé antisymétrique w’* = —w¥, nous pouvons écrire
o (x) — o(z) = (§w”Eij - éw” x;0; — 50.1” x;0; — €'0;)¢p(x) (3.24)
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pour obtenir finalement,

5.0(x) = (%wﬁMlj 4+ ip)a(z) = Pol) (3.25)
avec - '
P = §w”Mij +e'p; (3.26)
ou M;; = %;; + x;0; — x;0; et p; = —0; sont les générateurs des transformations de
Poincaré.

Pour la variation de §,0x¢(x), nous utilisons le fait que Jy et d, commutent pour
écrire )
00OkP(1) = Opdod(x) = O (§WijMz‘j +e'p)pla)] - (3.27)
Nous obtenons alors

500kd(x) = POpp(x) + (0p P) d(x) = POpd(x) + wy '05p(x).

Invariance de Poincaré globale

Considérons maintenant une théorie des champs décrite par le lagrangien L£(¢, 0¢),
ot les champs ¢l(x) représentent les variables dynamiques. Les équations de mouvement
sont les équations d’Euler-Lagrange qui découlent du principe de moindre action pour
I’action intégrale

S(Q) = / d*zL(¢, Orp; x) (3.28)

Ici, nous supposons que £ dépend explicitement de z, §2. Soit les transformations d’espace
temps

!

zt = '+ (x)

at+wh ()" + et (x).

Calculons la variation de I’action intégrale S (€2). Comme nous avons considéré la varia-
tion ¢, au lieu de 0, nous calculons 45 (§2) comme suit

6S(Q) = [ALd*z =06 [d*sL(o,0nd; 1)
[eezs [t
= [ (0% - ) co.060) + dis (L0 0)] (329
Q
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avec
&X¢@¢m>=%§%¢+ gﬁm%&¢+Q£MW (3.30)

I 7 .
Pour d*z — d*z, nous utilisons la loi de transformation

ox'v
oz

I

dz = d*z

et la propriété

det e® = 9,

nous avons alors

8’1/
mm( xu) = det (8" ,+0,C"(x))
= 1+0,0"(x) (3.31)

ce qui nous donne

d*z’ — d*z = 0,¢"(x)d .

Calculons maintenant 05 (Q2). En tenant compte du fait que da# = z'* — 2# = (*(2),
nous pouvons écrire la variation 4.5 (€2) sous la forme

55 (Q) = / d*zAL. (3.32)
Q
avec
oL oL
AL = a¢50¢ + 90:0) ———000k¢ + ¢"(x)0,L + 0,¢" ()L
AL = §oL+ ("L + 0,C"L (3.33)
o oL 8£

Pour que la théorie soit invariante, il faut que AL = 0. D’apreés I’équation d’Euler La-
grange

oL oL
5 = (505) 55
et comme w" , =0 et
oL oL
% (aia) = (355 ~ 3570 (330
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nous obtenons

58 (Q) = / d*z0, N (3.37)
Q
avec aﬁ
A“-—Qﬂ(x)£—+5“k7<50¢ER5£$5). (3.38)

3.4.2 Symétrie de Poincaré locale

Supposons que la théorie décrite par le Lagrangien de matiére £y = Ly(¢, Oxd) est
invariante sous les transformations de Poincaré globales. Maintenons nous voulons géné-
raliser ces transformations en supposant que w® et € sont des fonctions des coordonnées,
w(x) et €'(z).

La condition d’invariance (3.33) est maintenant violée pour deux raisons

1- 090 ¢ se change, car nous avons

5o = (22 My + £ (@)l (3:39)

et

Odop = O (§w” (z)Mi; + €' (x)pi)p() (3.40)
= Popd(z) — Oe'(2)0;0(x) + 531&1” () Mijo(z) + wi "0;p(x).
Comme %wij (2)0k(M;;) = wg '0;, nous pouvons écrire dodx¢ sous la forme

oDkt = Pk — (01C") 0,0+ - (4™ (2)S0() (3.41)

ol ous avons utilisé la propriétéd, = 5 105

Remarque : Nous notons dydx¢ dans le cas d’une symétrie locale par d¢.0ko.

La différence entre la variation 9.0y ¢ dans le cas d’une symétrie locale et la variantion
000r@ la symétrie globale n’est pas nulle

1 g .
00+0kP — 000k = 5(5’1&2” (2)2%i0(x) — (OkC”) Oup(x) — Wi "Dipp(w) # 0 (3.42)
2-Dans une symétrie locale, le terme 0,("(z) n’est pas nul
0,¢H(x) = (Ouw" () ¥ + 0, (x) # 0.

Nous concluons donc que

AL#0 (3.43)
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alors il y a une violation de I'invariance locale, il faut donc faire des modifications pour
éliminer le probléme de la non-invariance et rendre la théorie invariante. Nous allons trai-
ter ce probléme en deux parties; premiérement nous voulons éliminer la non-invariance
du terme

5L = 6oL + CMO,L,

et deuxiémement nous serons intéressés au terme
w
0uCHL.

Dérivée covariante et champs de compensation

LN . . . /
Premiérement, nous introduisons un nouveau lagrangien £,, = Ly (¢, Vi¢) en rem-
placant la dérivée ordinaire par la dérivée covariante 0y — V. Comme dans le cas de la
dérivée ordinaire, la dérivée covariante doit se transformer comme suit

60qu§(:1:) = PVo+ wyg ZVl(ﬁ (3.44)
Pour obtenir la derniére loi de transformation nous définissons la dérivé covariante par
AY

VMQZ5 = (@L + AH) Qb, AM = MZ,-j (345)

DN | —

et
Vip = o Vo — A" NV ,0, V0 = by V0. (3.46)

La régle de transformation de la dérivée covariante V,¢ est donnée par
V¢ =PV, —(0,0") V. (3.47)

Cette derniére relation nous permet d’éliminer le terme 9w® apparaissant dans la relation(3.41) .
Elle permet, également, de définir le champ de compensation de Lorentz AY . Pour la
dérivée covariante V¢, nous définissons le champ hy * = 6" ,, — A* ;.. Nous introduisons

le champ b* ;, I'inverse de hy *, avec

bF Lhi =08 0 by Y =6, (3.48)
Les transformations des champs b* |, et AY , sont données par
Sob™ = WP 0% — (0.00) b7 A — PO, (3.49)

et
(50Aij p="Vu W — (auc)\) AV AT C)\ (GAAU N) : (3'50)

Maintenant, nous voulons montrer les relations (3.49) et (3.50) ;
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1-Calculons la variation de 6y V¢ & partir de la relation (3.46)
oV = do (hi, "V ,,0) = (0ohi, *) V0 + Iy, * (06V ,0) (3.51)

nous remplacons le dernier terme par la relation (3.47), et il reste donc de calculer dohy,
# en utilisant la relation (3.48)

do (bk phie 7)) = 606", =0
v* L (Gohy V) = — ((5Obk ) b Y (3.52)
multiplions cette derniére relation par h;
hi "6 (Sohy V) = — (Bob" ,.) i “hy *
(Sohz' V= — (50bk N) hk Vhi # (353)
nous remplagons (3.49) dans (3.53), nous trouvons
Sohi ¥ = —[w" b = (0,C) b A — PO L] By, VR
= —wh 0% i Y+ (0, 67 ahi M4 (ONDF L) b Vhi t (3.54)
a partir de la relation (3.48), nous avons

(O ™) = 0
(O\b" W) R = = L (Onhi ™) (3.55)

et donc la relation (3.54) devient

Sohi ¥ = wi "hy Y (0uCY) hi = 8 by M (Ozhi M)
= w; "hy Y+ (0,87 hi M — COnhy * (3.56)

maintenant nous remplacons doh; ¥ et 6oV ,¢ par ses expressions dans la relation (3.51)
il vient

SoVid = (dohi ")V + by M (60V u0)
= [wk *he "+ (0,C") hi ¥ — ¢ (Oyhy )] Vo
+hi * [PV .0 — (0,") V., ¢) (3.57)

en tenant en compte que Vi = hy, #V ¢

0oVi¢ = wi °Vso — ¢ (Ohy, ")V 0 + by " PV ¢ (3.58)
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en simplifiant le dernier terme

hk “Pvugb = hk » (—w”sz + 67’pi> VHQZS

2
1 .. 1 ..
hk “Pvuqﬁ = §w”2ijhk “quﬁ + 5&1”332‘}% a (@Vﬂgb)
1 .. A

—§w”x]~hk B (&-qub) —c'hy ? (&Vugb) (3.59)

nous avons
hi " (O u9) = 0; (hy, "V ) — V.6 (Oihu. 1)

donc

1 .. 1 ..
hk ’UPV#¢ = §w2]2i]’hk “Vﬂd) + 50.)”1‘2' [8] (hk “V,@) — Vﬂ¢ (@hk ,u)]

512, 10, (e "V,8) = V0 (Ol )
—&" [0; (hi "V ,0) — V. (Oihg )] (3.60)

1 . A 1 ..
hk MPVMQS == |:§w7'] (E” + I‘iaj — x]@) — 5’&} hk ’uvuqb — §w”mivugb (@hk ,u)

1 .. .
+§w”xjvﬂ¢ (@hk ,u) + 51VH¢ (@hk ,u)

2
hy "PV,¢ = PV + 'V, (0hi ™) (3.61)

= [—ijMij + 61pi:| Vk¢ + [wl jZL’j + é‘z] Vugb (@hk ,u)

finalement, nous obtenons

60Vip = wi Vb — " (O,hy ")V, + PVro + 'V 00 (9;hy, 1)
50qu§ = PVio+ wg sVsqb (362)

et alors la transformation dob* ,, satisfait la relation de la dérivée covariante.
2-Dans cette partie nous allons montrer que A” , se transforme comme suit

50Aij p="Vu wij - (auCA) Aij AT C)\ (8>\Aij N) (3'63)
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commengons par la variation de la relation (3.45)

00 Vu¢ = 0o[(0u+ Ay) ¢
oo Vu® = (0u+ Au)dod + %Ziﬂso (A7 ) ¢
= (0,+A,) Pp+ %zijao (A7 ) ¢, 609 = P (3.64)
d’aprés les relations (3.47) et (3.64)
350 (47 ,) 0+ @u+ A) P = PV,0-(0.6) 700
%Eljéo (A7 )¢ = P (@ - %Aij uzij) ¢ — (0u¢") (51/ + %Aij ,,Eij> ¢
- (a# - %A” #zij) P¢ (3.65)
il vient
S50 (A7) 6 = PO+ 155P (A7 40) — (,C") 0,6 — 155 (9,C) AV L6
~0,(P6) ~ S AV 5P (3.66)
calculons P (A" ,¢)
P (A7 ,0) = (éw“Mzs + elpl> AT o
= Bwls (Xis + 2105 — 250;) — €laz} A7 ¢

1 y 1 y 1 y
= §wlsElsA” u® + éwlsxl (0,47 ) ¢+ §wlsxlA” 4 (050)

1 y 1 y y
—éwSlxs (0, A7 ) ¢ — EwSlst” . (O19) — € (0, A7 )

—' AV © (019)

2
P(AY,6) = AV ,Po+un (0,49 ,) - (A7 )6 (3.67

= A9, les (S1s + 105 — 2,0) — el(?l} ¢+ wzy (8,47 ) ¢ — € (DAY ) &
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nous avons
1 . ,
9, (Pp) = 0, {(ﬁwwMij +€Zpi) 4
1 ij 1 ij i
= P(()quﬁ + 5 ((9uw ) ngb + 5&) (8MMZ]) ¢ + (8,@ )ngzﬁ
1 g . ‘
O (Po) = PO+ (8,w™) My + wM6* ,0;0 + (9,€") pidd (3.68)

nous remplagons (3.67) et (3.68) dans la relation (3.66)

1 . 1 . . .
5500 (A7 )¢ = POu6+ 55y [A7 WPo+uw (9,47 ,) 6 — € (9147 ) ¢]

1 N 1 ..
—(0,6") 96 = 354 (9,6") AV 6 — SAY 2P

1 g , ;
= |POud + 5 (0u") Mijo + wH0" 0,0+ (0,") piod|  (3.69)

1 i 1 U\ pij 1 ij
3500 (A7 4) 0 = =% (9uC") AV w0 = 5 (9u”) [Zij + 20 — ;0] 6
1 g 1 .
+§Zijwl8$l (6514” M) ¢ — §Eij€l (8lAZ] M) ¢
—(0,") 0y — w"6* 0,0 — (0,€") pidp (3.70)
nous avons la dérivée 0,¢"
0,¢" = (0" ) a? +w” |, + 0ue” (3.71)
et donc
1 ij 1 ij 1 N ij
3 %00 (A7 ) ¢ = =58 () 6 = 5% (9uC") AV 16 + (O™ 2;0:0
1 g 1 g
+§Zijwl$l'l (8$A” M) qb - §Eij€l (@A” H) ¢
—(Ouw” ) 2P0, — W L0, — 0,70,
—wh§* 0,0+ (0,6") D0 (3.72)
il vient
2200 (A7 ) 6 = — 5% (0uw™) ¢ — 520 (0" AY 1o = 5 85¢ (BAY ) ¢

nous concluons donc
do (Aij M) = — Mwij — 8“§”Aij L — ClﬁlAij u
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nous ajoutons et nous soustrayons le terme A° Suwsj
§0AY |, = 0w — A" w + AT w — 0, AY , — ('9,AY (3.73)

notons que w*, A® 5, et ¥;; sont antisymétriques de ces deux premiers indices

W’ = —w’®, Al su = —As i o 2ij = —Xji
NOus avons ‘ ' o
A SM(,USJEZ'J' B AS ’ uszZij
nous faisons 7 < j dans le coté droit
AZ SuwS]iZij = As J #WZSE]Z
A Sy = AT,
= A=A, T (3.74)
nous remplacons la relation (3.74) dans (3.73) nous obtenons
00 AV ==, w —0,0" A7, - ('9AY (3.75)

la, dérivée covariante de w’® est donnée par
ij ij i sj j o, s
Vuw? = 0w + A" g + A7 w
d’apres 1 —0,w" AV ’ 1 iel
pres le terme —0,,w" nous constatons que u N'est pas un tenseur mais un potentiel.

Lagrangien du champ de matiére

Nous avons montré que
6Ly = 060Ly + CMO Ly =0 (3.76)

maintenant nous allons essayer de modifier le lagrangien £ — L de sorte que le terme
(0,¢") L soit nul. Notons que (9,¢") # 0.
nous introduisons un nouveau lagrangien

Ly =AMLY, (3.77)
d’apres la condition d’invariance

AZM = 5OEM + C“@LENM + ELC‘ZM (378)
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remplagons Lo par son expression dans la relation(3.78)
ALy = 6 (AL’M) + ¢, (AL'M) + 0,0 ALY,
ALy = A (505’M + C"@“E'M> + (oA + 8, (C"A)) Loy
ALy = ALy + (SoA+ 0, (C"A)) Ly (3.79)

le premier terme est nul d’apres (3.76) et donc pour que la condition d’invariance soit
vérifiée il suffit de montrer que

oA+ 0, (C"A) =0 (3.80)
I’'une des solutions de cette derniére équation est

A=det (0" ,)=b (3.81)

SoA+0, (¢"A) = bodet (b )+, (C"b) = dodet (b* ) +(9,¢”) det (b )+, det (b ,,)

(3.82)
nous avons
Sodet (b ) = det (b* ) (b )" 6o (6" ,) (3.83)
de méme .
9, det (0" ) = det (b* ) (v ) 8, (b ,.) (3.84)
avec

) =
la relation (3.82) devient

oA + 9, (C"A) = det (b ) by 60 (0" ) + (8,¢7) det (b* ,) + ¢”det (b* ) by #0, (VF )

(3.85)
en remplagant d (bk #) par sa formule (3.49) dans cette derniére relation et en tenant en
compte la relation (3.48) nous obtenons

SoA+ 0, (¢PA) = det (b7 ) by " [wF b, — (9,) bF A = POy (V)]
+ (9,¢") det (b* ) + ¢ det (b* ) hy #0, (b" )
= 0.

La forme finale de lagrangien du champ de matiére modifiée est donnée par
Lo =AMLy =bLys (¢, Vid) . (3.86)

Cette construction du lagrangien est généralement valide pour les champs de matiére
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massive, cependant il ne convient pas dans le cas de ’électrodynamique quantique.

Le Lagrangien complet

Dans cette partie nous allons constuire un lagrangien pour les nouveaux champs b*
. et AY . ensuite nous l'ajoutons au lagrangien du champ de matiére afin d’obtenir le
lagrangien complet.

En premier lieu, en calculant le commutateur de deux dérivées covariantes

Vi, Vil ¢ = ViVip — ViVio
= Vi (h "Vy¢) — Vi (hi "V ,0)
= Vil "V — Vil "V 0+ Dy Thy PV, V0 — by PRy YV LY 0
Vi, Vil = Vihi "V — Vi ¥V 0+ by Yhy [V, V] @ (3.87)

nous avons

VuVup = (0, +A,) (0, +A)¢

VoV = 0,0, + 0, (A,0) + A 0,0+ A AQ (3.88)
de méme
Vo Vud = 0,0,6 + 0, (Aud) + A0y + AL A (3.89)
alors
[vw V,,] ¢ = V#V,,(/ﬁ - vvvu¢
= (0,4) ¢ — (0, A,) + A, Al @ (3.90)
avec
1 i 1 i
A, = 0, §A pij | = §Zij81,A L (3.91)
1 .. 1 y
A, = 0, (514” VZU) = §Eij8MA” e (3.92)

Calculons le commutateur [4,, A,] ¢
nous avons le générateur de transformation de Poincaré M;; = ¥;; + ,0; — ,0; et
par analogie de la relation (3.7) nous pouvons écrire

en tenant en compte que A¥ , et 3;; sont antisymétriques de deux premiers indices, nous
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obtenons

1 . . 1 . .
[Aw AJo = A" AV [, Byl o = 1A AV, 170345 + N5 8n5 = NSt — 1 5ns] ¢
1 7 sj % sJ 8 j % sJ
= DA AT b A AT A AT AT A ) S
1 7 sj 1 js 7 1 7 st
= §A suA v+ ZA MA sv ZA suA v Ezy¢
[Aua AV] ¢ = 5 [AZ SMASJ v AZ SVAS] ;J Ew¢ (393)

nous remplacons (3.92),(3.91) et (3.93) dans (3.90) il vient

Vo, Vo = 522-]- (0,47, — 8,AT , 4 AT LAY, — AT A ] ¢

1 .
[vuv vu] ¢ = §EijFZ] /u/¢

le commutateur (3.87) devient
1 .
Vi, Vil = Vil "Vyd — Vi "V 0 + §Eijhl “h "FY 0

1 .
Vi, Vil = Vil "Vyd — Vil #V 0 + §EijF” 31 (3.94)

il rest de simplifier les deux premiers termes; on a b* ,, h; * et 6% . sont des champs
scalaires et donc

Vy (b Y00 ,) = 9,0" ) =
(Vahe )V = —he ¥ (Vb)) (3.95)
d’une autre part

Vihi YVub — Vi V0 = (Vb V)V Vb — (Vihy )Y V0
by * (Y V)Y Vi — by Y (Vo ke M) V0
a partir du résultat (3.95) nous abtenons
Vihi "V — Vil 'V, 0 = hy * (—hl Y (Vubi y)) Vip—h " (_hk a (Vubi u)) Vig
by Vi MV — Vb Vg
_hl th MFi uuvigb
Vihy YV, — Vihy "V, = —F' V6 (3.96)
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remplagons (3.96) dans (3.94) nous trouvons finalement

Vi, Vi] ¢ = %Fij WS¢ — F' Vi (3.97)
avec N B
FU = F9 by "y (3.98)
Fiog=F hy Py (3.99)
Fi , =0,AY , —8,A7 4 A" AT, — AT AT, (3.100)
F' =V, —v,b, (3.101)

F4 ,, et F' ,, sont des quantités physiques qui représentent les forces du champ de
Lorentz et de translation respectivement et qui se transforment comme des tenseurs.
Finalement, la forme compléte du lagrangien des champs de matiére et de jauge est
donnée comme suit B
L=0b0Lc (FY 13, F' 1) + bl (¢, Vi) (3.102)

le premier terme repose uniquement sur des forces du champs et il s’appel le lagrangien
libre (free lagrangian)Lg.

3.4.3 Interprétation de théorie de jauge de Poincaré
Géometrie de Riemann-Cartan

La théorie d’Einstein-Cartan est une théorie non métrique de la gravitation, car elle
admet une hypotheése selon laquelle la connexion affine a une partie antisymétrique non-
nulle I'* 5, # 0, de sorte que la courbure de I'espace-temps est non seulement couplée &
I’énergie de masse et la quantité de mouvement de la matiére, mais aussi a son moment
angulaire et son spin. Dans ce cas la géométrie de Riemann-Cartan est caractérisée par un
triple (M, g,<7) , ou (M, g) est une variéte pseudo-Riemannienne a n-dimensions (n > 2),
avec une connexion linéaire V ,un tenseur de torsion non-nul Q" », # 0 et la condition
de la compatibilité métrique V,g,, = 0. Deux éléments nécessaires dans la géométrie de
Riemann-Cartan sont ;

Le tenseur de torsion

1
Q" 2y =5 (M =T ) =T (3.103)
et le tenseur de Riemann
R® 0 =0,1% ,, =0, ), + 1% ,,I'7 ,, =T ,,I'7 ,, (3.104)

dans cette partie nous définirons une autre connexion appelée la connexion de spin.
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Connexion de spin

Le choix de la base dans un espace tangent T n’est pas unique. Un systéme de coor-
données est déterminé par un ensemble de quatre vecteurs e, (x), tangents aux lignes de
coordonnées. En Uy, nous pouvons également introduire une base de Lorentz orthonor-
mée, déterminée par quatre vecteurs ¢; (x) (tétrade), tels que

& () = e i(x)e,(a) (3.105)
et
g (e, e5) = Nij (3.106)

Chaque vecteur tangent u peut étre exprimé dans les deux bases
u=u'"e, = u'e; (3.107)

L’existence de référentiels de Lorentz entraine des conséquences trés importantes. En
particulier, ils sont utilisés pour introduire des spineurs finis dans la théorie Uy.

Si nous voulons comparer les vecteurs u’ (x) et v’ (z + dr) aux points z et x + dx,
déterminés respectivement par rapport aux référentiels de Lorentz e; (x) et €; (x + dx),
nous devons connaitre la régle du transport paralléle

out = —u! juujdm“ (3.108)

ot le 64 éléments w’ ;u sont les connexions de spin. Le transport paralléle de v; peut étre
déterminé en exigeant ¢ (u'v;) = 0,

ov; = W’ PR (3.109)
Exigeant que le champ tensoriel 7),; soit invariant sous transport parallele,
0y = (W jumis + W 5un,;) dat =0 (3.110)
implique que la connexion est antisymétrique
Wiju + wjiy = 0. (3.111)

Apres avoir établi la régle du transport paralléle, nous pouvons définir les dérivées w-
covariantes de u’ et v;

Du' = (Qu' +w' ;) da* = D, (w) u'da” (3.112)
Dy (w)u' = duu’ +w' ;0 (3.113)
D, (w)v; = 0,v; — Vi (3.114)

38



Puisque 7 est un tenseur constant, la condition ¢7,; donne

Dy, (w)n; = 0. (3.115)

Relation entre w et I

Jusqu’a présent, nous n’avons supposé aucune relation entre la connexion de spin
w et I'. Il est naturel d’exiger que les composantes tétrades d’un vecteur u (x), transporté
parallélement de = vers x + dx, soient égales a

u' 4 ou' =€, (z+dr) (v + dut)

car le transport paralléle est une opération géométrique unique, indépendante du choix
de référentiel. En d’autres termes, w et I' représentent le méme objet géométrique dans
deux référentiels différents. De ce fait, nous obtenons la relation

D,(w+T)e' , =D, (w)e , —T? . ,=0 (3.116)

avec A A o
D, (w)e' , =0,e" , +w' e, (3.117)

a partir de ces équations nous pouvons avoir la condition de métricité
Dy (T) gy = Dy (w+T) g = Dy (w+T) (e u€? ) = 0. (3.118)

Dans une représentation quelconque du groupe de Lorentz, la dérivée w-covariante
d’une quantité ¢ peut étre généralisé comme

1 ..
D,(w)¢p=(0,+w,) o, w,= §w” 1 i (3.119)
2;; est relié au matrice de spin.

Interprétation

La théorie de jauge de Poincaré est basée sur la symétrie globale de Poincaré, la
localisation de cette symétrie conduit a la théorie de jauge de Poincaré de la gravitation
comme on a déja vu dans la partie précédente, et nous avons obtenu le champ de Lorentz
F ,, et de translation " ,,, qui sont définis par les relations (3.100) et (3.101)

Notre objectif maintenant est d’écrire les tenseurs représentés dans les relations (3.103)
et (3.104) en fonction de connexion de spin w au lieu de T'.

a partir de (3.116) nous avons

D, (w)e , =T, , (3.120)
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nous multiplions (3.103) par ¢’ , il vient

2Q)° MVei p = 1" Vuei p—I” MVei p
= D,(w)e' , —D,(w)e ,=2Q" ., (w) (3.121)
Q' v (OJ) = @ w/eZ p (3122)

multiplions aussi (3.104) par e’ ,

e AR puv = e (GMFA p'/) —e'y (GVFA pu) +et \I ol v — e AT 5, 17 P
en tenant en compte que

¢\ ((%F/\ w) = 0Oy (F/\ e’ 2) = (O’ ) ™,
= 0, (Dl, (w) e’ p) — (aue’ ,\) m ov

il vient

AR = 0, (DV (w) gi p) — ((‘3“ei )\) M, - 0, (Du (w) €’ p) - (&,ei ,\) ™,
+ (D)€' )T = (Dy (w)e' 5)T7

i

dans ce cas D, (w)e' , = 0ye’ ,+w" j,€/ ,, nous trouvons

e ARy =0 (W' ju€? ) = 0, (W' jue? ) +w' jue? oI L, — W' e? T,
A toool ) = i) el i J i i
de méme 0, (W' j €’ ,) = (0" ju) € ,+w" j, (d,€’ ,), nous simplifions nous obtenons

i A _ i NP i\ g i3 ki ik
e ARy = (auw JV)e p (&,w J#)e p T W k€ ) — W W k€

e \RY = [0, — 0w 4w, — W ] e,

donc

elPel R o = [@w” , — Oyw L + W' ;.wwkj y— W wt u] = RY aw (W), (3.123)

la relation (3.121) peut étre résolu pour la connexion w avec

Wi = Diju+ Kijy
1
Diju = 5 (Chjm = Cmij + Cjma) € 4
ou ¢ ,, = due" , — d,e , est appelé 'objet de I'anholonomité, K représente le tenseur
de contorsion.
Lorsque nous comparons ces derniers résultats avec lesquels ils sont représentés dans
les relations (3.121) et (3.123) on peut remarquer ;
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-Le champ de Lorentz A% , est équivalente a la connexion du spin w" ,.

-La force du champs de Lorentz F*/ ,,, peut étre identifié par le tenseur de la courbure
de Riemann RY ,,(w).

-La force du champ de translation F* ,, est équivalente au tenseur du torsion Q"
(W) ' '

-Le champ de jauge de translation ' ,, peut étre identifi¢ par le champ tetrad e’ ,,.

-La dérivée covariante V,(A) est équivalente a la dérivée w-covariante D, (w).

-La condition de métricité V,n,; = 0 < D, (T') g, = 0.

Nous constatons que la théorie de jauge de Poincaré a la structure géométrique de
Riemann-Cartan U, dans laquelle la torsion et la courbure ont été utilisées pour carac-
tériser les phénomeénes gravitationnels.

3.4.4 Lagrangien quadratique

Le champ gravitationnel dans la théorie de jauge de Poincaré est déterminé par le
lagrangien Lq [40]
Lo= b(—CYR+£T+£R+>\) (3.124)

Nous nous intéressons au lagrangien quadratique dans lequel les équations de mouvement
sont tout au plus de second ordre de dérivée de champ AY , et b’ ,, et donc Lg peut
étre au plus quadratique en torsion Q° ,, et courbure RY ,, et en tenant en compte la
conservation de parité du théorie de jauge de Poincaré, alors

Lr = a (AQinQ"* + BQin@Q"™ + CQ:Q") (3.125)
avec Q; = Q7 ;5
Lr = by Ry B9 + by Rijy R 4 by Ry, RY + by Ry R + bs R* + bg (21, R7M) (3.126)
la forme de Lagrangien L devient

—aR + a (AQuuQ"* + BQuuQ™ + CQiQ')
Lo=Db +by Rijig R + by R R¥ + b3 R RY (3.127)
byRi; R + b5 R2 + b (245 R7F)® + A

ou
A est la constante cosmologique.
a, A, B,C et b; sont des parameétres sans dimensions.

L 4 la constante gravitationnel d’Einstein.

(l:ﬁ,
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons construit une théorie de jauge de la gravitation en
considérant le groupe de Poincaré. Aprés avoir introduit, un champ de matiére dans
I’espace de Minkowski, nous avons montré comment l'invariance de la théorie sous les
transformations de Poincaré locale nous impose la modification de la dérivée partielle a
une dérivée covariante avec une connexion de spin. L’interpretation géométrique de la
théorie nous a conduit & une théorie de la gravitation quadratique avec torsion.
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