Solution a symétrie sphérique en
présence de torsion

"Things can get out of a black hole both on the outside and possibly to another universe
So if you feel you are in a black hole don’t give up-there’s is a way "out""
Stephan Hawking

6.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les solutions & une symétrie sphérique des équa-
tions d’Einstein dans le vide. En premier lieu nous considérons le théoréme de Birkhoff
dans la géométrie Riemannienne ot nous rappelons les solutions de Schwarzschild. En-
suite, nous nous intéressons a la solution & symétrie sphérique des équations d’Einstein en
présence de torsion. Pour déterminer la masse du trou noir obtenu ainsi, nous utilisons
le rayonnement de Hawking pour calculer la température correspondante et le second
principe de la thermodynamique pour calculer la masse.

6.2 Rappel des solutions de Kerl Schwarzschild

Avant de chercher une solution en présence du torsion, nous rappelons la solution
d’Einstein dans le vide appelée solution de Schwarzschild qu’elle décrit un trou noir
caractérisé par deux singularités; une singularité nécessaire et une singularité de coor-
données. Suivant le théoréme de Birkhoff il est important d’obtenir f = ¢ que nous
expliquerons en détail.

En premier lieu soit une métrique a symétrie sphérique et statique

1
ds* = — fdt* + ;dﬂ + 720 + r*sin® () dip® (6.1)

f et g sont des fonctions quelconques dépendent de la coordonnée r seulement, il faut
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tout d’abord calculer les connexions métriques et les tenseurs de Ricci pour résoudre les
équations d’Einstein dans le vide.

6.2.1 Connexions de Christoffel T By
Nous avons la connexion de Christoffel

=&

1
uy = iga)\ (augu)\ + a,ug)\u - a)\gu,u) (62)

a partir de la métrique (6.1), nous obtenons les composantes suivantes

=0 —0 1f
T N
01 0=357
=1 1 =1 1g
T 2 Ly
00 29 I 11 24
T'p = —gr, T 3= —grsin® ()
=2 =2 1 =2 )
"y = IMgy=—, I" 33 =—cos(0) sin (6)
r
=3 =3 1 =3 =3 cos (0)
13 sL= 1 a3 2= Gn(6) (6.3)

les autres termes sont nuls.

6.2.2 Tenseurs de Ricci Raﬂ
En absence du torsion, le tenseur de Ricci est donné par
RBV = gauRuBau = R" Bav (64)

nous obtenons donc les composantes du tenseur de Ricci a partir de la contraction des
résultats représentés dans (C.1) et nous savons que les équations d’Einstein dans le vide
impliquent que R,s = 0, ce qui nous arrive aux résultats suivants

N2
Ru = 309+ 300 - 300+ 25 o0 (65
s _ LN\ _1fg 1 14
i = 4(f) ijg 2f rg 0 (6.6)
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D 1 1 ! !
Ry = 1—9—577(fg +gf)=0

_ 11
R33 = 1-— g — 57”? (fg/ + gf’) Sin2 (‘9) =0.
a partir de (6.5) + fg x (6.6) = 0 nous trouvons
1 !/ !/
Yo~ 1) =0

multiplions cette derniére relation par gr_2 # (0, nous arrivons a
d
4 <i> 0
dr \ g

f = Cstg

ce qui nous donne

(6.9)

cherchons la constante C; a partir de la platitude asymptotique; lim, .« gag = 745

il vient

lim, oo goo =1gp=—-1=—f=f=1
lim, o g11 :7711:1:§:>g:1

et donc Oy =1

nous obtenons

=g

a partir de ’équation (6.7) et que f = g nous obtenons
1—f—=rf'=0

qui est équivalent a

ce qui nous donne

et donc
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finalement, nous obtenons

2M 1
ds? = — (1 — —> dt? + (1—2M)d7’2 + 72d6?* + r? sin? () dp? (6.13)
/’n —_—

qui est la solution de Schwarzschild.
Si r — o0 nous avons la platitude asymptotique c’est a dire

. 2 o 2
lim dSSch'war - dSMink

T—00

nous remarquons qu’il existe deux singularités
|900|7‘—>0 o0

(gll)r—>2M o0
la premiére singularité » — 0 est une singularité nécessaire d’un trou noir et la

deuxieme singularité r — 2M est une singularité de coordonnée.

6.3 Solutions a symétrie sphérique en présence de
torsion

Dans le cas général il n’est pas nécessaire de trouver f = g, nous allons étudier
le cas d’'une symétrie sphérique en présence de torsion, avant cela nous définirons les
composantes de torsion et de contorsion afin d’obtenir les nouveaux tenseurs de Ricci.

6.3.1 Torsion Q“ B

Les composantes non nulles du tenseurs de torsion sont
Qo1 = —Q' 10=201(r), Q? 02 = —Q? 20 = P2 (1), Q° 03 = —Q’ 30 = @3 (1) (6.14)
6.3.2 Contorsion 7% g

Nous utilisons la définition de contorsion en fonction de torsion

TOC/BV = Qaﬁ'y + Q,Bva + Q'yﬁa (615)

ce qui nous conduit & trouver les composantes suivantes

2 272 2r2 sin? (6)
7° —¢y, TV = 0y, T'33=—1—20¢
11 fg 1 22 f 2 33 f 3
Tl(n = 2¢1a T? 02 — 2¢2a T° 03 — 2¢3 (6-16)

les autres termes sont nuls.
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6.3.3 Tenseurs de Ricci g,

De la méme maniére de la partie précédente nous obtenons les composantes du tenseur
de Ricci & partir de la contraction des résultats représentés dans (C.2), et en tenant en
compte que les équations d’Einstein dans le vide dans ce cas impliquent Rg, = 0, nous
trouvons donc

1 !/ 1 " 1 (f,)2 g !/
_ 1 Low LU 9. 1
Roo 19590 7 + rf 0 (6.17)
1 f/)2 1f/g/ 1 f 1gl 4
Ry = -(L) =49 L 9, ~ + ) =0 6.18
w= 3 (5) - St e (6.18)
11, , ) r?
Ry = 1—9—577(f9 +gf)+47¢2(¢1+¢3)=0 (6.19)
11, , ) r? o
Ry3 = |1—g— 57”? (fg' +9f)+ 4?% (¢4 + &,) | sin” () =0 (6.20)
en calculant (6.20) — (6.19) x sin? (6), ce qui nous conduit & obtenir
Dyp1 =030,
bien que ¢, # 0, alors
Gy = O3 (6.21)
remplagons 1'équation (6.21) dans (6.18) nous obtenons
1 f/)2 1 f/g/ 1 f// 1g/ ]
(L) 2L oL S P g6, =0 6.22
4<f Trg 27 vy g (622

maintenant, nous multiplions 1’équation (6.22) par fg et nous l'ajoutons a I’équation
(6.17) , il vient

1

- (9f" = [9g') +8p105 =0 (6.23)

2> nous trouvons

d (f\ r

!
g

nous multiplions cette derniere relation par

et donc

— -8 / %@%dr (6.24)

nous remarquons qu’il est impossible de trouver f = g en présence du torsion.
Nous avons % # 1 et pour cela, nous supposons une solution de type Lifshitz qui est

86



défini comme[47]

2z 2 2
ds? =~ pyar+ LI

2702 | 2 o2 2
22 T2m+r df* + r<sin” (0) dy

nous allons chercher la formule de ¢, ¢, en fonction de F'(r), nous avons

LG

nous faisons la dérivée de cette derniére par rapport & la cordonnée spatiale

d (f\ r
i () =50

ce qui implique

B 1d [f
G190y = —g% <§> 92
1— 22—4
Q102 = (4l22) (%) g

donc la formule des champs ¢, ¢, est donné par

R

(6.25)

maintenant, nous allons chercher la solution de I’équation d’Einstein, a partir de la rela-

tion (6.17)
1 1ot 1 //_1 (f/)2 9
4fg +2gf 19 7 +7~f—0

et que

T\ 222 2—22 1 o,
g/: (7> fl+ 12722 Tl 2 f

nous obtenons

O R O G O

nous simplifions I’équation, nous trouvons facilement

rf B2 ) =0
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multiplions cette équation par r>~*

rzf3f// _ (Z _ 3)7“274]“)

7’22_6 =0
il vient
d N
dr \r#==3 )
ce qui nous donne
fl _ Cf,,sz
et donc
/df = /C’TZ3dr
alors B
f=A+ 5= (6.27)

la constante A se détemine & partir de la condition de platitude asymptotique pour
r — oo. Nous avons

lim goo = lim (—f)=-A (6.28)
ce qui implique que A = 1. Pour la constante B nous posons B = — (2m)2_z . La forme

finale de 1’élément ds? est donc

om\ 2 * r2—2 om\ > * -
ds: = —[1- (T) dt® + = 1-— (7) dr® + r2d6* + r?sin® (0) dg?.

Dans le cas ot z = 1, nous trouvons la solution de Schwarzschild

: 2 _ 7.2
lim ds7 = dsg.pupa-

z=1

6.3.4 Rayonnements de Hawking a (1 + 1) dimensions

D’apres la relativité générale, les trous noirs isolés sont des objets noirs et immuables,
des choses peuvent rentre dans le trou noir mais la gravité est tellement forte que la
matiére et la lumiére ne peuvent pas s’échapper des trous noirs.

Stephan Hawking a compris que les trous noirs produisent un rayonnement et donc la
lumiére qui peut amener a ’évaporation des trous noirs, I’émission des rayonnements est
due a la creation des pairs des particules-antiparticules générées par le vide , des effets de
ces fluctuations du vide peuvent étre mis en évidence par divers phénoménes est parmi
ces phénomeénes 'effet tunnel que nous allons ’étudier pour trouver la température de
Hawking. Puisque toute la physique est contenue dans le plan (¢,7), nous étudions le
rayonnement de Hawking & (1 + 1) dimensions.
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Soit un espace temps & (1 + 1) dimensions décrit par la métrique suivante

ds® = —f (r)dt* + ﬁr)drz (6.29)

f(r) et g (r) sont des fonctions arbitraires, nous supposons qu’ils s’anullent & un certain
r = ro (le point r = 1y indique I’horizon) .

Equation de Klein-Gordon

Considérons un champ scalaire ¢ a couplage minimale de masse m se propage dans
'espace temps représenté par la métrique (6.29)

(O-m*)¢(r)=0

ot le D’alembertien (] = ﬁ@u ( lg] g"“d,) I’équation devient
g

1
—0 1, ) —m? r)= .
(\/m M( lglg > )Qb() 0 (6.30)
avec \/|g| = \/|det (gag)| = \/%

e JE (Viss ) o) - o) =0

écrivons ¢ (1) = €™ (r) nous obtenons
0 0
(w2+ \/fga (\/fg§> —m2f) ¥ (r)=0

nous posons v/ fg = B (r) il vient

0 B0  w mif
(ﬁ—i_EE—i_ﬁ_ B2>1/1(7”)—0 (6.31)

supposons aussi ¢ (1) = x (1) ¢ (), et donc

82;613”) - 82(;27“) o) 82grgr) N 28);57“) 8<g£r)
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nous remplagons ces deux derniéres dans (6.31) ;nous trouvons

ﬁ+55+§_ B2 +<p(7“) or? w(r) or or

{82 B0 w? mif 1 9% (r) N 2 Jp(r) 0

B" 1 0p(r) B
+§g0(7“) o } x(r)=0 (6.32)

pour obtenir une équation qui resemble a I’équation de Schrodinger, nous posons

2 9p(r)ox(r)  B'x(r)d¢(r)
o (r) or or Bo(r) or

=0

nous concluons donc
_1
x(r)=DB"z,

remplagons ce dernier résultat dans I’équation (6.32) , nous obtenons

0 1B w m? 1B
——l————i———?——— e(r)y=0

L

dans le cas r = rp = B < 1 et donc =3 > 1, les termes de (%) sont dominants,

I’équation devient

o

[— + K21 ©(r)=0 (6.33)

- —2
avec w2 = %LB’ +w?et K2 = z.

Nous considérons une solution ¢ (r) sous le forme
p(r) = A(r)eis®)

en l'injectant dans I’équation (6.33), et en tenant en compte que i < 1 nous obtenons
donc les équations suivantes

24' (1S (r)+ A(r)S" (r)=0 (6.34)

: - (S’ (r))2 + K% =0 (6.35)

la solution pour S (r) est donc

S (r) = AIK(r)]

S(r) = h/r K(TI)
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Si nous mettons S’ (r) = H (r) la solution de I'’équation se raméne &
2A (M H(r)+A(r)H (r)=0

ce qui nous donne
1 1

1
VH(r)  /S(r)  VAIK (@)

finalement, en posant 7 = 1, il vient

Ar) =

L),
o(r) = ————¢ limaginaire] (6.36)
VIE ()]

Effet tunnel et trous noirs

Etant donné le systéme de coordonnées (6.29), dans une région R (I’horizon) ou il n’y
a pas des singularités, il est possible de montrer que la probabilité pour une particule
d’énergie FE qui a quitté la région R en fonction de la probabilité qu’une particule d’énergie
E soit entrée dans la région R est donnée par la relation[48]

P[emission] = B_BEP[absorption] (637)

cela revient a supposer que la région R est baignée de rayonnement & la température 5.
La probabilité d’emission ou d’absorption des particules est donnée par le module
caré de la fonction ¢ ()

. e / ! 21 fr w d?“/
P X 622_[ K(T )[imaginai're]dr = e B(”'I)

Y

I'intégrale est bien défini est réel mais si les points sont situés sur des cotés opposés de
I'horizon, I'intégrale n’existe pas en raison de la divergence de B~ (r) a r = ry.

Pour évaluer cet intégrale nous devons utiliser une prescription ic appropriée pour
spécifier le contour complexe sur lequel I'integrale doit étre effectuer autour de r = ry.
Ca veut dire, nous devons prendre le contour pour définir I'intégrale comme étant un
demi-cercle infinitésimal au dessus du pole & r = ry pour les particules sortantes a
gauche de ’horizon et les particlues entrantes sur la droite r = ry — ic. dans le cas des
particules entrantes a gauche et les particules sortantes & droite de ’horizon r = rg + ic
(qui correspond & une situation inversée dans le temps des cas précédents), le contour
doit étre un demi-cercle infini sous le pole & r = ry , et donc cela revient & pousser la
singularité a r = ro vers r = 1 ic[48)].

. o7 . . . . ! o .
Bien que nous utilisons la partie imaginaire K (7“) , nous choisissons le

[imaginaire]
contour pour qu’il se trouve dans le plan complexe supérieur.

La probabilité d’émission des particules est donc

YRt ro+ie w
P[emision] X e 2ilime—o fro_“ B(T)dr.
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Nous faisons le développement de B (r) = B’ (ro) (r — r)+O [(r — ro)z} = R (ro) (r — o),
nous avons

" ot p itE
im —dr = ———
e—0 ro—ic B (T) R (TO)
avec I/ = w, nous obtenons
2rE
Pemision X exp (— ) 6.38
! ] R o) (6.38)

de méme la probabilité d’absorption des particules est

—2ilime__o [[OT W gy

P[absorption] X e ro—te Br)
et donc -
T
P[absorpticm} X exp (m) (639)
Nous écrivons finalement
A7 E

Pemision = S N Pa sorption 6.40
! ] eXP( R(ro)) labsorption] (6.40)

nous savons que dans un systéme avec une température 3 les probabiltés d’absorption et
d’emission sont liées par la relation (6.37), En comparant (6.40) et (6.37) nous identifions
la température de 1’horizon en fonction de R (rg), la formule générale de la température
a ’horizon est

_ R(r
Bt = | 4(;” (6.41)
pour notre cas ot il y a la torsion
om\ > * r2—2 om\ > * -
2 2 2
dST = — <1 — (T) > dt + l2z72 (1 — (T) ) d?"
avec
Riry=32 = 2000 el )y ()]
et B
R(ro) = R(2m) = C—.
La température de Hawking est donc
2 —z)[*1
T — 371 = —( 6.42
h=Pp 47 (2m)* (6.42)
pour z =1
_ 1
B =Tsen = Py (6.43)
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qui est la température d’un trou noir de Schwarzschild.
Pour trouver la vraie masse M du trou noir dans ce cas, nous partons de la deuxiéme
loi de la thermodynamique
dM = T,dSg (6.44)

ou Spy est 'entropie de Bekenstein-Hawking donné par
Spn = ZA = 7,2 = drm?

en remplacant dS = 8mmdm et la température obtenue dans la deuxiéme loi, nous arri-
vons a

(2 —2)771
2
aprés intégration, nous obtenons la masse du trou noir

dM = (2m)'~* d (2m). (6.45)

lzfl

M= (2m)* 7, (6.46)

et
(2m)* % = (2M)1*~*

finalement, la solution peut s’écrire sous la forme

oM . 22 oM, \ ! ,
dsF = — (1 — mll ) dt* + s (1 — 7,2_211 ) dr® 4 r2d0* + r? sin? (0) dp*.
(6.47)
6.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons résolu les équations d’Einstein en présence de torsion,
pour une métrique a symétrie sphérique. Nous avons utilisé le mécanisme de Hawking (le

rayonnement des trous noirs) et la deuxiéme loi de la thermodynamique pour calculer la
masse du trou noir trouvé.
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Chapitre 7

Conclusion générale

” Once you stop learning you start dying”
Albert Einstein

Dans ce mémoire nous avons voulu étudier quelques aspects de la théorie de jauge de
Poincaré de la gravitation. Dans cette théorie, ’espace temps est I'espace de Riemann-
Cartan ot les connexions ne sont pas symétriques et portent ainsi un tenseur de torsion.

En présence de torsion, il a été question de voir les problémes suivants :

1) Dexistence des degrées de liberté fantomes

2) la solution FRW

3) la solution & symétrie sphérique

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons exposé un bref rappel sur la théorie de la
relativité générale. D’abord nous avons énoncé le principe d’équivalence et, ensuite, nous
avons exposé quelques propriétés de 1'espace-temps (considéré comme une variété pseudo-
Riemannienne). Finalement, nous avons montré comment dériver les équations d’Einstein
par I'approche habituelle et par la méthode de Palatini.

Dans le troisieme chapitre, nous avons pu construire une théorie de jauge de Poincaré
locale, ol nous avons trouvé deux ensembles du champ de jauge, a savoir les champs
de translation et de jauge de Lorentz qui sont associés a la torsion et a la courbure
respectivement. Puis nous fixons le lagrangien décrivant la gravitation et qu’il contient 10
termes quadratiques, trois termes quadratiques dans le champ de jauge de translation et
les six autres termes quadratiques dans le champ de jauge de Lorentz avec des parametres
libres (a1, as,as,by,...,b), afin de revenir & la relativité générale nous devons juste de
poser ) = 0.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons étudié la stabilité de la théorie décrite au
chapitre précédent a cause des degrés de liberté fantdémes (ghosts). Dans le cas considéré,
nous avons montré que la théorie libre de ghosts est celle de Gauss-Bonnet avec torsion.

Dans le cinquiéme chapitre, nous avons établi les équations de Friedmann en présence
de torsion. Dans ce cas nous avons montré que la présence de torsion peut jouer le role
d’une constante cosmologique effective donnant lieu a une expansion accélérée exponen-
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tiellement. Dans cette image, 'inflation est due a un effet géométrique plutot qu’a un
champ scalaire.

Dans le sixiéme chapitre, nous somme intéressés aux solutions a symétrie sphérique
en présence de torsion. Suivant le théoréme de Birkhoff il est important d’obtenir f = g,
néanmoin en présence de torsion nous avons trouver un cas particulier ou f # ¢, donc il
est intéressant d’étudier les propriétés de ce cas, en utilisant I’espace temps de Lifshitz
car il vérifie la condition f # g, puis nous calculons les quantités thermodynamiques en

utilisant 1’effet tunnel en raison de la création des particules dans la région de 1’horizon,

, . , . (2—2)1*!
nous trouvons la température du Hawking en présence de torsion 7}, = W

masse du trou noir 2M = [*7! (2m)2_z ,pour revenir a le cas ordinaire (trou noir de
Schwarzschild) il suffit juste de poser z = 1.

et la
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Annexe A

Décomposition de L

. —a . , .
-Le tenseur de Riemann R~ g,, en absence du torsion est défini par

R Buv = r By, — r Buw + r pufp pr — r pvfp B (A-l)

la dérivée covariante d'un tenseur de type (3)
vuTa g =T% gupu+ r o T” gy — I’ T A T’ v gy (A.2)
vuTa Bu — ™ Buw T r pVTp B — I’ BVTa P r’ VuTa Bps (A-3)

la notation V représente la dérivée covariante en fonction de la connexion de Levi-Cevita,
(Christoffel) seulement.
-Quelques propriétés sur le tenseur de Levi-Civita;

56)\;”/ — _6)\6#1/ .
8(1)“’1 ..... uNgﬁNl ..... :LLN = —(N— 1)‘6% (A_5)

-Ces calculs suivants sont utilisés dans le cas du Lagrangien total Lg;
Nous avons

5a“'3p8a5#7 = 65§

P py = 2 (8487 — 6407)

P8,y = —2 (635; — 62(52)

e"Peupy = 2 (5252 - 5§5i)

Eﬁl’apaa/gw = —607

el Penpyy = 2 (5g5§ - 6%2) : (A.6)

dans cette partie nous allons présenter la décomposition du lagrangien quadratique L.
Remplagons les résultats (4.54) , (4.55),(4.56) , (4.58) , (4.57) , (4.59) , (4.49) et (4.52) dans
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la formule du lagrangien (4.60), la formule de Lagrangien L devient aprés décomposition

La

= 4= (4by + by + 2b5) V,Qu V' QY + (2b6 +4bs + bs) V,Qu V" Q"
+— (18by + 2by + 2bz + by + 4bs + 4bg) V,Q"V Q"

(by — 2b,) V" (sa“ﬁpéjp) v, (gaﬁw@>

(4bs — 3by + 2b) v (5““5 p@”> Vu <5a5w©7)

(bs — b6) Vs (22 Q") Vi (= 30"

(bs — b + 2by — 2b3) V,,Q5V» (SW"@J)

|,_g|,_.%|}_©loo©|oo

QDI»-lkC«O
(=2}

4 S — 8 - —
-3 (6b1 + bs + bg) RV Q" — 2M2EV Q" — 3 (bs + bs) R,V Q°

1
57 [36b1 + 8by — Tbs + 4by + 1005 + 10bg] QUQ"VQQO‘

8 _
—5= (16by + 16bs + 11by + 8bs + 8bs) Q“Q°V, Q5

+§ (by + b3 — bs) Rapus V' <5”‘5” ,,@P) + ; (by + 203 +0) R 5,V Q°
+%M1%l% (2a; — az + 3az — 8) Q,Q" + %M]%% (1—ay — az) Q,Q"
841 (—18 — 4by — 4bg + 4bs — by + 22b) Q,Q°QQ°
_g (bs + by — 2y — 6by + be) Q0 Q0"
557 (22 + 2b3 + ba + bs + bo) Q°Q"V, Q5

8 _
57 (7201 + 16b + 13b; + by + 2005 + 2005) Q,Q°V,Q"

(b2 = bs) & Q0Q, Vs (2 1,07
(2b3 - 54) 6mp@“@pvu (%ﬂwév)
247 (26 + by — ba) s“a”f’@ﬁ@ Vo (20 @7)

+§ (3b1 + b5 + bﬁ) E@p@p - § (b5 + bﬁ) Eﬁyéﬂéy

4
27
2
7
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1 o5, 5 = v bi\ =  —uvpo
+§M]2:,lR + 0 R+ (bs + bs) R R™ + (b2 + by + 54) Ry R

96
+37 (6 + 2ba + 2b3 + by + 2b5 + 2b6) Q,Q°Q,Q°

16 16
5 (361 + bs + ) RQ,Q" + 5 (b5 + bo) R3,Q"Q°

1 ~ o~~~
+2—16 (6 + 2bg + 2b3 + by + 2b5 + 2bg) Q,Q°Q, Q"

8
= (16by 4 16b3 + 5b4) R 5,,Q"Q° — 5 (203 + 2b3 + by) R ,,Q,Q°

1 ~ ~
+= (2by + 2bs 4+ by) Rag © ,QQ" + T (202 + 203 + b)) B ,,Q,Q°

4 _ ~
(by + bg — by) RaﬂwgaprﬁQ/} + 9 (202 + 2b3 — by) R BuvgpﬁyerQG'

@IOO@IH@ N}

Si nous utilisons les contraintes bs = —4b; — bg, by = 2b; — by — b3 la formule de
lagrangien devient

16 _ 16 _ .
Lo = —5(351 —b2+b3+b6) MQQV“QH—(bl — by + b3+ b6) V,.QaV Q"
32 . o N = _
Ebl quaQ + _8 (bl - 2b2 - bS) \Y (5 HBpr) vzx <5a6u7Q7>
1 , ~
< (5bs — 361 + 4b,) V° (5“ ﬁpr) v, <eaﬁwcy>

05 () ()
% (by — bs) 8p”59@9@p (%5117@7)
(b1 ba = 20) Q0 (205,

9b, + by + 3bs) 4P QPQ, ¥, <ga5w@”) (A7)

4
27
4

27(
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8 _ N8 _
—5 (b1 = by + by +b6) VsV (=7°Q,) - SHRVAQ —2M3V,Q°

1 16
—— (4by — 15b3) Q,Q° Vo Q* + = (5by + 3by + 3b3) Q" Q°V, Q5

27 27
1 16
—5 (4by — 15b3) Qo Q° Vo Q™ + > (5b1 + 3by + 3b3) Q"Q°V,Qs
2 —
+5 (=2by + 3y + 3by) R V" ( apy QP) Z(2b = b)) R 5 V"QP
1,1 1 1 ~ ~
+§M123l§ (2(1,1 — ay + 3(1,3 — 8) Qpr —+ —Mplg (]_ —a; — CLQ) QVQV
L8

32—
+o1 (=9 + by + 12b, + 3b3) Q,Q°QsQ° + + 5 RaV Q’

S by 1 90) QUG QD — b DTV

81
8 4
—7 (6by + 2by — b3) Q,Q°V Q" — —blRQpr + blRﬁyQﬁQ”

1 — — 64 16
+§M123,R +0.G + 9 (1—-101)Q,Q°'QsQ° + gblRQpQ

—%blR@Q“Qﬁ + % (1—b1)Q,Q°QuQ"

b (501430 + 30 B 50 QQ° — SO 0,07
+3b1 50%Q" + ( 201 + 3bs + 3b3) Rapue™""Q°Q,
+%b1R’” w@,Q7 + ; (—=by + 2by + 2b3) R 5,,6”°°Q,Qp.

La dérivée covariante du tenseur de Levi-Civita est nulle V' <6°‘“’8PC§,,) = EQ“BPVVQV,,,
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nous avons aussi les propriétés représentés dans I’équation (A.6), alors

16 = 16 Y09
Lo = —3(3b1—b2+b3+ba) ViQaV' Q" + = (b1 = by + by + b5) V,QaV Q"

2 O
+3b1va“ana + g (bl - 2b2 - b3) V QVVVQAY
1 S
5 (5b5 — 31 + 4by) (V'Q.V.Q" - V'0uV,@")
1 = N =uoa X = <X =o X
+5 @b +b6) (Va@ V'@ = V,Q.V" Q)

9
o (b= 1) (0D = QuQ, Q) + 5 (b — b — 205 @GV, 0"
+;—7 (—2by + 4by + 3b3) <Q“Q7VMQ” - Q”QPVMQ“> (A.8)
o
Lo = —% (3by — by + b3 + b6) V,Qu V' Q + 36 (by — by + b3 + bs) V,Qua V' Q"
%bl Q" Va.Q% + L (2b1 — 2by + 2bs + bg) v’ Q7 ,,Q
—§ (5bs — 3by +4by) V' Q, V., Q7 — % (201 + b6) V,Q V" Q"
b 0= 1) (GQT'T — GuQ T Q) + 5 (0 — b~ 2) QQ. T, Q0
b (<20 by + 30) (Q°G, 9,07 Q7,0 (A.9)
Fo
nous avons
Vi (QVaQ" = Q°VaQ") = V,Q"VaQ" = V,Q°VaQ" + @'V, VoQ — Q*V,.V,Q"

= VuQ"'VaQ" =V, Q.Y Q" + Q'V,V,Q" — Q"V.V,.Q"
= yQ“ VaQ* = V,QaV Q" + Q" [V, Va] Q
= Q#ana “QQYZQ“ + gu}_f ia @’
= V,Q"V.Q" = V,Q.V Q" — R,,Q Q"
posons Q*V,Q* — Q*V,Q" = V* nous obtenons alors
V,Q"VoQ* =V,QuV Q" + R,,Q°Q" + V,V* (A.10)
de méme

V.Q'V,Q" =V,Q,V'Q" +R,,Q"Q" + VY, V" (A.11)
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ou . . _
OV - @V, =T
remplagons les relations (A.10) et (A.11) dans (A.9)

16 o 16 v.,0.5"
Lo = — (3b—by+bs+b6) VuQuV'Q + - (31 — by + by + b) ViuQu V' Q"

1 =V X = X 1 = N —=o X
g (201 = 20y + 20+ b5) VVQ, W, Q7 — (201 — 20 + 203+ b) V,Qu V' Q”

1 — ~ —a~, 8 -~
-3 (20 + b3 — b1) V,QaV Q” + 5 (by + 20y — 4b3) Q,Q, V" Q"

287 (ba — b3) QMQ’YV Q7 ~ 55 ( 2by + 4by + 3b3) Qp@pvu@u
%bl (R,,Q"Q" +V, VM) — 5 (5b3 — 3by + 4b,) (EW@V@ + vﬁ”)
e, (A.12)

il vient donc

| 2N

Lo = (3b1 — by + by + bg) [V,QuaV Q" — V,.Q. V"' Q"]

(201 — 265 + 205 + bg) [V, 0.V Q" = V'Q, V7,07

(2by + bs — by) V péﬁ“@ﬂ + % (by + 2by — 4b3) Q,Q, V" Q"
— (by — 13) QuQ V"' Q" — — ( 2by + 4b + 3bs) Q*Q,V . Q"

ooool»—*q:lr—tqg

OJ[\')
l\D\]

1 o~~~
+ 501 (RpuQ'Q" + V") — = (5by = 3by + 4bo) (Rp QQ7 + V,V(A13)
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Calculons VMQaan“ — quavﬂQa

quaanu - quav“Qa = vu@a (anM - vMCQOC)
= V#Qa (_aQu - qua)
= vMQa (aaQ,u - f)\ an/\ - a,u@a + f)\ a,uQ)\)
= V'Q" (0aQp — 9,Q0a)
= -
= (00Qu =T Q) (0°Q" — Q")
= (0.0u0"Q" - 9,Qu0" Q" ~T" QA" Q" + T" 1, Q:0"Q")
= (0,Q.0"Q" — 0,Q,0"Q")
= 20QuPQ" ~ 0,0.0°0")

vu@aan# - vu@aqua = _% (8uQa - auQa) (aHQa - 8QQM) = _%TWTW (A-14)

notons que
Tha = 28[MQ0¢}
de la méme maniére
Y ONOY -~ ONOY 1 N N v Oy Y)Y 1 vy
V.V -V.QVQ =~ (@QW _ 8VQ7) (a O -0 ) = —558"7 (A15)

avec

Syy = %a[uéﬂ
nous remplacons les résultats (A.14) et (A.15) dans (A.13), nous obtenons
Lo = _g (3by — by + bg + bg) Ty YH* + % (2b1 — 23 + 2b3 + bg) S,y 5”7
—%M]%l; (2 — 2a1 + as — 3as) QpQ" + i%]\/[]%l (1 —4ay — 4ay) Q,Q"
2411 (ba + b2 — b3) Q,Q"Q5Q" + (451 — 5by — 4b3) Q,Q"QpQ°
%3 (4by — 5by — 4b3) Q7 Q" V,,Qﬁ + 2% (b + by — b3) Q,Q°Va@®
2% (b — 2by — bs) @MQﬁ“@v % (b1 — 2by — b3) V,Q"V, Q"

"9 (bl + by — b3) 2R,,Q" Q" + 9 (bl + by — bs) (‘%E@’@” + RQ,QUA.16)
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1 = = 8 —— - 32— —
+§M1%ZR +b,G — —blmeA —2M2,V,Q + SRV Q°

SMEQ,Q + T MAGLG + SR Q'R + S hiRQ,Q°
+§1 (=9 + 4by + 9by + 6bs) Q,Q°QsQ° + 3—9‘2bﬁuv“ - éblf_%@p@ﬂ
é (=3by + 5by — 6by) s 0" 0 — % (5by — 3by + 4by) ¥, 77
Sﬁ (4by + by — 5bs) Q,Q"Q4Q° — 2% (—2b; + by + 3b3) Q°Q,V,.Q"
2% (—5by + 5by + 4b3) Q°Q*V, Qg + 287 (by — by + 2b3) Q,Q, V" Q"
b (8, — by 160) Qo @7VaQ + 5 (1 b1) Q070007
;—S (51 + 3bs + 3b3) Q"Q7V, Qs + i (26, — by) B’ 5, V" Q"
% (1-1b)Q,Q0"Q,Q" + o (6b1 + 2by — b3) Q,Q°V Q"
+g (5b1 + 3by + 3b3) R” ﬁMVQVQﬁ + % (by 4 2by — 4b3) Q,Q, V" Q"
b 0,0~ IR WQpQP o T ? Q0
%(21)2 + by — b)) R0V 07 + (2b2 by — b))V,
—g (261 = by + by + bs) V,uQs Vs (970, ) + S (=2by + 3by + 3b3) Ragme™"Q0,
+§ (—=by + 2by 4 2b5) R" 5,,6"°Q,Qq + ; (=201 + 3by + 3b3) Ropu V' (gaﬂu pc,jp) .

Nous définissons les paramétres

Kr = 4b1 —f- b6
B = bi+by—bs
1
my = —3 (2 — 2a1 4 az — 3as) M3,
1
m% = ﬂ (1 — 4&1 — 4a2 — 3@3) Mlzz,l
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donc la formule finale de lagrangien quadratique L aprés décomposition est donnée par
8 o 1 v L g2, 1 530
9 (k= B) Tpa TH" + 13 (K —2B) 5,5 + §m:r@ + §msQ

P2 BGQ + (45— 9by) {(@”QV)Q + Béﬁ@mﬁ]

Lo =

1 ~= 8 < \2
e BQVaQ + o (5 3) Q@ V'@ + 5 (5 - 3) (V.0")
456 (20,207 + RQ) (A17)

1 — — 8 — = 32, — —v
5 Mp R+ 0iG = S RVAQ = 2MEVIQ + b1 R,V Q”

1 ~ ~ 16, — 16, —
_MJQDlQpr + 1_6M]%ZQVQV ‘I’ ?blRﬁquQﬁ + EblRQpr

32 _ 1 —~ ~
(—9 + 4b; + 9by + 6b3) QpQﬂQﬁQB —blvﬂw — §b1RQpQ”

@|oo

(—3bs + 5by — 6by) R,y Q" Q7 — 5 (5b3 — 3by + 4by) V, V¥

©I>—‘

(4b1 + by — 5b3) Q,Q"QsQ° — % (—2by 4 4by + 3b3) Q°Q,V ,,Q"

8 — ~
(=5b1 -+ 5ba + 4b3) Q7Q"VuQs + 5= (b2 = br + 2b3) QuQ, V' Q)
64
+27 (—5b; — by + 1603) QeQ°Vo Q" + n (1-061)Q,Q°Q,Q°
16 8 .,
+5- (5by + 3Dy + 3b3) Q"Q°V, Qs + - 2 (2b) — b)) R 5, V' Q°

+

~z|oo<>°|oo

| —~

(1—15y) QpQ”QVQ” + é (6b1 + 2by — b3) Q,Q°V Q"

(@)

8 ~ , ~
+— (5by + 3by + 3b3) R” WQ"QB + — (by + 2by — 4b3) Q,Q, V" Q"

27
v o~ ~ 16— 2 o~
blRu ;WQpr - _blRu uquQp + 9b1 af VQ Q

+
— O =W

@IOO@IOOOJIP—‘@I

(209 + b3 — by) WQ”Q”’ (2b2 +bs—01)V, &
2% — b Aufo ) 8 el avpp B
(2by — by + b3 + be) uQﬁv)\ <€ Qa) + 9 (—2by + 3bs + 3b3) Ropuwe Q"Q,

2 — — ~
( b1 + 2b2 + 2b3> R ,3MVE’0ﬁV9Q Qe + - ( 2bl + 3b2 + 3b3) Raﬁuuv# <EQ/BV pr)

avec

— 1 —
Guw = Ryv — §gV7R.
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