Rappel sur les intégrales de chemin

2.1 Concepts d’intégrale de chemin

L’étude de la mecanique quantique par l'outil fonctionnel puissant dit I'intégrale de chemin est
un besoin naturel qui surgit en mettant en correspondance de facon trés explicite sa relation a la
mécanique classique et on pourrait estimer, sans prétention que cette intégrale de chemin est I'une des
découvertes théoriques les plus significatives dans le domaine de la physique quantique.

Cette notion d’intégrale de chemin a été introduite pour la premiére fois dans les années 1920 par
Norbert Wiener comme méthode pour résoudre des problémes dans la théorie de la diffusion et du
mouvement Brownien faisant intervenir des intégrales en dimension infinie mais sans relation avec le
domaine quantique et ses phénomeénes.[1]. Ce fut en 1942 que Richard Feynman réinventa ces intégrales
de chemin suite & des remarques pertinentes de Dirac mettant en relation le domaine classique et
quantique et ceci a permis de représenter le propagateur de ’équation de Schrodinger comme une
intégrale en dimension infinie et créa le lien avec le noyau de la chaleur fonction fondamentale en
théorie de la diffusion.[6].

La formulation de la mécanique quantique basée via des intégrales de chemin bien qu’ elle semble
mathématiquement plus compliquée que la formulation habituelle basée sur des équations aux dérivées
partielles, elle est bien adaptée aux systemes & plusieurs degrés de liberté tels que la théorie des champs
ou les systémes statistiques et ol un formalisme de type Schriédinger serait beaucoup plus complexe
[2]. En effet, il permet une transition facile et rapide de la mécanique quantique avec un petit nombre
de degrés de liberté (et de particules) a la théorie quantique des champs ou a la physique statistique
ou la dimension croit indéfiniment (ainsi que le nombre de particules) . En particulier, les intégrales
de chemin généralisées au concept du champ conduisent & une compréhension des relations profondes

entre la théorie des champs quantiques et les phénomeénes critiques dans les transitions de phase
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continues.

Une intégrale de chemin est une intégrale fonctionnelle, c’est-a-dire que, oli nous intégrons sur un
espace de fonctions a I'encontre d’une intégrale ordinaire (par exemple intégrer sur des nombres réels
ou complexes). Les intégrales de chemin sont définis comme des objets mathématiques qui peuvent
étre considérés comme des généralisations & un nombre infini des variables paramétrés par un indice
continu (chemin évoluant en temps) et partagent parfois des propriétés analytiques et algébriques
que celles des intégrales habituelles. Les grandeurs physiques sont exprimées sous forme de moyennes
sur tous les chemins possibles mais dans la limite semi-classique h ~ 0, les principales contributions
provenant de tous les chemins se réduisent parfois aux chemins proches des chemins classiques. Ainsi,
les intégrales de chemin conduisent & une compréhension intuitive et & des calculs simples de quantités
physiques dans la limite semi-classique.[3]

Finalement, nous pouvons dire que la caractéristique la plus captivante de la technique est qu’elle
fournit une approche unifiée pour résoudre des problémes dans différentes branches de la physique
théorique telles que la mécanique quantique, la théorie quantique des champs, la théorie des super

cordes et la statistique

2.2 Propagateur de Feynman

2.2.1 Définition

Le propagateur est un outil mathematique qui permet de calculer 'amplitude de transition d’un

systéme physique de I’état initial ¢ (z, o) & letat final ¢)(y, t) et qui s’exprime par la relation suivante :

bly.t) = / dr Ky, b, to) (e, to). (2.1)

Cette equation exprime I’évolution temporelle en la mécanique quantique de la fonction d’onde ¥ (y, t)
avec ¢ (x,tp) sa valeur initial et ¥ (y,t) est solution de ’équation de Schrodinger.

Il est facile d’obtenir I’expression du propagateur en terme d’une intégrale de chemin (intégrale
fonctionnelle) en utilisant I’equation de Chapman-Kolmogorov ( comme exemple : une marche aléatoire

ou un mouvement Brownien) qui est une généralisation de ’equation (1.1) et qui s’écrit sous la forme

N—-1 N
K(xnatn;x(];t()) = / H dxy, H K(xnytn;xn—latn—l) (22)
n=1 n=1

Dans ce qui suit nous allons obtenir ’expression de cette derniére en utilisant 'opérateur d’évolution.
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2.3 Propagateur et opérateur d’évolution

La solution formelle de I’équation de Schrodinger peut étre exprimmeée par un opérateur dit opé-
rateur d’évolution qui exprime I’état du systéme |¥(¢)) a 'instant ¢ & partir de 1’état initial |¥(¢p)) a

I'instant ¢g suivant la formule

[W(t)) = U(t, to) [¥(to)) (2.3)

ou U(t,ty) est Popérateur d’évolution. Il est clair que le propagateur n’est rien d’autre que 1’élément
de matrice de cet opérateur en représentation de configuration. En effet, multiplions par le bra (y| et

insirons la relation de ferméture [ dz |z) (x|, nous obtenons alors

{y| v (1)) = /div (WUt to) ) (x| |W (o)) (2.4)

B(t,y) = / d | U (8, o) [2) W(to, ) (2.5)

avec U(t,y) = (y| ¥(¢)) (en notation de dirac)

En comparaison avec I’équation (1.1) on a

K(y, t;2,t0) = (Y| UL, to) |) (2.6)

Pour un systéme physique régi par ’hamiltonien H (¢) ( ou bien H indépendant du temps) cet opérateur
d’évolution est solution de I’équation
oU (t,t

ot

= H@U(,to)
Ulto,tg) = 1

(2.7)

et dont la solution est ,

Ult,to) = Tp exp(—% H(t)dt)
to

ou Tp est 'opérateur de Dyson qui ordonne les temps en progressant de ty — ¢. Pour H indépendant

du temps,bien sir la solution est comme 1’habituel la fonction exponentielle

A~

Ut to) = exp(—3 H(t — to)) (2.8)

Ce qui donne enfin le propagateur comme élément de matrice suivant

Kly.tia.t0) = ol Toexo(— [ 1(0)in)[o) (2.9
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L’idée de Feynman, basée sur des remarques de Dirac reliant la mécanique quantique a la mécanique
classique utilisant les transformations canoniques quand h — 0, est de reécrire cet élément de ma-
trice au moyen du lagrangien du systéme en subdivisant l'intervalle du temps [to,?] en intervalles
infinitésimaux de durée € — 0. Le postulat est donné par

i

K(ya ta z, tU) = C(Ev Y, aj) eXp(i

L4, )e) (210

-~ ~ . — T . .
avec t € [to,to+€], ¢ entre (z,y) et ¢ = y— e pour € — 0. La validation de ce postulat sera donnée par
€
la suite en utilisant la formule de Trotter dans I'expression formelle (2.10) .C(¢; y, z) est une constante

de normalisation qui assure que

K(y,to + € x,t9) — d(y — x) quand € — 0

2.4 1dée du propagateur de Feynman

La formulation intégrale du chemin de la théorie quantique représente 'amplitude de transition
qui est donneé par la somme sur tous les chemins possibles allant de la position initiale ¢; & I'instant

t; vers la position finale g a I'instant ¢; et qu’on appelle aussi propagateur de feynman K (qg;ts | ¢i5t;)

Feynman exprime ce propagateur comme une intégrale fonctionnelle sur tous les chemins continus

comme suit

K(qy; ty gi; ti) /Dq (t) exp{+ / (t))dt}

(ar3ty)
= lim v ( m )N/Qqunexp{ ZL Qm$)} (2.11)

N—oo Jigt;) \2mieh

On a en notation continue

D li m AV d 2.12
q(t) = Ng»noo (27Ti6h> }_[1( an) (212)

et bien str ’action est donneé par
ty
Stao] = [ La(0.q @) (2.13)
t;
et L(q(t),q (t)) le lagrangien de systéme. Comme on l’a dit, La validation de ce postulat sera donnée

par la suite en utilisant la formule de Trotter dans I’expression formelle .



2.5 Oscillateur harmonique en intégrale de chemin
11

2.5 Oscillateur harmonique en intégrale de chemin

Avant d’étudier le modele de Jaynes-Cummings dans sa version intégrale de chemin, il est naturel
de savoir résoudre les problémes simples de la mécanique quantique tels que la particule libre et celui
de Doscillateur harmonique dans cette formulation de Feynman. Par exemple, voyons comment on
obtient le propagateur de l'oscillateur hamonique.

Considérons un systéme physique d’un oscillateur harmonique simple & une dimension donné par

le lagrangien suivant

L(z(t), #(t)) = %m:f:? - %mw%? (2.14)

Comme nous ’avons vu, la définition du propagateur entre le point initial z, & 'instant ¢, et le point
final x; & l'instant ¢, s’écrit par la formule continue suivante

tp

Da(t) exp{% [~ L), 50) (2.15)

(wp5tp)

K(betb | -Ta;ta) = /

(1'a§ta)

Remarquons que le lagrangien est quadratique en position et vitesse et pour ce genre de lagrangien
le calcul fonctionnel peut se faire simplement en faisant des variations fonctionnelles puisque 'apport
de ces variations s’estompe & l'ordre deux de la variation. Ceci est équivalent & dire que les intégrales
fonctionnelles sont de type gaussien. Dans ce cas, un résultat simple et important qui relie I’évolution
quantique & son analogue classique, dit approximation semi-classique, apparait comme résultat exact

et est donné par

1 028, (xp;ty, Ta;ta i
KO ity | 2a5ta) = \/ o l(a;jb al;; )exp(hScl(wb;tb,a:a;ta) (2.16)

Dans le cas de loscillateur harmonique, on a exactement la formule suivante
(5.0) i (0stp) i
K'Y (xpsty | xaita) = exp(hScl(asb;tb,:Ea;ta)/( ) Dn(t) exp(%é S(n) (2.17)
0;tq
c’est a dire on a comme calcul exact de ce qu’on appelle le facteur de fluctuation

(O;tb) ) 1 8251((Eb’tb Tyt )
D v 2 — C ) yasrta :A "
[ Prt s \/ T (t1ta)

Occupons alors de I’équation classique d’Euler-Lagrange

oL_a oL,
Ox dt 0z

nous avons & résoudre alors ’équation de mouvement classique suivante

=0 (2.18)
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Ge(t) + w?zgq(t) =0 (2.19)
Sa solution est de la forme suivante
xe(t) = Asinwt + B coswt (2.20)
avec
xq(t) = Asinwt, + B coswt, (2.21)
xp(t) = Asinwty + B cos wty, (2.22)
et par un calcul simple nous avons
A T cos‘wtb — Tp CcOS Wi, (2.23)
sinw(ty — tq)
B D sin‘wta — T, Sinwty (2.24)
sinw(ty — tq)
Par conséquent, x.; s’ecrit sous la forme
sinw(t — tq) sinw(ty — t)
t) = 2.25
za(t) = o sinw(tp — t) Ta sinw(ty — tq) (2:25)
Le calcul de P’action classique est alors
tp
Sutly, Tart) = / L(w(t), i())dt (2.26)
ta
P, 15,
Sa(zp, Ta,t) = (imxd - 5w xZ)dt (2.27)
t
Qui par un intégration par partie et 'utilisation de 1’équation de mouvement, nous obtenons
mw
Sa(t) (2 + x2) cosw(ty — to) — 2apx4) (2.28)

- 2sinw(ty — tg)

Le facteur de fluctuation est
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mw
2mihsinw(ty — tg)

Aty ta) = Alty — ta) = \/ (2:29)

Et le propagateur de 'oscillateur harmonique est finalement

exXpit
PV Sinw(T)

Kty | i ta) = \/

2 2
t - ta - 2 a 2
2risinw(ty — tq) [(z}, + 25) cosw(ty ) TpZa} (2.30)

Il est & noter que I'intégration fonctionnelle quoiqu’elle soit longue donne le résultat puisque toutes les
intégrales sont de type gaussien. Enfin pour le modéle de Jaynes-Cummings qu’on va étudier ce type
de simplification existe aussi mais en plus des intégrales gausiennes nous aurons besoin de la méthode
des perturbations qui sera exposée implicitement dans I’étude du modeéle en question. Avant de passer
directement a ce modéle, utilisons encore cet oscillateur harmonique dans I'introduction des opérateurs
de création et d’annihilation nécessaires pour le modeéle et exposons briévement leurs propriétés ainsi

que leur état propre dit état cohérent.



Chapitre 3

Opérateurs création et annihilation

3.1 Définition des opérateurs création et annihilation d’un oscilla-

teur harmonique quantique

L’oscillateur harmonique quantique est I'un des problémes fondamentaux de la mécanique quan-
tique et il est aussi un outil precieux pour illustrer les concepts de base et de formalisme ainsi que son
développement dans le domaine de l'optique quantique et théorie des champs quantiques en général.
L’oscillateur harmonique quantique est un systéme physique quantique qui est ’analogue quantique
de oscillateur harmonique classique et jouit de propriétés riches et intéressantes.

L’hamiltonien d’une particule de masse m qui oscille avec une fréquence angulaire wsous I'influence

d’un potentiel harmonique unidimensionnel est

. P21

et les observables P et X vérifient la relation de commutation suivante [P, X| = ik

Faisons un changement de variables opératoriel comme suit

P X
h = B = 3.2
P= ot T w2 (3.2)
L’opérateur hamiltonien hermitique prend la forme suivante
N hw
H ==~ 72+ %) (3.3)

ou p un opérateur "impulsion" et T opérateur de "position" sans dimension.

La relation de commutation canonique entre les nouveaux opérateurs p et Z est [p, &] = ih
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3.1.1 Opérateurs de création et d’annihilation

On introduit les opérateurs non-hermitiques de création et d’annihilation a* et a adjoints I'un de

I’autre respectivement par les formules suivantes

et

d:

ce qui permet d’écrire 'opérateur hamiltonien sous la forme suivante

= hw®+ ) (3.6)

ot N est appelé 'opérateur "nombre" ou opérateur de nombre d’occupation, qui est clairement
hermitien. Par 'utulisation de la relations de commutation précédente, il est facile de vérifier la

relation de commutation entre at et a

[a,at] =1 (3.7)

Cette relation de commutation est dite bosonique et les opérateurs a*et a sont dits des opérateurs
bosoniques ; par contre si a*et a vérifient la relation d’anticommutation {a,a™} = 1, ils sont opérateurs
fermioniques. Il est & noter que par la suite dans le modéle de Jaynes-Cummings, on aura a utiliser
les deux types d’opérateurs, bonsoniques et fermioniques.

Introduisons maintenant I'état discret état propre de N noté |n), N |n) = n|n) n > 0 n un entier,

et dont I'action des opérateurs a*et a sur 'etat |n) est définie par

atn) =vn+1n+1) (3.8)

alny =+vnln—1) (3.9)
Ces états discrets sont d’une importance capitale dans 1’étude des systémes discrets et en particulier
dans I’étude de la quantification du champ électromagnétique dont les applications sont énormes en
optique quantique et la théorie des champs en général. Dans notre cas du modéle Jaynes-Cummings,
nous aurons besoin d’un état continu qui se définit & partir de ces états discrets et qu’on appelle état

cohérent.
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3.2 Etats cohérents

Les états cohérents ont été étudiés pour la premiere fois par Schrodinger en 1926 et ont été re-
découverts par Klauder, Glauber et Sudarshan au début des années 1960 [6].Le terme «cohérent»
lui-méme trouve son origine dans la terminologie utilisée en optique quantique. Depuis lors, ces états
cohérents et leurs diverses généralisations ont envahi tous les domaines de la physique quantique et
des branches de la physique mathématique [6]. Nous serons alors intéressé et obligé de formuler le
propagateur par I’approche intégrales de chemin en représentation des états cohérents pour ’étude de
ce modéle Jaynes-Cummings.

Soit H I’opérateur hamiltonien d’un systéme avec H=H (a*,a) qui est un fonction des opérateurs
de creation et d’annihilation qui dans le cas général peuvent étre bosoniques ou fermioniques.

Par définition, I’état coherent est état propre de 'opérateur a.

3.3 Propriétés des états cohérents
3.3.1 Les états cohérents bosoniques
Définition

Soit a opérateur bosonique d’annihilation I’état cohérent est defini comme état propre de cet

opérateur et est noté |a) avec o un nombre complexe o = || e et vérifiant

ala) = ala) (3.10)

Comme on sait que 1’état discret fondamental |0) dit états du vide vérifie la relation

al0) =0 (3.11)

on peut facilement montrer qu’on peut générer cet état cohérent par ’actio d’un opérateur dit opéra-
teur de déplacement sur cet état du vide. En effet, définisssons cet opérateur de déplacement comme

D(a) = exp(aa™ — a*a) appliqué a I'état du vide |0), on aura

|a) = exp(aa™ — a*a) |0) (3.12)

Cette expression peut étre prise aussi comme définition d’un état cohérent a partir du vide et elle est

équivalente mathématiquement & la précédente, c’est & dire qu’on peut vérifier qu’on a

ila) = ala)
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En utilisant la formule Baker-Campbell-Hausdorff
1
exp(A + B) = exp (A4) exp (B) exp <—2[A, B]) (3.13)
Nous avons
1
exp(aa™ — a’a) = exp (aa™) exp (—a*a) exp <2[aa+, a*a}) (3.14)
Ce qui implique
[aa™, —a*a] = —afat, a)a* = aa* = |af? (3.15)
Nous obtenos alors
+ * + * L2
exp(aa™ — a*a) = exp(aa™ ) exp(—a*a) exp —3 || (3.16)
Suivant la definition(3.12) ,nous avons
|a) = exp —5 |a]” ) exp(aa™) exp(—a*a) |0) . (3.17)
Nous appliquons exp(—a*a) sur 'état de vide|0), il vient
exp(—a*a)|0) =1 (3.18)
Alors
1, .
|a) = exp —5 la® ) exp (aa™) |0) (3.19)
Développons le terme exp(aa™) en série
[e.e] an
exp(aa™) = Z H(a*)" (3.20)
n=0
I1 vient
1 2 > a™ +
) =exp (=3 1af) 3 %) 0 (3.21)

n=0

Et comme I’action de (a™)"sur l'états du vide |0) est
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(a*)" [0) = vl |n) (3.22)

Ceci permet d’obtenir aussi comme définition de 1’état cohérent comme
1 2 > a™
a) =exp | —=|a —=n 3.23
o) = exp (—gof') 32 S (3:23)
Relation de fermeture

Pour obtenir la relation de fermeture des états cohérents, nous présentons l'intégrale a valeur

opératorielle suivante

I= / dada” ) v (al (3.24)

21

Et nous définissons 1’élément de matrice I ,, , de cette intégrale & valeur opératorielle par

Iy = (m|I|n) (3.25)
Ce qui veut dire que
dada*
L = / 29 tm ) {am) (3.26)

Avec {|n),n > 0} est la base propre de 'opérateur nombre d’occupation. Tenant compte de

(mla) =exp (3 laf) 3 j; ol ) = exp (~3 1) S (3.27)

k=0 :
Et insérant la relation (3.27 ) dans (3.26), il vient

dada* 9\ «
Imn —/ i €xXp (_ |04’ ) il (328)
Par convention
dadq _ dxdy _ pdpdl (3.29)

211 T T

Ce qui implique
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1 m n
L = = [ pdpdtexp(= 1) exp (imd) xp (~ind)
oo m n 2m do
= dp exp(—p?) L=L —expi(m —n)d 3.30
/Oppp(p)\/moﬂp( ) (3.30)
Et lintégration sur € donne
Im = 2/ pdp exp(—p?) pPr Omn (3.31)
0 mlin!
Avec
2
dé
20mn = / —expi(m —n)b (3.32)
0 s
Faisons le changement de variable p = 22, il vient
e} p2m
In :/0 d:cexp(—x)mémn (3.33)
Et introduisons la fonction I'(m + 1) donné par comme
'(m+1)= / dz exp(—z)p*™ = m! (3.34)
0
Nous aurons en finale
Iy = 6mn (3.35)

Par conséquent, cette intégrale & valuer opératorielle n’est rien d’autre que l'opérateur identité

/ dada” | ol = 1 (3.36)

271
Relation d’orthogonalité

Considérons le produit scalaire de deux états cohérents (| et |a;—1)

(@slaj2) =exp (=g ls ) exp (31 ) 3 <32n(‘)‘f;fm<n\m> (3.37)

n,m=0

il vient

*

(@slasn) = exp (=105 exp (3 i) > (eges-r)” (3.38)

n!
n=0
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avec

(n|m) = 5n,m

nous obtenons alors la relations d’orthoganalité suivante
Lo 1 2
{aj] aj—1) = expi—g laj[" = 5 laja|” + ajaj-1}
Intégrale gaussienne

Soit I'intégrale gaussiennne suivante

/ exp(—aAa)dada
(2mi)"

ou «ay, &, et A sont des matrices definies par

(65) al;] a2 . . Qip

(eD) a1 a2
Go=(of a3 . . . oap Jian=| . |eta=

(679 QAnl . . . Apnp

(3.39)

(3.40)

(3.41)

Pour effectuer cette intégrale multidimensionnelle sur les états cohérents, diagonalisons la ma-

trice A (en la supposant diagonalisable) en effectuant un changement de base dans I’espace complexe

multidimensionnel. Par conséquent, cette intégrale deevient le produit de plusieurs intégrale unidi-

mensionnelle de forme gausienne

/exp(—@Aa)d@da B IO—O[ / exp(—agagr o )dogdag,
(2md)" B i 271

Pour chacune des variables séparées, faisons le changement de variable a = x 4 iy avec

dagday  drdy

27 T

nous obtenons alors

/ exp(—awk(v? + y°))dwdy
0

(3.42)

(3.43)

(3.44)

1
L’intégration sur x et y donne alors — et comme résultat final sur le produit suivant les éléments

akk
diagonaux
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/exp(—dAoz)ddda B ﬁ/exp(—&kakkak)ddkdak 1 (3.45)
k=1

(2mi)" 270 ~ det A
3.3.2 Etat cohérent fermionique
Définition

Soit 1) une variable de Grassmann, ’état cohérent fermionique est I'état propre de l'opérateur

fermionique & vérifiant

Q) =P l) (3.46)

Mathématiquement, 1 ces objets sont connus sous le nom de variables de Grassmann, ils sont

définis par la propriété algébrique

¢1¢2 = *1/121/’1 (3-47)

ce qui les rend nilpotents

V=0 (3.48)

avec

/dw = /d&; =0 (3.49)

Juaw = [waw=1 (3.50)

Ces variables de Grassmann assurent le principe d’exclusion de Pauli qui nécessite que les opéra-
teurs de création et d’annihilation pour un mode fermionique obéissent aux régles

d’anticommutation

{aT,a} =1

Ces variables de Grassmann sont anti-commutantes {1,145} = 0 et cette relation illustre que I’état
cohérent fermionique est généré a partir d’un état du vide |0) qui est ’analogue du vide bosonique en

suivant la définition (3.12) ce qui nous permet d’écrire

|¢) = exp (—¢a™) |0) (3.51)
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Relation d’orthogonalité

Considerons le produit scalaire des vecteurs <¢j‘ et |@Z)j_1>

<¢j} ¢j—1> = (0] eXp(&ja) eXp(‘¢j—1a+) 0) (3.52)

<1/)j} Y1) = (0] (1+ 77’]'@)(1 - ¢j71a+) 0)
(o] (1 - %‘—WJr + {bja) 0)

= (0] (1 + ifﬁﬂj—ﬂ 0)

<¢j} wj—1> = €$P(Y_ﬂj¢j—1) (3.53)

ot 'on a utilisé a|0) = 0, et son conjuguée Grassmanienne (0la™ = 0 et (0]0) = 1 en plus de la

commutativité d’un nombre pair de ces variables de Grassmann.

Relation de fermeture

Considerons 'intégrale suivante

/ didis exp () [) (1] = / ddu (L — ) exp (™) [0) (0] exp () (3.54)

— / dipdip exp (™) [0) (0] exp (ha) — / dipipip exp (pa*) [0) (0] exp (Pa)
_ /d¢d¢(1+wa+) 10Y (0] (1 + Pa) —/dwdwzp (14 0%a*) [0) (0] (1+0Fa)  (3.55)

En utilisant les propriétés (3.49, 3.50, 3.47, 3.48) et a |0) = 0 et son conjuguée Grassmanienne (0] a™ = 0
, et a®™]0) = |1) et son conjuguée Grassmanienne (0] a = (1|, on obtient alors la relation de fermeture

suivante

/ dipeip exp (—w) [) (6] = 1) (1] +]0) (0] = I (3.56)
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Intégrale gaussienne

Soit 'intégrale gaussienne fermionique multidimensionnelle suivante

/ dTAV exp (~TAD) (3.57)
Py a1 a2 . . Gln
(D) a1 a22
avec@:(ﬂjl Yy .. an),\I/: . | et A=
wn Qanl . . . Apn

Développons les mémes étapes que dans le cas gaussien bosonique utilisons les proprietes (3.49, 3.50)

on obtient alors

/ dUAV exp (~TAV) = det A (3.58)

3.4 Intégrale de chemin en représentation états cohérents

Ce qui nous intéresse dans cette section est la formulation de I'itégrale de chemin en représentation

états cohérents. Comme nous ’avons vu, U'opérateur d’évolution dependant du temps est défini par

T
U(T) = Tp exp(—i /0 A(a, at, 1)) (3.59)

avec H(a,a™,t) Popérateur hamiltonien du systéme dependant du temps et Tp I'opérateur chronolo-
gique de Dyson.
Et comme nous avons déja vu, le propagateur est ’amplitude de transition entre I’etat intiale |n;)

(état cohérent) a l'instant ¢; vers l'etat final !n f> (état cohérent) a I'instatnt ¢ est defini par

K(ni,np, T) = (ng|U(T) |n;) (3.60)

et ol 7 peut étre un état cohérent bosonique ou fermionique

T
K(nwnfaT) = <nf‘TD exp — (Z/ H(CL, a+7t)dt> ‘772> (361)
0
ty —t;

Nous subdivisons 'intervalle de temps [0; 7] de sort que T' = Ne avec € = S (avec N — o) de

maniére a écrire
_ [f'id:I(a at t)]N
K(Uz‘>7lfaT) = <77f‘ (e o m:) (3.62)
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et insérons (N — 1) relations de fermeture (bosonique et fermionique)

/ dndi 71,) (] = 1

-pour les bosons

dapdal, B
/ 57 |on) (ap| =1 (3.63)
-pour les fermions
[ i) (5] =1 (3.64)

Dans la suite nous faisons une construction explicite du propagateur K(o;,ay,T’) en représentation
bosonique puis nous la généralisons pour les fermions.

Le propagateur K (a;, ay,T) s’écrit sous la forme

M dandar i E(a.a+
K(awap D) = gim [ [ T] 550 ] el H0 ) (3.65)
n=1 n=1

En évaluant ’élément de matrice figurant dans ’equation 3.65 en premier ordre en € comme suit

(o e @t D) 10 Y~ (| 1 — deH (a,a™, 1) |an1) (3.66)
(vl e CH@) oy _y) o (ay faagy) e (7 00) (3.67)
H ) |y
= (om o) |1 - il @00 o) (3.68)
{af |ai)
et en posant
. H ) v
H(O(*, a’ t) _ <af| (a’7 a I ) |Oé > (369)
{af o)
nous aurons alors
(o | exp — (ieﬁ(a, a+,t)) lan—1) ~ (o, |ap—1) exp — (z’eﬁ(a*, a,t) (3.70)
Utilisant la propriété (3.10) on écrira
e + a2 042 ~
| e @A 10 )~ exp(——E — —L + o) exp (—ieH (o, o, t 3.71
2 2

Et par conséquent, il vient
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K( T = i NH1 dapdas, [ a,";an_i_a:‘l_lan_l 20 a1
i f T o) L 2mi A 2 € € €

n=1
—Fl(a*,a,t)} }

_ = dapdas, =i [k (o — 1)  an—i(al_; —af)
K(og, 00, T) = A}E)noo y H 9;  XP 2625 . + .
n=1

n=1
—ﬁ(a*,a,t)}} po (3.72)
N-1 00 .
) doydas, . i (o Doy, ap1Da N
K(og,0p,T) = ]\}flm/../gmexp{ze; [2( o ; > H(x ,a,t)]}

Ou bien sous la forme continue

T .
K(oj,ap,T) = /DaDa* exp {Z/O dt [; (o v — e’ — H(o* @, t)] } (3.73)

En final, une simple généralisation de cette construction donne la forme de 'intégrale de chemin en

représentation états cohérents (bosonique ou fermionique notée variable 1) s’écrivant comme suit

T .
* . k. . % T (0%
a = —1 pour les bosons

a = 1 pour les fermions



Chapitre 4

Modéle de Jaynes-Cummings

4.1 introduction

Le modele standard de Jaynes-Cummings (JCM) largement utilisé en optique quantique qui est
le modeéle le plus élémentaire décrivant 'interaction d’atomes a deux niveaux avec des champs élec-
tromagnétiques quantifiés dans ’approximation dipolaire. Ce modéle est exactement résoluble dans
Papproximation d’onde tournante (RWA) qui consiste & supprimer les termes «non conservateurs
d’énergie» de ’hamiltonien et a suscité de nombreuses recherches théoriques et expérimentales au
cours des derniéres décennies. Le JCM permet de calculer toutes les propriétés de la mécanique quan-
tique du systéme. Les caractéristiques quantiques les plus intéressantes et les plus frappantes du modeéle
sont les soi-disant effondrements et reprises des oscillations de Rabi lorsque le champ est initialement
préparé dans 1’état quantique le plus classique, I'état cohérent ou dans un état de vide pressé. Il
a été reconnu que ces effets purement quantiques sont une preuve de la granularité du champ de
rayonnement.

L’étude de JCM par le formalisme l'intégrale de chemin en représentation des état cohérent a été
faites par plusieurs auteurs.Nous citérons Zaheer et Zubairy [§]

qui on résolu le modéle de J-C dans ’approxiamtion d’onde tournante .Malheureusement, le pro-
pagateur est exprimés par une série de perturbations qui n’a pas été évalué pour tous les ordres.Par
la méme methode Buzek [9] comme Boudjedaa et al [10] ont déterminé le propagateur associé a la
généralisation multi photon du modeéle J-C . Dans ce cas les séries de perturbation ont été sommeée
dans des cas particuliers stationnaires (interaction indépendants de temps)

Dans ce qui suit ,nous allons essayer de sommer ces série ,correspondantes au cas non stationnaires

,ayant une forme particuliére .



4.2 Hamiltonien de JCM

27

4.2 Hamiltonien de JCM

Dans cette section nous considérons ’hamiltonien du modeéle de Jaynes-Cummings genéralisé donné

par ’expression suivante

H = I‘t[o +I§[mt

1
H = w(ata+ 5) + %03 +g[F(a,a* t)or + F'(a,a™,t)o—]

Nous remerquons que ’hamiltonien de JCM & trois composentes qui sont
eénergie du champ.
e ¢énergie des transitions atomiques a 2-niveaux.
e ¢énergie de l'interaction du champ des photons avec I'atome

Hy est I’ hamiltonien du champs libre (photons)

A~

1
Hy=w(aa+ 5)

Héat) est hamiltonien libre des 2-niveaux

et flz-ntest I’ hamiltonien d’interaction

Hint = g[F(a,at,t)oy + Ft(a,at,t)o—

(4.1)

(4.2)

(4.3)

oll a et a™ sont les opérateurs de création et d’annihilation du champ de photons, w est la fréquence du

champ, wy est la fréquence de transition entre I’état excité et I'état fondamental de I'atome, F'(a,a™,t)

est une fonction de a et a™ qui est donnée par I'expression suivante

o0
F(a,a™,t) = Z Crn(t)a™™a"

m,n=0

(4.4)

Pensemble des matrices {o4,0_,03} sont les matrices de Pauli standards qui decrivent le systéme a

deux niveux et Cy, ,(t) est une fonction quelconque du temps et des opérateurs a et a™ .

4.3 JCM dans sa version intégrale de chemin

Comme nous avons vu, I’hamiltonien du modeéle de Jaynes-Cummunings est de la forme



