Modéle de Jaynes-Cummings

4.1 introduction

Le modele standard de Jaynes-Cummings (JCM) largement utilisé en optique quantique qui est
le modeéle le plus élémentaire décrivant 'interaction d’atomes a deux niveaux avec des champs élec-
tromagnétiques quantifiés dans ’approximation dipolaire. Ce modéle est exactement résoluble dans
Papproximation d’onde tournante (RWA) qui consiste & supprimer les termes «non conservateurs
d’énergie» de I’hamiltonien et a suscité de nombreuses recherches théoriques et expérimentales au
cours des derniéres décennies. Le JCM permet de calculer toutes les propriétés de la mécanique quan-
tique du systéme. Les caractéristiques quantiques les plus intéressantes et les plus frappantes du modeéle
sont les soi-disant effondrements et reprises des oscillations de Rabi lorsque le champ est initialement
préparé dans 1’état quantique le plus classique, I'état cohérent ou dans un état de vide pressé. Il
a été reconnu que ces effets purement quantiques sont une preuve de la granularité du champ de
rayonnement.

L’étude de JCM par le formalisme l'intégrale de chemin en représentation des état cohérent a été
faites par plusieurs auteurs.Nous citérons Zaheer et Zubairy [§]

qui on résolu le modéle de J-C dans ’approxiamtion d’onde tournante .Malheureusement, le pro-
pagateur est exprimés par une série de perturbations qui n’a pas été évalué pour tous les ordres.Par
la méme methode Buzek [9] comme Boudjedaa et al [10] ont déterminé le propagateur associé a la
généralisation multi photon du modeéle J-C . Dans ce cas les séries de perturbation ont été sommeée
dans des cas particuliers stationnaires (interaction indépendants de temps)

Dans ce qui suit ,nous allons essayer de sommer ces série ,correspondantes au cas non stationnaires

,ayant une forme particuliére .
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4.2 Hamiltonien de JCM

Dans cette section nous considérons ’hamiltonien du modeéle de Jaynes-Cummings genéralisé donné

par ’expression suivante

H = I‘t[o +I§[mt

1
H = w(ata+ 5) + %03 +g[F(a,a* t)or + F'(a,a™,t)o—]

Nous remerquons que ’hamiltonien de JCM & trois composentes qui sont
eénergie du champ.
e ¢énergie des transitions atomiques a 2-niveaux.
e ¢énergie de l'interaction du champ des photons avec I'atome

Hy est I’ hamiltonien du champs libre (photons)

A~

1
Hy=w(aa+ 5)

Héat) est hamiltonien libre des 2-niveaux

et flz-ntest I’ hamiltonien d’interaction

Hint = g[F(a,at,t)oy + Ft(a,at,t)o—

(4.1)

(4.2)

(4.3)

oll a et a™ sont les opérateurs de création et d’annihilation du champ de photons, w est la fréquence du

champ, wy est la fréquence de transition entre I’état excité et I'état fondamental de I'atome, F'(a,a™,t)

est une fonction de a et a™ qui est donnée par I'expression suivante

o0
F(a,a™,t) = Z Crn(t)a™™a"

m,n=0

(4.4)

Pensemble des matrices {o4,0_,03} sont les matrices de Pauli standards qui decrivent le systéme a

deux niveux et Cy, ,(t) est une fonction quelconque du temps et des opérateurs a et a™ .

4.3 JCM dans sa version intégrale de chemin

Comme nous avons vu, I’hamiltonien du modeéle de Jaynes-Cummunings est de la forme
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A) = wlata+ %) + Doy +glF(,a* o + FH(a,ab, o] (4.5)
= I:IO + Hy
avec
Ho(photons) = w(ata+ %) (4.6)
H,(t)(2level-photons) = (%03 +g[F(a,a®, t)oy + F+(a,a+,t)o—]) (4.7)

Pour pouvoir construire 'intégrale du chemin corrspondante & ce modéle, introduisons d’abord le
modéle fermionique de spin da a Schwinger. Nous remplagons les matrices de Pauli o; par une paire

d’operateur fermioniques (u, d) suivant la recette

U
O’j:(u+ dt >O’j (4.8)
d
et par un simple calcul nous trouvons

o3 =utu—dtd
o_=dtu (4.9)
o =utd

Les opérateurs fermioniques et bosoniques verifient les propriétés suivantes

ut|0) = |1),d"|0) =1l) (4.10)
w|0) = d]o) =0

ala) = ala)
Ainsi, d’apres les relations (4.10)’Hamiltonien prend la forme suivante

. 1
H(t) = w(ata+3) + ?(um —d*d) + g[F(a,at, utd + FT(a,a*, t)d" ] (4.11)

La construction de 'intégrale de chemin du propagateur suit en introduisant 1’état cohérent fermion
-boson |a, 1, @) ol « est une variable complexe et (1), ¢) sont des variables de Grassmann. On définit
alors le propagateur entre I'état |a;,v,, ¢;) a Uinstant ¢; = 0 a 1'état ‘af,wf,¢f> a l'instant ty = T

par les éléments matriciels de 'opérateur d’évolution temporelle
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avec U(T,0) = Tp exp[—i [, H(t)dt),
Tp est 'operateur chronologique de dyson.
Discrétisons 'intervale du temps [0.7] en N interval avec T' = Ne et prenons la limite
N — 0,ek 1

Utilisons d’abord la formule de Trotter

N
U(T,0) = lim [e(7i<H0)e(ZeMONN = Jiy TT U(tn, ta-1) (4.13)

N—oo N—oo
n=1

D’aprés la définition (2.6) le propagateur s’écrira sous la forme

N
K(AT) = Jim a0,y | T] Ultasta1) | s, 0,
n=1
= ]\}iinoomf’wfv‘bf | [eiiEHoeiiEHl(t)]N | o, 5, 0;) (4.14)

et & ce niveau, nous insérons les (N — 1) relation de fermeture relative a la base{c, 1, ¢}, il vient

N-1
, ) dodo e
K(f,3,T) = lim 1T 2Jm.3<04j|6 ) | o y)
j=1
N-1
Jim_ / H1 i) Ay de e i vim %59 (4.15)
j:

(V505 | e~ (Hint) | Vi1, Pi1)

Ensuite, calculons les éléments de matrice pour les bosons

(o | e UM oy g) = (g | e D) oy )

= (a| (1 —dew [acﬁ + ;D | j-1)

~ | a) (1 dew(ay | (aat + ) | aj—1>> (4.16)

(a | aj—1)

ce qui signifie

(o | elTTH0) | 1) = (o | ajog)e (5 oumtD) (4.17)

en utilisant la formule d’orthogonalité on obtient
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—(7e 1 * * *
1
x exp | —iew(ajoy—1 + 2)} (4.18)

Maintenant, intéressons nous aux éléments de matrice des fermions via l'utilisation des propriétés(4.10),

nous obtenons

2
—iﬁgF(Of}k‘a aj>t)¢;k¢j—1 - iegF(aj, ay, )¢j¢j—1}

<¢]7¢] | e (ieH) |w] 17¢] l>_ exp{_l(l ie*)%% 1+(1+16 )¢j¢] 1 (419)

Insérons les équations (4.18,4.19) dans(4.15) , nous avons alors

_ N1 da*da] 1, . . .
K(ffL,T) = hm | | Gy €exp {—2((1]- (aj - aj_l) + ozj_l(ozj - Ozjfl)
—iew(atoj_1+2 .
weiew(efa—1+3)] A}l_rgo/ || dididgtidg el =0T vi979) (4.20)

1
conp {50 = ie00, 1+ (14 ie)056,
—iegF(a’;, O‘j?t)wj(z)j—l - ZGQF(%"%" )¢j¢j—1} (4.21)

pour simplifier I’écriture de cette equation, nous posons que

N—-1
K(f,i,T) = lim / H Da*Daexp {z/ dt [ (& — ad™) — wa™a — w)}}Ko‘(f,i,T) (4.22)
N—oo jaie 0 2 2
avec K%(f,i,T) le propagateur partiel qui s’ecrit sous la forme suivante
N-1
K(f,i,T) = lim / H1 iy dgtdg,; e ~V30i=47%5) (4.23)
J:
1
exp {—2(1 _ie0 )ijj 1+ 1+ je20 )¢j¢] 1 (4.24)
—iegF(oa;k», Qs )%’%‘-1 - zegF(aj, Qy, )%‘7/’]'—1} (4.25)

Pour effectuer les intégrales gaussiennes sur 1; et ¢; nous introduisons le vecteur a deux composantes

défini par

o= ) eq=(v o)

J
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de maniére que le propagateur partiel K(f,i,T) sera écrit comme

N—-1 N-1 N
K*(f,i,T) = A}igloo/ 11 dajdgjexof{=>_ afa; + > af R(eyt;)g;1} (4.26)
j=1 j=1 Jj=1

Nous pouvons mettre I’exposant sous la forme

N-1
— Y a4 (1655 — R(a;t)di541) 4 + afy Rlani1, N+ Dant1 + ¢ R(1)gi (4.27)
j=1
= —-PTMP+PV+WtP (4.28)

ot R(ej t;) est une matrice donnée par

1— e —iegF (o, .t
R(ajt)) = ? gF(ag,051) (4.29)
—iegF*(a;‘f, aj,t) 1 +de
et
P={q}, My, = 161 — R(a, t)1m41 [, m € [1,N] (4.30)
Les vecteurs V et W™ sont définis par
R(ala 1)Q1
0
0 +
V= , Wi=1010 . .0 qN+1R(04N+1,N + 1) } (4.31)
0

Suivant les définitions des matrices précédentes, le propagateur partiel K(f,i,T) prendra la forme
d’une intégrale gaussienne multidimensionelle
K*(f,i,T) = /dP+dPeg;p(—P+MP + PV +WTP) (4.32)

et pour faciliter I'intégration de cette gaussienne, nous faisons le changement suivant

P—P+My, Pt =Pt +wtmM! (4.33)

d’ou alors

K(f,i,T) = det M exp(WTM~1V) (4.34)
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en tenant compte du fait que

det M = 1 (4.35)
N—-1
R(a,T) = M™'= lim R(aj,t;) (4.36)

N—oo 4
Jj=1
A

La fleche sous le symbole du produit indique 'opération de classement temporel et R(c;,t;) sont
les éléments de matrice de R(«, T')

Dans la limite N — oo nous avons

WMLV — i [gf R(N + 1)R(N)....R(1)q] = ¢f R(ex, T)qo (4.37)

et finalement on a pour le propagateur K(f,i,T") devient

K*(f,4,T) = exp(qf R(e, T)qo) (4.38)

Pour évaluer les éléments de la matrice R(«,T'), nous écrirons cette matriceR(c, ¢;) comme la somme

d’une matrice diagonale et une autre anti-diagonale ( pour le premier ordre en ¢)

1—ieLo —iegF (o, .t
R(ay,tj) = 270 gFtas e5.t) ) _
—iegF*(a;f, aj,t) 1 +ieQos3
1—ieLo —tegF (%, o, t
273 n gF(@, @) ) () 59)
1 +ie%os3 —iegF™(aj, oy, t)
= 6_i5w7003+’i6K(04j,tj>
avec
—iegF(aX, o, t
K(aj,t;) = gk, 0. 0) (4.40)
—iegF*(af, aj, t)
suivant(4.36) nous avons
N
R(a,T) = [Jle %7 + iek (a, t;)] (4.41)
j=1

et on peut facilement obtenir la représentation en série suivante des éléments R(c,t;) comme suit
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N N
Hexp(—ie%angK(aj,tj)) = Zieexp(—i%ag)Jr
N -1 w
Z (i€) exp(— 26703)K(a1,l) exp(—zZe?[)ag)
=1 I+1 1
N -1 N
+ Z 2(26)2 exp(—1 Z 670'3)K(Oél1, l1)
li=11s=1 1+1
l1—1 w la—1 w
. 0
exp(—1 Z e—o3)K(ay,,l2) exp(—i Z 670'3)
la+1 1
N l1—-1l3—1 In-—1—1lny_1—-1 N
L \N
k22 2 2L DL Vexp(=i ) eros)Kan, h)
lh=1l2=113=1 In_1=1 In=1 l1+1
l1—1 lo—1 w
. 0
x exp(— Z 6—03 (auy, l2) X exp(—i Z 6703)[{(04[3, l3)
la+1 1341
In_o—1
. wo
x exp(—1 Z 6703)K(a5N71,lN,1)
INy1+1
INn—1—1 w In—1 w
x exp(—1 P egag)K(alN,lN)exp(—i ;(6200'3) (4.42)
N

et a la limite N — oo, le produit devient

N

[ (7% + K(aj.t;) = exp (-i/OTds‘*;oag)

je=1
T T S1
—l—i/ ds1 exp <—z/ dsw003> K(a,s1)exp <—z/ dsw003>
0 51 2 0 2
T S1 T
z'2/ dsl/ dsg exp <—1/ dswoagK(sl)>
0 0 S1 2
sl wo S2 wo
_i/ ds— 03> K(O(Q,SQ)GXP( / d503>
2 w2
...... / dsl/ dsa(1 N exp (—z/ dso;;) K(a,s1)
wo

+

0]
e
o]

7 N

- B 2
SN
exp <—z/ d5w003> (4.43)
0 2
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ou alors

N
11 exp(—ie%ag + K(aj,t;)) = exp[—i%(T — 0)os]
jo=1

T wo wo
—l—i/ dsy exp [—i?(T - 31)03} K(ay,s1)exp [—2’?(51 - 0)03}
0
T wo
+i2/ dsl/ dsg exp [—i7(T—sl)03] K(a,s1)
0 0
exp [—i%(sl — 32)03] K (o, s2) exp {—i?(SQ - 33)03} + ..
T No1 wo
N/ dsy dSQ d53 ...... / dspy exp [_iE(T — 81)0’3}
0
K(ai,s1)exp [ z—(sl — S9)o 3] K(ag, s2)
exp [*i@(sz — 83
w

exp [—i?o(sN,l - SN)O'g] K(an,sn)exp [—i%(sN - 0)03} (4.44)

Un calcul simple montre que les termes pairs et impairs dans I’expression ci-dessus sont, respective-
ment, les éléments diagonaux et anti-diagonaux. En utilisant les expressions des matrices ox; k = 1,2, 3

et celle de la fonction K (o, t;), on a alors pour les éléments de matrice R;;(«, T') les écritures suivantes

0 S2N—1
Rii(a,T) = exp {—z? 2N/ dsl/ dSQ/ dss...... / dsan

exp [—i?O(T - 81)} F(ai,s1)exp [27(51 - 32)}

W
F*(QQ,SQ)....eXp [_170(82]\[71 — SQN)] F(OQN,l,SQN)...

2
X exp [—i%(sm{ - 0)03} (4.45)
et
Ris(a,T) = (—ig / dsy exp [ zﬂ(T - 51)] F(a,s1)exp {z%(sl - 0)}

exp { ZEO(T - 31)] F(al,sl)exp [230(51 — 32)}
F*(aw, s2) exp [—z’%(sz — 33)} F(as, s3) X

w

. LW
X..exp [—ZEO(SQN — 3N+1)] F(a2N+1, 82N+1) exp [270(82]\[ - 0) (4.46)

D’aprés les formules suivantes, nous pouvons obtenir les autres éléments de matrice R;;(«,T)
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Roi(a, T) = —Riy(, T)
Tl(aa T) = R22(a7 T)

Finalement, la forme finale du propagateur K(f,,T") est

K(f,i,T) = hm/ HDa Daexp{/ dt[l(a*d—ad*)—wa*a—;)]}

X exp [wf(Rn(Oé, T)wl + ng(a, T ] exp [¢f(R21 (a T)’lﬁZ + R22 ¢z 14 47

[\

4.4 Amplitudes de transition

Dans la suite nous allons calculer les amplutides de transition entre les états propres de spin.

4.4.1 Transition up-up

L’amplutide de transition up-up est définie comme les éléments de matrice Kqq

Ky = (11K (f,5,T) 1) (4.48)

Introduisant les relations de fermeture suivantes

Jdwdi eI |,y (| = 1, [ didieivi [y, (1] = 1

. ) (4.49)
[ddide e %1% |p;) (¢s] = 1, [ doidee % |¢;) (4] = 1

nous aurons

[ vy yaviavdgiiopas;ds, (450)
xexp { = [t [* = [0il® = [og]” = 163" } (1 [y 07) K(£4,T) (104l 1)

et a ce stade, il vaut mieux introduire le vecteur v+ = ( 0y qp} qb; oF ) et les notations suivantes

pour effectuer le calcul rapidement .

. . (4.51)
Vg U =e V-1 by ¢ =e =1

Substitution (4.51)dans(4.50), il vient
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K = [ dvjngaviddondosds;ds,
2 2 N
xcexp { = [ws]* = [0,l” = [0 ]" = [0l | exp [15 (Rt + Razs)] (4.52)
x exp (¢} (Ro1th; + Roady;)] x [ei¥0) — 1]
ag T i w
X Da*Daexp {z/ dt [(a*o’z —ad”) —waa — ] }
o 0 2 2
et
o + 2 2 2 2
Kir = {f oot exp {= o * = 1. = osl” - 161}
exp (Y} R1Y; + i Riagy; + 03 Rt + ¢ Raag; — e y]
2 2
—/dvdv* exp {— [vs|” — il — los|” — ’@\2}
X exp [w}(Rll¢i + R12¢i)] exp [d)chgﬂ/Ji + ¢}R22¢i)] (4.53)
ay T i w
X / Da*Daexp [z/ dt <(oz*o'z —ad®) —waa — >]
[} 0 2 2
nous trouvons la résultas suivante
ag T i w
Ky = / Da*Daexp [z/ dt <2(a*d —ad”) —waa — 2)]
a; 0
X /dvdv+ [exp(—v+MU) — exp(—v+Mv)} (4.54)
ot les matrices M et M sont définie par les formes suivantes
-1 -1 0 0 -1 0 O 0
. Ry -1 R 0 Ry -1 R 0
- 11 12 M= 11 12 (4.55)
0 0 -1 0 0 0 -1 0
Ry 0 R —1 Ry 0 Ry -1
Remarquons que les marices M et M sont de la forme
. A C\ . A C
M = M = (4.56)
D B D B

et les blocs /1, A, B, C, D sont respectivement

-1 -1 -1 0 0 O
Ry -1 Ry -1 R 0
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0 O -1 0
C= ,D = (4.57)
R21 0 R22 —1
Pour calculer le déterminant des matrices M et M nous utilisons I’ identité
det M = det(A — CB~'D)det B (4.58)
et par un calcul simple nous pouvons montrer que
det B = 1,CB D=0
det M = detA=1+Ry(a,T), detA=detM =1 (4.59)
Finalement, la résultat final de I'amplitude de transition up-up Ky est
o * . T 4 * - . % * w
Ky = Da*Daexp<i [ dt i(a & —ad®) —wa*a — 5 Ri1(a,T) (4.60)
o 0
et de la méme maniére on calcule les autres éléments de transition.
4.4.2 Transition up-down
L’amplutide de transition up-down est définie comme élément de matrice Ky
Ky = (1K(f,1,T)[1) (4.61)
Introduisant les relations de fermeture suivantes
J AUpd e T |wrp) (g = 1, [ dipidpse VT ) (0] = 1 (462)
J ddydose 1% |65) (65| = 1, [ dgidare™®% |3} {gi] = 1 |
f ¢fe ¢f f ) % i€ ¢z ¢z
nous aurons
K = [ dvjaugdvidsdsyissdsids,
2 2 .
exp { = [vs* = [0l = |og* — 16} (1 [0 07) K(£0.T) (il 1) (4.63)
En utilisant les relations (??), nous avons
K = [ dujdngavidvdondosds;ds,
2 2 ¥ .
exp{— |v]” — il — los|” — \@‘\2} X (Yrof) x K(f,4,T) (4.64)
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Ky = / s o i ey st (4.65)

exp {_ W}fP — W%P — ‘(ﬁf‘? _ |¢Z’2} X exp [w;(Rnwi + R12¢i>]
X exp [¢?(R21¢¢ + Rgqui)] X [e(_‘i’w’f) _ 1]

af T i ) W
X / Da*Daexp {z/ dt {(a*d —ad®) —wa'a — } }
(67 0 2 2

Koy = A oot exp {= o = ol — sl 1o}
xexp [ R11Y; + Vi R12¢; + ¢F R + ¢ Raagy; — o5
~ [ dvavtexp {= 1o = il = |o ] - foi*}
x exp {9} (Ri19; + Ri2¢;)] expl¢} Ra1t; + ¢ Raadd;) }

af T i w
:/ Da*Dacexp {1/ dt [Q(a*d —ad®) —waa — 2] } (4.66)
(77 0

et alors

af T i W
Ky = / Da*Daexp {z/ dt [2(04*0'4 —ad®) —wa*a — 2} }
a; 0

X /dvdv+ [exp(—v+Mv) - exp(—v+Mv)] (4.67)

avec

. Ry -1 R 0 R -1 R 0
- 11 12 ot M — 11 12 (4.68)
o -1 -1 0 o 0 -1 0

Ry1 0 Ry —1 Ryy 0 Roy —1

\ (A c) \ (A c)
M= M = (4.69)
D B D B

det M = det(A — CB™'D) +det B (4.70)

qui sont de la forme

On utilise I’identité suivante
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detB = 1,CB™'D=0
det M = detA+detB=1+ Ria(a,T), detA=detM =1 (4.71)
Alors finalement 'amplitude de transition up-updown K| s’écrira
ag T i w
K| = / Da*Daexp {z/ dt [2(04*0'4 —ad’) —wa*a — 2] } Ris(a,T) (4.72)
«; 0
4.4.3 Transition down -up
L’amplutide de transition down -up est définie comme élément de matrice K4
Ky = (U K(f,T)[T) (4.73)
On sait que
K = [ avjdngavidudosdoss;do <
2 2 .
exp{— [0 |" = [Wi* = &7 = 1&i*} x (L [y, 0p) K(£,4,T) (s, 04 1) (4.74)
et on trouve
Ky = [ dvjinavidvdosdssas;do
2 2 « .
xexp { = [v " = il = |og]" = 10i*} x (é597) x K(£,0,T) (4.75)
il vient
Ky = [ dvpdnavidvdosdssas;do,
exp {= [0 * = il = o7 " = 16l } x exp [ (Ruts; + Rize)] (4.76)

X exp [(Z);Z(Rgl’t/}i + R22¢i)] % [e(*wﬁﬁf) i 1}]

af T i w
/ Da*Daexp {z/ dt [(a*o’z —ad®) —wa*a — } }
o 0 2 2

et
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Ky = {f oot exp {= o, = 0 - 6" - foi*}
exp [ R11Y; + i R12¢; + 3Rt + ¢ Raod; — Vi o] (4.77)
- /dvdv* eXp{— |¢f‘2 — |il* - ‘¢f‘2 - |¢i’2}
exp [} (R11v; + Ri2;)] exp (05 Ro1v; + ¢ Raod;)|

af T i w
X / Da*Daexp {z/ dt [(a*d —ad") —wa*a — ] }
Q; 0 2 2

il vient
ar T i w
K = / Da*Daexp {2/ dt [(a*o'z —ad") —waa — ] }]
a; 0 2 2
X /dvdv+ [exp(—v+Mv) - exp(—v+Mv)} (4.78)
avec
-1 0 0 -1 -1 0 0 0
. R -1 R 0 R -1 R 0
A= 11 12 ot M — 11 12

0 0O -1 0 0 0O -1 0
Roy1 0 Ropp —1 Ryy 0 Ry —1

La forme finale de 'amplitude de transition down-up K| est

af T i w
K = / Da*Daexp {2/0 dt [Q(Oz*d —ad®) —wa*a — 2] } Roi(a,T) (4.79)

4.4.4 Transition down -down
L’amplutide de transition down -up est définie comme K|

K = (|K(f,i,T)])

Nous avons

Ky = [ avjapdsivdsysgdsias (4.80)

s exp{— [, — [l = |65 — 1052} x (L |95 0p) K (f,0,T) (0, 4] 1)

et on trouve
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K = [ dvjaugdviasdgydopds;ds,
2 2
exp{— W}f‘ - |Tl)z'|2 - }st} - \¢z’|2} (4-81)
x exp [V (Ri1t; + Ri2¢,)] exp (¢} (Rarth; + Raadh;)] x [e791%0) — 1]
ag T i w
X Da*Daexp {z/ dt [(a*o’z —ad”) —waa — ] }
[e %] 0 2 2
et aussi
K, = dvdv™ 2 2 2 2
= { vav - exp —Wf| — [t _’¢f’ — |4l
exp [} R11Y; + i Riag; + 03 Rt + ¢ Razg; — 67 ]
2 2
~ [ v exp { = u = il = Joy - 104}
x exp [} (Rut; + Ria;)] exp [¢} Ra1t; + ¢ Roadh;)]
af T i w
X / Da*Daexp {z/ dt [2(04*()4 —ad”) —waa — 2] } (4.82)
a; 0
ou bien alors
af T i w
K|, = / Da*Daexp {1/ dt [(a*d —ad") —waa — )} }
(e 77 0 2 2
X /dvvar {exp(—erMv) — exp(—vT Mv) (4.83)
avec
-1 0 0 0 -1 0 0 0
N R -1 R 0 R -1 R 0
= 11 12 et M — 11 12 (4.84)
0 0o -1 -1 0 0 -1 0
Ryy 0 Rop —1 Roy1 0 Rpp —1
Utilisons 'identité suivante
det M = det(B — CB™'D)det A (4.85)
De sotre que
det B=1,CB7'D =0
(4.86)

det M =1+ Rop(, T), det A =det M =1

Finalement alors I’amplitude de transition down-up K| est
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(0% — ad") — waa - ‘;ﬂ } R, T)  (487)

N | .

af T
K| = / Da*Daexp {Z/O dt [
@

D’aprés les propriétés des états cohérents( fermionique et bosonique ) nous pouvons écrire le

propagateur sous la forme matricielle suivante

Kii(ayp,0;,T) Kia(ayp,o,T)

K(f,i,T) =
KQl(Oéf,Oéi,T) KZQ(af7ai7T)

(4.88)



Chapitre 5

JCM dependant du temps

5.1 cas simple

Comme on I’a déja dit auparavant, voyons comment traiter un concret du modéle Jaynes-Cummings

dépends du temps via l'intégrale de chemin. Nous allons considérer le cas simple suivants

Cm’ﬁ(t) = e’mm»"%m,mén,h (51)

ce qui donne

F(a,a™,t) = e ®mntgtmgn — o= gtmgn (5.2)

Se référent a la section (4.3), les éléments de matrice de transition R(c, T')sont donnés dans ce cas

par
wo T S1 s1 S2N -1
Rii(a,T) = exp (—i—T) + (—ig)QN/ dsq dso dss...... / dsan
2 0 0 0 0
Xe—iMTO(T—sl)F(Sl)ei%}(sl—sg)F*(82)6—1'“)70(52—53)
F(s3)é’ Plssmsa) e*i%o(SQN—FSQN)F*(SQN)e"%O(SQN*O)”?’. (5.3)
et
Rio(a,T) = (—ig / dsie 2 (T~ 51)F(oq)e‘ 2 51 (5.4)

e D (- sl)F(Sl)ez“;O s1— SQ)F* 82) —i%2 (52 s3)

w0 (o wo g 90 (g
F(as, s3)e' 2 (s3=54) 3 (i7" (s2n 5N+1)F(52N+1)e i (s2n—0)
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Les autres éléments sont exprimés par les relations suivantes

Ry (o, T) = —Riy(e, T)
Riy (o, T) = Rya(a, T)
5.1.1 Intégration sur les variables complexes

En appliquant exactement les résultats de la section (3.5) la forme matricielle du propagateur est

alors

1
K(ayp, ai,sp—s;)) = exp —5(\af|2+|0”'\2
* —iw(sfr—s;) ,_1‘ el
x explae o; 2w(3f si)]

Rii(ap, a5 — i) Rialay, 4,81 — ;) (5.6)

Roi(ag, a4, 55 —si) Roa(ay,ay, 81 — ;)

Notons d’abords
1
2

Ki(af, Q, 5F — Si) = exp [ (|Oéf|2 + |ai|2)] exp [a?e_iw(sf_si)ai — %(w + wo)(Sf — SZ):| (5.7)

Les éléments du propagateur s’écrit sous la forme suivants

-pour Kyq(ap, a5, T)

daldaf dagNdOzzN +
...... K T .
% / o o (af,01,T = 51) (58)

LD agna;n

xe Ml K (a, a0, 81 — s2)e
.2 oI o3 K (i, g, son — 0)

Ecrivant 'exponentielle de K*(a £,;,T) sous un forme d’une série

00 * o\ ok
eXp[Od}e_iw(sf_Si)ai _ Z (Oéfo"l) e—iwn(Sf—Si) (5.9>
n.
n=0

il vient
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> T S1 51 S2N -1
KTT(OAf,OéZ‘,T> = KJF(Oéf,Oéi,T)—i- Z(—ig)zN/ dsl/ dSQ/ d83 ...... / d$2N
N=1 0 0 0 0
*\ k1
daydo] — 1 2_,_‘ %) (af) ki+n, s\ka+m
2 / R T UG
k1,k2 ko,
kN k=0
—iwk‘l(T—Sl)—iQSl i dOéQdOd; —1(‘a1|2+‘0‘2‘2)
xe exp[—=(w+wo)(T —s1)] | ———=
2 27
ko+m s\k3+n ) ) .
(a2) p (‘052) eflwk2(51782)+7,982 exp[_%(w _ w0)<31 — 32)] (510)
9!

|

* k3+n, _s\ka+m
dasdag 1 (jagp+jasl?) ((23) 7" (03) ks (sa—sg)—if2ss

21 k‘g'
. *
GXP[—%(W — wo)(s2 — s3)] X .... / daZN_Qla% ~z(lean 2l Heazv-a]?)
i
kon—_1+n kon—1+m
(O‘QN—I) et (O‘EN—l) At efiwng—l(S2N—2*S2N—1)*1982N—1
kan—1!
) daoydaod
exp[—%(w + wo)(san—2 — san_1)] / %e—éﬂOQNA\QH%NF)
i
kon+m * ki+n .
(6 « . . )
( 2N) kQN(' 2N) e—lwkzN(Sngl—SgN)+ZQS2N eXp[—i((/J + CL}O)(52N—1 - S2N)]
L 2 o) (@)™ i, 0 ‘
¢ z(laan*+ail )Te‘“ i(s2n)+ilksan exp[—3 (w + wo) (s2n = 0)]
i)
Utilisant la propriété suivante
1//dada*6_a|2(a*)”(a)m =9
- nm
2mivmlv/n!

il vient

ki4+n—m=ko
ka=ks+n—m

on trouve

(5.11)

(5.12)
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[ee] S2N -1
Ky(ap,a;,T) = K'(af, 0, T —1—2 —ig 2N/ dsl/ dsz/ dss...... / dsan

ou bien

K (ayp, 04, T)

=1
[(k+n)!]
[k:!(kJrn— m)!

— Ly P Heu?) (a;;)’ﬂ
k=0
—iwk(T—s1)—if2s1 exp[—%(w + wO)<T — 81)] (5.13)

! (@~ wo)(s1 — 52)]

(&

efiw(k+n7m) (s1—52)+iQs2 exp [_

k(52 80) 0% el (w4 w) (52 — s3)]
e~ Wwk+(san—2—s2n 1) —ilsaN 1 exp[—%(w + wo)(s2n—2 — San—1)]

1

e~ w(k+n—m)(san—1—s2N)+is2N exp[—i(w — wo)(s2n—1 — S2n)]

(67 k . . 7
(kom0 el (o ) 52

0 T 81 s1 SaN -1
K+(af,ozi,T) + Z(—ig)2N dsy dss dss...... / dsan
0

e

N=
1 P lail?) o= (g ag)® k+n)!
s )kz_:< = : [k!(Eern—)?]n)]!
exp {—iwkz(T —81) — %(w + wo)(T — s1) — iQsl} (5.14)

exp[{—iw(k +n—m)(sy — s2) — E(w —wo)(s1 — s2) + iQSQ}

exp — {iwk(SQ — 83) — %(w +wo)(s2 — s3) — i953}

exp {—Zw]f + (son—2 — San—1) — 5(00 + wo)(S2n—2 — SaN—1) — ZQ821\71}

exp {—w(k +n —m)(saN—1— San) — §(w —wo)(San—1 — San) + ZQSQN}

exp {—z’wk (son) — %(w + wo)(82N)}



