JCM dependant du temps

5.1 cas simple

Comme on I’a déja dit auparavant, voyons comment traiter un concret du modéle Jaynes-Cummings

dépends du temps via l'intégrale de chemin. Nous allons considérer le cas simple suivants

Cm’ﬁ(t) = e’mm»"%m,mén,h (51)

ce qui donne

F(a,a™,t) = e ®mntgtmgn — o= gtmgn (5.2)

Se référent a la section (4.3), les éléments de matrice de transition R(c, T')sont donnés dans ce cas

par
Wo T S1 s1 S2N -1
Rii(a,T) = exp (—i—T) + (—ig)QN/ dsq dso dss...... / dsan
2 0 0 0 0
Xe—iMTO(T—sl)F(Sl)ei%}(sl—sg)F*(82)6—1'“)70(52—53)
F(s3)é’ Plssmsa) e*i%o(SQN—FSQN)F*(SQN)e"%O(SQN*O)”?’. (5.3)
et
Rio(a,T) = (—ig / dsie 2 (T~ 51)F(oq)e‘ 2 51 (5.4)

e D (- sl)F(Sl)ez“;O s1— SQ)F* 82) —i%2 (52 s3)

.ﬂ _ .7 _ _.‘1.)7 _
F(as, s3)e' 2 (s3—s4) o i3 (s2n SN+1)F(52N+1)€ i (52 —0)
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Les autres éléments sont exprimés par les relations suivantes

Ry (o, T) = —Riy(e, T)
Riy (o, T) = Rya(a, T)
5.1.1 Intégration sur les variables complexes

En appliquant exactement les résultats de la section (3.5) la forme matricielle du propagateur est

alors

1
K(ayp, ai,sp—s;)) = exp —5(\af|2+|0”'\2
* —iw(sfr—s;) ,_1‘ el
x explae o; 2w(3f si)]

Rii(ap, a5 — i) Rialay, 4,81 — ;) (5.6)

Roi(ag, a4, 55 —si) Roa(ay,ay, 81 — ;)

Notons d’abords
1
2

Ki(af, Q, 5F — Si) = exp [ (|Oéf|2 + |ai|2)] exp [a?e_iw(sf_si)ai — %(w + wo)(Sf — SZ):| (5.7)

Les éléments du propagateur s’écrit sous la forme suivants

-pour Kyq(ap, a5, T)

daldaf dagNdOzzN +
...... K T .
% / o o (af,01,T = 51) (58)

LD agna;n

xe Ml K (a, a0, 81 — s2)e
.2 oI o3 K (i, g, son — 0)

Ecrivant 'exponentielle de K*(a £,;,T) sous un forme d’une série

00 * o\ ok
eXp[Od}e_iw(sf_Si)ai _ Z (Oéfo"l) e—iwn(Sf—Si) (5.9>
n.
n=0

il vient
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> T S1 51 S2N -1
KTT(OAf,OéZ‘,T> = KJF(Oéf,Oéi,T)—i- Z(—ig)zN/ dsl/ dSQ/ d83 ...... / d$2N
N=1 0 0 0 0
*\ k1
daydo] — 1 2_,_‘ %) (af) ki+n, s\ka+m
2 / R T UG
k1,k2 ko,
kN k=0
—iwk‘l(T—Sl)—iQSl i dOéQdOd; —1(‘a1|2+‘0‘2‘2)
xe exp[—=(w+wo)(T —s1)] | ———=
2 27
ko+m s\k3+n ) ) .
(a2) p (‘052) eflwk2(51782)+7,982 exp[_%(w _ w0)<31 — 32)] (510)
9!

|

* k3+n, _s\ka+m
dasdag 1 (jagp+jasl?) ((23) 7" (03) ks (sa—sg)—if2ss

21 k‘g'
. *
GXP[—%(W — wo)(s2 — s3)] X .... / daZN_Qla% ~z(lean 2l Heazv-a]?)
i
kon—_1+n kon—1+m
(O‘QN—I) et (O‘EN—l) At efiwng—l(S2N—2*S2N—1)*1982N—1
kan—1!
) daoydaod
exp[—%(w + wo)(san—2 — san_1)] / %e—éﬂOQNA\QH%NF)
i
kon+m * ki+n .
(6 « . . )
( 2N) kQN(' 2N) e—lwkzN(Sngl—SgN)+ZQS2N eXp[—i((/J + CL}O)(52N—1 - S2N)]
L 2 o) (@)™ i, 0 ‘
¢ z(laan*+ail )Te‘“ i(s2n)+ilksan exp[—3 (w + wo) (s2n = 0)]
i)
Utilisant la propriété suivante
1//dada*6_a|2(a*)”(a)m =9
- nm
2mivmlv/n!

il vient

ki4+n—m=ko
ka=ks+n—m

on trouve

(5.11)

(5.12)
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[ee] S2N -1
Ky(ap,a;,T) = K'(af, 0, T —1—2 —ig 2N/ dsl/ dsz/ dss...... / dsan

ou bien

K (ayp, 04, T)

=1
[(k+n)!]
[k:!(kJrn— m)!

— Ly P Heu?) (a;;)’ﬂ
k=0
—iwk(T—s1)—if2s1 exp[—%(w + wO)<T — 81)] (5.13)

! (@~ wo)(s1 — 52)]

(&

efiw(k+n7m) (s1—52)+iQs2 exp [_

k(52 80) 0% el (w4 w) (52 — s3)]
e~ Wwk+(san—2—s2n 1) —ilsaN 1 exp[—%(w + wo)(s2n—2 — San—1)]

1

e~ w(k+n—m)(san—1—s2N)+is2N exp[—i(w — wo)(s2n—1 — S2n)]

(67 k . . 7
(kom0 el (o ) 52

0 T 81 s1 SaN -1
K+(af,ozi,T) + Z(—ig)2N dsy dss dss...... / dsan
0

e

N=
1 P lail?) o= (g ag)® k+n)!
s )kz_:< = : [k!(Eern—)?]n)]!
exp {—iwkz(T —81) — %(w + wo)(T — s1) — iQsl} (5.14)

exp[{—iw(k +n—m)(sy — s2) — E(w —wo)(s1 — s2) + iQSQ}

exp — {iwk(SQ — 83) — %(w +wo)(s2 — s3) — i953}

exp {—Zw]f + (son—2 — San—1) — 5(00 + wo)(S2n—2 — SaN—1) — ZQ821\71}

exp {—w(k +n —m)(saN—1— San) — §(w —wo)(San—1 — San) + ZQSQN}

exp {—z’wk (son) — %(w + wo)(82N)}
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on peut aussi réécrire

(ate Wl \k 2 .
Kll(af, a;,T) = exp ,,(w + wo TZ fkl)e —2(Jog |+l
S2N—1
1+ Z 2N/ dsl/ dSQ/ d83 ...... / dSQN
[(k+n) 1+
Tk ex p{z —m)w + Q — wo) (5.15)
posons
2 s [(k+n)!]
k) = 5.16
et
m—m)w+Q—wy=A (5.17)
L’élément de transition Ki1(ay, o, T') devient
(a%e iWToz- k 2 .
K (af, a4 T) = exp—f(w—i-wo TZ ! i) =5 (o[ Hail)
2
k=0
T ) S1 ] S92 )
{1 + [—wim(k)]N/ dsje A8 / dsze’A‘”/ dsse "85
0 0 0
S2N -2 . S2N -1 .
/ dSQN_le_ZAszN_l/ dSQNe’AszN} (5.18)
0 0
Les autres éléments de transition se calculent de la méme maniére .
-PourKy | (ay,,T) on a
T *
doid
K (af, 04, T) = (—ig) dsl/MK+(af,ai,T—sl)
0 2mi
e M1y Tt K (ap, a1, 81 — 0)
2N
+ Z 2N+1/ dsl/ d82/ d83 ...... / d82N+1
daldal dagn1dagy g
KT T— 5.19
/ 2m‘ i (01, T = 1) (5.19)
eSO K (@, ag, 51 — 52)
ZQSQ —iQs3 _*m _n

*
3" K (ag, a3, 5o — s3)e az™al X ..

'LQS *n 7+
2N+1a2Na2NK (Ong, Qynt13 52N — 32N+1)

—zQs *n +
2N+1042N+1042N+1K (an+1, @y S2n+1 — 0)
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Ou bien le résultat suivant

T .
Ky (ap, a;,T) = (—z’g)/ d816_%(|0‘f|2+|ai|2 e~ 2 (wWHwo)T—ilss
0
00 O[}(ce_iWTOé')k

Z k—{—n )n_m( 1
k‘—l—n—m' k!

S1 . S92 )
Q14 Y e )Y /0 dspeide /0 dsge—is (5.20)

-Pour K|1(af,o;,T) on a

T *
K1(ap,04,T) = (—ig)/ dsl/dgld,alK_(af,ai,T—sl)

zQsl *nK af7 i, 81 — 0)

daldal dO‘2N+1dO‘2N+1
K~ i T — 5.21
/ 2mi 2mi (ay, o, 51) ( )
zQsl *nKJr(Otf, i, 81 — 82) ’LQSQa;ma’QL

) zQsl

K_(af,ai,S2—83 o5 Kt (g, a3, 82 — s3) X

zQs m
N as KT (042N7a2N+1732N_32N+1)

Qs m *1, —
e" PN gy o K (any1, i, s2nv 41 — 0)

ou bien
K (a o T) — zg/ dslz k+n e*%(w wo)T+iAs1 —iw(n—m)T
lT f’ (3 0 k+n—m'
9 ate ina, k
e~z (o] +\ai|2>(a;)n—m( — 2 (5.22)

o 51 . 52 .
X <1+ g [—wim(k)]N/ d@e‘m”/ dsgeBss
N=1 0 0
SN -2 A SaN -1 A SaN A
X/ dson_1€" S2N_1/ dsonye™" S2N/ d82N+1€Z S2N+1
0 0 0

-Pour Ku(af, Oéi,T)
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T S1 S1
Kll(afaaivT) = K_(afaaiaT)—i_(ig)zN/ dsl/ d52/ dss...
0 0 0

S2N-1 dOél dOf{ da2Nd04§N _
X d K T —
/0 52N / o o (g, 01, T = s1)

xe’ﬂslo/lnoﬁ”KJr(al, 9,81 — 82)6_Z9820z3ma3K_(0z1, a9, S — S3)
iQs3 . m *nK+ 5.23
xe Bagtas (a3, g, 83 — S4) X .. (5.23)

Lox N g 3 K (g, @, San — 0)

Apres les calcules on a

) * —iwT - \k

K| (af,0,T) = 6—%(w—wo)TZMe—%(‘affﬂam)
) ) k‘
k=0

avec

(5.25)

5.1.2 Intégration sur le temps

Pour pouvoir intégrer sur le temps, utilisons la transformation de Laplace définie par la relation

suivante

£,(f(s)) = /0 " dse P f(s) (5.26)

Donnons 'astuce de notre calcule .Notre résultats sera réécrit d’abord sous la forme d’un produit
de convolution

deéfinissons d’abords Fy(T")par

T ) s1 . 82 . S2N -1 . S2N .
Fyo(T) :/ dsle_m‘“/ dSQeZASZ/ dsze "853 . x/ dszNe’ASQN/ dsq e Ao+ (5.27)
0 0 0 0 0

Qui peut se mettre comme un produit de convolution

T
Fyo(T) = /0 dsie 251 Fy (1) (5.28)
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et ou

s1 )
Fu(s1) = / 526" Fy (5,) (5.29)
0
89 )
FQ(SQ) :/ ngB_ZAs?’Fg(Sg) (530)
0
et on obtient par itération
SaN-—1 A
F2N71(2N71) :/ dSQNGZ S2N (531)
0
avec
i ate T,k 2,
Ku(op, o, T) = ea(WWO)TZWe_NO‘f‘ Flail®) (5.32)
k=0 )

<1 + [—wim(k)]NFo(T)>
N=1

Définissons la transformation de Laplace de Fy(T") par

Ly(Fo(T)) = / Ty

0
00 T
— / dTe T / dsie 251 Fy (s1) (5.33)
0 0
notons
£p(Fo(T)) = F(0,p) (5.34)
alors
F(0,p) 2/ dT@pT/ ds1e A%y (1) (5.35)
0 0
produit 'equation(5.35) par e*AT e=#AT
F(O,p) = / dTe—(p-HA)T/ dsleiA(T—sﬂFI (31) (5.36)
0 0
qui s’arrange comme
Lp(Fo(T)) = Lprin(Fo(T)) (5.37)

et
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o0 ) T
Lpialfxg(T) = [ UTATAT [T HE 1) gl
0 0
= G)F®) (5.38)
alors
F(0,p) = / e~ PHAT By (TYdT / e~ (PHAT / AT T (5.39)
0 0 0
puisque
/ e~ PHAT AT g — / e gy — 1 (5.40)
0 0 p
donc
. 1 - .
F(Oap) = EFl(Ovp_’_?’A)
Méme étapes pour les autres termes
Fi(0,p+iA) = / e PTFy(0,T)dT / e~ PN g
0 0
1 -
= F5(0 5.41
P 2(0,p) (5.41)
et
. 1~ .
jusqu’a U'ordre 2N — 1
Fon—2(0,p) = Fan(0 5.43
anv—2(0,p) p+iA >N (0,p) ( )
. 1 -~ .
Fon—1(0,p) = EFzN(O,p +1A) (5.44)
en conclusion ,on a £,(Fy(T))
£p(Fo(T)) = F(0,p)
. 1 1 N
F,p) = - [ , ] 5.45
(0.2) p Lp(p +iA) (545)

nous rappelons que
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i a*e*i‘”Ta- k 9 .
K11<af705i7T) — 62(w+w0)T2k_0(fk!z>€_;(|af| +|a7,\2)

o0
{1+ [~winm WV Fo(T)}
N=1
Prenant la transformation inverse de Laplace

Fo(T) = / e PTF(0,p)dp = la somme de résidude e PT F(0, p)a sous les poles
0

alors
>[R[ e TR
N=1 0
0 o0 1 1 N
Y [Terrd | | a
Nz_:l 0 p [p(p +iA)
© 1S —w? (k) } N
— pT nm -1 dp
/0 p NZ_IO { [p(p +iA)
on suppose
A — ’er.
NZ::O [p(p +1iA)
(=2
|:_w31m(k"):|N 1 <P<p+m)>
A o _ _w%'m(k)
pp+id) 1 p(p+iA)
si la condition ’%’ < 1 est verifiée donc
MO
lim 1 (p(p—H’A) ) _ 1
N—o0 1 _ _w%m(k) o 1 _ _w%m(k)
p(p+iA) p(p+iA)
lim Ay— oo p(p +ia

p(p +iA) + wp,, (k)

3 —w? N Ooe_T~ = Ooe_T (p+i4 71
2 [ (k)] /0 T FOpdp = /0 ’ <p(p+z'A)+w%m(k:) p> dp

o 1A 1
- [ rlem )
/0 plp+id) +w2, (k) p) 7

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)
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calcule de [;° e ?T (%) dp:

on a

/ et Pty n 7 dp (5.53)
0 p(p+iA) + w2, (k) (p+iA) + w2, (k)
5 L iA
0 <p+i§>2+<( <Aj>+w%m<k>) <p+i§>2+<( X +w%m<k>)
posons que
VA T 402, (k) = 0 (5.54)
il vient

/Ooe”T< S >dp:/ooepT Pty
0 (p+iA) + w2, (k) 0 (p+ D)2 4 9

en utilisant les formule suivant

e Psin(az) = / e_px+d
0 (p+b)

p+b)2+a? P
e " cos(ax) = /00 e*pxpiwdp
0 (p+b)% +a?
alors
e (Giaio)
0 (p+%)2+ 5
= % cos(%T)
et

La transformation inverse donne

iA
2 2) dp  (5.55)
(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)
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i Oé e sz k "
Ku(ayp,a;T) = o5 ([(m=—n)=1]w— QTZ NE Y (g Hei?)
A :
X <COS(Q1T) + o sm(QlT)> (5.60)
1
avec

Les autre éléments de transition s’obtiennement de la méme maniére.

-Pour le propagateur K3 (ay, a;, T)on va jusq’a l'ordre 2N. On a de méme

1 N+1
£,(F(0,T) = |————— 5.62
JAFO.T) = |t (5.62)
1
£,(F1(0,T)) = ——— 5.63
P( 1( )) (p—i—ZA) ( )
avec
. . . (o oo k:—l—n o (Oz*ef%(w+wo)Tai)k
Kip(a,T) = (—ig)e 3ol +leil) ' O)Tzk+n—m| ai) ’ k!
< {F1(0,T) + [~wi,, (k)Y Fo(T)} (5.64)
Prenant la transformation inverse de Laplace qui nous donne
00 _ 1 o0 ~
F1(0,T) + [—w?,, (k)N Fo(T :/ T [0, / —PTE(0,p)d 5.65
1(0,T) + [~wy,n (k)] Fo(T) o c 1( p)+p(p+m) o (0, p)dp (5.65)

alors

N
R0.7) + [ BV R(T) =~ [ pTZ([ i) )dp (5.66)

et
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o0 1
Fi(0,T —2kNFT:/PT d
1( )+[ wnm( )] 0( ) 0 € p(p—l—ZA)—l—W%m(k) P
o 1
= / epr 2dp
0 1
w+ 3+ (/&) + i)
— / - e Pt L ~dp (5.67)
A Db
Q
2 [ &
= A e T .2 de
i Jo (p+5)2+ 3
o
_iar [ sin(35+T)
- ’ 2 ( & >
2
il vient
Kis(ap 00 T) = (—ig)e—barl +oul®) & ((lm=n)—1)- mTzL”)
£ k+n—m!
I (a* 6—2(w+wo)Ta )k sin(&T)
(a7) 7 o (5.68)
2
-Pour le propagateur Koi(of, o, T)on a
1 N+1
£,(F(0,T)) = | ——— 5.69
WFO.) =[] (5.69)
Prenant la transformation inverse de Laplace qui nous donne
F(0.7) + W R(T) = [ RO+ [ e TEOp)dp (5.70)
0 0
alors
1 —wZ (k)]
F1(0, T —QkNFT:/ e PT d 5.71
1(07 )+[ wnm( )] 0( ) p(p—ZA Z p+zA p ( )
on aura
Kn(a,T) = (ig) / D ST AL g i)
2% - 0 1k:0k+n—m!
e [(1mm=nw—0 (5% ! 2 (5.72)

| [958
k! .

-pour le propagateur Koo (ovs, o, T)
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Aprés un calcule analogue de Ki1(ay,a;,7T) on trouve
1 1 N
£y(Fo(T)) = - | ———— 5.73
W) = |t (5.73)
En inversant la transformée de Laplace on aura
i QIT afe —wT’ k 1 2 .12
e W S
QQ ZA . QQT
—T)— — 74
><<cos(2 ) QQS n(— 5 )) (5.74)
avec
(A + 4w, (k) = Qo (5.75)
5.1.3 inversion de population atomique
Définissons la probabilités de transition par
Pralty) = /d o | Kya(ays b ais )2 (5.76)
avec
Kos(apitrapt;) = (r|Kes(ayp;tyagt)| s) (5.77)
pour Kii(ayf,o;,T) on a
1
Py (T) = m/d2a|K11(af;ai;T)\2 (5.78)
donc
1 2 ) (Od*eiiWTOéi)kl (a e_ina’f‘)]Q
Pu(T) = — [ dae(lasl +lail) / ! i
n@ = 5 | doo 2 k! k!
k1,ka=0
Q AN Q Q AN Q
(cos( 2y 4 ;—1 i (1T)> <cos(21T) — ZQT sin(le)) (5.79)
De sorte que
Q A Q
0 = \/A2 + 4wy, m (k1) pour le terme <cos(21T) + = sin(lT)) (5.80)
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Q A Q
QO = \/AZ + 4wy, 1 (k2) pour le terme (COS(lT 2 gin(2L >

Utilisons la propriété (5.11) on trouve

2
Pll(T) — \on| )Z < Ql T) 4 328 H(Ql T)2)
1 —cos(W/T A2 Q
—(Jei]? )Z < 2( 17 + cos(WT) + Q2 sin( 1T)2>
[e%) a’L AQ Q1 2
PL(T) = e | )Z ' (cos T+ ( QQ> sin(— 5 T) >
-pour Kia(ag;a;7T) on a
1 2 2
Pll(T) = Tm d (6% |K11(af;ai;T)|
2 0o * —iwT . k1
= 9 [ el o) (ks )t (@Fe™ )
Pry(T) 2m./d z:: - P
in(&T e iwT %2 in(2Lr
<sm<9? >> > k(kg +n)! '(a;)nmwek o) (sm(ﬂf >>
7 k2 ( 2 + n — m). 2. 7
Q1 72
_ o) a2 ) G
€ Z k:+n— (alaz) [wn,m(k)] (%)2

En tenant compte que

on trouve

00 12(k+n—m) A 0O
Pio(T) = e (ail®) |l . 2ol my2
12(T) =€ kzo(k:+n—m)! 02 sin 2 )
-pour Kai(ag;a4;T) on a
P (T)l/cﬂau( (g @i T)|
2a1(l) = 5— 1oy o

alors

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)
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2 o) ' (a*efina,)k
_ 9 2 —(|a |2+|a¢\2) *\n—m (kl +TL) f v
Por(T) = =— [ d f
21(T) 2m'/ e (a7) kz (k1 + 1 —m)! k!
sin(3-7) i (k2 4+ n)! (a%)" m (ageTai)k2 [sin(PT)
% P O(k:g—i-n— m)! ko! %
oty = (ad) o sin(RT)?
= ¢ (el )Z o [an(k>] Q? - (5.88)
part (%)
alors
00 2k 2
_ ey N el AT L
Py(T)=e kZ:O (1 0 sin(-T) (5.89)
-pourKos(af; a3 T) on a
1
Po(T) = 5 /d o |Ka(ag; ai T)| (5.90)
g)
1 9 o (a*e_iWTai)kl (a efinOﬁ)kQ
Poo(T) = — [ d®aeUos| +lai) f ! i
22(T) 27m'/ e k;g ! k!
1,R2=—
QQ 1A . QQ QQ 1A . QQ
<cos( T)+ o sin(— T)> <COS(2T) o 81n(2T)> (5.91)
Avec la méme méthode on trouve la résultats suivante
Y O(Z AQ Q]_ 2
Poy(T) = e | )Z i (cos ) T) + ( QQ> sin(— 5 T) > (5.92)

En supposant qu’au moment mltlal, I’atome est dans son état fondamental, 'inversion de la po-

pulation atomique est définie comme

Wi(T) = Pii(T) — Pi2(T)

Alors o ,
_—(aip) N (@)™ 247 O
Wi(T) =e > | cos(nT) + 0 sin(=-T)

k=0
Mais si I'atome est dans ’états excité,on a

Wo(T) = Por(T') — Poa(T)
Donc

—(lai O&L 2A2 . QQ 2
Wo(T) o (ladf® )Z <cos QT + Q—gsm(7T) )

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)
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0.0 1

-1.0 +————————

al

IN

w

)

=

o

-4

N

w

IN
_|U'I

F1G. 5.1 — Population inverse W1 (7T') = y dans le cas résonnant . Ici a; = 10

Cas particulier

Dans le cas résonnant n = 1,m =0,A=0on a

(i

Wi (T) = o~ (lail?) Z ]::)'% (cos(41)) (5.97)
k=0 '

W1(T) est donné par la figure (5.1)

dans le cas non résonnant n =1,m =0,A %0 on a

C(ei) o (@)
Wi(T)=e > L (cos(uT)) (5.98)
k=0

Q1 (k) = V/ag2k (k — 1)

dans ce cas W1 (T') est donné par la figure (5.2)
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F1G. 5.2 — Population inverse W1(7T') = y dans le cas non- résonnant . Ici oy; = 10

5.2 Cas composé

Dans ce paragraphe, nous voulons traiter le cas ou

Cin(t) = €_iQm’nt6m,m6n7h + e_qu’pt(Sq,m&pﬁ (5.99)
Ce qui veut dire
F(a,at,t) = e ®mntgtmgn 4 e=iantytagp
= e Mhlgtmgn 4 =ity tagp (5.100)

5.2.1 Intégration sur les variables complexes

Les éléments du propagateur sont donnés dans ce cas par

o0 T s1 s2 S2N -1
Kll(af,ai,T) = K+(ozf,ozi,T)+Z(—ig)2N/ d81/ d82/ d83../ dson
e 0 0 0 0

X / dald,al ....... a2 ,a2NK+(ozf,oz1,T— s1)
211 27
F(al,sl)Kf(al,ag,sl — SQ)F*(OQ,SQ) (5.101)

X.o.. [™* (o, 52N ) K (0o, i, S2v — 0)

avec
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» / daydo] dagdaz dongdozzN
= g —omi
k1
(Otf()tl) 1 i
X Z ALV | (Jas|*+laal?) o~ wk1(T—s1) o[ 5 (Wtwo) (T—s1)] (5.102)
k1,k2..
kz 0
Q 0 * (()[{()42)k2 1 2 2
(e—z 1sla*1<ma111+6—1 281a2pag) ol 6—5(\041| +az|%)
e—zwkz(sl 52) ——(w wO)(Sl_Sz)](eiglsQOzgna*n+CZQ2820412704;q)....
ki
Koo (emlsmagnNa;?\/ + emzsmagNo‘;?V) (OQ]Z.OICZ)
;!
o~ 3 (lazn | Hail?) ,—iwki(san —0) ,— & (w+wo) (s2v+1—0) (5.103)
Suivant la propriété(5.11) on trouve
—iwT
_i (a2 ( e O‘i)
Kll(Oéf,Oéi,T) — e swtwo)T | 3 (o | el )T
0 T T
k 1 k
1+ Z(_ig)2N / dSl( _]:'n) eszlsl +/ dSl( —l:'p) —ilAgs1
N=1 0 ' 0 '
s1 k ! . S1 k | .
(/ d527( +n) elAlSZ—l—/ d827( + ) iA252 (5.104)
0 (k+mn—m)! 0 (k+p—q)
SoN_2 E+n) S2N -2 k+p) .
. (/0 dS2N71( o )6 iAsaN_1 +/0 d52N71( k!p) e ZASQN—I)

AN (k+n)! i /SQN_1 (k+p)! ia ) }
d o\ s iAsaN + d N T LUA289N
(/0 SZN(k—n—Fm)!e 0 S2N(k+p-¢])!e

et avec

p—q = n—m
wn—m)—wo+N = A (5.105)
wp—¢q)—wo+2 = Ay

Les autres éléments se calculent de la méme maniére

-pour Kio(ag, a;,T)
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T x
. darda
Kio(ag, a;,T) = {(—29)/ d31/21ﬂ_i1K+<C¥f,@i,T—$1)
0

Fl(oq, s1)K™ (af,a1,51 — 0)

+Z 2N+1/ dsl/ d32/ dss...... / dsaN+1

/daldal dagny1dagy KH(
omi 211

ap,oq, T — s1) (5.106)
Fi(aq,s1)K (a1, 09,81 — $2)

Fy (g, 52) KT (o, a3, 52 — 83) F3(3, 53).....

X.oo. X Fyn(oon, son) K (aon, cany1, s2n — San+1)

Fonii(oont1, sav+1) K™ (aant1, a4, San41 — 0)

ou bien

. k
(a}e—szai)

Klz(af,ai’T) = {( Zg/ dslze 2(|04f| +|az| ( ) o

k + TL 71A131 + (k +p) e*lAQSl
k:+nfm' (k+p—2q)!

(Ftm
{1+§: —ig 2N/ dsz/ dss... / dsan1 (5.10
<

(k—l—n ZA152 1 (k —i—p)) 6iA282> ((k+n)!e—iA183 + (k +p)!e—iA283> .

ktn—m® (k+p—q)! k! k!
k + n) eiAlsgN + (k + p)' eiAQSgN (k + n)' e—iA182N+1 _|_ (k + p)' e—iA252N+1
kE+n—m! (k+p—2q)! k! k!

-pour Ky (af, o, T)on a
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T *
. dodat
Kn(apanT) = {(~ig) / ds) / 2 K (a0 T~ 51)

Fl(al, s1)K+ (af, 1,81 —0)

+Z 2N+1/ dsl/ d32/ dss...... / dsaN+1

/daldal da2N+1da2N+1 K-
2w 271

(af,0q,T — s1) (5.108)
Fy(a1,s1) KT (o1, 2,51 — s2)

Fy(ag, s2) K™ (a2, a3, 52 — s3) F5 (e, s3)...

X... X Fon (oo, san) K™ (of, o, Son — San+1)

F2*N+1(042N+17 52N+1)K+(012N+1, Oy SON+1 — 0)

Ou bien la forme suivante

k
T [e'¢) . ) ) . (afefsz z)
Kn(ag.a ) = (~ig) [ dsyy e dlesleemitomaot gm0
0

k!
k=0
(k —+ n)' e—iAlsl—w(n—m)T + (k +p)' e—iAzsl—w(p—q)T
k+mn—m! (k+p—2q)!
{1 + ) (—ig)*N / dSQ/ dss... / dson i1 (5.109
=1
' ZAlsg _|_ (k: + p) 6iA282 (k + n)' e—iAlsg; (k + p)' e—iA283
k! (k+n—m) (k+p—20q)!
k + n 1A182N + (k + p)! eiA252N (k + n)! e*iA152N+l + (k + p)! e*iA2S2N+1 \
k! (k+n—m)! (k+p—q)!

-Pour Koy (ay,;,T) on a

T S1 S1 S2N -1
KQQ(O{f, oy, T) = K~ (af, o, T) + (z'g)2N dsq dso dss...... / dsaon
0 0 0 0
% / dalda’l‘ deQNdazN
g i
XK~ (af,a1,T —s1)F* (o1, 51) K+(af, Q1,81 — S2) (5.110)

F (g, 82) K*(af, a1,89 — Sg)F* (ag, s3) KJF(Oéf, Q1,83 — S4)...

X K_(Ozf,al,SQN_l — 82]\7) F(agN,SQN) K+(af,a1,32N — 0)
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Ou bien le résultat suivant

k
* —iwwT
i 2 Q€ Q;
K22(Oéf,ozi,T) = e_i(w“'wo)Te[—%(‘af‘ +Oéi|2)(f')
Z . 2N (k+n)! A (k+n)! in.
{H =) </0 dsi— e | ds e (5.111)

5 (k+n)l A /81 (k+p)!  _ia )
d K3 152_;’_ d 100282
/0 2+ m—n)© 0 hrq_p)©

S2N -2 k [ SaN—2 k |
.. </ ds2N_1(—i_k'TL>€ZA82N—1 + / dS2N_1(—]:'Ij)e7,A82N_1>
0 : 0 :

S2N—1 (k + n)] A /S2N1 (k + p)! N
d 1A182N d 1A282N
</0 B A S (R I
5.2.2 Intégration sur le temps

Si A1 # As lintégration sur le temps par la technique de Laplace devient pratiquement infaisable

puisque sa recurrence n’est plus évidente. Pour avancer dans les calculs, nous supposons que

A=Ay (5.112)

sans oublier que les intégrations complexes ont imposé une selection sur les puissances comme suit

n—m=p—gq (5.113)

Alors les éléments du propagateur s’écrivent sous les formes suivantes

-Pour Ki1(ay, o, T)on a

k
Kii(af,a;,T) = 6é(w+wo)T6[_;(|af‘2+ai|2)WI:T%)
{1 e 3o ([ an e s [T (i)
N=1
(/051 d32(k(f+n' ,A152+/ o B2 k+p) 2N 1A282> (5.114)
(/OSW? dSZNl(lH];!n)!e_iAsgwl +/082N 2d82N—1(k Z'p) _ZAsle)

N (k+n)!  ia N (k+p)! ia
d R ST AP 7AN -1 Y \\s d _ N PP tAA2SoN
(/0 S2N(kz—n+m)!e +/o S2N(k+P—Q)!e
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alors Ky1(ayf, a;,T) devient

k
* —iwT
; 9 a’e (o %
Ki(ap,a;,T) = 6—2(w+wo)Te—§(\af!+ai|2)(fk!>
2 o (k) (E+p)\Y (k+n)+ (k+p)\ Y
- 11
{HNZl( ) ( ! (k+n—m) (5.115)

T - s1 A S1 A S2N—1 A
/ dsie™" 81/ dsoe’ 82/ dsze™" 53.../ dsony1e' 752N
0 0 0 0

posons

9 ((k+n)  (E+p)! (k+n)! (k+p)! 9
= 5.116
[g ( oot Tw Ftn—ml  (k+p—q) Wnp (5.116)
En tenant compte de
p—gq=n-—m (5.117)
alors
2
2(B+m)!+(k+p))° | _ o
[ T el (5.118)
Le propagateur Kii(ay,a;,T) prend la forme
k
* —iwT
; ) a’e o
Kii(ayp,04,T) = e~ s @two)T =g (|as[ Haul”) ( : k! )
N T ) S1 )
{1 + (—w%m) / ds e A / dsyets2.. (5.119)
0 0

SoN_2 A S2N -1 iA
X / dson_1e %N -1 / dsgne' 52N
0 0

De méme on trouve les autres éléments
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o0
2 i
Kuslag,0T) = {(=ig) Y e 2(nslHialemserenl (qpymm
k=0

—iw oy b
OF k!T ) ((k 272!;_(!;;19)!) (5.120)

/ dsle_msl + Z (—w%p) / dsle_lAsl/ dSQe’Asz/ d33e_ZAs3
0 N1 0 0 0

T )
Kzl(af,ai,T) _ (_ig)eé(|af|2+|ai|2)/ dsleiAsle—%(w—wo)T—iw(n—m)T
0

i ( (k +n)! + (k + p)! > (g™ (a}e_MTO‘i)k

" (ktn—m) k!

T ) S1 ) S1 )
1+ ( / dslelAsl/ dSQGZAS2/ ds3e'™3 (5.121)
0 0 0

k
—wT
i 1 2 12 (O{fe w a@)
KQQ(O{f,aZ"T) = e 2(w+w0)T€ 2(|ch| + |y )T

o0 T ) S1 )

{1+ > (—w?nq)N/ dsle’Asl/ dspe™ 852 (5.122)
N=1 0 0
2

SoN— . S2N -1 .
/ d82N7161A82N_1 / dS2N671A52N
0 0

Avec

= w? (5.123)

mq

o (k4+m)! + (k+q)!)?
k' (k+m—n)!

Nous remarquons que l'intégration sur le temps dans cette partie est équivalent a celle de (5.1.2) du
cas simple; c’est a dire le calcul par la méthode de Laplace déja appliquée, il suffit de retrouver les
résultats.

Comme d’habitude nous écrirons notre résultas sous la forme d’un produit de convolution qui

s’arrange comme
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Lp(Fo(T)) = Lprin(Fo(T)) (5.124)

Lp(Fo(T)) = Lptia </0Td31€iAle1(31>)

En utilisants alors la théoréme de convolution on aura

Lp(Fo(T)) = }17£p+zAF1(51) (5.125)

avec

T ) S1 ) EP) )
Fy(T) = / ds e 1A% / dsgeAs2 / dsze™ A% . (5.126)
0 0 0

SaN-—2 A SaN -1 A SaN ‘A
></ dson_1e”" sQNl/ dsone’ SZN/ dsgne o2+
0 0 0

En tenant compte du fait que la transformation de Laplace de Fy(T") est

1 1 N

L, (Fo(T = - |— A lordre 2N — 1
p(Fo(D)) p [p(]H-zA)]

1 :|N+1

Lp(Fo(T)) = L a lordre 2NV (5.127)

p+iA)
Puis prenons l'inverse de la transformée de Laplace pour obtenir les résulats suivants

-Pour Ki1(ay, o, T) on trouve

; a e sz k 1
(a0, T) = o3 ([(m=—n)—1Jw— QTZ Ay A A (s [P +lail?) (5.128)
Q JA Q
<Cos( 3T) + 1973 sm(;T)>
avec
Qo = /(A + 4w, (k) (5.129)
-Pour Ky2(af, o, T) on trouve
k
) L 9 o (afefmTa>
Kiao(ag,a;, T) = {(—ig)ze_§(‘af‘ Heil?) o & ([(m—n)—1Jw—Q)T (ai)"*mT

k=0

oS A-m—n)w—0 <(k +n)t+ (k +p)!) (Sin(%sT)> (5.130)

(k+n—m)! L
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-Pour Ko (ay,a;,T) on trouve

k
00 1 T <af6—uuT )
K21(af,oéi,T) = {(—29)2675 |O¢f| +|O¢~L| ) (w wo) ( f)n—m AN A

k!
k=0
sin(2
() () o

-Pour Kos(ay,a;,T) on trouve

. ae—sz k
Ronlogsan) = el s st CTCEOl et o

\ =

<COS(Q4 T) + ZQA4 sm(%T))

Avec

Q= /(A + w2, (k) (5.133)

5.2.3 Inversion de population atomique

Par un calcul identique de section (5.2.3) et en utilisant la propriété (5.11) on trouve les probabilités

de chaque élément de transition .

-Pour Kyq(ay; ;T )on a

1
Pu(T) = m/d2alK11(af;ai;T)\2 (5.134)

Alors

2
P(T)=e" (Josl? )Z o)* (cos (QsT) + (1 + 32) Sin(Q;’T)2>
! 3

-Pour Kia(ay;04;T) on a

1
Piy(T) = 2m/d a|Kis(as;ai; T (5.135)
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o] ' ' a*efinai k1
Pal) = o [ dtaen o in gy 37 (Uit (bt (e 2 0

) = (k1 +n—m)! k!
% i ((kQ +n)! + (k2 +p)!> (0)™™ (apeiTar)k Sin(%T)
L Pt (k+n—m)! ko! L
~e N~ (@)t amemy ey SRGET)T )
€ Z (k +n— m)] (alal) [wn,p(k)] (%)2 (5 36)
k=0 5
On trouve
%) 12(k+n—m) 0O A2
12(T) =e kzo(k:Jrn—m)!sm( 5 T) @ (5.137)

Pour Ky (ay;a4;7T) on a

1
Py (T) = zm,/d204|K21(0zf;ai;T)|2 (5.138)
I1 vient
[e's] 2k 2
) O A%\ Q3
Py (T) =e ;0 (1 o2 sin(>T) (5.139)
-PourKas(ayf; a3 T) on a
1
PQQ(T) = Tm /d20z ’KQQ(Off;ai;T)‘Q (5140)

Par un calcule direct on obtient

Py (T) = e (el®) > o)™ cos(QT) + 1+ A sin(&T)Q (5.141)
> i ! 02 2 ‘

L’inversion de population atomique est définie comme

Wh(T) = Pii(T) — P12(T) (5.142)
Et donc
; i)k 202 Q)
Wi(T) = e~ (el (ozk)' <cos(QgT) + o Sin(;T)2> (5.143)
: 3

Si I’atome est dans ’états excité

Wa(T) = Py (T) — Pas(T) (5.144)
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alors
—(Jei|? (cvi)? 20% Qo
Wo(T) = —e (|l )kzo o <cos(Q4T) + Q—Zan(?T) (5.145)
Cas particulier
Dans le cas résonnant n =1, p=1,m =0,¢g=0,A=0o0n a
—(|evi|? G (ai)2k
Wy(T) = e~y 1 (cos(QsT) (5.146)
k=0
2¢2
Qs3(k) =
3(k) (k n 1)
W1(T) est donné par la figure (5.3)
Dans le cas non résonnant n =2,p=2,m=0,¢q=0,A#0 on a
(i) 3 (00)*
Wi(T) =e > o (cos(2s7) (5.147)

_ 29
k) = J AT DR

Wi (T) est donné par la figure (5.4)
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0.6
0.4

0.2t

F1c. 5.3 — Population inverse W1 (T') = y dans le cas résonnant. Ici a; = 10

F1G. 5.4 — Population inverse W1 (T) = y dans le cas non- résonnant. Ici o; = 10



