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| Descriptions de la Mécanique des Milieux Continus I

Domaine d'étude

L'objectif de ce cours est de présenter (hélas succinctement) la mécanique des milieux continus. Nous
allons trouver dans ce cours l'application du principe fondamental de la mécanique a tous types de domaines
matériels. En particulier nous pourrons nous intéresser aussi bien a des domaines ayant des comportements
de corps solide ou des comportements de fluide (liquide ou gaz). La généralité de ce cours apparait ainsi
évidente.

TA °C
60 -
Compressfon isotherme Il est a noter que la distinction
500 entre ces différents états de la matiére
S Chaufferent n'est pas évidente. Ainsi comment ne pas
1% Point critique Sobare s'interroger devant le phénoméne de
Délente / K \ changement d'état liquide-vapeur-liquide
30 tsentiopiqueT 7 \ pour un cycle englobant dans le
/ Vapeur diagramme Température - Entropie le
200-Liguid 1 v point K sommet de la courbe d'ébullition.
de 4[,1A1'/ﬂ;p
100 4
0 N
0 1 2 3 4 5 6 7 8 WK kg

Le dictionnaire ne nous aide pas particulierement dans notre démarche de distinction. Ainsi « Le Petit
Larousse » donne les définitions suivantes :

*Fluide Se dit des corps (gaz et liquides) qui n'ayant pas de forme propre, sont déformables
sans effort.

*Gaz Tout fluide aériforme (qui a les propriétés physiques de l'air (fluide gazeux qui forme
'atmosphere)). Un des trois états de la matiére, caractérisé par la compressibilité et I'expansibilité.

*Liquide Qui coule ou qui tend a couler. Se dit d'un état de la matiere présenté par les corps
n'ayant pas de forme propre, mais dont le volume est invariable.
*Solide Qui a une forme propre.

Comment avec ces définitions trouver la frontiere entre un solide plus ou moins mou et un liquide
plus ou moins visqueux? Le sable est-il un solide ou un fluide? Certaines peintures ont un comportement de
solide mais apres brassage deviennent fluides. Le verre est un solide a notre échelle de temps, mais avec les
siecles, on constate que c'est un liquide a tres forte viscosité. Le yaourt peut étre considéré comme un fluide a
mémoire. Et encore nous ne dirons rien des Alliages 8 Mémoire de Forme (AMF).
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Comme on peut le constater, la détermination n'est pas simple et peut étre fonction de nombreux
paramétres (Pression, Température, Temps ...). En conséquence, on peut considérer que la démarche du
mécanicien qui consiste a regrouper dans un seul enseignement 1'étude mécanique de ces différents états de
la matiére est 1égitime, mais quelle risque de se heurter a de nombreuses difficultés. L'étude de ces différents
comportements est appelée la Rhéologie.

Pour mener a bien une étude de mécanique, la notion de référentiel est essentielle. D'une part, afin de
connaitre les évolutions cinématiques d'un domaine matériel on devra lui associer un référentiel, et d'autre
part le Principe Fondamental de la Mécanique s'appuie sur l'existence d'un repére privilégié appelé "Repére
Galiléen".

Un repére est défini par la donnée d'une base vectorielle associée a une origine. Il est a noter qu'en
aucun cas il n'est fait l'obligation d'une base orthonormée. Bien évidement, pour des questions de
simplifications, nous essaierons toujours d'employer de telle base, mais nous pourrons aussi constater que
suite aux déformations imposées a notre domaine, nous ne pourrons pas constamment conserver cette notion
d'orthogonalité. Le mécanicien est ainsi tout naturellement guidé vers l'utilisation des notations tensorielles.
A ce suyjet, il est a noter que l'algébre et l'analyse tensorielle professées en mathématique sont des
enseignements directement issus de notions mécaniciennes. Le mot tenseur ne provient-il pas du mot tension
? Ainsi on peut constater ce que la science mécanicienne a apporté a la connaissance des autres sciences.
Cette remarque peut aussi bien s'adapter aux méthodes de résolutions numériques fortement issues de la
méthode des éléments finis.

Hypothése de continuité

Nous allons orienter notre étude sur des domaines matériels continus subissant des transformations
continues. Dans cette simple phrase on peut constater I'importance de I'hypothése de continuité. De nouveau
le Petit Larousse ne nous est que d'un faible secours (Continu : non divisé dans son étendue, non interrompu
dans sa durée).

Continuité du domaine matériel étudié.

Pour le physicien, la continuité du domaine sera traduite mathématiquement par le fait que les
fonctions caractéristiques du domaine sont des fonctions continues au sens mathématique du terme. Ainsi, si
on considere des grandeurs physiques telles que la masse volumique, la température, la pression, on doit
pouvoir les représenter par des fonctions continues. Déja, avec cette définition, on peut constater qu'il existe
des limites a notre étude. Ainsi nous ne pourrons pas étudier un milieu diphasique, de méme pour un
mélange eau-huile. Toutefois, il sera possible de mener a bien de telles études en considérant » domaines
continus. On congoit que ceci ne nous menera pas vers une simplification.

De plus il est a noter que la continuité parfaite d'un domaine matériel n'existe pas. Ainsi, sans aller a
une définition atomique de la matiere, les moyens d'investigation tels que les microscopes (électroniques ou
non) montrent clairement que la matiere est faite de juxtaposition d'éléments ne possédant pas les mémes
caractéristiques. De fait la continuité du domaine matériel ne pourra qu'étre une approximation. Suivant le
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degré de respect ou de non-respect de cette hypothése, notre étude sera plus ou moins entachée d'erreur. Il
faut noter que malgré tout, nous pourrons utiliser ce cours pour étudier des matériaux tels que le béton, le
bois ...

Heureusement, il existe actuellement un processus dit d'homogénéisation qui permet de limiter les
erreurs. Ainsi les matériaux plastiques chargés de fibre de verre pourront étre traités dans le cadre de cette
étude.

Continuité de la transformation.

Comme nous le verrons ensuite, la
transformation sera essentiellement
caractérisée par la donnée d'un
champ vectoriel appelé champ de
déplacement. L'hypothése  de
continuité de la transformation va se
traduire par le fait que les fonctions
scalaires du champ vectoriel doivent
étre des fonctions continues des
variables d'espaces et de temps. De
© nouveau nous nous trouvons devant
une limitation de notre étude. On
peut facilement constater qu'il existe
des transformations non continues.
Ainsi les problémes métallurgiques
© de dislocation, l'apparition du

phénoméne de cavitation dans les

¢coulements de domaine fluide et
les fissurations font clairement apparaitre des discontinuités de transformation. Ces cas particuliers pourront
etre traités en considérant la notion de continuité par sous-domaines.

Dislocation coin

/ Rupture en mode 1T ’_ Rupture en mode III

. Rupture en mode |
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Variables d'études

Référentiels - Répéres

L'é¢tude d'un domaine matériel impose que I'on procéde a sa description et a son repérage tout au long
de son évolution au cours du temps. La notion de référentiel doit étre développée pour préciser les
évolutions.

Le référentiel R est 1i¢ a 1'observateur. Il représente 1'ensemble des points animés du mouvement de
corps rigide de I'observateur. Pour effectuer les repérages spatiaux des points matériels dans un référentiel R
on utilise une base vectorielle associée a un point origine O. On obtient ainsi un repere R. Ce repére, animé
du mouvement de corps rigide du référentiel R permet de matérialiser ce référentiel.

Pour les besoins de I'¢tude, on peut étre amené a effectuer des changements de repére. On réalisera
ainsi la méme transformation des coordonnées spatiales sur les composantes des étres mathématiques
(vecteur, tenseur ...) utilisés pour décrire le domaine. Il est & noter que 1'on peut associer plusieurs reperes a
un méme référentiel.

Parallelement, on peut imaginer un changement d'observateur, ce qui va se traduire par un
changement de référentiel. On peut se représenter une telle transformation en associant a chacun des
référentiels un repére. Les deux repéres étant choisis de telle sorte qu'ils soient coincidant a un instant donné,
on examine leur évolution au cours du temps.

Pour fixer les idées, prenons l'exemple

d'un lopin cylindrique écrasé par une presse.
On peut penser faire des observations a
O partir du référentiel R associé au plateau "fixe"
de la presse. La notion de fixe étant prise ici
dans le sens de non-déplacement vis a vis du
référentiel terrestre Rg. Pour effectuer ces

observations, on peut soit utiliser un repere
cartésien orthonormé R (0;é,,é,,e;), soit

Contact pratiquement
sans frottement

a
)

employer pour des raisons de symétrie
cylindrique.  un  repere  cylindro-polaire
orthonormé Rp (0;é.,é,,¢.).

Contact avec
frottement élevé

Mais il est tout a fait pensable que, par exemple pour étudier le contact piece-plateau mobile, 1'on
veuille faire des observations a partir du référentiel R’ associé au plateau mobile.

Avec cet exemple, on congoit fort bien la notion d'objectivité, c'est a dire du caractere d'indépendance
vis a vis de l'observateur choisi. On parle alors de phénomene intrinseque vis a vis du changement de
référentiel. Certaines grandeurs sont objectives (déformations, contraintes, masse volumique ...), d'autre ne le
sont pas (vitesse, matrice de changement de base ...).

Enfin pour décrire la configuration d'un domaine matériel, il est possible de choisir parmi deux types
de variables.
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Description Lagrangienne

Considérons un repére orthonormé R (O;E,,E,,E,) associé a un référentiel R La cinématique
classique d'un milieu continu est construite a partir des notions :

* de temps, pouvant étre représentée par une variable réelle ¢ déterminée par deux valeurs extrémes.

* d'espace physique, pouvant étre représenté par un espace affine de dimension 3. Les points de cet
espace sont appelés "points matériels".

Dans le repére R, a un instant # =0, le point M, a des coordonnées X;,X,,X; qui définissent la

position du point matériel M. On appelle aussi ce systéme de coordonnées le systtme de coordonnées
matérielles dans la configuration de référence C,. Nous pourrons ainsi écrire :

OM =X, E+X,E,+X,E,=X E=X

Pour décrire le mouvement du domaine, il convient
donc de se donner la loi d'évolution au cours du temps
des positions de l'ensemble des particules matérielles
constituant le domaine. On obtient donc la
configuration actuelle C,. Ainsi il est nécessaire de
définir les coordonnées x,,x,,x; du point M, qui a

l'instant ¢ représente la position du point matériel M.

- — — — —
OM ,=x, E,+x, E,+x, Ey=x, E;,=X

/4«>

¢ Ei

Ce qui revient a dire qu'il faut se donner les fonctions scalaires suivantes :
x,=D;(X,.1)

Dans cette description, les variables indépendantes X, X,,X; et ¢ sont dites "variables ou coordonnées de
Lagrange".

Les fonctions @, représentent la description lagrangienne du mouvement de notre domaine par
rapport au référentiel R.

Connaissant la position a chaque instant du point matériel M il est possible de définir alors sa vitesse
et son accélération vis a vis du référentiel R.

vecteur vitesse :

dOM.
dr

v(M,t

dd. oD,
(X, ) =S (X 1),
dt(J) d(J)

Dans cette derni¢re formule, le symbole =~ représente la dérivation partielle par rapport au temps,

Dans une base cartésienne orthonormée, ses composantes sont v,=

c'est a dire la dérivation en considérant les variables de position X, indépendantes du temps.
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vecteur accélération :

dv(M,1) d*oM,
dt dr’

y\M,t)=

d* @, O*D.

Dans une base cartésienne orthonormée, ses composantes sont y,= “(X,,)=——(X,,1)

vecteur déplacement :

Souvent on préfére employer le
vecteur déplacement au lieu du vecteur position :

u(X,,0)=OM ,—OM ;=%—X
On peut alors remarquer l'égalité :

v (M, 1) t)— (pr) (XJJ)

Y (M, r)—a *(Xj,r) di *(Xj,r)

Description Eulérienne

Les hypothéses de continuité (milieu et transformation) imposent que les fonctions ®,soient des
bijections de la configuration de référence Cp) sur la configuration actuelle C;. Cette bijectivité impose
l'existence d'une relation inverse entre les variables de position de référence et les variables de position
actuelle. On a donc :

X;=y,(x ol )

On constate donc qu'il est possible de changer de variables spatiales. La description dite eulérienne
consiste a considérer les variables x,,x,,x; et ¢ comme indépendantes et a les utiliser sous forme de
"variables ou coordonnées d'Euler".

Dans la description eulérienne, on ne se préoccupe pas de savoir ce qu'il advient de chaque particule.
En fait on étudie ce qui se passe, a chaque instant, en chaque point de 1'espace.

On peut exprimer la vitesse et 1'accélération en fonction des variables d'Euler :

vecteur vitesse :

dOM 20, oD,
VM, t)= L = (X, t)=—— 1),
o avee vi=— (X 0=— = (v, (x,00.0)

vecteur accélération :

d*OM o, o,
y\M,t)= o L avec yi=7(XJ,t)=W(WJ(xk,t),t)

Pratiquement, on peut dire qu'en description lagrangienne, on suit le domaine dans son mouvement,
alors qu'en description eulérienne, on observe I'évolution du systeme en un point géométrique fixe pour
l'observateur.
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Dérivation temporelle

Souvent nous aurons a considérer les variations d'une grandeur physique, que nous noterons A, au
cours du temps. Cette grandeur peut étre une fonction scalaire, vectorielle ou tensorielle. Nous avons donc :
A=a(x,,t) pour une détermination vis a vis des variables eulériennes

A=A(X,,t) pourune détermination vis a vis des variables lagrangiennes.

On peut au niveau de cette grandeur, s'intéresser a deux types de variation.

Ainsi, si nous considérons un point géométrique de l'espace, la grandeur A étant définie en ce point,
nous pourrons exprimer les variations en utilisant la dérivée partielle par rapport au temps. On appelle
parfois cette dérivée "dérivée locale". En variables eulériennes nous pouvons écrire :

JA oA

E_(;:)

Cependant, les grandeurs utilisées sont souvent attachées a un domaine matériel (température, masse
volumique, vitesse ...). Il convient de considérer aussi la variation de ce domaine matériel au cours du temps.
Pour ce faire on utilise la dérivée totale par rapport au temps, appelée "dérivée particulaire" (du fait que c'est
une particule que 1'on suit dans son mouvement).

En représentation lagrangienne, puisque les grandeurs physiques sont repérées vis a vis de 1'élément
de matiére, il y a identification entre la dérivée particulaire et la dérivée locale :

dA dA
IR (¥, =A
dt dt ( 1> ) ( [>t)

Par contre, pour la représentation eulérienne, le calcul de la dérivée particulaire nécessite de prendre
en compte la variation du domaine délimité par des variables x; qui sont fonctions du temps :

_dA_da oA ,oa%?;
dt dt or " 0" ot

oD,

ot

oa oA ‘s . . N
D'autre part le terme I peut aussi étre interprété comme la composante de 'opérateur gradient appliqué a

la grandeur A. On peut donc écrire, sous une forme générale :

A:% (x.,t)y+grad A(x,, )V (x;,,1)

Exemple d'application : calcul de l'accélération en représentation Eulérienne.

La formule précédente donne la relation suivante :
dv _ov s>
=—=—-+grad V'V
=a o ®

Soit sous forme développée, dans un repere cartésien orthonormé :

o,
"Tat o o o
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Imaginons par exemple que l'on soit dans un véhicule automobile un vendredi soir de départ en
vacance a l'entrée du tunnel sous Fourviére de Lyon. Connaissant depuis longue date le probléeme du
bouchon, nous avons pris la précaution de ne pas partir trop tot. Toutefois a l'approche du tunnel, nous
constatons un ralentissement. Notre vitesse diminue et a bord de notre véhicule nous enregistrons une
décélération (accélération négative). Par contre déception pour le badaud qui s'amuse a regarder circuler les
voitures assis sur le bord de la route depuis une paire d'heure. En effet, comme le bouchon est en train de
sauter, la vitesse des véhicules passant en un point précis de la route est en constante augmentation. Suite a
ce phénomene d'accélération (positive), il n'y aura bient6t plus rien a voir.

La premiére accélération (la négative) est celle d'une particule que 1'on suit dans son mouvement. En
variable de Lagrange, c'est la dérivée particulaire. Pour la seconde accélération (positive), on observe le
mouvement en un point fixe de l'espace et on ne considere que les variations de vitesse dues au temps : c'est
la dérivée locale.
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Déformations d'un milieu continu

Tenseur Gradient

I convient de bien différencier la notion de déplacement de la notion de déformation. Ainsi que nous
avons déja pu le constater en faisant I'étude mécanique des solides dits indéformables, il existe des champs
vectoriels de déplacement qui ne créent aucune déformation.

Autant il est facile de définir le champ vectoriel des déplacements, autant la notion de déformation est
délicate a bien cerner. Ainsi que nous allons le voir nous ne pourrons pas parler d'une déformation, mais de
scalaire déformation, de vecteur déformation et de tenseur d'ordre 2 des déformations. Il convient donc de
bien faire attention a toutes ces entités.

Pour matérialiser la déformation, on étudie la transformation d'un vecteur "matériel", c'est a dire d'un
vecteur ayant origine et extrémité confondus avec des points matériels. Toutefois on congoit bien que 1'état
de déformation n'étant généralement pas homogeéne dans la matiére, il faille utiliser des points matériels
infiniment voisins afin de bien caractériser la déformation au voisinage d'un élément matériel.

Nous sommes ainsi amenés a considérer la transformation suivante :
dX—d3
D'autre part, nous avons les relations suivantes :
x;=0,(X,,1) X, =y, (x;,1)
Par abus de langage, et pour rester dans la tradition,

nous écrirons :
x;=x,(X,,1) X,=X,(x;,1)

Sous forme différentielle nous obtenons :
dx =S5 ay et
O"D(J

Ces relations nous permettent de mettre en évidence les composantes d'un tenseur définies par :

dx,=F,,dX, avec FI,J:&
X,
On peut donc écrire :
dé=FdX
Ce qui implique :
dX=F"'dx

Le tenseur F qui apparait est appelé "tenseur gradient" ou encore "application linéaire tangente".

Il permet de caractériser les différentes transformations.
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Les composantes de ce tenseur peuvent étre calculées a partir du champ de déplacement en
différenciant la relation suivante :
— - .
u(X,,)=OM,—OM ,=x-X
ox; ou

Onadonc: F,=—1=(, +—" F=1+ GradU d—dX=FdX—dX=GradUdX
X X,

J

Exemple dans le cas d'une déformation homogéne triaxiale

l l Les équations de la transformation sont
X2 les suivantes :
X2 x=4X,
e X3 x,=4, X,
’ X =4 X,
DA / On peut donc définir le tenseur gradient
X 1 .
Y 4 0 0
F= 0 4 0
0 0 4

(]

On a alors pour la variation d'un volume infinitésimal unitaire :
dv,=1=dv=A41,1,dv,
Cette expression est le cas particulier d'une formule plus générale :

D(x,%,,X;) —detF

dv=Jdv, avec J=
D(X,, X5, X5)

Etude tridimensionnelle des déformations

D'aprés 1'¢tude précédente, on serait tenté de croire que le tenseur F est suffisant pour représenter
I'état de déformation d'un domaine matériel. En effet il permet de bien faire apparaitre les différences entre
les deux vecteurs dX et dx. Il semble méme que la différence entre ces deux vecteurs soit a associer
directement au champ de déplacement. En effet nous avons :

dx—dX =FdX—-dX=GradUdX

On pourrait alors conclure que le tenseur gradient du champ de déplacement est le tenseur qui suffit a
caractériser les déformations d'un domaine matériel. Cette conclusion est erronée, car 1l existe des cas de
déplacement d'un domaine matériel qui respectent la notion de solides indéformables alors que le tenseur
gradient du champ de déplacement est non nul. On peut par exemple imaginer le phénomene de rotation
autour d'un axe. Il faut donc définir proprement un ¢état de déformation.

Pour caractériser les déformations d'un domaine matériel, il faut en fait considérer les variations entre
deux configurations de la distance existante initialement entre deux points matériels arbitraires. Hélas cette
notion de distance n'est pas simple a mettre en ceuvre et on préfere considérer les variations de deux vecteurs
"matériels". Mathématiquement, cela revient a examiner les variations du produit scalaire de ces deux
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vecteurs. Un produit scalaire invariant quels que soient les deux vecteurs considérés est équivalent a une
déformation nulle du milieu (pas de variation de longueur, pas de variation d'angle). On aura alors défini les

changements de formes.

Imaginons deux vecteurs "matériels" dX et dX'. Apres transformation, nous obtenons les vecteurs

dx et dx'.
_ Nous avons les relations :

dx=FdX d¥'=FdX'
Ce qui nous donne :
" dx'=(FaX ) ¥dx'
" de={dX | ¥ SFdxX'=(dx | cdx¥"
En utilisant les notations indicielles et en

omettane par abus de notation le signe de
transposition, nous obtenons :

dx.dx' =dx; dx;'=(F,; dX ;, )(FyxdX ")
dx.dx'=(F, F, )dX ,dX ")
dx.dx'=C, . dX ,dX '

La déformation locale est alors définie par le tenseur C
Cy=F,Fx=F JiTF;‘K

On a ainsi:
dx.dx'=dX CdX' avec C=F ®F

Dans cette relation C est un tenseur symétrique d'ordre deux (représentable par une matrice 3*3)
appelé tenseur des dilatations ou tenseur de Cauchy-Green droit.

C'est un tenseur lagrangien car ses deux références sont faites vis a vis de la configuration de
référence C, . Ce tenseur peut étre défini a partir du tenseur gradient du champ de déplacement :
C=F’ @ F=(1+GradU)” ® (1+Grad U)
C=I+GradU +(GradU)" +(GradU)" ® GradU

La variation de notre produit scalaire devient alors :
dr.dx'—dX dX'=dX (C-T)dX"
Soit encore :
¥ d¥'—dX dX'=dX|Grad U+(Grad U) +(Grad )’ ® Grad U |i¥"
di.d¥'-dXdX'= 2dXEdX'

Nous obtenons ainsi un nouveau tenseur :

E- % (Grad U+ (Grad 0’ +(Grad U) ® Grad U]

Ce tenseur est le tenseur des déformations de Green-Lagrange.
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C'est aussi un tenseur symétrique. On peut remarquer qu'il est identiquement nul dans un mouvement
de corps solide (C= I). Ses composantes sont :

1 1( du, Ou, Ou, du
E]J:_(FkIFkJ_é‘IJ):_ otk
2 2\, ax, &, &,

On dira que la déformation du systéme est homogeéne si le tenseur des déformations E ne dépend pas
des coordonnées spatiales de référence X,.

Remarque
De la méme fagon que l'on définit le produit scalaire dx.dx' & partir du produit scalaire dXdX', on

peut, de maniére tout a fait symétrique, définir le produit scalaire dXdX' & partir du produit scalaire
gcc?x‘ .On aura alors les relations suivantes :
dX.dX'=dxB~'d¥'’ avec B=F®F’ : Tenseur de Cauchy-Green gauche.

dx.dx'—dX .dX'= 2dx Adx'

A:%(I— B*I) Tenseur des déformations d'Euler-Almansi.

Le tenseur des déformations d'Euler-Almansi et le tenseur de Cauchy Green gauche sont des tenseurs
eulériens, symétriques.

D'autre part, il est possible de démontrer la relation suivante :
A= (F')®EQ®F"

Soit en composantes :
A=F ' F 'y Ey

Interprétation des résultats

Variation de longueur :
Prenons un vecteur "matériel" de longueur initiale dX orienté selon une direction unitaire N
au voisinage d'un point M, . Nous pouvons écrire :

dX=dX N
La transformation nous donne alors :
dx=dx ii
11 est noter que le vecteur obtenu non seulement n'a pas la méme longueur que le vecteur initial, mais
qu'en plus il ne garde pas la méme orientation.

On peut alors définir I'allongement (ou la dilatation linéaire) au point M, dans la direction N

g(MO;N dxd—;X

C'est en fait la variation relative de longueur de notre segment initial.
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A partir des tenseurs précédents, nous pouvons écrire :
d¥.d5 = dx* =dX CdX =dx* (NCN)

e(M,; NP [NCN-1=\[NI+ 2E)N -1

dX

En effet nous avons la relation :
de=(ddz ) 3=(C,ydX, dX , Vo=(NCN ) 2 dx

Ainsi, dans le cas particulier de la direction E,, on obtient :

e(M,; B )=JE,CE,-1=/C, -1=I12E, -1

De méme, on peut définir le glissement (ou la distorsion angulaire) au point M, dans les directions

initialement perpendiculaires N et M :
A

y(Mo;NM):%_(ﬁaﬁ’l)

Cette entit¢ correspond a la
variation d'un angle choisi initialement
droit. Pour la calculer, on utilise les
propriétés du produit scalaire entre deux
vecteurs, qui dans la  géométrie
euclidienne fait apparaitre le cosinus de
l'angle formé entre ces deux vecteurs. On
a ainsi :

/

D'ou :

cos(d)?,d)?')zd%d)? =siny
dxdx'

INEM ]

o - : NCM -
]/(M 0N, M ):Arc sm( TCN T[CM JArc sm( (1+£(]V) X1+€(M) )

Par exemple, pour les deux directions orthogonales E et E,, on aura :

L C 2F
7\E,,E, FArcsin| ——2— |=Arcsin =
( : 2)= {,/CH,/CZZJ £\/l+2E11\/l+2E22

Enfin, il est possible d'obtenir la dilatation volumique ou variation relative de volume :
dv—-dV
0=
dv
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Base principale

Comme le tenseur de Green Lagrange C est un tenseur symétrique, sa représentation matricielle est
symétrique dans tout repere. On a en fait affaire a une application bilinéaire symétrique. Il existe alors une

base de vecteurs (E E, E ,,,) dans laquelle la représentation matricielle de l'application est une matrice
diagonale. On dit que I'on a la base propre ou base principale.

Les vecteurs de cette base sont appelés les vecteurs propres de l'application. En mécanique, nous
parlerons plus facilement de directions principales.

Donc dans cette base, nous avons :
¢, 0 0
c{ 0 C, O
0 0 C111 (E)
Un volume ¢élémentaire construit selon ces
directions et de cotés dX,,dX,,dX,, est transformé en un
volume parallélépipedique (pas de glissement) de cotés
dx, ydx,, ,dx,,. On peut alors calculer la variation relative
de volume :

o dv—-dV
dv

On a d'autre part les relations :
dV=dX,dX,dX, et dv=dx,dx, dx,,,

Avec par exemple :

dxlz\/C_IdXI

On obtient donc :
dv= AV C[ dXI \ C[[ dX[[ Cm de: CI CII Cm av

dv=\/det(C)dV

On fait ainsi apparaitre le jacobien de la transformation :
g=
dv

Ce qui nous donne pour la variation relative de volume :
0=J-1

Tenseur des déformations linéarisé

Comme nous venons de le voir, la caractérisation de 1'état de déformation d'un domaine matériel
passe par la détermination de tenseurs plus ou moins compliqués. Quel que soit le choix fait au niveau des
tenseurs, on constate une non-linéarit¢ provenant essentiellement des termes du type
(GradU)T ®GradU =F" ®F. Cette non-linéarité de l'état de déformation par rapport au champ de
déplacement complique sérieusement les calculs.
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Cependant, dans de nombreux cas, on pourra linéariser 1'état de déformation en faisant 1'hypothése
des transformations infinitésimales. Cette hypothése, encore dénommeée hypothese des petites perturbations,
se décompose en deux idées :

* Le déplacement de chacun des points du domaine matériel est petit. On pourra ainsi
confondre 1'état actuel avec I'état de référence.
* Le tenseur gradient de déplacement ne contient que des termes négligeables devant 1'unité.

Avec ces hypotheses, les différents tenseurs déformations deviennent :
C=F" ®F =1 + (Grad U’ |®[1+Grad U |=1 {(Grad U)” +GradU  Cauchy-Green droit
:% (C-D)= % [(Grad U )" +Grad U ] Green-Lagrange
B=F® F'=[l+Grad U |81+ (Grad 0)” -1 +(Grad )"+ Grad U=C  Cauchy-Green gauche
:% (I-B™)= %[Grad U+(Grad )’ |LE Euler-Almansi

On remarque donc qu'il y a une identification entre les descriptions lagrangienne et eulérienne.

Ainsi que nous l'avons déja constaté, ce sont les tenseurs de déformation de Green-Lagrange et
d'Euler-Almansi qui, plus que les tenseurs de déformation de Cauchy-Green, représente 1'état de déformation
en un point. En effet dans un déplacement de corps solide indéformable, les tenseurs de déformation de
Green-Lagrange et d'Euler-Almansi sont nuls, alors que les tenseurs de déformation de Cauchy-Green sont
confondus avec le tenseur identité.

On convient de dire que, dans le cas de petites perturbations, I'état de déformation est représenté par

le tenseur des déformations linéaris¢ ¢ défini par :
P %[Grad U+(GradU)’ |E= A
Ce qui nous donne pour les coordonnées cartésiennes :
. 1 Fu, Ou, )1 é’uiiﬁu‘, _,
Yo, o, ) 2\ & )

Ce nouveau tenseur est en fait la partie symétrique du tenseur gradient. Pour traiter de nombreuses

applications, il peut étre fait 1'usage de la partie antisymétrique @ du tenseur gradient. Les relations sont les
suivantes :

&= % [Grad U+ (GradU)" ]
o= % [Grad U—-(GradU)" ]

GradU =§+ Z

(GradU)  =¢— o

L’emploi du tenseur des déformations & en lieu et place du tenseur de Green Lagrange E ou du
tenseur d’Euler Almansi A est une simplification importante car on obtient une linéarisation des

déformations vis & vis du champ de déplacement. En effet si I’on considére deux champs de déplacement U,

et U, , on peut écrire :
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Grad [/ILTGvLMLTbJ = iGradU_;Jr,uGradlZ
On en déduit alors la relation :
e AU+ uU; )= 220+ wel0)]

Interprétation géométrique

Avec ce qui précéde nous pouvons écrire :
dx—dX =FdX — dX = gradU dX

di—dX =edX + wdX

Supposons que dX représente, dans la configuration initiale, deux points M, et M",. Le vecteur dx
représentera alors, dans la configuration actuelle les deux points M, et M',, transformés des deux points

initiaux dans le champ de déplacement.
On a alors les relations suivantes :

dX=M,M", dx=MM",
UM, )=MM, UM )=M"',M",
MtM't_MOM'O :M'OM't _MOMt

Ce qui nous permet d’écrire :
U(M'O)zU(M0)+wd)?+gd)?

De plus, on peut montrer qu’a un tenseur antisymétrique

M, du second ordre, il est possible d’associer un vecteur de tel sorte
B que I’on puisse remplacer le produit tensoriel par un produit

cdX vectoriel :

o @ dX =d~dX
M, ondX
' Ainsi , au voisinage du point M,, le champ de
UM, UM, déplacement se présente sous la forme suivante :
M, M,

UM',)=U(M, )+ @ndX +edX

On peut reconnaitre les composantes d’un champ de déplacement de solide indéformable avec une
translation U iMO) et une rotation @AdX . Le reste représente donc la déformation du solide. C’est

pourquoi le tenseur £ est appelé tenseur de déformation.

Remarques
11 existe malheureusement des cas d'études qui ne respectent pas 1'hypothése de petites perturbations.

On trouve en particulier le non-respect de cette hypothése simplificatrice dans des opérations de mise
en forme imposant a la fois de grands déplacements et de grandes déformations. Mais on peut aussi trouver
des applications qui ne respectent pas que l'une des conditions. Ainsi, en robotique, on est souvent confronté
a des problémes de grands déplacements, mais dans chacun des éléments, on peut considérer que les
déformations sont tres faibles.
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Ces hypotheses sont d'une réelle

importance pour la simplification des calculs.

J J J J J J J J J J J J J J J J J Prenons par exemple le cas d'une poutre

' console encastrée en une section extrémité,

libre a l'autre extrémité et supportant une
charge uniformément répartie.

Déja la définition rigoureuse de la
charge pose un probleme. Cette charge
conserve-t-elle une direction constante qu'elle
que soit la déformée de la poutre (cas de
l'attraction gravitationnelle), ou bien cette
charge est-elle  suiveuse, c'est-a-dire,
conserve-t-elle une direction fixe vis a vis de
I'élément de poutre sur lequel est s'applique
(cas d'une pression) ?

S Q)

La réponse a cette question étant trouvée, si on
N veut déterminer la déformée de notre poutre en utilisant
la théorie classique des poutres, il convient de bien
réaliser que, si cette déformée est grande, on a vite affaire

a une poutre courbe. En conséquence la formule
2

classique M .=E1 sz_g/ devra étre délaissée au profit de
X

la formule suivante qui fait apparaitre le rayon de
courbure de notre poutre initialement droite :

dzy
EI 2
Mfzz—GZ: E]GZL
dx

Bien entendu les problemes d'intégration sont accrus. De plus le calcul du moment de flexion pose
tout de suite plus de difficultés. En effet suivant que I’on prenne en compte ou non la rotation des sections,
on constate qu’il y a une différence dans I’évaluation du bras de levier.

Etude des petites perturbations

A partir des hypotheéses simplificatrices, on peut s'intéresser a 1'¢tude des allongements et des
glissements au voisinage d'un point matériel.

Du fait des relations existantes entre les différents tenseurs, et en ayant remarqué que de nombreux
termes sont négligeables devant 1'unité, nous pouvons écrire :

g(M E, }115’ \CE, -1=,/C,,—1=/142E,, —1=¢,, Pour l'allongement dans la direction E,

2E,,
JIR2E, J112E,,

y(M .E,,E, }Arc sin{ ]z 2¢,,  Pour le glissement dans les directions E, et E,
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On peut donc donner une nouvelle détermination du tenseur des déformations linéarisé :

€(E') 7(E19E2) 7(E19E3)
1 2 2
J—sz 7(E1’Ez) 8(E ) 7(E25E3)
2 S 2
y(ELE;) y(E,,E,) 8(E3)
? ? ()

D’une fagon plus générale, si on considére deux vecteurs unitaires orthogonaux

Q|ﬁ||:HI;H =1; Ez.l;:O) , on peut écrire :

& dilatation linéaire dans la direction a

aa

e(M;d)=dzea

7/(M :a,b )=2 Geb=2 g,,  distorsion angulaire de I’angle droit formé entre les directions a et b

D’une maniere générale, on définira le vecteur déformation pure au point M dans la direction unitaire a par
la relation :

=

D \M;a)=e(M)a

p

On peut aussi remarquer que, du fait de la symétrie du tenseur de déformation, on a :
y(M:a,b)=2aeb=2¢,=2bza

En ce qui concerne la variation relative de volume, on obtient :

o=V _ ;o= i
dv X,

Directions principales ; déformations principales

La matrice représentant I'é¢tat de déformation linéarisé étant une matrice réelle symétrique, on peut
définir ses directions principales (vecteurs propres) et les valeurs des déformations principales (valeurs
propres). Du fait de la forte dépendance entre le tenseur des déformations de Green Lagrange et le tenseur
des déformations lin€arisé, il y a identification totale entre les vecteurs propres des matrices associées a ces
deux tenseurs.

Pour le tenseur ¢, les relations sont les suivantes :

—_—

eN,=¢,N,
Avec comme représentation dans la base principale :

e 0 0
e=0 ¢, O
0 0 ¢ (N,)

Comme le tenseur des déformations linéarisé est symétrique, si les trois déformations principales sont
différentes, il existe trois directions principales orthogonales deux a deux.
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Si deux déformations principales sont distinctes, il y a alors une direction principale associée a la
troisiéme déformation principale. Toute direction orthogonale a cette direction principale est principale. Si
les trois directions principales sont identiques, toute direction est principale. On dit alors que le tenseur est
sphérique.

La détermination des valeurs des directions principales de déformation conduit aussi a la
détermination de trois invariants scalaires du tenseur. En effet, comme pour tout tenseur du second ordre T,
le calcul des valeurs propres passe par I'annulation du polyndéme caractéristique /;(4). Ce polyndme est
obtenu par le déterminant de (T-A1).

On adonc:
P (1)=det(T- A D)=- V+T, 2’ T, A+T,,

Les termes 7;, T},,T;, représentant les invariants fondamentaux du tenseur T :
I,=trT
1
Ty= (T} -0r?)
T, =detT

Etat déviatorique :

Pour un tenseur du second ordre quelconque, il est toujours possible de le décomposer sous forme
d’une somme de deux tenseurs de tel sorte que 1’un soit sphérique et que 1’autre ait une trace nulle. Les
formules sont les suivantes :

T=S+D S=1(T)1/3=T,1/3 D=T-S

Dans le cas du tenseur de déformation, le tenseur sphérique associé change le volume sans changer la
forme alors que le tenseur déviateur change la forme a volume constant (la trace est nulle donc pas de
variation relative de volume).

o

&

[

&
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Représentations graphiques

La notion de tenseur étant relativement délicate a appréhender, on recherche souvent des solutions
plus parlantes pour représenter un état tensoriel. Il existe, pour des tenseurs de second ordre d’un espace
vectoriel de dimension trois, des représentations graphiques, soit tridemensionnelle, soit plane, qui
permettent de tirer quelques enseignements.

Imaginons que I’on connaisse un tenseur symétrique, a coefficients réels, T par ses composantes dans
la base principale :

I, 0 O
T={0 7, O
0 O T]][ (Nl )
Considérons un vecteur unitaire quelconque : n=n.N,

On peut alors calculer le vecteur obtenu dans la direction 7 :

A(i)=Tii
Dans la base principale, les composantes de ce vecteur sont :
. A, =T, n,
M:Ai N, avec A,=T,n,
Ay =T, n,
D’autre part, comme le vecteur 7 est unitaire nous avons :
2 2 2
nl2 +1122 +n32 :I:A—IZ+A—22+A—32
]} TII ]}H

Nous constatons ainsi que les composantes du vecteur A peuvent trés bien représenter les
coordonnées d’un point 4 dans ’espace des vecteurs propres. Avec I’équation précédente, on peut dire que le
lieu décrit dans I’espace des vecteurs propres est un ellipsoide, appelé ellipsoide de Lamé.

Cette premiere

’ E représentation graphique

tridimensionnelle permet de

constater que les valeurs

propres représentent les valeurs
extrémales de 1’état tensoriel.

Ainsi dans le cas du
N tenseur de déformation, la plus

! grande dilatation linéaire et la
plus petite en un point sont
données  par deux  des
déformations principales ¢,

g, ety
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Par contre cette représentation de 1’état tensoriel présente 1’inconvénient d’étre tridimensionnelle et
donc peu aisée a dessiner. Il est possible d’obtenir une représentation plane en considérant le plan formé par

les deux vecteurs 7 et Aiﬁ ). Ce plan présente généralement une intersection avec le plan orthogonal au

vecteur 7. On désigne par N la projection du vecteur A(ﬁ) sur le vecteur 7i, par T le vecteur obtenu par
projection du vecteur 7 sur son plan orthogonal.

>

t

On a, avec des notations évidentes :
N:(ﬁ.A(ﬁ))ﬁ:Nﬁ
T=inA@f)Ai=T7

avec N vecteur normal et 7 vecteur tangent, fétant le
vecteur unitaire associé.

e —

Supposons que le vecteur 7z appartienne au plan principal formé par les vecteurs (N N, H), et qu’il
présente un angle « avec la direction principale N, . On peut donc écrire :

n=cosa N,+smaN, et A(ii)=AN,+A,N,=a, ii+af

Avec les formules de changement de base, il est facile de démontrer que I’on a :
T1 ';Tu + T[ _Tu

T, -T,
a,=(T, —T,)cosasina=%sin(—2a)

2 e 2
a,=T,cos" a+T,sin" a= cos(—2a)

On constate donc que dans le plan vectoriel (ﬁ ,?), lorsque I’angle varie, 1’extrémité du vecteur A(id)

T,+T,

parcourt un cercle dont le centre a ( ;OJ pour coordonnées. Le rayon du cercle est os. Le point

extrémité décrit le cercle en sens inverse et du double de I’angle de position «. Le cercle ainsi obtenu est

appelé cercle de Mohr dans le plan principal (V,,N—,,) On congoit aisément qu’il soit ainsi possible de

construire trois cercles. La figure obtenue montre ainsi le
tricercle de Mohr de 1’état tensoriel.

A partir de la représentation de Lamé, on peut
déduire que pour une direction unitaire quelconque,
I’extrémité du vecteur A(7 ) doit se trouver a ’intérieur du
tricercle. Les valeurs propres formant le diamétre de plus
grand des cercles de Mohr sont les valeurs extrémales du

vecteur normal. Leur différence constitue la plus grande
valeur du vecteur tangent.
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Conditions de compatibilité

Ainsi que nous I’avons constaté, les différents tenseurs déformations sont issus de la donnée d’un
champ vectoriel, le champ de déplacement. Les relations permettent sans ambigiiit¢ de calculer, dans un
repere quelconque, les composantes de chacun de ces tenseurs dés lors que 1’on connait les composantes du
vecteur déplacement.

Par contre la démarche inverse n’est pas immédiate. On congoit en effet qu’il soit délicat de
« remonter » a un champ de déplacement a partir de la connaissance d’un tenseur déformation.

Nous allons raisonner sur la forme linéarisée des déformations, donc a partir du tenseur de

déformation €. Ce tenseur, symétrique est déterminé par 6 composantes. Il est clair que des relations doivent

exister entre ces six composantes si le tenseur représente un état de déformation obtenu a parti d’un champ
vectoriel ayant trois composantes.

Ces relations s’appelle les conditions de compatibilité et elles ne sont en fait que les conditions
d’intégrabilité au sens de Cauchy pour un systéme d’équations différentielles.

Dans un systeme de coordonnées cartésiennes nous avons les relations suivantes :

1 aui auj
g, =—| —+
72\ ox; oy

1(O0u, Ou,

W, =—| ———

72\ ox; o
Nous pouvons écrire :

0w, 1 0’u, u,

Ox, 2{0x;0x, oOx, 0x;

i J

1 |
ox, 2 Ox; 0x, Ox,0x, Ox;0x, Ox, 0x,

dw,; 1[0 6ui+6uk A 8uk+5u_,~
ox, 2| ox;\ox, 0x; ) ox | Ox; Ox,
0

0 u. +82uk _62uk 62%]

1

Eik _ 88/9‘

Nous venons ainsi de montrer que nous sommes capables de calculer les composantes du vecteur
gradient de @, . Toutefois nous obtiendrons effectivement un vecteur gradient si le rotationnel est nul, ¢’est

a dire si nous pouvons vérifier les relations suivantes :

0 (0w, o (0w, o- 0’ o, _82a)ij
ox,\ ox, ) ox, \ Ox Ox,0x, Ox, Ox,
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ow,
Ce sont en fait les conditions d’intégrabilité de Cauchy de la différentielle dw, =a—”dxm .
X

m
Exprimées en fonction des composantes du tenseur de déformations ces conditions nous donnent un
systeme de six équations :

azglk _ azgk/ . 62‘951 + azglj _
Ox, 0x; 0Ox;Ox; Ox, Ox, Ox; 0X,

Soit sous forme développée :
0’ g, +82 £ 5 0’ ¢g, o 0’ g, . 0 [6523 _0& _8512j:0

)’ ox, Ox, Ox, Ox, 6_xl ox, Ox, Ox,
62522+82833_2 0% &,, o 0’ ¢,, N 0 (0&y, 0s, 0&y o
ox,’ > oy, @ ox,0x, ox, | ox, ox,  ox )

X, 0x, X, OX; X, 0x, Ox,\ Ox,  Ox, X,
62533+82511_2 0’ &, 0 0 &4 +i ds,, 0&y 08, 0
o’ oxy Ox, Ox, Ox,0x, Ox;\ Ox; Ox, Ox,

On peut aussi démontrer que ces conditions de compatibilité prennent la forme intrinséque suivante :
p— = T = =
grad divis )+ (grad di v‘a D —grad ( grad tr‘a jD —-Ae=0

Donc, si ces équations sont vérifiées, il est possible de déterminer le champ de déplacement. La
méthode consiste a calculer les composantes du tenseur antisymétrique a 1’aide des différentielles totales

exactes :
doo, =220 g, | 08w 0% |y
Tooax, o, ox )

Puis de déterminer les composantes du champ de déplacement a 1’aide des trois autres différentielles
totales exactes :
du, =(5,~j taw, )dx

Le champ de déplacement ainsi obtenu est défini & un champ de déplacement de solide indéformable

J
pres.

En application, nous proposons au lecteur de définir le champ de déplacement qui crée I’état de
déformation suivant :

_(vbx, ax;x, 0
e=|ax,x, vbx 0
0 0 —bx)E)
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Vitesse de déformation

Dans 1'é¢tude précédente, on s'est intéressé aux transformations du systéme entre une configuration de
référence C, et une configuration actuelle C, .

Sans se soucier du chemin de déformation suivi
lors du mouvement entre ces deux configurations, on a
¢tudié¢ la transformation sous un aspect purement
géométrique, d'un état initial vers un état final. On
congoit trés bien que cette étude puisse convenir dans
toute transformation pour laquelle 1'état de déformation
est une fonction d'état (au sens thermodynamique du
terme). Peu importe alors le chemin suivi pour passer
d'un état a l'autre.

Hélas, de plus en plus fréquemment, suite a une modélisation plus fine, suite a une meilleure
connaissance, suite a des développements de moyens de calcul, il devient nécessaire d'étudier les évolutions
du systéme suivant un chemin de déformation. Nous sommes alors amenés a faire l'étude de facon
incrémentale, c'est a dire a étudier la transformation entre deux états infiniment voisins, puis, par un
processus de type intégration, en déduire le chemin réel de déformation.

Pour caractériser les vitesses, on introduit le vecteur vitesse (M,t) que l'on peut considérer comme :
* fonction du temps et des coordonnées de référence X, (description Lagrangienne)
* fonction du temps et des coordonnées actuelles x; (description Eulérienne)

Taux de déformation lagrangien

Entre les instants ¢ et ¢ + dz, un vecteur "matériel" infinitésimal dx’ se transforme en &x*'. De la
méme maniere que, pour les déformations, nous nous sommes intéressé€s a la variation du produit scalaire,
nous allons cette fois considérer sa vitesse de variation.

La vitesse de variation du produit scalaire de deux vecteurs matériels est alors :

%(df.df%%((Fd)?)(Fd)?)):%(d)?.ccz)?'}%(d)?.d)h 24X EdX')

%(d)?.d)?’):de(. dE

=dx
dt

E(- E(s \ s
Le tenseur CZ—Z(X ,t}% (X ,t):E(X ,t) est appelé taux de déformation Lagrangien

I1 est obtenu en dérivant par rapport au temps le tenseur des déformations de Green-Lagrange. C'est donc
la vitesse d'évolution de la déformation lorsque celle-ci est mesurée a partir d'un état de référence initial.

05/10/2012 Mécanique des Milieux Continus Page 28




Arts et Méetiers ParisTech
Centre d'Enseignement et de Recherche de CLUNY

Taux de déformation eulérien

Etudions a présent la méme variation de produit scalaire mais en variables eulériennes. On a donc :
s (ot ) ) g ) 2

E dt
En utilisant la relation : d(df):d(F dX):F dX=FQF ' dx
dt dt
On obtient ;
i(dx:df):‘i FaX) e ae WX ) @b di g i O F
dt dt dt
d Y e—
E(d)?.d)'c"):dfc.((FC@F f O F )fx
%(df.d)?'):dfc.@ D)

Cette derniere relation nous permet de faire apparaitre le tenseur taux de déformation eulérien D.
II peut étre déterminé a partir du tenseur gradient des vitesses.
Nous avons en effet la relation :

. B , X g
Fy Fy 1:ﬁﬁzﬂ: .
Xy & &
Ainsi le produit F F~' défini un tenseur L qui n'est autre que le tenseur gradient des vitesses :
L=GradV

Le tenseur D représente la partie symétrique du tenseur gradient des vitesses. On peut aussi faire
apparaitre le tenseur W qui représente la partie antisymétrique.
Les relations sont les suivantes :

D(,1)= %[Grad V+(Grad /)’ ]:%(L +17)
W(E.1)= % (Grad V- (Grad 7’ ]:% (L-17)
Grad /=D +W=L(%,¢)

(Grad V)" =D-W=L(x,)]"

On montre que le tenseur W est un tenseur qui représente la vitesse de rotation de la matiere.

Remarques
1- L'égalité des produits scalaires en définition lagrangienne et eulérienne nous conduit a
la relation suivante :
d o
E(cb?.a’f):abz.(z D)dx'=dX (2 E)dX'
On peut alors en déduire la relation :

E=FT@DC§)F:%C
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Ainsi les dérivées par rapport au temps des tenseurs lagrangiens décrivant la déformation sont
directement reliées au tenseur des taux de déformation. Il n'en va pas de méme pour les tenseurs eulériens.
Par exemple pour le tenseur de Cauchy-Green gauche, on a :

B=[FOF LF@F +FOF =LOFOF +FOF OL'=LO®B+BOL

2- Si l'on considére la transformation infiniment petite entre les configurations C, et
C
lagrangienne réactualisée), le déplacement est alors :
dii(%,0)=V (X, 1)dt
Le tenseur de déformation est alors dans une forme lin€arisée :

d::=% |Grad (dii)+ (Grad (din))' ]:% [Grad(dr?)+ (Grad (i) ]dt

..ar» €0 prenant la configuration C, comme configuration de référence (on parle alors de description

de=Ddt
Ainsi, le tenseur D apparait comme le tenseur "tangent" aux déformations, a partir de la
configuration actuelle. Cette description est souvent utilisée en calcul numérique, car on réactualise souvent
la configuration de référence a chaque pas de calcul.

3- Dans le cadre des transformations infinitésimales, Grad(du) peut étre considéré
comme un infiniment petit. On a donc :

D=¢=~E
Les tenseurs des taux de déformations lagrangien et eulérien peuvent étre confondus.

Interprétation du tenseur taux de déformation

Cette interprétation est tout a fait similaire a celle des tenseurs de Cauchy-Green droit C et
des déformations de Green-Lagrange E .

Taux de dilatation linéaire

En considérant par exemple les deux vecteurs dxet dx' confondus, de longueur d/ et dans la
direction E (d)’ézab?'=dlEl ), on obtient :

2
% (d?c.dfc'%%%l)zdi(ZD)d}'ﬁD] (dI)
Ainsi, D, est le taux de dilatation linéaire (ou encore taux d'allongement ou vitesse d'extension )
11

dans la direction E,.

Taux de glissement

Nous devons cette fois prendre les deux vecteurs dxet dx' dans deux directions orthogonales.
En les supposants normés (d)?:E"l JdxX'=E, ), nous avons :

(e are0h-2,
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| Etat de contrainte dans les milieux continus I

Lois de conservation

La mécanique des milieux continus repose sur des lois ou des principes de la physique. Tout le
monde pense bien entendu immédiatement au principe fondamental de la mécanique, mais il ne faut en
aucun cas négliger les autres lois constatées. L’évolution d’un domaine matériel sera souvent 1’occasion
d’échange avec le milieu extérieur et ces échanges sont réglementés. Ainsi on congoit que les variations entre
les domaines soit assujetties aux principes de la thermodynamique. Le premier principe permet de traduire la
conservation de 1’énergie et il se présente sous la forme d’une égalité. A 1’opposé, le second principe de la
thermodynamique ne sert qu’a constater 1’impossibilité que 1’on a a réaliser certaines transformations. Il est
alors donné par une inégalité.

A ces trois lois, il faut impérativement ajouter la loi de conservation de la masse. Souvent, en
mécanique, on oublie de traduire le fait que le domaine étudié ne transforme pas sa masse dans son
mouvement. Cela provient du fait que I’enseignement traditionnel de la mécanique du solide se fait en
variables de Lagrange et que 1’on suit la particule (ou le domaine) dans son mouvement. Par contre, en
variables d’Euler, il faut bien traduire le fait qu’il n’y a pas de transformation de la masse du milieu étudié
méme si localement il peut y avoir une modification de la masse volumique.

Ainsi que nous allons le constater, ces lois peuvent s’exprimer soit sous forme globale, c’est a dire
écrites pour un domaine matériel, soit sous forme locale, c’est a dire en équation différentielle valable en
chaque point du domaine.

Avant de donner des expressions d’une loi de conservation, il convient de compléter le bagage

mathématique en précisant la notion de dérivée particulaire d’une intégrale de volume et les énoncés de deux
théorémes importants, le théoréme de la divergence et le théoréme de I’intégrale nulle.

Dérivée particulaire d’une intégrale de volume

Soit un domaine D que I’on suit dans son mouvement et considérons la variation entre deux instants

infiniment proche de ’intégrale d’un champ tensoriel volumique sur le domaine : —t.[adv
D
Cette variation est due a deux contributions, d’une part la variation propre du champ tensoriel entre

. O0a L . .
les deux instants 2 et d’autre part la variation du domaine entre les deux instants.
t

Pour calculer I’expression totale, désignons par D, le domaine a I’instant ¢ et par D,,, le domaine a

t+dt
I’instant #+df. L’instant les séparant étant infiniment petit, on peut supposer qu’ils posseédent une large
intersection commune que 1’on désignera par D, .
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Ainsi le domaine a I’instant 7 se décompose en deux sous domaines, I’intersection commune D, et la

perte de domaine D _, alors que le domaine a I’instant 7+d? se décompose en D, et le gain de domaine D, .
On peut écrire :

J = j a(t)dv= ja(r)dv+ [a@av

D, Dy

Joa= [a(+dt)dv=[a(t+deydv+ [a(t+dt)dv
D+

Dr+dr DO

On peut alors calculer la variation :
J..—-J.= j a(t +dt)dv+ j a(t+dt)dv— j a(t)dv— j a(t)dv
D+

Dy Dy, D

3., -3 = j [a(c + di)—a(r) |dv+ j a(t+dt)dv — j a(t)dv

Dy D.

Mais pour les domaines D, et D , ’accroissement et la diminution de volume sont dus au
déplacement de la surface génératrice. On peut donc écrire :
Pour D, dv=dx i ds=(V dt)ii ds
Pour D_ dv=—diiids=—(vVdt)iids

L’intervalle de temps étant infiniment court, on a alors :

oa(t) } - -
Jow=Jd,= dt |dv+ |a(t)vndtds + |a(t)vndtds
’ j[ ~ a£() IR

Jt+dt_Jt d J

adv= j@dw ja(z)vﬁds + _[a(t)fzfzds
dt dt 5 ot K s

D

Dans ces expressions, 0D, (resp. 0D ) représente la surface commune aux domaines D, et D,
(resp. D_). On peut donc en déduire la relation fondamentale suivante :

d _roa(r) .
Eiadv-fa—tdv+a_[)a(t)vnds

D

Théoréme de la divergence

Nous nous contenterons de donner, sans démonstration, un énoncé¢ de ce théoréme appelé aussi
théoréme de Green — Ostrogradski :

Le flux d’un champ tensoriel A au travers de la surface 0D enveloppant le domaine D est égal a
I’intégrale de la divergence du champ tensoriel sur le domaine :
[Adids = [divAdv
oD D
Remarques :
Dans le cas ou A représente un champ vectoriel constant, on obtient I fids=0
oD

Dans le cas ou A représente un champ scalaire f°, on obtient I fn ds=.[ grad(f)dv
oD D
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Théoréme de I’intégrale nulle

L’énoncé de ce théoréme est le suivant :

Considérons un champ vectoriel volumique @défini et continu sur un domaine D . Si quelque
soit le sous domaine D' inclus dans D, I'intégrale du champ tensoriel sur le domaine D' est nulle, alors le
champ tensoriel est identiquement nul.

J.adv:() vD' = a=0

D'

Pour la démonstration de ce théoreme, il suffit d’imaginer que le champ tensoriel n’est pas nul en un
point donné du domaine D. Du fait de la continuité, il est alors possible de définir un domaine D'
infiniment petit enveloppant le point et tel que ’intégrale du champ tensoriel ne soit pas nul, ce qui va a
I’encontre de ’hypothése de départ.

Expression générale d’une loi de conservation

On peut dire que d’une maniére générale, une loi de conservation exprime un bilan d’une grandeur
tensorielle A . On peut alors associer a cette grandeur :

La densité volumique dans le domaine considéré : a

La densité volumique produite par unité de temps dans le domaine considéré : a,

La densité surfacique associée au flux de A entrant a travers de la frontiére du domaine : a

La loi de conservation a alors comme expression générale :

dA_d adv:jav dv+ Ias ds
dt dts 0 LR

Equation qui traduit le fait que la variation de la grandeur A au cours de I’intervalle de temps dt est
¢égale a la somme de la quantité produite (algébriquement) a I’intérieur du domaine et de la quantité entrant
(algébriquement) a travers la frontiere 0D du domaine.

Exemple : Equation de continuité

Le principe de conservation de la masse postule qu’il n’y a ni apparition ni disparition de matiere. En
conséquence la variation de la masse au cours du temps est nulle :
dM
27 -0
dt
La masse peut se calculer a partir de la masse volumique :

szpdv :%Ipaﬁ:O
D D

Avec la notion de dérivée particulaire d’une intégrale de volume, on obtient :

d 0 .
Eipdv:'[[a—fd\/wLéva.n ds=0
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On peut encore utiliser le théoréme de la divergence :
d op - op P
— | pdv=|——dv+ | pv.nds= | —dv+ | div(pv)dv=0
dz£p iat J)p £ar ,{ o)

Ce qui nous donne une forme locale de I’équation de continuité avec le théoréme de I’intégrale nulle :

op . —
—+d =0
o iv(pv)

De plus nous avons les relations :

dp O0p .
——=—114v.orad
ar o &P

On obtient ainsi une autre forme locale de 1’équation de continuité :

di(pv)=pdiv(v)+v.grad p

dp -
——+pd =0
o TP )

Contraintes dans un domaine matériel

Loi fondamentale de 1a mécanique

11 existe plusieurs formulations de la loi fondamentale de la mécanique. Suivant 1'énoncé choisi, ce
qui est axiomatique dans un cas devient théoréme dans un autre cas. Toutes ces formulations (principe de
moindre action, principe des puissances virtuelles, principe fondamental de la mécanique) sont équivalentes.
Toutefois suivant l'application traitée, certaines formes peuvent €tre plus intéressantes que d'autres.

Pour notre part, nous nous contenterons de I'énoncé classique du principe fondamental de la
mécanique:

Il existe au moins un repere R o dit galiléen, et une chronologie, dite absolue, tels que, a chaque

instant et pour toute partie D d'un systetme X, la dérivée par rapport au temps du torseur cinétique galiléen
est égal au torseur des actions extérieures s'exercant sur D .

Pour pouvoir exploiter le principe fondamental de la mécanique, nous devons donc définir une
représentation des efforts appliqués par 1’extérieur au domaine D .

On peut classer ces efforts suivant deux types :
* les efforts extérieurs exercés a distance sur D . Ce sont par exemple les forces de pesanteur,
les forces d’inertie ou les forces €lectromagnétiques. Elles sont distribuées dans le volume du domaine et
représentées par une densité massique de force f(M,z).

* les efforts extérieurs exercés sur la surface délimitant le domaine D . Ce sont par exemple
les actions de contact du domaine au niveau des liaisons cinématiques ou encore les actions de pression
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exercées par le fluide enveloppant le domaine. Elles sont généralement représentées par une densité
surfacique de force g(M,t).

Vecteur contrainte

La modé¢lisation des efforts intérieurs passe par une axiomatique. Il existe en effet plusieurs modeles
employés suivant les domaines d'études. Pour notre part, nous nous contenterons de l'exploitation du postulat
de Cauchy, ce qui va nous conduire a la représentation la plus fréquente de 1'état de contrainte en un point
matériel.

Postulat de Cauchy
* Les efforts exercés sur une partie D d'un milieu continu
par le complémentaire de D dans le systéme X peuvent étre représentés par
une répartition surfacique de forces.
* Cette densité surfacique ne dépend du domaine considéré
que par la normale extérieure au domaine pour le point d'étude.

T(M.n) dS

On a donc une représentation par un vecteur du type 7' (M 7] ) appelé vecteur
contrainte en M dans la direction 7.

On peut considérer que chaque élément de matiére est en effet
soumis a des forces de liaison provenant soit d'une frontiére si celle-ci est
contigué, soit du reste du systéme.

Avec l'hypothese de densité surfacique de forces, nous pouvons dire que sur chaque surface
¢lémentaire dS autour du point M et de normale 7, les éléments du systeme X situés dans la région de
M et n'appartenant pas a la partie D exercent sur les éléments du systtme X appartenant a la partie D une

force élémentaire dF déterminée par : dF=T(M,7i)dS

Généralement, on appelle facette le plan tangent en
M au domaine étudié. La normale n défini 1'orientation de cette
facette.

On peut alors définir la contrainte normale o, comme

[ T(M7)dS

on 7T étant la projection sur la direction de la normale n du vecteur
contrainte T (M ,ﬁ).

De méme on a le vecteur contrainte tangentielle 7,

(encore appelé cission ou contrainte de cisaillement) qui
représente le vecteur contrainte projeté dans le plan de la facette.

Ona:

o, =T (M ,7i)i
7 =iAAT (M, i) =T (M ,7i )~ ii
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Une contrainte normale positive traduit localement un état de traction de la maticre. Si au contraire
elle est négative, nous avons localement un état de compression.

Remarques

1- Les composantes du vecteur contrainte sont homogeénes a une pression, c'est a dire
qu'ils ont la dimension d'une force par unité de surface.

2- Le vecteur contrainte ainsi défini est déterminé dans la configuration actuelle. Nous
avons ainsi une représentation eulérienne de ce vecteur.

3- Une autre axiomatique pourrait étre de considérer une densité de couples en plus de la
densité surfacique T (M ,ﬁ) et de la densit¢ volumique f (M ,t). Cette modélisation est souhaitable en
présence de champ magnétique €levé (accélérateur de particules).

Tenseur des contraintes

Le vecteur contrainte ne suffit pas a lui seul pour caractériser 1'état de contrainte en un point matériel.
Sa dépendance vis a vis de la direction de normale a la facette montre clairement qu'il est nécessaire
d'envisager une autre représentation pour 1'état de contrainte.

Considérons par exemple une poutre droite circulaire sollicitée en traction simple. Si on peut négliger
les actions gravitationnelles, on obtient une mod¢lisation des efforts extérieurs tres simple.

/N

E L'é¢tude de la répartition des contraintes en un point
donné M passe par la définition de plans de coupe. Pour
un plan de section droite, la répartition de contrainte
(supposée homogene) qui permet de maintenir 1'équilibre

du trongon étudié est facilement calculable.
E (M, E, ):%Ex

De méme, en faisant une coupe par un plan
méridien, on peut facilement constater que la répartition

mﬁﬁ

e des vecteurs contraintes pour une facette de normale E,
est nulle.
% L= ) =
(M, E, =0

Ainsi, en un méme point on peut avoir deux vecteurs contraintes totalement différents.

Ce qui caractérise 1'état de contrainte, c'est la relation existante entre le vecteur contrainte et la
direction de normale a la facette. Pour obtenir cette relation, il suffit de considérer I'équilibre d'un domaine

matériel de forme tétraédrique infinitésimal ayant trois faces de normales (— E . —E 5 ,—E3 )
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A

Sur chacune de ces faces, nous pouvons définir
le vecteur contrainte par ses projections dans le triedre
de base :

T(M,E, )= 0, E 0, E o, E

]:M,E2 021E1+622E2+O'23
. |h . -
/;(Mﬁ) T TM,E3

3
E,
05, E\+0,E,+0,E,

13

On utilise alors la notation suivante :

o;  premier indice i indice de normale
/

/ deuxiéme indice;  indice de projection

Avec ces notations, o, represente la contrainte normale pour une facette de normale E; alors que o,

(avec les indices différents) représente une composante tangentielle du vecteur contrainte pour la facette de
normale E, .

D'autre part nous sommes amenés a définir la quatriéme face de notre quadrilatére par les
composantes (1,,7,,n, ) de la normale 7 a la facette. Si on désigne par dS, I'aire infinitsimale de la face de

normale — E ., etpar dS l'aire de la surface de normale 7, on a la relation :
dS.=n.dS

L'équilibre de notre domaine va faire intervenir aussi bien des forces de surface (associées aux
vecteurs contraintes) que des forces de volumes (associées aux efforts extérieurs). Toutefois, ces dernicres
faisant intervenir des éléments différentiels d'ordre supérieur, on peut les négliger devant les forces de
surfaces si les dimensions de notre tétra¢dre sont infinitésimales.

L'équation d'équilibre est donc :
6:j T(M,ii)dS+ j T(M,—E,)dS + j T(M~E,)dS + | T(M,~E,)dS
N M S, S3
0~T (M ,ii)dS+T(M ~E,)dS, + T(M ,~E,)dS, + T(M ,—E,)dS,
O~(T (M, i)+ m, T (M~ E, Y+ n,T(M ~E, y+ n,T(M ;) S

Or, d'apres la définition du vecteur contrainte, on congoit relativement bien la relation suivante :
T(M ~ii)==T(M, )

On obtient donc :
T(M,7i)=n,T(M ,E, )+ n,T(M,E,)+n,T(M,E,)
Ainsi, la donnée des vecteurs contraintes dans les trois directions de base (El,EZ,E3) suffit pour
déterminer le vecteur contrainte dans une direction de facette quelconque.

En utilisant les composantes (TI,T 2,T3) du vecteur contrainte (M, i) dans la base (EI,EZ,E ), la
relation précédente se met sous la forme suivante :
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Ti=n0,+n,0,+n,0;,
T,=n,0,,+n,0,,+n,0;,

T,=n,0,,+1n,0);+1,05;

Soit en notation indicielle : I'=o;n,

On a ainsi détermine¢ les composantes o, d'un tenseur d'ordre deux o dans la base (El,Ez,E3). Ce

tenseur nous permet de calculer le vecteur contrainte en M dans la direction # grace a la relation :

T(M,ii)=oi

Ce tenseur est appelé tenseur des contraintes ou encore tenseur de Cauchy. Il est fonction
uniquement du point d'étude.

La donnée du champ tensoriel dans le domaine d'étude permet de connaitre 1'état de contrainte en tout
point de notre domaine. Bien entendu, cette répartition de contrainte n'est pas indépendante des sollicitations
exercées sur notre domaine. Les équations d'équilibre vont nous permettre de mettre en évidence cette
dépendance.

Equilibre dvnamique

Pour écrire les équations de la dynamique, il convient d'isoler un domaine matériel et de lui appliquer
le principe fondamental de la dynamique.

D'un coté de 1'égalité nous trouvons le torseur résultant des efforts extérieurs. Celui-ci est la somme
de deux torseurs :

j F(M,t)dm

SO Torseur des actions extérieures (densité massique)
j OM A f(M ,t)dm
D

j T(P,7i)dS

Torseur des actions intérieures (densité surfacique)

j OPAT(P,7i)dS
a

Le domaine d'intégration du deuxiéme torseur est cD, c'est la surface contour délimitant notre
domaine matériel D . C'est donc une surface fermée.

De l'autre coté de 1'égalité nous avons la dérivée par rapport au temps du torseur cinétique galiléen de
notre domaine

d ¢~
- £ V(M ,t/R)dm

iJ.OM/\ V(M,t1R,)dm
dr?)
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Le calcul de cette dérivée est compliqué par le fait que le domaine d'intégration est fonction du temps
en variable d'Euler.

Toutefois en variables de Lagrange nous obtenons le torseur dynamique :
j 7(M /R )dm
D

j OMAF(M,t/ R,)dm
D
Le Principe Fondamental de la Mécanique nous donne alors deux égalités vectorielles :
j 7(M,t/R,)dm= j F(M,t)dm+ j T(P,ii)dS
D D D
[OMAF(M 1 R,)dm=[OM~A f(M,t)dm~+ [ OPAT(P,7i)dS
D D D
Présenté sous cette forme, le Principe Fondamental de la Mécanique apparait bien comme une loi de

bilan.

Ainsi, dans cette égalit¢é nous nous retrouvons avec deux torseurs ayant D comme domaine
d'intégration et avec le torseur des efforts intérieurs ayant &D comme domaine d'intégration.

En utilisant le théoréeme de la divergence, il est possible de redéfinir D comme domaine d'intégration
du torseur des efforts intérieurs.

[7(Piiyds=[ oiids=[ divody
aD D D

L'équation de résultante devient alors :

[7(M .11 R )dm = divodv+ [ 7 (M, t)dm
D D D

On peut en déduire la relation suivante :

pY(M,t/R,)=divo+pf(M,?)

Avec p masse volumique du domaine matériel au point considéré.

Cette équation fondamentale est la traduction locale du principe fondamental de la mécanique. Elle
montre bien les liens entre 1'état de contrainte en un point et les sollicitations extérieures.

Il est possible d'avoir une démonstration plus "physique" de cette équation en isolant un
parallélépipede rectangle construit avec des arrétes communes avec les axes de base.

Ce domaine infinitésimal a pour longueur d'aréte dx,,dx,,dx,.
19 29 3
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A g2 ’
: Nous nous trouvons en présence des forces

suivantes :

*force de volume appliquée au centre de gravité de
pfdxl dx, dx,

notre domaine :

*force d'inertie (en mouvement relatif) appliquée

il

N

au centre de gravité du domaine :

_p]_/.(M’t/Rg )dxl dxz dx3

*forces de surface dues aux vecteurs contraintes.

Pour une facette de normale E, et de surface dx . dx, , la force associée est du type o, dx;, dx, E

Toutefois, pour cette derniére représentation, il convient de bien faire attention aux points
d'application de ces forces, la valeur des contraintes o, étant fonction des coordonnées de ces points.

La situation peut étre résumée sous forme d'un tableau :

Points M1 M»> M3 My Mj; M6
X, x,+dx, X, +dx, /2 X, +dx, /2 X, +dx, /2 X, +dx, /2
Coordonnée | J . \ 7 /2 | L, +dx, /2 X, x,+dx, Xy4dx, 12 | {x,+dx, /2
Xy +dx, /12 Xy +dxy 12 Xy +dx, /2 Xy +dxy /2 X, x;+dx,
Normale —-E, +E, -E, +E, -E, +E,
Aire dx, dx, dx, dx, dx, dx, dx, dx, dx, dx, dx, dx,
e 00, Jo
o, +—tdx 0y, + dx oy +—2Ldx
Premiére | —0(X,%,,%3) H | F = on(x,x,x3) 2 5 2 =0 (x,x,,0) ! 3 ’
composante | _ 90, dx, do, dx, | 9% | 90y, dxy _ 90y, dx, | 9oy dx,
du vecteur a, 2 + &, 2 jﬁ d2 &, 2 jﬁ d2 &, 2
contrainte _i;u% +Of)o.“% —7;21% +0”021% —7;31% +0’)0-31&
. &, 2 ’ &, 2 ? &, 2

A 1'écriture des équations d'équilibres, nous pouvons constater de nombreuses simplifications. Ainsi il

nous reste les trois équations scalaires suivantes :

s W2 2T 22

I ooy, 00, 0"0'31=0

\, 005 00, |0"0'33:

_) . .
p(fi-7) Y
Jo,, Jo,, OO

v & 12 22 | 32 )
/0( 2772) &, &, &,

0
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Nous obtenons donc sous forme indicielle 1'équation locale d'équilibre :

pY(M,t/R,)=divo+pf(M,?)

L'avantage de la présentation précédente est qu'elle permet une utilisation rapide de I'équation du
moment dynamique. On peut tout d'abord remarquer que les forces de volume et les forces d'inertie induisent
des moments d'ordre 4, négligeables vis a vis des moments associ€s aux forces de surface qui eux sont
d'ordre 3.

Dans le calcul du moment des forces de surface, seules les composantes tangentielles (cissions)
donnent ces moments d'ordre 3. Une simple équation conduit alors a la relation suivante :

Gij:Gji

Cette équation, appelée "équation de réciprocité des cissions", entraine la symétrie du tenseur des

contraintes. Ainsi, comme le tenseur des déformations &, le tenseur des contraintes o ne sera déterminé
que par 6 termes. Il suffira de se donner trois contraintes normales sur la diagonale et trois contraintes
tangentielles hors diagonale.

Propriétés du tenseur des contraintes

Changement de base

La relation 7(M, ﬁ):g'ﬁ montre que le vecteur contrainte dépend linéairement de la direction de
normale a la facette. Le tenseur des contraintes est donc une application linéaire qui fait passer de n a
T(M,i).

Si on choisit une base orthonormée (E,,E,,E,), cette application linéaire est représentée par une
matrice dont les ¢éléments sont o,. Dans une nouvelle base orthonormée (El',Ez',E3') les nouvelles

composantes du tenseur des contraintes o' seront déduites des anciennes a l'aide de la formule suivante :
—
op =0, Q/l Ou

Dans cette formule, les termes O, représentent la matrice de passage :

Ei '=Qij E j avee sz ij :jS 0 ke =5ik

Contraintes principales

Le tenseur des contraintes étant symétrique a coefficients réels, il est diagonalisable et ses valeurs
propres sont réelles.

I1 existe donc trois contraintes principales (valeurs propres) associées a trois directions principales
(vecteurs propres). Nous avons ainsi des relations du type :

T(M,E,)=0E,=c,E,

Dans la base des vecteurs propres (E,,E,,E,,), la matrice représentant 1'état des contraintes est
diagonale
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o, 0 0
o= 0 o, O
0 0 oy (Eag ’E; )
Ainsi, dans cette base, les contraintes tangentielles sont nulles.

Généralement, on décompose le tenseur des contraintes en une somme d'un tenseur sphérique o, et

d'un tenseur déviatorique o, . Le tenseur déviatorique o, est un tenseur ayant une trace nulle. La
décomposition est alors unique.

trgz 0

On a les relations : tr :):f”(?s)

i t =
65=%I

La trace du tenseur des contraintes est un invariant. A partir de cette notion, on peut définir la
pression hydrostatique :

trlic] 1 1
p== :__(01 1701033 ):__(0-1 oy +0111)
3 3 3
Le tenseur déviateur o,, est symétrique et il admet les mémes directions principales que le tenseur
des contraintes. On dit que la pression p représente la partie sphérique du tenseur des contraintes et que le

tenseur o, représente la partie "cisaillement".

Invariants

Comme pour le tenseur des déformations, I'annulation du polyndme caractéristique montre qu'il
existe des invariants scalaires.

Ceux ci sont définis par :

1=l oo
A7)

A :det(:')

soit sous forme indicielle :
l,=0,=0,+0,+oy,

1
1, :E (O-ii 0,=0,0; ):(71 Cy+0,0,,1t0 0,

[,=det (O-z/ )201 OO0y
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Les invariants du tenseur déviateur sont :

J, =tr(z):0
1

J, :%((tr(i))z _ﬂ{(z)z D=SI Sy+SySy+SyS, :_g[(O-J O )2 +(0-11 O )2 +(6111_61 )2 ]

1 :det(:):slsnsm

Cercle de Mohr

L’état de contrainte est donc représenté par un tenseur. Ainsi que nous I’avons déja vu il est possible
d’obtenir une représentation graphique plane par cercle de Mohr.

Dans le plan de cette représentation, on trace le lieu de 1’extrémité du vecteur contrainte, en fonction
de I’orientation de la normale a la facette choisie au point considéré. Si la normale appartient a un plan
principal, ce lieu est I’un des trois cercles de Mohr associés aux plans principaux. Si la normale appartient a
deux plans principaux, c’est a dire si la normale est confondue avec une direction, alors le vecteur contrainte
est situé sur I’axe de la normale, I’extrémité du vecteur étant alors confondu avec le point commun aux deux
cercles de Mohr. Enfin si la normale est quelconque dans 1’espace des vecteurs propres, 1’extrémité du
vecteur contrainte se trouve a I’intérieur du tricercle.

L’avantage de cette représentation graphique réside dans la facilité de visualisation des composantes
normales et tangentielles d’un vecteur contrainte. On vérifie aisément que la plus grande contrainte
principale est en fait la valeur maximale de la
contrainte normale en un point alors la valeur
minimale est donnée par la plus petite contrainte
principale. Pour ce qui est de la contrainte
tangentielle, la plus grande valeur est donnée par la
demi différence entre la plus grande contrainte
principale et la plus petite contrainte principale.
Elle est obtenue pour la direction de normale qui
correspond a la bissectrice du plan principal
associ¢ a la contrainte principale maximale et la
contrainte principale minimale.

Si on se donne la convention d’ordonner les
contraintes principales selon une décroissance, on a :
0,20,;20y,

(O-n )MAX = O-I (O-n )min = O-HI (Tn )MAX =

Application

Considérons une poutre droite de section circulaire sollicitée en flexion pure combinée avec de la
torsion. On désigne par Ex I’axe de la poutre (ligne des centres de gravité) et par EZ I’axe du moment de

flexion. Il est alors possible de démontrer que, dans le cadre des hypotheses de la théorie des poutres, les
tenseurs contraintes associés a ces deux sollicitations sont dans la base cylindro polaire :
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o 0 0
Pour la flexion : =0 0 0 avec 0'=M—fzy
0 0 0)(E,.E.E,) o
0 0 7
Pour la torsion : o=|0 0 0 avec T=Ml”
r 0 0|(E.E.E,) o
L’état de contrainte résultant est donc :
o 0 7
=0 0 0
r 0 0|(E.E,.E,)

A partir de ce tenseur, il est simple de représenter le tricercle de Mohr. En effet, on constate aisément
que le vecteur E,, représente une direction principale, la contrainte principale associée étant nulle. Le plan

(EX,E 9) est donc un plan principal de contraintes auquel il est possible d’associer un cercle de Mohr.

Pour la construction de ce cercle, il suffit de représenter quelques points appartenant a ce cercle, c’est
a dire de définir ’extrémité de vecteur contrainte pour quelques directions de normales appartenant au plan

principal. On peut alors choisir de représenter les vecteurs contraintes associés aux directions £ et E,. On

a:

st}

:

T'\M; o x+rEQ

r:E,)

v

4 TEX
La construction du cercle de Mohr est alors possible et elle montre que les valeurs des contraintes
principales sont :

O',=%+%\/62+4T2
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Lois de Comportement des milieux continus I

Bilan des Equations

Nous venons de décrire un probléme de mécanique sous deux angles différents. D’un coté, une
description cinématique nous a permis d’introduire les quantités tensorielles de déformation, de ’autre coté,
par une description dynamique, nous avons obtenu les quantités tensorielles de contrainte.

Toutefois, I’expérience montre qu’il est impossible de dissocier les deux approches et qu’il y a une
dépendance étroite entre ces deux descriptions. Il existe une dualité entre les notions de déplacement —
déformation et les notions de force — contrainte. A tel point qu’il est souvent impossible de distinguer la
cause de I’effet.

Prenons par exemple le cas d’une poutre console

encastrée a une extrémité et libre a son autre extrémité.

l? Plusieurs cas de sollicitation peuvent apparaitre. On peut

envisager qu’a son extrémité libre on impose une force F

d’intensité connue (pilotage en force). On obtient alors une

\_i déformation générale de la poutre qui se traduit aussi par une

fleche mesurable a I’extrémité libre. A I’inverse, on peut, par

un systeme mécanique imposer la fleche f'a I’extrémité libre

(pilotage en déplacement). Cette déformation ne pourra étre

obtenue que si le systtme mécanique exerce une certaine

force sur la poutre. Ces deux exemples montrent bien que ce qui est la cause (resp. I’effet) dans un cas peut

devenir I’effet (resp. la cause) dans ’autre cas. Il est méme possible de compliquer un peu 1’étude précédente

en imaginant qu’il existe un appui €lastique a I’extrémité libre de la poutre. On établit ainsi une relation entre
la force et le déplacement, relation donnée par la fonction de réponse de 1’appui €lastique.

Dans une étude de mécanique il est nécessaire de définir toutes les variables. Il convient donc d’en
faire le dénombrement et de rechercher toutes les équations a notre disposition pour mener a bien cette étude.

Les variables peuvent se classer dans les deux catégories cinématique et dynamique. Pour I’aspect
cinématique on peut, dans I’hypothése des petites perturbations dire que les variables d’étude sont le champ
vectoriel de déplacement et le champ tensoriel de déformation. Du coté de 1’aspect dynamique, les seules
variables d’études sont les composantes du champ tensoriel de contrainte. Le dénombrement des inconnues
d’une étude de mécanique est alors le suivant :

Masse 1 scalaire 1 fonction scalaire

Champ de déplacement 1 vecteur 3 fonctions scalaires
Champ de déformation 1 tenseur symétrique 6 fonctions scalaires
Champ de contrainte 1 tenseur symétrique 6 fonctions scalaires
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Pour ce qui concerne les équations, nous avons a notre disposition d’une part les relations
déplacement — déformation issue de 1’étude cinématique, d’autre part les équations d’équilibre issues de
I’étude dynamique.

Le dénombrement des équations disponibles est alors le suivant :

Equation de continuité 1 relation
Relations déplacement — déformation 6 relations
Equations d’équilibre (équation de résultante) 3 relations

II est a noter que dans ce dénombrement d’équations, il n’est pas fait état de 1’équation du moment
dynamique, cette dernicre étant directement utilisée pour obtenir un tenseur des contraintes symétrique.

Le bilan inconnues — équations montre brutalement qu’il existe un déficit de 6 relations pour traiter
un probléme de mécanique. Ce déficit sera comblé par les relations issues de I’expérience, relations que 1’on
appellera Lois de comportement.

Pour étre correctes, les nouvelles équations doivent respecter certaines conditions et en particuliers ne
pas aller a I’encontre des principes fondamentaux de la physique (mécanique et thermodynamique). Il
convient donc dans un premier temps de formuler clairement ces principes en fonction de nos inconnues
d’étude. Ces principes faisant apparaitre essentiellement des quantités énergétiques, il nous faut les
expressions des grandeurs utilisées.

Théoréme de I’énergie cinétique

Ce théoreme est une conséquence directe du principe fondamental de la mécanique. L’équation locale

nous donne :
p7=pc;—lt/=diV(;)+pf

On peut alors faire le produit scalaire avec le vecteur vitesse :

oW G eaide )7 p 7.7
dt
d(v? =\
—| — |=divlo .V + J
pdt( 5 j pS

D’autre part nous avons la relation suivante :
dio 7 \=difo) 7 + o @ grad(?)

Dans cette expression, le dernier terme représente le produit doublement contracté entre le tenseur
contrainte et le tenseur gradient du champ des vitesses. Sous forme développée, on peut, dans une base
cartésienne, écrire :

0
ox;,

0 ov.
(Gij Vi ):g(o'ij )V/ tOy axj

i
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Considérons de maniere séparée le dernier terme. On a :

oV, ov,
o,—t=0,—"

7 ox, / ox

oV, v,
Gl-l-——G”—

ox, ax

o, _ ov, ——

1 o, — aV+ =0, D.=c®D
Tox, U2\ ox, o, s

Donc, grace a la symétrie du tenseur de contrainte, ce terme apparait comme le produit doublement
contracté entre le tenseur contrainte et le tenseur taux de déformation.

On a donc :
d

i = I
—| — | =dilocV |-oc®D+p f.V
(zj o o pf

P

Soit pour un domaine matériel :

jp ( jdv jdzv(aV)deprdv ja®de

Dans cette expression, le premier membre représente la dérivée par rapport au temps de I’énergie

cinétique du domaine que 1’on suit dans son mouvement. En effet, en utilisant la dérivée particulaire d’une
intégrale de Volume nous pouvons écrire :

—dv= dv+ — |V.iids
Le premier terme du second membre peut encore s’écrire :
72 72 72
Ig pV_ av :J. pg V_ —+ V_ a_p dv
v, Ot 2 A 2 ) ot
Le dernier terme peut étre modifié en utilisant le théoréme de la divergence :

| V.ﬁds:idivﬂngV}dv

oD

J

oD

—

7

n

ads

ds

J

D

{pgﬁv[ﬁw.@}w

oD

J

D

{(pgd,-v[ﬁ]wﬁ.@{g q

De plus nous pouvons utiliser I’équation de continuité :

op

” +div(pl7):

op

. +pdiv(l7)+17.gradp:0

V. gradp} dv
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La dérivée de 1’énergie cinétique par rapport au temps devient alors :

o (s ( ]+me &

de¢ V? d(V?
— | p—dv= —| — |pdv
dz£p 2 der{ 2 j}

Ce qui nous donne pour 1’équation précédente :

jp[ Jdv jdw(aV)deprdv ja®1)dv

Dans le second membre on peut utiliser le théoréme de la divergence :

ij j j(aV)ndeprdv ja®de

oD

Ce que nous pouvons écrire, compte tenu de la symétrie du tenseur des contraintes :

jp[ J j(an)Vdeprdv ja@de

oD
Dans le second membre, le premier terme représente la puissance mécanique des efforts surfacique, le

second terme représente la puissance mécanique des efforts volumique et le dernier terme représente la
puissance mécanique des efforts de cohésion, c’est a dire des efforts intérieurs :

j( ')Vds+jprdv

J’a@de

mt

La puissance des efforts intérieurs est parfois appelée puissance de déformation.

On obtient ainsi I’énoncé du Théoréme de 1’énergie :

jp[ J w="5-p 4,

La dérivée par rapport au temps de I’énergie cinétique d’un domaine D que I’on suit dans son
mouvement est égale a la somme de la puissance mécanique des efforts extérieurs et de la puissance
mécanique des efforts intérieurs.
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Thermodynamique des milieux continus

Sous réserve d’admettre certains résultats, il est possible de déterminer la loi de comportement
traduisant 1’¢lasticité linéaire sans faire appel aux notions de thermodynamique. Toutefois, afin de rester
encore un peu général et d’avoir les bagages mathématiques qui par la suite permettront d’établir d’autres
lois de comportement (comme la plasticité¢), nous allons maintenant regarder les deux principes de la
thermodynamique. De plus il ne faut pas oublier que de nombreux problémes technologiques impliquent un
couplage entre les effets mécaniques et les phénoménes thermiques.

Premier Principe de la thermodynamique

Ce premier principe est encore appelé loi de conservation de 1’énergie. Il exprime le fait que la
variation de 1’énergie totale (énergie interne et énergie cinétique) d’un domaine est égale a la somme de la
puissance des efforts extérieurs développés sur le systéme et de la quantité de chaleur apportée au systéme
par unité de temps.

d_E+d_K: ) +Q:%+5_Q
dt dt ot ot

On remarquera cette fois I’emploi de la notation 5 qui est utilisée pour indiquer que les fonctions
/4

dérivées ne sont pas des fonctions d’état et qu’elles ne dérivent pas d’un potentiel.

L’énergie interne est une grandeur extensive (additive) et on peut définir une énergie interne
massique :

E:Ipedv
D

De la méme fagon, on pourra écrire pour I’énergie cinétique :
7
K= J. p| — |dv
5 2

Pour la détermination de la quantité de chaleur apportée au systéeme par unité de temps, on suppose
que les échanges sont de deux types :
Surfacique = conduction
Volumique = rayonnement

Le terme de conduction sur la surface frontiere est ’intégrale de surface d’une densité surfacique
h(M3;n), ou n représente la normale extérieure en M a la surface. Cette densité s’exprime sous la forme

d’un flux d’un vecteur courant de chaleur sortant :

h(M;ii)=—g(M).n(M)

Par convention, les quantités de chaleur recues par le systeme seront notées positivement et celles
perdues négativement.
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Le terme de rayonnement est 1’intégrale d’une densité volumique qui correspond au taux de chaleur
recue (rayonnement externe, effet joule, réaction chimique interne ...).

On a donc pour la quantité de chaleur apportée au systéme par unité de temps :

i—?:—ié.ﬁds+£rdv

L’équation de conservation de 1’énergie se met sous la forme suivante :

ijp(e+EJd\/: jT(M;ﬁi.Vds+Ipf.I7dv— Iq.ﬁds+jrdv
dtD 2 D aD D

oD

D’autre part on peut utiliser le théoréme de 1’énergie cinétique :

%Ip(%]dv= [TM:7).V ds+ [ pf .V dv-[oc®Dav
D D D

oD

Le premier principe de la thermodynamique peut donc se mettre sous la forme :
dp_29 p

dt a M

4 pedv= @D+ )dv— g.nds
dt
D oD

D

En utilisant I’équation de continuité et en appliquant les théorémes de la divergence et de I’intégrale
nulle, on peut donner une expression locale de ce bilan :

p%zggDﬂf—div(é)

On peut donc dire que la variation de I’énergie interne massique est due a la puissance massique
dissipée par les efforts intérieurs et a un apport de chaleur.

Second Principe de la thermodynamique

Le deuxieme principe de la thermodynamique postule 1'existence d'un champ scalaire positif, appelé
température absolue et noté T et d'une fonction d'état du systeme additive, appelée entropie, notée S et telle
que l'on ait toujours 1'inégalité :

s _r q -
EZ}[?dv—éL?.nds

I est a noter que nous n’avons plus une loi de conservation, mais au contraire une détérioration de
I’entropie.

L'égalité n'est obtenue que dans le cas tres particulier des transformations réversibles.

La fonction entropie n'est donc définie que par sa différentielle et elle ne peut étre calculée qu'a une
constante additive pres. Généralement on travaillera avec 1'entropie massique s.
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On a donc, compte tenu de I’équation de continuité, et des théorémes de la divergence et de
I’intégrale nulle :

pﬁﬂﬁ{z}iz 0
dt T) T

De plus on a une identité¢ fondamentale :
gy 1,y 1 — -
div| = ==ding }—-grad T.
‘{Tj FdiMG)—grad T.q

On peut donc obtenir l'inégalité de Clausius - Duhem :

1 —
——q.grad T>0
T 8

§§>D+p(rﬁ—@j
dr dt

Que 1'on peut encore écrire :

c®D -p (d—wﬂd—T) - %fj. grad T>0

dt dt
En faisant intervenir 1'énergie libre massique y=c¢—7s.

En fait le second principe permet d'exprimer I'écart entre le processus étudié et un processus
réversible. Comme on peut le constater, cette différence fait apparaitre deux origines :

* thermique par le terme —q.grad T

* mécanique par le terme o®D —p(d—l//ﬂd—T)

Le signe négatif du terme d'origine thermique s'explique facilement par la convention choisie. En fait
on traduit ainsi l'irréversibilit¢ thermique. Un corps chaud ne peut que céder de la chaleur a un
environnement plus froid, alors qu'a l'inverse un corps froid ne pourra que recevoir de la chaleur (apport
d'énergie sous forme calorifique).

Le terme d'origine mécanique se présente sous la différence de deux quantités. La seconde quantité
est définie comme étant la partie réversible de la puissance dissipée par la déformation. Elle vient toujours en

déduction de la puissance de déformation.

Equation de la chaleur

La thermodynamique introduit quatre nouvelles inconnues dans notre probleme. En effet 1’énergie
interne et le vecteur courant de chaleur ne sont a priori pas déterminés. De méme le second principe nous
apporte deux nouvelles inconnues, I’entropie et la température absolue.

Il convient donc de trouver les équations supplémentaires qui permettront de définir compleétement
toutes ces inconnues. A nouveau ces €quations seront issues de 1’expérience et elles feront souvent intervenir
a la fois les quantités thermiques et les quantités mécaniques.

Afin de ne pas alourdir 1’exposé, nous nous contenterons d’une formulation simplifiée dans laquelle
les composantes thermiques interviendront trés peu. En conséquence nous n’aurons qu’un déficit inconnues /
équations égal a 6, comme exposé dans le premier paragraphe de ce chapitre.
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Toutefois il existe de nombreux cas ou le découplage mécanique / thermique est effectif. Il est alors
bon de déterminer la loi de distribution des températures en utilisant I’équation de la chaleur.

Pour établir cette équation, nous formons les hypothéses suivantes :

* le matériau est a liaisons parfaites et on néglige toute transformation chimique ou physique
de la matiére. On montre qu'alors I'énergie interne est proportionnelle a la température absolue 7 par
l'intermédiaire d'une constante ¢ appelée capacité calorifique massique :

de_dT
dt dt

* on néglige le terme volumique de taux de chaleur regu :

r=0

L'équation de 1'énergie devient alors :
pccil—];:pc(%ﬂz gradT j o@D —div(q)

On fait généralement I'hypothése que le matériau suit la loi de conduction de Fourier, c'est a dire
que le flux de chaleur est une fonction linéaire du gradient thermique :
g=—kgrad(T)
Le scalaire k est la conductivité thermique. Si le corps n'est pas isotrope, la conductivité thermique

sera représentée par un tenseur. Si le corps est isotrope et homogene, cette conductivité thermique est une
constante.

On obtient alors 1'équation de la chaleur :

pci{—{zpc{%ﬂ? grad T j —6 @D +kAT

La résolution de cette équation permet de connaitre a chaque instant la température en tout point du
matériau. Pour étre résolue, cette €quation nécessite une bonne connaissance des conditions initiales et des
conditions aux limites du domaine.

Les conditions thermiques que I'on peut rencontrer aux limites sont :
* température imposée (dans le cas d'une paroi parfaitement régulée thermiquement).

* flux imposé (un flux nul correspond a une paroi parfaitement isolée, c'est a dire
adiabatique).

* échange par convection :  —kn.grad(T)=o(T-T,,)

ou «a est le coefficient de convection et 7, , la température du second milieu.

ext

—
* échange par rayonnement : — k7i. grad(T)=co(T* —Tw4)
ou & est I'émissivité, o la constante de Stefan et T

ext

la température du second milieu.
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Thermo-¢lasticité linéaire

Ainsi que nous venons de le démontrer, nous avons un déficit inconnues / équations. Cet état de fait
ne doit pas nous surprendre, car il difficilement envisageable qu’une théorie générale puisse englober des
comportements aussi différents que ceux des solides et des fluides. Il faut faire appel aux résultats
expérimentaux pour déterminer les relations manquantes que nous appellerons les lois de comportement.
Toutefois, une telle loi de comportement ne peut pas étre quelconque. Elle se doit de respecter certains
principes que 1’on peut considérer de bon sens. L’objet de ce cours n’étant pas de faire une étude exhaustive
de toutes les lois de comportement, nous nous contenterons de ne citer que les principes évidents auxquels
devra souscrire le comportement étudié, a savoir le comportement ¢élastique linéaire.

En premier lieu nous rappellerons qu’une loi de comportement ne peut en aucun cas déroger au
principe fondamental de la mécanique et aux principes de la thermodynamique

Ensuite, nous pouvons dire qu’une loi doit étre objective, c’est a dire invariante dans tout
changement de référentiel. Elle doit étre la méme pour tous les observateurs. Cette condition d’objectivité
suppose une invariance pour les changements de chronologie (changement d’origine des temps et/ou
changement d’unité de temps), et une invariance pour les changements de repéres.

Enfin nous dirons qu’une loi doit étre déterministe c’est a dire que la réponse du milieu a I’instant ¢
ne doit dépendre que de I’histoire antérieure du milieu.

Bien évidemment, ces généralités ne permettent pas de définir la forme détaillée des lois de
comportement et encore moins d'obtenir une loi de comportement universelle. Pour poursuivre il faut faire
des hypothéses supplémentaires, hypothéses qui seront souvent déduites de 1'observation expérimentale.

Nous pouvons maintenant donner la formulation d’un comportement élastique linéaire. Toutefois afin

d’aider le lecteur dans sa compréhension, nous indiquons deux approches quelques peu différentes pour
aboutir au méme résultat.

Premiére approche de I’élasticité linéaire

Pour traduire le phénomeéne élastique d'un comportement de matériau, on peut dire que la réponse du
milieu est parfaitement décrite par la connaissance de la température et du tenseur des déformations.

Reprenons l'inégalité de Clausius - Duhem :

== dy dT)\ 1.
o®D—-p| —+s— |-—q.grad T>0
p ( dt dtj ?®

Avec l'hypothése formulée, on peut dire que la fonction d'état y (énergie libre massique) est une

fonction uniquement des parametres 7 et ? . On peut donc écrire :
ayle.r) oy gds ovar oy gy ovdr

dt  pg dt T di pg Al dt

En reportant dans l'inégalité de Clausius - Duhem, on obtient :

05/10/2012 Meécanique des Milieux Continus Page 53




Arts et Méetiers ParisTech
Centre d'Enseignement et de Recherche de CLUNY

;—pﬁ—z C?)D—p(.HO”—WJd—T—l q.grad T>0
oe or )dt T

Comme les seuls paramétres retenus pour 1'étude sont la température et le tenseur des déformations,

l'inégalité précédente doit étre satisfaite quels que soient D et % On peut donc dire :

;— ——=0 et s+@=0

e or

Ainsi on constate que la connaissance de la fonction d'état énergie libre massique permet de définir la
loi de comportement du matériau. Pour cette raison on donne le nom de potentiel élastique a la fonction
énergie libre py.

Pour poursuivre, on peut formuler 'hypothése des petites perturbations, c'est a dire que la température
T et le tenseur des déformations linéarisé sont les seules variables d'état du systéme.

La relation de comportement s'écrit :

o=pV

oe
Par cohérence avec l'approximation, nous ne garderons dans le développement du tenseur des
contraintes en fonction du tenseur des déformations que les termes d'ordre 1. De méme pour le paramétre

température.

On obtient alors la loi de comportement thermoélastique linéaire :

o=c"+A®s—B(T-T")

avec : tenseur des contraintes dans la configuration initiale, dit contraintes résiduelles
tenseur d'¢lasticité du quatrieme ordre

tenseur des coefficient de dilatation thermique

eV INEY

température dans la configuration initiale

Si le matériau est homogene et isotrope, la condition d'objectivité nous conduit alors a un tenseur
d'¢lasticité déterminé par deux constantes et le tenseur des coefficients de dilatation thermique est sphérique

(p=p1).

La loi de comportement devient alors :

o=c"+2 e+ (M” ace(z)‘ﬂ (T_TO ))7

Que l'on peut encore écrire :

E:l%v (;—oﬁj{a(T —-7° )—% trace(;—oﬁ)ﬁ

avec les relations :
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U= E Premier coefficient de Lamé = Module de Coulomb
2(1+v)
vE . . ,
A= Deuxiéme coefficient de Lamé
(1+v)(1-2v)
E :M Module d"Young
A+
A ) )
v= Coefficient de Poisson
200+ 1)
a= B Coefficient de dilatation thermique linéaire
3A+2u

Deuxiéme approche de I’élasticité linéaire

Nous allons reconstruire cette loi de comportement en essayant de montrer 1’importance de chaque
hypothese formulée.

Dans un premier temps nous dirons que nous faisons subir a notre milieu continu une
transformation géométrique continue, infinitésimale. Nous nous placons ainsi dans le cas des petites
perturbations et I’état de déformation peut €tre, aussi bien en variables de Lagrange qu’en variables d’Euler,

déterminé par la partie symétrique du tenseur gradient de déplacement, c’est a dire le tenseur ¢ .

La transformation est monotherme réversible. Ainsi le milieu n’échange de la température qu’avec
une seule source thermique. La réversibilité permet de traduire le second principe par une égalité. Il est a
noter que cette réversibilité est double, mécanique et thermique. La réversibilit¢ mécanique exclue tous les
problémes de frottement entre deux picces alors que la réversibilité thermique impose au domaine étudié
d’étre constamment a la température de la source thermique, c’est a dire a une température uniforme (mais
pouvant évoluer au cours du temps).

Dés a présent nous écrire les conséquences de ces hypothéses sur le second principe de la
thermodynamique :

o0
—=0=TdS
ot Q

D’autre part nous supposons que le domaine ne subit aucune transformation chimique, ni de
changement d’état. Il n’y a donc aucune création de chaleur interne et par voie de conséquence, comme le
domaine est constamment a la température de la source, I’échange de chaleur est nul.

0=0
L’écriture du premier principe de la thermodynamique se simplifie et devient :
iE__p =[c@Dav
dt "

Ainsi la puissance de déformation est la dérivée par rapport au temps de 1’énergie potentielle.
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On peut alors définir 1’énergie de déformation qui est ’opposé du travail développé par les efforts
intérieurs dans la transformation permettant de passer de 1’état naturel a 1’état considéré. On a :

AW, =P, di=[c®(Ddt)dv=[c®de dv=[o, de,dv
D D D

Avec le premier principe de la thermodynamique, on peut alors constater que 1’énergie de
déformation, qui, & une constante additive pres, est égale a I’énergie interne, est une fonction d’état. Ainsi la
différentielle que nous venons de former doit étre une différentielle totale exacte et les conditions
d’intégrabilité¢ de Cauchy doivent s’appliquer. L’énergie de déformation ne dépend donc que de I’état initial
et de I’état final. Le matériau restitue intégralement I’énergie que I’on fournit pour le déformer. On dit qu’il a
un comportement élastique, c’est a dire réversible.

Cette énergie de déformation ne sera une différentielle totale exacte que si les contraintes o; ne sont

fonctions que des déformations ¢, & une constante prés. On obtient alors :

o =(Tl-jo + ij(é‘k/)

Les contraintes al.jo représentent 1’état de contrainte en 1’absence de déformation. Ce sont les

contraintes initiales. Dans 1’état initial naturel, elles sont nulles.

Pour avancer dans notre étude nous supposerons que d’une part 1’état initial est naturel, et que d’autre
part le matériau a un comportement élastique linéaire, c’est a dire que les relations entre 1’état de
contrainte et 1’état de déformation sont des fonctions linéaires.

On peut donc écrire :

O :Az_‘jkl €

Le tenseur du quatriéme ordre /A représente le tenseur de raideur. Dans I’hypothése d’un milieu
continu homogeéne, ses composantes sont indépendantes des coordonnées du point considéré. Compte tenu
de la symétrie des tenseurs contrainte et déformation, le tenseur de raideur est caractérisé¢ par 36 termes.
Toutefois le nombre de parametres indépendants est de 21 car il faut respecter les conditions d’intégrabilité
de Cauchy pour la forme différentielle de 1’énergie de déformation. Ces conditions sont au nombre de 15 :

aO_ij _0doy,
og,, 0s;

y

= Ag/kl = Ak/;‘/

Dans le cas le plus général, il conviendra donc de trouver les essais de caractérisation de ces 21
fonctions. Dans la pratique ces fonctions sont dépendantes de la température et du temps (vitesse
d'application des charges). Comme on travaille en général dans des plages de température bien définies ,
relativement limitées et que ces fonctions sont faiblement dépendantes de la température, on peut facilement
les assimilées a des coefficients constants pour une cinétique donnée.

L'identification de ces coefficients é€lastiques repose sur I'évaluation de la raideur dans des essais
statiques (traction-compression, torsion ...), dans des essais de vibrations ou dans des essais de propagation
d'ondes. On constate une différence au niveau des résultats donnés par ces essais. Cet €cart s'explique car les
méthodes dynamiques ne permettent pas de prendre en compte certains mouvements internes visqueux et de
ce fait donnent des rigidités un peu plus grandes.
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Convention d'écriture

Le tenseur de raideur est un tenseur d'ordre 4. Il est donc particulierement délicat a expliciter. Les
formules développées sont relativement lourdes. Il convient donc de trouver une méthode qui permette une
simplification d'écriture.

La solution réside en des applications linéaires. L'une va nous permettre de passer de l'espace
vectoriel de dimension 2 associé¢ aux tenseurs d'ordre 2 vers un espace vectoriel de dimension 1 auquel on
associera des tenseurs d'ordre 1. Pour le tenseur des contraintes, cette application se présente sous la forme
suivante :

Oy
Oy,
Oy O, Oy
= | _ 033
o= 0, 0, O,y |—>06= ’
037073,
031 O3 O3 _
03,=01;3
0,,=0,,

Par contre pour le tenseur des déformations, on préfere utiliser I'application définie par :

&1 & &3

E=| &y &,y &y |E=
V3= 265;,=2¢,
&3 &3 &3 — 2 =)
V31T 4857483

Y12=28,=2¢,,

Ces transformations sur les tenseurs des contraintes et des déformations induisent l'existence d'une
application linéaire de l'espace vectoriel de dimension 4 (associ¢ au tenseur de raideur) vers un espace
vectoriel de dimension 2 :

=K ®s—6=Cé

La nouvelle forme du tenseur de raideur permet alors de lui associer une matrice carrée (6,6) :
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Compte tenu des conditions d'intégrabilité de Cauchy sur le travail de déformation, nous avons les
relations suivantes :

Cp=Cyy  Cy=2C4 €720y  C3=20,;  C45=Csy
C13=C3  C572C5;  C572C5;  C3572C5;  Cuq=Coy

Ci3=Cyy  C1g=2C5 =205  C3672Ce  C56=Ces
Ces relations étant au nombre de 15, nous nous retrouvons bien avec 21 coefficients indépendants.

La structure de la matrice C devient alors :

Les sous-matrices X, Y et Z étant des matrices (3,3), les matrices X et Y étant symétriques.

Les hypothéses supplémentaires portant sur le degré d'anisotropie du matériau vont nous permettent
de diminuer le nombre des coefficients indépendants.

Ces hypothéses portent essentiellement sur les symétries et rotations possibles sans changement de la
loi de comportement. L'invariance du comportement dans un certain type de changement de base ne sera en
effet vérifiée qu'avec des relations particuliéres du tenseur de raideur.

Pour mettre en évidence ces relations on rappelle les régles de transformation des composantes d'un
tenseur dans un changement de bases orthonormées :

(66,8, )>(E» EyoE,) é=a'E, E,=bjé, avec a/ b=}

1

Pour un tenseur d'ordre 2, on a :
T=t"¢, ® =T"E,®E, t'=bb)T" T"=alalt’
Pour un tenseur d'ordre 4, on obtient :

T=t"'¢ ®¢, ®¢, ®¢=T"""E,®F, ®F, ®F,

£ = b1 bl bl TV

1JKL I J K _L _ijkl
T =a;a;a;a 't

Remarque La notation précédente (avec des indices supérieurs et inférieurs) peut choquer a
premiére vue mais cette notation est en conformité avec les notions de variance et de contravariance. Elle
permet des écritures avec des simplifications systématiques. De plus, dans le cas d'une métrique non
euclidienne, elle seule permettra de prendre en compte correctement les nouvelles notions de longueur.

Toutefois, dans un souci de simplicité, nous continuerons a utiliser des notations avec des indices
inférieurs pour les tenseurs.
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Svmétrie plane

Supposons que le plan (E1 9E2) soit un plan de symétrie matérielle.

A -

& Dans ce cas la loi de comportement doit étre invariante par le
changement de base défini par les matrices :
- 1 0 0
> €,
_ b=|{0 1 0 |=a
- E, 0 0 -1
e :
: On a alors avec ces matrices :
ijkl i 1.7 1.k 3.1 rIJKL IJKL
5 t"=bbib b, T"" =T
1 v E TIJKL:aiI ajJ_ af alLtW :tg;'kl
3

Pour cela, il faut avoir les relations suivantes :
€14 =€y =C34=Cey =0

C15=Cy5=C35=C45 =0

L’expression des relations contraintes — déformations devient alors :

O Cip Cpp 3 0 ¢ &n
0y Cy1 €y Cy 0 ¢ | €22
033 C31 €3 C3 0 ¢y || €35

Matériau orthotrope

Un milieu est dit orthotrope pour une propriété donnée si cette propriété est invariante par
changement de direction obtenue par symétrie relative a deux plans orthogonaux.

On remarque qu'alors la symétrie par rapport au troisiéme plan orthogonal est automatiquement
acquise. Ce mode de comportement est relativement bien réalisé pour le bois (dans certains cas), les
composites unidirectionnels et les produits métalliques laminés.

Supposons que nous ayons une symétrie par rapport au plan de coordonnées x,=0. La matrice de
changement de base traduisant cette symétrie est :

10 0
(PO 1 0
00 -1
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La relation d'indépendance du tenseur de raideur A dans ce changement va se traduire par le fait que
toutes les composantes K, ayant un nombre impair d'indice 3 sont nulles. Ainsi pour la matrice C on

obtient :
C14= Cyy= C3y=Cy=C; 5=C,5=C35=C5=0
Le tenseur de raideur n'a plus que 13 coefficients indépendants.

Il nous reste maintenant a traduire la condition de symétrie par rapport & un plan orthogonal, par
exemple celui de coordonnées x,=0.

On aura donc :
(Cl 5 ):Cl 6=(025 )=C26=(C35 )=C36=C45=(C46 )=0

Il ne reste donc que 9 coefficients indépendants pour traduire le comportement de notre matériau.
Dans le repére principal d'orthotropie, la loi peut se mettre sous la forme :

811 L _& _& 0 O 0 Gll
E, E, E,

Ep || _Yau L VY 0 0 0 |2
E, E, E,

P TR T N S S O e

_ E, E, E,
1

V23 0 0 0 G_23 0 0 O3
0 0 0 0 L 0

V31 G, O3
0 0 0 0 0 L

V12 G, O,

Les conditions de symétrie se traduisent par les relations :

Le matériau est donc caractérisé par 9 coefficients indépendants :
* 3 modules d'élasticité longitudinal E,,E,etE, dans les directions de l'orthotropie.

* 3 modules de cisaillement G,,,G,,etG;,.

* 3 coefficients de contraction v,,,v,;etv;,.

De plus, des considérations thermodynamiques sur le travail de déformation permettent de démontrer
les inégalités suivantes :

I-v,v, >0 1-v,,v;,>0 5 1-v, ,v;>0

1=V VsV =V VisVay—Va Vi = Ve V=V Ve >0
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Matériau isotrope transverse

Un milieu est dit isotrope transverse pour une propriété donnée si cette propriété est invariante par
changement de direction obtenue par rotation autour d'un axe privilégi¢. Dans ce cas, tout plan passant par
l'axe privilégié est un plan de symétrie. Nous pouvons donc remarquer que le milieu est déja orthotrope.

Imaginons par exemple que l'axe E, soit l'axe d'isotropie. Il est donc nécessaire d'avoir une
invariance de la loi de comportement pour toute rotation définie par :
cose sina 0

(P} —sina cosa 0
0 0 1

On congoit facilement qu'en plus des relations du cas orthotrope, on obtienne de nouvelles relations
entre les coefficients élastiques du tenseur de raideur.
On aura par exemple :

K, ,=—sinacosad,, 4, K +(C0S2 a-sin’ a)AlpAqu

11pgq 12pg

tsinacosa 4,,4,,K,,,,

. . . 2 .2 Y
sz:—s1nac0sa(—s1nac0saK1111+s1nacosaK1122)r(cos o—sin a) K.,

+sin acosa(— sinacosaK,,, +sinaco sasz)
Ce qui nous donnera :

Cee=sin’ acos” a(c, l+czz—2clz)+(cos2 a-sin’ oc)zc66
- 2 2 A2 2 _
4sin” acos” acy=2sin” acos oz(c1 1—012) carc,,=c,,
D'ou la relation :

C66:%(Cl 1 €12 )

En définitive on retrouvera 4 nouvelles équations (dont c,,=c,,). Il n'y a donc plus que 5
composantes indépendantes. Les équations deviennent :

€n i Vi Vi3 0 0 0 O
E, E, E,

€ Vi L Vs 0 0 0 Oy
E, E, E,

E33 V” —Q i 0 0 0 O3

_ E, E, E; ( )
2(1+v,,

V23 0 0 0 T 0 0 O3
0 0 0 0 ! 0

V31 2G,, O3
0 0 0 0 0 !

Y12 2Gi; Oy,
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Les 4 relations supplémentaires étant :

El

1% 1%
E=E, ;- 3="2.G .=G,.;2G, =—'—
1 29 El E2 ) 13 23 9 12 1+V12

Matériau isotrope

L'hypothéese d'isotropie impose que la loi de comportement soit indépendante du repere choisi pour
I'exprimer. En d'autre terme, le tenseur de raideur doit étre invariant pour tout changement de base.

Cela revient a dire que trois axes indépendants sont des axes d’isotropie transverse. Cela nous donne alors
les relations suivantes :

Vio_Vsi 2 - . .
E,=E, s —==—3 G,,=G;, ; 2G,;,=——— si ¢, est axe d'isotropie
2 L 1+,
Vi, V E - . .
E=E,; 12="2; G,=G,, ; 2G,=——— si ¢, est axe d'isotropie
E E, I+v;,
Vi, V E - . .
E=E,; 2=2; G,=G,, ; 2G,,=——— i &, est axe d'isotropie
E E, I1+v,
1

Compte tenu de toutes ces relations, la loi de comportement se présente sous la forme :

811 1 011
- Y 0 0
i E E E .
22 _K l _K 0 0 0 22
E E E
e | |oY Y 1 0 0 0 033
| E E E
s 1l 0o 0o o 0+v) 0 |4
23 E 23
0o 0 0 0 2(1; v
V31 O3
0O 0 0 0 0 2(1; v)
V12 (P

On constate alors que la seule forme possible du tenseur d’¢élasticité est :
Ag‘jkl =40, i Ou +/‘(5 %O Jl +6,0 Jk )
On obtient ainsi la loi de comportement faisant apparaitre les coefficients de Lamé :
0, =2uE,;+A8,0,
Avec cette forme de relation, on constate que les directions principales de contraintes sont

confondues avec les directions principales de déformations.
Cette loi de comportement va faire 1’objet d’une étude approfondie dans la suite du cours.
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Elasticité linéaire I

Loi de comportement

Dans le chapitre précédent, nous avons expliqué la nécessité d’écrire des relations issues de
I’expérience afin de solutionner un probléme. Nous allons maintenant étudier de fagon plus approfondie
I’une de ces lois de comportement, I’¢élasticité linéaire.

Dans la pratique, c’est certainement le comportement qui est le plus facilement employé. Il
s’applique, moyennant certaines approximations, dans de nombreux cas. Pratiquement tous les métaux
présentent ces propriétés, sous réserve que le niveau de contrainte ne soit pas trop élevé. Mais la théorie de
I’¢lasticité linéaire peut aussi s’appliquer a des matériaux non isotropes, comme le bois par exemple. La
mécanique des sols utilise aussi cette théorie. Enfin, dans une certaine mesure, les matiéres plastiques
peuvent avoir une phase de comportement €lastique.

Toutefois la loi que nous utiliserons sera limitée a des matériaux isotropes, c’est a dire que la
formulation de cette loi de comportement doit étre identique quel que soit le référentiel utilis¢, 1i€¢ ou non au
matériau étudié.

Si le matériau est homogene, isotrope, si la transformation est continue, infinitésimale, monotherme
réversible, si le domaine ne subit aucune transformation chimique, ni de changement d’état, si le
comportement est lin€aire, alors nous avons les relations suivantes :

o= 12 uE+ (/W (Z)Lﬁ (r-1° ))7

zzlg(z_?){a(ﬁroy%tr(z_?ﬂ7

avec : o :  tenseur des contraintes dans la configuration initiale
T°:  température dans la configuration initiale
et avec les relations :
E
U= =G Premier coefficient de Lamé = Module de Coulomb
2(1+v)
vE . : .
A= Deuxiéme coefficient de Lamé
(1+v)(1-2v)
E:M Module d"Young
A+
A . .
v= Coefficient de Poisson
20+ )
a= P Coefficient de dilatation thermique lin€aire
3A+2u
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Dans le cas d’une transformation isotherme a partir d’un état initial naturel (sans contraintes
initiales), les formules prennent les expressions suivantes :

;:2,uz+ A tr(z)}

= l+v=
E=——0—

E

|

14

_W@ﬂi

E

En notation indicielle, on obtient, dans n’importe quelle base (isotropie du comportement) :

£ &+ vE &g, 0
! T olev T (ev)(-2v)
1% A
e A A S P |
Ti T O 2;10” 2y(2y+3/1)0""

i

On peut facilement constater avec ces relations que les bases principales de 1’état de déformation et
de I’état de contrainte sont confondues.

La loi de comportement n’est caractérisée que par deux grandeurs indépendantes, par exemple les
coefficients de Lamé ou le module d’Young et le coefficient de Poisson. Généralement on préfere employer
ces deux derniéres grandeurs que 1’on peut facilement déterminer par un simple essai de traction.

Le tableau suivant donne certaines de ces valeurs pour une température de 20°C:

Matériaux Module d’Young Coefficient de Masse Volumique
(GPa) Poisson (kg/dm?)

Acier de construction 210 0,285 7.8
Acier Inox 18-12 203 0,29 7.9
Fonte grise 90a 120 0,29 7,1a72
Alliage TA6V 105 0,25 7,8
Aluminium 71 0,34 2,6
Zinc 78 0,21 7,15
Titane 105 0,34 4.5
Verre 60 0,25 2,8
Béton en compression 10a 13 0,15 2a24
Caoutchouc 0,2 0,5 1,8
Bois (pin) 7 0,2 0,4
Marbre 26 0,3 2,8
Graphite 250 a 350 0,3a04 1,75a1,92
Elastomeére 0,2 0,5 1

(Valeurs données dans 1’ouvrage de G. DUVAUT)
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Equations supplémentaires en ¢€lasticité

Dans le cas général nous aurons, grace a la loi de comportement, suffisamment d’équations pour
pouvoir traiter un probléme d’¢lasticité. Toutefois souvent nous serons face a un systeéme d’équations
différentielles relativement délicat a résoudre. Il peut étre utile d’employer des équations complémentaires
qui traduisent, sous une autre forme, les lois de la physique. Les équations de NAVIER et les équations de
BELTRAMI en sont un exemple.

Equations de NAVIER

Ces derniéres ne sont en fait que la traduction des équations d’équilibre en termes de déplacement.
Pour cela on utilise a la fois la loi de comportement et les relations déformations — déplacements.

Sous forme locale, 1’équation de résultante issue du principe fondamental de la mécanique nous

donne :
cﬂj)w(f ~7)=0

Avec la loi d’élasticité linéaire, nous obtenons :

2 waile) 2 gradle )+ pl7 7)o
D’autre part nous avons les relations suivantes :

divle )~ L 5@+ L graalanta)

0 =tr(Z)= diii)

On obtient alors les formes vectorielles suivantes des équations de NAVIER :

@)+ (u+2) grad (@) + p(F -7 =0
(2+2 1) grad(diva)) - protlror@))+ p (7 - 7)=0

Il est possible de retrouver ces équations en utilisant la notation indicielle. On peut ainsi dériver la loi
de comportement ¢€lastique linéaire exprimée dans une base cartésienne.

On obtient :
oo, oe, oeg,
L=2u—"+A 00 o, =2u ”+ﬂ,%
ox ox, ox, '’ ox,  0Ox

J J J J

Ce qui nous permet d’écrire les équations d’équilibre sous la forme :
o, 00
H a - +/18—+P(fi ~7,)=0

X]- X,

2
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Avec les relations déplacement — déformation, nous obtenons :

0’ u 0’ u; 00
+A—+
{ax . ] ~ +pfi=7)=0

i

o0’ u, 0 [Ou; 06
Lty —| —L [+4 —+p(f,—7,)=0
o [ ax_,) = +rli-7)

i

2
0" u,

00
T +(p +ﬂ)g+p(f,-—7,»)=0

X i

00
plu+(u+ 2 ) ==+ p(fi=7:)=0

i

Ce qui nous donne bien la relation vectorielle :

yﬂﬁ)Jr(Iquﬂ,)gmdidiviﬁ i)+p(f—}7)=()

D’autre part, il est possible d’obtenir une équation supplémentaire a partir de la formulation
précédente. En utilisant 1’ operateur divergence, on obtient :

ydzv[ ,u+/1 dzv[ radidz;{ui)J+dzv[p(f 7/) =0

Mais nous avons aussi les relations :

div[A(@)]=A[divii)]
di v[grad (@iv(ii) )]: A [di Wi )]
Ce qui nous donne alors 1I’équation scalaire :

(2 1+ A)A[dirdii [+ div|p (7 7 )|=0
(2 2+ 2)A0+div]p (7 -7 )]=0

Cas particulier : Dans le cas d’un domaine & masse volumique constante, en équilibre et placé dans

un champ de force volumique a divergence nulle (di vfzo) , on obtient :
AG=0

Equations de BELTRAMI

Lorsque ’on désire résoudre le probléme en contrainte, sans vouloir a priori définir les champs de
déplacement et de déformation, on utilise une méthode dite « inverse ». Il convient alors, en plus de la
vérification des équations d’équilibre, de s’assurer que 1’¢tat de contrainte conduit, par I’intermédiaire de la
loi de comportement, a un état de déformation compatible avec un champ de déplacement.

Les équations de BELTRAMI permettent justement de faire cette derni€re vérification sans jamais
calculer les composantes du tenseur de déformation. Elles proviennent des équations de compatibilité :

= =\ = e
grad divis )+ (grad div‘s D —grad ( grad |tria )D -Ae=0
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La loi de comportement nous permet d’écrire :

e e o | A L LY % =
E E

D’autre part nous avons :
tr(;)zll __£ tr(Z): E 0
1-2v 1-2v

Al = £ AG
1-2v

Avec la forme scalaire des équations de NAVIER :
u+i)no=dilpli-7)] = = ar =t—zdiv[p<;7—f)]

De plus nous pouvons écrire :

dinzH—Vdiv;—Kgradill )
E E
grad (divzj :HTvgrad (div;j—%grad grad i]l )]
=\ 14y —=\\ v
(grad (divgjj :T(grad (divajj —Egrad gracﬂ]1 )]

Enfin nous pouvons utiliser les équations d’équilibre :

dive =pl7-1)

L’équation de compatibilité devient alors :

grad [dz‘v Z} +| grad [dz‘v Z} T b grad (ng(ll)) — A; + [%] div[p (77 — f) ]I :(=)

1+v -V

Sous forme indicielle on obtient :

a[P(?”i_fi)]+alp(7j_fj).|_ 1 8211 —Aa..+Ldiv[p(}7—]7)5--=0
Y l+v Y

ox; ox, 1+v 0Ox, Ox,

Cas particulier : Dans le cas d’un domaine a masse volumique constante, en équilibre et placé dans un champ

de force volumique a divergence nulle (divf=0) , on obtient :
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Lgrad (grad A )+ Ao =0
I+v

1 0’1

1+v 0Ox, Ox,

+A0'ij=0

Critéres de limite élastique

La loi de comportement que nous venons de définir admet malheureusement des limites. Dans
pratiquement toutes les expériences, on constate en effet que, lorsque les efforts appliqués sont trop grands,
le matériau perd ses qualités d’¢lasticit¢ et qu’il subsiste des déformations permanentes appelées
déformations plastiques. L’ingénieur est alors soumis a deux contradictions : assurer un prix de revient
minimal, c’est a dire employer le moins de matieére possible, et définir une structure performante et
résistante, c’est a dire utilisant beaucoup de matiére. Il est donc nécessaire pour lui de se trouver
constamment a la frontiére entre ces deux contraintes et pour cela il lui faut donc avoir les ¢léments qui
définissent cette fronticre.

Les résultats d’essai

La connaissance d’un état limite se détermine par les essais effectués en laboratoire. Il est logique de
penser que cet €tat limite est lié au tenseur des contraintes car c’est I’expression tensorielle qui traduit la
répartition des efforts a ’intérieur de la mati¢re. En vertu de I’hypotheése d’isotropie du matériau, il est
logique de penser que la limite élastique sera reliée aux valeurs propres de 1’état de contrainte, c’est a dire
aux contraintes principales. De plus il faut pouvoir tenir compte des différents résultats obtenus lors des
essais expérimentaux.

Nous pouvons donc envisager la forme générale d’un critére comme étant une relation du type :
F(O‘I 201 5011 5C) 5Cy 500y C,, )SO

Dans cette expression, les coefficients ¢, permettent de prendre en compte les différents résultats

expérimentaux. On supposera que les contraintes principales sont ordonnées :
0,20,20y

Tout état de contrainte €lastique vérifie I’inégalité, 1’égalité étant obtenue en limite d’¢élasticité.

Afin de bien se représenter cette limite élastique, on peut envisager une représentation graphique.
Pour cela on peut penser que le plan des cercles de Mohr, plan qui contient toutes les informations sur 1’état
de contrainte, doit convenir. On va donc commencer par représenter dans ce plan les différents résultats

expérimentaux.

Traction uniaxiale

Parfaitement normalisé, c’est 1’essai le plus couramment pratiqué. Sa mise en ceuvre est relativement
simple a condition de bien respecter le processus opératoire. L’essai de traction est aussi beaucoup utilisé
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pour définir les constantes ¢lastiques du matériau. On démontre que, en des points au centre de I’éprouvette,
1’¢état de contrainte est de la forme :

E_ représente I’axe de la poutre.

Q

Il
o o o
o o o
Q © o

(E.E,.E)

x% y

Nous sommes donc dans les directions principales et le tricercle de Mohr associé est de la forme :

oF

-7
w3

Les essais montrent que 1’on est dans le domaine de comportement élastique tant que 1’on vérifie la
relation :
o <o, = 0,<0,

On définit ainsi la limite élastique en traction du matériau o, .

Compression uniaxiale

C’est un essai plus difficile a mettre en ceuvre. Pour éviter les phénoménes de bord (frottement entre
la picce et les plateaux de compression) il faut une piece élancée, mais on risque alors le flambement.

En des points au centre de la piece 1’état de contrainte est de la forme :
0 0 O

c=/0 0 O avec o 20, contrainte normale de compression
0 0 -o)E,E,E)

Le tricercle de Mohr prend alors la forme suivante :
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oy
f

v
3

Les essais montrent que I’on est dans le domaine de comportement €lastique tant que I’on vérifie la
relation :
' '
o <o, = —o,%0,

On définit ainsi la limite élastique en compression du matériauc’, .

Cisaillement simple

Cet état peut étre obtenu dans le cas de la torsion d’un tube de faible épaisseur. Bien entendu nous
sommes a nouveau confrontés a des problémes de flambement. C’est pourquoi nous utilisons souvent 1’essai
de torsion sur des poutres droites circulaires a section pleine. L’état de contrainte est de la forme :

0 00

Apres calcul des valeurs propres (0', =T,O'H=0,O'HI=—T), il est facile de représenter le tricercle de
Mohr :

¥
b}

L’expérience montre qu’il existe une valeur de contrainte tangentielle a ne pas dépasser si I’on veut
rester dans un état €lastique :
T<T,

Compression isotrope

05/10/2012 Meécanique des Milieux Continus Page 70




Arts et Méetiers ParisTech
Centre d'Enseignement et de Recherche de CLUNY

C’est en fait le cas d’un corps auquel on applique une pression uniforme sur sa surface. L’état de
contrainte est alors sphérique est on a :

o=-pl

L’expérience montre qu’en fait il n’y a pratiquement pas de limite a la valeur de la pression
appliquée. Apres retour a un état de pression nulle, le corps retrouve intégralement sa forme initiale : il n’y a
aucune déformation permanente.

Les différents critéres

La détermination d’un critére est particuliecrement délicate. Il n’existe malheureusement pas de critére
universel qui integre tous les résultats expérimentaux. Méme si il était possible de déterminer un tel critere, il
est a craindre que le colit d’établissement et le cotit d’utilisation ne seraient pas admissibles industriellement.
En effet la détermination des différentes limites élastiques associées aux différents essais fait appel a des
machines d’essai plus ou moins sophistiquées qui peuvent étre onéreuses. Aussi on préfere utiliser des
criteres qui ne font appel qu’a un ou deux essais et qui sont plus simples a mettre en ceuvre. On est alors
parfaitement conscient que 1’on perd de la précision, mais il faut relativiser cette perte vis a vis des
incertitudes de mesures expérimentales des limites ¢élastiques, ou de détermination des grandeurs
caractéristiques de la loi de comportement.

Le critére de Von Misées

Ce critére est basé sur le dernier constat concernant la compression isotrope et sur 1’énergie de
déformation. Comme il n’y a aucune limite, il faut que ce critere permette de quantifier une énergie de
déformation qui ne dépende pas de la compression isotrope.

En se basant sur les résultats obtenus par I’expérience, a savoir que 1’on modifie le volume sans
modifier la forme, on peut montrer que le tenseur des contraintes, comme le tenseur des déformations, est

purement sphérique. Les parties déviatoriques sont nulles.

L’idée associée au critere de Von Mises est donc de limiter 1’énergie de déformation élastique
déviatorique, c’est a dire celle obtenue a partir des tenseurs déviateurs.

On a vu que I’énergie de déformation avait I’expression infinitésimale suivante :
AW, =[o®dsdv=|o,ds, dv
D D

Avec une loi de comportement élastique linéaire on obtient :

1 l ===
WdefZEIO'v g; dv= EJO‘@SG’V
D D

Avec la décomposition en partie sphérique et déviatorique, on obtient :

W,., :%Jz‘r(z§Z) dv+ %Jl"”(zgz) d":(Wdef)s + (Wdef)D
D D

Pour le critére de Von Misés on a :
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aw, . —_—==
(TM]D :%tr(O'D ®SD):%tr[(0'ij )D (317 )D]SK

En tenant compte des résultats donnés par I’essai de traction et en exprimant 1’énergie de déformation
déviatorique en fonction de 1’état de contrainte, on obtient :

En fonction des contraintes principales on a :

2

(01 —Oy )2 + (611 Oy )2 + (O-m —0; ) ’

<20,

Ce critére, qui vérifie particulierement bien le cas de la compression hydrostatique, présente
I’inconvénient d’étre symétrique en traction et en compression. Il ne permet pas de prendre en compte une
différence entre la limite élastique en traction et la limite élastique en compression. Son principal intérét
réside dans sa simplicité d’usage.

Le critére de Tresca

Ce critere est basé sur une limitation du cisaillement en un point. Il revient en fait a limiter le rayon
du plus grand des cercles de Mohr et de ce fait il est particulierement bien adapté a des sollicitations de
cisaillement comme la torsion d’une poutre.

Son expression est simplement donnée en contraintes principales ordonnées (GIZGHZG[H)paI' la

formule :

O,— 0Oy <r
- e

Comme pour le critére de Von Mises, on se trouve devant un critere simple a définir et a mettre en
ceuvre mais qui ne permet pas de prendre en compte la complexité des différents résultats d’essais. En
particulier, comme pour le critere précédent, on constate qu’il n’y a aucune limitation a une sollicitation de
traction isotrope, ce qui va a I’encontre des résultats expérimentaux.
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Les schémas de résolution

Nous avons maintenant tous les outils pour traiter un probléme de mécanique. Avec la loi de
comportement nous avons comblé le déficit entre le nombre d’équations et le nombre d’inconnues. Avec un
critére de limite élastique, nous savons vérifier la validité concernant 1’utilisation de la loi élastique linéaire.

En définitive, on pourrait penser qu’il suffit maintenant de traiter le probléme simplement du point de
vue mathématique. Hélas, la réalité est toute autre. Le probléme est complexe, car pour déterminer les
inconnues (3 fonctions déplacement, 6 fonctions déformation, 6 fonctions contrainte) nous avons
effectivement le bon nombre d’équations mais ces dernieres peuvent prendre une forme différentielle du
premier ordre (relations déformation — déplacement) ou du second ordre (équations d’équilibre, équations de
compatibilité ...). Si bien que, méme avec la connaissance des conditions aux limites (portant soit sur les
déplacements, soit sur les efforts), il est pratiquement impossible de donner une solution analytique exacte
du probléme dans le cas général.

La détermination de la solution passe alors soit par des méthodes numériques approchées (différences
finies, ¢léments finis ...), soit par des méthodes inverses permettant de simplifier le probléme posé. Les
schémas de résolution permettent de traiter ces méthodes inverses. Ils sont basés sur le fait que la solution
existante est généralement unique.

Théoréme d’unicité

Indépendamment des critéres associés a la loi de comportement, les états de contrainte et de
déformation solutions du probléme ne sont pas quelconques. Ils doivent vérifier certaines conditions qui
permettent de les classer dans les champs admissibles ou non.

Un champ de contrainte est Statiquement Admissible s’il vérifie les conditions statiques, c’est a dire
s’1l satisfait aux équations d’équilibre (ou aux équations de Navier) et s’il permet de valider les conditions
aux limites sur les forces.

Un champ de déformation est Cinématiquement Admissible s’il vérifie les conditions cinématiques,
c’est a dire s’il satisfait aux équations de compatibilité (ou aux équations de Beltrami) et s’il permet de
valider les conditions aux limites sur les déplacements.

Un probléme est dit Régulier si en tout point de la surface délimitant le domaine d’étude nous
connaissons les trois composantes complémentaires de 1’effort et du déplacement.

Cette derniére définition mérite une petite explication. Considérons par exemple le cas d’un solide en
déplacement sur une surface lisse. On peut admettre que le frottement est nul. En conséquence, on peut
affirmer que pour le vecteur déplacement, la composante normale au plan tangent commun est nulle. Par
contre les deux composantes tangentielles de la résultante des inters efforts sont nulles aussi. Vu la
complémentarité des informations, on dira que localement le probléme est régulier.

En fait pour qu’un probleme soit régulier, il faut que 1’intégrale représentant le travail des efforts de
contact puisse se décomposer en deux termes :
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Le premier terme représente le travail des efforts donnés dans le déplacement inconnu et le second
représente le travail des efforts de contact inconnu dans les déplacements donnés.

Fort de toutes ces définitions, il est alors possible de démontrer le théoréme d’unicité :

Si, pour un probléme régulier, on a trouvé un champ de contrainte statiquement admissible associé
par I'intermédiaire de la loi de comportement & un champ de déformation cinématiquement admissible, alors
on a la solution unique du probléme.

Dans ce théoréme, non démontré dans ce cours, il faut surtout remarquer que pour un probléme
régulier, la solution existe et elle est unique.

Dans la suite nous admettrons que tous nos problémes sont des problémes réguliers.

Schémas de résolution

En conséquence, peu importe le chemin utilisé pour obtenir la solution d’un probléme régulier, seul
compte le résultat. Toutefois il faut aussi comprendre que la solution en terme de contrainte ne pourra étre
trouvé que dans les champs statiquement admissible, alors que la solution en terme de déformation ne se
trouvera que dans les champs cinématiquement admissible.

11 est alors possible de concevoir des schémas de résolution basés sur le principe suivant. En premier
lieu, a partir de ’expérience et de la logique, on formule des hypothéses simplificatrices permettant de
réduire notablement le nombre d’inconnues du probléme. Ensuite on vérifie si ces hypotheses permettent
d’avoir un champ de contrainte statiquement admissible et un champ de déformation cinématiquement
admissible. Enfin, si tous les tests sont corrects, on vérifie enfin que ’on est bien en droit d’employer la loi
de comportement en utilisant les critéres limites.

Cette méthode présente 1’avantage de donner des solutions analytiques exactes dans des cas simples.
Ensuite par superposition, il est possible d’envisager des cas plus complexes. De plus historiquement, la
détermination de solutions analytiques a permis de faire le calage des codes de calcul numérique. Il n’est pas
rare en effet de valider de nouveaux €léments numériques en faisant la comparaison des résultats de calcul
avec un cas d’école.

Il est a noter que cette méthode n’est valable que si elle correctement utilisée. En particulier, il faut
impérativement faire tous les tests avant d’affirmer que I’on détient la solution.

Exemple d’application

Imaginons que nous ayons a définir la solution d’un tube sollicité par une pression intérieure p, au

rayon R,, une pression extérieure p,aurayon R, et une traction o sur les surfaces extrémités.
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11 est possible de faire des hypothéses sur les composantes du champ de déplacement. En effet, vu les
symétries du probléme, on peut raisonnablement penser que le champ de déplacement n’a pas de
composantes orthoradiales, que la composante radiale ne dépend que de la coordonnée radiale et que la
composante axiale n’est fonction de la coordonnée axiale. On suppose que, dans la base cylindro-polaire, le
champ de déplacement est de la forme :

UM)=u,(r)E, +u.(2)E.

Essayons de valider nos hypothéses. Dans un premier temps on peut remarquer que comme dans
notre probléme nous n’avons aucune condition de déplacement imposé sur la surface de notre domaine et
que d’autre part nous partons d’un champ de déplacement, le champ de déformation associé¢ sera
nécessairement cinématiquement compatible.

Il reste a vérifier que le champ de contrainte associé soit statiquement admissible. En ce qui concerne
les équations d’équilibre, on pourrait étre tenté¢ d’utiliser les équations de Navier, mais il faudra ensuite
déterminer les composantes du tenseur des contraintes afin de valider les conditions aux limites sur les
forces. Aussi autant calculer immédiatement les composantes du tenseur des contraintes.

Pour cela il faut utiliser les relations déplacement — déformation afin d’obtenir les composantes du
tenseur des déformations. Attention les calculs doivent se faire dans la base cylindro-polaire et les formules
utilisant les opérateurs différentiels (gradient, divergence, laplacien ...) n’ont pas les mémes expressions
indicielles que dans le cas d’une base cartésienne. On a donc :

201)= [6raa 0 +(Graa ) |

du, o
dr
eM)=| 0 L o
r
0 0 du, (_’V’EH’EZ)
dz

I1 est a noter qu’avec ces hypotheses les distorsions angulaires sont nulles, ce qui est logique si on
imagine la déformation du tube. Nous sommes avec les axes principaux.

Comme la loi de comportement élastique linéaire est définie pour un matériau isotrope, elle peut étre
utilisée sous la méme forme indicielle dans n’importe qu’elle base. On a alors pour les composantes du
tenseur des contraintes :

o(M)=2pe+201

du

208 4 40 0 0
r
o(M)= 0 20100 0
r
0 0 2484 50 (E,.E,.E.)
dz
Avec : 9:ﬂ+u_r+duz
dr r dz
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Il reste maintenant a vérifier que le tenseur obtenu est bien statiquement admissible. Pour cela
commengons par valider les équations d’équilibre, toujours en faisant bien attention a utiliser des formules
valables en coordonnées cylindro-polaire. Comme le domaine est supposé étre en équilibre et que les forces
de volumes sont négligeables, le tenseur des contraintes doit avoir une divergence nulle :

divaiM )=0

Compte tenu du fait que le tenseur des contraintes est diagonal, nous obtenons :

—rr+_(o-rr _0-39 ):0
r

lao'ee _
r 06
0o, 0
Oz

0

Avec les hypotheses faites, la deuxieme équation est identiquement satisfaite. La premicre et la
troisieme équation nous apportent deux équations différentielles :

d*u, ldu, u, d|1(d|ru,

Yt = | |=0
dr rdr ro dr|lr\ dr
d’u,
dz*

=0

Les solutions sont de la forme :

u,=ar+—

r
u,=yz+o

Ce qui nous donne les expressions suivantes pour les composantes du tenseur des contraintes :

O'VV:A—FE2
099=A+£2
r
o, =C
a:(zﬂm)A—zc
A=2a(u+2)+7 A 2u(2u+32)
avec <B=2pfu ,322i
C=2ai+yQu+2l) (,u,L-lFA)C—/IA
- u2u+32)
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Soit avec le module d’Young et le coefficient de Poisson :

a+yv 1-v v
A=——"7" F v, v
(v)(1-2v) a=——A-5C
_B _I+v
B_1+VE p= E B
_2av+y(i-v) y=—2 qile
(1+v)(1-2v)

Avec les conditions aux limites, il est possible de fixer les constantes d’intégration :

-R.2_ RZ
A=pl Rlz_pR(’z e

_ R-2R2
B=(171Rp2(3_)1312 e

C=0

La constante & n’est pas fixée, mais en fait quelque soit sa valeur, les expressions des tenseurs des
contraintes et des déformations sont les mémes. En fait cette constante traduit un déplacement de solide
indéformable le long de I’axe du tube.

Pour terminer I’étude, il ne reste qu’a vérifier que 1’état de contrainte obtenu en tout point soit en
accord avec la limite ¢élastique du matériau, ce qui peut étre fait en employant par exemple le critére de Von
Miseés :

2 2 2 2

(0-1 _Gn) +(Gn _Um) +(Gm_51) <20

2
3(@] +(4-C) <o,
r

Le cas le plus défavorable étant obtenu au rayon intérieur, on a :

2 4 2 2 2
- R "R°—p R
3[(pl pe) e J+{pl 1 pe e _GJ SGEZ

(Rez _Ri2)2 (Rez _Riz)
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Elasticité bidimensionnelle

Parmi I’ensemble des hypothéses simplificatrices que 1’on peut €tre amené a faire, 1’hypothése d’état
plan apporte rapidement une étude avec beaucoup moins de variables. Nous avons alors une méthodologie
particuliére qui est développée et qui permet dans de nombreux cas d’aboutir a une solution. Toutefois il ne
faut pas perdre de vue que I’hypothése d’état plan, qui est trés forte, n’est que rarement vérifiée dans son
intégralité. De ce fait les résultats obtenus ne sont, comme souvent dans le cas de résultats analytiques sur un
probléme concret, qu’une estimation de la solution.

En pratique il semble qu’il y ait deux cas d’¢lasticité plan, soit I’état plan de contraintes planes, soit
I’¢état de déformations planes. Mais en fait, on constate que les méthodes de détermination des solutions sont
identiques et qu’en jouant sur la dualité entre contrainte et déformation, il est tout a fait possible de
déterminer une méthode générale.

Définition des états plans

Etat plan de déformations

Considérons un corps dont la forme est un cylindre de génératrices paralléles a 1’axe (O;E3). Si le
champ de déplacement est tel qu’il soit indépendant de la coordonnée axiale (x3) du point et que sa

composante axiale soit nulle (u3 =0), alors on dit que I’on a affaire a un état plan de déformations.

Le tenseur déformation est donné par la forme suivante :
(Ensxy)  En(x,x;,) 0
e(M)=| &,,(x,,x,)  &x,(x,,x,) 0
0 o 0o)E)

On constate bien que les déformations sont données exclusivement dans le plan orthogonal a ’axe de
cylindre et qu’il suffit de connaitre les déformations dans une section droite pour les connaitre en tous points
du domaine étudié.

Par I’intermédiaire de la loi de comportement, il est possible de définir les composantes du tenseur
des contraintes :

0,(x5%,)  01,(x,,x,) 0
o(M)=| 0,,(x;,x,) 0,(x,x,) 0
0 0 o4y (xox,) )(E, )

La contrainte normale dans la direction E; n’est pas nulle, mais elle est liée aux autres contraintes

normales :
O33 :V(O-ll +O—22)
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Le champ de contrainte est donc, comme les champs de déplacement et de déformation, indépendant
de x;. On ne pourra donc étre dans un état de déformations planes que si I’ensemble du probléme est

invariant par toute translation paralléle a I’axe (O;E3). Ceci impose en particulier que le corps soit de

longueur infinie dans la direction E;, ce qui est bien entendu irréel. Toutefois, par approximation, les

cylindres de grandes longueurs pourront, selon certaines conditions, étre en état plan de déformations. Ces
conditions porteront en particulier sur le chargement de ce domaine.

La force de volume par unité de volume est donnée par les équations d’équilibre :

oo, 00,
— N+ —=+ =0
ox,  Ox, Pl
oo,, 00,,

+ =0
ox,  0Ox, P
f3=0

On constate qu’il ne peut pas y avoir de chargement axial. D’autre part si ’on considére un point de
la surface latérale cylindrique, le vecteur contrainte dans la direction de normale extérieure au domaine
montre qu’il ne peut y avoir de chargement normal a cette surface. En effet, compte tenu du fait que le
domaine est cylindrique, la direction de normale extérieure au domaine en un point de la surface latérale est
orthogonale a I’axe du cylindre :

i.E,=0 = T(M;ii).E,=0

Etat plan de contraintes

Un domaine sera en état plan de contraintes si le champ de contrainte en tout point ne dépend
que de deux coordonnées spatiales (x,,x, par exemple) et les composantes du tenseur contrainte associées a

la troisieme coordonnée sont nulles (o,;,=0,;=0,;=0).

Le tenseur des contraintes est donc de la forme :
_ 01(x,%,)  0,(x,x,) 0
o(M)=| 0,(x;,x,) 0,(x,x,) 0

0 o 0)E)

Par I’intermédiaire de la loi de comportement il est possible de définir les composantes du tenseur des
déformations :

En(x,x,)  &,(%x,x,) 0
eM)=| &,(x5x,)  &,,(x5x,) 0
0 0 &33(X;5X,) (Ez)

Par analogie avec 1’état plan de déformations, il est possible de déterminer la dilatation linéaire dans
la direction axiale en fonction des deux autres dilatations linéaires :

A
€33 ZM(SI 1 +522)
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Les équations d’équilibres prennent la méme forme que pour 1’état plan de déformations et pas
conséquent la force de volume par unité de volume doit étre orthogonale a la direction E 50

oo, 00,
—H+—=4 =0
ox,  Ox, Pl
0o,, 00,,

+ + =0
ox,  Ox, P/
/=0

D’autre part on constate que le chargement sur une face orthogonale a la direction E , doit étre nul, ce

qui nous permet de dire que I’état plan de contraintes ne sera obtenu que dans le cas d’un cylindre chargé
uniquement sur la surface latérale. Pratiquement c’est le cas des domaines de faible épaisseur chargée dans
leur plan.

De plus on constate que les problémes de déformations planes et de contraintes planes sont de méme
nature et que les équations qui les régissent sont analogues. En particulier, pour la loi de comportement on a
dans le cas de I’état plan de contraintes planes :

O,,— VO
£,= 11 22
E
_0,, VO,
&=
_(1+v O,
&=
E

Dans le cas de 1’état plan de déformations, les équations sont similaires a condition d’utiliser de
nouvelles valeurs pour le module d’Young, le coefficient de Poisson et le premier coefficient de Lamé:
E , Vv P 241

E'= =
I-v A+2u

1-v

Les équations de compatibilité conduisent essentiellement a une condition qui est dans le cas de 1’état
plan de contraintes :

A(O'1 | +0'22)+(l+v) div(pf)zo

Dans le cas de I’état plan de déformations il suffit de remplacer le coefficient de Poisson par sa
nouvelle valeur v'.

Il est a noter toutefois que pour un état plan de contraintes, les équations de compatibilité conduisent
aussi a la relation suivante :
Ey=a+Px+yx,

Cette condition n’étant que rarement satisfaite, nous nous trouverons souvent dans le cas d’état
approximativement plan de contraintes.

Comme on peut le constater, il n’existe, au niveau des équations, que tres peu de différences entre un
¢état plan de déformations et un état plan de contraintes. Pour passer d’une solution a une autre il suffit de
transformer les équations en utilisant les coefficients fictifs :

E .,V pIa 2 u

E'= =
I-v A+2u
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Ainsi une solution obtenue dans le cas d’un état plan de contraintes sera tout a fait adaptable a un état
plan de déformations. En conséquence, par la suite nous allons simplement chercher a définir des solutions

dites de I’état plan, sans trop préciser si I’on considére un état plan de contraintes ou un état plan de
déformations.

Fonction d’Airy

Dans de nombreuses applications la force de volume dérive d’un potentiel w(x,,x,)et on a la
relation :

f(M)=—gradw

Dans le cas de la statique, les équations d’équilibre deviennent alors :

div:'+pf(M):div:—pgrad w=0

Pour un matériau a masse volumique constante (incompressible) on obtient :

div:— grad(pw)zf)

De plus nous avons la relation pour une fonction scalaire f:
gradf:div‘fﬂ

Ce qui nous donne pour les équations d’équilibre :

a’iv‘:—(pwﬁ ’:()

Cette équation est automatiquement satisfaite si 1’on pose :
= = = ===
a—(p w)l :rot( rot d))

Le tenseur ® nouvellement défini doit étre symétrique. Il est appelé tenseur de fonctions de
contrainte. Il est donc caractérisé par six composantes indépendantes.

Toutefois dans le cas de 1’¢lasticité plane, comme nous n’avons que deux équations équilibre
significatives, on constate que 1’équilibre peut étre obtenu en posant :

0 0 0
avec go:(p(xl,x2) fonction d’AIRY

| ©
&S

Ainsi dans le cas des coordonnées cartésiennes, on obtient :

0 @
o, = ~+ pw
0x,

0’ ¢
Op=—"7+pw
0 x,

0’ ¢
O, =~
Ox, Ox,
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11 est alors aisé de constater que les équations d’équilibre sont satisfaites.

L’¢équation de compatibilité nous apporte une condition supplémentaire sur la fonction d’Airy :
A((711+622)+(1+V) div(p]’)=0 A(A(p)+(1—v)pr=O

En particulier, dans le cas d’un champ de force de volume a divergence nulle, on a :
A(Ap)=0

Les fonctions d’Airy satisfaisant a cette condition sont dites biharmoniques.

Exemple d’application : flexion simple d’une poutre rectangulaire

On considére une poutre droite d’axe (O;El), de section rectangulaire (hauteur 24, épaisseur 2b).
Cette poutre est encastrée dans un massif a I’abscisse x,=0. L’extrémité libre est la seule supportant un
chargement. D’autre part on suppose que les forces de volume sont nulles. On suppose que ’épaisseur est
trés faible devant les autres dimensions de la poutre et qu’en conséquence, on peut faire I’hypothése d’un état
plan de contrainte.

Nous adoptons la fonction d’Airy suivante :

2 3 3
(p=£ h—xl x2+£x23—x‘ 2 avec I:—(Zb)(Zh) L
I\ 2 6 6

12 3

On constate aisément que la fonction ainsi définie est biharmonique. On peut alors déterminer 1’état
de contrainte obtenu :

o’p P
O = 5 = (Z_xl)xz
ox,” 1
_Pe_,
22 2
ox,
o P
O, =~ Y :__(hz_x22>
Ox, Ox, 21

Cet état de contrainte est parfaitement compatible avec la condition de non chargement des faces
supérieure (x2 =h) et inférieure (x2 :—h) de la poutre.

Pour la section extrémité ()c1 =/ ), on obtient un torseur €quivalent avec un moment nul au centre de
surface et une résultante n’ayant qu’une composante :

[T(M3E, )as=-PE,
N

On peut donc considérer que la poutre est sollicitée en flexion simple. Il est a noter que 1’état de
contrainte ainsi obtenu est parfaitement en accord avec la théorie élémentaire des poutres.
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Il reste a vérifier les conditions aux limites sur les déplacements et en particulier la condition
d’encastrement de la section x, =0.

Il convient donc de calculer la forme générale du champ de déplacement. Toutefois, dans le cas
d’¢élasticité plane, il n’est pas nécessaire d’utiliser la méthode générale avec la détermination du tenseur
antisymétrique. L’intégration peut se faire directement a partir des relations déplacements-déformations.

Dans notre exemple nous avons le tenseur déformation suivant :

P ou
&,=—\-x )x,=—"
11 EI( 1) 2 ax]
vP ou
&yy=——\—x, )x,=—2
22 El( ]) 2 axz
by LVP (2 o) 10w Oy
2E1 2{ ox, ox,
Les deux premiéres équations nous permettent d’écrire :
Px x,” vP X,
W) ) ste)

A partir de la troisiéme équation, on obtient :

76, )=—K x, +L{(2+v)%3—2(1+v)h2 } K,

2F]1
P 2 X3
x )=Kx,——|Ix - |+K
g(l) 1 2El[ 1 3J 1

Le champ de déplacement n’étant déterminé que par trois constantes, il est pratiquement impossible
de respecter la condition d’encastrement pour tous les points de la section droite définie par x,=0. Pour

definir les constantes, on se contentera de donner leur valeur afin de respecter le non déplacement de certains
points de la section origine. On peut écrire par exemple :

1,(0,0)=0 K,=0

1,(0,0)=0 = <K, =0

2
u(o,igj:o P (4+5v)

On peut alors en déduire la déformée de la ligne moyenne (x2 =X, :0) ;

Ph’ P ’
u, (xl ,0)2—5(4+5V)x1 —m(lxlz —iJ

3

Ainsi la fléeche a ’extrémité libre est :

Ph’ PP
uz(Z,O):—ml(4+5v)—3El

Dans cette expression, le second terme correspond parfaitement a la valeur de la fleche donnée par la
théorie élémentaire des poutres. Le premier terme apparait donc comme un terme correctif vis a vis de cette
théorie.
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Elasticité plane en coordonnées polaires

Dans le cas d’une base curviligne, il suffit d’appliquer les relations intrinséques. Par la connaissance
des opérateurs différentiels dans la base, il est alors possible de donner les relations sous forme développée.
Ainsi pour la base cylindro-polaire, on a toujours:

0 0 0
3—(,0@7:3(75) avee ®=|0 0 0
0 0 olr0)E)
Ce qui nous permet de calculer les composantes du tenseur des contraintes :

10p 1 0°¢
o =———4+— +ow
oy or 1 00? p
o’ ¢
o, = +pow
00 = P
- __0(13p) 109 109
Y ar\ro0) »* o0 rorod

La condition de compatibilité reste inchangée :
AA@)+(1-v)A pw=0

Avec dans le cas d’une fonction F' dépendant des deux variables r et 6 :
_1a ( aF) 1 &F

AF Vr— +—2—2
or r- 00

ror

Il existe un cas particulier important associ¢ au cas d’un solide de révolution par rapport a I’axe
(O; EZ) et soumis a des charges purement radiales, distribuées symétriquement par rapport a 1’axe du solide
(solide et chargement axisymétriques). Les fonctions ne dépendent alors plus de la variable angulaire 6.

Les relations deviennent alors :

o - 1do N
rr r dr pW
d? 10} 1o( OF
Oy = + et AF=——|r—m=
0 gt P ror\_ or
c,,=0

Ce qui nous donne pour 1’équation de compatibilité :
d d|1d( de d( dpw
—|r—<—-—r— :(v—l)— r
dr| dr |rdr\ dr dr dr

La solution générale de I’équation sans second membre est :
@ =Alnr+Br’Inr+Cr*+D

La solution de 1’équation avec second membre sera alors obtenue en ajoutant une solution particuliere
dépendant de la force de volume.
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Application en coordonnées polaires

On se propose d’étudier une plaque de largeur 25, de faible épaisseur, tendue entre deux extrémités et
possédant un trou médiant de rayon a. Les forces de volume sont négligeables. On fait I’hypothése d’un état
plan de contrainte.

D’autre part on considére que le rayon du trou a est petit devant la demi largeur de la plaque 5. On
peut donc raisonnablement penser qu’en tout point d’un cercle de rayon R grand devant a 1’état de contrainte
n’est pas perturbé par la présence du trou. Ainsi en découpant virtuellement un cylindre de rayon R, on peut
écrire que sur la surface extérieure 1’état de contrainte est uniaxial, alors que le chargement est nul sur la
surface intérieure de rayon a.

r=R E:(Z gJ(E,,Ez) = TiM;EJzacosGEl

Le chargement sur la surface cylindrique extérieure peut se mettre sous la forme :

T(M;E, ):{%Er}+[% (cos(20)Er —sin(20)E, )}

Le premier cas de charge est radial et indépendant de 1’angle polaire. Il correspond parfaitement au
cas particulier précédemment traité. Comme la force de volume est nulle, la solution générale est de la
forme :

@ =Alnr+Br’Inr+Cr*+D

La détermination des contraintes se fait par la vérification des conditions aux limites. On obtient

alors :
2
7,314 ]
2 r

Pour le deuxieme cas de charge, on recherche une solution en adoptant une fonction d’Airy de la
forme:

o(r,0)=w(r)cos(260)

L’équation de compatibilité nous donne alors :
d’ 2d’ 9 d’ 9d
e
dr*  rdr v dr- r dr

La solution générale est :

l//(r):Ar4+Br2 +C+r22
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Ce qui nous donne 1’état de contrainte suivant :

arr:—(2B+£+6—?jcos(29)
r r

0'6,9=(12Ar2 +2B+6r—?jc0s(2¢9)

0',,9=(6Ar2+2B—2r—§—@jsin(2:9)

4
r

En retenant I’hypothése que le rayon de la surface cylindrique extérieure est grand devant celui de la
surface cylindrique intérieure (R >> a), et en utilisant les conditions aux limites, on peut définir les valeurs
des constantes :

On a ainsi la solution au deuxieme cas de charge. 1l suffit ensuite d’utiliser la superposition des cas de
charges pour obtenir la solution du probléme initial :

o 4q4* 34a* o a’

o = 1- +—— [cos(20)+—| 1 ——
" 2( ot j (26) 2( I’ZJ
o 3at o a’
c,=——| 1 +—— |cos(20)+—| 1+—

2 4
o, :_E(H 2; —3:2 jsin(2«9)

A partir de ces résultats il est possible d’étudier la loi de répartition des contraintes normales dans la
poutre au niveau de la section trouée.

On obtient :

Avec cette fonction, on constate que la contrainte normale est maximale au bord du trou et quelle est
alors égale a trois fois la contrainte nominale. Cette étude fait clairement apparaitre le phénomene de
concentration de contrainte di a la présence d’un trou.
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Quelques formules I

2 2
OCey O&y 05y O&y _ ijadv=jaa(t)dv+ja(z)vﬁds
Ox,0x; Ox,0x; 0Ox,0x; Ox; 0x, dt y, p Of an
= -~ N 2 2
— L [Grad U +(Grad Uy = A ey ey gy Oy _
2 Ox, 0x; 0Ox,0x; 0Ox, 0x; Ox, 0X,
dor ~2% g [ 08w 9% |, IA_4 [aqy=[a,dv+ [a,ds | T i)-oii
N N T drdty, D ép

pY(M,t/R,)=divo+pf(M,t)

— (= T = =
grad divis )+ (grad div(s D —grad (gmd |tV‘8 )D -Ae=0

.[Afids = Idl'vAdV du; :(‘94',‘ +a)g’/)dxj d—p+pdiv(\7):0 5Q J'q nds+jrdv
oD D dt ot
[7(M,t1 R, )dm=[ 7 (M tydm+ [T (P, 7i)dS T=S+D
D D D S=tr(T)1/3=T,1/3
[OMAF(M 1R, )dm=[OM A f (M ,t)dm+ [ OM AT (P,ji)dS | D=T-S$
D D aD
o, =T(M.ji)i (;—pé)—lﬁ]gz—p(s+é’—l//)£—lq. grad(T)>0
—n/\T(M n (M n)—O' o¢ arjdt T

dN(O'V) J ’ +0'®gradV

jp[ J j(an)Vdep/Vdv ja®de

72
L dv=
2

dK
? = ext int

d

dp(

ar =0 ® +kAT

ﬁT =
S— _+ . d
Jolé " pc( V.grad(l )j

( O-11) (0-11 Gm) (0111_01)2320}2 8—1-2/ (O‘ ?) I:a(T_TO%%”«ace(:_j):F
olol-£)l, olelr,-r)l_ 1 &1, o, + - an|plr-7)5, - o | o=2pet lanle)l

Ox; ox; 1+v 0Ox, Ox, 14w
pgzignw—div@) ﬁzj%dv—g.ﬁds o=0"+ A®s-B(r-T")
- L VE | peCGivom [ 7 7

2(1+v) _m A+ 2(A+u) 30+2u
dW,, =—P, dt= ja@ (Ddt)dv=[c®dedv=| o, de, dv Z:H_V(;y itr(§)7

_ ) o, e, . .

Ji/=2/18”+19§y= £

vE

&+

1+v 7 (1+v)(1-2v)

1 Oy

yﬂzjt)+(y+/1)gradidiaﬁ H+p(f—77)=6

1+v 1

" E

14

& —1, 0. =

i

A

O. — =—0. —FF—<0O0 (5‘
TEY 2u T 2uQue3a) Y

ou, Ié’uj
aX, X,

é’u,lé’uJ
o, &,

Gt atars
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| Elasticité lin€aire en coordonnées polaires I

Relations Déplacement-Déformation

o LTI
" o 2\r 00 oz
10u, u 1| Ou, Ou
0= 0t =2 Taor
r r 4 r
ou
£.= g, =t 10U,  Ouy_up
z 2lr 08 or r

Equations d’équilibre

r

oo
+—"=+ -7,)=0
o - o0 0'99) o p(fr 7r)
do,, l10o, 0o, o
£ 4 — + 4290 4 0
or 00 o Pla=72)=

do, 10oc, Oo .
rz +— + zZ +J+ _ —
or r o060 oz r P(fz 7:)=0

ai 186r9+1(

Equations de Beltrami

oplf,-7.), v oo, 1 o1

. +1+dev[ (f 7/)]+A0‘ —r—z 2 6994—0,,,,—099 +m 6r21 =0
2 ap(f—y) v [ (7 - 2 (.00, 1 190 81
r(agegw(ff_y") +17dw[p(f_y)]+M“+7 250 oo e e )7l
oplf-r.), v R
2 % +1+ dzv[p(f 7/)]+A0' + Ty 5°
op(fo=7s) 1(0p(f,~7,) 2 (80, 80, 1 oof(1a1

- r fr)_ - A Bl It U dl T ]

I Ao =70 [+A0+ | 3 =30 " 20w [* 1 5l ae

or oz ol 06 ] 1+v or 62

az r 00 e 3“0 %% 1y raaaz

or 00 e ot ror oot &
[l :O-rr +O_949 +O—zz

2 2 2
avee: divi=2try (afg f,j+—f A 104 124 24
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