La Représentation diffusive

Les opérateurs linéaires intégraux c’est a dire les opérateurs ‘H de la forme :

(Huﬂﬂzzﬁgﬁuﬁu@ﬁk (1)

sont tres fréquents dans les modeles de la physique. L’étude de tels opérateurs est donc primor-
diale et d’autant plus délicate que la classe d’opérateurs considérée est tres vaste : elle englobe en
particulier les opérateurs rationnels et, si le noyau h est étendu aux distributions, les opérateurs
différentiels. Tant pour 'analyse que pour la mise en ceuvre numérique, il peut paraitre judicieux
d’en chercher une formulation plus intéressante que la formulation intégrale (1), par nature de
manipulation délicate. En effet la formulation (1) est héréditaire : la détermination de la valeur
de Hu a un temps ¢ fait intervenir tout le passé de u, ce qui, du point de vue numérique par
exemple, n’est pas économique.
L’approche dénommée représentation diffusive, présentée dans [6], s’inscrit dans cette problématique :

elle permet la formulation de H au moyen de réalisations d’état, c’est-a-dire, dans le cas ou
lopérateur H est causal et u a support dans Ry :

X = Bu, (2)
Hu = CX, (3)

ol B et C sont des opérateurs locaux en temps. Du fait de la localité des opérateurs et de
Péquation, cette formulation n’est pas héréditaire, une intégration de ”proche en proche” de (2)
pouvant étre réalisée, ne nécessitant aucunement la mémorisation du passé de u. La disparition
de la nature héréditaire dans la formulation d’état (2,3) est en fait due a l'introduction de la
variable intermédiaire X dans laquelle est "résumé” le passé de u d’une maniere suffisante pour
la synthese de H définie par 'opérateur C. Au dela des opérateurs H causaux, on pourra trouver
dans [6] des formulations d’état généralisées de la forme :

DX = Bu,
Hu=CX,

ou D est un opérateur local plus général que 0y, éventuellement spatial.

Via la représentation diffusive on a acces a des réalisations d’état variées d’opérateurs
intégraux, ce qui, sur le plan numérique notamment, permettra la simulation de systemes com-
plexes. Mais cette approche est bien plus qu'une méthode dédiée aux seules approximations
numériques : c’est une méthodologie générale qui fournit un cadre mathématiques unifié pour
I’analyse, la manipulation et la réalisation concrete d’une grande classe d’opérateurs intégraux.
Ainsi, un opérateur rationnel simple et un opérateur non convolutif trés complexe sont selon
cette approche appréhendés et traités de maniere identique et relativement simple, le passage
aux réalisations numériques utilisables étant possible a tout moment.

L’essentiel de la représentation diffusive (dans le cas causal) est présenté dans les paragraphes
qui suivent.

1.1 Principe général

On considere un opérateur linéaire intégral causal H de noyaux h (cf. (1)) et de ”réponse
impulsionnelle” h définie par h(t, s) := h(t,t — s), avec h(t,.) supposée, dans un premier temps,
localement intégrable pour tout ¢. Par simple réécriture de (1), on déduit :

(Hu)(®) = (h(t,.) *u)(t)
= Jg h(t,s)u(t — s)ds
= [gh(t, s)u(t, s)ds,
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ou u(t,s) = u(t — s) est appelée histoire de u (& linstant ¢). Avec la notation < f,g >:=
J f(s)g(s) ds, on obtient alors la propriété fondamentale pour la suite :

Vt, (Hu)(t) =< h(t,.),u(t,.) >,

c’est-a-dire : le résultat de 'opérateur H sur une fonction u s’exprime par le produit (au sens du
crochet < .,. >) de la réponse impulsionnelle de H et de ’histoire de u.

On notera d’une part que le produit < .,. > est indépendant de ¢ (au sens ou le domaine
parcouru par s l'est), d’autre part qu’a chaque ¢ (fixé), h(t,.) et u(t,.) sont des fonctions d’une
variable temps s € R. Ces deux propriétés, qui ne sont pas vérifiées sous la formulation initiale
(1), vont permettre d’une part des transformations simples et riches en propriétés intéressantes,
d’autre part de définir un cadre topologique clair basé sur les espaces fonctionnels en dualité par
le produit < .,. >.

On consideére une transformation linéaire inversible A (indépendante de t et portant sur
u(t,.)) telle que, de maniere pour U'instant formelle, on ait :

(Hu)(t) =< h(t,.), AL Au(t,.) > .
En transposant A~! sur h(t,.) via son adjoint formel, on a :
(Hu)(t) =< (A™))*h(t,.), Au(t,.) >,

soit encore :

(Hu)(t) =< pu(t,.), (t,.) >

avec ¥(t,.) = (Au(t,.)) et u(t,.) = (A*)"th(t,.). On a ainsi acces & de nouvelles formulations
de lopérateur v — Hu qui toutes ont 'avantage de ”séparer ce qui se rapporte a H de ce
qui se rapporte & u”, et dont certaines pourraient étre particulierement intéressantes. Ainsi par
exemple, le cas ou ¢ serait solution d’une équation différentielle de "résolution aisée”, du type :

3t¢ = f(dJ? ’LL)
pourrait présenter de gros avantages sur le plan numérique.

Considérons maintenant 'opérateur linéaire (0; — pI). On peut montrer que cet opérateur
admet un inverse dans £, (L?(R)), algebre des opérateurs linéaires continus et causaux dans
L?(R), si et seulement si Re(p) < 0. On introduit alors la définition abstraite (dont la justification
apparaitra plus loin) :

Définition 1 On appelle opérateur de représentation diffusive, noté Rd, la fonction opératorielle :

Rd: R +iR — L. (L*(R))
D — Rd, = (0 —pI)~!

On note U(t,.) la représentation diffusive de u, c’est a dire W(¢,p) = Rd,u(t). Il découle de
la définition précédente que ¥ est I'unique solution de la famille d’équations différentielles dans
LZ(Rt) :

Oy (t,p) = pU(t,p) + u(t). (4)

La fonction ¥ étant solution d’une équation différentielle, elle pourra, dans le cas ou u est a
support dans [tg, +0o], étre obtenue (éventuellement numériquement) par intégration de cette



équation a partir d’une condition initiale ¥(¢g,p) = 0. On cherche donc & définir un opérateur
A adapté, c’est-a-dire par exemple tel que :

(Au(t,))(€) = (@ —(€)]) ult), v(§) € RE +1R,

ou 7 est une fonction de £ € R.

Pour cela, on considére un contour v C R_ 4R défini par un arc simple fermé (éventuellement
a l'infini) qui sépare C en deux sous-espaces connexes disjoints notés Qf{ et 2. Pour des raisons
techniques qui apparaitront plus loin, on suppose en outre vérifiées les hypotheses suivantes :

Jovy E]g,ﬂ'[, Jda € R tels que :

o clran IR, 44 C Qf, (5)
o Ry +iR C QF, (6)
e vNiR de mesure nulle. (7)

MR

Fic. 1 — Exemple de contour 7.

On suppose enfin que l'arc v est paramétré au moyen d’une fonction encore notée v : £ €
Jy C R 7(&) € R_ 4 iR lipschitzienne, et qu’il existe b, ¢ > 0 tels que

b< Y (9] <e &pp. (8)

De ce qui précede, on déduit aisément que Rd,u(t) est I'unique solution de 1'’équation
différentielle dans L2(Ry) :

Op(t, €) = v(EP(t, &) +ult), &€ Jy. (9)

Remarque 2 Du fait de la condition sectorielle (5) imposée au contour vy, cette équation est de
nature diffusive [10]. Grdce a cette propriété, des approrimations relativement peu cotteuses de
l’équation d’état (9) pourront étre construites. En effet, la discrétisation en & de v sera d’autant
moins fine que le contour s’éloignera de l’axe itmaginaire pur : quelques dizaines de points de
discrétisation en £ seront en pratique suffisants.



Lorsque u est a support dans [tg, +0o[, on a nécessairement 1 (tg, &) = 0; d’apres la formule
de Duhamel pour (9) et en notant £ la transformation de Laplace causale :

t +oco

Rdygyult) = / Oy (s)ds = / Oy (s)1g, (t - s)ds &-pp,
to —0o0

d’ou :

+o0
Rgut) = [ Oult— s, (s

+o0o
_ /O O Osu(t, s)ds = (Liu(t,.))(—v(€)) &pp.

On peut alors exprimer 'opérateur A précédemment évoqué de la maniére suivante :

Définition 3 On note L l'opérateur défini par :
+oo
L)) = [ o glds = (Lrg)l-1(O)

0

On a en effet :
%d’y(é)u(t) - ([:"/u(t? ))(é) §-pp,
d’ou, toujours formellement :
(Hu)(t) =< pu(t,.), (L, .) >¢,
avec P(t,€) = (Lyu(t,.))(€) et u(t,€) = ((L£5) AL, .))(E).

Proposition 4 L’adjoint L3 de l'opérateur L., est défini par :

e1(©)s dé s15>0
(L2 F)(s) = / ,, O st

0 s28<0
Preuve. Par définition, on a :
< [:/f7g >s=< f"c’}’g >e -

Donc, sous réserve d’applicabilité du théoreme de Fubini :

+o0
<tifo>e = [ e [ T o@g(sas ae

0

+oo
:/ 9(s)1r, () / & f(¢)d¢ ds

—00 J7
— < e, () / O f(€)dg g >

Remarque 5 On a (L3u(t,.))(s) = h(t,s). Or, par définition de L, supp(L:u(t,.)) CJO, +o0l.
Donc les opérateurs considérés sont nécessairement causaur.



De maniere formelle on a donc bien :
(Hu)(t) =< p(t,.),¥(t,.) >¢
avec ¥(t, &) = (Lyu(t,.))(€) et (LIu(t,.))(s) = h(t,s).

Au-dela du cadre formel, cette égalité n’est cependant légitime que sous certaines hypotheses.
En effet, on a :

+oo +00
(Hu)(t) :/ h(t,s)u(t, s)ds :/ (Lo p(t, ) (s)u(t, s)ds

—00 —00

+oo
[ 1) [ oOuttgag utt.s)as,

—o0 Jy

expression égale a :

+o0o
[ [ et s w1 = [ (et @t = [ ittt )
Jy /0 Jy Jy

si et seulement si le théoreme de Fubini est applicable. Ce point, essentiel pour 'applicabilité de
la méthode, fait 'objet des paragraphes suivants qui permettent de donner un sens rigoureux aux
développements formels précédents. On notera que les hypotheéses requises imposent certaines
restrictions significatives qui devront étre soigneusement prises en compte en pratique, faute de
quoi des résultats absurdes seraient a craindre.

1.2 Cas particulier u(t,.) € L, : théoréme fondamental

On rappelle tout d’abord les hypotheses suivantes concernant + :

o, e]g,w[, Ja € R tels que :
° ei[_o‘% O"Y}R_i_ +a C Q:}"]‘
o R} +iRCQf

e v NiR de mesure nulle

il existe b et ¢ tels que 0 < b < |y (§)| < ¢ &-pp.

Soit H(t,.) := Lh(t,.) le symbole Laplace d'un opérateur intégral causal H de réponse
impulsionnelle A telle que h(t, .) soit localement intégrable pour tout . Soit v un contour vérifiant
les hypotheses rappelées ci-dessus. Sous ces hypotheses, on a le résultat :

Théoreme 6 Si :
> (i) H(t,.) est holomorphe dans Q avec un nombre fini de points de branchement sur ~y notés
Dk, tels que :

vk, Vt, Vs > 0, /

cf

" H(t, p)dp — 0,

ot ¢k est le cercle de centre py et de rayon r,
» (i7) la trace de H(t,.) sur vy est localement Lebesque intégrable sur -,

> (i) et il existe une suite (py), telle que p, — +oo et H(t,pp,e?®) — 0 uniformément
" n—-+400 n—+400
TI' 37r]

par rapport 4 0 € [§, 5



alors Yu a support minoré par ty, (Hu)(t) s’exprime par :

(Hu)(t) = g pu(t, v (t, )ds =< u(t,.),v(t,.) >¢,
pu(t,.) solution de LI pu(t,.) = h(t,.),

et

O(t,€) solution de { M(t? )f) =j<s>w<t,s> +ult), VEER »

w(t(b

Preuve. Par simplicité, on considere seulement le cas v borné ; le cas non borné se traite de
maniere identique aux adaptations techniques pres. Sans perdre de généralités, on suppose que

to = 0.
On a:
1 1 a-+100 » 1 a+iR »
t h(t = (L H(t,. = — *H(t,p)dp = — i SH(t,p)d
WS 0. s >0, hts) = (CHED)6) = g [ dp= g im [ o) d

avec a € R% dans le domaine de convergence de I'intégrale.
Le contour v étant fermé, il existe un R > 0 a partir duquel on peut définir un contour I' de la
forme donnée en figure (2).

FiGg. 2 — contour T

On a:
I'=(a+i[-R,R]))+vp+71+72— 7

avec Yp = {z € C / |z] = R, Re(z) <0} et v; = —7v,. Or, d’apres ’hypothese (i), on a :
/ e’ H(t,p) dp =0,
r
d’otl1 :

a+iR
/ eP H(t,p) dp—l—/ eP H(t,p) dp—/epsH(t,p) dp = 0.
a—iR YR ¥



D’apres le lemme de Jordan, et du fait des hypotheses (i) et (iii), on peut alors montrer que :

lim eP’H(t,p) dp =0,
Loy (t,p) dp

d’ou : ,
a+iR
lim eP*H (t,p) dp = / eP*H (t,p) dp Vs> 0.
R—+o00 J4 4R ~

On a donc, Vi > 0, Vs > 0 :
1 1
h(t,s)==— [ e H(t,p) dp==— [ ©"H(t '(€) d
(65) = g5z ) o= 5 [ @@ @ de
ou l'intégrale sur J,, s’entend au sens de Lebesgue du fait de I'hypothese (ii). En posant pu(t, &) =
YO F(¢,7(€)) on a alors :

2w

/ eV Osp(t,€) dé Vs > 0
J.

YVt >0, h(t,s) = a
0 Vs <0,

soit encore :
h(t,s) = (Lyu(t,.))(s).

On a ainsi, pour toute u causale et réguliere, et Vt > 0, V7 > 0, :
t t
(h(r,.)*u)(t) = / h(r,s)u(t — s) ds :/ / V&3 (7, ) dE u(t — s) ds.
0 o Ju,

Or, par hypothese, h(7,.) est supposée Lebesgue-intégrable. Donc, pour toute u causale et
réguliere, (h(7,.) * u)(t) < 400 pour tout ¢ > 0 et on peut alors appliquer le théoreme de
Fubini sur I'espace L'(0,t) ® L*(R¢), d’otr :

(h(r, ) < u)(t) = / () / 5yt — s)ds d

0

+oo
= / M(T,f)/ eV Osu(t, s)ds dé
Iy 0
— [ urouee d,

Iy
ou Y(t, &) = (Lyu(t,.))(&) est solution de
{ Op(t, &) = v(&)v(t, &) + u(t)
Y(tg,.) = 0.
|
Remarque 7 » Par définition, la transformée de Laplace d’une fonction f n’est définie que sur
le demi plan ouvert {s € C/Re(s) > oo(f)} ot oo(f) = inf{oc > 0/3IM, > 0 tq |f(t)| < Mye",

YVt € R}. Or, si f est a support dans Ry on peut montrer que Lf se prolonge analytiquement
dans un domaine ¥ O R +iR. C’est donc en ce sens que H(t,.) peut étre holomorphe dans ij'

» Les opérateurs de symbole-Laplace de la forme suivante :

H(p):];



avec a € [0, 1] vérifient les hypothéses de ce théoréme (NB : l’arc vy est dans ce cas nécessairement
fermé a linfini du fait que la fonction I% nécessite une coupure entre 0 et l'infini). En effet, on

a en particulier :

1 2m 1 ) 2
/ —dp = / —ried) = r' ™ / ie'1=)0dp < cte 1= — 0
r p* 0 reer 0 r—0

car a € [0, 1].

» Avec ce théoréme, on obtient une réalisation d’état utilisable de l'opérateur considéré. Cette
réalisation d’état est de dimension infinie puisque a chaque & fixé, on a une équation différentielle

en ¥(., §).
» On a montré (cf. preuwve) que sous les hypothéses du théoréme,

n(t.8) = & p(t.4(e) (15)

est solution de [’équation :
h(t,s) = (L3t .))(s)-

Cependant cette équation admet plusieurs solutions : le p de la réalisation d’état de l'opérateur
H n’est donc pas unique. Dans la suite, on définira des classes d’équivalence de pu correspondant
tous a un méme opérateur.

Terminologie
— un opérateur H tel que, pour tout u a support minoré, on ait

(Hu)(t) =< h(t,.),u(t,.) >s=< p(t,.),¥(t,.) >¢,

sera dit y-réalisable ou réalisable sur +,

— la fonction ¢ = L u = Rd,u &-pp sera appelée y-représentation de u,

— toute solution p de I'équation h = LI sera appelée y-symbole de H (t,0;), la solution
particuliere donnée par (15) étant dénommée ~y-symbole canonique,

— D'expression < p(t,.),¥(t,.) >¢ sera appelée vy-synthése de Hu,

— un opérateur ‘H sera dit diffusif au sens strict si il admet un «-symbole avec v vérifiant
(10), (11) et (12),

— enfin, un opérateur H sera dit diffusif au sens large si il existe n € N tel que 9, " o H est
diffusif au sens strict.

1.3 Questions de topologie et d’algebre : le cas général

Le théoreme fondamental précédent permet d’obtenir une réalisation diffusive de H via son
~v-symbole, ce pour de nombreux opérateurs intégraux. Cependant les hypotheses de ce théoreme
s’averent dans bien des cas inutilement trop restrictives. En effet la premiere hypothese sur H(¢, .)
interdit par exemple l'utilisation du théoreme pour l'opérateur d’intégration 0, L pourtant es-
sentiel en pratique. Ce théoreme exclut également tous les opérateurs dont le symbole-Laplace
H a des poles sur le contour ~. Or, de tels opérateurs admettent une réalisation diffusive, a
condition d’admettre des y-symboles de nature distributionnelle, ce qu’interdit, précisément, le
théoreme précédent.

D’autres raisons d’ordre numérique suggerent également de ”passer aux distributions”. En effet,
la complétude de I'espace des ~y-symboles, propriété mathématique indispensable notamment
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pour une gestion correcte des approximations, ne peut avoir lieu que pour un espace de dis-
tributions. En outre, les approximations du y-symbole conduisant & des réalisations d’état de
dimension finie sont nécessairement de la forme ) ayde, (ou d¢, est la distribution de Dirac
en ;). Enfin, tout probleme d’optimisation portant sur le 7-symbole nécessite la fermeture de
I’espace des p, qui est donc nécessairement, la encore, un espace des distributions. Toutes ces
raisons imposent donc d’étendre le résultat du paragraphe précédent a une classe plus large
d’opérateurs a y-symboles distributionnel.

Pour cela, on cherche un espace de y-symboles A/w dual topologique d'un espace A, tel que,
Vu(t,.) € AL, Vi(t,.) € Ay, on ait :

< h,u >£§(A%)’£;1(A7):< Wy >A97A'y’

avec h = LIu et ¢ = Lyu; il faut entre autres pour cela garantir 'applicabilité du théoreme de
Fubini dans le cadre de la dualité < .,. > ALA,- L’espace Alv doit en outre étre suffisamment
grand pour englober les v-symboles de certains opérateurs essentiels et doit donc sortir du cadre
des fonctions. On le choisira en outre de telle maniere que le produit #., défini par :

w y-symbole de H (t, 0;)

v y-symbole de K(t,0;) } = pfyv 7-symbole de H(t,0;) o K(t,0)

soit interne et continu dans A’7 : ainsi la composition de deux opérateurs (y-réalisables), opération
trés fréquemment utilisée, pourra étre utilisée sans aucun probléme en restant dans le cadre de
la représentation diffusive. On s’assurera de plus que Vu € D(Ry), ¥ = L,u € A, : par den-
sité de D(R;) on pourra alors étendre ce résultat & de nombreux espaces. La classe d’entrées u
admissibles doit en effet étre suffisamment grande pour satisfaire aux besoins pratiques.

1.3.1 Le produit #,

La composition d’opérateurs étant une opération essentielle, on s’intéresse a ’opération qui
lui est associée dans ’espace des y-symboles.

Définition 8 On appelle produit #., ['opération sur les v-symboles définie comme suit :

w y-symbole de H(t,0)

v y-symbole de K(t.0)) } = pF# v y-symbole de H(t,0;) o K(t,0;).

On a notamment la formulation suivante sous forme de réalisation d’état :
< p#v, Rdy (1) >=< p,Rd, < v,Rd,(.) >>,

d’ou :
oy =v()Y1 +u
Oy = y(M) Yot < v, 9y >

{ O = ()Y +u B/
Y=< p,1hy >.

Yy =< p#yv, >

1.3.2 Espaces A, et Al

Dans ce paragraphe, on suppose la fonction « : J, — C réguliere, non bornée de R dans C
(c’est & dire J, = R ), lipschitzienne et vérifiant la condition sectorielle (10). On suppose de
plus, sans perdre de généralité, qu’il existe £, et A > 0 tels que :

e Rey(§) < —AlE] V¢ = &,

e Vn >0, 8?7 bornée, (16)
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et qu’il existe a,b > 0 tels que
a< Y| <b &pp. (17)

On considere alors espace Dygs (R) = {p € C*(R), Vn € N, O¢p € LF(R)} ou LF(R) est
I’espace de Lebesgue défini par la norme :

el = S‘égp(iﬂ) lp(x)], ot P(z) = /1 + 2.
X

L’espace D (R) est de Fréchet pour la famille de semi-normes :
el = llo2ell 5 -

Remarque 9 Du fait de la présence du poids P, les fonctions de DL%o(R) sont décroissantes a
linfini.

On cherche un espace que l'on notera A, tel que Yu € D(R;), 1 = Lyu € A,. Cependant,
comme D(R;) n’est pas stable par convolution avec une fonction a support dans R et que 1'on
a besoin de cette propriété pour démontrer quelques résultats particuliers dans la suite, on se
placera dans l'espace Sy(Rs), sous espace (dense dans S(Rg)) des fonctions de S(Rs) a support
majoré.

On a alors le résultat suivant :

Yu € Su(R,), ¥ € D (R).

L’espace A, recherché sera donc tel que A, C DLgo(R). Comme la complétude de A, est une
propriété nécessaire, on définit A, de la maniere suivante :

Définition 10 A, est le complété de L (Sq(Rs)) dans Dpse(R).

Cet espace est muni de la topologie induite par celle de DLgo(R).

Caractérisation des éléments de A, On a le résultat (preuve non développée ici) :

Proposition 11

¢6Aw<:>{¢EDL5°(R)

¢ =V, avec ¥ holomorphe sur 17,

ou V|, est la trace de ¥ sur 7.

Classe d’entrées u associée a A, On peut montrer que pour tout u € D'(0,7) (cadre tres
général), on a
Lyu(t,.) analytique dans C
et £Lyu(t,.) — 0 quand p — +oo dans C™
d’ott :
P € A, et ce pour tout 1.

La fonction L. est en fait tres régularisante : I'espace A, permet donc de considérer une tres
large classe d’entrées u, classe suffisamment large pour les besoins pratiques.

On considere ensuite I'espace A’7 de y-symboles, défini comme suit :
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Définition 12 Al est le dual topologique de A..

On a:
Al = 'Lgo/kerﬁi;.

Pour un opérateur H donné, il n’y a donc pas unicité du vy-symbole. A un opérateur est associé
une classe d’équivalence de y-symboles liés par la relation d’équivalence :

p1 ~ pg = LI(py — pg) = 0.

Un représentant particulier de cette classe d’équivalence est appelé y-symbole canonique; il est
défini par :
7' ()

um

pu(t,.) =

ot H(t,.),+ est la trace a droite de H(t,.) sur v au sens des distributions. Dans la suite, on
notera A’ . le sous ensemble de A’ des y-symboles canoniques.

H(tv ')\'y‘* )

Caractérisation des éléments de A, On a tout d’abord le résultat suivant concernant les
~v-symboles canoniques :

Proposition 13

HED/]@O(R)
—

wu(t,.) = 2/1(71' H(t,.)y()+ avec H holomorphe sur QF,

N

MEAQC@{

ot H(t,.)|,+ est la trace a droite de H sur~y (au sens des distributions).

En pratique on utilisera également les résultats suivants, suffisants dans un grand nombre
de cas.

Proposition 14 » Si p est une mesure,

, 1
MGAW@/RHKHM(@‘ d§ < +o0,

» Siue€ D'(R),
1
IS Afy <= da,b € R, tels que EMR\}a’b[ c L'

Classe d’opérateurs H associée a A’7 On souhaite a présent caractériser la classe d’opérateurs
ayant un y-symbole dans Aiy. On a pour cela le résultat :

Proposition 15 Soit u € Afy. Lopérateur u ——< p, Rdu >AlA, est Uopérateur de réponse
impulsionnelle :

h(t, 3) =< M(t7 ')7 67(‘)5 >A;,A7: Eiﬂ(tv ')7
et de symbole-Laplace :

1 *
H(t7p) =< M(TZ ')7 m >A’7,A~,: E‘C'yu(ta )

H vérifie les propriétés suivantes :
e H(t,.) holomorphe dans QF,
e H(t,iw) — 0 quand |w| — +oc.
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On constate que les conditions d’analyticité dans QF, et de décroissance a infini de H (t,.)
sont a présent nécessaires alors qu’elles étaient suffisantes dans le cadre particulier du para-
graphe (1.2). Ces conditions sont particulierement importantes car ”quasiment” caractéristiques
des opérateurs y-réalisables. Il n’y a en fait pas isomorphisme entre A’VC et I'espace des opérateurs
linéaires intégraux de symboles-Laplace analytiques dans fof et décroissants a 'infini; cepen-
dant les opérateurs de ce type non ~-réalisables sont souvent ”pathologiques”. En pratique, un
opérateur linéaire intégral vérifiant les deux conditions précédemment énoncées sera donc en
général ~y-réalisable.

Sur la continuité du produit #, dans A'7 Si v est réguliere, on montre que le produit #,
est séparément continu dans A’ pour la topologie faible o(AL, A, ), c’est a dire que Y, v, € A%, :

(<vmt>arn, =0 V0 EA) = (< ptyvm b >ara, — 0 VHEA,).
Cette continuité n’étant parfois pas suffisante, on cherche un espace A’7 ) A’7 tel que l'on ait la
continuité globale du produit sur A’W.

1.3.3 Espaces A, et A/,

Le défaut de continuité du produit #., n’est pas la seule raison pour laquelle on est amené
a construire un espace de y-symboles AQ/ plus gros. En effet, les espaces A, ne sont définis que
pour des contours v réguliers, alors qu’en pratique les contours non réguliers sont souvent utiles
sinon nécessaires. Par rapport a un contour régulier, un contour non régulier peut par exemple
permettre de s’éloigner plus rapidement de I’axe imaginaire, zone dans laquelle une discrétisation
en ¢ devra étre plus fine (composantes dynamiques peu amorties).

En fait, 'espace A, est trop gros parcequ’il contient les fonctions ¢ = ¥, de régularité C'>°
mais non nécessairement analytiques du fait que I'analyticité de ¥ n’est requise que sur Q; .
L’intégrale

o [ ()t p)dp = Hu()
i J,
n’a alors en général aucun sens si H(t,.) et W(¢,.) n’ont pas de domaine d’analyticité commun
(Panalyticité de H(t,.) n’est quant a elle requise que dans Q).

Pour un contour v non nécessairement régulier fixé, on est donc amené a considérer un espace

Al D AL tel que :

oV € A’V, H,(t,.) holomorphe dans Qj,
oV € A,, V,(t,.) holomorphe dans Qs

avec 7 C 7.

14



[ o~
L] oy
i Domaine d’analyticité
commun & H{p) et F(p)

v

Fi1G. 3 — Domaines d’analyticité de H et de V.

Ainsi, 'intégrale

Q/H@mwmmw

5

sera définie sur tout contour 7 inclus dans le domaine d’analyticité commun & H,(,.) et & W, (t, .)
et prendra la méme valeur quel que soit le contour 7 considéré. Par ”adhérence”, on pourra ainsi
donner un sens parfaitement clair & I'intégral sur v qui n’était jusqu’alors pas définie, H étant en
général non localement intégrable sur y. On aura plus précisément, par le théoreme de Cauchy :

/H(t,p)\I/(t,p)dp—/H(t,p)\ll(t,p)dp
¥ 3

pour tout 7 dans le domaine d’analyticité commun & H,(t,.) et a W, (¢, .).

Dans la suite, on considere deux contours 7 et 4 vérifiant les hypothéses du paragraphe précédent
avec cependant pour v un affaiblissement des hypotheses de régularité a v € I/Vlifo (R) : le contour
~ pourra ainsi étre non régulier et présenter des points anguleux par exemple.

On définit alors les relations suivantes entre les contours :

. T
TTT T 340, 300> 0, Vinl 2, minfF(n) = (€)= AR,

ey = 7<:>§Cﬂiff.
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—=1

v

F1G. 4 — Exemple de contours v et 7 tels que 7 = 7.

Remarque 16 Si v = v, alors, par définition de la relation >, 5 s’écarte de vy a linfini, car
du fait de Uhypothése (17) sur 5 on a ¥(n) — 400 quand |n| — +oo.

Pour toute u € Sy(Rs), on notera dans la suite ¥ la fonction analytique dans C' définie par :

+oo
U(p) = /0 eP*u(s)ds.

On pose : N
Y=y et D=

et, pour 7 > «, on définit les applications suivantes.

Iy Y e L5(Sq(Rs)) — ¥ (prolongement analytique de ¢ dans Q)
et Iy b e L5(Sq(Rs)) = ¢ = (Iq(:b)) oy (trace sur v de V).

On définit alors I'espace A, de la maniere suivante.
Soit I' = (¥,,)nen une suite décroissante (au sens de la relation >) d’arcs

réguliers telle que 7, o dans W (R).
Définition 17 L’espace A, est défini par :
Ay = %JFI:M(A%);
il est muni de la topologie (dite de limite inductive) définie par la convergence :
Y, — 0 dans Ay & Iy e, ¢, — 0 dans Aj.
On définit ensuite :

Définition 18 AQ/ est le dual topologique de A.
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Remarque 19 » On a bien A, C A, : en effet les éléments de A, sont la trace sur vy de
fonctions analytiques sur Q;; avec ¥y = 7, alors que les fonctions dont les éléments de A, sont

la trace sur v ne sont analytiques que sur 2, C Q% Dans le domaine dual, on a en revanche :
!/ /

Al DAL N N

» De la méme manicre, on peut montrer que si y = 7 avec 7y et y réguliers, alors Iz ,(Az) C

I%v(Ai)' Par conséquent, A est la réunion d’une suite d’espaces croissante au sens de l'inclu-
b

sion.

De la définition des espaces A'7 et A, on déduit :

V€ ALV € Ay, 3y, = v tel que V7,75 = 7 >~ 7, on ait
<V >ar A, = <Y >3 (A5) T54(A5)

= <Y >aras
Y

GG

— L [ H@)U(p)dp,
/ HY)

avec 7 dans le domaine d’analyticité commun & H(p) et & W(p). Par continuité on peut alors
définir I'intégrale suivante :

1
20

[ H@vwd = [ weve
.
c’est a dire la v-synthese de 'opérateur linéaire intégral de symbole-Laplace H(p).

Sur la continuité du produit #, dans A’W En ce qui concerne le produit #, on peut
montrer d’'une part qu’il est interne dans Ai,, d’autre part qu’il est continu pour la topologie
forte de A’ (convergence uniforme sur tout borné de A, ), c’est-a-dire :

(I/n njgo 2T njo>o u dans Afy fort) — <Mn#an njo>o p#v dans A; fort) .

L’espace A’7 est bien adapté a ’analyse; il assurera le bon comportement notamment des ap-
proximations numériques des lors qu’elles auront été construites et analysées dans le contexte
topologique décrit dans ce paragraphe.

1.4 Conclusion et extensions

Dans cette présentation assez concise du principe de la représentation diffusive, on a vu qu’un
opérateur H = H(t, ;) diffusif au sens strict admettait la représentation suivante, appelée -

réalisation :
{ Op(t, &) = v(V)Y(¢,§) +u(t), ¢(—o0,.) =0
H(ta at)u(t) =< M(ta ')a ¢(t> ) >AQ/,A77

oy € VVZL?O(R) définit un contour fermé (éventuellement & 'infini) non nécessairement régulier
vérifiant les hypotheses mentionnées au paragraphe précédent, et ou u(t,.) € AQY est solution de
Liu(t,.) = h(t,.) avec h réponse impulsionnelle de H.
Les conditions essentielles & satisfaire pour qu’un opérateur H admette une telle représentation
sont :

e Danalyticité de H(t,.) dans QF,

e la décroissance a l'infini de H(t,.).
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La condition sectorielle imposée a v garantit en outre la nature diffusive des réalisations d’état.
Par voie de conséquence, les opérateurs y-réalisables sont de type pseudo-différentiel [9], ce qui
implique en particulier une réponse impulsionnelle A (¢, .) réguliere (en fait analytique) sur ¢ > 0.
Notons par ailleurs que la réalisation d’état qu’est la y-réalisation est de dimension infinie.
Pour des opérateurs rationnels notamment, elle n’est donc pas minimale, ce qui a premiere vue
peut apparaitre comme un inconvénient majeur. En réalité, les avantages sont nombreux :
— une méme équation d’état permet la réalisation d’'une vaste classe d’opérateurs (rationnels
ou non, convolutifs ou non),
— Dopérateur est caractérisé par son y-symbole qui apparait linéairement dans la v-réalisation,
— la somme et le produit de deux opérateurs -réalisables sont des opérateurs de méme
nature, propriété essentielle pour les applications (cf. les paragraphes qui suivent) et in-
trinseéquement impossible dans le cadre standard rationnel (la somme ou le produit de
deux opérateurs rationnels d’ordre n est en général un opérateur d’ordre 2n),
— les opérateurs et leurs approximations sont dans un méme cadre mathématique,
— P'extension aux opérateurs non causaux voire multidimensionnels est naturelle,
— de nombreuses autres extensions sont possibles,
— il existe des réalisations diffusives aux propriétés particulieres (principe du maximum)
pouvant étre utiles notamment en non linéaire,
— etc.

Un des avantages sur lequel il convient de revenir est la possibilité d’extension a divers
problemes. Dans les paragraphes précédents, plusieurs hypotheses ont été faites, en particulier
sur le contour v et sur les opérateurs considérés. La représentation diffusive se préte en fait a
diverses extensions et peut s’adapter a de nombreuses situations ol ne sont pas nécessairement
vérifiées ces hypotheses. De nombreux compléments et extensions des concepts précédents ont
été étudiés et sont présentés dans [6].

On mentionnera en particulier le fait que les opérateurs instables peuvent également avoir une
représentation diffusive (ce qui sous-entend en fait que le contour 7 puisse ”sortir” du demi-plan
complexe gauche).

L’extension aux opérateurs y-diffusifs au sens large (cf. § 1.2) est enfin une des extensions les
plus naturelles et de ce fait la plus utilisée. On notera simplement qu’un opérateur H ~-diffusif
au sens large d’ordre m est tel que 0, m=1 o H est y-réalisable au sens strict ; il admet donc la
~-réalisation :

{ Op =y + 07" u
Hu =< 8™ 4,0 >ar A,

oup ¢ Aﬁ, est un y-symbole au sens large de H, défini, au sens canonique, par pu(t,.) = %H (t, 7).

La question de I'approximation numérique des ~y-réalisations n’est pas traitée dans ce rapport.
Les méthodes utilisées ainsi que les particularités techniques propres a ce probléeme sont données
dans [6].
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