La construction d’Abbes et Saito pour
les connexions méromorphes le cas
d’un trait
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Dans cette partie, on démontre une formule explicite 2.2.4 reliant la construction
d’Abbes et Saito [3] appliquée & un module différentiel M aux polynémes de Laurent
de degré < r — 1 intervenant dans la décomposition de Levelt-Turrittin de M.

Apreés avoir détaillé la géométrie de la construction et I’énoncé du résultat principal,
on commence en 2.3 par réduire le probléme au cas ou le corps de base est C. Il s’agit
d’une manifestation du principe de Lefschetz. La stratégie est alors de se ramener a la
situation o M est donné sous forme décomposée tout en controlant la fagon dont sont
affectés les cycles proches qui interviennent dans la construction d’Abbes et Saito. Ce
dernier point est 1'objet de 3.2.1. On conclut alors grace aux lemmes d’annulation de
3.5 et a un calcul explicite.

1 Notations et rappels

1. On désigne par K un corps de caractéristique nulle, par K une cléture algébrique
de K, et on note Gk le groupe de Galois de KK sur K. Pour une extension quel-
conque L de KK, la présence d’'un indice IL sera synonyme de changement de base
a une situation sur IL. Cet indice sera omis lorsque IL = K.

Si X est une variété sur K et P un point fermé de X, on désignera par K(P) le
corps résiduel de P. Il s’agit d’une extension finie de K.

2. Si S est un schéma et £ est un faisceau de Og-modules quasi-cohérent sur S, on
note suivant [14] V(&) pour le spectre de l'algeébre quasi-cohérente Symg, € et
P (&) pour le Proj de Symg, £.

3. On notera § la transformation de Fourier sur A, et pour un point fermé P de
Al on désignera par dp le D-module Dirac en P. Dans une coordonnée y de
Al le point P correspond & l'orbite sous Gk d’un scalaire ¢ € K. Si p.(y) est le
polynoéme minimal de ¢ sur KK, dp est par définition DAﬁ(/DA%pC(y).

4. Soit M un K((z))-module différentiel. On rappelle que le théoréme de Levelt-
Turrittin [52] assure 'existence d’un entier m et d’une extension galoisienne finie

L de K tels que

L((t) @@y M~ P £ @R, (1.0.3)

wG]L[%]%

avec t = /™ €Y = (L((t)),d+dw) et R, régulier de rang noté n,,. Le plus petit
entier m tel que (1.0.3) ait lieu est l’indice de ramification de M. On le notera
mag.
Pour un nombre rationnel » > 0, on note 2, (M) le fermé de V(K(t)) constitué
des polynémes en 1/t de degré r par rapport a la variable 1/z apportant une
contribution non-nulle dans (1.0.3), et Q.,.(M) pour U, .,Q,/(M). On aura a
considérer 'application

tr: V(K(t)) —>V(]KI%)
associant & w son monome de degré r en la variable 1/, ainsi que I'application
¢ V(K(t)) — V(K)

qui associe a w le coefficient de ¢, (w).
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5. Soit p : Y — X un morphisme de variétés algébriques lisses sur K. Soit Z
une hypersurface de X et M une connexion sur X méromorphe le long de Z.
Alors, on sait que I'image inverse p* M de M par p admet p* M pour Oy-module
sous-jacent. Si on suppose que p est étale au-dessus de U = X \ Z, alors pour
une connexion N méromorphe le long de f~1(Z), le Ox-module sous-jacent a
p N est p,N. Dans ces conditions, le morphisme d’adjonction M — p p™ M
est 'adjonction usuelle des O x-modules.

2 La construction d’Abbes et Saito

2.1 Prologue géométrique

On rappelle ici le nécessaire concernant la notion de dilatation. Pour une exposition
plus circonstanciée, on pourra se reporter a [3].

Soit f : Y — X un morphisme de schémas sur KK, D un sous-schéma fermé de X
défini par un faisceau d’idéaux Z et E un sous-schéma fermé de f~!(D) défini par un
faisceau d’idéaux J sur Y. Alors Z - Oy C J, de sorte qu'on dispose d’un morphisme
de Oy-algebres graduées

Notons Yy (resp. Xp) léclaté de Y le long de E (resp. D). Si p € Yg, alors 671(p)
détermine un élément de Xp xx Y = Proj f*(®nZ™) si et seulement si p est dans I'un
des ouverts D, (A(z)) de Yg, avec x € T vu dans algebre source comme élément de
degré 1. On en déduit que Uyez D, (6(x)) est le plus grand ouvert de Y, noté Y(p sur
lequel 6 induit un morphisme de schémas Y{py — X p XxY.

Définition 2.1.2. On appelle Y(p) la dilatation de Y en E par rapport a D.

Soit f : Y — X un morphisme séparé de IK-schémas localement noethériens et
g : X — Y une section de f. Le morphisme ¢ est alors une immersion fermée. Soit D
un sous-schéma fermé de X, de complémentaire U et i : D — X l'injection canonique.
Notons encore Y{p) le dilaté de Y en g(D) par rapport a D. Si Ejp; désigne le diviseur
exceptionnel de }79(,3) et E(p) l'intersection de Ejp) avec I'ouvert Y{p), on dispose du
diagramme
E (D) — Y

- [

Eipy —>Yg D) (2.1.3)

O—

Lemme 2.1.4. Le diagramme

E(D)—>}/(D)<—Y X)(U

[ ]

D X U
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est a carrés cartésiens.

Démonstration. Seul le caractére cartésien du diagramme de gauche pose a priori pro-
bléme. Considérons le diagramme commutatif

Z

L

E(p) — Y0y Yy(p)

Ll

D X Y
Puisque Ejp] = ffg(D) Xp Y, on obtient une factorisation canonique de Z — Y(p,
a travers Ejp). Le fait Z — E|p; se factorise par E(p) provient donc du caractére
cartésien du carré supérieur de (8.1.2). O

Supposons de plus que D est un diviseur de Cartier globalement défini par une
fonction réguliére ¢. Alors par [15, 21.2.12|, i est une immersion réguliére donc [15,

16.9.13] assure que la suite des faisceaux conormaux pour D S x Ly

i )\(/'/Y NLVJ/Y Ng/x—*o

est exacte. SiZ (resp. J) désigne le faisceau d’idéaux de D dans X (resp. de g(D) dans
Y'), cette suite s’explicite en

t
0—— Ny, — T )T ——TI/T* —0. (2.1.5)
Puisque g est une section de f, f* fournit un scindage
J|T? =N,y ©L)T%. (2.1.6)

Supposons de plus que g est une immersion réguliére. Alors, g o i est aussi réguliére
et on a suivant [15, 16.9.3] une identification canonique Sym J/J? — &nJ"/J"H,
d’out une identification Ejp — P(J/J?).

Soit U un ouvert affine de X, et notons encore par t la restriction de la fonction
réguliére ¢ a U. Avec les notations de 2.1.1, E(pyr = EpuND1(0(t)) = Do ([f*(t)]), avec
[f4(t)] € Sym(J /J?) de degré 1. Donc a travers lidentification (2.1.6), p € Ejpjr définit
un élément de Ep)v si et seulement si p ne contient pas 0@ [t] € Sym(i*Ny , @ (t)/(t?))
vu en degré 1, soit encore que p est d’intersection nulle avec le facteur (¢)/(#?) placé en
degré 1.

Or Z/I? ~ i*Ox(—D) := Op(—D) est un fibré en droite sur D trivialisé par ¢. On a
donc un isomorphisme J/J? — J/J* ® Op(D) et en utilisant (2.1.6), on en déduit
une identification

E[D] = P(i*N)\é/y & OD(D) D OD)
A travers cette identification E(p) correspond aux p € P(i"Ny y ® Op(D) & Op) ne
rencontrant pas le facteur Op placé en degré 1. C'est donc selon [14, 8.4.1] le fibré
vectoriel V(i"Ny,, ® Op(D)). Du fait de I'identification Ny =~ g*(Q%,/X), on a obtenu
la
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Proposition 2.1.7 (interprétation différentielle de la fibre spéciale du dilaté). Avec les
notations de 2.1.4, si on suppose de plus que D est un diviseur de Cartier défini par
une fonction réguliére globalement définie, et si g est une immersion réquliére, alors on
a une identification

Ep)——V((g01)*Qy,x ® Op(D)).

2.2 Enoncé du théoréme

Soit S un trait complet sur K. Le choix d’une uniformisante z de S induit une
identification S ~ Spec K[z]. Soient n > 1 et £ > 1 des entiers. On pose r = k/n,
t = 2!/ et on note Dy, le diviseur de degré k de S, = Spec K[t]. Soient s, le point
fermé de S,, n, son point générique et v, : S, — S le morphisme d’élévation a la
puissance n. Soit 51, le complété de S x S, en l'origine. Le graphe de v, induit une
immersion fermée I',, : S, — S ,,. Pour la structure de S,-schéma sur S ,, donnée par la
seconde projection, on définit Sy ,(Dy) comme le dilaté de Sy, en I';,(Dy) relativement
a Dj. On en déduit suivant 2.1.4 le diagramme commutatif a carrés cartésiens

TDk Zn—7k> Sl,n(Dk> <]n—’k S x M

l | Wl l (2.2.1)

Dk: w Sn Tin

avec une identification canonique
Tp, —— V((T'y 0 ik)*Q}qm/Sn ® Op, (Dy)) .

Concretement, I'y,(Dy) est le sous-ensemble algébrique de S, donné par 'idéal J =
(x — 1", tk). Le choix des variables yy = = — t" et y; = t* placées en degré 1 fournit une
présentation de l'algébre éclatée de Sy, en J, soit encore un plongement du schéma
associé dans Sy ,, X P!. Suivant 2.1, le dilaté S1..(Dg) en est I'ouvert affine y; # 0, donné
dans S;, x A! par 'équation x — t" — t*y = 0, ot 'on a posé y = yo/y1. D’autre part,
le choix des coordonnées x et t fournit les identifications

1

le,n/sn ~ K[z, t] -dz et O, (Dy) ~K- T

Notons 7, le réduit® de Tp,, et relions ‘i—f au choix de la coordonnée y sur Sy, (Dy).

Dans la situation présente, la suite exacte (2.1.5) s’explicite en
0—(z —1")/((z = t")%, t"(x —1")) — T/ T* — (") /(t")* — 0,

de sorte que (2.1.6) devient J/J% =~ (yo) @ (y1). Via l'isomorphisme N g
INA0I N /s, la coordonnée yo correspond a la classe de la forme différentielle d(x — "),
soit encore la classe de dz. On en déduit que, vu dans

T, = V((Tn 0 i) Q. 5, @ Os, (Dy)), (2.2.2)

6. Dans [3], le foncteur des cycles proches est considéré comme a valeur dans la catégorie dérivée
des faisceaux sur Tp, &. Le fibré Tp, est un schéma sur Dy, non réduit en général. Par invariance du
site étale par homéomorphisme universel [12, Exp VIII], on peut tout aussi bien se placer sur le réduit
T,ga,ij qui est un schéma sur le point fermé s, de .S,,. C’est le point de vue qui doit étre adopté lorsqu’on
considére les cycles proches pour les D-modules.
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la coordonnée y = yo/y; correspond exactement a x— C’est par rapport a cette coor-
donnée privilégiée du fibré T, que se feront tous les calculs.
Soit M un K((x))-module différentiel. Le protagoniste de cet article est le D-module
sur S1,(Dy)
Hy i (M) = g Hom(py vy M, pf M),

oup : SxXn, — Setp S xmn, — n, sont les projections canoniques. Soit
w € Q._1(M). Notons [w] 'image de w par la composée

Cr—1

— L VIK) M

V(K(1)) V(K-y") ~T).
Il s’agit d’un point fermé de T)”.

Lemme 2.2.3. Le point [w] est indépendant du choix des uniformisantes x et t.

Démonstration. Soit en effet 2’ = f(x)z, f(0) # 0 et ' = g(t)t, g(0) # 0 un autre choix
d’uniformisantes de S et S, respectivement, avec g(t)" = f(¢"). D’aprés (2.2.2), on a les
¢galités suivantes dans K[T, ]

,_dd  f(0) dx
- ' o g(o)k "

= g(0)" "y,

d’ott on déduit que ¥V = y"/g(0)"*. Soit w € Q,_1(M) et soit @ un K-point de
Q,_1(M) au-dessus de w. La relation

tr1(w) = Cr:;:_(?) _ g(t)kx:ncjl_l(w)

assure que ¢,_1 (@) = g(t)*"c,_1(@). On a donc dans K[TTVR] les égalités d’idéaux

"+ (r = Do (@)) = g(0) "y + (r = Derma (@) = (y" + (r = Derma (@)

]

Notons W le foncteur des cycles proches par rapport a m pour les modules holonomes
sur Sy, (Dg). Le but de ce texte est de démontrer le

Théoréme 2.2.4. On suppose que r > 1. Alors, le Dy, -module V. H, (M) ne dépend
de n et k que par Uintermédiaire de r, et avec les notations de 1.4, on a la formule

JUHo (M) =5 e @ s, (2.2.5)
UJEQT 1(M

ot nZ,_ (M) est lentier Z [K(w) : Kn2.
WGQ<T—1(M)

Remarque 2.2.6. Soit R un anneau de valuation discréte complet d’égale caractéristique
p, d’idéal maximal 90T et de corps résiduel F', supposé de type fini sur un corps parfait. On
note K le corps de fraction de R. Soit S = Spec R le trait complet associé a R et ng son
point générique. On se donne un entier n multiple de p, un caractere x € H' (K, Z/nZ.)

et pour un nombre premier ¢ # p, on fixe une injection Z/nZ — F; . On note encore
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x:Gg — FZ le caractére induit, et F le F,-faisceau étale associé sur ns-
Si le conducteur de Swan sw(x) de F vérifie sw(x) > 1, Abbes et Saito démontrent
3, 9.10] que le support de FVH; gy )+1(F) est réduit & la forme différentielle tordue

rsw(x) 1 F—— Qk @p (V01 /9=sw))

donnée par la théorie de la ramification des caractéres d’Artin-Schreier-Witt de Kato
[3, 10]. Le théoréme 2.2.4 pour M de type exponentiel en est I'exact analogue.

Quant a la finitude du support de FV, H, (M) en général (et le fait que celui-ci ne
rencontre pas l’'origine lorsque M est purement de pente 1’ > 0 et r = 1’ + 1 dans 2.2.4),
il s’agit de analogue de [3, 9.3|, démontrée dans loc. it. lorsque F' est parfait.

Remarque 2.2.7. Puisque la construction fait aussi sens lorsque £ < n, on peut se
demander ce qu’elle donne dans ce cas. On montre en 5.1.1 qu’il n’y a pas grand chose
a en attendre, puisque dans le cas particulier le plus simple ou M est décomposé, on a
toujours V. H, (M) ~ 0.

2.3 Réduction au cas ou K =C

Il va s’agir d’une application du principe de Lefschetz. Soit L une extension de K,
IL une cloture algébrique de IL et K la cléture algébrique de K dans IL. Soit M un
K((x))-module différentiel.

Proposition 2.3.1. La formule (2.2.5) est vraie pour My, si et seulement si elle est
vraie pour M.

Démonstration. On commence par observer que les manipulations géométriques interve-
nant dans la construction d’Abbes et Saito (2.2.1) commutent a I'extension des scalaires,
de méme que les foncteurs ¥ et §.

Supposons que (2.2.5) soit vraie pour M et considérons le diagramme cartésien

V(L(t)) — V(K())

G

\ \Y
e
Tr,]L TT‘
On a

n2 w): wi)n,
JUH M) =6 Ma P G sx@lIm, (2.3.2)

wEQr_l(./\/l) PWE[OJ] XKL

Soient w € Q,_1(M) et P, € [w] xg L. En développant les termes de (2.3.2) grace aux
formules

w'ewxkLL
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on observe que la somme triple que l'on obtient se fait sur I’ensemble d’indice
Q1 (M), = Q. 1(My). Vue de cette fagon, elle s’explicite en

nZ, 1 (Mr) L(w):L([w])]n2
SV Hpp(My) =0, 2N @ 5[[w](L) (lwlw)] :
W€y —1(My)

qui est exactement la formule (2.2.5) pour My,.
Supposons réciproquement que (2.2.5) est vraie pour My, & savoir

n2 w): w n,
FU Hyy (M), = 50<7‘—1(M]L) o @ SIL@)L(w]L)] 5' (2.3.3)

[wlL
wEQrfl(M)]L

Alors, le support de VU, H,, (M) est réduit & un nombre fini de points fermés et 2.3.1
provient de ce que les multiplicités de ces points sont inchangées par extension des
scalaires. O

Soit A/ un modéle algébrique de M, c’est-a-dire un K|z, z~!]-module différentiel tel
que M ~ K((2)) @z -1 N. Un tel modeéle existe d’apres [25, 2.4.10].

Soit K’/Q Iextension de Q engendrée par les coefficients des polyndémes de Laurent
intervenant dans la matrice de 0, dans une base B choisie de NV. Si on note Nk le
K'((z))-module différentiel que le choix de base B définit, le lemme 2.3.1 assure qu’il
suffit de prouver 2.2.4 pour Nk:. Puisque le degré de transcendance de IK'/Q est fini, on
peut se donner un plongement de K" dans C. Via ce choix de plongement, on se raméne
toujours par 2.3.1 & démontrer 2.2.4 pour le module différentiel complexe qui se déduit
de N par extension des scalaires.

Dans toute la suite, on supposera que K = C.

Dans la coordonnée y = i—f de T, il s’agit donc de démontrer

2

U H,y (M) =05 Ma @ (g 0oy, (2.3.4)
wENr_1 (M)

3 Quelques lemmes sur les cycles proches

3.1 Le cas complexe. Généralités et exemples

Pour les rudiments concernant les cycles proches pour les D-modules, on pourra
consulter [33|. Dans toute cette section, X désigne une variété complexe lisse, f : X — C
un morphisme lisse de fibre spéciale Y = f71(0), i : Y — X Tinclusion de Y dans X
et Z 'idéal de définition de Y. Soit

Vi(Dx) ={P € Dx,P(T") c ™" VieZ}

la V-filtration de Dy, et soit M un Dx-module spécialisable le long de Y (par exemple
un module holonome). Alors on dispose pour toute V-filtration U localement image a



22 QUELQUES LEMMES SUR LES CYCLES PROCHES

décalage pres de V.(Dx)P par une surjection locale D5, — M — 0 (c’est la propriété
de bonté d’une V-filtration) d’un unique polynéme unitaire by vérifiant pour tout k € Z

bU(tat + k)Uk € U1,

avec t équation locale de Y. On dit que by est le polynome de Bernstein de (Uy)rez.-
Il est indépendant du choix de I’équation locale de Y. Puisqu’un sous-module d’un
module spécialisable est encore spécialisable, on peut définir pour m € M le polynéme
de Bernstein de m comme le polynéme de Bernstein de la bonne V-filtration V.(Dx)m
sur Dym. On notera b,, ce polynéme, et ordy (m) I’ensemble de ses racines.

Soit > l'ordre 'exicographique sur C ~ R + iR. Pour a € C, on définit

Vo(M) ={m e M,ordy(m) C {a € C,a > —a — 1}}

et
Vea(M) ={m € M,ordy(m) C {a € C,a > —a — 1}}.

D’apreés [33, 4.3-5], (Vagk(M))kez (resp. (Veair(M))kez est I'unique bonne V-filtration
de M dont les racines du polynéme de Bernstein sont dans lintervalle [—a — 1, —a]
(resp. | —a — 1, —al). Si ¥y, M désigne la quotient V,(M)/V.,(M), on pose

M= P ¥p.M. (3.1.1)

Exemple 3.1.2. Soit £ une connexion algébrique sur X. Alors, on a une identification
canonique V€ ~ (+E.

Démonstration. Soit U un ouvert de trivialisation de & et (s;) une trivialisation locale
de & sur U. Par lissité de f, on peut toujours choisir U de telle sorte que Y soit le lieu
d’annulation d’une coordonnée t. Alors Vi := > Vi(Dy)s; est une bonne V-filtration
de &€ sur U. Or par définition de &, tds =t fis; € V_1, de sorte que le polynome
de Bernstein by = by (t9;) de V. divise t0;. Mais by ne peut étre constant, car sinon
les s; s’annuleraient dans les fibres de £ au-dessus de Y. Ainsi b, = tJ, et on a donc
Va(&) = Vo = > Vo(Dy)s; = € sur U pour —1 < a < 0, et V() = € sur U pour
—1 < a < 0. D’autre part, (Vy_1)gez admet td; — 1 pour polynéme de Bernstein,
donc Vo_1(€) = Vo1 = t) Vo(Dy)s; = t€. Par définition de ¥y, on en déduit une
identification ¥ ;€ ~ ¢*& indépendante des choix faits, d’otu le résultat. O]

On dispose du résultat plus général

Proposition 3.1.3. Soit £ une connexion algébrique sur X et M un Dx-module holo-
nome. Alors, on a une identification canonique V(€ @ M) ~it€ @ ¥, M.

Démonstration. Soit V une bonne filtration sur M. Pour k € Z, on pose
U, =E V.

Montrons qu’il s’agit d’'une bonne V-filtration de £ ® M. On va pour cela utiliser le
critére 33, 4.1-9].

Pour k € Z, il faut commencer par montrer la Vy(Dx)-cohérence de Uy. Puisque
Vo(Dx) est un faisceau d’anneaux localement noethérien et cohérent [33, 4.1-5], il suffit
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de montrer la finitude locale de Uy sur Vo(Dx). Soit my, ..., m, un systéme de V4(Dx)-
générateurs locaux de Vj et ey, ..., e, un systéme de Ox-générateurs locaux de £. On
va montrer que les e; ® m; forment un systéme de Vp(Dx)-générateurs locaux de U.
On se donne e € &, f1,..., f, les coefficients de e dans la base des (e;), et m € Vj. Pour
P € Vi(Dyx), on désigne par d(P) l'ordre de P. On pose alors

dy = Min{Max(d(P;)), m = Z Pym; avec P; € Vo(Dx)}.

Il faut montrer que

e@me Y Vo(Dx)- (e;@my). (3.1.4)
On raisonne par récurrence sur d,,, le cas d,, = 0 découlant du fait que le produit
tensoriel envisagé est pris sur Ox. Si d,,, > 0, on choisit des opérateurs P; qui réalisent
d,, et on écrit

Y Plewmy) =e@m+ ) Qye® Rym,

avec dg,;m; < dp, de sorte que I'hypothése de récurrence s’applique a Qe ® Ryym;.
Puisque

Y Pile@my) = Pifiles@m;) €Y Vo(Dx)-(e;@my),
on en déduit que (3.1.4) est vraie, d’ou la Vi(Dx )-cohérence de U.
Soit kg € IN tel que pour tout k € IN

Vk:o—i—k = ‘/k(Dx)‘/;m et V—ko—k = V—k(DX)V—kU- (315)

Montrons que U vérifie les identités analogues. Le cas k = 0 étant immédiat car V(Dx)
contient la fonction unité. On peut donc supposer k£ > 0. Il suffit alors de démontrer

Uk0+k = Uk0+k71 + atUkOJrk,l et U,kofk = tU,kO,kJrl. (316)

Seules les inclusions directes posent a priori probléme. La seconde relation de (3.1.6)
découle immédiatement de (3.1.5) du fait que le produit tensoriel envisagé est pris sur
Ox. Prouvons la premiére relation. Soit e € £ et m € Vj,4x. On choisit mq, my € Viy1x—1
tels que m = mq + 0;mo. Alors

e@m=e®@my + Ole @my) — (Ore) @ my € Upyir—1 + OUkyri—1,

d’ou (3.1.6), et par suite U est une bonne V-filtration.
En particulier pour a € C, Uy = £ ® V. x(M) définit une bonne filtration de £ ® M.
Pour e € £ et m € V,4x(M), on a par lissité de £

bVa+(M)(t8t + ]{3)(6 X m) ce® bva+(M)(tat + k:)m + U1 C Up_1.

On en déduit que by divise by, , (pm), donc V(€ @ M) = £ ® V,(M). De méme V(£ ®
M) =E @ V_,(M) et 3.1.3 découle alors de la Ox-platitude de &.

O

Si Y est non lisse, les résultats de [33] ne s’appliquent pas tels quels. On peut néan-
moins toujours définir des cycles proches dans ce cas en plongeant X dans X x A
via Papplication graphe de f notée I'(f), puis en prenant les cycles proches suivant la
projection par rapport au second facteur. On obtient alors un D-module & support dans
X et dans le cas ou Y lisse on retrouve bien la définition initiale. Par exemple, si on se
donne n > 0, Uy est relié a Uyn de la fagon suivante
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Proposition 3.1.7. Pour tout a € C, on a une identification canonique

\ijn’aM ; Z+\I}f7naM .

Pour une preuve de ce résultat, voir [47, 3.3.13].

3.2 Compatibilité a la formalisation

Les cycles proches sont compatibles a la formalisation le long de Y, ¢’est 'objet de
la

Proposition 3.2.1. Soit fA: X —>Cla formalisation de f le long de Y. Alors, pour tout
Dx -module spécialisable M, le D ¢-module M est spécialisable et on a une identification

canonique Wy M ~ \Ilf./\/l.

Démonstration. Soit a € C. Posons U, = @X ® Vark(M) et montrons qu'il s’agit de
Vori(M). On commence par établir la bonté de U. Dire que (Vyis(M))rez est une
bonne V-filtration de M sur X, c’est dire qu'on dispose localement d’une surjection
DY — M — 0 pour laquelle V,,;.(M) est a décalage prés la filtration image de V.(Dx)P.
Par tensorisation par O, il suffit de prouver qu’a travers l'identification canonique O ¢®
Dy ~ Dy, lespace Og ® Vi(Dx) correspond & Vi(Dy). Ceci découle immédiatement
du fait que si (z,t) sont des coordonnées locales avec Y définie par ¢ = 0, alors Vi (Dx)
et Vi(Dy) sont les faisceaux localement libres (sur X et X respectivement) engendrés
par les t 701 (t0;)7 si k < 0 et les 0L0L(t0;)), 0 <1 < ksi k > 0.
Soit b le polynome de Bernstein de V, (M), m € Voyxy(M) et f € Og. On a

= f®tatm (Uk_1)7

d’ou
= 0 (Uk—l)a

donc le polynome de Bernstein de U divise b, et ainsi il vient V(M) = O 3 @ Voq k(M)
pour tout k. On conclut alors par platitude de O¢ sur Oyx.

O

3.3 Une définition générale

On considére une variété X lisse sur KK et Y une hypersurface lisse de X donnée
comme lieu des zéros d’une fonction f. Soit M un Dx-module holonome, et o : K/Z —
K une section de la projection K — IK/Z telle que la classe de 0 soit envoyée sur 1.

D’aprés [7], il fait sens de définir V7(M) comme le sous-faisceau de M constitué
des éléments m dont I'image dans My admet un polynome de Bernstein a racines dans
0(IK/Z) + N. Comme dans le cas complexe, on dispose d'un second point de vue sur
ViZ(M) : en mimant les propositions 4.2-6 et 4.3-5 de [33], on obtient en effet le
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Lemme 3.3.1. La filtration V(M) est l'unique bonne V -filtration de M dont les ra-
cines du polynéome de Bernstein sont dans ['image de o.

Suivant [33, 4.3.9], on est amené & définir
\I/f./\/l = V_1(M)/V_2<M)

Cette définition est indépendante du choix de ¢ a isomorphisme non canonique preés.
Comme application immédiate de 3.3.1, on observe que le foncteur ¥; commute a 'ex-
tension des scalaires.

3.4 Cycles proches et action par un groupe fini

Dans toute cette section, on se donne une variété lisse complexe Y munie d’une action
admissible d’un groupe fini G. Soit X = Y/G, p: Y — X le morphisme de projection et
Z une hypersurface lisse de X donnée comme lieu d’annulation d’une fonction réguliére
f. On suppose p étale au-dessus de U = X \ Z, et on se donne un Dx-module holonome
M localisé le long de Z, a savoir M ~ M(xZ).

Pour g € G, le morphisme d’adjonction p* M — g,g"pT™ M ~ g, p™ M induit une
action g : popt M — pyipt M de g sur p,pt M. D’autre part p est finie, d’ott Hip, ~ 0
pour i > 0. Puisque p est étale au-dessus de U, H'p™ M est a support dans p~1(Z) pour
i >0, et ainsi HipiptM ~ p,HipT™ M est a support dans Z pour i > 0 . On en déduit
que le complexe (pyptM)(xZ) est concentré en degré 0 et peut donc étre considéré
comme un objet de la catégorie des Dx-modules, ce qui sera implicitement fait dans la
suite.

Proposition 3.4.1. le morphisme canonique adj, : M — (p1pt M) (xZ) identifie M
auzr G-invariants de (pyp™ M)(xZ).

Démonstration. Par construction, adj,, se factorise en un morphisme M —
((pypTM)(x2))C. Puisque f agit de facon inversible sur son conoyau, ce morphisme
est un isomorphisme dés que sa restriction a U l'est. On est donc ramené au cas ot p
est étale et Z = () (en particulier, p est automatiquement galoisien).

Soit h : X’ — X un revétement étale de X. Considérons le diagramme cartésien

’ 1%
Yy ——

Y
|
X —hx

On dispose alors du diagramme commutatif

ht adj
M =22 htp, pt M

L

B M D e M

ou la seconde fléche verticale est la composée du morphisme de changement de base
htpipt M — p/ W' pt M avec l'identification canonique p' h""p*™M =~ p' p*h* M.
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D’aprés [16, 1.7.3], il s’agit d’un isomorphisme. Or le diagramme

ht
W pept M=%t ppt M

| |

P M P g M
commute, donc par exactitude de h™ et 5.2.1
W (pept M) = b ker(ga — id) = [ ker(h ¥ gp — id)
a G

~ ﬂker(gh+M —id) = (p/ pThT M)C.
G

On en déduit le diagramme commutatif

WM —— b (pyp™ M)©

idl |

W M — (p,p""ht M)C

Or h est étale, donc le Ox,-module sous-jacent & h* M est h*M et h' adj,, vu comme
morphisme de Ox-module correspond & h* adj,,. On en déduit par descente pour les
faisceaux quasi-cohérents [13, Exp. VIII| que I’énoncé de 3.4.1 est local sur X pour la
topologie étale. On est donc ramené au cas ou p est un revétement galoisien trivial, mais
alors le résultat est immeédiat.

]

Corollaire 3.4.2. U, Hp" M est muni d’une action G-équivariante de G, et le mor-
phisme canonique WM — py W, HOpt M induit un isomorphisme de W; M sur les
G-invariants de p VU 1o, HO'pt M.

Démonstration. Pour g € GG, la compatibilité des cycles proches avec I'image directe par
un morphisme propre [42, 4.8.1] fournit une identification naturelle

U opg i HOP M = g1 W ooy HOpt M = g, W 50, HOpT M.

Le morphisme de Dy-module H’p*M — ¢, H°* M induit donc un morphisme
U, HOpt M — g U0, HOpt M, d’ot la premiére partie de 3.4.2.

Par naturalit¢ de lidentification p,W;,, =~ W;py, le morphisme H°p*M —
g+ HpT M donne aussi le carré commutatif

W HO
U H ., pt ML H O, pt M

zJ lz (3.4.3)

D+ \I’fOpHOP+M — D+ \ijopHOP+M

Or par invariance des cycles proches par localisation [33, 4.4-3|, la fleche supérieure de
3.4.3 est aussi Wrgrg : Vypyipt M(xZ) — Upp pt M(xZ) et la proposition se déduit
alors de 3.4.1 et de 'exactitude de Wy. O]
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3.5 Trois lemmes d’annulation

Les lemmes d’annulation de ce paragraphe apparaissent déja dans la littérature [48,
14.22, 14.26]. On rappelle ici les preuves de 3.5.1 et 3.5.3 pour la commodité du lecteur,
et on donne une autre preuve de 3.5.2 a 'aide de 3.4.2.

Soit U un ouvert de AZ contenant lorigine et f = f(t,y) réguliére sur U. Soit R
connexion sur U méromorphe a singularité réguliére le long de ¢ = 0.

Lemme 3.5.1. On suppose que f(0,0) # 0 ou que f(0,y) admet un zéro simple en
Vorigine. Alors sik >0 eta> 0, on a Wu(E/ED/T @ R) ~ 0 au voisinage de 0.

Démonstration. Par 3.1.7, il suffit de traiter le cas a = 1.
D’aprés [48, 14.10], on a une identification canonique

(E@OU’Og,t(gf(t,y)/tk ®R) ~ U, (E/N/M" & 7/3\0)

Si f(0,0) # 0, il fait sens d’effectuer le changement de variable ¢ = ¢/{/f dans 6(]\,0,
de sorte qu’on est ramené par fidéle platitude de (511\70 sur Oy a prouver la nullité de
U, (EV" @ Ry).

Si f(0,y) admet un zéro simple en l'origine, alors on pose y' = f(¢,y) et on observe
que la matrice jacobienne de (¢,y’) ne s’annule pas en lorigine. Ainsi le couple (¢,y")
constitue un systéme de coordonnées au voisinage de l'origine, de sorte que quitte a
rétrécir U, on est ramené par fideéle platitude de Oy sur Oy a prouver la nullité de
U, (&9 @ Ry).

Montrons dons la nullité de ¥,(£¥/"" @ 7/2\0) avec | = 0,1. D’apres [46, 2.1.1], Ro
admet un réseau sur lequel t0, agit via une matrice a coefficients constants et 0, agit
par 0. En particulier par trigonalisation, 7/€\0 admet un sous-objet propre dés que son
rang est >1. Par exactitude de Wy, une récurrence permet de se ramener au cas ot Ry
est de rang 1. Alors Ro admet un générateur m satisfaisant a tdym = cm, ¢ € C et
dym = 0. Dans tous les cas, la section s = « eV /™ 5 @ m est génératrice et satisfait a
t*(c — tdy)s = ks sil =0 et t*9,s = s si | = 1. Le polynoéme de Bernstein de s est donc
constant. La trivialité de la V-filtration en découle. O

Lemme 3.5.2. On suppose que f(0,0) # 0 et soit g = t%° avec a # 0 et b # 0. Alors
sik, k' >0, on a W (EIEN/® @ R) ~ 0 au voisinage de 0.

Démonstrgtz’og.\ On se /Iaméne comme en 3.5.1 & montrer la nullité du module
v, (& 1" & Ryo) avec Ry de rang 1 admettant un générateur m qui vérifie td,m = cm,
ce€ Cet 9ym = 0. Si on définit

on a d’aprés 3.4.2 une injection canonique

‘Ijtayb (gl/tkyk, ® 7/?/\0) % h+\1/(uz)ab (gI/Ubkzak/ ® h+7/?,\0),
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et on se rameéne ainsi a étudier le cas ou a = b. Par 3.1.7, on peut supposer a = b = 1.
Par définition, ¥, = ¥, 0o I'(g); oi I'(g) désigne le graphe de g et v est donnée par

A2 q2 gt

N

Al
Or s = « /""" 5 @ m engendre /1" @ Ry et verifie thyk+19,s = —k's. Donc s' =
s6(v — ty) engendre F(g)JrSl/tkyk/ ® Ry. Or
00, -8 =05 =0, (tysd) = ts' +ty(9,s)d — yt*s0,0 € V_;5.
donne par multiplication par y
yts' +ty*(0,s)8 — y*t?s0,0 € V 5.
Puisque yts’ = vs’ € V_1¢', on en déduit
ty*(9,8)0 — y*t*s0,0 € V_1 5.

D’autre part

Oyv%s’ = 2us’ +1v%0,8" = t*y*s0,6 € V_15
d’ou finalement ty?(9,s)0 € V_1s'. Puisque k > 1 et &' > 1, il fait sens de multiplier
cette derniére relation par t*~'¢*~1. On obtient alors

thyk1(9,5)0 = —k'sd = —K's' € V15

Ainsi, ' € V_15' est de polyndéme de Bernstein constant, d’ou 3.5.2.

[
Lemme 3.5.3. On fait Uhypothése que f = tig(t,y) + y™h(t,y) avec g(0,0) # 0,
h(0,0) # 0, (I,m) # (0,0). Soit g = t*° avec (a,b) # 0. Alors si k > 1 et k' > 0
on a W, (1N @ RY ~ 0 au voisinage de 0.

)

Démonstration. Les cas [ = 0 ou m = 0 étant traités par 3.5.2, on peut raisonner par
récurrence sur (I,m) et supposer [ # 0 et m # 0. Soit p : U — U léclaté de U en
l'origine. Par compatibilité des cycles proches avec les modifications propres [48, 14.12],
on a

Wy (EENV @ R) o Wy, (ET PP @ ptR).

Démontrons que Wy, (Ef (pepy)/PiPy @ pTR) =~ 0 sur le diviseur exceptionnel E.

Dans la carte Uy de U donnée par t = u et y = uv, on a p(u,v) = (u,uv), de sorte
que la trace de E sur Uy est donnée par u = 0, et

Foepy) /pEpE = (W g(u, wo) + (wo)™h(u, w)) fu* oM.

Au voisinage d'un point vy # 0 de Uy, 3.5.1 s’applique immédiatement si [ # m. Dans
le cas | = m, on observe que %(0, v) = muy" th(0,0) # 0 de sorte que 3.5.1 s’applique
encore. Au voisinage de l'origine de Uy, 3.5.2 s’applique si [ < m, et sinon m > 0 permet



