


Propagation d’'une onde acoustique dans un milieu piézoélectrique contraint

Propagation d’'une onde acoustique dans un milieu

piézoélectrique contraint

La propagation des ondes ultrasonores dépend des propriétés élastiques des matériaux, mais
elle est également sensible a d’autres phénomeénes tels que la présence de contraintes résiduelles ou
appliquées. Cette présence de contraintes va se traduire dans les relations non-linéaires entre
contrainte et déformation ; la théorie de I'élasticité linéaire décrite par la loi de Hooke n’est donc
plus suffisante. Le comportement élastique non-linéaire d’'un matériau peut-étre abordé en étudiant
la dépendance des parameétres électroacoustiques en fonctions des vitesses de propagation vis-a-vis
des contraintes (acoustoélasticité). Pour développer les équations du mouvement, il faut tenir
compte a la fois des déformations dynamiques occasionnées par le passage de I'onde, mais aussi des

déformations statiques concomitantes a la présence de contraintes.

Y

La méthode présentée consiste a étudier la propagation des ondes acoustiqgues dans un milieu
piézoélectrique contraint électriguement et mécaniquement afin d’en déduire les expressions des
vitesses de propagation et du coefficient de couplage en fonction des constantes élastiques,
piézoélectriques et diélectriques effectives.
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Chapitre Il : Propagation d’'une onde acoustique dam milieu piézoélectrique contraint

| Généralités sur les grandeurs mécaniques

.1 Déformations

Considérons la déformation d’'un solide sous l'actiune sollicitation, a partir d’'un état

initial (1) vers un état final (Il), représenté jgar des surfaces de normaig®t N respectivement.
Cette déformation est caractérisée par le déplatemed’'un point matériel de la position
€ (¢.,¢,,¢;) alinstantt =0, a la position finaleX (X, X,, X;) a l'instantt. Les positions de
chaque point matériel sont repérées dans un mémpererecartésien, de vecteurs de base

orthonormée fixey,, y,, Y,.

(n

(1

Y3

Figure 11.1 : Transformation d’un milieu de I'étaitial (1) a I'état final (ll).

D’un point de vue acoustique, lorsque la longuéonde des ondes élastiques est grande devant les
distances interatomiques, tout solide homogene-gteatassimilable a un milieu continu. De

maniéere a assurer la continuité de la matiére samsnouvement, I'applicatio@ : (§,t) —» X (§,t)

est supposée bijective et continment dérivable.

I.1.1 Tenseurs de déformations

Les variations des carrés des longueurs d’'un pegiment matériel, qui passe de I'état initial

(dl,, longueur & I'état non-déformé) a I'état finall(, longueur a I'état déformé), sont décrites par

42



Chapitre Il : Propagation d’'une onde acoustique dam milieu piézoélectrique contraint

divers tenseurs de déformations. Le tenseur derméfmns de Green-Lagrange, nd& peut

s'exprimer en utilisant la différence quadratiqas tbngueurs :

diz—dl? =25, dé, dé,, avec S, = 1(6XP Ke _5

2\ 02, o, aﬁJv (I.1)

ou a,B=1, 2, 3 etJ,, estle symbole de Kroneckep, =0 pour a # 5 et J,; =1 pour

a=p).

[.1.2 Déplacement

Le déplacementi d’'un point matériel peut-étre exprimeé a l'aide desteursX et g par :
u=X-¢, (1n.2)

ce qui permet d’exprimer les composantes du terdedeéformations par :

= 1fou,  0u,  0u, O, ), (11.3)
2\ 06, 0F, 0¢, 0¢,

Les neuf composantes de déformatid®gs forment un tenseur de rang 2 et en raison de sa

symeétrie, seules six d’entre elles sont distinffReyer1996].

La conservation de la masse entre I'état (I) ¢atl'@l), s’exprime a l'aide du Jacobien de la

transformationJ :

pXE)=3"p, (11.4)
ou

J =detG, (11.5)
avecG le tenseur du gradient de transformation :

oX

G=—.
g

(I1.6)

o' et p' correspondent respectivement, aux masses volumiduemilieu dans I'état final et

initial.
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Chapitre Il : Propagation d’'une onde acoustique dam milieu piézoélectrique contraint

.2 Tenseurs des contraintes

Différents tenseurs de contrainte peuvent étm@duits pour traduire I'état de contrainte en
un point matériel. Considérons un élément de fdeeontactdF s’appliquant sur un élément de
surface matériell&lA portée par le vecteud , normal a cette surface. Ce milieu continu estrssu
a une transformation finie qui le fait passer dansonfiguration déformée. Considérons alors un
élément de force de contadt s’appliquant sur un élément de surface matérigtleportée par le
vecteurn, normal a cette surface. A chaque milieu est assocélément de déplacements respectif

dX et dx respectivement. La figure 1.2 décrit ce systéme.

dF df

n da

Figure 11.2 : Effet d’'une transformation de milisur les éléments de surface et de force.
Le tenseur deontrainte de Cauchy est la contrainte 'vraie' qui relie la force difidans I'état
prédéformé (précontraint) a la surface dans ldtdrmé (contraint). C’est un tenseur symétrique.
df =t(n)da. (1.7)

Cette relation est facile d’aspect mais difficilenattre en ceuvre dans la pratique puisque la furfac

déformée fait partie de I'inconnue du probléme.

Considérant les éléments de déplacements et decewtéfinis précédemment :

dX =G dx, (1.8.a)
da=JGTdA. (11.8.b)

Pour garder une formulation analogue a la formulécddente, il est d'usage d'introduire la

contrainte nominale (dite contrainte de Piola-Kiafh1 ou Piola-Boussinesq)
P=JtGT, (11.9)
qui permet d’écrire :

df = P(N) dA. (11.10)
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Chapitre Il : Propagation d’'une onde acoustique dam milieu piézoélectrique contraint

C’est la contrainte que mesurée expérimentalernanta plus accessible (force appliquée par unité

de surface initiale). Son défaut majeur est quielst pas symeétrique.

De maniéere a effectuer des mesures de contraintétague, définies dans la configuration initiale,

on introduit la contraintes , appeléeontrainte matériell@u contrainte de PIOLA-KIRCHOFF 2.
Elle est définie par :
6=G™*P, dol ¢=JG'tG™. (1.12)

Suivant la surface choisie, il y a égalité ou notreele tenseur de Cauchy et le tenseur de PIOLA-
KIRCHOFF 2 [Rakotomanana2003].

|.3 Relations entre contraintes et déformations

[.3.1 Comportement linéaire d’un solide élastique

La théorie linéaire de I'élasticité est basée s loi purement expérimentale exprimée par
Hooke en 1678 pour un solide parfaitement élastiiRmyer1996]. Cette théorie se traduit par
I'existence d’une relation biunivoque entre conttas¢ et déformationsS, développée ici jusqu'a
I'ordre 2 en déformation :

d0;

— 1 62a-lj 3
0;(S) =0, (0) +(a_SdJSKIZOSH +E(631<|TJSK,:=O S S, +0O(S), (1.12)

mn

o; (0) correspondant a la contrainte a I'équilibre. OBgo, O =0eti, j,k,I,m, n=12,3.

Ce développement conduit aux relations suivantfinidsant les constantes élastiques isothermes

du second et du troisieme ordre :

d0;
Ci = , (I.13.a)
aSkl Sq=0
2
Cijamn = LA (1.13.b)
J aSkI aSmn S =0
Son=0

Les constantes élastiques du second o@jfe, forment un tenseur de rang quatre (d&ic81
composantes) généralement appelé tenseur dedasgélastiques. Les tenseurs de contraiotes

et de déformationss,, étant tous deux symétriques, cela implique deBtégantre constantes du
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Chapitre Il : Propagation d’'une onde acoustique dam milieu piézoélectrique contraint

second ordre par permutations d'indice§; =C;, et C,, =C, . Ceci ramene le nombre de

constantes indépendantes a 36 au lieu de 81.

La notation matricielle contractée de Voigt peug éttilisée pour la désignation des constantes :

ij ou kI a oupf

11 1

22 2 Cijkl pouri = jetk =1

33 3 2Cijk| pouri # jetk = |

Ca,B = L .

23 ou 32 4 2Cijk| pouri = j etk # |
31o0ul3 5 4Cijk| pouri # j etk # |
12 ou 21 6

Des considérations thermodynamiques [Royer19963 peumettent d'écrire :

o, = [%l, (I1.14)

avecU I'énergie interne d’'un corps déformé &tson entropie.

Il vient alors au second ordre :

o0°U
cl =(—J =Cl, (11.15)
©oles0s ), 7

ou en utilisant la notation matricielle de Voigt :
Cos =Chpa- (11.16)

Cette relation dite de Maxwell, est vraie dans ttass milieux [Royer1996]. Elle conduit & un
tenseur des rigidités élastiques symétriques, ldambmbre de constantes indépendantes se réduit a
21.

Ch C, Gy Cy Cs Gy
C, Cp Cp Gy Ci Cy
[Cij]: Cs Cpu Gy Gy Gy Gy . (11.17)
Cu Cu Gy Cu Cp Cy
Cs Cx Gy Cp G Gy
1Cs C Cis Cie Coe Cosl
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Ce nombre de constantes indépendantes se réduiemtdge en fonction des symétries des

différents matériaux.

Le développement au troisieme ordre donne :

3
ijimn aS” GSH aSmn 7

Les constantes €lastiques du troisieme of@jg ., forment un tenseur de rang 6 contenant 729

composantes indépendantes dans le cas le plusagé@mme dans le cas des constantes
élastiques du second ordre, ce nombre se réddidnetion du degré de symétrie du matériau. Par
exemple pour un matériau présentant une symétribotoope, le nombre des constantes

indépendantes se réduit a 20, alors que pour uérimatisotrope il n'en reste que 3.

Notons que le fait de se restreindre a l'ordrerg&da développement de la contraieten'est pas
un choix arbitraire. A ce jour, il est impossibléwhluer expérimentalement des constantes

élastiques au-dela des constantes du troisieme.ordr

[.3.2 Comportement linéaire d'un solide piézoéiqutr

Comme décrit au premier chapitre, la piézoéleibériest une dépendance entre les propriétés
élastiques et électriques de certains matériauss Dacas unidimensionnel, I'effet piézoélectrique

direct exprime la polarisabilité de certains diéligeies lorsqu’ils sont déformés :
D=¢E+eS, (1.19)

avec D l'induction (déplacement) électriqu&, le champ électriqgue € la déformation.g et €
sont respectivement les constantes diélectriquemffievité) et piézoélectrique. Par souci de

simplification, la valeur du déplacement électrigueontrainte nulle, soit la polarisation spontanée

PP, n'est pas indiquée. De plus, les échanges dewhal sein de matériaux piézoélectriques sont
largement négligeables [Delaunnay2006], ce qui siir@dnégliger I'effet des variations d’entropie.

C’est pourquoi nous ne I'indiquons plus dans latiob.

L’effet piézoélectrique inverse indique qu'un mé&ér placé dans un champ électrique, est soumis

a des contraintes et se déforme :
6 =CS-eE, (1.20)
aveco la contrainte mécanique €t la constante de rigidité.

La généralisation a trois dimensions de la relafibh9) définit les tenseurs et € :
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D,=&mE,tey S - (1.21)

Les constantes diélectriques a déformation cortsta,ibt relient la variation d’'inductiorD, , au

champ électriqueE, auquel est soumis le solide :

oD
g3 = ml o, .22
mP (aEpJ l-22)
S.{

Elles s’expriment erFF/m. Le nombre de constantes diélectriques est am$ (lenseur de rang
2), soit :

S S S

812 812 813

s | — S s S
[gmp]_ 821 822 823 ) (“23)

S S S
831 832 833

Par des considérations thermodynamiques analoguedkea développées pour le tenseur d'élasticité

[Royer1996], il résulte que ce tenseur est symaéeriq

3 =¢£3 . (11.24)

Les constantes piézoélectriqueg; relient la variation d'inductionD,, a champ électrique

constant, aux déformationsJ subies par le solide :

oD
i = m . (11.25)
N [asi JE,Z

Elles s’expriment erC/m?®. On ne spécifie pas qu'elle est & champ électrigmstant dans la

notation, mais dans d'autres cas, |'exposant dip@arBans la mesure oaj = Sji , le tenseuremij
est symétrique par rapport a ses deux indiets :
Enij = Enji » (11.26)

ce qui permet dutiliser la notation de Voig,;, =e,, avecm, i, j=1,2,3eta=12..,6.
Le nombre de constantes piézoélectriques passedai@3 (tenseur de rang 3) a 18.

&, €, & €, €5 €
[ew]=|er € & e e el (11.27)
& €, €, €, 6 €
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Le coefficient piezoélectrique inverse, relianttmtrainte meécanique; et le champ €lectriqug,

dans [I'équation généralisée, se déduit de la -cotestae

.« par des considérations

thermodynamiques :

(%J —-e,. (11.28)
oE, ).

Les coefficients de proportionnalité des deux sféeint opposés. L'effet piézoélectrique inverse est
donc une conséquence thermodynamique de I'effetdiDans le domaine linéaire, les coefficients

e . sont constants, par hypothése, et lintégration I'équation précédente a entropie et

mij

déformations constantes conduit a :

O; =—€, Ey- (1.29)
Si de plus le solide subit une déformatigy :

gy =—&y; En +Cijil S (11.30)

avec la constante élastique a champ électriquetamms:ijEkI définie par la loi de Hooke

généralisée :

o0
o =(a_g:1’( , (11.31)

qui relie les contraintes et les déformations loeske champ électriquE est maintenu constant.

Les équations (I.21) et (11.30) constituent untéyse d'équations d'état (constitutives) d'un

matériau piézoélectrique. En notation matriciadke systéme s'écrit :

0,=Cs S;—e,.En. (1.32.a)
D,=¢,E,te,S,. (1.32.b)

Ce systeme fournit la contrainte mécanique et ligiibn électrique en fonction des variables

indépendantes, champ électrique et déformation.

En plus de ce systeme d’équation, il en existe tnatres qui peuvent étre décrit selon les vargable

indépendantes choisies.

En prenantS et D, le systeme s’écrit :

S =-dp; En+ Sk T4 (1.33.a)

]
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D, =&, E, +d,; 0y, (1.33.b)

avec S,—Em la souplesse a champ électrique constant (inveéuséenseur des rigidités)g;p la

permittivité a contrainte constantea, le coefficient piezoélectrique.

Les couples définis en (11.32) et (11.33) sont jphigs utilisés. Les deux autres permettent d’édgre

et ¢ en fonction deD et S, S et E en fonction des et D :
o, = hmij D, +c:ijiI Sy (I.34.a)

E,=B5D,-h, S

m mp ij !

(1.34.b)

avec le coefficient piézoélectriqug,; , le tenseur des rigidités a induction constaﬁqﬁe et ,Brﬁp

linverse du tenseut;.

Sj = Omj D * Su'?d Oy (11.35.2)
Em = ;p Dp - gmij a-ij J (||.35.b)

ol g,; est un nouveau coefficient piézoélectriqef, la souplesse & induction constantesgt
linverse du tenseut, .
Afin de pouvoir passer facilement d’'un systemeaatte, il est utile d'exprimer les relations liant

les constantes élastiques, piézoélectriques etdliiijues. La notation de Voigt permettant de

passer en notation matricielle :

Ces S5 =0,y (11.36.a)
&y =dy, Cyp (1.36.b)
& —& =d, e, (11.36.c)
Cos =Cos +8, Ny, (11.36.d)
hs =0 Co (1.36.€)
d, =& 9j,- (11.36.)

Par la suite, nous utiliserons principalement ktéaye d'équations (11.32) et nous ne mettrons plus

les indicesE et Sdans les constanteé3:

E S A H
5 Spy, L& pour alléger la notation.
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Le tableau de la figure 1.3 rassemble les résultigt la réduction du nombre de composantes des
tenseurs traduisant les propriétés élastiquedrigjees et piézoélectriques des cristaux appartenan

aux différentes classes de symétrie ponctuelle.

Triclinique Monoclinique Orthorhombique
1 1 2 m 2/m 222
IR IR N B B L ) .. e - - .- e LI R
L O B B L O .es - . L LI LI
SE P Bene L - - s8 e - wmiew LR L
A B L - L .. - . -
R E R . e je e - cew el B RS RO
......".C’i()l D.Q‘-.<-013 "R e - Bee 13 13 .o o . <.q
DRI U] B T e e e Tee o wewe | " EEEEERE NN CEREEY B
sesneniene I8 O v eeclee o 8 see . eles |10 O P B
(R R I aew - el el g R NES RIS CIRIRIRIRIE 1 CO ]
Trigonal
3 3 3m 2mm mmin
Sl PO DN M
Mo«\‘;\\ \";. N A “ew o .
TSNS SN i BRI M
7‘*.\‘0):&'0-7 7 »\x«’a—ﬁ 6 ] R 9
RN e 0 TN 2 0 R N 0
-, - . 2 ",‘) .4 2 2 . e - "3 3
Tétragonal
4 1 4/m 422 4mm
NI R w1 el
- .- B R S IR R [ I SR R e - I PR
CINR SN NN N
— . ” so . . ol celm o L - de ‘o [ A
TUIWIIN RN 4 o NN TN 8
-—a " oD S o A R 1 2 farse = 2 .- " T R B4
Hexagonal
6 6 622 42m 4/mmm
S ol . N S B
- e - Ce . I SRR R L I IR PR
LN NN OUNCNG
e 5 o e B v I
N4 2 NN NN 2 0
.- » 2 2 Ll oo Ll ol el 2
Cubigue
Gmm 6m?2 6/m 23 43m 432
bl R D N S b 6/ mmm Iy S m3
— e . - I m8m
N , o \\.\.\ -
<<<<<<<<< 5 15 5 BRIRIPIAN NN 3
SN s 11 o o \‘\1 0
PP B 2 2 PRI N I 1
Constantes nulles @ O Constantes non nulles X Constantes égales & (Cyy — Cp)/2
o—& (onstantes égales @O (Constantes opposées

Figure 11.3 : Composantes des tenseurs élastigigzgpélectriques et diélectriques suivant les elmsie
symétrie [Royer1996].
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|.4 Couplage électromécanique

Le plus important des coefficients caractérisaed matériaux piézoélectriques est le

coefficient de couplage électromécanique qui peut&inir de trois maniéres [Rogacheva2000].

La formule de Mason est souvent utilisée pour ddteer le coefficient de couplage
électromécanique dans des problemes dynamiquegipswscillations prés de la résonance, il sera
notek, :

W —af

ka aa)2 L. (”37)

a

aveca, w, les pulsations de résonance et d'antirésonanceiloi@gions.

Une autre formule pour déterminer le coefficientcdaplage électromécanique est une formule en

énergie. Le coefficient sera alors ndg:

, U@ _yen

ke = U@

: (11.38)

ol U@ est I'énergie interne de I'élément piézoélectrianec les électrodes X" est I'énergie
interne de ce méme élément avec les électrodesn@ciges. Pour calculer le,, on résout
I'équation dynamique pour déterminer les deux éegrgn considérant que les contraintes sont
connues.

Une autre méthode (la maniéere la plus couranteljeesalculer le couplage électromécanique, qui

sera noték?, en le définissant comme le rapport entre la dérdsénergie mutuelle élastique et

diélectriqgue et la moyenne géométrique des densisergies élastique et diélectrique. En

négligeant les effets thermiques et magnétiquda geézoélectricite, I'énergie interne du mode est

donnée par :
1 1
U =§$j o, +EEm D,,- (1.39)

Cette équation est une fonction linéaire de I'éeerui néglige donc le deuxieme ordre en
déformation. En prenard et S comme variables indépendantes, on reprend lersgsi&quation

(11.34) sous la forme :

i
g; =Ci Sy _S_JDp’ (11.40.a)

mp
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e .
E, =£iDp —Eﬂaj , (1.40.b)
mp mp
avec
€ ©
Ciu =Cy +;—pk'. (1.41)

mp

Ainsi, I'équation (11.39) se développe-en :

1 e 11
U :ECiJ!iI Sj S _g_pj Sj Dm"'E—Dm Dpv (1.42)
mp mp
en posant:
_1o
U, _Ecijkl SSTE (I.43.a)
__ S
Un, =T S; Dn> (11.43.b)
mp
11
U, :Eé‘_ D, D, (1.43.c)
mp

ouU,, U etU, représentent respectivement |'€nergie elastiqueyetie (d'interaction élastique

électrique) et diélectrique. L'énergie du systelderi alors :
U=U_,+U_+U, (1.44)

et le coefficient de couplage électromécaniqueata\alors :

- m
K, m (1.45)

Ce coefficient de couplage permet de caractérisenatériau a l'instar de I'ensemble des constantes

élastiques, diélectriques et piézoélectriques. et eil tient compte a la fois des propriétés

élastiques, diélectriques, et piézoélectriquessiAihest un élément de comparaison des matériaux

qui traduit l'aptitude d'un matériau piézoélectéga convertir une énergie mécanique (et

inversement). Cette formule est trés souvent adligpour déterminer les caractéristiques

piézoélectriques d'un matériau piézoélectriqueliticmnellement noték,,, k;; ... lls sont trouves

en résolvant le probleme quasi-statique pour deériaax piézoélastiques de géométrie simple, et

ces solutions sont indépendantes de la positido &mps [Brissaud2007].
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Ainsi, pour un mode de vibration en épaisseur dplague, plusieurs simplifications apparaissent
du fait de la nullité de la plupart des contraint&s indice contracté, lors d'une propagation telo

de l'axe de polarisatiorQy,), I'énergie du systéme se ramene a :

U :%c;; -5 p+ilpe (11.46)

33 33

Dans ce cas, le coefficient de couplage (du moalgug) est donné par :

_ &
k2=—33_ (11.47)
833 C??S

Pour des états électrostatiques non uniforme, efficient dépend de beaucoup de paramétres
comme la fréquence de vibration, la géométrie dtériau, les électrodes, les conditions de bords
meécaniques et électriques. Généralement, les waldeircoefficient de couplage mesurées sont

moins importantes que celles définies pour desnmatéuniformes.

Il Equation de propagation d’'une onde acoustiquesdan milieu

piézoélectrique précontraint

1.1 Equations du mouvement dans un milieu pré@antmon piézoélectrique

L'étude de la propagation d’'une onde ultrason@nesdun milieu contraint nécessite la prise
en compte de la nature de cette onde et du commpentemécanique du matériau. Ceci conduit a

distinguer plusieurs états du milieu :

- Etat naturel: Cet état correspond au milieu libre de toutetrzonte (appliquée ou
résiduelle). Les positions de ses points matésetd données par le vecteur positiordont les
composantes sor(,,¢$,,¢,) . Les lettres grecques faisant directement référeéntétat naturel
indicé en(a,3,y) .

- Etat statique: Si le milieu subit une déformation statique (ramte résiduelle ou
appliqguée) dans le domaine élastique, son étatgehennous I'appellerons "état statique" ou "état

prédéformé" ou encore "état précontraint”. Lestpmss des points matériels sont alors données par

le vecteur positionX dont les composantes so(X,, X, X, ). Les lettres latines majuscules

faisant directement référence a I'état statiqueénen (1,J,K) .
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- Etat dynamique Lorsque le milieu précontraint (déformé statimeat) est traversé par une
onde acoustique, cela se traduit par I'additionnd’ypetite contrainte dynamique. Elle vient se
superposer a la premiere et améne le milieu dansoisieme état que nous nommerons "état
dynamique". Les positions des points matériels défihies par le vectewx dont les composantes

sont (x;,X;,x,). Les lettres latines minuscules faisant directaméférence a I'état dynamique

indicé en(i, j,k) .

dynamique

naturel

Figure 11.4 : Schématisation des trois états duénmai : naturel, statique et dynamique.

Dans les trois états (représentés respectivemenegasurfaces de normalgs N et n) la position
d’un point matériel est toujours repérée dans lenenéepere cartésien orthonormé, de vecteurs de

bases unitairesy,, y,, Yy,. Ainsi, &, X et x sont les composantes des vecteurs positions d’un

méme point matériel respectivement dans I'étatraftatatique et dynamique.

[1.1.1 Déplacements
Contrairement au cas linéaire ou il n'y a qu'ual skplacement a identifier, ici nous en
différencions trois :

- la déformation statique, qui correspond au pgsske I'état naturel a I'état statique, et qui

provoque un déplacement des particules du miliéé ad,

- la déformation dynamique, qui correspond au g@essle |'état statique a I'état dynamique, et

qui provoque a son tour un déplacement noté
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- la déformation totale, qui correspond au passkgkétat naturel a I'état dynamique, et qui

provoque un déplacement glohal .

Ces vecteurs de déplacements sont reliés aux veateposition par :

u’(€)=Xx-g, (1.48.3)
u'(Et) =x-¢g, (11.48.b)
u@t)=u’ &t -u’@E)=x-X. (11.48.c)

D'un point de vue dynamique, nous resterons danmsadee de l'acoustique linéaire. Ainsi, la
perturbation apportée par I'onde acoustique egicade petite par rapport a celle engendrée par la
contrainte statiqgue [Pa01984-Su2005] :

Jul <<[u]- (11.49)

En effet, prenons l'exemple d'une déformation dooage dans un aluminium par le passage d'une
onde (de fréquence de 2.5 MHz), le déplacemerdesBbrdre de quelques angstroms, alors qu'une
déformation finie appliquée provoque des déplacémere Il'ordre de quelques microns

[Duquennoy1997].

Ici, nous avons choisi de définir ces vecteursomction des coordonnées de |'état naturel, mais ces

relations seraient analogues dans les deux ays&nses de coordonnées.

11.1.2 Déformations

Ayant défini trois vecteurs déplacements, u etu’, nous pouvons définir trois tenseurs de

déformationsS®, S et ST. Comme pour les relations en déplacements, cisstamseurs peuvent
étre représentés dans différents systémes de aowrds. Ainsi, I'exposant indique I'état de
déformation du milieu et les indices le choix duwsteyne de coordonnées. Ces tenseurs de

déformations sont reliés aux vecteurs de déplactnpeamn :

0 0 0 0
< -E("X_KGXK _%J -E{a“a 49Uz, 0u; 0, J (11.50.a)

“ 2| a¢, 0¢, " 2l0¢, 098, 9&, ¢,
T T T T

s, =1 0%, 0%, ~g, |=1 ou, ,OUs  0u, 0u, | (11.50.b)
2(9¢, 0¢, 2\0¢, g, 09¢, 0¢,

Comme pour les déplacements, les déformations sggsopar I'onde acoustique sont considérées

petites par rapport & celles causées par les auesastatiques, ceci se traduit par la relation :
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Is] <<[s°] (11.51)

Le tenseur dynamique est alors donné approximaguwepar :

a 0 0
S, =S, -, =+ Ma , Olp , OU; OU, | OU; OU, | (11.52)
206, 0&, 0&, 0, 0&, 0,
ol nous ne prenons pas en compte le te%aﬁ qui est largement négligeable devant les
a YSp

autres termes [Duquennoy1997].

11.1.3 Tenseurs de contraintes

Les deux états de déformations et les trois syegede coordonnées, nous permettent de
définir cing configurations pour les tenseurs detcntes.

- o) =t} : l'exposant O réféere a I'état de déformationicaiat Les indices majuscules
expriment le fait que la contrainte soit calculée @pport a la surface dans I'état statique, ‘etlqu
est exprimée avec les coordonnées statiques.

- JSB . état de déformation statique : contrainte c&eypar rapport a la surface dans I'état

naturel et exprimée avec les coordonnées naturelles

T —4+T . p ZEXN N TP ~ . . i . ,
- 0; =t; :l'exposant T réfere a I'état de deformation dyigue : contrainte calculée par

rapport a la surface dans I'état dynamique et mwmiavec les coordonnées dynamiques.

- g}, : état de déformation dynamique : contrainte déepar rapport a la surface dans I'état
statique et exprimée avec les coordonnées statiques

- ;ﬁ . état de déformation dynamique : contrainte dékepar rapport a la surface dans I'état
naturel et exprimée avec les coordonnées naturelles

Les différents tenseurs de déformations sont reliédes relations suivantes :

0 _— IOS a>(I aXJ 0.0
J = o aB !’

0% =t (1.53.a)

ol =t7 _pT aXi aXi o’ _IOT aXi aXi T

=t = — == " "0, 11.53.b
ij ij ps axK axL KL ,00 aga 65[3 ap ( )

57



Chapitre Il : Propagation d’'une onde acoustique dam milieu piézoélectrique contraint

r_p°oX, 90X,

=— O, (1.53.c)
1J ,00 afa afﬁ B
En accord avec les équations de déplacements)(lhd8s avons :
0
LTI S (1.54.2)
9¢, o,
X _5 + U (11.54.b)
0X 0X
T
X5 (11.54.c)
¢, ¢,

Le déplacementi d0 a la perturbation dynamique ayant été introghdt analogie, le tensewr

correspond a la composante dynamique due au pagsdgade :
6=0¢' -o’. (11.55)

Les composantes de ces tenseurs s'expriment riegpeent dans les systémes de coordonnées des

états prédéformé et naturel sous la forme :

o,=0, -0} =0 -t), (11.56.a)
Oup =05 — 0. (11.56.b)

En utilisant les équations (11.53.a-b-c) dans l&en (11.56.a), ces composantes sont reliéesgar |

relation :

_ P 09X, 0X,

. .57
0y, ,00 acﬂ, af,t[; aB ( )

Avec l'expression (I.4), il est possible d'exprimle rapport de masse volumique comme le
déterminant de la matrice de transformation cooedante, soit :

-1
_[ox| " ax, aX, ” (11.58)

0y, |a£| afa afﬁ aB

I.1.4 Conditions d'équilibre dans I'état statique

Pour un corps en équilibre mécanique dans I'éadigee, la résultante et le moment des
forces agissant sur ce corps sont nuls. Cette tiondi'équilibre statique se traduit mécaniquement

par :
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0 ou?
@|:J,g¢{5a¢ +EJ:| =0, (“593)
0 0
00, - ot, -0. (11.59.b)
X, OX,

[1.1.5 Développement de I'équation de la dynamigaer un milieu précontraint dans les

différents systémes de coordonnées

A partir du principe fondamental de la dynamique :

t! 2yT
%: Taatuz' , (11.60)

J

et d'apres les équations de déplacements (l.48)adn accord avec les relations de dérivation sur
ces différents vecteurs (l.54.a-b-c), I'équatianld dynamique dans I'état final peut s'exprimer

selon les 3 systemes de coordonnées :

ou’ 0%u; d°u

— |o" +o" a|=po a — /0 a . I1.61.a
agzﬁ ( Ba Be a<z¢ J P ot? P ot? ( )

0 T T 0y, s 0°u/ s 0°y,
L S, S = - , 11.61.b
oX ( < TTeX, az P o (1615
ot. 9°u. ov ov. Dv,
=T =T Ay =t I1.61.c
0x; P e P ( ot Pox, Dt ( )

:au . . R .. N , . s
avec v At la vitesse de la particule a la positianet ou Ioperateurl:%)t est la dérivee
Lagrangienne.

D'aprés la condition d'équilibre (11.59.a), la teda (11.61.a) s'exprime par :

0 2
Us 0y |- 100Uy (1.62)

0 0
— | O, YO0,y —+0,,— |=
ag{ﬂ( aB Be 65¢ Be 65¢J P ot?

De méme, la relation (11.59.b), nous permet d'ewrprila relation (11.61.b) sous la forme :

2
L(% e ﬂjzpsﬂ_ (1.63)
J
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Rappelons qu'ici, le tensetf, est le tenseur de Cauchy qui est égal au deuxiémseur de Piola-

Kirchoff exprimé dans le systéme de coordonnéégsiaiz’, .

Jusqu'a présent, deux hypothéses ont été faiseprédéformation est statique et la perturbation

dynamique est petite. La maniére dont les particatnt mues de la positidh a X ne sera pas

traitée, et aucune restriction sur les proprigtéiiseques du matériau n’est imposée. Les équgation
de mouvement (I1.62-63) sont donc applicables a comps dans une forme générale de

prédéformation, finie ou infinitésimale, élastiqueinélastique [Duquennoy1997].

1.2 Equations de la dynamique et équations camnstés d'un matériau

piézoélectrique sous contrainte

[1.2.1 Approximation quasi-statique

Les vibrations élastiques nécessitant un déplaced® matiére, la vitesse avec laquelle se
déplace une déformation ou une contrainte estinfésieure a celle avec laquelle se déplace un
champ électrique [Royer1996]. La vitesse des ordestiques est, en effet, 18 10 fois plus
petite que la vitesse des ondes électromagnétigGesapte tenu du fait que le champ
électromagnétique associé au champ élastique ast-ggatique, le champ magnétique associé ne

joue aucun réle et les équations de Maxwell seisédtia :

rotE =—-— 0. (11.64)

(o3
2|031

Les seules grandeurs électriques nécessaires @staiftion d’'un solide piézoélectrique sont le
champ électriqueE, et linduction électriqueD,, . Les equations regissant I'état électrostatique

décrivent que le champ électrique dérive d’'un piééacalaire®, et que le déplacement électrique

obéit a I'équation de Poisson, soit respectivement

__ 00

= , 11.65
T (11.65)
aD,,

= 0., 11.66
ax, e (1166)

ou p, est la densité volumique de charges libres. Poumatériau isolant parfaifp, = 0.
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I1.2.2 Equations de la dynamique et équations dorises d'un matériau piézoélectrique

sous contrainte dans le systeme de coordonnéé&satenkturel

L'équation de la dynamique (11.62) et d'équiliBréétat statique (11.59.a) sont déja connues
dans le systéme de coordonnées de I'état natuai,invient se rajouter I'équation de Poisson pour

un diélectrique dans I'état dynamique et danstlstique :

D,
7 =0 (11.67.a)
U
0
Dy _o, (11.67.b)
s,

De la méme maniére que précédemment, il est pessdikprimer les équations constitutives d'un

by

matériau piézoélectrigue sous contrainte [Liu20028B5] et soumis a une petite perturbation

dynamique. Les équations constitutives de I'étatqmtraint seul sont :

op° o0’ 1. 09° 0d° 5 a2 o
a/? aﬁ ) $§ aﬁ O $§ &l e¢aﬁ e¢aﬁ ) $§ |¢waﬂ O(§ CD SCD S CD)
i yoer] n a E Ve a E 2 a <€¢ a f
0p° 1 0P° 9° OCDO
D =e,, S, + S, S- —£ | +0(S°, 9%, S? S*D
uapB 0.5 2 Hﬂﬂy5 aB ~yo H¢ F) <t¢ 2 Hpw F) <t¢ d gz upaB F) gz¢ Uﬂ ( )

(1.68.a-b)

ou lesC,,,; et C sont les constantes élastiques du deuxieme siémee ordre,e,,; et

aByden

€50 SONt les constantes piézoélectriques du deuxi¢rheisieme ordre£,, et £, sont les

constantes diélectriques du deuxieme et troisierdeecet| ., est la constante électrostrictive.

L'ensemble des éléments de symétrie de ces coastaont été étudies par Declercq

[Declercq2005].

Les équations constitutives de I'état final sont :

o’ op’ 1 Lol ol
aﬁ aﬁy&%/d ydmsyd e¢aﬁ a f e¢a,8y6 S/J a §t¢ 2 ¢waﬂ a £¢ a E +O (§ CDS Sq)z SZCD)
T T T T
DT #063 ST + . e/”ﬁ}’!’ ST ST /1¢ ai + E £/I¢waiﬂ - |#¢063 ﬂ Slﬁ + 0(83’ CD3’ SDZ ! qu))
2 &, 27 9&, oE, 0¢,

(1.69.a-b)

Comme pour la contrainte et la déformation, cesxdeariables ainsi que le potentiel et le

déplacement électrique sont traités comme deshlasidotales, composées de leurs composantes

statiques et dynamiques :
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G’ :GO+G,
u' =u’+u,
P =+,
D" =D°+D.

(1.70.a)
(1.70.b)
(11.70.c)
(1.70.d)

En faisant la différence entre les équations (1889 et (11.68.a-b), en exprimant le tenseur de
contraintes ainsi que le déplacement électriges etegligeant les termes d'ordre 4 en énergie, nous

obtenons les équations de la dynamique et cong@tupour un matériau piézoélectrigue sous

contrainte :
. . Ou .
Jﬂﬁ = Caﬁy5 —+ e,ua/? ai ) (”713_)
agﬁ ag'u

* * * au *

D, =€ 7 ,@aﬁ, (I1.71.b)

08, " o€,
avec

6 = / . ol .72

Cﬂﬁﬂ - Caﬁyf)_ + Caﬁ¢5 f + Caﬁy6£q¥ + e¢q3y5 ? ’ ( . .a)

L4 n ¢
. ou’ PO
€un = uap +emﬁya#—lﬂ¢aﬁ A (1.72.b)
s ¢

” 0 ou’ DO

€ = Cup T st €5 | ugop —— I.72.c
wap = Suap T Supe g g, uays 5 c upas 5 ;, ( )
) ouy 0P°

Eup =€ T sos —— = E gy —— - (1.72.d)
He He Hpap F) gﬂ L F} Em

En substituant les équations (1l.71.a-b) dansJ)l.ét (11.67.a) et en négligeant & nouveaux les

termes d'ordre 4 en énergie, nous obtenons :

0~ du, a%u,

@(% " E} o (1.73.2)

-~ _ =~ Ou _ 9o

G,=Cs—2L+€,5—, (1.73.b)
B Byd afa HapB a{u

D, =8 My 5 0 (11.73.0)

—_— &, —,
LaB afﬁ L agz¢

avec 4 parametres effectifs respectivement élagiquiézoélectriques et diélectriques définis par :
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~ oul ou, ou? op°

CaM = CaﬁVJ + C¢ﬁy6@ + Cam:a ﬁ + Caﬁy&gg @ * €00 E ' (I.74.a)

~ ou; ou? OPp°

€uap = Cuap + €ypp o, + eﬂaﬁyaa—é = ygas 7 (11.74.b)

=~ _ du, ob°

Eup =€ +Iﬂ¢a/?¥_£,u¢w¥’ (I.74.c)
B w

et comme condition au bord :

Top +0’2¢% ns =N, surla surfaces” (1.75.a)
0¢,
D, n, =N surlasurfaces®. (1.75.b)

N7 est la contrainte surfacique appliquée sur la sarf et A" est la charge surfacique appliquée
sur la surfaceS®.

Ici, le terme C,,; est dun ordre de symeétrie inférieur @, ,. Il conserve la symétrie

Cupys =C,s55, Mais perd les autresCf, , #C;, 5 #Cz5, ). De la méme maniere, on perd la
symetrie sure,,; (€,; # €,,) comme sure , (€, #E,,). Intuitivement, on comprend que la
prédéformation a changé l'orientation des vectetitn perd donc une bonne partie de la symétrie

des tenseurs.

11.2.3 Equation dynamique et équations constitstickun matériau piézoélectrique sous

contrainte dans le systeme de coordonnées dedtééformé

Comme précédemment, nous reprenons l'équatiom diyrlamique (1.63) et a I'équilibre
statique (11.59.b) qui sont déja connues dans $tesye de coordonnées de I'état prédéformé. Nous

rajoutons I'équation de Poisson pour un diélectridans I'état dynamique et dans I'état statique :

Dy _g. (1.76.2)
X,

0
Dy _p. (1.76.b)
X,
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Les équations obtenues dans le repére naturel reainttenant exprimées dans le systéme de

coordonneées statique. En accord avec la relatid8)) nous passons du tensemy, au tenseur
o, par:

ou’ ou’, ou’
o, =5maj{a—aﬁ [1—%J+aa¢£+aﬁ¢ﬁ : (1.77)

Concernant le changement de coordonnées du velt#placement électriquB , rappelons que ce
vecteur est orienté par la normale a la surfacé est défini. C'est donc le changement de surface

de I'équation (I1.8.b) qui nous permet de poser:que

-1
x| X
D, =2 MD .78
. ‘af o0&, " (1.78)
soit :
ou’ ou®
D, =0, |D |1-—2 |+D, —~|. 11.79
" Mﬂ[ ”[ agJ ¢"f¢] e

Ceci mene au nouveau couple d'équations de la dgoanet constitutives exprimées dans le

systeme de coordonnées de I'état statique :

0 (_ ou 9°u
GT(UU +t?P67|J = pS atzl , (1.80.a)
J P
_ = Ou, _ 09
0,y =Cue GXK + €y X (11.80.b)
L M
_ Odu _ 00
Dy =&wy _axl ~Eup s (11.80.c)
J P
avec
- ou; ou? ou’ oue ou? iy op°
CIJKL = CIJKL (1_#) + CPJKLaTI + CIPKL BXJ + CIJPL OXK + CIJKP OTL + CIJKLMN BTM + ePIJKLGT !
I’} P P P P N P
0 0 0 0 0 0
_ Jdu ou Jou ou 0P
€y = G (1_ %) + Evpy K + Evip GXJP + €oy GXNFl, + €KL ﬁ “ImpPu K,
_ ou, oul ou? ou? op°
Evp = Evp (1_ aqz:)"'ng ax:\, *&wp axh\:, +|MPIJ K_SMPWM !
(1.81.a-b-c)

et comme condition au bord :
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(5.3 +1%, aa%j N, =A7 sur la surfaces” (11.82)

p

A7 est la contrainte surfacique appliquée sur leaser§? .

Ici, nous vérifions que le changement de repereenenia symétrie habituelle sur les constantes

élastiques qui était perdue dans l'expression alestantes effectives du systéme de coordonnées de

'état naturel. Ainsi, dans celui de I'état prédeéi®, C,,, =C,,,, =C,u. =Cux €ty =8y -

Nous ne retrouvons pas la symetrie sy, car &, # Eppy - DaNS le cas ol on pourra négliger le

0
terme

, On retrouvera la symetrig,, = &,,, -
w

1.3 Equations de propagation d'une onde plane dans matériau

piézoélectrique sous contrainte

L'étude se fait a partir des équations du mouvemecdnstitutives déterminées dans la partie
précédente (I1.73) et (1.80). Ces équations cpoadent a une propagation dans un milieu
piézoélectrique contraint. Considérons maintenaet eande plane dans un milieu précontraint de
dimensions infinies. Pour une onde plane, toupdsts d'un méme front d'onde vibrent dans une
seule direction avec la méme amplitude, et le fidobhde se déplace a vitesse constante dans la
direction normale au plan. Seul un milieu homogadmet ce type d'onde. Cela oblige a faire des
hypothéses supplémentaires ; le milieu dans letpselondes planes se propagent est supposé
homogéne a I'état naturel et doit posséder desphdm contraintes et de déformations uniformes

(prédéformations homogenes).

[1.3.1 Propagation d'une onde plane dans le systimo®ordonnées de I'état naturel

En prenant I'équation (I.73.a) développée, nouss :

~  u, 90 9°u o°u
Cpp—rt—+€,,———+0, a_=pli_a, (1.83)
M0 0E, 085 MY &0, P aE, 08, ot?

gue nous pouvons réduire en :

~ 0, 9% _ 9%,

M +8 = , 11.84
POoE 08, T 0E, 06, P o (184
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avec :

— 0
Maﬂy&' - Caﬁy& + 5ay Jﬂd ' (”85)
Electriquement, nous développons I'équation (lhB&n intégrant I'expression (11.73.c) :

_ 0u, 90

- = .86
eﬂyﬂ aé’/jaé’ﬁ g,u¢ af,t/, agﬁ,, (” )

Ce couple d'équations peut étre réécrit en suppagsnl'onde acoustique est une onde plane se

propageant dans une direction définie par le vealaitaire n. u, et ® peuvent alors se mettre

sous la forme :

u, =0, F (t—”“ifz“’), (1.87.2)
q;:&JF(t—/7<7£¢), (11.87.b)

ol V représente la vitesse de phaseligtla polarisation de l'onde, c'est-a-dire la dir@ttde

déplacement des particules dans le systéeme dearow#ds de I'état naturel.

Le champ électrique est longitudinal égalementqakalan d'onde est équipotentiel) :

D—. (11.88)

r G,+y, ®=p°V2i
T Ve L (1.89.a-b)
y,0,-Ed=0
avec
Ty = M5 155 (1.90.a)
Vo =€up 15, (11.90.b)
E=E 4NN, (11.90.c)
En éliminant le potentied , le systéme devient :
POV, :(Fay +@j G, (11.91)
£
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Les polarisationgi, des ondes élastiques planes et les vitesses de ‘¢7hasnt déterminées par le

calcul des vecteurs propres et valeurs propregcéspment, du tenseur de rang deux :

= yayy

A =T +7a7v, (11.92)
&

ay ay

appelé tenseur de Christoffel, ici généralisé aidan matériau piézoélectrique sous contrainte

dans le systeme de coordonnées de I'état naturel.

[1.3.2 Propagation d'une onde plane dans le systiBnu®ordonnées de I'état prédéformé

En reprenant une démarche analogue, développgaation (11.80.a) :

~ 0« _ 0%d 0°u 0°u
Coe —+8y, +t§|)p L_ = p° 2' ) (1.93)
0X, 0X, 0X, 0X,, 0X, 0X, ot
que nous réduisons en :
— 0’u, 0°d s0%
+ = L .94
KGR OX, | M oX, X, © ot (154
avec:
MIJKL = c_:IJKL +5IK t?L (”95)
Nous développons I'équation électrique (I1.76.ainédgrant I'expression (11.80.c) :
2 2
g, U g OO (11.96)

& =
Sk ox,, 0X, " aX,, X,

En réécrivant cette fois ce couple d'équationsravets d'une onde plane se propageant dans une

direction définie par le vecteur unitail, nous réécrivons, et ® sous la forme :

u =0, F(t- N%XP), (1.97.a)

P=DF (t- N%XP), (11.97.b)

ouV représente la vitesse de phas@, el polarisation de I'onde dans ce systéme de ooogeks.

Le champ électrique est longitudinal égalementqakalan d'onde est équipotentiel) :
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g, =-92 _Neg 0F (11.98)
X, V  oX,

La substitution des équations (11.97) dans (11.84{l1.96) conduit au systéme :

M G +7, &= poV7
w e TH BEoV (11.99.a-b)
Y« a|< —£®=0
avec
F|K = '\WIJKL Ny N, (1.100.a)
Vk =8 Ny Ny, (11.100.b)
E=&, Ny, N;. (1.100.c)
En éliminant le potentietﬁ), le systéme devient :
pSV2G, =(F|K + VI_"K) G, - (1.101)

Les polarisationgl, des ondes élastiques planes et les vitesses degthasont déterminées par le

calcul des vecteurs propres et valeurs propregctispment, du tenseur de rang deux :

Ay =Ty + V';K : (1.102)

appelé tenseur de Christoffel, ici généralisé aidian matériau piézoélectrique sous contrainte

dans le systéme de coordonnées de I'état stapig@eéforme).

I1.3.3 Différence entre les vitesses exprimées daasun des systémes de coordonnées

Ayant défini les équations dans deux systémesdedonnées, il faut bien remarquer que les

longueurs vont différer, comme l'illustre la figuts.
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1 Contrainte

.

distance modifié

t Contrainte

Figure : 11.5 : Représentation des variations agl®ur de parcours de I'onde acoustique lors dhaseire
sous contrainte statique [Duquennoy1997].

distance initial

Par définition de sa métrique, les vitesses dé&fidans le systéme de coordonnées de I'état naturel
sont calculées par rapport a la distance initigld'@hantillon. Inversement, les vitesses calaulée
dans le systéme de coordonnées de I'état préaunsant calculées par rapport a la distance
modifiée. C'est pourquoi les vitesses calculéesnselifférentes d'un systéme de coordonnées a un

autre.

Dans le but de bien comprendre I'écart entre éssses sous contraintes définies dans
chacun des systemes de coordonnées, nous avonPpiéveune relation simple, issue de
différentes approximations mécaniques [Paol984ndkte ici cas du niobate de lithium sous

précontrainte mécanique et électrique [Annexe IhsA nous réduisons I'étude précédente a une
contrainte mécanique appliquée dans la direcfgravec une onde possédant une direction de
propagation parfaitement parallele a cet axe<0, 77, =0, 77, =1). Negligeant I'écart relatif entre

le tenseur de Cauchy et le deuxiéme tenseur da-Riothoff 2, considérant que I'écart entre les
déformations exprimées dans les deux systémesatdamées est faible, que, = u3, <<ug,,

que la variation du Jacobien, des tenseurs et éfsgndations entre les différents systemes de

coordonnées ainsi que les produits de déformationsnégligeables, nous exprimons la différence

de vitesse :
V-V, Oud, Ve, (11.103.a)
VAR VANRTHRVAS (11.103.b)
V,, -V, Oud, V2, (1.103.c)
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avec V,, VT1 et VTz les vitesses sous contrainte correspondant auxesndohgitudinaux,

transversaux 1 et transversaux 2 respectivemens daacun des systemes de coordonnées, et

/ +e? f . -
A Cm;e;%/g% RAVAES C—505 etV = C—404 les vitesses des modes longitudinal, transverse 1
P ' Y ’ Y

et 2 en I'absence de contrainte.

Ainsi, dans ce plan de coupe, l'écart entre legseies définies dans les deux systémes de
coordonnées est directement proportionnel a laéfoéshationu3, et a la vitesse en mode libre
pour chaque mode de propagation. Malgré nos appediins, nous verrons dans le chapitre

suivant gu’elles sont réalistes et valables daimpg@rte quel plan de coupe. Cette relation met en

avant le fait que la principale différence entre gtesses définies dans les deux systémes de

coordonnées est liée a la déformat'ugg et donc au phénoméne qui I'induit.

II.4 Calcul du coefficient de couplage dans un matge piézoélectrique

contraint

Ayant défini précédemment le coefficient de cogplan mode plaque (11.47), nous évaluons

maintenant ce coefficient dans les deux systemesaieonnées.

I1.4.1 Coefficient de couplage sous contrainte di@nsystéme de coordonnées du repére

naturel

Par analogie au calcul de I'équation de propagataus contrainte, le coefficient de couplage
sous contrainte prend en compte la contraintealgitiAinsi, les constantes du matériau a prendre en
compte sont les constantes effectives calculéeggeinment. De plus, nous prenons en compte la

précontrainte associée au systéme de coordonngesecproposé par Auld [Auld1990], soit :

l

- 2
2 _ 3
k2=, (11.104)

833 33

l

avecg,;, et &, les constantes effectives définies dans le systlameordonnées de I'état naturel

(I.74.b-c) et63D3(U°) la constante élastique de raideur sous contren@tanique définie par :

=2
~p(o) _ X
ok _C33+%+a§3, (11.105)

33
33
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ou C,, est la constante élastique de raideur définie asgstéme de coordonnées de I'état naturel

(11.74.a).

I1.4.2 Coefficient de couplage sous contrainte di@nsystéme de coordonnées du repére

statique

Nous calculons de la méme maniére le coefficiemtcduplage sous contrainte dans le
systeme de coordonnées statique en faisant appeoastantes effectives correspondantes et a la

précontrainte définie dans ce repére, soit :

2
2 —
k®=—=0 (11.106)

833 33

0

avece,, et £,, les constantes effectives definies dans le systvmordonnées de I'état naturel

(1.81.b-c) et(f;;(g") la constante élastique de raideur sous contrendtanique définie par :

2

Cap + 2415, (1.107)

= ()
C33

S|
w

ou C,, est la constante élastique de raideur définie darsysteme de coordonnées de I'état

prédéformé (11.81.a).

I1.4.3 Différence entre les coefficients de couplaxprimés dans chacun des systémes de

coordonnées

Par analogie au calcul de la différence entreelggessions des vitesses définies dans les
deux systemes de coordonnées, nous faisons |d dalta différence entre coefficient de couplage

dans le niobate de lithium sous les méme approiomstsoit :
k Ok.. (11.108)

Ainsi, la différence entre coefficients de couplagerimés dans les deux systemes de coordonnées
semble négligeable. Nous verrons dans le secorgtahgue cette approximation est valable dans

tous les plans de coupe du niobate de lithium.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini les grandeacaniques utiles a notre étude et décrit les
différentes expressions des tenseurs de déformnsaBibrcontraintes dans les deux systemes de
coordonnées. Nous avons développé la relation &ntrentrainte et la déformation dans un solide
élastique, puis dans un matériau piézoélectriqusemond ordre. De plus, nous avons défini le

coefficient de couplage d’'un matériau piézoéleagigt exprimé ce coefficient en mode plaque.

Dans un deuxieme temps, nous avons développéaki@égudu mouvement dans un matériau
non piézoélectrique sous précontrainte mécaniquns dies deux systemes de coordonnées, au
second ordre. Puis, nous avons généralisé parréegipn des équations de la dynamique et des
équations constitutives d’un matériau piézoéleatrigous précontrainte statique, de type électrique
ou mécanique développées au méme ordre. Les équia@propagation d’'une onde plane dans un
matériau piézoélectrique sous contrainte ont éteeldppées dans les deux systemes de
coordonnées. Nous avons évalué les différencee dedr vitesses exprimées dans chacun des
systémes de coordonnées sous précontrainte. L'éwa@efficient de couplage sous contrainte a
été faite dans les méme conditions et nous avoals@la différence de coefficient entre les deux

systemes de coordonnées.

Ainsi, les expressions des parameétres électrosticqoes sous précontrainte statique de type
électrigue ou mécanique dans un matériau piézogeetnon hystérétique ont été développées a

I'ordre 3. Nous illustrons ce modéle sur le niokdedithium dans le chapitre suivant.
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