Introduction Générale

Les équations différentielles avec retards dépendant de I’état attirent l'intérét des
spécialistes car elles proviennent largement de modéles d’application, tels que le pro-
bléme a deux corps de I’électrodynamique classique [11, 12], le contrdle de position [6,
7], les modeéles mécaniques [17], transmission de maladies infectieuses [30], modéles de
population [4, 23|, la dynamique des systémes économiques [5], etc. En tant que type
spécial d’équations différentielles avec retard dépendant de I'état, les équations diffé-
rentielles itératives ont des caractéristiques distinctives et ont été étudiées ces derniéres
années, par ex. lissage |11, 25|, équivariance [31], analyticité [27, 32, 33|, monotonicité
([16, 28]), convexité [26] ainsi que solution numérique [22]. Dans la théorie des équa-
tions différentielles, I'un des problémes fondamentaux et importants est le probleme
de la valeur initiale, il existe de nombreux résultats d’existence [1, 2, 8, 13, 15, 16,
17, 19, 29 | sur les équations différentielles itératives spéciales. En 1984, Eder (8] a
prouvé l'existence de la solution monotone unique pour la 2-éme équation différentielle
itérative

(1)
y(zo) = xo, To € [—1,1],
par principe de contraction. Plus tard, M. Feckan ([15]) a étudié I’équation différentielle

général 2-éme itérative
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et obtenu la solution locale appliquant le principe de contraction. En utilisant le théo-
réme du point fixe de Schauder, Wang [29] a obtenu les solutions de I’équation (2)
associées a y(a) = a, ol @ est un point final d’un intervalle bien défini. Par conséquent,
Ge et Mo [17] ont fourni les conditions suffisantes pour le probléme de valeur initiale
de (2) associé a

y(7o) = Yo,
sur un intervalle compact donné, ot les extrémités de I'intervalle sont deux points nuls
adjacents de f. La 2-éme équation non autonome

Y (x) = f(z,y(x),y(y(x))),
(3)

y(0) =¢, ¢>0,
a été étudié par P. Andrzej ([1]) en utilisant 'approximation successive de Picard, ou

0 est 'extrémité gauche du domaine.

Dans notre mémoire, nous nous intéressons a 'article de Vasile Berinde ([8]) ou il
a appliqué des opérateurs non expansivs pour étudier

y'(x) = f(z,y(y(2))),
(4)

y(7o) = Yo-

L’idée principale est d’utiliser la technique puissante et plus fiable des opérateurs
non expansifs et d’adapter et d’utiliser plusieurs théorémes de convergence issus de la

théorie de l'itération approximation des points fixes des fonctions non expansives.

Le mémoire est organisé comme suit : dans le chapitre 1, nous présentons des no-
tations préliminaires, quelques résultats de la théorie du point fixe, des applications
non expansives. Dans le chapitre 2, nous présentons les principaux résultats du mé-
moire concernant ’existence et I'approximation des solutions de certaines équations

différentielles itératives. Le document se termine par quelques exemples illustratifs.



Chapitre 1

Concepts de base et résultats

préliminaires

1.1 Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail.

K
N
N*

Un corps.

L’ensemple des entiers naturales.

L’ensemple des entiers naturales non nuls.
L’ensemple nombres complexes .

L’ensemple des nombres réels.

L’ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
L’ensemble des nombres réels positifs non nuls.
Un intervalle de R.

Espace des fonctions continues de |a,b| dans [a,b].
Un espace métrique.

L’espace vectoriel normé muni de la norme ||.||g .

Produite de dualité .



1.1. Notations

max

min

sup

Fonction maximum .
Fonction minimum .
Fonction supremum .
La valeur absolue sur un corps K.

La distance sur un corps K.
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1.2 Quelques définitions

Définition 1.2.1. (Espace vectoriel normé) Un espace (E,||.||) est dit espace vec-
toriel normé sur le corps K =R ou C s’il est muni d’une application ||.|| : E — R qui
vérifie
1.V e E|||lz]| >0 et ||z|] =0 <= 2 =0;
2. VAeK, z€E,
Azl = IA[ll]]
ol || désigne respectivement la valeur absolue si K = R ou le module si K = C

3. Ve,y € E, ||z +y|| <||lz|]| + ||y|| (Iinégalité triangulaire).

Exemple 1.2.1. Si (E,||.||) est un espace vectoriel normé, on définit la distance as-

sociée G une nome par :
d(z,y) = |z —yll.

1. Sur R™, on peut définir plusieurs normes

n

= lail

i=1

la norme euclidienne ;

[2]lee = max ||

2. L’espace vectoriel C([0,1],R) = {T : [0,1] — R, T continue}. Peut étre muni

des normes :
1

7|1 :/\T:E|d:c.
0
1
T2 = / (Tw)da
0

||T||o = max |Tz|;
z€[0,1]



1.2. Quelques définitions 7

3. Sur lespace des suites numériques bornées (a valeur dans R ou C), on peut
définir la norme

|[ul] = sup |uy|.
n>0

Définition 1.2.2. (Espace métrique) Un espace métrique (X, d) est un ensemble X
muni d’une application d : X x X — R, appelée distance ou métrique, possédant les
trois propri€tés suivantes :

1. Ve,ye X : d(z,y) =0 < x =1y (séparation) ;

2. Vr,y € X : d(z,y) =d(y,x) (symétrie);

3. Vx,y,z € X : d(z,z) <d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Définition 1.2.3. (Suite de Cauchy) On dit que la suite (x,,), dans l’espace métrique
(X,d) est de Cauchy si :

Ve >0, AN. > 0 tel quen,m > N, = d(zp, ) < €.

ou écrire

d(xp, Tm) — 0, quand n,m — +o0

Définition 1.2.4. (Espace métrique complet) L’espace métrique (X, d) est dit com-

plet si toute suite de Cauchy dans X converge dans X .

Soit (2)n>0 C X une suite de X. On dit que cette suite converge vers a € X si :
Ve > 0,3N,, tel quen > N., = d(zp,a) < ¢

et on écrit alors : lim z,, = a, ou encore x,, — a quand n — oo.

n—oo
Notons que si cette limite existe, alors elle est unique. En effet. Si on a [ et I’ dans X
tels que :

Ve > 0,3N; tel que n > N, = d(z,,l) < e

et

Ve > 0,3N! tel que n > N! = d(z,,l') < e.
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Alors, pour :

n > max (N, NY)

on a

d(l,1) < d(l,x,) + d(z,, 1) < 2e,

et donc d(l,1I') < 2e, Ve > 0. Dot d(I,I') =0 et il en suit que | =1'.

Définition 1.2.5. (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace vectoriel

normé complet pour la distance induite par la norme ||.||.

Définition 1.2.6. (Limite d’une application) Soient (X,d) un espace métrique et
T : X — X wune application, et a,b € X, On dit que Tx tend vers b lorsque x tend
vers a Si :

Ve >0, 30, tel que d(x,a) < 6. = d(Tx,b) < ¢,

et on écrit alors : lim Tx = b, ou encore Tx — b si v —> a.
r—ra

Définition 1.2.7. (Application continue) Soient (X,d) un espace métrique et T :

X — X une application et a € X, On dit que T est continue au point a ssi

limTx =Ta.

Tr—a

C’est a dire :
Ve >0, 30 >0, Vo € X,d(z,a) <d = d(Tx,Ta) < e.

Définition 1.2.8. (La convezité d’un espace)

1. On dit que l’espace de Banach (E,||.||) est strictement convexe s’il vérifie ['une

des propriétés équivalentes suivantes :
(a) [lzl < L[yl <1, 2 #y et 0 <t <1 implique que [|(1 —t)x +ty|| <1,
(b) ||z +yl| = ||z|| + ||yl| implique Pexistence de deux scalaire o > 0 et B > 0

tels que

a+ >0 et ax = fy.
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2. On dit qu’un espace de Banach E est uniformément convexe si
Ve > 0,30 >0 tel que z,y € E,||z|] < 1,||y|| < Let|lx —y|| > ¢

alors
r+y

H<1—d

1.3 Théoréme du point fixe de Banach Picard

Le Théoréme du Point Fixe de Picard dit qu’une contraction d’un espace métrique
complet a un point fixe unique. Ce théoréme donne un comportement régulier du point
fixe par rapport aux parameétres. De plus, il fournit un algorithme d’approximation du
point fixe comme limite d’une suite itérée. Mais d’une part, montrer que la fonction
contractante peut entrainer de laborieux calculs. D’autre part, les conditions sur la
fonction et I'espace étudiés restreignent le nombre de cas auxquels on peut appliquer

le théoréme.

Définition 1.3.1. (Point fixe) Soient (E,||.||g) un espace de Banach, etT : E — E

une application. On appelle point fixe de T' tout point x € E tel que
Tr=ux.
Ce qui est équivalent a dire que ’équation :
Ter—x=0
posséde une solution.

Définition 1.3.2. Soit (X, D) deux espaces métriques, une application T : X — D est

dite lipschitzienne s’il existe une constante a > 0 telle que :

V(z,y) € (X x D), dp(Tz,Ty) < adx(z,y) (1.1)
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Remarque :

1. Tout application « lipschitzienne est uniformément continue sur son domaine
de définitions.

2. Avec les hypotheéses précédentes, on dit que T' est contractante si T est « lip-

schitzienne avec une constante « €]0, 1].

Théoréme 1.3.1. (Schauder)(/9]) : Soient E un espace de Banach et Q C E un

convexe et compact. Alors toute application continue T : Q) — @ posséde un point fize.

Théoréme 1.3.2. ([9]) Soient X un espace métrique complet et T une applications

contractante de X, alors : il existe dans X un unique point fize x, c’est-a-dire

Txr = x.

St xg est un point quelconque de X, pour tout entier n on a la suite
Tp1 =Tz, (1.2)

est appellée la suite itérative de Picard.
Proposition 1.3.1. La suite récurente (x,,) est une suite de Cauchy convergeant vers
l'unique point fixe x de T.
Démonstration. Examinons d’abord 'unicité en cas d’existence. Supposons que z et
y sont deux points fixes distincts pour 7', ¢’est-a-dire

Tr=xet Ty =y,

on aurait alors

d(Tz,Ty) = d(,y); (1.3)
et comme T est un application contractante on a
d(Tz, Ty) < ad(z,y) avec a < 1, (1.4)

de (1.3) et (1.4) nous avons

d(z,y) < ad(z,y),
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et comme « < 1, nous obtenons
d(z,y) =0=z=y.

Soit maintenant la suite récurrente (x,), construite a partir de zy , il résulte de la

définition de cette suite que :

A(xps1, Tn) < ad(Ty, Tp_1).
On voit donc tout de suite par récurrence que :

d(xpi1, T,) < a"d(xq, z9).

Par application de I'inégalité triangulaire généralisée on voit que pour tout n € N et

tout p € N* :

d(xna xn-i—p) < d(xn, xn+1) + d(xn—i—la xn+2) +o+ d($n+p—l> xn—i—p)

et donc :

d(z, Tpip) = (0" + " + L+ " PN d(z0, 1)

1—a?
— " d
«Q 1o (o, 1)
< d )
>~ o ('r()’xl)

Cette inégalité montre que la suite (z,) est une suite de Cauchy, donc convergente
puisque X est supposé complet. Si = est la limite de la suite (x,), la relation de
récurrence, jointe a la continuité de T' entraine que Tx = x, donc x est le point fixe de

T. |

Exemple 1.3.1. Soit T : R, — R, tel que
Tr =+v1+ux.

Donc T pocéde un unique point five sur R.

Tel que :




1.4. Existence et approximation de solutions pour des applications non expansives 12

1.4 Existence et approximation de solutions pour des

applications non expansives

Définition 1.4.1. Une application non expansive d’un espace normé est une applica-

tions a lipschitzienne tell que o = 1.

Définition 1.4.2. Soit K un sous-ensemble non vide d’un espace linéaire normalisé

réel E et soit T : K — K wune application. T est non expansive si

1Tz =Tyl < [|z =yl (1.5)

Remarque : Bien que les applications non expansive sont des généralisations de
contractions, ils sont des applications contractive. Plus précisément, si K est un sous-
ensemble fermé non vide d’un espace de Banach F et T': K — K une application non
expansive qui n’est pas une contraction, alors, comme le montre ’exemple suivant, T’

peut ne pas avoir un point fixe.

Exemple 1.4.1. :

1. Considérons lintervalle unitaire [0, 1] avec la norme habituelle. La fonction T
donné par la formule Tx = 1 — x pour tout x a un point fixe unique, r* = %
mais, sauf pour le cas trivial xg = %, I’itération Picard commengant a partir de

xo donne une suite d’oscillation.

2. Soit la fonction f(x) = Va2 + 1 sur X =[0,1]. X est fermé dans R, et complet

car R est complet. De plus

alors

sup | f'(z)| < 1.
rxeX

Donc f est contractante. Mais f n’a pas de point fixe.
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Théoréme 1.4.1. Si K est un sous-ensemble convexe fermé non vide et borné d’un

espace de Banach uniformément convexe E, alors toutes les applications non expansives
T:-K—K

admet un point fize.

Remarque : Le théoréme (1.4.1) ne fournit aucune information sur I’approximation
d’un point fixe de T'. De 'exemple 1, nous voyons que 'itération Picard ne résout pas
cette situation, en général. De ce fait, plusieurs autres procédures d’itération en point
fixe ont été envisagées. Les plus courantes seront définies dans la suite en fonction de

leur utilisation.

Définition 1.4.3. :
Soit K un sous-ensemble convexe d’un espace linéaire normé E et soit T : K — K une
application. Etant donné un xoy € K et un nombre réel A € [0,1]; zo € K, la suite x,

définie par la formule :
Tpr1 =1 =Nz, + ATz, n=0,1,2, ... (1.6)

est généralement appelée itération Krasnoselskij, ou itération Krasnoselskij—Mann. Clai-

rement, (1.6) se réduit a l'itération de Picard (1.2) pour A = 1.

Pour un z¢ € K, la suite x,, définie par la formule
Tpt1 = (]- _/\n)xn_’_/\nTmna n2071727"' (17)

ot {\pn}n C [0,1] est une suite de nombres réels satisfaisant a certaines conditions

appropriées, est appelée une itération de Mann.

Remarque : Il a été démontré par Krasnoselskij [20] dans le cas ou A = %, et plus
tard par Schaefer [24] pour un arbitraire A €]0, 1[, que si E est un espace de Banach
uniformément convexe et K est un sous-ensemble convexe et compact de F ( et donc,

par le théoréme (1.4.1), T  a des points fixes), alors I'itération de Krasnoselskij converge
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vers un point fixe de T
De plus, Edelstein [14] a prouvé qu'une stricte convexité de E suffit pour la méme
conclusion. La question de savoir si I’hypothése de convexité stricte peut étre supprimée

a été répondu par affirmative par Ishikawa [18] par le résultat suivant.

Théoréme 1.4.2. Soit K un sous-ensemble d’un espace de Banach E et soit'T : K —
K une application non expansive ot a et b sont des nombres réels tels que 0 < a < b < 1.
Pour un xy € K arbitraire, considérons le processus d’itération de Mann, {x,}, donné
par (1.7) sous les hypothéses suivantes :

(a) z, € K pour tous les entiers positifs n ;

(b) 0 <\, <b<1 pour tous les entiers n ;

(c) T hn = +00;

si {x,} est borné, alors
x, —Tx, — 0 quand n — +o0.

Théoréme 1.4.3. ([9]) Soit K un sous-ensemble d’un espace linéaire normé réel X
et soit T' une application non expansive de K wvers X. Supposons que pour xog € K, il

existe une suite {x,}, C K qui est bornée. Alors
lim ||zp41 — 2n]| = 0.
n—oo
De plus, si K est un sous-ensemble borné de X, alors la limite ci-dessus est uniforme.

Théoréme 1.4.4. (/9]) Sous les hypothéses du théoréeme 1.4.3 et o € K, supposons
qu’il existe une suite {\,}, C K qui est bornée et qui est en fait une suite non crois-

sante, vérifie également 0 < a < A, < 1 pour tout n > 1. Alors
lim ||z, — Tz,|| =0
n—oo
Remarque : Les théorémes ci-dessus sont des conséquences directes du théoréeme

plus technique suivant.

Théoréme 1.4.5. (9) Soit K un sous-ensemble d’un espace linéaire normé réel X et

soit T une application non expansive de K vers X, supposons qu’il existe un ensemble
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A C K tel que pour chaque xo € A il existe une suite {x,}, C A, et supposons en
outre qu’il existe un § > 0 tel que pour chaque entier positif N, et pour chaque suite
{zntn C A,

sup ||zg+1 — xkl|| > 0 (1.8)
k>N

Donc, A est non bornée,

Démonstration. Supposons par contraction que A est borné et soit ||x,|| < p pour

chaque n. Soit M un entier positif fixe tel que
(M —1)6 >2p+1.

Choisissons N, avec :

M

N > max{M,[(2p — 5)m]}

(ou ici [.] désigne la plus grande fonction entiére) telle que pour certains 6 > 0 et

xo € A, la suite correspondante (z,,), dans A satisfaite
2841 = onl[ > 0.
En utilisant la non expansivité de 7', nous obtenons facilement ce qui suit :
|Zni1 — Zul| = Ma||(1 = M) (@1 — Ty ) + T — Ty

S )\n<1 - )\n—l)Hmn—l - Tmn—l“ + ||In—1 - [(1 - )\n—l)xn—l + /\n—lTJ7n—1]||
An

= |2 — 21|

>\n—1

< ||zn — 2]

Utilisant ’égalité (1.7) avec n remplacé par (n-1) tandis que la derniére suite (\,),, est

une suite décroissante. Il s’ensuit donc que
|wir1 — || >0
pour tout ¢« < NN, et de plus on obtient ce qui suit :

§ <|lzny —an_al] < .o < |22 — 21| < 2 (1.9)
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| Twiv1 — T < |[wi41 — 2]

pour tous ¢ = 0,1, .., N; et

donc
i 11—\ .
T%=1;1—< ¥ )%JZIJWWN; (1.10)
ce qui implique,
1 1
‘ )\—{fﬁm — (T =Nz} — 3 {zi = (1= Nicn)zia} ' = |Tx; — T ||
i i—1
<||z; — @i,
donc
1 1— A
_[xiJrl - l‘z] - === [901 - 56'2'71] < HfL'z - iCi—lH (1-11)
A i1

pour tout ¢ = 1,2, ..., N. Maintenant, fixons

(20 —9)
(1= A)M)

i=
et considérons la collection d’intervalles I = [s, Sg+1] on a

(S—f- ]{?(1 - )\1)M)\1, k= 0, 1, ,I - 1,

Sk —
2p, k=1.

Nous affirmons que 1'un de ces intervalles doit contenir au moins M des nombres
(l#: = zisal])i € 16, 2p].

Si ce n’est pas le cas, alors

2p—9

contredisant notre choix de N. Ainsi pour certains r, et certains s = sx € [0, 2p),
12 pir1 = el € [s,5 + (1 =M)A.
Pour i =0,1,.., (M — 1). Considérons

ALUZ' = T; —:Ci,l,i = 1,2,..,N.
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Remplacons ¢ dans (1.10) par r+ M — 5 —1,(5 =0,1,.., M — 1) on voit que (1.10) et

(1.11) implique

1

Choisissons T* € X* (le dual de X) avec

1

<s4+ (=M)A. (112)
)\7"+M—j—1

1—N—ie
ATy — (#) AZpyp—j1

r+M—j—2

|l =1

et

T (Azpyar) = |[Azrpal]-

Puis en utilisant (1.12) on obtient,

1 1= Agaroia o
T*(ASUrJrM—j) - <¢> T (AI'HM—]'A)
AryM—j Arp M—j—2
. 1 1— Npr—ie
<||T ||‘ h\ Azyyn—j — (#) Axpin—j1
r+M—j r+M—j5—2

S S + (1 - )\1)M)\1

qui donne

Asnt | )
T (A2 p—j-1) = ( aRLA 2) ( )T (Azpyn—j)—

AryM—j—1 L= Arym—jo

(M) (s+ (1= A)M\). (1.13)

L= Agmr—jo

Notons que puisque (;); est non croissante, pour tout i > 1,
I=X)"'<(1-n)"
et
(1—=X)" "< a1 =)™
Maintenant, pour j = 0, en utilisant
T*(Azyinr) = |[Azpar]| € [5,5 + (1= 2)" A,

nous obtenons de (1.13),

T*(Azyin-1) 2 (;) s — (M) {s+ 1 —=2)"\}

I — Apn—2 L—Agm—

> 5 — N1 = )M (1.14)
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Nous allons montrer que (1.14) implique

J t
X _ 1
(Bt 25— -2 () (1.15)

i=0
pour j = 1,2,.., M — 1. Nous établissons cela par induction. Pour j = 0,(1.15) réduit a
(1.14). Supposons maintenant (1.15) pour j < k, pour certains k € {1,2,3,.., M — 2}.

Puis a partir de (1.13) et I'hypothése inductive nous obtenir,

T (Axyypr—(pg1)—1) = T (Axpypr—p—2)

>\r+m—k—3> ( 1 )
> T (Axy i
- (>\7~+Mk2 L= Aym—k-3 ( +h—k-1)

)\T+M*k73 ) M ( 1 )
— s+H(L—=XA)" N | —————
(1 - >\1_)\r+M—k—3 ( 1) ' - )\r+M—l~c—3

[s— (1= A)M A 2(1—&)1

_ <1 )\T+M7k73 >S+ (1 o Al)M)\l

_)\T+M—k—3
SR . (1—A)M—1A2§: LY (X (1—A)MA
=77 \1-x RS A Y -\ VoA
k+1 1 t
:3—(1—A1)M1A§Z(1_M) ,
t=0

Qui termine l'induction. Notant que T* est linéaire résumée (1.15) par imagerie de

j=04a (M —2), elle produit :

T*(@rpns—1 — ) = T (@pnr—1) = T*(2p) > (M = 1)s — (1 = A)M A

1+1+1++1+1++1M_2
) T et e :

Supposons que C' =1 — A\; pour que,

A+1 AMM=2 4 1 N+1
T (Tpypg—1—2,) = (M—l)s—)\M_l(l—)\)2 [1 + <%) 4+ ..+ < t\M_—; i )}

= (M= Ds = A1 =) [AMI{( () e ()]

M—1)s—1,
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la derniére inégalité donne

- [ {(50) (50 -+ ()

<AMI =N 4 A+ 1)

<1

Mais s > ¢ signifie
(M—1)s>(M—-1)0 >2p+1
avec
T*(ryri—1 — ) > p.

Aussi,

T (xpipr—1 — o) < T (T yps-1 — 2)
< NT|||wryar—1 — 2]
Sy TER—
Par conséquent,
|zra-1 — @[] > 2p
contradiction avec 'hypothése
[lzall < p

pour chaque n, et en complétant la preuve du Théoréme.

Démonstration. (Théoréme (1.4.3)) Les deux parties découlent immédiatement du
théoréme (1.4.5); le premier en posant {z,}>°, = A dans le théoréme et le second en

posant K = A.
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Démonstration. (Théoréme 1.4.4) : Puisque T est non expansive on obtient,

|Zn1 = Tngal] = [[(1 = An)zn + AnTwn — Tpga ||
=1 =X)zp + NTx — Ty + Ty — Ty
= ||xn — M\n + MLy — Ty + Ty — Ty ||
= |1 = An)(zn = Tp) + Ty — Tapia||
< (1= 2M)||xn — Tan|| + |z — (1= X)) n + ATx)||

= |[zn — T2yl

Ainsi la suitr {||z, — T'z,||}22, est non croissante et bornée. Donc lir+n ||z — Ty
n—-+0o0

existe, mais & partire de

T = (L= Ap)zn + AT,

et
: .1
lim ||z, — Tz,|| = lim —||z,01 — 2,
n—00 n—o00 )\n
L.
< — lim ||zpe1 — x| =0,
a n—oo

(Par le théoréme 1.4.5 puisque la suite {z,,})°, est bornée ), d’ou le théoréme 1.4.4.

Remarque : Les corollaires suivants seront particulierement importants pour la

partie application de notre mémoire.

Corollaire 1.4.1. Soit K un sous-ensemble convexe et compact d’un espace de Banach
E etsoitT : K — K une application non expansive. Si le processus d’itération de Mann
{z,} donné par (1.7) est satisfait auz hypothéses (a)—(c) du théoréme 1.4.2, alors {x,}

converge fortement vers un point fize de T'.

Démonstration. On a ¢ est un point d’accumulation de {T"q} et que

[T g — T"q|| = ||Tq — 4|
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pour tout n. Ainsi si

Tiq =Ty
et
A,Ii = X; — x,-,l,i = 1, 2....
alors ||Az;1]] = ||Az;|| pour tout i. Comme dans la démonstration du Théoréme
(1.4.5), on a,
1Az ]| = llzie1 = zll < =i = wimal] < |loy = @ia || = || Az]|.
i—1
Et cela implique \; = \;_; pour tout ¢ puisque ||Ax;_|| = ||Ax;||. Par conséquent, et

a partir de

Tig1 — 2 = (1= X)w; + NTa; — (1= Nq)wimn — N Ty

on obtient,
Az || < (1= M)|[Azi|| + Al [AT ]|
< (1= M)[|Azi]| + Asl[Azi]| = [[Awi|
et cela implique, ||Az;|| = ||ATx;||. Supposons par contradiction que,

|Az;|| = ||ATz||=68>0,i=1,2,.,.. (1.16)
Choisissez N, k € Nt assez grand. De(1.16) nous avons, a i = N + k,
|Azn k]| = [[ATzN 4[| = 5> 0 (1.17)
Soit T* € X* tel que ||T*|| = 1 et T*Axnig = ||Axyikl||. Pour 7 =0,1,2, ...

T*(ATwny—j) < ||T7|[ || ATz N1k

= HATJJN+]€,J'|| = S. (118)

A partir de

TN yh—ji1 = (1= ANsrg) TNk TTN 1
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en utilisant \; = \;,_; pour tout 7, on obtient
Aznip—jr1 = (1 = Avgh—j ) ATN 15— + AN AT T N1 (1.19)
Nous montrerons que ’application de T a cette équation donne :
T*Aznyp—; > pour j =0,1,.. (1.20)
On établit (1.20) par induction. Observons que
T*Azyik = [|Azyikl|| = B

satisfait (1.20) avec j = 0, maintenant pour j = 1, en appliquant 7% a (1.19) et en

utilisant (1.18) on aura :

1 A _
T*A$N+k_1 = (—) T*A.’L'N+k — (&> X T*(AT(ZEN+k_1))
1 — ANgh—j I — ANtk

> (;)5_ (M)BZ@
1 — ANgh—1 L= ANkt
et (1.20) est juste pour j = 1. Supposons qu'’il soit vrai pour j = 0,1,...t. Puis en

utilisant (1.18),(1.19) et I'hypothése inductive que nous avons,

1 AN h—t—
T (Aysiei1) = (1 - AM_H) T (Aawsis) = ([ )T AT @)

1 AN4h—t—1 )
>~ g [ ANHktl Y5 g
- <)\N+kt1) & (1 — ANtk—t-1 b=p

qui compléte 'induction. L’utilisation de la technique de la preuve du théoréme (1.4.5)

et la somme (1.20) de j =0 & k — 1 donne :

Nk — 2n|| > T (2N — 2n) > kB, (1.21)

et cela implique que la suite {x;}5°, ne peut pas avoir de sous-séquence convergente,
une contradiction du fait que {z, }5°, a un point d’accumulation. D’ou § = 0 et T'q = g,

et que x,, — ¢ découle maintenant facilement de la non-expansivité de 7'. [ |

Corollaire 1.4.2. Soit E un espace normé réel, K un sous-ensemble convexe borné
fermé de E et soit T : K — K wune application non expansive. Si I — T attribue des
sous-ensembles fermés bornés de E en sous-ensembles fermés de E et x,, est litération
de Mann définie par (1.7) avec {\,} satisfaisant les hypothéses (a) — (¢) du théoréme

1.4.2, alors {x,} converge fortement vers un point fivze de T en K.
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Démonstration. (i) De
Tpi1 = (1= Ap)zp + AN Ty

on obtient

1
Tp — Tx, = )\—{.CEn — Tp_1}

Puisque A, {z,}, est une suite bornée et aussi {\,}, borné loin de 0, ce qui implique
(par le théoréme 1.4.4) que {x, —Tx,} est convergent vers 0 de sorte que par la demi-
compacité de 7" a 0, {z, }, a un point d’accumulation en \. Le résultat est obtenu par
le Corollaire 1.4.1.

(ii) si ¢ est un point fixe de T, {||x,, — q||}3°, n’augmente pas avec n. Il suffit donc de
montrer qu’il existe une sous-suite de {z,}, qui converge fortement vers un point fixe
de T'. pour xy € A, soit K la forte fermeture de I'ensemble {x,},. D’aprés le théoréme
(1.4.4), {({ = T)(x,)} converge fortement vers 0 car n — oo, Par conséquent, 0 réside
dans la fort fermeture de (I —T")(K) et puisque cette derniére est fermée par hypotése
(puisque K est fermé et borné), 0 réside dans (I —T')(K). Il y a une sous-suite {x,, }52,

telle que x,, — p € A, ot i est un point tel que (/ —T)pu = 0. D’'ou x,, — p. [



