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Resume

Es Systemes dynamiques fractionnaires de controle apparaissent automatiquement dans divers
L domaines scientifiques telles que la physique, la chimie, I’électricité, 'ingénierie, la médecine,
etc. Les équations différentielles fractionnaires dégénérées ont également commencé a apparaitre
tres efficacement dans la modélisation de plusieurs phénomenes réels. Elles ont motivé beaucoup
de chercheurs a étudier leurs aspects quantitatifs et qualitatifs.

L’objectif principal de cette these est de contribuer au développement de la théorie d’existence
et d’unicité de solutions des équations différentielles fractionnaires dégénérées linéaire et non
linéaire avec des conditions locales et non locales dans des espaces de Banach. Les résultats ob-
tenus dans ce travail sont basés sur la théorie des opérateurs résolvants : fortement (L, p)-radial,
fortement (L, p)-sectoriel, (L, o)-borné, (L, p)-borné et les semi-groupes dégénérés.

Ensuite, nous nous attachons a la question de la stabilité en temps fini du systeme décrit par
I’équation différentielle fractionnaire dégénérée avec retard telle que la stabilité est I'un des
termes les plus fréquents et joue un role clé dans la théorie du contréle. Nous présentons nos prin-
cipaux résultats en utilisant la méthode de stabilisation proposée est basée sur une généralisation
du lemme de Gronwall.

Enfin, nous nous intéressons a la justification du caractere bien posé des équations différentielles
fractionnaires dégénérées avec des conditions aux limites périodiques, en utilisant la technique
de l'opérateur multiplicateur de Fourier, on a fourni les conditions nécessaires et suffisantes
pour assurer le caractere bien posé de ce probleme dans les espaces de Lebesgue-Bochner
LP(0,27; X), les espaces de Besov périodiques B, ,(0,2m; X) et les espaces périodiques Triebel-

Lizorkin Fpﬁq(O, 27r; X).Nous concluons les résultats obtenus par des exemples illustratifs.

Mots-clés : Equations dégénérées, calcul fractionnaire, les résolvantes généralisées, semi-groupe

dégénéré, condition non locale, stabilité, multipilicateur de Fourier, bien posé.

iii



Abstract

Ractional control dynamic systems automatically appear in various scientific fields such as
physics, chemistry, electricity, engineering, medicine, and so on. Degenerate fractional dif-

ferential equations have also begun to appear very efficiently in the modeling of several real
phenomena. They motivated many researchers to study their quantitative and qualitative as-
pects.
The main objective of this thesis is to contribute to the development of the theory of exis-
tence and uniqueness solutions of the linear and nonlinear equations of fractional degenerate
evolutions with local and nonlocal conditions in Banach spaces. The results obtained in this
work are based on the theory of resolving operators : strongly (L, p)-radial operator, strongly
(L, p)-sectorial operator, (L, o)-bounded operator, (L, p)-bounded operator and the degenerate
semigroups.
Thus we focus on the question of the time-finite stability of the system described by the frac-
tional differential equation degenerate with delay, where stability is one of the most common
terms and plays a key role in control theory. We present our main results using the proposed
stabilization method based on a generalization of the Gronwall lemma.
Finally, we are interested in problems concerning justification of the well-posed of the differential
equation equations degenerate fractions with periodic boundary conditions. Using the technique
of the Fourier multiplier operator, they provided the necessary and sufficient conditions to en-
sure the character well-posed of this problem in the spaces of the Lebesgue-Bochner spaces
L?(0,27; X), the periodic Besov spaces B, ,(0,27; X) and the periodic spaces Triebel-Lizorkin
}';DS’(I(O7 27; X'). We conclude that the results obtained by illustrative examples.

Keywords : Degenerate equations, fractional calculation, generalized resolvent, degenerate se-

migroup, nonlocal condition, stability, Fourier multiplier, well posed.
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Introduction

Ans les domaines des systemes dynamiques et de la théorie du contréle, un systeme d’ordre
D fractionnaire est un systeme dynamique qui peut étre modélisé par une équation différentielle
fractionnaire contenant des dérivées d’ordre non entier. Les systémes d’ordre fractionnaire sont
utiles pour étudier le comportement anormal des systemes dynamiques en physique, électrochimie,
biologie, viscoélasticité et systemes chaotiques.

Le calcul fractionnaire est une généralisation des équations différentielles ordinaires et de I'intégration
a des ordres arbitraires non entiers. Le calcul traditionnel étant basé sur la différentiation et
I'intégration d’ordre entier, le calcul fractionnaire est un outil puissant qui a permi de changer
la maniere dont nous voyons, modélisons, et commandons la "nature” autour de nous. Plu-
sieurs études théoriques et expérimentales montrent que certains systemes électrochimiques,
thermiques et viscoélastiques sont régis par des équations différentielles & dérivées non entieres.
L’utilisation de modeles classiques basés sur une dérivation entiere n’est donc pas appropriée.
Par ce fait, des modeles basés sur des équations différentielles a dérivées non-entiéres ont été
développés 22| pour certains cas pratiques.

Les origines du calcul fractionnaire remontent & la fin du 179™e si¢cle, partant de la réponse de
G.W. Leibniz concernant la question de ’'Hopital, posée sur la signification de Z;—Lﬂ: sin = % Son
intérét n’est reconnu que durant les deux dernie¢res décennies du 20°™¢ siecle ot de nombreuses
applications ont été développées utilisant ce concept.

En 1695, dans une lettre a 'Hopital, Leibniz écrivit prophétiquement : ” Ainsi il s’ensuit que
d> sera égal & zv/dx :  un paradoxe apparent dont 1’on tirera un jour d’utiles conséquences”.
Sur ces questions, nous retrouvons une liste de mathématiciens qui ont fourni des contributions
importantes au caclul fractionnaire jusqu’au milieu du 20 siecle, inclut : P.S. Laplace (1812),
J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832- 1873), B. Riemann (1847), H.
Holmgren (1865-67), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V. Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884),
P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Hadamard (1892), O. Heaviside (1892-1912) S. Pin-
cherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Littlewood (1917-1928), H. Weyl (1917), P. L’evy (1923), A.
Marchaud (1927), H.T. Davis (1924-1936), A. Zygmund (1935-1945) E.R. Amour (1938-1996),
A. Erd’elyi (1939- 1965), H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949). Pour plus de
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détails sur la théorie du calcul fractionnaire, on peut voir les monographies ( [25], [86], [97], [98]).
Au cours des dernieres décennies, la théorie des équations différentielles dégénérées, n’ont pas at-
tiré ’attention d’un grand nombre d’auteurs travaillant dans le domaine des sciences appliquées.
R. W. Carroll et R. E. Showalter [20], peut étre la premiere référence dans ce domaine publiée
en (1976), mais un grand nombre de résultats et d’applications théoriques importants ont depuis
enrichi le champ. De plus, Favini [33], [34], Favini et Yagi |38]- [40], R. E Showalter [99]- [103]
et N. A. Sidorov [104] ont donné une grande base solide d’expérience et d’applications sur les
problemes dégénérés de Cauchy de premier ordre dans les espaces de Banach.

Les auteurs suivants ont étudié divers types d’équations differentielles dégénérées de degré (1,
2 et 3), (voir par exemple : G. V. Demidenko, S. V. Uspenskii [26], I. V. Melnikova, A. Filin-
kov [84], A. G. Sveshnikov, A. B. Al’shin, M. O. Korpusov et Yu. D. Pletner [105], ainsi que
les articles M. Bahaj et R. Bahloul [5], V. Barbu et A. Favini [6], V. Barbu, A. Favini et S.
Romanelli 7], S. Bu et G. Cai [13]- [15], G. Cai et S. Bu [19], M. Kostic [64]- [66], |71], [74]) et
C. Lizama, R. Ponce [79).

Pour plus d’informations concernant la propension de Sobolev de ce genre d’équations dif-
ferentielles dégénérées, le lecteur peut consulter les monographies de ( [?], [33]- [42], [50]-
[53], [57], |79], [81], [106]).

De plus, dans ( [49]- [52], [61], [67]- [73] et [111]), les auteurs ont fourni une bonne compréhension
des équations dégénérées fractionnaires differentielles et les résultats fondamentaux correspon-
dants a ce type d’équations .

Comme dans le calcul classique, 'analyse de stabilité joue un role clé dans la théorie du controle.
L’analyse de stabilité des équations différentielles fractionnaires en temps fini a été réalisée par
différents chercheurs [27], [30], [76]- [78], [88]. Denghao Pang et Wei Jiang, Zhixin Zhang et Jiang
Wei ont fourni des résultats de stabilité des systemes décrits par des équations différentielles
dégénérées en temps fini.

L’objectif principal de cette these est démontrer I’existence et 'unicité de solution de I’équation
intégro-différentielle fractionnaire dégénérée non linéaire avec une condition non locale. Si en
plus 'opérateur de dérivée temporelle est dégénéré c’est-a-dire non inversible, i.e, en particu-
lier, le noyau de cet opérateur est non trivial. Dans cette étude, nous utilisons la théorie des
opérateurs résolvants généralisés : fortement (L, p)-radial, fortement (L, p)-sectoriel, (L, o)-borné
et les semi-groupes dégénérés.

Dans [107], Sviridyuk (1995) était I'un des premiers a considérer ce cas du point de vue de
la théorie d’opérateurs radiaux et semi-groupes fortement continus. Ses résultats ont été plus
tard développés par Fedorov (1996, 2001), pour aboutir finalement a la théorie des opérateurs
résolvants généralisés actuelle :(fortement (L, p)-radial, fortement (L, p)-sectoriel, (L, o)-borné,
(L,p)-borné et semi-groupes dégénérés. Dans leurs traveaux, ils ont établi un lien étroit entre
les résolvantes généralisées et la décomposition des espaces de Banach en somme directe des
sous espaces U = U’ o U', F = FO @ F'. En plus, la décomposition des opérateurs L et
M comme L : U*¥ — F* M : domM NU* — F* k = 0,1 et Pexistence des opérateurs
Lyt e L(FLub), Myt € £(FOU®), ainsi que Ly (My) était une restriction de I'opérateur L(M)

dans U* (domM NU*), k = 0, 1. pour plus de détails, nous renvoyons les lecteurs aux références
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( [43]- [46]).

Dans [107], les auteurs ont étudié le probleme de Cauchy suivant

{ Lu(t) = Mu(t) (0.1)
u(0) = wo, (0.2)

ouL e L(X,Y), M eCl(X,Y), ker L # {0} et soit X, Y deux espaces de Banach.
L’équation (0.1]) réduite facilement & une forme standard

o = Su(t), (0.3)

s'il existe L™ € L(Y, X).

La partie théorique du probleme de Cauchy — est étudiée par plusieurs auteurs, par
exemple dans [21], [24], [32], [55], cette situation devient plus compliquée, lorsque l'opérateur L
est non inversible, i.e, en particulier, Ker L # {0} (Popérateur L est dégénéré).

La résolution du probleme de Cauchy abstrait f avec un opérateur dégénéré L, a été

examiné par la décomposition du probleme en deux équations indépendantes

a' = Su' (0.4)
Hu® =P, (0.5)

ot H € L(X") est un opérateur nilpotent, S € L(X1) et u = u® + ul.

R. Showalter [103] a obtenu les premiers résultats de f avec la résolution des problemes
de valeur initiale pour les équations mathématiques de la physique non classiques.

On peut citer des auteurs travaillant sur cet axe de recherche (voir : V. E. Fedorov et L. V.
Borel [47], V. E. Federov et P.N. Davydov [48], V. E. Fedorov et A. Debbouche [49], A. E.
Fedorov et D. M. Gordievskikh [50], V. E. Federov, D. M. Gordievskikh, M. V. Plekhanova [51],
D.M. Gorddievskikh , V.E. Fedorov [56], M. Kostic, V.E. Fedorov V.E [75], I. V. Melnikova [83],
V. I. Nalimov [85] et M. V. Plekhanova [91]- [94].

le nouveauté de ce travail réside dans le cadre de la condition non locale, ce travail est une

génération des résultats obtenus dans les travaux de V. E. Federov, D. M. Gordievskikh et M.
V. Plekhanova [51], M. V. Plekhanova [91].

La condition non locale est un sujet d’actualité de ces dernieres années. Leurs associations aux
problemes a apporté beaucoup d’amélioration au niveau de la modélisation, la rendant ainsi
plus réaliste. La condition non locale jointe a 1’équation principale au lieu de la condition ini-
tiale classique z(0) = xo s’avere nécessaire pour bien modéliser et décrire mathématiquement,
des phénomenes physique comme en électronique, en mécanique des matériaux, ot en bio-
mathématique de la maniere la plus proche de la réalité de nombreux phénomenes dans de
multiples disciplines. La condition non locale signifie que la condition initiale le dépend de cer-

tains temps futurs.
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Par exemple, g(x) peut étre donné par

m
o@) = 3 enlts),
i=1
ou¢(i =1,2,...,n) sont des constantes, la condition non locale a été initiée par Byszewski [18]

lorsqu’il a prouvé l'existence et des solutions mildes et classiques de problemes de Cauchy non
localisés.

D’autres objectifs, est I’étude de la stabilité en temps fini du systeme d’ordre fractionnaire
dégénéré avec retard, la stabilité du systeme linéaire est un domaine de recherche important
dans la théorie du controle. La stabilité du systeme de dimension finie de I’équation différentielle
ordinaire et fractionnaire est discutée dans [58] et [90]. Nos résultats d’existence et d’unicité de
solution sont des généralisations des résultats obtenus dans les travaux de V. E. Fedorov et E.
A. Omelchenko [54] dans le cas o = 1. En suite en suivant les résultats obtenus dans les travaux
de (voir [27], [30], [77], [78], [82], [88], [108], [110]) pour démonté la stabilité. Nous utilisons
I'inégalité intégrale de Gronwall’s généralisée [109].

Le dernier objectif, est L’étude du caractére bien posé du probeme différentielle fractionnaire
dégénéré avec des conditions aux limites périodiques dans les espaces fonctionnels vectoriels.
Les résultats obtenus dans ce chapitre récupéerent les résultats obtenus dans les travaux de V.
Keyantuo et C. Lizama [62] dans le cas M = Ix, vA = B et u = 1. Ainsi nos résultats sont
similaires & ceux des travaux de S. Bu et G. Cai [10]- [15] et [23]. Nos principaux outils dans
cette étude sont les théoremes du multiplicateur de Fourier, sous des hypotheses appropriées sur
Iopérateur résolvant modifié, ils ont fourni les conditions nécessaires et suffisantes pour assurer
le caractere bien posé de ce probleme dans les espaces de Lebesgue-Bochner LP(T; X ), les espaces
de Besov périodiques B}§7q(T; X) et les espaces périodiques Triebel-Lizorkin Fpﬁq(']I‘; X). tel que
T = [0, 27].

Présentation de la these

Cette these comporte quatre chapitres, organisés comme suit.

@ Le premier chapitre : est essentiellement consacré a I’exposé des définitions et résultats
nécessaires a la suite de ce travail. Ces rappels sont en grande partie basés sur l'ou-
vrage [107] et les papiers ( [47], [48], [49]- [51], [56], [83], [85], |91]- [94]). Nous rappelons tout
d’abord quelques résultats de base concernent les espaces de Base, la théorie des opérateurs
résolvants, les semi-groupes, les semi-groupes dégénérés et les théoremes des opérateurs
multiplicateurs de Fourier, qui seront utiles et nécessaires pour le développement des cha-

pitres qui suivent.

0 Le deuxieme chapitre : L’objet principal du deuxieme chapitre est 1’étude de I’existence et
de 'unicité de solutions du probleme integrodifférentiel fractionnaire non linéaire dégénéré
soumis a une condition non locale

¢
“DyLa(t) = Mx(t) + f(t, W(t)) +/ g(t,s,V(s))ds, t €[0,T) (0.6)
0

2 ®(0) + h(z® () = 2, k=0,1,....,m —1, (0.7)

X
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ou X, Y des espaces de Banach, L € £(X,)) est un opérateur linéaire continu de X dans
Y, kerL # {0}, M € Cl(X,)Y) est un opérateur fermé linéaire densément défini de X' dans
V.

Soient f: Y] — Y, g: Yo — Y deux opérateurs non linéaires, tels que Y7, Yo deux en-
sembles ouverts dans R x X%, R? x X" respectivement et soient W : Ry — X% V : R, —
X7, h: X — X sont des fonctions données, telles que W (t) = (z(t), 20N (t), ...,z D (1))
et V= (z(t),zM(t),...,20"D(t)), Y un ensemble tel que Y = Y; © Y5 et m = max{d,r},
CD,?‘ est la dérivée de Caputo d’ordre o, m — 1 < a < m.

Nous commencons d’abord par établir notre premier résultat d’existence et d’unicité de
I’équation linéaire et non linéaire fractionnaire non dégénérée avec condition locale et non
locale. Ensuite, nous présentons dans la deuxieme section un autre résultat sur I'existence
et 'unicité de I’équation fractionnaire dégénérée avec condition non locale. Le dernier
résultat abordant I’existence et I'unicité sur I’équation non linéaire fractionnaire dégénérée
avec condition généralisée non locale de Showalter-Sidorov, en utilisant les théoremes
concernant l'opérateur fortement (L, p)-sectoriel, fortement (L, p)-radial et (L, p)-borné,

(L,o0)-borné. La validité de ces résultats sera illustrée par des exemples adéquats.

® Le troixieme chapitre : Dans ce chapitre, nous avons utilisé les résultats du chapitre
précédent pour la recherche des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité en temps
fini du systeme d’évolution décrit par ’équation différentielle fractionnaire dégénérée avec

retard en temps fini et avec condition initiale

{ LED&u(t) = Mu(t) + duy, t € [0,T] (0.8)
u(t) = o(t), t € [-7,0],p € C([—1,0]; 1), (0.9)

ou Dy représente la dérivée fractionnaire de l'ordre o € (0,1]. Nous supposons que U et
F sont les espaces de Banach, les opérateurs L : Y — F, ® : C([-7,0];U4) — F sont
linéaires et continus, KerL # {0}, opérateur M : domM — F est linéaire, fermé et
densément défini dans U a F, u; € C([—7,0];U), uy = u(t + s) pour s € [—7,0].

Dans la premiere section, nous étudions l'existence et I'unicité de solution du systeme
décrit par une équations différentielle d’ordre fractionnaire dégénéré avec retard —
. Dans la deuxiéme section, nous présentons nos principaux résultats, en utilisant la
méthode de stabilisation proposée est basée sur l'inégalité généralisée de Gronwall pour

étudier la stabilité de la solution en temps fini .

® Le quatrieme chapitre : ce chapitre est consacré a ’étude du caractére bien posé du

probleme différentielle fractionnaire dégénérée avec des conditions aux limites périodiques
(Pap) :

{ CDY(Mu)(t) = ’yADfu(t) + pAu(t) + f(t), 0 <t <2rm (0.10)

(Mu)(0) = (Mu)(2m), 0< < a <1, (0.11)

ou A et M sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach complexe X sa-
tisfaisant D(A) C D(M), v € R, p € R\{0} et T = [0,27]. Dy est la dérivée fractionnaire
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au sens de Caputo.

En utilisant la technique de multiplicateur de Fourier, elle a fourni les conditions nécessaires
et suffisantes pour assurer le caractere bien posé de ce probleme dans les espaces de
Lebesgue-Bochner LP(T; X), les espaces de Besov périodiques B,  (T; X) et les espaces
périodiques Triebel-Lizorkin F}; (T; X).

Enfin, une conclusion générale résume les principaux résultats réalisés et suggere les pers-

pectives futures pour la suite de ce travail de recherche.

Mots-clés : Equations dégénérées, calcul fractionnaire, semi-groupe dégénéré, condition
non locale, stabilité en temps fini, inégalité généralisée de Gronwall, multipilicateur de

Fourier.
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Notation

Notations et conventions

N : Ensemble des nombres entiers naturels.
No={0} UN.

R : Ensemble des nombres réels.

Ry ={ae€R:a>0}.

Ry ={aeR:a>0}.
R_.={aecR:a<0}.

Rot+ ={ceR:c>a}.

Ry, ={ceR:|c| >a}.

C : Ensemble des nombres complexes,

) : Sous ensemble ouvert de R".

002 = I' = La frontiere de .

X : Espace de Banach.

el = lallx + Azl

A~!: Opérateur inversible.

D(A) : Domaine de définition de opérateur A.
G(A) : Graphe de l'opérateur A.

N(A) : Noyau de l'opérateur A.

L(X,Y) : Espase des operateurs linéaires continus de X dans Y.

CI(X,Y) : Espase des operateurs linéaires fermés de X dans Y.

I et O : Les opérateurs d’identité et nul respectivement.
(u,v) : Produit scalaire.
{X":t€R;} : Semi-groupe.

pH (M) ={u € C/(uL—M)~' € L(F; X)} : Résolvant de 'opérateur M par rapport & I’opérateur

L.

ol(M) = C\p"(M) : Spectre de 'opérateur M par rapport & l'opérateur L.

U=y F=5"®3F": La somme directe des espaces 4, F.

xii



Notation

H = M(;ILO ou G = LOMO*1 : Opérateur nilpotent.

S| = Ll_lMl : Opérateur généralisé.

P= ﬁ Jr Rﬁ(M)du, Q= ﬁ Jr Lﬁ(M)d,u : sont des opérateurs de projection.
C.(f2) : Fonctions continues a support compact dans €.

C*(Q) : Fonctions k fois contintiment differentiales sur  (k entier > 0).

C(la,b], X) : Espace des fonctions continues sur [a, b] & valeurs dans un espace de Banach X.
\VT ( Ou  Ou du

Oxr1’ Oz’ """ Oz N
_ 6a1+0‘2+“‘+aN

) = grad u.

(8%
D% = 0571 27 N U.
N
o] =270 .

2 .
Au=3Y, 27? = Laplacien de w.

I'(.) : La fonction Gamma.

B(.) : La fonction Béta.

E, 5(.) : La fonction Mittag-Leffler & deux parametres a et .

f : La transformée de Fourier d’une fonction f.

7; : Le j*m¢ La fonction Rademarcher sur [0, 1].

v; ® x : La fonction vectorielle t — r;(¢)x sur [0, 1].

< (R) : Espace de Schwartz de toutes les fonctions lisses décroissantes rapidement sur R.
2(Q) : Ensemble des fonctions C° a support compact inclus dans un ouvert €.
2'(Q) : Les distributions sur Q et par S'(R™) les distributions tempérées sur R™.
LP(Q) : Espace des fonctions p-integrable de lebesgue sur (2.

LP(0,27; X) : Espace 2m-périodique de Lebesgue-Bochner.

B, ,(0,27; X) : Espace 27-périodique de Besov.

F; ,(0,27; X) : Espace 27-périodique de Triebel-Lizorkin.

D(T) : Espace des fonctions infiniment différentiables sur T.

D/(T, X) : Espace des opérateurs linéaires continus de D(T) dans X.

(ck)kez : Une séquence scalaire.

whtp, Wol’p, wmp HY H&, H™ : Espaces de Sobolev.

WE(T; X) : Espace périodique de Sobolev d’ordre 1.

Wyt (T; X) : Espace périodique de Sobolev fractionnaire d’ordre a.

LP-Fourier : Multiplicateur de Fourier dans I’espace de Lebesgue-Bochner.

B, ,Fourier : Multiplicateur de Fourier dans I'espace de Besov B, .

F; Fourier : Multiplicateur de Fourier dans l'espace de Triebel-Lizorkin FJ .
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Chapitre

Préliminaires et résultats fondamentaux

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les notions essentielles, de méme que les résultats
fondamentaux, qui concernent les espaces de base, la théorie des opérateurs, les semi-groupes,
la théorie du calcul fractionnaire, théoreme de point fixe et différents théoremes utilisés dans ce

travail.

1.1 Espaces de Base

Dans toute la suite, {2 désigne un ouvert borné de R™ muni de la mesure de Lebesgue dz,
et de frontiere 0f) suffisamment réguliere. X et Y sont deux espaces de Banach des normes

respectives ||| x, |-y

Définition 1.1.1. Un espace de Banach est un espace véctoriel normé, complet pour une dis-

tance associée a la norme

1.1.1 Espaces L?(1)

On désigne par L'(2) I'espace des classes de fonctions intégrables sur € & valeurs dans R

(ie., Jq |u] < 400). On pose
fulles = [ futa)lds,
Q

p-p- = presque partout.
Définition 1.1.2. Pour p € [1,400[, on pose :

LP(Q) = {u: Q — R, u mesurable et / |u(z)[Pdr < oco}.
Q

On vérifie que :

folls = ([ )",

définit une norme dans LP(2).
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Définition 1.1.3. On définit l’espace des fonctions L>(Q2) par
L>(Q) ={u:Q — R, u mesurable et 3 une constante C telle que |u(z)| < C p.p. sur Q},
sa norme est

|lul| e = inf{C : |u(x)| < C p.p. sur Q}.

Définition 1.1.4. Soient X un espace de Banach, 1 < p < +oo et [0,T] un intervalle de R.
(i) Si 1 < p < 400, alors on appelle espace de Lebesque a valeurs dans X et on le note
LP(0,T; X) Uespace des fonctions u tel que
LP(0,T;X) ={u:[0,T] — X, t.q. la fonction t — ||u(t)||? soit Lebesgue intégrable }

Sa norme est )

T 1
P
lullzeo.7;x) = (/0 Hu||§(dt) .

(ii) Sip = oo, alors on note
L2(0,T; X) = {u:[0,T] — X, t.q. Uapplicationt — |[u(t)| soit mesurable, sup ess;c(o 1)|lullx

soit fini }, sa norme est

HUHLOO(O,T;X) = SUp €SSe(o,1] [l x-

Proposition 1.1.1. LP(0,T; X) muni de la norme |[ul|Lrorx), 1 < p < oo est un espace de
Banach.

Théoréme 1.1.1. (voir [/, Inégalité de Hélder) Soientu € LP(QQ) etv € LI(Q) avec 1 < p < 0.
Alors u.v € LY(Q) et

Amwgwm@wm@.

Sip=q=2 on aura l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

1.1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.1.5. Un espace de Hilbert est un espace vectotiel H muni d’un produit scalaire

(u,v) et qui est complet pour la norme (u,u)%

Exemple 1.1.1. L’espace L? muni du produit scalaire

(u,v) = /Qu(x)v(x) dz, u, v e L*(f)

est un espace de Hilbert.

1.1.3 Espaces de Sobolev
1.1.3.1 Dérivée faible

Définition 1.1.6. Soit Q un owvert de R, et 1 < i <mn, f € L] (Q) une fonction a une i-éme
dérivée faible dans L (), s’il existe fi € L} () telle que pour toute ¢ € C§° on ait

loc loc

[jmmwmwz—éﬁmﬂ@m.
2
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1

1o () au sens des distributions, on écrira

Cela revient a dire que f; est la i-éme dérivée de f € L

_of
N 8.1‘1

1.1.3.2 Espace W!?(Q)

Soit © un ouvert quelconque de R™ et soit p € R, ot 1 < p < 4o00. L'espace WP(Q) est
défini par
WP(Q) = {f € LP(Q) : tel que d;f € LP(0,T;X), 1 <i < n},

ot1 9; est la i-eme dérivée faible de f € L} (9).

loc

On pose
HY(Q) = Wh2(Q).

1.1.3.3 Espaces W"™P(Q)

Soit © un ouvert de R™, m > 2 et p un nombre réel tel que 1 < p < 400 on définit W™P ()
comme suit

WmP(Q) = {f € LP(Q) tel que D%u € LP(Q), Vo, |a] < m},

ol € N, |a] = ar +...+ay et DUf = 9, ...,0% est la dérivée faible de f € Li () au
sens de la Définition [L.1.6l

L’espace W™P((2) est muni de la norme

lullwre = [1flze + > I1Dfzo.

0<|a|<m

On pose
H™(Q) = W™2(Q).

Remarque 1.1.1. Les espaces H™ sont des espaces de Hilbert avec le produit scalaire

(f,9)am = (f,9)12+ Y (Df,Dg)2, pour f,g € H™(Q).

0<|a|<m

1.1.4 Espaces de Besov.

Nous rappelons briévement la définition des espaces 2m-périodiques de Besov dans le cas vec-
toriel comme présenté dans [3]. Soit .7 (R) l'espace de Schwartz de toutes les fonctions régulieres
et rapidement décroissantes sur R. Soit Z(0,27) l'espace de toutes les fonctions infiniment

dérivables sur [0, 27] avec la topologie localement convexe donnée par la famille des semi-normes.

[flla = sup |f@)()],

z€[0,27]

pour a € Ny := NU {0}.
Soit 2'(0,2m; X) := L(2(0,27; X)) 'espace de tous les opérateurs linéaires continus de 2([0, 27])

3
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dans X. Afin de définir les espaces de Besov, nous considérons les sous-ensembles dyadiques de
R:
Iy={teR:|t| <2}, I ={teR:2" <t <2~}

Pour £ € N. Soit ¢(R) l’ensemble de tous les systemes ¢ = (¢)ren, C 7 (R) satisfaisant
supp(¢) C Iy pour chaque k € Ny, > ke, Pk(z) = 1 pour x € R, et pour chaque o € N,
SUP,cR keN, 2ka|¢,(€a) (z)] < oo. Pour f € 2'(0,2m; X), nous fixons f(k) = f(ex). nous appelons
F(k) kitme coefficient de Fourier de f.

Soit ¢ = (¢ )ken, C ¢(R) est fixé. Pour 1 <p, ¢ < o0, s € R, l'espace 2m-périodique de Besov a

valeurs dans X est noté par B;;’q(O, 2m; X) et défini par ’ensemble

{f € 7'(0.2m X) ¢ ||z, == (D221 Y ex @ d5(R)F(R)F) " < oo},

7>0 keZ

avec la modification usuelle si ¢ = oo, alors on a

17115 o (0.2mi30) = sup 271> e, @ (k) f (K)lp,
J>

kEZ

Pexpression || f]] B3, (0.2m;x) €st une norme. Il est connu que B, (0,27; X) est indépendant du
choix de ¢ et différent choix de ¢ conduisent & des normes équivalentes ||.|| B3, (0,2m;X), muni de
la norme ||.[[ps (0.2r;x), Bp4(0,27; X) est un espace de Banach.

On sait aussi que si s1 < sg, alors B,2 (0,2m; X) C B, (0,27; X) (injection continue) [3]. Lorsque
s > 0, il est prouvé dans [3] que B; (0,27; X) C Lj4(0,27; X) (injection continue). De plus,
fe B;fgl((), 2m; X) si et seulement si f est différentiable p.p. sur [0,27] et f' € B} (0,2m; X).
Dans le cas ot p = ¢ = oo et 0 < s < 1, alors B3, (0, 2m; X) correspond a l'espace des fonctions

continues Hoéldiriennes avec la norme équivalente

I1f(t2) — f(t1)llx
to — 1]

[fllcs0,2mx) = sup + 1 lleo-

t1#t2

1.1.5 Espaces Triebel-Lizorkin.

Soit ¢ = (¢Pr)ken, C A(R) a fixé avec ¢ et ¢(R) comme ci-dessus. Pour 1 < p < 00,1 < ¢ < o0,

s € R, 'espace 2m-périodique de Triebel-Lizorkin a valeur dans X avec des parametres s, p et ¢

<oo},
p

est dénoté par Fy (0,2m; X) et défini par I'ensemble

(T2 Y e oy (07 ®I)"

§>0 kez

{f € 70,21 X) : |l = ‘

avec la modification usuelle si ¢ = oo, alors on a

||f||FI§‘OO(O,27r;X) =

sup 27| 3" ex @ 65 (k) f (k) x
j=0

kEZ

I

p
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Pexpression || f|| F3,(02m;X) st une norme. Il est connu que F; (0,27; X) est indépendant du
choix de ¢ et différent choix de ¢ conduisent & des normes équivalentes ||.|| F3 ,(0,2mX) muni de
la norme ||.[|£s (0,2r:x), Fp¢(0,27m; X) est un espace de Banach.

On sait aussi que si s1 < s, alors F;2(0,2m; X) C F;1(0,2m; X) (injection continue) [16].
Lorsque 5 > 0, il est prouvé dans [16] que F; ,(0,2m; X) C L 4(0,2m; X) (injection continue).
De plus, comme dans le cas de B;q(O,Qﬂ';X), f e F;j;l((),Qﬂ;X) si et seulement si f est
différentiable p.p. sur [0, 27] et f' € F; (0, 2m; X).

Le cas exceptionnel p = oo ne sera pas considéré ici.

1.1.6 Espaces UMD.

Les espaces de Banach fournissent un cadre de travail parfois insuffisant. Il faut alors se
placer dans un espace ayant des propriétés supplémentaires, il s’agit des espaces UMD (Uncon-
ditional Martingale Difference). A l'origine, ces espaces font intervenir la théorie des martingales
a valeurs vectorielles. Cependant, on utilise ici une autre définition équivalente. Celle-ci utilise
la transformée de Hilbert. L’équivalence entre les deux définitions est démontrée dans Burkhol-
der [17] et Bourgain [9].

Soit X un espace de Banach et 1 < p < co. Pour f € LP(R; X) et 0 < € < R, soit

_1 IO
Heaf® = [ s = e 1)), 1<
ol
L si e<t<R
@ZJE,R(t) =

0 autrement.

Puisque, ¥ g € L'(R), alors H. r € L(LP(R; X)) par I'inégalité de Young. Pour f € .7(R), les

transformations de Hilbert de f sont données par

Hf= 1lim H.grf.
el0R—— oo
On dit qu’un espace de Banach X est UMD, si la transformée de Hilbert s’étend a un opérateur
borné sur LP(R; X) pour certains (et ensuite tous) 1 < p < oo.
Une autre notion importante dans la théorie de ’espace de Banach est celle de type de Fourier
pour un espace de Banach. Les conditions pour les multiplicateurs de Fourier dans By (0, 2m; X)
sont simplifiées lorsque 'espace de Banach impliqué a un type de Fourier non trivial. Pour le

plus détails sur la notion d’espaces UMD Banach, nous renvoyons le lecteur & [2].

Exemple 1.1.2. 1. Tout espace de Hilbert est un espace UMD.

2. Soient ) un espace mesuré o-fini et p €]1,+oo[. St X est un espace UMD, alors LP(§2, X)
est un espace UMD.

3. Tout sous-espace fermé d’un espace UMD est un espace UMD.

5
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4. Tout espace isomorphe a un espace UMD est un espace UMD.

1.2 Théorie des opérateurs

Soient (X, ||.]|x), (I, ]-][y) deux espaces de Banach.

1.2.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.2.1. Un opérateur linéaire de X dans ) est une application linéaire A : D(A) C
X — Y, tel que pour tout x,y € D(A) et pour tout A € C, on a

- Az +y) = Az + Ay,

- A(A\z) = MAx.
( On écrit toujours A(x) = Ax pour tout x € D(A)).

Remarque 1.2.1. D(A) est appelé le domaine de A. On dit que A est a domaine dense (ou

densément défini) si D(A) = X, i.e. si pour tout x € X, il existe une suite (x,)n>0 d’éléments

de D(A) telle que x = limy,, 1 o0 Tpy.

Remarque 1.2.2. Pour un opérateur linéaire A : D(A) C X — ), nous noterons par :
imA={yeY, Jxe€ D(A): y=A(z)},

l’image de A.
kerA = {x € D(A): A(z)= 0},

le noyan de A,
G(A) ={(z,y) e X x YV : z € D(A), y = Az},

le graphe de A.

Remarque 1.2.3. Si A est injectif, on peut définir linverse de A, noté A~ par
A7l A(D(A)) — D(A)
y — Ay =2z
ot x € D(X) est défini par Ax = y.

Définition 1.2.2. Soient A et B deux opérateurs linéaires de X dans Y. On dit que B est une

extension ou un prolongement de A et on note A C B si

D(A) Cc D(B) et
Vx € D(A), Ar = Bx.
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1.2.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.2.3. On dit qu’un opérateur linéaire A défini de X tout entier dans ) est borné
s’il est continu, i.e., si pour tout xg € X,
< lim |z —2ol|lx = O) = < lim ||Az — Axglly = 0).
r—x0 T—rX0
Ce qui est équivalent a lim,__,,, [|Az|y = 0.

On note L(X;)) lUespace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y. On pose L(X) :=
L(X;X).

Proposition 1.2.1. On définit alors une norme sur L(X;)) notée ||.||zx.y) et définie pour
tout A € L(X;Y) par

| Az||y
Al zxy) = sup = sup [|Az|y = sup [Az|y.
veX, o0 [Zlla Jee<t 2]l x=1

On a l’équivalence suivante
Ae LX) o (HM >0, Ve X, |Az|y < MHmHX>.
Proposition 1.2.2. Si ) est un espace de Banach, alors L(X;)) est un espace de Banach.

Remarque 1.2.4. Une suite des opérateurs {A,} C L(X;Y) est appelée uniformément conver-
gente a un opérateur A € L(X;Y) silim, oo [|[An — Allzx;y) = 0, Cette suite est fortement
convergente vers A si Vr € X;lim,_ o || An — Al|y. tel que la convergence est indiquée comme

suit : A = s-limy, o0 Ap.

Théoréme 1.2.1. Soient X et Y deux espaces de Banach, A € L(X;)), imA =) et A est

inversible. Alors A est un opérateur inversible continu .

Théoréme 1.2.2. Soit X un espace de Banach et soit A € L(X) tel que ||Al| < 1. Alors I — A

est un opérateur inversible continu et

1

7 A1 S — -
I ) ey = 1 1Al £x)

1.2.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.2.4. Un opérateur linéaire de X dans Y est fermé si son graphe est un sous-espace

vectoriel fermé de X x Y.
Définition 1.2.5. Un opérateur linéaire est dit fermable s’il admet une extension fermée.

Proposition 1.2.3. Un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est fermé si et seulement si

7



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET RESULTATS FONDAMENTAUX

pour toute suite (zn)n>0 d’éléments de D(A) telle que

T, — x dans X,
Ax, — y dans Y,
onazx € D(A) et Az =y.

L’ensemble des opérateurs fermés A : D(A) — L()) avec domaine de définition dense dans
I'espace X' sera notée par CI(X;)).
L’ensemble des opérateurs CI(X; X') seront désignés par CI(X).

Théoréme 1.2.3. Si un opérateur A est fermé et inversible, alors l'opérateur A~1 est fermé.

Définition 1.2.6. Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. L’ensemble résolvant p(A) de A
est définit par
p(A):={A € C: (A — A) est inversible dans L(X)}.

Si X € p(A) on définit la résolvante Ry\(A) de A au point \ par
Ry(A) := (M — AL

Le spectre de A, noté o(A) est défini par o(A) = C\p(A).

Proposition 1.2.4. Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. On a la formule de l’identité de

la résolvante, i.e., pour tout \, u € p(A)

Ra(4) = Ru(4)

RA(A)Ry(4) = =55

Proposition 1.2.5. Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors Uapplication R : X\ €
p(A) — Ry (A) = (M — A)~L est analytique sur p(A).
Proposition 1.2.6. Soit A: D(A) C X — Y un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B € L(X;)) Uopérateur A+ B : D(A) C
X — ) est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A~ est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé a valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est

continu de D(A) dans X (Application directe du théoréme du graphe fermé).

4. Si A est un opérateur continu de D(A) dans X, alors A est fermé si et seulement si son

domaine est fermé.

5. Sip(A) # 0 alors A est fermé.

Théoréme 1.2.4. L’ensemble résolvant p(A) est ouvert, et le spectre o(A) est fermé.

Définition 1.2.7. Soit A: D(A) C X — Y un opérateur linéaire, on peut munir D(A) d’une

norme notée ||.||pca) et appelée norme du graphe, elle est définie pour tout x € D(A) par

zllpay = llzllx + [ Az]ly-
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Proposition 1.2.7. Si A est un opérateur linéaire fermé, alors (D, ||'HD(A)> est un espace de

Banach.

Théoréme 1.2.5. Le spectre d’un opérateur continu A réside dans le cercle
AeC: A <[Allg}-

Théoréme 1.2.6. Soit X un espace de Banach et soit A € L(X). Alors Il existe une limite
finie
A)= 1l A" = inf ||A"
ro(4) = lim_| inf |

1 1
L (LA Z ) = 172y

appelé rayon spectral de l'opérateur A et r5(A) < || All £ x)-

Théoréme 1.2.7. Soit X un espace de Banach, l'opérateur A € L(X), et |\ > ry(A). Alors
A€ p(A).

Théoréme 1.2.8. R)(A) est une fonction analytique au tout point A € p(A).

Remarque 1.2.5. Soit A € L(X) avec |\ > ro(A). Alors, d’aprés le Théoréme on

obtient i
A
Ry(A) = — N
k=0

Un opérateur A est appelé idempotent si A2 = A. Le projecteur est un idempotent d’opérateur
A € L(X). Sur un espace X il existe un projecteur A si et seulement si X = X% @ X!, ou
A’Xo :(O), A‘Xl :]I
1.2.1.3 Opérateurs radials

Définition 1.2.8. Un opérateur A € Cl(V) satisfaisant les conditions

Ja € Ra vlu' S Ra,-‘r? e p<A)7

K

JK eRy, VueR, 1, VR €N, [[(Ru(A)" [z < (i—ay’

est appelé radial.

1.2.1.4 Opérateurs sectoriels

Définition 1.2.9. Un opérateur A € CI(V) est applé sectoriel si il satisfait les conditions
0
Jda e R, 30 € (5,71'),

Sa0(A) = {neC, |arg(p—a)| < O,pu#a} C p(A),

K
K € Ry, Vi € Sap(A), [[(Ru(A)ll vy < e—d
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1.2.2 Résolvantes généralisées
1.2.2.1 Notion de M-L résolvante

Dans cette partie, on rappelle quelques notions qui seront utiles dans notre analyse. Ces
notions sont bien exposées et repertorées dans le livre [107].
Soient U et F deux espaces de Banach, L € L(U; F) et M : domM C U — F est un opérateur

linéaire et fermé.

Définition 1.2.10. On appelle ensemble résolvant de l’opérateur M par rapport a L ’ensemble
défini par
pP(M) ={peC\ (uL — M)~ € L(F;U)},

(ou brievement, M-L résolvant).
L’ensemble o™(M) = C\p“(M) est appelé le spectre de 'opérateur M par rapport a L (ou

brievement, M-L spectre), et la résolvante de M par rapport a L est définie par
RE(M) = (uL — M)™'L, LE(M) = L(uL — M)~
(ou brievement, M-L résolvante).

Remarque 1.2.6. L’ensemble M-L résolvant est ouvert, et [’ensemble M-L spectre est fermé.

Définition 1.2.11. Les opérateurs (uL — M)™1, R{j(M) = (uL — M)7'L, Lﬁ(M) = L(pL —
M)~! sont appelés respectivement une résolvante, résolvante & droite et résolvante a gauche
d’un opérateur M par rapport a Uopérateur L (ou bri¢vement, M-L résolvante, M-L résolvante

droite et M -L résolvante gauche respectivement).

Remarque 1.2.7. Lorsqu’il existe un opérateur L~ € L(F;U), M-L résolvante a droite (resp.
a gauche) coincide avec la résolvant de L™*M (M L™1).

Soit u € p*(M), alors

(AL = M)(uL — M)™' =T+ (A= p)L(pL — M)~

(WL — M)™Y (AL — M) = I + (A — p)(uL — M)~ 'L. (1.1)

Lemme 1.2.1. Soient l'opérateur L € L(U; F)), et M : domM C U — F est un opérateur
linéaire et fermé. Alors M-L résolvante, et M-L résolvante droite (resp. gauche) respectivement

sont continues sur pL(M).

Théoréeme 1.2.9. Dans les conditions du lemme précédent, les M -L résolvantes droite et gauche

sont analytiques dans p*(M).

En écrivant, maintenant les identités (1.1)) sous la forme

-1_ 7L _
M(uL — M)~ = uLE (M) i .

(uL — M)™'M = pRj;(M) —

10
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Il en résulte évidemment une identité
M(pL — M) 'L = L(uL — M)~ M. (1.3)

Remarque 1.2.8. D’aprés les expréssions de (1.2)), il s’ensuit immédiatement que pour chaque
w € pt(M), les opérateurs M (uL— M)~ et (uL—M)~1M sont linéaires et peuvent étre étendus

aux continus dans les espaces F et U, respectivement,

Lemme 1.2.2. Soient les points A\, € p*(M). Alors
(i) im RY(M) = im RE(M), im LY(M) = im LL(M),
(ii) ker RE(M) = ker L, ker L¥(M) = {Mu | u € domMn ker L}.

Définition 1.2.12. Soient 4 € p“(M), q=0,1,...,p. Les opérateurs

p

P
R(Lu,p)(M) - H Rﬁp(M) et L(Lu,p)(M) - HLﬁp(M)’
q=0 q=0

sont appelés respectivement le p-résolvant droit et le p-résolvant gauche de l'opérateur M par

rapport a Uopérateur L (ou brievement, (L, p)-résolvant droit, (L,p)-résolvant grauche de M ).

Définition 1.2.13. L’ensemble {p1,¢2,...} CU s’appelle une chaine du vecteur propre ¢g €

ker L adjoint a l'opérateur M (ou simplement, M -adjoint) si
Log1 = Myy, @4 & kerL, ¢=0,1,...

Une chaine est finie s’il existe un tel M-adjoint vecteur ¢, si que ¢, € dom M, ot My, &
im L. En particulier, le vecteur propre g n’a pas M-adjoint vecteur si g € dom M ou Mg ¢
im L.
La puissance de la chaine finie est appelée sa longueur. Quand une chaine est infinie, nous disons

qu’elle a une longueur nulle.

1.2.2.2 Opérateurs p-radials

Soient U et F des espaces de Banach, et L € L(U; F), M € Cl(U; F).
Supposons que U° = ker R(Lu ») (M), F° = ker L(L# ») (M). On désigne par My(Lo) la restriction
de l'opérateur M (L) & domMy = U’ N domM (U°).

Lemme 1.2.3. Ly € L(U°; F°), My : domMy — F°.

Définition 1.2.14. On dit qu’un opérateur M est p-radial par rapport a lopérateur L (ou
brievement, (L, p)-radial), si

(i) Ja € R, Vi € Ry y, pu € p*(M),

(1) IK € Ry, Vur, € Ry 4, Vn € N,

n n K
maX{H(R(LH,p)(M)) ”E(U)? ||(L€u,,p)(M)) HE(]'—)} < ma

11
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0t f1 = (fo, 11, - - - p)-

Remarque 1.2.9. Sans perte de généralité, il peut étre supposé dans la Defénition que

a = 0. En prenant cela en compte dans la discussion suivante, nous supposons que a = 0.

Définition 1.2.15. L’opérateur M est appelé faiblement (L, p)-radial, si la condition (i) est
satisfaite ainsi que la condition (ii) lorsque n =1 dans la Définition |1.2.1}}.

Evidemment, si M est un opérateur (L, p)-radial, alors il est faiblement (L, p)-radial. L’in-

verse n’est pas vrai lorsque que K < 1.

Lemme 1.2.4. Soit M un opérateur faiblement (L, p)-radial. Alors

kzerR(L#’p)(M) N z’mR(Lm( M) = {0},

kerL{,, (M) NimL{, (M) = {0}.

Lemme 1.2.5. Soit M un opérateur faiblement (L, p)-radial. Alors il existe un opérateur MO_l €
L(F5U°).
Soit M un opérateur faiblement (L, p)-radial. Alors ils existe deux opérateurs H = M, Lo

et G = LoM; ' € L(FY).

Lemme 1.2.6. Soit M un opérateur faiblement (L, p)-radial. Alors les opérateurs H et G sont

nilpotents d’une puissance n’excédant pas p.
Lemme 1.2.7. Soit M un opérateur faiblement (L,p)-radial . Alors s = 0ot § = FOp FL.

Théoréme 1.2.10. Soit U(F) un espace réflexif et M un opérateur faiblement (L,p)-radial.
Alors U=U'oU' (F=F'a FhH).

Définition 1.2.16. L’opérateur M est appelé fortement (L, p)-radial a droite (resp. a gauche)
si il est (L,p)-radial et

p
IRl ) (M)YAL — M) ' Mully < const(u)[A [[us] ™", ¥ u € domM,
k=0

o
(il existe F linéaire dense dans F tel que

p

IMOL = M) LE, (M) fllx < const(£)A[Junl ™, ¥ f € F),
k=0

pour chaque X, jig, i1, ..., pip € Ry,

Corollaire 1.2.1. Soit M un opérateur fortement (L,p)-radial a droite et a gauche. Alors
(i) Vu e {, LPu= QLu,
(ii) Yu € domM, Pu € domM et M Pu = QMu.

12
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On note L;(M;) la restriction de I'opérateur L(M) dans U (U' N domM = domMy).

Corollaire 1.2.2. Dans les conditions du Corollaire Vopérateur Ly € L(UY; FLY), et les
opérateurs My, € CLU*; FF), k=0,1.

Remarque 1.2.10. Soit L un opérateur continu inversible et l'opérateur S = L~M € CI(U)

est radial alors l'opérateur M est fortement (L, p)-radial.

Théoréme 1.2.11. Soit M un opérateur fortement (L, p)-radial a droite (resp. a gauche). Alors
U=U'sU"' (F=F'aF").

Considérons la condition sous laquelle il existe un opérateur continu Ll_l € L(FLub).

Définition 1.2.17. L’opérateur M est appelé fortement (L, p)-radial, si il est fortement (L,p)-

radial sur la gauche et

p
HR(IL,p)(M)()‘L - M)_l”ﬁ(}';u) < K[A H uk]_17 VA o, - - - s Mp € Ry.
k=0
Théoréme 1.2.12. Soit M un opérateur fortement (L,p)-radial. Alors il existe un opérateur

Lyt e c(FLub).

1.2.2.3 Opérateurs p-sectoriels
Soient U et F des espaces de Banach, et soit L € L(U; F), M € Cl(U; F).

Définition 1.2.18. L’opérateur M est appelé p-sectoriel par rapport a l'opérateur L avec un
nombre p € No  (ou brievement, (L, p)-sectoriel) si

1) il existe des constantes a € R et 0 € (Z,m) tel que le secteur
2

Seo(M) ={ue€C: |arg(n—a)| <0, u#a} Cp"(M),

(i) il existe une constante K € Ry tel que

K
max{||R{, ) (M)l @ 1 LGy Ml e} < o7, ——7
(1:p) L) 1 (u,p) L(F) T l1tg — a)]

pour chaque [io, i1, - - ., ftp € S(ie(M).
On voit facilement qu’un opérateur (L, p)-sectoriel est faiblement (L, p)-radial.

Lemme 1.2.8. Soit M un opérateur (L, p)-sectoriel. Alors Il existe des constantes C, R € Ry,
tel que pour tout p € SF(M)\{u € C | |u| > R},

I(nL = M) era < C(L A+ |ul?).

Théoréme 1.2.13. Soit M un opérateur (L, p)-sectoriel. Alors

(i) ker RE, (M) 0 im RE, (M) = {0},

13
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(ii) ker L(Luyp)(M) N im L(L%p)(M) = {0}.

Lemme 1.2.9. Soit M un opérateur (L,p)-sectoriel. Alors les opérateurs Ly € L(UY; FY) et
My : domM NU® — FO.

Lemme 1.2.10. Soit M un opérateur (L,p)-sectoriel. Alors ot(M) = 0.

Corollaire 1.2.3. ( [107]) Dans les conditions du Lemme il existe un opérateur MO_1 €

L(FOU).

Théoréme 1.2.14. Si l'opérateur M est (L, p)-sectoriel. AlorsU° :kerR&,p) (M) et FO :kerL(LMp) (M).

Corollaire 1.2.4. Dans les conditions du Théoréme U NUt = {0} et 7N F! = {0}.
Supposons H = M Lo € LU), G = LoM, ' € L(F?).

Corollaire 1.2.5. Dans les conditions du Théoréme les opérateurs H et G sont nilpo-

tents et leur degré de nilpotence ne dépasse pas le nombre p.

Définition 1.2.19. L’opérateur M est appelé fortement (L, p)-sectoriel a droite (resp. a gauche)

st il est (L, p)-sectoriel et

p
IRE, ) (MYAL — M)~ Mully < Cv/|A T ugl, ¥ w € domd,

q=0

o
ou Cy = const(u) (il existe un linéaire F dense dans F tel que

p o
1ML = M)~ LG, (M flllF < Cof [N [T lugl, ¥ f € F,
k=0

ot Cy = const(f)); A\ pq € SF(M), ¢=0,1,....p.

Corollaire 1.2.6. Soit M un opérateur fortement (L, p)-sectoriel a droite et a gauche. Alors
(i) Vu e U, LPu= QLu,
(ii) Yu € domM, Pu € domM et MPu=QMu.

Notons L1 (Mj) la restriction d'un opérateur L(M) sur U' (domM; = M NU'). Par dom My,
on désignera respectivement domM NUP. En vertu du Corollaire est vrai.

Corollaire 1.2.7. Dans les conditions du C’omllaz’re Ly € LUY; FYY et My, € ClUF; FF),
k=0,1.

Remarque 1.2.11. Il résulte du Corollaire [1.2.6 que lopérateur My est bijectif.

Définition 1.2.20. Soit M un opérateur fortement (L,p)-sectoriel, si il est fortement (L,p)-

sectoriel sur la gauche et

IAL = M) LE, (M)l e wy < const/ (AT _g g ),

pour chaque A, g € Sé:(M), q=20,...,p.

14
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Théoréme 1.2.15. Soit M un opérateur fortement (L, p)-sectoriel. Alors il existe un opérateur
Lyt e c(FLub).

1.2.2.4 Opérateurs o-bornés
Soient U, F des espaces de Banach, et les opérateurs L € L(U; F), M € Cl(U; F).

Définition 1.2.21. Un opérateur M est appelé spectralement borné par rapport a l'opérateur L

(ou brievement, (L,o)-borné), si
Ja € Ry, Yu € C (ju| > a) = (u € p"(M)).

Remarque 1.2.12. Soit domM = U et soit il existe un opérateur L~ € L(F;U). L opérateur

M est (L,0)-borné précisément lorsque l'opérateur L='M (ou, ML™!) est borné.

Soit M un opérateur (L, o)-borné, et le contour I' = {u € C: |u| =7 > a}. Considérons les
intégrales du type F. Riss

1 1
P=_— [ RE(M)d = — [ LE(M)dp.
5o [ FEODdn Q=5 [ Lk
Lemme 1.2.11. Soit M wun opérateur (L,o)-borné. Alors les opérateurs P : U — U et
Q : F — F sont des projecteurs.

Supposons U? = kerP, FV = kerQ, U' = imP, F! = imQ. Soit la restriction de I'opérateur
L(M) dans U*(domM NU*), k=0,1, on le note par Ly(Mj).

Théoréme 1.2.16. Soit M un opérateur (L,o)-borné. Alors
(i) Ly :U* — F* My, : domMNUF — F¥ k=0,1, My € CL(U"; FO), et My € LUY; FY,
(i) il existe un opérateur My € L(FO;U°),
(iii) il existe un opérateur L' € L(FLUDY).

Définition 1.2.22. Si M un opérateur (L, c)-borné et soit les opérateurs H = My 'Ly € L(X?),
S =LM€ £(&Y).

e 5t H = Q, alors le point oo est appelé une singularité amovible de M-L résolvante et M un
opérateur (L,0)-borné.

o Si HP # Q et HPT! = Q alors le point oo est appelé pole d’ordre p € N de M-L résolvante et
M un opérateur (L, p)-borné.

e SiVp e N, HP £ Q, alors le point co est appelé singularité essentielle de M-L résolvante et

M un opérateur (L,o0)-borné.

L’identité pseudo résolvante et le théoreme de l'intégrale de Cauchy implique I'affirmation

suivante.

Lemme 1.2.12. Soient o, f > 0, M un opérateur (L,o)-borné, v ={pu € C: |u| =r > a},

Unp(t) = o / RE(M) By g (ut®)dps, t >0,
Y

15
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(Vaop(t) = — / LE(M) B p(ut)dps, ¢ > 0).

=i ],
Alors pour tout t > 0, Uy g(t)P = PUqypg(t) = Uap(t) et (Vopg(t)P = PVyg(t) = Vas(t)).

Corollaire 1.2.8. Soient o, 3 > 0, M un opérateur (L,c)-borné. Alors pour tout t >0, X°C
Ker Uy g(t), im Uy p(t) C XY, (VY C Ker Vo 5(t), im Vag(t) C V1).

Lemme 1.2.13. Soient a, > 0, si lopérateur M est (L,o)-borné. Alors pour tout t >
0, U p(t) = Eas(Li Mit*)P.

Corollaire 1.2.9. Soit M un opérateur (L,o)-borné. Alors pour tout t > 0.
(i) S1 = Ll_lMl € CI(XY) est un générateur infinitesimal de Cy semi-groupe analytique
(U2 51 € £(XY) 21 > 0},
(ii) o“(M) = o(Ly*My).

1.2.2.5 Relation entre les opérateurs (L, o)-bornés et (L, p)-sectoriels

Soit M un opérateur (L, o)-borné. Alors d’aprés le Théoreme [1.2.16] il existe des opérateurs
H=M;"'Loec L) et S= LM € L(4"), on peut écrire M-L résolvante par

(uL—M)™ = => pFH M - Q)+ ) pF ST,
k=0 k=1

dans 'anneau |i| > a. En outre, I'existence des opérateurs G = LoM; ' € L(F°) et T = M L' €

L(FY), on peut rééerire expression précédente sous la forme

oo oo
(1L = M)~ = =3 MG GHE = Q)+ Y L T,
k=0 k=1
Comme on peut facilement le voir, le sens de la définition [1.2.21] ne changera pas si 'opérateur

H est remplacé par 'opérateur G.

Théoréme 1.2.17. Soit M un opérateur (L, o)-borné, et soit le point oo un singularité amouvible

ou pole d’ordre p € N de (uL — M)~1. Alors M est un opérateur fortement (L, p)-sectoriel.

1.2.3 Opérateurs Multiplicateurs de Fourier

Soit X un espace de Banach complexe. Pour une fonction f € L*(T; X) telle que T = [0, 27],

nous notons par f (k), k € Z son k'™ coefficient de Fourier, c’est

27
fk) = — /0 e_x(t) f(1)dt,

27
o e(t) = ekt t € R.
Nous donnons la définition d’opérateur multiplicateur de Fourier dans chacun des cas qui nous

intéressent (voir, |2], [3], [16]). Premie¢rement, dans le cas des espaces de Lebesgue, nous avons

16
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Définition 1.2.23. Soient X et Y deux espaces de Banach. Pour 1 < p < oo, on dit qu’une
suite (My)rez C L(X,Y) est un multiplicateur de LP-Fourier, si pour chaque f € LP(T; X) il
existe u € LP(T;Y") tel que

pour tout k € 7Z.
Dans le cas des espaces de Besov, nous avons ce qui suit

Définition 1.2.24. Soient X et Y deux espaces de Banach et soit (My)rez C L(X,Y), 1 < p,
g <00, s € R, on dit qu’une suite (My)kez est un multiplicateur de B, ,-Fourier, si pour chaque
f € B, (T; X) il existe u € By, ((T;Y) tel que

pour tout k € Z.
Enfin, dans le cas des espaces Triebel-Lizorkin, nous avons

Définition 1.2.25. Soient X et Y deuzr espaces de Banach et soit (My)rez C L(X,Y) et
1<p<oo,1<qg<o00,s € R Nous disons qu'une suite (My)rez est un multiplicateur de
E3 -Fourier, si pour chaque f € Fp((T; X) il existe u € Fj (T;Y) tel que

A~

(k) = My f(k),

pour tout k € Z.

Nous notons % = #(X), 'un des espaces de fonctions a valeur dans X suivantes : LP(T; X),
1<p<oo; By (T;X),1<p,g<o0,5>0; F; (T; X), 1 <p<oo,1<g<00,8>0.

Nous définissons les ensembles suivants

) = {u e W : uest presque partout dif férentiable et v’ € X'},

g\ —{ue e, tel que d(k) = iki(k) pour tout k € Z},

per

et
W) —{ue? e, tel que v(k) = (ik)*a(k), pour tout k € Z},

per
Dans le cas ou % = LP(T; X), (1) est noté par WP(T; X), %(617«) par W,}é?(T;X) et %(3«) par
Wer (T; X)),
dans le cas ou & = B, (T; X), 1) = BstH(T; X) et (@) = Byt (T; X),
dans le cas ot # = Fj (T; X), 1) = Fst(T; X) et (@) = Fsto(T; X).
Remarque 1.2.13. ( [23]) En utilisant 'intégration par parties, le fait que % C L'(T; X) et

le théoreme d’unicité des coefficients de Fourier, nous avons

2D = {ue w1 w(0) = u(2n)},
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%(617) ={ue ay (1) . d/(k;) = iku(k) pour tout k € Z}.

. . 1 , . . .
Par conséquent, si u € %(er), alors u a une représentation continue unique, tel que u(0) =

u(2m). Nous nous identifions toujours u avec cette extension continue.

Remarque 1.2.14. ( [23]) 1l est clair a partir des définitions que :
(a) Si (My)rez, (Np)kez C L(X,Y) sont des multiplicateurs % -Fourier et o, B sont des
constantes, alors (aMy + BNi)rez C L(X,Y) est un multiplicateur de % -Fourier aussi.
(b) Si (My)kez C L(X,Y), (Ng)kez C L(Y,Z) sont des multiplicateurs % -Fourier, alors
(NkMi)kez C L(X, Z) est un multiplicateur % -Fourier aussi.
En particulier, lorsque X =Y = Z, si (My)kez, (Nk)kez sont des multiplicateurs % -
Fourier, alors (N My )kez est un multiplicateur % -Fourier. Donc, dans ce cas, l’ensemble

du multiplicateur % -Fourier est une algébre.

Remarque 1.2.15. ( [23])
(a) Si (kMy)kez est un multiplicateur % -Fourier, alors (My)kez est un multiplicateur de
% -Fourier aussi.
(b) Si (My)rez C L(X,Y) est un multiplicateur % -Fourier, alors il existe un opérateur
linéaire borné T € L(Y(X), % (Y)) satisfaisant ﬁ?)(k:) = My f(k) pour tout k € Z. Ceci

implique en particulier que la suite (My)kez doit étre bornée.
Nous utilisons les résultats suivants

Proposition 1.2.8. ( [9], Théoréme de Fejer) Soit f € LP(T; X), alors on a

f=lim S e k),

n——oo M+ 1 m=0k=—m
dans LP(T;Y).

Lemme 1.2.14. ( (9], Lemme 3.1) Soit A un opérateur fermé sur un espace de Banach X et
f, g€ LP(T; X), ou 1 <p < oo. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. f(t) € D(A) et Af(t)=g(t) p.p. t €T,

2. f(k) € D(A) et Af(k) = g(k) pour tout k € Z.

Les conditions de Marcinkiewicz sur les suites (My)re C L£(X,Y) ont été utilisées dans [1],

[2], [3], [16] pour étudier 'opérateur multiplicateur de Fourier dans les espaces vectoriels.

La condition de Marcinkiewicz d’ordre 1 est
sup(|[Mg||) < oo et sup(|[k(Mpy11 — My)l) < oo. (1.4)
keZ keZ

La condition de Marcinkiewicz d’ordre 2 est

iUIZ)(HkQ(MkH — 2Mj + M) < 0. (1.5)
€
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Enfin, la condition de Marcinkiewicz d’ordre 3 est

iUIZ)(HkZB(M]H_g, — 3Mjs9 + 3Mp1q — My)|| < oc. (1.6)
€

Nous énoncons les théoremes de 'opérateur multiplicateur de Fourier dans les espaces de Besov
et Triebel-Lizorkin, les espaces de LP nous avons besoin du concept de R-borné discuté dans les

sections suivantes.

Théoréme 1.2.18. ( (2], Théoréme 4.5)

1. Soient X etY des espaces de Banach arbitraires et (My)re C L(X,Y) est une suite
satisfaisant la condition de Marcinkiewics d’ordre 2. Alors pour 1 < p, ¢ < 00, s € R,
(My)re est un multiplicateur de Fourier de B, (T; X) dans B, ,(T;Y).

2. Soient X etY des espaces de Banach ayant un type de Fourier non trivial et soit (My)ge C
L(X,Y) une suite satisfaisant la condition de Marcinkiewics d’ordre 1. Alors pour 1 < p,
q <00, s € R, (My)re est un multiplicateur de Fourier de B, ,(T; X) dans By ,(T;Y).

Pour les espaces de Triebel-Lizorkin, nous avons ce qui suit

Théoréme 1.2.19. ( [16], Théoréme 3.2)

1. Si (My)rez C L(X,Y) satisfaisant la condition de Marcinkiewics d’ordre deux. Alors
(My)rez est un multiplicateur de Fourier de F; (T; X) dans F; (T;Y) pour 1 < p < oo,
l<qg< oo etseR.

2. Si (Mk)kez C L(X,Y) satisfaisant la condition de Marcinkiewics d’ordre trois. Alors
(My)rez est un multiplicateur de Fourier de Fj (T; X) dans F, (T;Y) pour 1 < p < o0,
1<g<0etseR.

Remarque 1.2.16. ( [13]) Si X est B-conveze, alors la condition de premier ordre (1.4]) est
suffisante pour que (My)kez soit un By ,-multiplicateur.

Rappelons qu'un espace Banach X est B-convexe s’il ne contient pas [}' uniformément. Cela
revient a dire que X a un type de Fourier 1 < p < 2, c’est-a-dire., la transformée de Fourier est
un opérateur linéaire borné de LP(R, X) dans LI(R, X), ou 1% + % = 1.

La proposition suivante caractérise les multiplicateurs de Fourier,

Proposition 1.2.9. ( |2/, Proposition 1.1) Soit (My)kez C L(X,Y) une séquence. Alors,
(My)kez est un multiplicateur LP-fourier si et seulement s’il existe M € L(LP(T; X), LP(T;Y)),
tel que ]\/4\]" = Mkf(k) pour tout k € Z et tout f € LP(T;X). Nous appelons M comme un

opérateur associé 4 (My)rez, on a

) 1 n m ~
f=Jim - Y e ® M f(k),

m=0k=—m

dans LP(T;Y) pour tout f € LP(T; X).
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1.2.4 Suites n-réguliéres

Nous rappelons le concept de n-régulieres pour n = 1, 2, 3. Pour plus de détails sur les suites

de n-régulieres (voir, [63]).

Définition 1.2.26. Une suite scalaire (c;)rez C C\{0} est appelée
(i) 1-réguliere si la suite (k(cgy1 — ck)/ck)kez est bornée,
(ii) 2-réguliere si la suite (k*(cry2 — 2Cky1 + Ck)/ck)rez est bornée,

(iii) 3-réguliere si la suite (k3(cry2 — 3cki1 + 3ck_1 — ck—2)/ck)kez est bornée.

Notons que si {cy}rez est une suite 1-réguliere, alors limy C‘Z—Zl =1

Remarque 1.2.17. ([95]) Notons que si (ck)kez est une suite 1-réguliére, alors pour tous j € 7
fize, la suite (k(cryj — ck)/chtj)rez est bornée. Dans les cas n = 2, 3, les propriétés analogues

sont valides.

1.2.5 Familles d’opérateurs R-borné et L’-multiplicateur

La notion de R-borné s’est avérée étre un outil important dans 1’étude des opérateurs mul-

tiplicateurs. Pour plus de détails (voir, [2§], [59]).

Définition 1.2.27. (Fonction Rademacher) Pour j € N, on définit la fonction de Radema-
cher (ou bricvement, R-borné) dans [0,1] par r;(t) = sgn(sin(2/nt)).

Pour x € X, nous dénotons par r; @ x la fonction vectorielle t — r;(t)z.

Le concept important de R-borné pour une famille d’opérateurs linéaires bornés est définie

comme suit

Définition 1.2.28. Soient X et Y deux espaces de Banach. Un ensemble T € L(X,Y) est dit
R-borné, s’il existe C > 0 tel que

| e me

LY([01];Y HZ% ‘

0,1;X)’

pour tous Ty,..., T, € T, x1,...,2, € X et n € N.

Maintenant, nous énoncons le théoreme d’opérateur vectoriel du multiplicateur de Marcin-

kiewicz.

Théoréme 1.2.20. ( [5]) Soient X, Y deuz espaces UMD. Soit My, € L(X,Y), pour tout k € Z.
Si les ensembles {My, : k € Z} et {k(Myy1 — My) : k € Z} sont R-bornés, alors (My)iez est un

multiplicateur de LP-Fourier pour 1 < p < oo.
nous avons également utilisé les résultats suivants.

Proposition 1.2.10. ( [2], Proposition 1.1) Soit X un espace de Banach et (My)kez un mul-
tiplicateur de LP-Fourier pour 1 < p < co. Alors l’ensemble {My, : k € Z} est R-borné.
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nous énonc¢ons maintenant un principe important de contraction de Kahane.

Lemme 1.2.15 ( [2], Lemme 1.7). Soient X un espace de Banach et 1 < q¢ < co. Nous avons

n
H Z Tj & )\jl’j‘
7j=1

L(0,1;X)’

n
<2 AM : w
L(0,1;X) ~ j:nf??fm‘ il ;Tﬂ © ]

pour tous A1, ..., A\ €C, 21,...,2, € X oun € N.

Remarque 1.2.18. ( [13])
(i) Soient S, T C L(X) des ensembles R-bornés. Alors

ST = {ST:S€e8S,TeT},

et
S+T={S+T:5€8S,TeT},

sont aussi R-bornés.
(ii) Soit X un epace de Banach UMD, et soit My = mylx avec my € C, ou Ix est un

opérateur identité dans X, si
sup [m| + sup k(M1 —mi)| < oo,

alors (My)kez est un multiplicateur LP-Fourier, lorsque 1 < p < oo.

1.3 Semi-groupes

Dans cette these, nous présentons la théorie des semi-groupes et semi-groupes dégénérés. On
trouve les démonstrations et d’autres propriétés dans [89], |107].
Soient U et F deux espaces de Banach, et soient les opérateurs L € L(U; F), M € Cl(U; F).

1.3.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.3.1. Le semi-groupe des opérateurs linéaires continus est une application X :
Ry — L(U) tel que X*Xt = X5 pour tous s,t € Ry. Identifions le semi-groupe avec l’en-
semble {Xt: t € R, }.
1. Semi-groupe {X': t € Ry} est appelé non dégénéré si X° = 1.
2. Semi-groupe { Xt : t € Ry} est appelé fortement continus si pour toutt € R, lims_; X° =
Xt limg_ 0+ X = XO.
Un semi-groupe fortement continu non dégénéré est appelé (Cy) semi-groupe fortement continu.

Proposition 1.3.1. Soit {X! : t € Ry} un (Co) semi-groupe. Alors il eviste des constantes
réelles w >0 et M > 1, telles que

VE >0, || XY < Me.
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Siw=0etM=1, alors {X*: t € R} est appelé (Cy) semi-groupe contraction.

Définition 1.3.2. L’opérateur linéaire A défini par

Xte —x

D(A) = {x eu, lz’mt%mf e:m'ste},

et
Xty —
Az = limt_>o+¥, x € D(A)

est le générateur infinitésimal de semi-groupe {Xt: t € Ry}, D(A) est le domaine de A.
Théoréme 1.3.1. ( [89]) Soit A le générateur infinitésimal d'un (Cy) semi-groupe {X': t €
R}, on a les propriétés suivantes

1LVE>0, Vo eld, lim, o+ + [ Xouds = X'z,

2. ¥t >0, Vo el, [!Xswdse D(A), A(fg szds) — Xtz —z,

3.Vt>0, x€ D(A), X'z € D(A) et t— X! est différentiable sur Ry, de plus

d
—Xtr = X'Az = AX'z,
dx

4. V¥s,t >0, z€ D(A), Xlx— X5z = fst AXTxdr = f; X7 Axdr.

Corollaire 1.3.1. ( [89]) Si A est le générateur infinitésimal d’un (Cy) semi-groupe {X': t €

Ry}, alors D(A) est dense dans U et A est un opérateur linéaire fermé.

Proposition 1.3.2. Soient {X' : t € Ry} et {Y': t € Ry} deur (Co) semi-groupes de

générateurs infinitésimaux respectivement A et B. Si A= B, on a
vt >0, Xt =Y.
Proposition 1.3.3. Soit A de domaine D(A), le générateur infinitésimal de {X' : t € R},

(Co) semi-groupe. Alors on a

+oo
() DA™ =u.

Définition 1.3.3. Un semi-groupe { X' : t € R} est appelé semi-groupe uniformément continu

d’opérateurs linéaires bornés, si
lim || Xt = I|| 00 = 0.
Jim | 2@

Remarque 1.3.1. Soit A un opérateur linéaire borné sur U. Alors

+0
6tA _ 7An’

B |
L
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existe et détermine d’une maniére unique un semi-groupe uniformément continu (etA)tzo dont
A est le générateur infinitésimal.

Réciproquement, {X' : t € Ry} étant un semi-groupe uniformément continu, on a pour tout
xEeU, %fg Xsxds converge uniformément vers X%x = & quand t — 0. Donc pour tout t > 0,
% fot X?xds est inversible et pour tout y € U, il existe x € U et t > 0, tel que

1 t
Y= / X’xds,
t Jo

done, y € D(A). Ainsi D(A) =U et A est borné.

Théoréme 1.3.2. [Hille-Yosida] Un opérateur linéaire A de domaine D(A), est le générateur

infinitésimal d’un (Co) semi groupe {X'}i>o sur U qui satisfait || X*|| < Me“?, ssi

1. A est fermé et D(A) =U,
2. Jw, +o0[C p(A), et pour tout A €lw,+o0[, n=1,2,..., on a

M

HR()‘a A)n Hﬁ(u) < m

Théoréme 1.3.3. [Hille-Yosida] Un opérateur A est radial si et seulement si il génére un (Cp)

sous-groupe fortement continu.

Corollaire 1.3.2. ([107]) Soit A le générateur infinitésimal d’un (Co) sous-groupe de contrac-
tion {X'}i>0 surU. Alors
{A e C: Re(\) >0} C p(A).

De plus, pour tout X € C tel que Re(\) > 0,

1
_w'

RO Az < 3

Théoréme 1.3.4. [Solomyak—Yosida] Un opérateur A est le générateur d’un semi-groupe ana-

lytique si et seulement s’il est sectoriel.

1.3.2 Semi-groupes analytiques

Apres avoir étudié les (Cp) semi-groupes, il est nécessaire d’aborder les semi-groupes ana-
lytiques. C’est un outil tres puissant pour la résolution de certaines équations aux dérivées
partielles.

Dans cette section, on définit pour tout 0 < § < , le secteur
N5 :={z € C\{0} : |arg(z)| < d}.

Définition 1.3.4. Soit {X'};> un (Co) semi-groupe sur U. Pour § € (0,7]. On dit que {X'}>0
est un semi-groupe analytique s’il admet une extension a une application X définie sur NsU{0}
et satisfait pour tout z € As U {0}
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1. z — X? est une application de Ns U {0} vers L(U).
2. z — X? est analytique de N5 U {0} vers U.
3. XAt2 = X2 X* pour tout z1, 2z € NsU{0}.

On peut aussi définir les semi-groupes analytiques de la maniére suivante.

Définition 1.3.5. Soit 6 un nombre réel avec 0 < 6 < 5. Un (Co) semi-groupe est un semi-

groupe analytique d’angle § dans X si et seulement si
1. X est la restriction d’une fonction holomorphe X : Ns — U.
2. Vz1, 20 € Ng tels que z1 + 29 € N\, X572 = X511 X%,

3. Ve>0 Ve el, lim, ,o.cpn; X2 =1.

1.3.3 Semi-groupes dégérérés fortement continus

Considérons un probleme de Cauchy
u(0) = ug (1.7)

pour I’équation linéaire de type Sobolev
Li = Mu (1.8)

Supposons qu'il existe un opérateur L' € L(F;U), Alors le probleme (1.7)-(T.8)) est réduit a
deux problemes équivalents
= Su, u(0) = uy, (1.9)

f=TF, f0)= fo, (1.10)

ott les opérateurs S = L™'M € CI(U), T = ML~! € CI(F); ainsi que les vecteurs f = Lu,
Jo = Lug.
Les problemes ((1.9)—(1.10|) avec une précision de notation coincident avec le probleme

0 = Av, v(0) = vp, (1.11)

ou A € L(V), V est un espace de Banach et vg € domA. Si Popérateur A est radial, alors
d’apres le théoreme de Hille-Yosida (Hille et Phillips, 1957 ; Yosida, 1965), la solution unique du
probléeme est v(t) = Vlvg, on {V?:t € R} est un (Cp) semi-groupe fortement continu.
Soit pL(M ) # 0, alors I'equation réduite a une paire d’équations équivalentes

RY(M)i = (AL — M)~ Mu, (1.12)

et
LY(M)f = M(AL - M)"'f, (1.13)

24



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET RESULTATS FONDAMENTAUX

oit A € p”(M). Ces deux équations seront considérées comme des interprétations de 1’équation
Av = Bu, (1.14)

ou A, B € L(V) (V est un espace de Banach).
La solution de I’équation (1.14)) est la fonction v € C1(R4; V) est satisfaisant (L.14) sur R..

Définition 1.3.6. L application fortement continue V- : Ry — L(V) est appelée un semi-
groupe fortement continu des opérateurs résolvants généralisés (ou, un semi-groupe dégénéré
fortement continu) de I’équation , st

(i) VsViy = Vstty, Vs t € Ry et pour chaque v €V,

(ii) v(t) = V'v est une solution de équation (1.14), pour tout v appartient a sous-espace

dense dans V.

1.3.4 Semi-groupes dégénérérés analytiques

Définition 1.3.7. L’application V- € C1(Ry; L(V)) est appelée un semi-groupe des opérateurs
résolvants généralisés (ou, un semi-groupe dégénéré) de l’équation (1.14), si

(i) VSVl = Vstly, Vst € Ry,

(ii) v(t) = Vlug est une solution de I’équation (1.14)), pour tout vo € V.

Un semi-groupe est appelé analytique, si il peut étre prolongé dans un secteur contenant le

rayon R, avec accomplissement des propriétés (i), (ii) dans la définition [L.3.7]

Semi-groupe analytique est représenté par des intégrales de type Dunford-Taylor

1
U'=—— | RY(M)eMdx
Ja LE(M)eMdr

21 T ’

ottt € Ry, et le contour I' C p”(M), tel que |arg A| — @ pour A — oo, A € T
Par example, le contour I' = {\ € C : |arg A| = 0} ot 0 € (F,7) (voir la définition [1.2.18)), un

semi-groupe est appelée uniformément borné, si
AC >0, [V < C, Vt e Ry.

Théoréme 1.3.5. ( [107]) Soit l'opérateur M est (L, p)-sectoriel. Alors il existe un semi-groupe
dégénéré analytique et uniformément borné de ’équation (1.12)) (I’équation (1.13))).
1.3.5 Générateurs infinitésimaux

Une restriction {U} : t € Ry}, ({Ff : t € Ry}) de semi-groupe {U? : t € Ry} ({F!:
t € Ry }), dans le sous-espace U (F!) est un semi-groupe non dégénéré fortement continu car

UY = Pl = Ly (vesp. FY = Ir1). Nous introduisons la notation suivante

Sy = L' My : domS; — U, domS; = domMj,
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Ty = MyL{' : domTy — F*, domTy = Li[domM;],
a condition que M est un opérateur fortement (L, p)-radial.

Théoréme 1.3.6. ( [107]) Soit M un opérateur M fortement (L,p)-radial (resp. fortement
(L, p)-sectoriel). Alors l'opérateur S; € CL(UY) (resp. Ty € CI(F')) est un générateur infi-
nitésimal de semi-groupe {Ut 1t € Ry} (resp. {Fi:t€ R.}).

1.4 Calcul fractionnaire

1.4.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge le

factoriel aux valeurs réelles et complexes.

Définition 1.4.1. La fonction Gamma d’Euler, notée I'(z) est définie par

I'(z) = /OOO t*“te7tdt, (Re(z) > 0). (1.15)

1.4.2 Quelques propriétés de la fonction Gamma
Une propriété importante de la fonction I'(z) est la relation de la récurrence suivante :

I(z+1) =2I'(2), (1.16)

qu’on peut démontrer par une intégration par parties

o0 00 e's]
I'(z) = / te~tdt = [— tze_t] + z/ e 't*Ldt.
0 0 0

La fonction Gamma d’Euler généralise factoriel, car
F(n+1)=n!VneN"

Exemple 1.4.1.

r@2) =1'=1, I(6)=>5!=120, Fg = ;ii =12.

Certaines identités peuvent étre utiles ( voir [90], p.7)

L)1 —=2) = , (0 < Re(z) <1).

sin zm
Pour z=n+ %, n entier positif ( voir [96], p.10)

I'(n+ 1) _ (2n) VT

27 92np)
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En particulier, si z =1, F(%) = /.

1.4.3 Fonction Béta

La fonction Béta est définie par

L'(p)L'(q)
L(p+q)

B(p,q) = /01 =1 — )9 dt = , Re(p) > 0 et Re(q) > 0. (1.17)

1.4.4 Fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle e joue un role tres important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle a un seul parametre

a été introduite par G.M. Mittag-Leffler [96] et désignée par la fonction suivante

. 1.1
kz_()l“ak+ﬁ a=0 (1.18)

La fonction de Mittag-Lefller a deux parametres joue également un role tres important dans la
théorie du calcul fractionnaire. Cette derniére a été introduite par Agarwal et elle est définie par

le développement en série suivante

0 0. 1.19
gf‘ak—%ﬁ a>0, 6> ( )

Remarque 1.4.1. ( [96])
(i) Pour f =1, Ean(A2%) = Ey(A2%) = Y52 ks, By = %, 2 € C.
(i) Pour 8 =1, l’extension matm’cielle de la fonction Mittag-Leffler précitée a la représentation
suivante Eq(At*) =72, F ak+ﬂ et D*Eq(At*) = AE,(AtY).

(i7i) nous avons la transformation de Laplace de la fonction Mittag-Leffler en deux pa-

ramétres 5
kls*~ 1
> Re(s) > =), (1.20)

19 ak’-i—,@—lE(k’) 4 aqt® _
{t a,ﬁ( at )}(S) (30‘$a)k+1’ ( a

ot Re(s) dénote les parties réelles de s.

1.4.5 Inégalité de Gronwall généralisée

Lemme 1.4.1. ( [109]) Supposons z(t), a(t) sont non-négatives et localements intégrables sur
0<t<T, T <o et f(t) est une fonction continue non-négative, non décroissante définie sur
0<t<T; f(t) <C, ou C est une constante, a« > 0 avec

2(t) < alt) + £(1) /O (t — 5)° Lz (s)ds, (1.21)
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alors

z(t) < a(t) + f(t)/ Z W(f —s5)* ta(s)ds, 0<t<T. (1.22)
0 n=1

De plus, si a(t) est non décroissante, alors soit a(t) une fonction non décroissante sur [0,T].
Alors
z(t) < a(t)Ea(f ()T ()t?), (1.23)

ou E,, est la fonction de Mittag-Leffier.

1.4.6 Intégration fractionnaire

Considérons une fonction f définie pour t > a, on pose

(Lf)(t) = / f(r)dr, (1.24)

et

100 = [ anwi= [ " f(r)dr)du. (1.25)

a

Par récurrence, on peut montrer que

! ; / (t — 1) f(r)dr, (1.26)

(I f)(t) = 1!

pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par la
fonction Gamma : I'(n) = (n — 1)!, Riemann a rendu compte que le second membre de
pourrait avoir un sens méme lorsque n prenant une valeur non-entiere, il était naturel de définir

I'intégration fractionnaire comme suit

Définition 1.4.2. Si a € RY, opérateur I définit sur L'[a, b] par

¢
(I(gi)f)(t) = / (t — )@V f(7)dr telle que a €] — oo, +00], (1.27)
a
pour t € [a, b] est appelé opérateur d’intégration fractionnaire (resp. & gauche) de Riemann-
Liouville d’ordre .

Remarque 1.4.2. L’intégrale

Ib(?)f(x) = I‘(la) /:(a: — )@V f(t)dt telle que b €] — oo, +00, (1.28)

est appelée intégrale fractionnaire (a droite) de Riemann-Liouvilee d’ordre c.

Remarque 1.4.3. Si a = 0, b = 400, alors l'intégrale est appelée de Riemann et si a =

—00, b= 400, alors l'intégrale est appelée de Liouville.

Remarque 1.4.4. Dans tout ce qui suit, on va utiliser uniquement [’intégrale a gauche.
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Théoréme 1.4.1. Pour f € Cla, b], lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde la

propriété de semi-groupe
1@ [I(’B)f(t)] = 1B f(1), pour o >0, B> 0. (1.29)

Preuve. La preuve découle directement de la définition, avec

I [I i (t)} = r(a)lr(m /at (t —dfT)l—a / (7 i0(5))1‘5 o

or f € Cla,b], d’apres le théoreme de Fubini et par le changement de variable 7 = u + s(t — u),

on obtient :

INCYING] T—u)'h
ou B(a, ) désigne la fonction Beta. O

7@ [I(ﬁ)f(t)} _ B(O‘vﬁ)) /t( S gy — pet) p),

Proposition 1.4.1. @ Poura >0 et 3> 0 on a [(®oIB) = [Bp[(e) — [lath)

@ 1Of(t) = Laf(t) = f(1).
® L’operateur intégral I% est lincaire.

@ (Transformée de Laplace) On prend a = 0, pour une fonction f qui posséde la transformée

de Laplace F(s) dans le demi plan Re(s) > 0 est
LI f)(s) = s F(s). (1.30)
Exemple 1.4.2. On a

IOt —a)™ = — /t(t — )@ (s —a)mdr

_ T4l o yesm
_F(a+m+1)(t o

Poura =05, m=1eta=0, on aura

1090 = FF(f;) 07 = réi)'

1.4.7 Dérivées fractionnaires

Considérons la suite infinie d’intégrales et dérivées répétées n fois

t T2 t 2
o [ [T i, [, s, DECEED
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La dérivée d’ordre « réel quelconque peut étre considérée comme une interpolation de cette suite

d’opérateurs, pour laquelle on utilisera la notation

oD f (1)

Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons citer les approches qui

sont fréquemment utilisées dans les applications.

1.4.8 Approche de Griinwald-Letnikov

L’idée de cette approche est basée sur la remarque qu’on peut exprimer la dérivée d’ordre
entier p (si p est positif) et I'intégrale répétée (—p) fois (si p est négatif) d’une fonction f par la

formule générale suivante

1 & P
D — Tim _1)k _
WL = fiy 7 S (k)f«t h) (1.32)
avec (Z) _ p(p—l)--l-c(!p—k+1)’
qui représente la dérivée d’ordre entier psi 0 < p < n et l'intégrale répétée (—p) foissi —n < p < 0
avec nh=t-—a.

La généralisation de cette formule pour p non entier (avec0 <n—1<p<n ) et

p\ _ —pl-p)@2-p)..(k—p-1)  T(k—p)
(_1)k(k) = K Tk DD ()’ (1.33)

nous donne

G np _ P _
& DPF(t) = lim b~ Zrk+1 )f(t kh), (1.34)
et
CDIP () S k“” SO
h—0 Fk—i—l
1

= — t — AP L (r)dr. .
—F@LAa 7 () (1.35)

Si f est de classe C™, alors en utilisant I'intégration par parties, on obtient

n—1 k) )t — )ker 1 t
GD P f a / t— (n+p—1) (n) d 136
=3 Pt s [ e 3o)
aussi .
n— k) t _ a)k D 1 t
GDP f / + (n—p—1) £(n) dr. 1.
=3 ol s [ e man )
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Exemple 1.4.3. ©® La dérivée d’une fonction constante au sens de Grinwald-
Letnikov

En général, la dérivée d’une fonction constante au sens de Grinwald-Letnikov n’est pas

nulle ni constante.

Si f(t) = ¢ et p non entier, on a
f(k)(t) =0pour k=1,2,...,n

et

T(1—p) 2 T(k—p+1)
=0
! t P10 () dr
o | = O ar,
=0
C —-p
it

@ La dérivée d’une fonction f(t) = (t —a)® au sens de Grinwald-Letnikov

Soit p non entier et 0 <n—1<p<n avec a >n—1, alors on a
f(k)(a) =0pour k=0,1,....n—1,

et
Ia+1)

0 = ot

(T —a)* ™
D’ou

EDL(0) = e [ = o

En faisant le changement de variable T = a + s(t — a), on aura

Ia+1)
D = N e n 7 1
(a+1)
=)

)

a

)}/%t——7)”p1(r——a)a”d7

a—p n—p—1_a—n
F(a—n—l—l)(t_a) /{1(1—8) s“"ds
Bn—p,a—n+1)

F(n p)Na—n+1)
FNa+1)I'(n—pl'(a—n+1)

(t—a)*",

- F'n—plla—n+1)I'(a—p+1) (t=a)™"
_ F(a + 1) —a)*P
“Tla-ntpt 9"
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Par exemple,

Gt I'@2) Vi
D2t = t= 1.38
027 F(1,5)\[ I(1,5) (1:38)
Propriétés
@® Composition avec les dérivées d’ordre entier
Proposition 1
Pour m entier positif et p non entier, on a
dm m
S (@DPI(®) = ED[ T f (), (1.39)
et .
am G m+ — f®(a)(t — a)kPm
= JD"P . 1.40
DY (1) 0= sy maT (1.40)
Preuve. Pour m entier positif et p non entier avec (n —1 < p <n), on a
dm nim-1 k—(p+m)
(GDpf Z f CL )
dtm (p+m)+1)
1 t
t— n+m—(p+m)—1 p(n+m) dr.
+r(n+m—(p+m))/a( ™) frndr
Alors g
@ DLF(6) = GDTA(D).
Mais
n—1
dm f(m+k )(t o a)k P 1 /t o
Gnpr Y _ _\n 1 p(n+m)
D t)) = + t p d
a t(dtmf( )) kzo k p+1) F(n—p) a( T) f (7_) T
n+m-— 1f t—a)k (p+m)
Z (p+m)+1)
1

' e (prm)—1 p(n+m)
_ _\n+m—(p+m)—1 p(n+m
(p+m))/a(t T) f (r)dr

Sy
Nk—p—m+1)

(

?

n—1 —p—m
= g;Dtm-i-pf(t) _ Z f(k)(a)<t - a)k P

— Fk—p—m+1)

On déduit alors que la différentiation fractionnaire et la différentiation conventionnelle ne

commutent que si f¥(a) = 0 pour tout k =0,1,...,m — 1. O

@ Composition avec les dérivées fractionnaires
Proposition 2
= Sig <0, peR alors
SDY(EDYf() = DT (). (1.41)
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i Si0<m-1<qg<m,p<0 alors
SDL(GDLf(t) = DI f(), (1.42)
seulement si f(k)(a) =0pour k=0,1,...,m — 2.
= Si0<m—-—1<qg<m,0<n—1<p<nalors
SDIEDIf(1) = §DIEDLf(t) = DT f(), (1.43)

seulement si f*)(a) = 0 pour k =0,1,2,...,r — 2 avec r = max(m,n),

ol m, n sont deux nombres entiers, et p, ¢ non entiers.

Preuve. = Siq <0, p<0 alors

SDEDII) = 7 [ 4= EDEI )
= 1 t — )P dr ’ r—g) 1!
o — [[a=nr [
/f /T—s)ql(t )pldT
- - _ g)pa-l
a 1“(—(19+<1)) / (t=9) fs)ds
= JDITf().

w Sig<0et0<n—1<p<n ona p=n+(p—n) avec p—n < 0 alors

CDGDIF(1) = TGP D)
d

dt”

= IDIPf(1).

——(§ DI (1)

i Pour0<m—-1<g<metp<0,ona

m—1
¢ fO@E—af
PO = 2 T —q+1> i [, T

et (t —a)F~7 ont des singularités non-intégrables donc § DY (¢ D{ f(t)) n’existe que si

f(k)(a) =0 pour tout £k =0,1,...,m — 2, et dans ce cas, on a

S () (t — a1
I'(m —q)

33
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alors

7 @)t — o

c DY (G DIf(1) = + DT (¢)

I'(m—q—p)
B f(mfl)(a)(t — a)m—(atp)-1
a I'(m—q—p)

! R )
+F(m—(p+q)/a(t_7) ptq 1f (T)dT
= D).

iw Pour0<m—-1<qg<met0<n—-—1<p<n,ona

CprEpify) = L

— S ATDrEDEF ).

Si ) (a) = 0 pour tout k = 0,1,2,...,m — 2, alors
SDUMEDIf(®) = SDETTTE().
Par suite

GDPEDIf(t) = L (GDIP f (1))

Codine
= SO
O
® Transformée de Laplace
Soit f une fonction qui possede la transformée de Laplace F(s).
= Pour 0 <p<1,o0na
Gy — 0P 1 /t p gt
Dy f(t) = t— 1) Pf(r)dr,
0 tf() F(l—p) F(l—p) 0( ) f()
alors
f(0)
L[ §D20](5) = 535 + 5 [sF(5) = £(0)]
= sPF(s). (1.44)

= Pour p > 1 il n’existe pas de transformée de Laplace dans le sens classique, mais dans

le sens des distributions, on a aussi

L

(?fo(t)] (s) = sPF(s). (1.45)
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1.4.9 Approche de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a, t], alors la dérivée fractionnaire d’ordre p avec n — 1 <

p < n au sens de Riemann-Liouville est définie par

EDPf(t) = —— L / (t— )P f(r)dr

['(n — p) dt”
e
= ) (1.46)

Remarque 1.4.5. Si f est de classe C™, alors en faisant des intégrations par parties et des

différentiations répétées, on obtient

R f t_a)k P 1 ! n—p—1 g(n)
EDPf(t) Z k ) +F(n_p)/(l(t—7') p=Lym)(r)dr

- 5fo<t>. (1.47)

Dans ce cas, Uapproche de Grinwald-Letnikov et [’approche de Riemann-Liouville sont équivalentes.

Exemple 1.4.4. @ La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de
Riemann-Liouville
En générale, la dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville
n’est pas nulle, ni constante, mais on a

Rprc = (t—a)7P.

I'(1—p)

@ La dérivée de f(t) = (t — a)® au sens de Riemann-Liouville

Soit p non entier et 0 <n—1<p<neta>-—1, alors on a

# ' _Tn*pflT_aaT
mp)/a“) (r — a)*dr.

En faisant le changement de variable T = a + s(t — a), on aura

FDt ) =

1 d"

1
R nyp a n+a—p n—p—1 _«
D/ (t — = ———(t— 1-— d
a t( a) F(n_p) dtn( a’) /0 ( 8) S S

_ F(n+a—p+1)B(n—p,a+1)(t_a)a_p
I(n—pIlla-p+1)

_ F(n+a_p+ 1)F(7’L—p)F(O¢—|— 1) (tia)a—p
'n—pl'la—p+1)I'(n+a—p+1)
FNa—p+1)

Par exemple
r,5s
EpPoi05 — L5 _ I(1,5). (1.48)

Propriétés
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@® Composition avec l’'intégrale fractionnaire

w RDP(IPf(t)) = f(t), alors l'opérateur de différentiation fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville est un inverse gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire,

et en générale on a

SDY(IUf(t) = EDYTUE(). (1.49)

Sip—q<0onpose BDI™9f(t) = IT7Pf(t).

o BDEDIG) = Foprre -3 [(ortr)] | fL
a~t \a—t a "t — a t tzaF(p—k—l—l)’

avec m—1 < g < m, on déduit alors que la différentiation et I'intégration fractionnaire

ne commutent pas en général.

@ Composition avec les dérivées d’ordre entier

ar

—m @DLf(®) = G A, (1.50)

mais
®)(a)(t — a)k—P—n

D Fk: p—n+1)

(1.51)

n—1
_ Rpn+ f
dtnf( ) = D) kZO

on déduit alors que la différentiation fractionnaire et la différentiation conventionnelle ne

commutent que si f*)(a) = 0 pour tout k =0,1,...,n — 1.

® Composition avec les dérivées fractionnaires

Soitn—1<p<netm—1<gqg<m, alors

m —a —p—k
EDREDIS @) = FDES0 - X [ S0 0] i e ()
k=1
et
Y (t—a) (1.53)

Rna(Rpp R p+q R pp—k
Di{(;'D;(f(t)) = /D t) — [ D t } .
a t(a t(f()) a~—t f() kzl a1 f()t:aF(—q—k‘—Fl)
Par suite deux opérateurs de dérivations fractionnaires ZDY et ZDJ ne commutent que si
p=gqet [thp_kf(t)} = 0 pour tout k = 1,2, ..., n et [ng_kf(t)] = 0 pour
t= t=a
tout k=1,2, ..., m.

@ Transformée de Laplace

Si f possede la transformée de Laplace F'(s) alors

L[gfpff(t)]( = sPF(s Z [RDP kol (t)LiO, (1.54)

avec n—1<p<n.
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L’application de cette transformée est limitée a cause de I’absence de I'interprétation phy-

sique des valeurs limites des dérivées fractionnaires en la borne inférieure ¢ = 0.

1.4.10 Approche de Caputo

Dans la modélisation mathématique, l'utilisation des dérivées fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville méne a des conditions initiales contenant les valeurs limites des dérivées

fractionnaires en la borne inférieure t = a.

dn
Soit p>0avecn—1<p<netnecN* festune fonction telle que dt—nf € Ll[a, b].

La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par
L 1 f(n)

—— t— 7)Y () dr

s ] -7 ™)

dn
ST

JDLf(t) =
=1"7(

Propriétés

® Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville

(1.55)

Soit p > 0 avec n — 1 < p < n et n € N*. Supposons que f est une fonction telle que DY

et BDP existent, alors

SDPF() = FDLA() kZO Lo (1.56)
on en déduit que si f(k)(a) =0pour k=0,1,..., n—1, on aura
DLf() = dDYF(). (1.57)
@ Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire
Si f est continue, on a
DPIZf = f et I 5DUA(0) — f(0) - 3 LN =0t (1.59)

Alors 'opérateur de dérivation de Caputo est I'inverse gauche de 'opérateur d’intégration

fractionnaire, mais il n’est pas I'inverse droite.

® Transformée de Laplace

Si f possede la transformée de Laplace F'(s), alors

L §DEF®)](s) = 57 F (s Zsp k-lf

(1.59)
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avec n—1<p<n.

Exemple 1.4.5. @ La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

cDPC = 0.

@ La dérivée de f(t) = (t — a)® au sens de Caputo

Soit p non entier et 0 <n—1<p<mn, avec a >n — 1, alors on a

ny . Lla+1)
U P

(tr—a)*™"

D’ou
I'a+1)

cht_ a
oDilt —a) F'n—pTlla—n+1

| / (= - 0

En faisant le changement de variable t = a + s(t — a), on aura

I'a+1)

( t n—p— a—n
I'(n— p)F(a—n+1)/a(t_T) pl(T_a) dr
(e +1)

p)

1)B

1
T(a—n+1) (t — a)a—p/o (1— S)n_p_lsa_nds
(

o+ n—p,a—n-+1)
F(n—pl(a—n+1)
MNa+1)I'(n—p)Tl(aa—n+1)

CDY(t —a)* =

a

I'(n—

(t—a)*?

I'(n—pla—n+1)I'(a—p+ 1)(t_a)a_p
_ TI(a+1) )P
~Tla—prnt 9"

1.4.11 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires
1.4.11.1 Linéarité

La différentiation fractionnaire est une opération linéaire de la forme,
DP(Af(t) + ng(t)) = ADPf(t) + pDPg(t), (1.60)

ou DP désigne n’importe quelle approche de dérivation considérée dans cette these.

1.4.11.2 Regle de Leibniz

Pour n entier, on a

S (rt)9t) = < ! > FP (g (@), (1.61)
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La généralisation de cette formule nous donne

DP(f(b).g(t) = ( P > FB)DPFg(t) — Ro (1), (1.62)
ouin>p+1et

RO (1) / (t— )P lg(r)dr / FEEDE) (r — €)de.

~ il (—p)
Dans ce cas, lim RP(t) =0.
n——+o0o

Si f et g et ses dérivées sont continues dans [a, ], la formule devient

DP(f(t).9(t)) = ( i ) FR &) D (), (1.63)

k=0 k

DP est la dérivée fractionnaire au sens de Griunwald-Letnikov et au sens de Riemann Liouville.

1.5 Théoreme de point fixe

Les théoremes de point fixe sont des outils mathématiques de base qui aident a établir I'exis-
tence de solutions de divers genres d’équations. La méthode du point fixe consiste a transformer
un probleme donné en un probléeme de point fixe. Les points fixes du probleme transformé sont
ainsi les solutions du probleme donné.

Dans cette section, nous rappelons le théoreme (principe de contraction de Banach) du point
fixe que nous allons utiliser pour obtenir des résultats d’existence variés. Nous commencons par

la, définition d’un point fixe.

Définition 1.5.1. Soit f une application d’un ensemble EE dans lui-méme. On appelle point fize
de f tout point u € E tel que f(u) = u.

Le principe de contraction de Banach, qui garantit ’existence d’un point fixe unique d’une
contraction d’un espace métrique complet a valeurs dans lui-méme, est certainement le plus
connu des théoremes de point fixe. Ce théoréme prouvé en (1922) par Stefan Banach est basé

essentiellement sur les notions d’application Lipschitzienne et d’application contractante.

Théoréme 1.5.1. (Principe de contraction de Banach) Soit E un espace métrique complet et

soit F: E — E une application contractante, alors F' posséde un point fixe unique.
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Chapitre

Etude des équations différentielles
fractionnaires dégénérées avec condition non

locale

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’étude de 'existence et de 'unicité de solution
unique d’équation intégro-différentielle fractionnaire dégénérée non linéaire soumise a une condi-

tion non locale

t
CD La(t) = Mx(t) + f(t, W(t)) + /0 g(t,s,V(s))ds, t €[0,T) (2.1)
2®0) + h(z® (@) = 2, k=0,1,...,m —1, (2.2)

ou X, Y des espaces de Banach, L € L(X,))) est un opérateur linéaire continue de X dans ),
kerL # {0}, M € Cl(X,)) est un opérateur fermé linéaire densément défini de X' dans ).
Soient f:Y] — Y, g: Yo — Y deux opérateurs non linéaires, tels que Y7, Yo deux ensembles
ouverts dans R x X% R? x X" respectivement et soient W : R, — X4 V : Ry — A&7,
h: X — X sont des fonctions données, telles que W (t) = (x(t), 21 (t),...,z4=D(t)), V(t) =
(z(t),zD(2),..., 20" D(t)), Y un ensemble, tel que Y = Y; UYs et m = max{d,r}, D est la
dérivée de Caputo d’ordre a, m — 1 < a < m.

Dans le cas général, ’étude du probleme f est trés difficile, pour simplifier ce probleme,
nous supposons les conditions suivantes : p = 0, imt, C V' et la condition généralisée de
Showalter-Sidorov, ot ¥, (t) = f(t, W(t)) + fg g(t,s,V(s))ds, tel0,T).

Nous commencons d’abord par établir notre premier résultat d’existence et d’unicité de I’équation
non linéaire fractionnaire non dégénérée avec des conditions locales. Ensuite, nous présentons
dans la deuxiéme section, un autre résultat sur ’existence et 'unicité de 1’équation fraction-
naire dégénérée linéaire avec des conditions non locales. Le dernier résultat abordant ’existence
et 'unicité sur I’équation non linéaire fractionnaire dégénérée avec la condition généralisée de
Showalter-Sidorov non locale, en utilisant les théoremes concernant les opérateurs résolvants

généralisés : fortement (L, p)-sectoriel, (L, p)-borné, (L, o)-borné et semi-groupe dégénéré. Dans
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la troixiéme section nous présentons une application illustratif.

2.1 Equation fractionnaire non dégénérée avec condition non

locale

Cette section est consacrée a I’étude de 'existence et de l'unicité de la solution pour une
classe d’équations différentielles fractionnaires non dégénérées linéaires et non linéaires sous la

forme d’un probléeme de Cauchy avec condition locale et non locale.

2.1.1 Equation linéaire non dégénérée

Supposons que 6 >0, ¢t >0

t

JOh(t) = (g5 % h)(t) = / g5(t — 5)h(s)ds,

ou
-1

—, t>0
gs =19 T(9) ’
0, t<0.
Soit o > 0, m est un plus petit entier supérieur ou égal & a,, D} est un dérivé ordinaire d’ordre
m € N.

J? est un opérateur identité, © D§* est la dérivé fractionnaire de Caputo, c’est-a-dire

m—1
“Dpf) = PP (1) = Y FP ) gk 0).
k=0
Notons que cette égalité est définie dans [4].
Pour a, 5 > 0, dénote la fonction Mittag-Leffler
oo Zn
E, = _.

Considérons le probleme linéaire de Cauchy non homogene

{ CDex(t) = Az(t) + f(t), t €[0,T) (2.3)
ZF0) =2, k=0,1,...m —1, (2.4)

ouT € [0,400), A € L(3) (c’est-a-dire A est un opérateur linéaire borné dans un espace de
Banach 3). La fonction 2 € C™1(]0,T); 3) est appelée une solution du probleme (2.3)—(2.4), si

—

m—

gna* (2= Y 2P O)genn(®) € C™([0.7):3)
k=0

et les égalités (2.3), (2.4) sont satisfaisantes.
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Théoréme 2.1.1. ( [51)], [91]) Soient A € L(3), f € C(]0,T);3). Alors pour chaque z, € 3,
k=0,1,...,m —1, il existe une solution unique du probléeme (2.3)—(2.4), sous la forme

m—1 t
B 1 (A1) 2 + / (t— ) B o (A(t — $)%) f(s)ds. (2.5)
k=0 0
Preuve. Supposons que T = 400 et en appliquant la transformation de Laplace aux deux

membres de ’équation ([2.3)), on obtient

[asy

S g1k, - AZON) +F(\) [ F(\) = L{f(t). (2.6)
k=0

Maintenant, en appliquant aussi l'inverse de la transformation de Laplace, nous obtenons
m—1
LTHZN)} = z,—l{ Do ArTROeT - A)_lzk} + LHFO)Y« L7HO T - A7) (21)
k=0

Enfin, en remplacant la transformation de Laplace par les fonctions de Mittag-Leffler, on trouve

la solution suivante

m—1 t
B 1 (A1) 2 + / (t = ) B o (A(t — $)%) f(s)ds.
k=0 0

On peut vérifier cette solution, avec compensation dans le probleme (12.3)), i.e.,
DI Jy (=5 Baa(Alt=3)") f()ds=3 7 Df [ (t=3)""" Eaa(Alt=5)*) f(s)ds| __gisa(®))

. t Sm—a—l t—s o N
D] /0 F)ds/o (t— 5 — 0)* B a(A(t — s — 0)*) f(0)do

(m—«

t m—a—1 t—s
_ D, / Si)ds /O (t—5— 0 ™ By a1 (At — 5 — 0)%) f(0)do

o T'(m—«
t t—o s
=D f(a)da/ Tm—a)
t—o An t—g— O_)a(n+1)fmsmfa71
=p [ siorio Z/ ol 1) —mi 1)
om " 1 (1 )oz(nJrl) mom—a—1
_Dt/ flo daz A / F(m—a)F(a(n+1)—m+1)dT

~ D /0 F(0) Bt (At — 5)%)do

m—a—1

(t—s5—0)" "Eqa-mt1(A(t —s—0)%)ds

— f(t) - /0 [ B (A~ 5))] f(s)ds
.y / (t = )% B a(A(t — 8)%) f(s)ds + f(£).
0

Il nous reste a montrer que 'unicité de cette solution, par le principe de contraction de Banach

42



CHAPITRE 2. ETUDE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES FRACTIONNAIRES
DEGENEREES AVEC CONDITION NON LOCALE

(Théoreme [1.5.1)).

Supposons qu’il existe deux solutions z; et z5 du probleme de Cauchy linéaire non homogene
(2.3)—(2.4), alors leur différence z = z; — 22 est une solution de I’équation homogene Dy z(t) =

Az(t) avec la condition initiale zy =0, k=0,1,...,m — 1.

En appliquant 'opérateur J* aux deux membres de cette expression, alors nous obtenons

t — s a—1
z(t) = /0 (tr)Az(s)ds, (2.8)

pour certain t1 > 0.
Considérons I'application ® € C([0,¢1]; 3)

t — s a—1
(P2)(t) = /0 uﬁlz(s)ds, (2.9)

INE)
alors, on a
t Al 3yl eqo,n:3)
192l c(po,):3) < [(a+1) o
_ Izlleonrs
2 )
_ [ T(e+1)
powr t1 = | 35

Par conséquent, 'application ® est contractante dans C([0,¢1]; 3), d’apres le principe de contrac-
tion de Banach ® admit un unique point fixe qui est la solution. Evidemment, ce point est la
fonction zéro, c’est-a-dire z = 0 pour ¢ € [0, ¢;].

Pour ¢y > t1, considérer 'espace Cy, ([0, t2]; 3) des fonctions continues définies de [0, 2] dans 3,
et sont nulles sur [0,#;].

Alors

(3 — )1 Allz3)
Il oraian = —F3n

_ l=lleqonrs
2

1 1
=3 pour tog = 2at;.

D’ot, il résulte que z = 0 sur lintervalle [0, ¢2]. En procédant & un argument similaire, nous
obtenons un opérateur contractant ® dans les espaces Ct, ([0,tr11]; 3), tp = kétl.

Alors limy__,ooty = 00, il résulte que, une infinité d’étapes, on obtient finalement z = 0 sur
[0,7).

Par conséquent, le probleme f possede une solution unique. O
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2.1.2 Equation non linéaire non dégénérée avec condition non locale

On note Z un ensemble, tels que Z =Y, @Y, V1 = R x 3%, Yo = R? x 37 et soit 2, —
h(z®)(t)) €3, k=0,1,...,m—1, tel que h : 3 — 3 une fonction donnée, avec m = max{d,r},
m—1<a<m,oua>0.

En considérant le probleme de Cauchy non linéaire

CDO%(t) = Az(t) + f(t, W (t)) + /tg(t,s,V(s))ds, t € [to,T) (2.10)
2B t) + (Wt —t0)) =z, k=0,1,...,m—1, (2.11)
ot JEF(t) = (95 % F)(t) = [y, 95(t = )F(s)ds, D £(t) = DI~ (£(8) = S0 £ O (to) g (2 =

to)>. Y, 1 Z — 3 est un opérateur de fagon générale non linéaire, tel que

%®=waWD+Agw&V@M&tGMEL

ott f:Y; — 3, g:Yy — 3 sont des opérateurs non linéaires, W : R, — 3¢ V : R — 37

sont des fonctions donnnées.

Remarque 2.1.1. Il serait plus naturel de considérer l’équation (2.10) avec A = 0 car v,
dépend aussi de la fonction inconnue z. Mais, pour étudier le cas d’une équation dégénerée non

linéare non locale, nous aurons besoin d’énoncé du probleme avec un opérateur borné arbitraire

A.

La solution du probleme (2.10)—(2.11) sur l’intervalle [to, t1] est une fonction z € C™1([to, t1]; 3),
telle que est satisfaite, et gn,—q * <z STz )(to)ng) € C™([to, t1]; 3), pour t € [to, t1]
les éléments (t,z(t),z(l)(t),...,z(d D), (t,s,2(t), z0(t), ..., 2= D(t)) € Z et de plus 1égalité

(2.10) est vraie.

Lemme 2.1.1. Soient A € L(3), . € C(Z;3) et (to, 20, 21y -y Zd—1), (0, S0, 20, 215 -y 2r—1) € Z.
Alors la fonction z € C™ ([to, t1]; 3) est une solution du probléeme (2.10)—(2.11)), si et seulement

st

H

Z (t—to)" ak+1(A(f—t0)a)[2k—h(Z(k)(t—tO)]+/t(t—5)a1Ea,oc( (t—5)")=(s)ds
k=0 to

(2.12)
pour t € [to,t1].

Preuve. Supposons que z est une solution du probleme ([2.10)—(2.11)), alors I’application t —
1, (t) est continue de [to,t1] dans 3. D’apres la démonstration du Théoréme on obtient

que (2.12)) est vraie.
Soit z € O™ 1([to, t1]; 3) satisfait (2.12). Alors, comme ), (t) est une fonction continue en ¢ elle
est vérifié directement, que z est une solution du probleme ([2.10)—(2.11]). O
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La barre sur un symbole va mentionner ’ensemble ordonné de m éléments avec des indices
de 0 & m — 1, par exemple, zZ = (20, 21, -+, Zm—1)-
Soit
Ss(z) ={ge3™: |y — 2P ()3 <8, k=0,1,...,m—1}. (2.13)

L’application ¢, : Z — 3 est localement Lipschitzienne par rapport a z, si pour tous (to, z) € Z,
(to, s0,2) € Z il existe 6 > 0 et [ > 0 tels que [to— 0, tg+06] x Ss(2) C Z, [to—0,to+0]2xS5(2) C Z
et pour tous (¢,9), (t,v) dans [to— &, to+ 3] x S5(2) et (¢, s,%), (t,s,9) dans [to— 6, to+3]2 x S5(Z),

I'inégalité
m—1

g (t) = v (®)ll3 < T llyw — vell3, (2.14)

k=0
est satisfaite.

(H1) : h: 3 — 3 est une fonction continue, et il existe un constant i; > 0 tel que :

m—1
1h (@™ () = ™ )3 < b D 2™ = y® flcm-1(0.11,3),
k=0

pour tous z, y € C™ ([tg, T, 3).

Théoréme 2.1.2. Soient A € L(3), Z est un ensemble tels que Z = Y1 ® Ys, Y1 = R X 3d
Yo = R2 x 3", la condition (H1) est satisfaite et L’application v, € C(Z;3) est localement
Lipschitzienne par rapport a z. Alors, pour chaque (to, 20, 21, .-y 2Zd—1), (t0, S0, 20, 215 -y 2r—1) € Z,
il existe T' > tg tel que le probléme f admis une solution unique sur [to,T].

Preuve. Dans l'espace C™1([tg, T]; 3), on définit un opérateur G : C™~([to, T]; 3) — C™ ([to, T]; 3)

comine

m—1 t
G(y)(t) = Z(t—to)kEa,kH(A(t—to)a)[Zk—h(y(k)(t—to))H/ (t—=5)*"" Ea,a(A(t—s)")y(s)ds,
k=0 to

(2.15)
pour t € [to, T
L’idée est de montrer dans un premier temps que l'opérateur GY est contractant si ¢ est

assez grand tel que ¢ € N. Pour cela on voit facilement par récurrence que, pour tous v,
z € O™ Y([tg,T];3), pour tout t € [tg,T] et n=0,1,...,m — 1,

KA(t = t0)* "y = zllem-1(110,17:3)
m(q—1)! ’

NG )™ (1) = [N (D)5 < (2.16)

ou

Im(T — tg)2e—m—n

K =m?[(T — to)* ™™ | Al| 3) Eavatm—n (| Al 3) (T — o)) + p——

X max 1Ea,a—n<HAH£(3)<tl — to)a>. (217)

n=0,1,...,m—
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On a

)_l

Gy (tr = t0)* ™ ™) ABo atkr1-n (At — t0)* [z — h(y™ (t = 10))])
k=0

t
+/ (t — 8)* "By an(A(t — to)*)thy(s)ds. (2.18)
to

Maintenant, en tenant compte de (2.16[), on obtient pour ¢ =1, n =0,1,...,m — 1

G ™ (t) = [G(2)]™ (B3

[y

< (T = t0)* ™Al 3y Basat ki 1-n (1Al 23y (T = t0)) R (y®) (t — to)) — h(zF) (t —t0))II3

3

k=0
th m—1
a—n—1 o a—n—1
(T — t0)* ™ B a1 AlL2c3) (T — £0)°) / (= 10)* "1 gk — 2kl o))
0 k=0

3

m—1
< (T = t0)* ™Al 23y Baatrir—n (1Al ) (T = o)) D 19" = 25| o 0,11.3)

k=0 k=0
) l( a m+1 m—1
+ (T = t0)* " Eaa-nl|Allze) (T —to)*) ————— m+ T Z 1Yk = 2kllem=1(t0,71,3
a+m—1—-n « lmT*t 2a-mtl
< [m20 (T — 1) B (AL o) (T~ 10)%) + <a .
X Eaa-n(ll4lle) (T = 10))]Ily = 2llomr o113
Si pour g — 1 I'inégalité (2.16)) est valide, alors
t m—1
G W)™ (1) = [GU2)]™ (1)]I3 < — [ > lG( (5) = [GI7 ()] ™) (s) ] 3ds,
t
0 k=0
K LK (s — o) ™ Hly — 2| gm o1 13) g
o to (q - 2)

_ KAt — o) 4y — Zllenr . 113)
- m(a—m+q)(q —2)!

_ Kt —to)” "y = 2l gm-1 (g1, 3)
= m(q —1)!

Y

Il s’ensuit que pour g € N,

el (6ol < e e o)

Par conséquent,
si ¢ est suffisamment grand, alors GY est strictement contractant dans C™1([tg, T, 3), alors G

admit un point fixe unique dans cet espace.

Dong, (2.12)) est la solution unique du probléme (2.10)—(2.11)) sur Uintervalle [to, T]. O

46



CHAPITRE 2. ETUDE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES FRACTIONNAIRES
DEGENEREES AVEC CONDITION NON LOCALE

2.2 Equation fractionnaire dégénérée avec condition non locale

Cette section est consacrée a I’étude de 'existence et 'unicité de la solution d’un probleme

de Cauchy d’une équation différentielle fractionnaire dégénérée avec condition non locale.

2.2.1 Equation linéaire dégénérée

Soit L € L(X;)) (linéaire et continue de X dans ), M € CI(X;)) linéaire fermé avec
domaine dense dans X et I'image dans ))), D), signifie domaine de la 'opérateur M.
D’abord notons que la norme graphique ||.||p,, = ||-|lx + || M.]|y.
On définit ’ensemble résolvant de M par rapport & L (ou, M-L résolvant) par

pH(M) ={peC: (uL— M) € L(Y;X)},

et son M-L spectre par
ot (M) = C\p* (M),

et dénote la résolvante de M par rapport a L (ou, M-L résolvante) par
L _ -1 L -1
R;(M)=(uL—M)""L, L;L(pL— M)
En considérant le probleme linéaire dégénéré de Cauchy
CDeLx(t) = Mx(t) + f(t), t €[0,T), (2.20)
e®0) =2y, k=0,1,...,m—1. (2.21)

La solution du probleme (2.20)—(2.21) est une fonction x € C([0,7); Dar), tels que Lz €
C™ 1[0, T7);Y), gm—a*(Lx— Zn:_ol(Lx)(k)(O)ng) € C™([0,T); 3), pour tout t € [0,T) I'égalité
(2.20) et la condition (2.21)) sont satisfaites.

Lemme 2.2.1. ( [51]) Soit H € L(X) un opérateur nilpotent de degré < p € Ny, et il existe les
dérivées fractionnaires (DFH)Fg € C([0,T); X) pour k = 0,1,...,p. Alors il existe une solution

unique = de l’équation

DYHx(t) = x(t) + g(t), (2.22)
de la forme
P
= - (DfH)"g (2.23)
k=0

Preuve. Soit x = x(t) une solution a I’équation (2.22)), alors 'opérateur D§* est bien définie.
En appliquant lopérateur H aux deux membres de I’équation (2.22)), nous obtenons

HD{Hx(t) = Hx(t) + Hg(t).
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En appliquant une autre fois I'opérateur Df* aux deux membres de cette identité, nous obtenons

(D¢H)?x(t) = D¥Huz(t) + DX Hg(t) = x + g + DZg(t).

En procédant successivement de cette maniere, & I’étape p'®™¢, nous obtenons la relation
p
(DEH)P (¢ )+ > (DyH)
k=0

Par la continuité et la nilpotencité de 'opérateur H, nous avons
(DY H)Pa(t) = (DX)PT HP (1) = 0.

Donc, nous obtenons la relation (2.23) qui donne I'existence d’une solution de ’équation (2.22)),
en outre, si nous remplagons cette fonction dans ’équation elle donne son unicité. La différence
de deux solutions correspond a une solution de Eq. (2.22)) avec g = 0 par la formule (2.23]) cette

solution est identiquement nulle. O

Théoréeme 2.2.1. ( [51]) Soient M un opérateur (L,p)-borné, Qf € C([0,T);Y), et il existe
les dérivées fractionnaires (D,?‘H)kM(;l(I —Q)f €C([0,T); X) pour k =0,1,....,p, et la limite

P
2 g
=0

Alors il existe une solution unique du probléme (2.20)—(2.21)), sous la forme

t:O(Df‘H)kMO_l(I —Q)f(t) =~ - P)xy, n=0,1,...m — 1. (2.24)

m—1 p

t
P X (Ot [ (=" Kot = LT QS (s = (DRI M T = Q)f0)

k=0 k=0

(2.25)
Preuve. Notons que v(t) = Px(t), w(t) = (I — P)z(t) et z(t) = v(t) + w(t).
En appliquant les opérateurs L;'Q (M, *(I — Q)) aux deux membres de I'équation (2.20]), nous
obtenons
sur le premier terme, on a
L'QLDfx(t) = Ly LPD{x(t) = Dfo(t),
pour le deuxieme

Lyt QMx(t) + L' Qf(t) = Ly ' M Pa(t) + Ly Qf (t)
= Ly 'Mu(t) + Ly Qf (¢).

D’ou,

Dro(t) = Sio(t) + L' Qf (1), (2.26)

ot Sy = L' M.
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et

DY Huw(t) = w(t) + My H(I — Q) f(t). (2.27)

D’aprés le Lemme nous concluons qu’il existe une solution unique de I’équation (2.27]) sous

la forme

==Y (DYH)" My (I - Q)f(1).
k=0

Par conséquent, les conditions sont nécessaires pour la solution.

Puisque toutes les propriétés du Théoreme sont satisfaites et S; € L(X'!), alors d’apres le
Théoreme [2.1.1} on conclut qu’il existence une solution unique du probléme de Cauchy fuk(O) =
Pxp, k=0,1,...,m — 1, pour I’équation , sous la forme

m—1

t
t*E, 1 (S1t”) Py, + / (t— s)aflEa,a(Sl(t - s)a)Ll_le(s)ds
k=0 0

La référence du Lemme [1.2.13| termine la preuve. O

Nous considérons le probleme généralisé de Showalter-Sidorov ( [99], [104]) suivant
Pa™(0)—21) =0, k=0,1,...,m—1, (2.28)

pour I"équation (2.20), de la méme maniere, I’assertion suivante est prouvée.

Théoréme 2.2.2. ([(91]) Soient M un opérateur (L, p)-borné, Qf € C([0,T);Y), et il existe les
dérivées fractionnaires (D§ H)EMy (I — Q)f € C([0,T); X) pour k = 0,1, ...,p. Alors, il existe
une solution unique du probléeme (2.20)—(2.28)), sous la forme ([2.25)).

Contrairement au Théoréme la condition ([2.24)) n’est pas nécessaires pour le probleme
2.29).

2.2.2 Equation non linéaire dégénérée avec condition non locale

Considérons le probleme suivant

{ CDYLa(t) = Mx(t) + ¥, (t), t € [to,T) (2.29)
PP (to) + h(z®(t —tg)) —a) =0, k=0,1,...,m —1, (2.30)

ou Yz (t) = f(t, W(t +ft0 (t,s,V(s))ds, t € [to,T),

X, Y deux espaces de Banach, L € L£(X,)) est un opérateur lineaire continu de X dans ),
kerL # {0}, M € CI(X,)) est un opérateur fermé linéaire densément défini de X' dans Y.
Soient f: Y, — Y, g: Yo — Y deux opérateurs non linéaires, tels que Y7, Y7 deux ensembles
ouverts dans R x X% R? x X" respectivement et soient W : R, — X4 V : Ry — &7,
h: X — X sont des fonctions données, telles que W (t) = (z(t), 2 (¢),..., x4 D(t)) et V(t) =
(z(t),zD(2),..., 20" D(t)), Y un ensemble tel que Y = Y; @ Ya, et soit “D§ est la dérivé de

Caputo d’ordre o, m — 1 < a < m, m = max{d,r}.
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La solution du probleme généralisé de Showalter-Sidorov non local pour I’équation
sur Dintervalle [tg,t1] est une fonction z € C([to,t1]; Dar), telles que Lz € C™ ([to,t1]; )
et gm—a * (Lx(t) - km:_ol(Lx)(k)(to)gk_,_l(t - to)) € C™([to,t1]; V), les conditions sont
valides, pour tout ¢ € [tg, 1], (¢, z(t),z(M(t),...,z@=D(@), (t,s,2(s), 2D (s),..., 2" VD(s)) e Y
et I'égalité est vraie.

Théoréme 2.2.3. Soient M un opérateur (L,0)-borné, Y est un ensemble tels que Y =Y, ®Y>,
Y1, Y deuz ensembles ouverts dans R x X%, R?2 x X" respectivement et Vi, Vo deuz ensembles
ouwverts dans R x (A1), R? x (XN respectivement, telles que V3 = Y1 NR x (XN, Vp =
Yo URZ x (XY, v, € C(V4 U Va,)), Lapplication Qi : V4 U Va — Y est localement Lip-
schitzienne par rapport a vy, si pour chaque (t,yo,...,Yd—1), (t,8,Yo,.-xYr—1) € Y, tels que
(t, Pyo, ..., Pya—1), (t,s, Pyo,...,Pyr—1) €Y, et Uégalité 1y (t) = py(t) est satisfaite. Alors
st pour chaque (to,xo,...,xq-1) € Vi, (to, S0, %0,y xr—1) € Vo, Il existe ty > to, le probléme

(12.29)—(2.30) posséde une solution unique dans l'intervalle [to,t1].

Preuve. Soit la topologie sur Y; définie par la norme

d—1

1t D lrsva = 11+ D [l
k=0
et une autre sur Y, définie par la norme
r—1
1t 59 lzscar = [¢]+ Is| + D llywllx-
k=0

Pour (tg,z) € Vi, (to, s0,Z) € V5 on prend un voisinage respectivement

d—1
Os(to,) = {(1,9) € Rx X : |t —to] + 3 lys — 2 ) lx < 6} € ¥4,
k=0
r—1
O (to, 0, %) = {(t,s,g) ERx X" : [t —to| + |5 — sl + Y llyx — 2™ (o) |l < 5} C s,
k=0

L’application P est une projection, donc || P||zx) > 1.

Alors, pour chaque (t,7) € Ogypi=1 (t0,Z) CY1 C Y, (t,5,7) € O, 1 (to,s0,Z) CY2 C Y,
P2 (e SIIPIIZ

nOUS avons

d—1 d—1
It —tol + Y 1Py — =¥ (to))llx < [t —to] + 1Pl ey Y e — 2P (ko) |lx < 6,

k=0 k=0
r—1 r—1

[t —tol+ s —sol + Y [1P(yr — 2™ (t0)) 2 < [t—tol + s —s0| + [ Pllecx) Y lve — 2™ (to) | x < 6,
k=0 k=0

ainsi que (¢, Pyo, ..., Pys—1) € Os(to, ) C Y1 C Y, (t, s, Pyo, ..., Pyr—1) € O5(to,50,Z) C Yo C Y.

Par conséquent, Il existe donc des voisinages dans Y des points (to,Z) € Vi, (o, S0,Z) € Va
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tel que pour chacun de ses éléments (¢,7), (¢,s,y), nous avons (t, Pyo,..., Pys—1) € Y1 C Y,
(t737P?JO7 "'7Py7"—1) € Y2 cY.

Donc,

by(t) = bpy(t).

Comme dans la preuve du Théoreme [2.2.1] on obtient le probleme

Di(t) = Sio(t) + Ly ' Quu(t), (2.31)
VW (tg) = P(xk ~ (W - to))>,kz —0,1,..,m—1. '

w(t) + Mg (I = Q)yu(t) =0,

ot v(t) = Px(t), w(t) = (I — P)x(t), Sy = L7 M.

D’aprés le Théoréme le probleme admet une solution unique v sur l'intervalle [¢o, t1],
de plus que V7, V5 sont ouverts, Ll_lev € C(V3 UV X) est localement Lipschitzienne par
rapport & z. Alors w(t) = —My (I — Q)thy(t). O

Considérons ’équation
DY Lx(t) = Mxz(t) + ¥z (t) + ¢(t). (2.32)

Théoréme 2.2.4. Soient p € Ng, M un opérateur (L,p)-borné, Y est un ensemble tels que
Y =Y, @Y, Y1, Yo deuz ensembles ouverts dans R x X%, R? x X7 respectivement et Vi,
Vo deuz ensembles ouverts dans R x (X194, R? x (X1)" respectivement, tels que Vi = Y1 N
R x (XN, Vo = Y1 NR2 x (XYY", Vapplication 1, € C(Y;)) est localement Lipschitzienne
par rapport & x, imp, C V', Qo € CO([to,T);Y) pour certain T > to, et il existe les dérivés
fractionnaires (D?H)kM(fl(I —Q)p € C" ([to,T); X) pour k =0,1,...,p. Alors si pour tous
(t,xo,...,xq—1) € Y1 C Y, (t,8,20,....,xp—1) € Yo C Y, il existe t; > tg, tel que le probléeme
(2-30)-([2-32) admis une solution unique dans Uintervalle [to, t1].

Preuve. Comme im1), C V!, alors il s’ensuit que (I — Q)¢ =0 et Qb = V.
En multipliant les deux menbres de I’équation (2.32) par 'opérateur M, Y(I = Q), on obtient

Dy Huw(t) = w(t) + My (I - Q) (t),

d’apres le Lemme [2.2.1], on obtient la solution suivante

= > (DFH)*My (I - Q)e(t).

k=1

Il reste a montrer 'existence unique de solution du probléme suivant, ceci peut étre établi par
la multiplication des membres de ’équation (2.32)) par 'opérateur Ll_lQ, on obtient

Dv(t) = S1v(t) + LT ' Qo (t) + LT upu(t),
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et

v®) (tg) = P(xp — h(z®(t — 1)), k=0,1,...,m —1.

Il convient de noter que les opérateurs
G1(t, 00,01, -, vg-1) = LTyt vo 4+ w(t), v + wP (@), .. vg1 +w V@) + LTler (1)

G2 (t, 8,00, V1, .., Vp1) = Ll_ll“g(t, s,v0 + w(t), v + w(l)(t), R w(rfl)(t)) + Ll_lgog(t)

sont continus et localements Lipschitziennes par rapport a v. ]
On trouve le résultat suivant par les mémes étapes ou la condition non locale sous la forme
8 (t0) + h(z P (t —tg) = a2, k=0,1,...,m—1. (2.33)

Théoréme 2.2.5. Soient p € Ng, M un opérateur (L,p)-borné, Y est un ensemble tels que
Y =Y18Ys, Y1, Ys deux ensembles ouverts dans R x X4 R2x X" respectivement et Vi, Vo deux
ensembles ouverts dans R x (X194, R x (X1)" respectivement, tels que Vi = Y1 NR x (X1)4,
Vo = Y1 NR2 x (XYY", Uapplication 1, € C(Y;Y), est localement Lipschitzienne par rapport d
z, imp, C VY, Qp € C([to,T); ), si pour certain T > to, et il existe les dérivés fractionnaires
(D?H)kMgl(I —Q)p € O™ Yty, T); X) pour k =0,1,...,p. Alors pour (t,zg,...,x4-1) € Y1 C
Y, (t, 8,20, .cc,p—1) € Yo C Y, pour n=0,1,...,m — 1, m = max{d,r}, et la limite

(= P)aw — ha® (@)] = = 32 0oy, (D HY MG (T~ Q) (1),
k=0

il existe t1 > tg, tel que le probleme (2.32))—(2.33)) posséde une solution unique dans l’intervalle
[to, t1].

2.3 Applications

Exemple 2.3.1. Dans la région Q0 C R™ avec une frontiére réguliere 0). Considerer les condi-

tions initiales aux limites

()(ac 0) =ug(z), k=0,1,....m—1,2 € Q, (2.34)

u(z,t) =0, (z,t) € 992 x [0,T). (2.35)

Pour l’equation non dégénérée de Barenblatt-Zheltov-Kochina [8] avec la dérivée fractionnaire
de Caputo
Dy (B — A)u(z, t) = yAu(z, t) + g(x,1), (z,1) € @ x [0,T). (2.36)

Oua, B>0,7€R, A est l'opérateur de Laplace. On pose 3 = {v € H*(Q) : v(z) = 0,z € 00},
Bv = Awv, pour v € 3. Alors il existe (B1 — B)™' € L(L%*(Q);3), et le probleme ([2.34)(2.36)
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peut étre sous la forme (2.3)-([2-4) avec (BI — B)™'B € L(3), f(t) = (8] — B)"'g(.,1t).

Théoréme 2.3.1. Soient a, B3>0,y ER, up, €3, k=0,1,...,m—1., g € C([0,T); L*(Q)).
Alors il existe une solution unique du probléme (2.34)—(2.36)), sous la forme

m—1
= 3 #Buner (20 @) + [ €= 9 Baa (PG T N (0 it
— =X 0 =X

Preuve. On note que (31—B)~'g € C([0,7);3),sig € ([0,T); L*(f)), en appliquant le Théoreme
2.1.1| et nous utilisons I’expansion par rapport aux fonctions propres orthonormales {¢p; : | € N}
de 'opérateur de Laplace avec des conditions aux limites de Dirichlet qui correspond aux valeurs
propres {\; : [ € N}. O

Exemple 2.3.2. Considérons le systeme d’Oskolkov fractionnaire non locale

ok o
%v( —}—cha v(z,ty),x € Qk=0,1,...,m—1, (2.37)
v(z,t) =0, (z,t) € 00 x Ry, (2.38)
D1 — xA)v(x,t) = vAv(z,t) — (v.V)v(x,t) — r(z, 1), (z,t) € 00 x R4, (2.39)
Vo(z,t) =0, (z,t) € Q2 xR, (2.40)

Commme dans [91] o =1 et ¢, = 0, il décrit la dynamique du fluide viscoélastique Kelvin-Voigt
|87]. Supposons 2 un domaine ouvert borné de R™ avec frontiére réguliére 0. v = (vi,va, ..., vp)
est une vitesse, v = (r1,...,r,) = Vp est un gradient de pression.

Note que Loy = (Lo(Q))", H! = (W3 (Q))", H? = (WZ(Q))". La fermeture de £ = {v € (C§°)"
V.v =0} dans Ly noté par H,, et dans H' par H..

Posons Hg = H(lfﬂH?, H,. est un complément orthogonal a H, dans Lo, ¥ : Lo — H,, M= 1-%
sont les orthoprojections correspondantes.

Soit A = X/ un opérateur fermé dans H, avec domaine H2. Prendre en compte , on pose
U=H2 x H,, § =Ly =H, x H,,

L:(I_XA @)) M:(VA @>, %}(v):_(v'v)v}
—xMNA O v A -1 r

Comme il est montré dans [60], si x, v € R\{0}, x~! & o(A), alors 'opérateur M est (L,0)-

borné.
I
P = 0 .
(1/ MA(I — xA)™! @)

Le résultat suivant découle du Théoreme a cause de la forme de projection P et de

lopérateur 1,,.

Théoréme 2.3.2. Si pour chaque (to,vo,v1,...,05-1) € R X (]HIQ)d (to, 80, V0, U1y .-+, Vp_1) €
R? x (H2)", alors il existe une solution unique du probléme (2.37)—(2.40) dans Uintervalle [to, t1].
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Chapitre

Analyse de stabilité des systemes

fractionnaires dégénérés avec retard en temps

fini

Dans ce chapitre, nous étudions le systeme d’ordre fractionnaire dégénéré avec retard. L’étude
de ce genre du systeme est divisé en deux catégories. L’'une est ’étude théorique de 'existence
et de I'unicité de la solution, 'autre est ’analyse de la stabilité du systeme en donnant quelques
conditions suffisantes.

Considérons le systeme d’évolution décrit par I'équation différentielle fractionnaire dégénérée

avec retard en temps fini et avec condition initiale

{ LED&u(t) = Mu(t) + duy, t € [0,T] (3.1)
u(t) = @(t), t € [-1,0],p € C([-7,0]; L), (3.2)

ou Df¥ représente la dérivée fractionnaire de l'ordre v € (0, 1]. Nous supposons que il et § sont
des espaces de Banach, les opérateurs L : 4 — §, KerL # {0} et ® : C([—7,0];4) — F sont
linéaires et continus, ou 'opérateur L n’est pas inversible. M : domM — § est un opérateur
linéaire, fermé et densément défini de U dans §, uy € C([—7,0]; ), uy = u(t+s) pour s € [—7,0].
Dans cette étude, nous utilisons la notion d’opérateur fortement (L, p)-sectoriel. La méthode est
basée sur la décomposition de I’équation en deux équations. L’une est résolue par rapport
a la dérivée, 'autre & un opérateur nilpotent a la dérivée (voir [38], [44], [45] |49], [50], [51], [91],
[92]). Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la premiere section, nous étudions 'existence
et I'unicité de solution d’équation différentielle fractionnaire dégénérée d’ordre « avec retard
—. Dans la deuxieme section, nous présentons nos principaux résultats concernant la

stabilité de solution en utilisant I'inégalité de Gronwall généralisée.
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3.1 Equations différentielles fractionnaires dégénérées avec re-
tard

Soit M un opérateur fortement (L, p)-sectoriel. Considérez le probleme (3.1)—(3.2)).
On note v(t) = Pp(t) = ¢1(t), w(t) = (I — P)p(t) = p2(t). Soit l'espace Banach i, =
C([—7,0];44), on construit opérateur T € CI(UL), Tz = D%z, défini sur le domaine

domT = {z € C([~,0}; ") : 2(0) € domMy, D{*z(0) = S12(0) + L; ' Q®=z}.

Définition 3.1.1. La solution du probléme (B.1)-(3.2) est une fonction u € C1([0,T);4l) N
C([—7,T); ) tel que

(i) u(t) € dom(M) pour tout t € [0,T],

(11) la dérivé Dftu existe et continue sur [0,T],

(i1i) La fonction u satisfait Eq. pour t € [0,T] et la condition pour t € [—,0].

Lemme 3.1.1. ( [49], Lemme 3.1) Soit H € L() un opérateur nilpotent de degré < p € Ny,
soient g : [0,T] — 4 et la dérivé DPDg existe sur [0,T]. Alors il existe une solution unique

w de [’équation

HDfw(t) = w(t) + g(t), (3.3)
de la forme
w(t) = —Y HFDfg(t), t € [0,T]. (3.4)
k=0

Théoréme 3.1.1. Soient M un opérateur fortement (L, p)-sectoriel, ® € L(,;F), p1 € domT,
o € U9, et soit

©2(0) = — ZH]CM(;I(I — Q)Df*®(p1(1) + pa(t))l1=o0,
k=0

alors, il existe une solution unique ulv(t),w(t)] du probléme (3.1)—(3.2)) sous la forme

U(t) = Ea,l(Slta)Qpl(O) + /Ot(t - S)a_lEa,a(Slta)Lleé(vs + ws)d57 (3'5)
w(t) ==Y HMy'(I - Q)Df*®(v; + wy). (3.6)
k=0

Preuve. En appliquant 'opérateur Lle sur les deux membres de ’équation (3.1)), on obtient
Dfo(t) = Siv(t) + Lt Q®(vy + wy), (3.7)

ot v(t) = Pu(t), w(t) = (I — P)u(t) et u(t) = v(t) + w(t).
Les fonctions v; € C([—,0];41), w; € C([—7,0]; 4°) correspondent aux fonctions v € C([—7, T]; U'),
w € C([—,T); U°) respectivement.
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en appliquant 'opérateur M, Y(I — Q) sur les deux membres de I’équation (3.1]), on obtient
HDMw(t) = w(t) + My (I — Q)®(vy + wy). (3.8)

Alors, le probleme (3.1)—(3.2) est réduit aux probléemes

{ CDu(t) = Siv(t) + LT Q®(vs 4 wy) (3.9)
v(t) = Po(t) = ¢1(t), (3.10)
{Hch‘w(t) = w(t) + My Y (I — Q)®(vs + wy) (3.11)

w(t) = (I — P)p(t) = ¢at). (3.12)

Par Papplication de transformation de Laplace sur ’équation (3.9)), on obtient

APV (A) = A L0(0) = StV + FL (V) [ Fi(N) = S(LTQ® (v, + wy)),

V) =\ =S I 1y(0) + (A — S1) LR (). (3.13)
Ensuit, on inverse la transformation de Laplace de 1’équation (3.13]), avec l'utilisation de la
relation ([1.20)), on trouve
t
v(t) = Eq1(51t%)v(0) + / (t— s)a_lEma(Sl(t — s)o‘)Lle(I)(vs + ws)ds, t€0,T]
0

t
= E,1(51t%)¢1(0) + /0 (t— s)a_lana(Sl(t - s)a)LleCI)(vs + ws)ds.

D’aprés le Lemme on déduit que I’équation (3.11)) admet une solution unique sous la forme

w(t) = — Zp: H" My (I — Q)DF®(vy + wy). (3.14)
k=0

O]
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CHAPITRE 3. ANALYSE DE STABILITE DES SYSTEMES FRACTIONNAIRES
DEGENERES AVEC RETARD EN TEMPS FINI

3.2 Résultats de stabilité en temps fini

Soient

o]l = sup Hw(t)H? lu@)[| = sup w(t), [lull = [lu(t+s)[|= sup |lu(t+s)|, Vue L
—r< 0<t<T —7<t<0
(3.15)

Définition 3.2.1. ( [76]) Le systeme (3.1) satisfaisant la condition initiale u(t) = (t), pour
t € [—1,0] est stable en temps fini par rapport a {to,0,¢,J}, 0 <€, J = [to,to+T] si et seulement
51
[l <6, (3.16)
implique
|lu(@®)|| <€, VteJ, (3.17)

oud e Ry,
Théoréme 3.2.1. Si a(t) = [v(t)/w(t)] est une solution du systeme (3.1)-(3.2)), alors il existe
des constantes positives a et b telles que
La=14+CY0_ohy
2. b> k1 + Cko,
5. la(t)| < allplEa(bt®), ¥t € J = [0,T).
Preuve. Selon les relations et (1.27), on réécrit le systéme f sous la forme

équivalente de ’équation intégrale de volterra

v(t) = v(0) + F(la) /0 (t — )1 [S1u(s) + Ll_lQCI)(’US + ws)]ds,

1

_ - t — )18 v(s)ds L t —s)e it vs + ws)ds
=010+ e [ =9 S + s 0= QR+ w s, (39

En appliquant une norme pratique ||.|| sur les deux membres de 'expression (3.18]), on obtient

@I < ller O + 5 / [t = s[*Sullllv(s)ds + 5 / [t = s[* LT QI @ (vs +ws)ds,

1 t ~1 1 -1 -1
<ol + —— [ |t—s i — =L
< H<P\|+P(a)/0 [t = sI*Sullllals)llds + & /0 [t = s|* Ly QUII[Cros + Cows)]l|ds,

(a)
< |lo|l + ! /t|t 2= H1Sq || [|a(s)]|ds + L /t It — s[> L7'Q||[Cus|)d
—_— — S u\s S —_— — S Ug S
=T @) Jo ! T(a) Jo !
< Iz i(s)||ds + Sk2 /t it — 51|, |lds, ¢ > 0 (3.19)
- T o £20 '

ot C = max{C1,Ca}, k1 = |[Sillz@e) et k2 = 1L Qll -
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En appliquant une autre fois, une norme pratique sur les deux membres de ’expression
(3.14]), on obtient I'estimation suivante

p
lw(O)] < 11D H*My (I = Q)Df*®(ve + wr)ll,
k=0

IN

1" Mg (T = Q)N DE @ (vr + wp)

_ ak ak
IEH* M (T = Q)| @ (0! 4+ w®M))|

IN

M= D= T

he[Crllvel| + Callw]

b
Il

0
p
<O hllall, (3.20)
k=0

ot C = max{Cy,Ca} et hy = [|H* My (I = Q) cras k=01, p.
On combine les relations (3.19) et (3.20]), on obtient

[a@| < lv@] + lw@)]

_ kl /t —1= CkQ /t —1=
< + t—s|* |a(s)||ds + t — s|* ||usllds
2 ) /, [t —s|*als)]| o) /, [t — s|* ] us]]
p
+ O hyllll, t>0 (3.21)
k=0

pour 0 <t <7, on a ||u] < ||, alors on peut écrire I'estimation (3.21)) comme suit

P t
_ _ k a1~
la@)ll < (1+C> h)lell + F(;) / |t — s|*Hu(s)| ds
k=0 0
Ck2 ! a—1| -
+@ ; [t — s|*||us||ds, 0 <t <. (3.22)

D’aprés (1.27)), on remarque que I f(t) est une fonction croissante, si f(¢) > 0. Alors % fg |t —
s|oY|u(s)||ds et % fg [t — s|*!||us||ds sont des fonctions croissantes.
En prenant en compte la relation (3.15)), pour écrire (3.22)) sous la forme

p t
_ _ kl —1 -
Jall < 1+ Y mllel + s [ 1ol ds
kZ:O I(e) Jo

Ck2 /t —1=
+ == t—s|% | |us||ds
o [ = s
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p t
_ 1 o
<A+ O mlEl + g [ ="
k=0 0

+ Chollltsllds, 0<t<T. (3.23)

Comme a =1+ C Y 7 _, hy et b = ki + Cky et d’apres le Theoréme on réduite la fonction
a(t) sous la forme
P
a(t) = (1+CY_h)llgl = allgl.- (3.24)
k=0

Par I'inégalité de Gronwall généralisée. Il en résulte que
]l < all@l| Ea(bt®), 0<t<7. (3.25)

Il en va de méme argument, on obtient ’estimation suivante

]| < alltin || Ea(b(t — 10)%), 70 <t <70+ 7,70 20. (3.26)

D’aprés la définition de la fonction Mittag-Leffler (voir, sous section 1.4.4), on en déduit que

E,(t) est une fonction croissante en t.

Par conséquent, il existe b > b tel que En(bt®) > Eo(bt®) et Ea(b(t;:)(zgga(ha) < L Les

équations (3.25)) et (3.26)) suggerent I'expression générale suivante
]| < al|@l|Ea(bt?), 0 <t <nT <T. (3.27)

Pour prouver la formule par récurrence, nous devons montrer qu’elle est valable pour
n =1 a cause de la formule et si cela valable pour n = k, alors elle est aussi valable pour
n==k+1.

En effet, pour ¢ € [r,(k+ 1)7], on a t — 7 € [0, k7]. En utilisant la formule (3.26)), on obtient

]| < alle—r || Ba(br%). (3.28)
Par la formule (3.27)), on a aussi
[t < allpl| Ea(b(t —7)%). (3.29)

Prendre en compte (3.28)) et (3.29)), nous concluons que

I17el| < alall@l| Ea(b(t — 7)) Ea(br®)

aEqo(b(t — 7)) By (b7%)
Eo (bt®)

= al|@l| Ea(bt?)

< al|@| Ea (bt?).
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Il en résulte que
[a@)|| < [zl < al| @] Ea(bt®).

Théoréeme 3.2.2. Si la condition suivante est satisfaite

al| P|?EL(bt*) < <, Vt € J =[0,T],

€
57

alors le systeme (3.1)—(3.2) est stable en temps fini par rapport a {0,9,¢,J}, ot § < e.

Preuve. Par la transformation des coordonnées, on obtient

u(t) = Pu(t) = Plu(t)/w(t)], ¢(t) = Pe(t) = Plpi(t)/e2(t)].
D’apres le Théoreme [3.2.1] on a

lu@l < 1Pl < al Pl ol Ea(bt).

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

O]

Par conséquent, en utilisant la Définition |3.2.1] et la condition de base du Théoreme [3.2.2] il

s’ensuit que
|lu(®)|| <€, VteJ=1]0,T].

(3.34)
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Chapitre

Equations fractionnaires dégénérées bien
posées dans les espaces fonctionnaires

vectoriels

Dans ce chapitre, nous analysons les caractéristiques completes des équations différentielles
fractionnaires dégénérées bien posées avec des conditions aux limites périodiques. En utilisant
la technique des multiplicateurs de Fourier qui ont fourni les conditions nécessaires et suffi-
santes pour assurer le caractere bien posé du probleme dans les espaces de Lebesgue-Bochner
LP(0,27; X), les espaces de Besov périodiques B, ,(0,2m; X) et les espaces périodiques Triebel-
Lizorkin F}; (0,2m; X).

Les résultats requierent que 'espace X soit UMD (ceci équivaut & la continuité de la transformée
de Hilbert sur LP(R; X), 1 < p < 00) et au concept de R-borné.
En considérant le probleme différentielle fractionnaire dégénérée avec des conditions aux limites

périodiques (P, ) :

{ D& (Mu)(t) = yADPu(t) + pAu(t) + f(t), 0 <t < 2 (4.1)
(Mu)(0) = (Mu)(27), 0< B < a <1, (4.2)

ou A et M sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach complexe X satisfaisant
D(A) Cc D(M), vy € R, p € R\{0} et T = [0, 27].

Df est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. Lorsque M = Ix, a =1, v =0, u =1 ol
M=Ix,a=2,y=0,p=10ou0<a<1,v=0, u =1 correspondant aux 1 ordre, 2i¢me
ordre et fractionnaire ordre respectivement du probleme (P, g) avec des conditions périodiques
qui ont été étudiées par Arendt et Bu [ [2], [3]], Bu et Cai [ [13], [14]], et leur caractére bien posé
dans LP(T; X), B, ,(T; X) et F; (T; X).

Dans ce chapitre, nous avons étudié le caractere bien posé de (P, g) par la bornuté de I’ensemble

M-résolvant de A. Par exemple, nous montrons que, lorsque I'espace de Banach X est un espace
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Banach UMD et 1 < p < oo, alors (P, g) est LP-bien posé si et seulement si

(ik)*
{m ke Z} c M (A)
et I’ensemble

{(ik)aM[(ik)“M — (k)P + WA ke z}

est R-borné, ou p%L(A) est ensemble M-résolvant de A, et
(ik)? = |k:|(19)e%sg"(k)”m lorsque k # 0. (4.3)

Notre résultats retrouvent les précédents résultats connus de Keyantuo et Lizama [62] lorsque
M =Ix,vA = B, u =1, et Arendt, Batty et Bu [1] lorsque o = 1, v = 0, u = 1, les résultats
récupérent également les résultats précédemment obtenus par Bu et Cai dans | [13]- [14]],

de méme principaux outils dans I’étude du probleme bien posé de (P, g) ont les théoremes des
opérateurs multiplicateur de Fourier obtenu par Arendt et Bu [ [2]- [3]], Bu [10]- [12], Bu et Cai
[ [13], [14]] sur LP(T; X), B, ,(T; X) et F; (T; X), Bu et Kim [16] sur F; (T; X). En effet, nous
allons transformer le probleme bien posé de (P, 3) a un probleme de multiplicateur de Fourier

évalué par 'opérateur dans ’espace de fonction vectorielle.

4.1 Equations fractionnaires dégénérées bien posées dans les es-

paces de Lebesgue-Bochner

Soient X et Y deux espaces complexes de Banach et soit T := [0;27], nous désignons par
L(X;Y) lespace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y . Si X =Y, nous le dénoterons
simplement par £(X). Pour 1 < p < oo, nous désignons par LP(T; X) 'espace des fonctions

mesurables f a valeurs dans X définie sur T satisfaisant

1

27T 1
I fllze = (%/0 £ (@®)||Pdt)? < oo.

Pour f € L'(T, X), nous désignons par

F) = - [ et

le ki*me coefficient de Fourrier de f, ot k € Z et ex(t) = e** lorsque t € T. Nous notons par
er @ x la fonction vectorielle & valeurs dans X définies sur T par e ® x = e (t)z.

L’outil principal dans notre étude sur le probleme LP-bien posé de (P, ) est le théoreme du
multiplicateur LP-Fourier [2].

Soit 1 < p < co. Nous définissons 1'espace des solutions de (P, g) dans le cas LP-bien posé par

S(A, M) = {u € LP(T; D(A)) : Mu € W?(T; X), Du € LP(T; D(A))}. (4.4)
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Considérons D(A) et D(M) comme des espaces de Banach muni par leurs normes graphiques.

Sp(A, M) est un espace de Banach avec la norme
lulls,a,nr) = lullze + | Aullze + D%l + [ AD ]| L + || Mullwor, (4.5)

Définition 4.1.1. Soient 1 <p < oo et f € LP(T; X), u € Sp(A, M) est appelée une LP-solution
forte de (P, ), si (Papg) est satisfait sur T. Nous disons que (P, pg) est LP-bien posé, si pour
chaque f € LP(T, X), il existe une LP-solution forte unique de (P, ).

Si (P,) est LP-bien posé, il existe une constante C' > 0, tel que pour chaque f € LP(T; X),
ainsi que u € Sp(A, M) est LP-solution forte unique de (P, ), alors

lulls,a,ny < Cllfllze, (4.6)

c’est une conséquence facile du théoreme du graphique fermé.

Dans ce qui suit, nous utilisons toujours la notation la plus simple suivante
ap = (ik)* et b, = (ik)?,0 < B <a <1, (4.7)
ot (ik)* et (ik)? sont définis par (4.3).

Remarque 4.1.1. Un calcul facile, montre que (ik)® et (ik)? sont 3-régulaires. Ainsi c’est

ausst 1-régulaire et 2-régulaire.

Maintenant, nous présentons I’ensemble A-M résolvant. Nous rappelons que sous I’hypothese
que D(A) C D(M), la somme AM — A est un opérateur linéaire de D(A) dans X lorsque A € C.

Nous définissons ’ensemble
pM(A)={Ae€C:A\M — A: D(A) — X est inversible et [A\M — A]™* € L(X)} (4.8)

la résolvante de l'opérateur A par rapport & M (ou A-M résolvant). Si A € p™(A), alors
Iopérateur M [AM — A]~! est bien défini par I'hypothese D(A) C D(M), M[AM — A]~! € L(X)
par la fermeture de M et la bornuté de [AM — A]~L.

Dans notre cas, I’ensemble A-M résolvant est :

p,%L(A) = {AeC: (ik)*M — (y(ik)? + u)A : D(A) — X est inversible et

[(ik)*M — (4(ik)" + ) A" € L(X)}, (4.9)

Nous aurons besoin de I'hypothese suivante qui sera fondamentale pour nos objectifs

(H1) : {bx}rez et {m} sont des suites bornées.

Lemme 4.1.1. Soit X un espace UMD. Supposons que la suite (bg)rez est 1-réguliére et ’hy-

pothése (H1) est satisfaite. Alors {(bp)Ix}rez et {=+—)Ix Yrez sont des multiplicateurs de

(Yt
LP-Fourier.
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Preuve. Tout d’abort

b1 — b
k(b1 — br) = k(=225 by,

by,
lorsque k # 0.
1 1 (vl ) = (Vb1 + )
k:( _ ) iy
Vo1 + 1 YbE + (Vb1 + 1) (vbr + 1)
v(bg — brt1)
(Ybr41 + ) (Ybr + 1)
k(b = bgy1) 1 1
= . . . by,
b Yor41 + p Yok + p

lorsque k # 0.
Comme la suite (bg)rez est l-réguliere et 'hypothese (H1) est satisfaite. Alors {(bg)Ix trez

et {(7b +N)IX}keZ sont R-bornés, nous concluons que {(bg)Ix }rez et { Ix }pez sont des

ka+u)
multiplicateurs de LP-Fourier d’apres le Theoréme [1.2.20 O

Dans la démonstration de notre résultat principal de cette section, nous utiliserons le résultat

suivant

Proposition 4.1.1. Soient A et M des opérateurs lineaires fermés dans un espace UMD de
Banach X tel que D(A) C D(M). Supposons que (bg)kez, (ar)rez C C sont 1-réguliéres, telle
que Uhypothése (H1) est satisfaite et {Vbiljru} c i (A).

Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) {axMlapM — (yby, + u)A] 7'} est un multiplicateur LP-Fourier pour 1 < p < oo,
(i) L’ensemble {apMapM — (vby + p)A]~1} est R-borné.

Preuve. L’implication (i)=-(ii) est clairement vraie par la Proposition

(ii) = (i), d’abord nous notons que Ny = [apM — (ybg + ) A] =t et My, = a; M Ny, lorsque k € Z.
Nous supposons que { My, : k € Z} est R-borné, pour montrer que (My)rez définit un multiplica-
teur de LP-Fourier lorsque 1 < p < o0, il suffit de prouver que 1’ensemble {k(My1—My) : k € Z}
est R-borné d’apres le Théoreme [I.2.20] Nous observons que

Nit1 — N = Nea [N, = NL NG
= Nita[(axM — (Yo + ) A) = (a1 M — (Ybt1 + p)A) | Nk
= Nk+1[akM (Yo + ) A — agp1 M + (vbgy1 + /L)A]Nk

= Nit1(ar — ars1) M Ny + Y N1 (b1 — b)) ANy,

k

= Ny %Mk + Y N1 (br1 — bg) AN, (4.10)

lorsque k # 0,
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et
k(My1 — My) = klag1 M Niy1 — apM Ny
= klagt1 M (N1 — Ng) + (aks1 — ar) M Nk]
ar — a
= kak-ﬁ-lMNk-i-l%Mk + vkag 1M Niy1(brr1 — b)) ANy,
+ k(akJrl — ak)MNk. (4.11)
D’une part,

Ix = My, + (vbg + p) ANy, ce qui donne

AN, = (Mg — Ix). (4.12)

Yok + p
Compensation (4.12]) dans (4.11]), on trouve

E(bgy1 —br)
by, Yor + 1

k(ar — ak+1)

k(Myy1 — My) = My My + Mi14 b [ My — Ix]

klagi1 —a
4 Blar k)Mk.
ag
Ce qui prouve que k(My11 — My) est R-borné, grace a 'hypothese (H1) et les suites (ag)kez,

(br)kez sont 1-régulieres. d

Le résultat suivant est le résultat principal de cette section, qui donne une condition nécessaire

et suffisante pour que (P, g) soit un probleme LP-bien posé.

Théoréme 4.1.1. Soient X est un espace UMD de Banach, 1 < p < oo et A, M des opérateurs
linéaires fermés dans X satisfaisant D(A) C D(M). Alors les assertions suivantes sont équivalentes
(i) (Pa,pg) est LP-bien posé,
. ik)™ , o o . _
(ii) {V(Ek),)gﬂl ke Z}y C pM,(A) et Uensemble {(ik)*M|[(ik)*M — (y(ik)’ + ) A] ™" : k € Z}
est R-borné.

Preuve. (ii)=(i), nous notons que My, = (ik)*M Ny, et Ny, = [(ik)*M — (y(ik)® + p) AL
Supposons que {V(E;@iu ckelZ} C pf\f#(A) et 'ensemble { M}, }rez est R-borné.
D’apres la Proposition nous concluons que (Mg)rez est un multiplicateur de LP-Fourier.

Alors, si pour tout f € LP(T; X), il existe u € LP(T; X) tel que

A~

(k) = My f(k), pour tout k € Z. (4.13)

Comme AN, = m[Mk — Ix], lorsque k # 0. En utilisant les hypotheses de la Proposition

nous obtenons facilement & partir du Lemme que {ml X ez est un multipli-
cateur de LP-Fourier, on arrive que (ANj)gez est aussi un multiplicateur de LP-Fourier.

Par conséquent, il existe v € LP(T; X) satisfaisant

(k) = AN, f(k), (4.14)
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lorsque k € Z.

De plus, comme 0 € pys,,(A), alors A~ X — D(A) est un isomorphisme, nous considérons
ici D(A) comme un espace de Banach muni par sa norme graphique.
Par conséquent A~'o(k) = Nkf(k) pour tout k € Z, si note que w := A v, alors w €
LP(T; D(A)) et

w(k) = Nif(k), (4.15)
lorsque k € Z.
En multipliant la suite (ik)? aux deux membres de I’expression (4.14)), on obtient

(ik)%o(k) = (ik)’ AN f(k), (k € Z).

Comme {(ik)?}rez est borné par 'hypothese (H1), implique que {(ik)?Ix} est un multiplicateur
de LP-Fourier par Lemme et par la Remarque [1.2.14b), nous déduisons que le produit
((ik)? AN} ) rez est un multiplicateur de L¥-Fourier, il s’ensuit qu'’il existe z € LP(T; X) tel que

S(k) = (ik)75(k) = (ik)° AN (k) = A(ik)° Nuf (k) = A(ik) i (k).

Par la fermeture de A, on obtient Dtﬁw € LP(T,D(A)) et Awa = z. De plus, par la fermeture
de M, il découle les hypotheses 0 € p%L(A), D(A) € D(M) et MA™! € £L(X), ce qui implique
w € LP(T; D(M)). Comme D(M) est muni par sa norme graphique, il devient un espace de
Banach. En combinant et (4.15)), on obtient

a(k) = (ik)*Mw(k) = (ik)* Mw(k), (k € Z),

ce qui implique que Mw € W*P(T, X). De plus Mw(0) = Mw(27) puisque w(0) = w(27).
Enfin, nous avons montré que
w e Sy(A; M).

Par (4.15)), on obtient (ik)*M(k) — (v(ik)? + p) A (k) = f(k) pour tout k € Z, ce qui implique
que

(ik)* M (k) = (ik)*Mw(k) = (v(ik)? + p)Aw (k) + f(k), pour tout k € Z.
D’ou D¢ (Mw)(t) = WADth(t) + pAw(t)+ f(t), t € T. Par le Théoreme de I'unicité | |2], p.314],
on montre l'existence.

I1 ne reste plus qu’a montrer I'unicité. Supposons que u € Sp(A; M) une autre solution de
D} (Mw)(t) = yADw(t) + pAw(t) + f(2),

alors
DM (u = w)(t) = YAD] (u — w)(t) + pA(u — w)(1).

En appliquant la transformation de Fourier sur les deux membres de ’équation ci-dessus, nous
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obtenons

(ik)* M (u(k) — w(k)) = YAGR)? (a(k) — @(k)) + pA(a(k) — d(k)),

implique que

[(ik)* M — (v(ik)° + p) Al (@(k) — (k) = 0.

Alors @(k) = w(k) comme (ik)*M — (y(ik)? 4+ p) A est inversible par hypothese,

d’ott w = w par le théoreme de 'unicité [ [2], p.314]. Donc, I'implication (ii) = (¢) est vraie.

(i) = (i1), supposons que (P, g) est LP-bien posé, nous allons montrer que v(z('gi);w € pf‘y/,[#(A).
Soit k € Z et y € X, nous définissons f(t) = e*'y. Alors f € LP(T; X), f(k) =y et f(n) =0
pour n # k.

Par hypothese, il existe une solution unique u € S,(A,M) c.a.d u € LP(T;D(A)) tels que
DPu € LP(T; D(A)), Mu € W*P(T; X) et D¥Mu(t) = yAD]u(t) + pAu(t) + f(t) est vérifié,
pour presque par tout t € T.

En appliquant la transformation de Fourier sur les deux membres de 1’équation ci-dessus, et

comme A est fermé, nous obtenons que u(k) € D(A) lorsque k € Z par [ [2|. Lemme 3.1] et

(ik)* Ma(k) = (v(ik)” + p) Ad(k) + f(k)
= (Y(ik)? + ) Ad(k) + v,
alors,
(1K) M — (4(ik)? + ) A)(k) = . (4.16)

pour tout k € Z
et
((in)*M = (7(in)’ + p)A)a(n) = 0,

lorsque n # k.
Nous concluons que (ik)*M — (v(ik)? 4 ) A est surjectif. En effet, soit x € D(A). Si ((ik)*M —
(v(ik)? + p)A)z = 0 et soit u(t) = e**z lorsque t € T, alors u € S,(A, M) c’est-a-dire que
u € LP(T; D(A)), tels que Mu € W*P(T; X)), Dfu € LP(T; D(A)) et (P,p) est valide sur T
avec f = 0. Alors, u est une LP-solution forte de (P, ) lorsque f = 0, on obtient = 0 par
I’hypothese d’unicité.
Nous avons montré que ((ik)*M — (v(ik)? + ) A) est injectif.
D’ot, 'opérateur ((ik)*M — (y(ik)? + u)A) est bijectif de D(A) dans X.
Ensuite, nous montrons que {[(ik)*M — (y(ik)® + p)A]~'} € L(X), pour f(t) = e*ly et soit u
une LP-solution forte unique de (P, g).
Alors

. 0, u#k
a(n) =9 . .
{ ()M = (4(ik)° + ) 4) 1y, =k,

par ([{.16)), ce qui implique u(t) = e**[(ik)*M — (y(ik)? + u)A]~'y. En utilisant le théoréme du

(4.17)
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graphe fermé, il s’ensuit qu’il existe une constante C' > 0 indépendant de f € LP(T; X) tel que

lull e + 1 Aul|ze + [ D7ull e + | ADull 2o + | Mullwar < C|If|| Lo (4.18)

En particulier,
lullLe < C|If] e (4.19)

Par conséquent,
I[(iR)*M — (y(ik)” + ) A"yl < Clyl,

nous obtenons pour k € Z, [(ik)*M — (y(ik)® + p)A]™! est un opérateur borné. Nous avons

W(EZ;‘);;M € p{‘fu(A) pour tout k € Z.

montré que
D’ou
(k)
{ NZIAY:
Y(ik)P + p
Enfin, nous prouvons que si My = (ik)*M|[(ik)*M — (y(ik)® + p)A]~! lorsque k € Z, alors
(Mp)gez définit un multiplicateur de LP-Fourier, et soit f € LP(T;X), alors il existe u €

1k ez} C pll (A). (4.20)

Sp(A, M) tel que c’est une LP-solution forte de (P, g) par hypothese.
En appliquant la transformation de Fourier sur les deux membres de (P, g), nous obtenons
u(k) € D(A) et

(k)" M — (1(ik)° + wAla(k) = f(k), k€ .

De plus, comme (ik)*M — (v(ik)® 4 p) A est inversible, nous avons

a(k) = (k)M — (Y(ik)? + A7 f(k), k€ Z.
Il résulte que Mu € W*P(T; X) implique que Dt(a)(Mu)(k) = (ik)*Mu(k), il existe v € LP(T; X)
tel que (k) = (ik)*Mu(k) pour tout k € Z.

Par conséquent, nous avons
0(k) = (ik)*Ma(k) = (ik)*M{(ik)* M — (v(ik)" + p) A7 (k) = My f(k), (k € Z),

Enfin, nous concluons que (M) gez définit un multiplicateur de LP-Fourier, il résulte que (M )rez
est R-borné par Proposition [1.2.10

Par conséquent, I'implication (i) = (i7) est aussi vraie. O

Lorsque 'espace de Banach est isomorphe & un espace de Hilbert, alors chaque sous ensemble
norme borné dans £(X) est R-borné [ [2],Proposition 1.13]. Ce fait, avec le Théoréme [1.2.20

donne immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 4.1.1. Soient H un espace de Hilbert, 1 < p < oo, et A, M deux opérateurs linéaires
fermés dans X satisfaisant D(A) C D(M). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) (Pap) est LP-bien posé,
.. k) , . . . _
(ii) {W(EZ)LJFM ckeZ}C p%M(A) et Uensemble {(ik)*M[(ik)*M — (y(ik)* 4+ p)A]~t : k € Z}
est une norme bornée.
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4.2 Equations fractionnaires dégénérées bien posées dans les es-

paces de Besov et Triebel-Lizorkin.

Soient 1 < p, ¢ < o0, s > 0 et A, M deux opérateurs fermés dans X satisfaisant D(A) C

D(B), nous définissons l'espace des solutions de (F,,5) dans le cas B, -bien posé par
Spa,s(A, M) :={u e B, (T: D(A)): DPy € By (T;D(A)), Mu € By +*(T; X)}, (4.21)

Nous considérons D(A) et D(M) comme des espaces de Banach sont munis par leurs normes
graphiques.
Siu € Spqs(A, M), tel que Sp4(A, M) est un espace de Banach, alors leur norme est

lulls, . = lulls;, + | Aulls; , + 1D ulls;,, + | AD ull 5y, + Ml gass, (4.22)

Maintenant, nous donnons la définition du caractere bien posé de (P, 3) dans ’espace B;q(T; X),

on note par (B, ,-bien posé).

Définition 4.2.1. Soit 1 < p, ¢ < 00, s > 0, soient A et M deux opérateurs lineaires fermés
dans un espace complexe de Banach X satisfaisant D(A) C D(B) et 0 < f < a < 1.

Soit f € B, (T; X), u € Spqs(A; M) est appelé une B, ,-solution forte de (Py ), si (Pap) est
satisfait sur T. Nous disons que (Pn ) est By ,-bien posé, si pour chaque [ € B;q(']I‘;X), il

eziste une By  -solution forte unique de (Py ).

Si (Pa,p) est LP-bien posé, il existe une constante C' > 0 telle que pour chaque f € By (T, X)
et u € Sp4s(A; M)) est une B, -solution forte unique de (Py,g), alors

lulls,q a0y < ClifliBg,- (4.23)

Cela peut étre facilement obtenu par la fermeture des opérateurs A, M et le théoreme du
graphique fermé.
Maintenant, nous prouvons le résultat suivant qui sera utilisée dans la preuve de notre résultat

principal de cette section.

Proposition 4.2.1. Soient 1 < p, g < 00, s > 0, et A, M deuz opérateurs lineaires fermés
dans un espace de Banach X, tel que D(A) C D(M). Supposons que (ay)kez et (bg)kez sont des

suites 2-regulieres avec {b} et { } sont bornées, telle que

_1
Yor+i

{

ay
Yor, + 1

kez}cpl(A).

Alors les assertions suivantes sont équivalentes
(i) (axMlaxM — (vby + p) Al rez est un multiplicateur B -Fourier.
(i) supyey [larM[arM — (vby + p) A]7| < oo

Preuve. D’abord nous notons que, My = ax M N, ou Ny = [apM — (vbg +,u)A]_1 lorsque k € Z.
L’implication (i) = (ii) est clairement vraie a I’aide de la Remarque [1.2.15| (b).
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Maintenant, il ne reste & montrer que I'implication (ii) = (i) est vraie.
Supposons que supycz | My|| < 0o et grace a la preuve de la Proposition on déduit que

sup [|[k(Myy1 — My)|| < oo. (4.24)
kEZ

D’une part, on a
k?(Mjyo — 2Mp 1 + M)

= k2[ap1oM Njyo — 2041 M Nyyq + apMN]

= k*M Ny polap 2N, " — 2ak+1N;;r12Nk+1N,;1 + akN];}Q]Nk

— K2M Ny :amN,;l — a1 [ar s M — (Ybpao + ) ANk N+ agago M
— (Vg 42 + M)A]} Nj,

= k*M Ny 19 :ak+2Nk_1 = 2a311 [Ny + (art2 — ap1) M + Y(begr — biy2) Al Njg1
X Nk_1 + ak[]\fk_1 + (k42 — ar) M + (b, — bk+2)A]}Nk

= k> M Ny :(ak+2 = 2ap41 + ap)Ix — 2(ak+2 — ag41) Me 41 + (agr2 — ag) My,

+ 2yap41 (kg2 — bug1)ANpy1 — vag(bpgo — bk)ANk}

= k*M Nji2 | (any2 — 2ap41 + a) (Ix — Myp1) — (apr2 — ag)(My1 — My)
+ 27(ag+1 — ak) (bkr2 — bpr1)ANg1 + yag(brr2 — 2041 + b)) AN
+ yag(bgr2 — bp) A(Np41 — Nk)]

k?(akt2 — 2ap+1 + ag) k(arq2 — ax)

= Mj42 (Ix — Mg41) — k(M1 — M)
Af+-2 Af+-2
k — k(b —-b b
L2y (ak+1 — ak) k(bg+2 — bit1) E (M — Iy)
Qfo+2 b, Yort1 + 1
ar k2(b —2b +b b arp k(b —b
kK5 (brgo — 2041 + b)) by (Myss — Ix) 17— (bk+2 k)bk
k42 b Yor41 + k42 b
X /CA(Nk_H - Nk)]
k2(a —2a +a ar a k(a —a
:Mk+2{ (ak+2 — 2ap41 +ar) ax Gkt (Ix — Myyy) — (ak+2 — ak)
ag Ak+1 Qk+2 Q42
k — k(b —b b 1
X (Miy1 — My) + 2y @kt = @)k @it Kbrre = ber) broy, by
a a1 Qgt2 br+1 by Yory1+p
k?(bpro — 2bpyq + b 1
« (Mioyy — I) 47— B4t (bkr2 — 2041 +be) by
41 Qky2 by, Vo1 + p
ap a k(b —br) b b
x (Mysq1 — Ix) + y—n ZEEL (o = bi) brta ML bk A(Nps1 — Ni) |, (4.25)
Aft1 Qft2 bk+2 brr1 b

lorsque k € Z\{—2,—1,0}.
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D’autre part, en utilisant I'expréssion (4.10]), pour réécrire

ar — a
kA(Npy1 — Ni) = kA [Nk-i-l%Mkz + Nep17(bey1 — bk)ANk}

_ My —Ix k(ay — akH)Mk n M1 — Ix

Yor+1 + a Yor+1 + 1

My — Ix
Yor + p

vk (bg1 — br)

1 k(ag — agt1) v F(brtr — bi)
- M1 — Ix)Mj, +
Vopi1+p ok M = Lo)Mie+ 252 =,
1
b (M — 1 . 4.26
X,kaJruk( k—Ix), (4.26)

lorsque k # 0.
Comme les suites (ag)rez et (bg)rez sont 2-regulieres, et 'hypothese (H1) satisfaite et par 1-

) o s . ) b . .
régularité, on déduit que les suites {a‘:il 1, {Z:E}, {b:L} et {ﬁ} sont bornées, et d’apres la

Remarque [1.2.17, on déduit aussi que les suites {a’“;:;a’“} et {b’“ljk2+;b’“} sont bornées, donc les
expressions ([4.24)) et (4.25)) ci-dessus montrent que

iug k% ( My — 2Myyq + My,)|| < oo, (4.27)
€

ce qui implique que (My)rez est un multiplicateur de B; ,-Fourier d’aprés les conditions (1.4),
(1.5) de Marcinkiewicz.

Enfin, 'implication (ii)=-(i) est également vraie. O

Lemme 4.2.1. Soient X un espace de Banach et 1 < p, g < oo, s > 0, supposons que (bg)rez
est 2-requliere et (H1) est satisfaite. Alors

1
Ix)
wbk+,u) X kez

{(b) Ix ez et ((
sont des multiplicateurs de By  -Fourier.

Preuve. Nous avons

b1 — b
Kbyt — by, = k“zikk.bk

g2 byo — 2bp41 + by, b

k% (bpyo — 2bgy1 + br) b ks

lorsque k # 0.

De méme, on a

1 1 e v(bk — br+1)
Yorr1+ o Yo+ p (Vor+1 + p) (Vor+1 + 1)
_ 1 L k(br —bry1)
=". . . b,
Yokt1 + 1 Yok + 1 bi

et
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2 1 2 1
(’ka+2+u T Ybry1tu + ’kaJru)

k2
(k4 ) (Vors1 + 1) (Vb2 +
+ (Vbrg1 + 1) (Vora2 + )]
k2
— (Ybk + 1) (Vo1 + 1) (Vorao + p
+ (Ybrt2 — Ybr) (Yor+1 — Yoi)]
k‘2
— (vbr 4 1) (Vo1 + 1) (Yot + )
4+ V2 (bgyo — b)) (brg1 — br)]

) [(vbr + 1) (Vort1 + 1) — 2(v0k + p) (Vbr+2 + 1)

] [—(vbi + 1) (Ybr42 — 27bgy1 + Y0k)

[=y(vbr + 1) (kt2 — 2bgy1 + br)

1 k2 (bryo — 2bgy1 + by)
(vbr + 1) (Vort1 + 1) (Yor+2 + 1) ( #) be
k(brio — bg) k(bgi1 — b
42 (brt2 — br) k(x4 k).bk-bk 7
b, b,
lorsque k # 0.
Comme la suite (bg)rez est 2-reguliere et 'hypothese (H1) est satisfaite, on a
sup ||k(bga1 — bi|| < o0 (4.28)
keZ
sup ||k2 (bpro — 2bpy1 + bi|| < oo, (4.29)
keZ
et
b )l < (4.30)
sup - 00 .
kez  Yorpr+p e+ p
1 2 1
sup || &%( )| < oo. (4.31)

- +
keZ Yopi2 +p Yopy1+p o Yo+ p

D’apres les conditions de Marcinkiewicz (| et . ), {(br)Ix }rez et ((ka JrM)I X)Ic , sont des
€

multipilicateurs de B, -Fourier. O

Remarque 4.2.1. D’aprés le Lemme [4.2.1 ((ﬁ)b{)k , est un multiplicateur de B -
6 b

Fourier. Dans le cas particulier, nous posons v = 1 et p = 0, nous obtenons ((i)lx>k ” est
€
un multiplicateur de B, ,-Fourier aussi.
Le théoreme suivant est le résultat principal de cette section qui donne des conditions

nécessaires et suffisantes pour justifier le caractére By -bien posé de (Pa,p)-
b

Théoréeme 4.2.1. Soient X un espace de Banach, 1 < p, q <00, s> 0 et A, M deux opérateurs
linéaires fermés dans X tel que D(A) C D(M). Alors les assertions suivantes sont équivalentes
(i) (Pa,p) est By ,-bien posé,

(i) { E;kﬁ_;,_'u k€ Z} C pl(A) et suppey ||(ik)* M{(ik)*M — (v(ik)” + p) A]7H|| < oo
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Preuve. (ii) = (i). On note My = (ik)*M Ny, ot Ny, = [(ik)*M — (y(ik)? + p)A]~! lorsque
k € Z. Nous supposons que {'y(l(liﬂl;z*iu k€ Z} C p,]xfu(A) et supgez || M|l < oo. Il résulte
de la Proposition que (My)kez est un multiplicateur de B, ,-Fourier. Alors pour tout
f e B, (T; X), il existe u € B, (T; X) satisfaisant

a(k) = Mpf(k), (ke Z). (4.32)

En utilisant 'identité
IX = Mk — (’y(ik)'g + M)ANk,

ce qui implique

AN, (M — Ix]. (4.33)

~ (k)P +

D’apres le Lemme [4.2.1], I'identité ((%)I X) est un multiplicateur de B} -Fourier, et
v(ik)P+p keZ P
d’aprés la Remarque [1.2.14] (b), nous déduisons que (ANg)rez est un multiplicateur de B, -

Fourier.

Dong, il existe v € B, (T, X) satisfaisant
o(k) = ANLA(R), (4.34)

pour tout k € Z.

Nous rappellons que A=! : X — D(A) est un isomorphisme, et comme 0 € pf\y/{u(A) par
hypothese, ainsi que D(A) est un espace de Banach muni par sa norme graphique.

Par conséquent, A~16(k) = N, f(k), posons w = A~ 1w, alors w € By (T; D(A)) et

w(k) = Npf(k), (ke), (4.35)

ce qui implique que (Ng)kez est un multiplicateur de B, ,Fourier.
En multipliant la suite (zk)ﬁ aux deux membres de I'expression (4.34]), on obtient

(ik)Po(k) = (ik)’ ANy f(k), (k € 7).

Comme la suite {(ik)?}rez est bornée par I'hypothese (H1), cela implique que {(ik)?Ix} est
un multiplicateur de B, -Fourier par Lemme et d’apres la Remarque (b), nous
déduisons que le produit ((ik)? ANy )rez est un multiplicateur de B -Fourier aussi, il s’ensuit
qu’il existe z € B, ,(T; D(A)) tel que

2(k) = (ik)%0(k) = A(ik)P Ny f (k) = A(ik)Pw(k).

Par la fermeture de A, on obtient Dfw € B, (T, D(A)) et ADPw = 2. Tl est clair que la suite
(ﬁ] x) est un multiplicateur de B, ,-Fourier d’apres la Remarque m Comme (My)kez est
un multiplicateur de By -Fourier, nous déduisons que (M Ny)y est aussi un multiplicateur de

B, ,-Fourier, ce qui implique w € By ,(T; D(M)). On a D(M) est muni par sa norme graphique,
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il devient un espace de Banach. En combinant (4.32)) et (4.35)), on obtient

a(k) = (ik)*Mw(k) = (ik)* Mw(k), (k€ Z), (4.36)

ce qui implique que w € Bﬁj{s('ﬂ‘; X). Enfin, nous avons montré que w € Sy, 4 s(A; M).
En utilisant I'expression (4.34]) pour écrire

(ik)* Mw(k) = vA(ik) o (k) + pAd(k) + f(k), (k€ Z).

Donc,
DY(Muw)(t) = yAD® (w)(t) + pAw(t) + f(t) pour t € T.

D’apres, le théoréeme de 'unicité| [2], P.314]. ce qui prouve que I'existence. On vient de montrer

I'unicité, soit u € Sp4.s(A; M) une autre solution de
D*(Muw)(t) = yAD" (w)(t) + pAw(t) + f(t),

alors,
DM (u — w)(t) = yAD*(u — w)(t) + pA(u — w)(t).

On applique la transformation de Fourier aux deux membres de I’equation ci-dessus, on obtient
(1h)* M (u — w)(k) = yA((k) — (k) + pA(a(k) — w(k)).

D’ou

[(ik)* M — (v(ik)? + p) Al (a(k) — w(k)) =0,

implique que @& —w = 0 sachant que (ik)*M — (y(ik)? + p) A est inversible. Donc, v = w d’apres
le théoreme de 1'unicité| [2], P.314].

Par conséquent, I'implication (ii) = (i) est vraie.

(i)= (ii). Supposons que (P, ) est B, ,bien posé, nous allons montrer que pour k € Z,
St € Ph(A);

En effet, soit k € Z et y € X fixé, nous définissons f(t) = e*y (t € T). Alors f € B, (T; X),

f(k) =y et f(n) =0 pour n # k. Il s’ensuit qu'’il existe une solution unique u € Sp.q,s(A; M)

satisfaisante
DY (Mu)(t) = yADPu(t) + pAu(t) + f(t) a.e. on T.

D’autre part, 4(n) € D(A) lorsque n € Z d’apres [ [2], Lemme 3.1]. On applique la transformation

de Fourier aux deux membres de ’equation ci-dessus, on obtient
[(ik)* M — (v(ik)" + p) AJa(k) = y (4.37)

et
[(in)*M — (y(in)” + p)Ala(n) = 0, (4.38)
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lorsque n # k.

Donc, [(ik)*M — (y(ik)? + i) A] est surjectif. Ensuite, nous provons que [(ik)* M — (y(ik)? 4 p) A]
est injectif. Nous prenons z € D(A) tel que [(ik)*M — (y(ik)? 4+ p)Alz = 0. En effet, soit
u(t) = e*'z lorsque t € T, alors nous avons u € S, 4(A; M) et (P, ) vérifié presque partout
sur T lorsque f = 0. Alors, u est une By  -solution forte de (Py,p) lorsque f =0.

On obtient = 0 par Phypothése d’unicité. D’ot, [(ik)*M — (y(ik)? + u)A] est injectif.

Nous avons montré que l'opérateur [(ik)*M — (y(ik)? + u)A] est bijectif de D(A) dans X.
Enfin, nous allons montrer que [(ik)*M — (y(ik)? + u)A]~' € L£(X). De plus, pour f(t) = ety

et soit u une B ;-solution forte unique de (7, ). Alors

o, Wt
= { ((ik)*M — (y(ik)? + p)A) "y, u=k. (4.39)

D’apres l'expression (4.37)), on a
u(t) = e™[(ik)* M — (y(ik)” + p) Al 'y

En utilisant le théoréme du graphique fermé, il existe une constante C' > 0 indépendant de
f € B, ,(T; X) tel que

lullsg, + IADfulla, + | Aullsg, + [Mull gos- < Cllfls,. (4.40)
Par conséquent,
1[(ik)*M — (y(ik)” + ) Al yll < Cllyl, (4.41)
ce qui implique que ||[(ik)*M — (y(ik)? + p)A]~' < C.
Ainsi que
_Gk)? e pM (A) pour tout k € Z
AR P |
Nous avons montrer que,
(ik)" M
————— ke A).
(ap hE T C A

Enfin, nous prouvons que si My = (ik)*M|[(ik)*M — (y(ik)? + p)A]~! lorsque k € Z, alors
(M},)kez définit un multiplicateur de B, -Fourier.
En effet, soit f € B, ,(T; X), alors il existe u € Sp4s(A; M) une By -solution forte de (Fa,p)
par hypothese.
On applique la transformation de Fourier aux deux membres de (P, 3), on obtient
u(k) € D(A) et

[(R)°M — (4(ik)° + p) Ala(k) = f(k), (k € 2). (1.42)

Puisque [(ik)*M — (y(ik)® + ) A] est inversible, nous avons

a(k) = [(ik)*M — (v(ik)° + WA f(k), (2 € Z). (4.43)
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—

Il résulte que Mu € By t*(T, X) tel que D(Mu) = (ik)*M(k), on obtient

o —

D (Mu) = (ik)*Mi(k) = Mpf(k), (k€ Z). (4.44)

Nous concluons que (M},) ez définit un multiplicateur de B -Fourier, comme Mu € B 7*(T; X).
D’aprés la Remarque |1.2.15] (b), on déduit que supy¢ || M| < oo.

Par conséquent, I'implication (i) = (ii) est également vraie. O

Puisque la deuxieme déclaration du Théoreme ne dépend pas des parametres p, q et s.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Théoreme [4.2.1

Corollaire 4.2.1. Soient X un espace complexe de Banach et A, M deux opérateurs linéaires
fermés dans X satisfaisant D(A) C D(M), 0 < 8 < a < 1. Si (Pyp) est By ,-bien posé pour

certains 1 <p, g < oo, s > 0, si et seulement si By, ,-bien posé pour tous 1 <p, ¢ <00, s > 0.

Dans le reste de cette section, nous justifions le caractere bien posé de (P, 3) dans 'espace
périodique de Triebel-Lizorkin F); (T; X) portant trois parametres 1 < p < oo, 1 < g < oo,
s € R.

Nous nous référons a [16] pour la définition et les propriétés sur 'espace F; (T; X).

Maintenant, nous donnons la définition du caractére de F; -bien posé de (P ).

Définition 4.2.2. Soient X un espace de Banach complexe, et A, M des opérateurs linéaires
fermés dans X satisfaisant D(A) C D(M), 0 < f < a < 1. Soit 1 < p < 00, 1 < q < o0,
s> 0cet fe Fj,(T;X), ue F;,(T;D(A)) est appelé une FJ -solution forte de (P p), si
Mu € F5r5(T; X) et (Pag) est satisfait sur T. Nous disons que (Popg) est Fj -bien posé, si
pour chaque f € F; (T; X), il existe une Fy -solution forte unique de (Pyp).

En utilisant un argument similaire qui a été utilisé dans la démonstration du Théoreme [£.2.7]

nous pouvons obtenir la caractérisation du F}; -bien posé de (P, )

Théoreme 4.2.2. Soient X un espace de Banach, 1 <p<oo,1<qg<o00,58>0, et A, M deux
opérateurs linéaires fermés dans X satisfaisant D(A) C D(M). Alors les assertions suivantes
sont équivalentes

(i) (Pa,) est Fy ,-bien posé,

(ii) {gibs + k€ 2} C pll.(A) et supreg [| (k) MI(ik)*M — (y(ik)® + u) A]7! || < oc.

Puisque la deuxieme déclaration du Théoreme ne dépend pas des parametres p, q et s.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Théoreme [£.2.2]

Corollaire 4.2.2. Soit X un espace de Banach complexe, et soient A, M deux opérateurs
linéaires fermés dans X satisfaisant D(A) C D(M). Alors (Po,g) est I, ,-bien posé pour certains
1<p<oo,1<g<o0,s>0 siet seulement si By -bien posé pour tous1 <p < o0, 1 < g < oo,
s> 0.
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4.3 Applications

Considérons le probléme aux limites

*(m(z)u(t, s
Gl (8t)a t,2)) = 'yAg)?u(t, x) + pAu(t,z) + f(t,z) dans [0, 27] x €, (4.45)
u=0, dans [0,27] x 09, (4.46)
m(x)u(0,z) = m(z)u(2r,x)  dans Q. (4.47)

onl0<f<a<l ety=p=1,0f ladérivée fractionnaire au sens de Caputo, et 'opérateur
laplacien A agit sur la deuxieme variable z € €2, € est un domaine borné dans R™ avec frontiere
réguliere 012, f est une fonction sur [0, 27] x Q.

Soit M un opérateur de multiplicateur dans H~!(f2) avec domaine de définition D (M), tel que
D(A) c D(M).

Nous supposons que { (k)

k e} cpl,(A),ona

v(ik)P+p
. . . _ k)« (ik)> _
B) M (k)M — (1 + (ik)%)2) Y = |0 M M— A
IR M(iR)° M = (1 (G8°) ) = | s M (s M~ )7L
On pose z = %, et en utilisant les relations triangulaires, tel que 0 < 8 < a < 1.

En effet, si & > 0,
(ik)a _ ‘k‘aesgn(k)%“i
= k% (cos("2) + isin(T2Y),
2 2
et si k <0,
(ik)® = —k%(cos(T) — i sin( ).
2 2
De plus, si £ > 0, on a

14 (ik)? = (1 +&° cos(?)) + ik? sin(%),

et si k<0, ona

1+ (k) =(1—k° COS(?)) —ikP sin(%).
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Ainsi,

|(iR)™] = [K]%,

11+ (k)] = \/(1 + kB COS(?)Q + (k28 SiHQ(?)).

par des calcules simples sur les relations triangulaires, on trouve

Re(z) = 2 , 4.48
(2) 1+ k28 + 2kB cos(%2) (4.48)

kY gin (T kotB gin(E (o —
Im(z) = sin( %) + sin(5 (a 5)) (4.49)
1+ k28 4 2k5 cos(%P)
Comme 0 < 8 < a < 1, nous obtenons
COS(%) > 0, sin(%) > 0, cos(g(a —f)) >0, et sin(g(a - B)) > 0.
On déduit que R(z) > 0 implique que Re(z) > —c(1 + [Im(z)|) pour tout ¢ > 0.
D’apres [ [38]. Section 3.7], il s’ensuit une constante C' > 0 telle que
|M(zM — A)|| < ¢ (4.50)
14z ‘

pour tout k € Z.
D’ou

(k)M ((ik)* M — (1 + (ik)")A) 7Y < C, (4.51)

pour tout k € Z.

Nous concluons par le Théoreme (ou Corollaire que le probléeme f est LP-
bien posé. nous déduisons du Théoreme m (resp. Théoreme que le probleme périodique
ci-dessus est By -bien posé (resp. F; ,-bien posé) aussi pour tous 1 < p, ¢ < oo, s > 0 (resp.
1<p<o0,1<qg<o0,s>0).
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Conclusion et Perspectives

Au terme de cette these, nous estimons que les résultats présentés contribueront au développement
des systemes dynamiques décrits par les équations différentielles fractionnaires dégénérées linéaires
et non linéaires dans le différentes conditions, en ouvrant de nouveaux horizons a la recherche
scientifique sur cette thématique émergente. Apres avoir présenté les notions préliminaires utiles
pour la bonne compréhension du présent travail, nous avons présenté les résultats d’existence et
d’unicité de I’équation d’évolution d’ordres fractionnaire a la dérivée de Caputo dans les espaces
de Banach. Tout d’abord, nous avons établi les principaux résultats d’existence et d’unicité du
probleme intégrodifférentiel fractionnaire avec des conditions non locales en utilisant la technique
de décomposition de 1’éspace en somme directe ainsi que le recours a la théorie des opérateurs
résolvants : (fortement (L, p)-sectoriel, fortement (L, p)-radial, (L, o )-borné, (L, p)-borné) et celle
de semi-groupe dégénéré. La dépendance de solutions par rapport aux données initiales non lo-
cales a été également discutée. Ce résultat a été publié dans une revue de renommée [29).

Par ailleurs, nous avons présenté le résultat concernant la stabilité de la solution du probleme
différentielle fractionnaire dégénéré avec retard en temp fini. Ce résultat est obtenu a I'aide de

la technique de I'inégalité de Gronwall généralisée.

Enfin, le dernier résulat renvoyant au caractere bien posé du probleme différentielle fractionnaire
dégénéré avec des conditions aux limites périodiques, en s’appuyant sur le théoreme multiplica-
teur de Fourier. Ainsi, ces résultats (chapitres 3, 4) seront publiés ultérieurement.

Les résultats présentés dans cette these offrent naturellement de nombreuses perspectives. La
premiere est I’étude de controlabilité, ’observabilité et le controle optimal des équations différentielles
dégénérées fractionnaires avec des conditions non locales. La deuxiéme perspective envisageable
serait 1’étude des équations différentielles fractionnaires dégénérées impulsives avec des condi-

tions non locales.
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