
والبحث العلميوزارة التعلیم العالي 

Contrôle de la Stabilité Dynamique des Structures

Élastoplastiques

FACULTE DES SCIENCES DE L’INGENIORAT
DEPARTEMENT DE GENIE CIVIL

THESE

Thème

BADJI عنابة -جامعة باجي مختار  MOKHTAR UNIVERSITY- ANNABA
UNIVERSITE BADJI MOKHTAR - ANNABA

Présentée en vue de l’obtention du diplôme de DOCTORAT en Génie Civil

Option : Structure

Par :

CHENIA MAHMOUD

Directeur de Thèse : HACENE CHAOUCHE Abdelmadjid. Professeur (UBM Annaba)

Devant le Jury :

Président : DJEGHABA Kamel Professeur (UBM Annaba)

Examinateurs : NAFA Zahr – Eddine

BENMARCE Abdelaziz

Professeur

Professeur

(U. Guelma)

(U. Guelma)

Invité : HAMMOUDA Abdelaziz M C B (UBM Annaba)

Année : 2018



Remerciements

Remerciements

J’exprime ma profonde reconnaissance et ma parfaite gratitude à mes encadreurs :

Pr. HACENE CHAOUCHE Abdelmadjid & Dr HAMMOUDA ABDELAZIZ

Je remercie également le Pr. Noel CHALLAMEL qui a été beaucoup impliqué dans

l’élaboration et la conduite de cette étude, et qui nous a fourni à plusieurs reprise l’accueil au

sein du l’équipe EcoMat à l’institut de recherche Dupuy de Lôme dans l’université de Bretagne

Sud à Lorient-France.

Je tiens à remercier particulièrement Messieurs les membres du jury pour avoir accepté

d’examiner ce travail.

Mes remerciements vont aussi à :

Pr. Djeghaba Kamel, le président de la formation doctorale, Pr. Redjel Bachir, que je

considère comme le père scientifique et le modèle du chercheur à suivre. Mr. Slimani Fayçal,

le chef de département de génie civil à l’université d’Annaba, pour son professionnalisme.

Je remercie également toutes et tous qui ont contribués de près ou de loin à l’élaboration et

l’aboutissement de cette thèse.



 Résumé , Abstract , ملخص   

Résumé

La dynamique des systèmes non linéaires (DSNL), appliquée aux structures à matériaux non

réguliers (ou inélastique), constitue une branche de connaissance qui, désormais, n’est plus

confinées aux théoriciens et ne peut plus être ignorée par le spécialiste en génie civil. En effet,

une des raisons qui doit motiver la connaissance de la dynamique des systèmes (et de la théorie

des stabilités) est que ce dernier est entraîné à calculer des solutions à un problème posé

(constructions, ouvrages d’art, barrages …), mais qu’il est beaucoup moins sensibilisé à

s’assurer de la stabilité de ces solutions sous variation de conditions initiales ou autres. Les

notions reprises de la dynamique des systèmes non linéaires peuvent participer au problème

concret de la maîtrise, par le calculateur, des risques d’entraînement du système au-delà de ses

résistances effectives, par exemple en dynamique des structures (DDS). Ce travail traite les

problèmes liés à la dynamique et la stabilité des systèmes élastoplastique (parfaitement

plastique, et en présence de l’écrouissage cinématique). La formulation des équations de

mouvement de chaque système élastoplastique a été présentée par des écritures généralisées

utilisant des paramètres adimensionnels, et ainsi mener des simulations numériques de la

réponse dynamique de chaque cas d’étude i.e. pour les vibrations libres en perturbant

uniquement les conditions initiales, ou bien pour les vibrations forcées. Une nouvelle formule

décrivant la frontière de bifurcation est obtenue en fonction du paramètre de l’écrouissage.

L’étude de stabilité dynamique de chaque système bilinéaire a été menée également par

l’approche de propagation d’erreur pour des petites perturbations des variables du problème.

En fin, le modèle numérique du système élastoplastique en présence de l’écrouissage

modélisant un oscillateur à une seule masse a été également couplé à une autre masse

additionnelle faisant ainsi la construction d’un nouveau système dynamique à 2 DDL.

Mots clés : Dynamique des systèmes non linéaires, stabilité dynamique des systèmes

élastoplastique, écrouissage cinématique, paramètres adimensionnels, vibrations libres,

vibrations forcées, frontière de bifurcation.
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Abstract

The Dynamics of Nonlinear Systems (DNLS), applied to structures with irregular materials (or

inelastic), constitutes a branch of knowledge that, henceforth, is no longer confined to

theoreticians and should not be ignored by the civil engineering specialist. In fact, one of the

reasons, which must motivate the knowledge of the systems dynamics (and the stability

theories), is that -this last- is trained to calculate solutions to a posed problem (constructions,

structures, dams ...), but it is much less sensitized to ensure the stability of these solutions under

varying initial conditions or other. The taken concepts from the dynamics of nonlinear systems

can participate in the concrete problem of the risks control -by the computer- of driving the

system beyond its real resistances, such as in dynamics of structures (DDS). This work deals

with the problems related to the dynamics and stability of elastoplastic systems (perfectly

plastic, and in the presence of kinematic hardening). The formulation of the motion equations

of each elastoplastic system has been presented by generalized writings using dimensionless

parameters, and thus to carry out numerical simulations of the dynamic response of each studied

case i.e. for the free vibrations by disturbing only the initial conditions, or for forced vibrations.

A new formula describing the bifurcation boundary has been obtained, depending on the

parameter of hardening. Also, the dynamic stability study of each bilinear system has been

conducted by the error propagation approach for small perturbations of the problem variables.

Finally, the numerical model of the elastoplastic system in the presence of hardening, modeling

an oscillator with one mass, was also coupled to another additional mass, thus making the

construction of a new dynamic system with 2 DOF.

Keywords: Dynamics of Nonlinear Systems, dynamic stability of elastoplastic systems,

kinematic hardening, dimensionless parameters, Free vibrations, Forced vibrations,

bifurcation Boundary.
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ملخص

دینامیكیة الأنظمة اللاخطیة (د أ ل خ)، المطبقة على ھیاكل ذات مواد غیر معتدلة (أو غیر مرنة) فرعا من المعارف  تعد

ن والتي لا یمكن تجاھلھا من قبل أخصائي الھندسة المدنیة. والواقع أن أحد الأسباب التي لم تعد مستقبلا تقتصر على الأكادیمیی

التي ینبغي أن تحفز معرفة دینامیكیات الأنظمة (ونظریة عدم الاستقرار) وأن ھذا الأخیر مدرب لحساب حلول لمشكل مطروح 

ستقرار ھذه الحلول في إطار تغیر الظروف الأولیة أو (المباني، المنشآت الفنیة، السدود...) إلا أنھ أقل توعیة بكثیر لضمان ا

غیرھا. إن المفاھیم المأخوذة من دینامیكیة الأنظمة اللاخطیة یمكن أن تشارك في مشكلة التحكم بواسطة الكمبیوتر في مخاطر 

المشاكل المتعلقة بدینامیكیة واستقرار یعالجھذا العملتخطي النظام عتبة مقاومتھ الذاتیة، مثل فیما یخص دینامیكیة الھیاكل. 

تم تقدیم صیاغة معادلات حركة كل نظام من بشكل مثالي ، وفي وجود التصلب الحركي). يالأنظمة المرنة (البلاستیك

عددیة للاستجابة تایوبالتالي لتنفیذ محاك ،غیر خاضعة للوحداتعواملالمركبات المرنة عن طریق كتابات معممة باستخدام 

تم . أو للاھتزازات القسریة فقط،الشروط الأولیة ب خلالالإأي للاھتزازات الحرة عن طریق  ،مدروسةینامیكیة لكل حالةالد

راسة الاستقرار الدینامیكيكما أجریت دالتشعب بناءً على معامل التصلب. مخططجدیدة تصف ریاضیةالحصول على صیغة

النموذج العددي وأخیرًا،.الصغیرةنظام لاضطرابات متغیرات البالنسبة الخطأ انتشار تتبعلكل نظام ثنائي الخطیة من خلال 

أسفرإلى كتلة إضافیة أخرى مما ھتم أیضًا اقتران فقط،واحدة  كتلة ذومذبذب ب والمعبر عنھ ،وجود تصلب مع للنظام المرن

ذو درجتي تغیر.بناء نظام دینامیكي جدید عن 

الكلمات المفتاحیة:

، غیر خاضعة للوحداتعوامل، الاستقرار الدینامیكي للأنظمة المرنة، تصلب حركي، دینامیكیة الأنظمة اللاخطیة

الاھتزازات الحرة، الاھتزازات القسریة، مخطط التشعب. 
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II.4.2. Résolution des états plastiques ෠ܲା et ෠ܲି 45

II.4.3. Organigramme de l’évolution du système dynamique libre ( ଴݂ = 0) 49

II.4.4. Résultats des oscillations libres : ( ଴݂ = 0) 50

II.5. Vibrations Forcées du Système Elastoplastique Parfait 54

II.5.1 Résolution de l’état élastique Ê 54
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Introduction Générale

Dans beaucoup de situations couramment rencontrées en ingénierie, les structures ou éléments

structuraux sont soumis à des chargements mécaniques et/ou thermiques cycliques ou

simplement variables dans le temps. Pour ces types de sollicitations, la charge limite, dont la

détermination est basée sur un chargement proportionnel, n'assure pas la sauvegarde de la

structure.

En effet, les tests expérimentaux mettent en évidence que même en dessous de cette charge

limite, les structures soumises à des chargements cycliques peuvent évoluer vers trois types

d'états limites, dont deux conduisent à la ruine. Le premier d'entre eux, désigné par le terme

Rochet, conduit à la ruine de la structure par excès de déformations plastiques accumulées. La

structure peut aussi périr par formation d'un cycle plastique stabilisé qui conduit par fatigue à

faible nombre de cycles à la rupture. Ce phénomène est appelé accommodation ou fatigue

plastique. Toutefois, la structure peut aussi endurer un grand nombre de cycles. Dans ce dernier

cas, les déformations plastiques se stabilisent et le comportement cyclique redevient purement

élastique avec apparition de contraintes résiduelles. On parle alors d'adaptation élastoplastique.

Ce dernier comportement est à la base des phénomènes de fatigue à grand nombre de cycles.

Ces différences de comportement ont motivé l'introduction des différentes notions de la

dynamique des structures et puis la dynamique des systèmes non linéaires dont notamment la

réduction de la dimension des problèmes posés par le changement de variables ou l’utilisation

des variables dites Adimensionnelles, l’utilisation de la représentation dans l’espace des phases,

au lieu de la représentation temporelle classique.

Le sujet de cette thèse de doctorat de 3ème Cycle intitulée :

« Contrôle de la Stabilité Dynamique des Structures Élastoplastiques »

Qui entre dans le cadre de la formation doctorale :

« Analyse numérique et Expérimentale des structures », lancée, approuvée, et financée par le

Ministère National de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique depuis Janvier

2011.
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Cette thèse est organisée en trois (03) grands chapitres suivis par une conclusion générale et des

perspectives en vue d’une éventuelle continuation des travaux :

- Chapitre I : Synthèse Bibliographique, un premier chapitre faisant office de l’état de

l’art, et regroupant les différentes notions et connaissances liées à l’étude de la

dynamique et stabilité des systèmes dont la loi de comportement est élastoplastique

(parfaitement plastique ou en présence de l’écrouissage). Un bref historique des travaux

de recherches tirés de la littérature scientifique sur l’étude de la dynamique non linéaire

des systèmes élastoplastique est également présenté dans ce chapitre.

- Chapitre II : Etude de l’oscillateur élastoplastique parfait, un chapitre consacré à l’étude

d’un système dynamique représenté par un modèle rhéologique simple à 1DDL. Un

système contrôlé par ses propres équations de mouvement adimensionnées, la réponse

de ce système dans le cas des vibration libres (sans force d’excitation extérieur), est

présentée également par perturbation des conditions initiales. Le cas des vibrations

forcées (force extérieure de type harmonique) constitue la partie la plus importante de

ce chapitre dont nous montrons que la frontière de bifurcation entre les états dynamiques

est en fonction des paramètres structuraux (l’amplitude de force, l’amortissement, la

fréquence de l’oscillation). L’étude de stabilité menée et le bilan énergétique est établi

pour ce système élastoplastique parfait et la carte de l’énergie dissipée aux cours des

oscillations est tracée en fonctions des paramètres dynamiques.

- Chapitre III : Etude de l’oscillateur élastoplastique en présence de l’écrouissage, une

section qui représente le véritable apport scientifique de cette thèse, une étude de la

stabilité dynamique est conduite suivant la même approche de propagation d’erreurs, la

frontière de bifurcation et la réponse dynamique de ce système sont présentées

également pour différentes valeurs des paramètres structuraux. La détermination semi-

analytique des temps de transition entre les différents états est aussi détaillée pour

l’exemple du cas où le taux d’amortissement est supérieur au coefficient de

l’écrouissage, un cas qui englobe le cas particulier de l’oscillateur élastoplastique

parfaitement plastique. Ensuite, Ce système a été couplé à une masse additionnelle, pour

en former un nouvel oscillateur à 2 DDL compliqué, la détermination des équations de

mouvement de ce système est obtenue à travers la combinaison des différentes équations

régissant chaque état dynamique des masses, et une solution globale est proposée pour

les possibles transition des états.
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Chapitre I : Synthèse Bibliographique

I.1. Introduction

Le concepteur en charge d’étudier, d’analyser, et dimensionner les structures notamment en

génie civil doit faire face aux différents types de chargements pouvant éventuellement

engendrer l’effondrement partial ou global des éléments structuraux. De ce fait, la connaissance

des charges dites exceptionnelles (Séisme……etc), ainsi que le comportement d’une structure

au-delà de ces résistances effectives est une nécessité absolue afin d’en déterminer sa déformée

et ses éléments de réduction. Lorsque les efforts qui lui sont appliqués varient suffisamment

lentement dans le temps, l’analyse peut être réalisée sous l’hypothèse d’un comportement quasi-

statique, le cas des différents codes de calcul parasismique (RPA 99 version 2003, Eurocode

8). Ces règlements réduits la non linéarité matérielle d’une ossature à un coefficient de

comportement correcteur qui dépend essentiellement du type de contreventement, une telle

approximation laisse place à l’ignorance et la non prise en compte des phénomènes produits par

les charges dynamiques de type périodiques.

Sachant qu’une structure soit généralement un système fort compliqué, il est parfois possible

de ramener son étude à un système dynamique à un nombre fini de degré de liberté dans la

mesure où nous connaissons les sources de l’excitation et la réponse de la structure. Le système

plus simple et souvent utilisé est celui à 1 DDL, cette thèse a pour but d’étudier un oscillateur

simple et ainsi introduire les notions essentielles de stabilité, réponse dynamique, et aborder les

problèmes de résolution numérique de systèmes non-linéaire tout en restant bien entendu dans

le domaine de la dynamique déterministe.

Dans ce chapitre, nous ferons le point sur l’historique des travaux de recherche menées dans le

cadre de l’étude d’un oscillateur élastoplastique soumis à une excitation extérieure de type

harmonique, et également nous présentons les différentes notions qui lui sont liées.
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I.2. L’enjeu de l’étude dynamique

Le traitement des problèmes posés dans le cadre de la mécanique statique des solides et des

structures, se base sur l’hypothèse que le chargement imposé (déplacement, efforts, température

...) passe progressivement de sa valeur initiale a sa valeur finale faisant ainsi passer la partie

sollicitée d’une configuration initiale à sa configuration finale. Les paramètres à déterminer

(contraintes, déformations, déplacements, réactions, ...) sont relatifs à l’état final fixe et par

conséquent, ne dépendent pas du temps. C’est au contraire dans le cadre de la dynamique, les

charges imposées, ainsi que les propriétés géométriques et matérielles, peuvent varier dans le

temps. De plus, même dans la configuration initiale le milieu sollicité peut être caractérisé par

des fonctions du temps. Les paramètres à calculer sont donc également des fonctions du temps,

et de nouvelles grandeurs apparaissent pour caractériser le mouvement, c’est-à-dire la variation

de la configuration dans le temps. Ce sont les paramètres cinématiques tels que les vitesses, les

accélérations, les fréquences, ... qui n’existent pas dans le cas relevant du domaine statique.

Lors de l’étude et dimensionnement des ouvrages de grande envergure, présentant une

quelconque irrégularité dans la distribution des rigidités et des inerties, les hypothèses

habituelles de calcul sont évidemment inadéquates, ce fut le cas des structures présentant une

absence totale ou large variation de symétrie en plan ou en élévation, dont on peut plus parler

d’un ensemble d’excitations régulier de tous les points sous les fondations ; également, dans le

cas des structures comportant des dispositifs d’amortissement, où l’hypothèse de découplage

des modes est réfutée à cause de la matrice d’amortissement qui ne lui permet.

En passant par un calcul non linéaire explicite représentatif et relativement compliqué d’une

telle structure, nous pouvons étudier ainsi son comportement au-delà du domaine élastique ;

Donc, le caractère hystérétique d’un tel comportement et qui est fortement lié à l’histoire du

matériau mène au cadre de la rhéologie dynamique et les différents outils de la dynamique des

systèmes non linéaire (DSNL).

Dans le cadre de nos travaux, l’étude est restreinte à un système (oscillateur) à un degré de

liberté, s’intéressant ainsi à une loi de comportement élastique parfaitement plastique

(comportement élastoplastique parfait) un cas particulier de l’élastoplasticité en présence de

l’écrouissage (cinématique dans notre cas) dont la force évolue dans le domaine plastique,

positivement dans notre cas (hardening elastoplastic oscillator) tant dis que négativement

(softening elastoplastic oscillator) dans les travaux de Liu (Liu, 2003).
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I.3. Systèmes Dynamiques Non linéaires

Henri Poincaré, dans ces travaux (Poincaré, 1890) sur l’interaction des trois corps (Le soleil, la

terre, la lune) avait introduit plusieurs notions qui sont actuellement reprises et à la base de la

dynamique moderne des systèmes physiques notamment dans la résolution des systèmes

d’équations ordinaire (EDO). Il a mis en évidence le fait que la représentation d’un système

dynamique doit s’effectuer préférablement dans un espace, appelé espace des phases ou espace

des états, introduit par Hamilton. Cet espace est formé par un ensemble complet de variables

physiques indépendantes (les positions et moments canoniques de toutes les particules

constitutives). Un état du système correspond de manière biunivoque à un point de l’espace des

phases, et l’évolution temporelle du système engendre une trajectoire (dite orbite). D’autres

contributions ont suivi grâce à Birkhoff ou Lyapunov, en restant dans le domaine des systèmes

conservatifs.

I.3.1. Dynamiques des systèmes dissipatifs & conservatifs

Dans le domaine de la dynamique des systèmes non linéaires, les systèmes dynamiques

dissipatifs sont à l’origine de l’émergence de la « théorie du chaos » puisqu’ils furent les

premiers à être étudiés dans les années 60 et 70. Les avancées théoriques sur la caractérisation

des systèmes dissipatifs temporels n’ont pas été transmises aux domaines des applications et

seules quelques équipes parmi la communauté internationale exploitent ces techniques qui se

multiplient avec une maturité qu’elles n’avaient pas alors. En effet, il apparaît désormais que

nombreux sont ceux qui travaillent sur des systèmes qui pourraient bénéficier de ces techniques

d’analyse mais qui se contentent d’utiliser, par défaut, les techniques utilisées à la fin des années

80. La communauté francophone comporte plusieurs équipes qui promeuvent l’analyse de ces

systèmes. De par sa nature, le contexte de ce travail permet également d’intéresser la

communauté des mathématiciens travaillant sur les équations différentielles ordinaires ou aux

dérivées partielles.

À ce titre, les systèmes hamiltoniens sont au cœur de nombreux systèmes physiques très variés.

On rencontre ces systèmes hamiltoniens (conservatififs) dans des domaines de la physique

exhibant des dynamiques à des échelles de temps et d’espace très différentes. Pour n’en citer

que quelques-uns, la mécanique des fluides et des plasmas, la mécanique céleste, la physique

des accélérateurs de particules, la physique atomique et moléculaire.
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Typiquement, lorsqu’il est chaotique, le comportement dynamique d’un système hamiltonien

résulte de la compétition – non-linéaire – entre les fréquences de vibration des différents degrés

de liberté (Zaslavsky, 1998). De tels comportements chaotiques peuvent être observés dans le

contexte de certaines expériences de mélanges en mécanique des fluides, liés à une perte de

confinement dans les tokamaks, ou à un transport accru d’énergie pour certains degrés de liberté

pertinents conduisant à une réaction chimique.

L’utilisation des nombreux outils mathématiques développés pour ces systèmes hamiltoniens

permet de mieux comprendre et aussi de contrôler cette dynamique (Manneville, 1990). Ces

outils concernent la modélisation des systèmes physiques (identification de quantités

conservées à l’aide des symétries du systèmes et par conséquence, construction de modèles

réduits par exemple), l’analyse de la dynamique en termes de structures dans l’espace des

phases et identification des bifurcations associées à des changements qualitatifs de la

dynamique d’un système en fonction des paramètres pertinents, et le contrôle par des

modifications appropriées du système permettant de conserver la structure hamiltonienne du

problème.

La spécificité d’un système hamiltonien est que la dissipation engendre la tendance

asymptotique d’un volume initial de l’espace des phases vers un volume nul, aussi appelé

attracteur qui peut se manifester par un point fixe, des orbites périodiques (cycles limites), des

orbites quasi-périodiques ou des attracteurs chaotiques (étranges), Le terme chaotique se

réfère à une propriété dynamique (Grebogi et al., 1984), d’où la sensibilité aux conditions

initiales (SCI), tandis que le mot étrange se réfère à des propriétés fractales.

Les travaux de Lorenz (Lorenz, 1963) ont apporté à la science le premier attracteur chaotique,

bien que Rössler (Rössler, 1976) a pu développer un autre attracteur chaotique plus simple

engendré par un système non linéaire de trois équations différentielles ordinaires couplés, qui

ne peuvent être intégrées -analytiquement-, le cas de la majorité des systèmes dynamiques non

linéaires. Donc, Lorenz a initié la résolution des systèmes d’équations différentielles à l’aide

des ordinateurs, ce qui a donné naissance à une multitude des travaux de recherche théoriques

basés sur des simulations numériques en introduisant les outils numériques de calculs formels.
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I.3.2. Description physique d’un système dynamique

On appelle système dynamique un système (physique) représentable par un jeu d’équations

différentielles tel que :

ቊ
ܺ̇ = (ݐ,ߙ,ܺ)ܨ

ܺ(0) = ෠ܺ
(I.1)

Où X est un vecteur de variables de dimension n, F un vecteur de fonctions scalaires des

variables X de dimension n également, α est un vecteur de paramètres de dimension p, et t

(souvent le temps) la variable libre du problème. ෠ܺest le vecteur des conditions initiales (valeur

de X à t = 0). F nécessairement ne présente pas de singularité (Le Bourlot, 2009), on pourra

donc toujours supposer que X existe pour tout t.

Il est essentiel de faire la distinction entre “variables” et “paramètres”. Les paramètres sont sous

le contrôle de “l’expérimentateur” : il peut les modifier librement (même si cela n’a pas de sens

physique). Une fois un jeu de paramètres choisi, et pour des conditions initiales données, le

système évolue de façon déterministe sous la loi de l’équation différentielle F. Pour un système

“bien posé”, le théorème de Cauchy garantit alors que la solution existe et est unique. En

revanche, ce théorème est local ; il ne dit rien sur une éventuelle durée maximale d’évolution

du système. La recherche d’éventuelles singularités doit donc se faire au cas par cas.

Le modélisateur peut ainsi constater, ou observer, l’évolution des variables dans l’univers

virtuel qu’il a créé. Il réalise une sorte d’expérience “in silico” dans laquelle il est le maître des

règles du jeu (construction de F, réglage des α, choix de ෠ܺ) mais où il ne se passe pas n’importe

quoi. Une fois ces choix faits, la suite est irrévocable. Elle peut (en général) être calculée, mais

il faut changer les règles pour que l’évolution change.

Le point de vue d’étude adopté consiste à étudier une famille de systèmes obtenue en faisant

varier l’un ou l’autre des paramètres de contrôle. On cherche à déterminer les valeurs

particulières des paramètres pour lesquelles le comportement qualitatif du système change. Cela

permet d’avoir une vue globale et synthétique des différents comportements possibles, et

permet également souvent de mieux comprendre un comportement particulier en le plaçant dans

un contexte plus global.
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Lorsque la variable libre t apparaît explicitement dans l’expression de F, le système est dit non-

autonome. En général, c’est un inconvénient majeur pour la résolution numérique, et il est

préférable de s’en affranchir. On peut toujours transformer un système non-autonome en

système autonome (où t n’apparaît pas explicitement), en posant par exemple :

൜
ܺ௡ାଵ = ݐ

ܺ̇௡ାଵ = (ߙ,ܺ)௡ାଵܨ = 1
(I.2)

On augmente ainsi la dimension du système d’une (1) unité, mais cela permet de remplacer

systématiquement t dans les équations par ܺ௡ାଵ. Les algorithmes de résolution de systèmes

d’équations différentielles nous en remercieront pour la réduction de nombre d’équations du

système à résoudre.

I.3.3. L’oscillateur Modèle de Duffing

Un vecteur d'état et une fonction de transition sont à l’origine de tout système dynamique. On

peut noter que la définition d'un système dynamique se réfère également à une frontière entre

un « intérieur » et un « extérieur » au système. Cet extérieur qu'on appelle l'environnement du

système, par exemple le cas de la force d’excitation d’un séisme, et appliquée au système en

dynamique des structures. Habituellement, un comportement stationnaire (stimulation

périodique pour force harmonique) est attendu de la part de l'environnement extérieur d’un

système dynamique. Un système qui perd de l'énergie au cours du temps est dit dissipatif. Pour

une initiation assez large de comportement dynamiques, nous prenons l’exemple prototype d’un

oscillateur régi par l’équation de Duffing .

L’oscillateur de Duffing fait partie des systèmes modèles qui permettent d’étudier une

dynamique non-linéaire (Korsch et al., 1998). Il correspond à une équation différentielle non-

linéaire de la forme :

+ሷݔ +ሶݔݎ +ݔߙ ଷݔߚ = ݂ (ݐ߱)ݏܿ݋ (I.3)
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Cette équation diffère formellement de l’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique

en régime forcé par la présence d’un terme non-linéaire en .ଷݔߚ Elle fut établie au début du

XXème siècle par l’ingénieur Georg Duffing (Duffing, 1918), dans le but de modéliser les

vibrations forcées d’une machine industrielle, ensuite un grand nombre de tels systèmes

correspondent à une telle modélisation ont vu le jour.

Si l’équation différentielle (I.3) contient cinq paramètres (r, α, β, f et ω), un changement de

variable peut nous montrer qu’il suffit de seulement trois paramètres parmi ceux-ci pour

explorer complétement les différents types d’évolution du système. En effet, deux de ces cinq

paramètres peuvent être considérés comme des facteurs d’échelle vis-à-vis du temps et de

l’amplitude ; en considérant les transformations :

ቄ
→ݔ ݔܽ
→ݐ ݐܾ

ݒ݁ܽ ܿ൜
ܽ= ݂߱ିଶ

ܾ= ߱ିଵ
(I.4)

On obtient une équation qui ne contient plus que trois paramètres :

+ሷݔ +ሶݔƸݎ +ݔොߙ ଷݔመߚ = (ݐ)ݏܿ݋ (I.5)

Qui seront :

ቐ
=Ƹݎ ଵି߱ݎ

=ොߙ ߙ ߱ିଶ

=መߚ ߚ ²݂ ߱ି଺
(I.6)
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Or, de façon plus générale, l’adoption opte souvent pour le choix de considérer l’influence des

trois paramètres (r, ω et f). L’équation différentielle du second ordre (I.3) peut se ramener à un

système équivalent de trois équations différentielles du premier ordre comme ceci :

൝
=ሶݔ ݕ
=ሶݖ ߱

=ሶݕ −ݕݎ− −ݔߙ ଷݔߚ + ݂ cos(ݖ)
(I.7)

Ce système (I.7) est “autonome”, dont le temps n’apparait pas explicitement, fait intervenir trois

variables x, y et z indépendantes. Il correspond par conséquent à un système à trois degrés de

libertés, soit le nombre minimum qui permet l’apparition d’un comportement chaotique. La

projection des trajectoires décrites dans l’espace tridimensionnel (x, y, z) est exactement la

représentation du système y(x) dans l’espace des phases.

I.3.4. Evolution des états d’un Système dynamique

Considérons un système dynamique possédant un seul degré de liberté (Figure I.1.a.), assujetti

à une trajectoire rectiligne. Le suivis de sa position se fait à l'aide d'une coordonnée (x) suivant

un seul axe. L'état mécanique de cet oscillateur à un instant donné est totalement déterminé par

la détermination de sa position et de sa vitesse, qui sont calculables à l'aide de l'équation

différentielle du mouvement et des conditions initiales.

Cet état mécanique peut être représenté sur un plan (position x, vitesse (ሶݔ montré par la figure

(Fig.I.1.c), appelé "portrait de Phase" dans un espace appelé " espace de phase" (Leipholz,

1970).

Dans le cas de ce système (Fig.I.1.a) le graphe du portrait de phase est à deux dimensions, donc

facilement observable, mais dans le cas d'un système à deux degrés de liberté, l'espace des

phases serait de dimension 4, et pour un système à trois degrés de liberté, de dimension 6.

La lecture des coordonnées d'un point de l'espace des phases (Figure I.2-c-) donne directement

la vitesse et la position du corps mobile. La trajectoire décrite par ce point exhibait l'évolution

du système au cours du temps, ou ce qui est physiquement connu sous l’appellation de la

représentation temporelle (Fig.I.1.b) .
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Figure I.1. Vibrations Libres d’un Oscillateur harmonique dissipatif

(a) : Modèle physique : masse-ressort

(b) : Evolution Temporelle (classique) du système

(c) : Portrait de Phases du système
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L’état de mouvement d’un système dynamique est mathématiquement une solution connue de

son système différentiel.

La résolution des équations différentielles est un problème difficile. On ne peut que distinguer

deux états de mouvement remarquables, très fréquents et relativement faciles à étudier :

- L’état stationnaire : un procédé est dit être à l'état stationnaire si les variables le décrivant ne

varient pas avec le temps.

- L’état oscillant (Cycle Limite).

I.3.4.1 Modèle de Gray & Scott (Oscillations Chimiques)

Afin de mieux illustrer ces deux états, nous prenons le cas d’un exemple choisi et directement

inspiré des travaux de (Gray & Scott, 1990) ; (Scott, 1991), dans leur étude des oscillations

chimiques et instabilités liées aux différentes réactions, et qui fournissent un cas de figure idéal

très représentatif des théories de la dynamique des systèmes non linéaires. On souhaite étudier

l’évolution en fonction du temps des abondances de deux composants A et B obéissant au

système suivant :

൞

ܴ → ܣ (ଵܧ)

ܣ → ܤ (ଶܧ)
ܣ + ܤ2 → ܤ3 (ଷܧ)
ܤ → ܲ (ସܧ)

(I.8)

Les (Ei) sont les constantes de réaction. On suppose que le réactant R est disponible en quantité

suffisante pour que sa concentration reste constante, et que le produit P est inerte. On peut

considérer ce système comme extrait d’un réseau plus large, mais où A et B n’interviennent pas.

Il n’y a que deux variables dans le problème, donc la possibilité d’une évolution chaotique est

exclue, en effet les trajectoires de phase ne peuvent se croiser dans l’espace de phase, ce qui

violerait le principe de causalité. Il faudra donc un espace de phase à trois dimensions au moins

afin de pouvoir développer une trajectoire complexe (topologiquement) sans intersection. Les

équations cinétiques d’évolution se déduisent immédiatement :

ቐ

ௗ[஺]

ௗ௧
= ଵܧ [ܴ]− −[ܣ]ଶܧ ²[ܤ][ܣ]ଷܧ

ௗ[஻]

ௗ௧
= ଶܧ [ܣ] + ²[ܤ][ܣ]ଷܧ − [ܤ]ସܧ

(I.9)
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Apparemment, Il y a cinq paramètres dans ce problème : les quatre taux de réaction (Ei) et

l’abondance de R.

Chercher à étudier de façon exhaustive ce système tel qu’il est écrit s’avere une très lourde

tâche (même pour un système aussi simple) du seul fait du nombre de degrés de liberté

apparents (Le Bourlot, 2009) (Scott, 1991) (Grey & Scott, 1990). De plus, rien ne dit que le

système d’unités (S.I.) soit adapté.

Il est donc nécessaire de dédimensionner (adimensionner) ce problème pour :

– Déterminer le nombre réel de paramètres libres,

– Travailler dans les “bonnes” unités.

Ici, Scott (Scott, 1991) propose un changement de variable particulièrement astucieux :

En utilisant le fait qu’une abondance au carré intervient dans la dimension de (ଷܧ) il pose :

⎩
⎨

ܣ⎧ = ටߙ
ாర

ாయ

ܤ = ටߚ
ாర

ாయ

(I.10)

En prenant alors comme temps caractéristique ,(ସܧ/1) on obtient le système réduit suivant :

ቊ
=ሶߙ −ݎ −ߙܧ ²ߚߙ

ߚ̇ = +ߙܧ −ଶߚߙ ߚ
(I.11)

Avec :

൞
=ݎ

ாభ

ாర
ට
ாయ

ாర
[ܴ]

ܧ =
ாమ

ாర

(I.12)

On voit qu’il ne reste plus que deux paramètres libres indépendants.
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I.3.4.2 Evolution vers un état stationnaire

Scott (Scott, 1991) prend: r = 1.5, E = 0.15. Après une rapide montée de A, B se forme à son

tour et vient limiter l’abondance de A. Les deux espèces se stabilisent rapidement après très peu

d’oscillations (Voir Fig I.2)

Fig. I.2. Evolution vers un état Stationnaire (Scott, 1991)
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I.3.4.3. Evolution vers un état oscillant (Cycle Limite)

Dans le cas où Scott (Scott, 1991) prend le jeu de paramètre : r = 0.7, E = 0.08, L’évolution

globale est nettement plus lente. Après un état transitoire visible surtout sur la première

oscillation, le système se stabilise et tend vers un régime permanent oscillant (Cycle limite)

dont la représentation temporelle prend la forme ci-dessous :

Fig. I.3. Evolution vers un état Oscillant (Scott, 1991)
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I.3.5. Notion de Bifurcation

Les bifurcations sont une des manifestations les plus intéressants et les plus surprenantes des

systèmes dynamiques non linéaires. On dit qu’un système possède une bifurcation si une

variable infinitésimale d’un de ces paramètres provoque un brusque changement de régime.

Dans certains cas, le système aura le choix entre plusieurs régimes ; il apparaîtra alors un

caractère aléatoire que l’existence d’un modèle pourtant ne laisse pas présager. Un état de

bifurcation est un point où la solution des équations mathématiques qui gouvernent le problème

et l’évolution du système étudié (équations d’équilibre, loi de comportement) perdent leur

caractère d’unicité. Les notions de bifurcation de l’équilibre et de perte d’unicité de la solution

permettent de décrire, par exemple, le changement du processus de déformation au cours du

mouvement du système en vibration, pour mieux décrire les propriétés mécaniques liées à la

frontière de bifurcation (Pomeau, 1980).

La notion de bifurcation dépond de la grandeur du chargement, des hypothèses sur les propriétés

dynamiques du matériau considéré, des conditions initiales et dans beaucoup de systèmes, les

bifurcations sont aussi intimement liées à la notion de symétrie (Challamel & Gilles, 2007),

(Hammouda, 2009), (Chenia & Hammouda, 2010).

Reprenons l’exemple de Scott (Scott, 1991), Il est intéressant dans ce cas de “passer dans

l’espace des phases”. On y perd l’information temporelle, mais il est beaucoup plus simple d’y

caractériser le type de régime dynamique (voir Fig. I.4). La trajectoire de phase vient s’enrouler

autour d’une courbe fermée (le cycle limite). Le point bleu indique la position du point fixe

(attracteur) instable.

En faisant varier le paramètre de contrôle r pour une valeur fixée de E, on obtient la figure (Fig.

I.5). On voit que la forme du cycle limite se modifie avec la valeur de r. Il apparaît pour une

première valeur critique (avec une taille nulle), se développe puis diminue pour disparaître pour

une deuxième valeur critique.
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Fig. I.4. Cycle limite des oscillations dans l’espace des phases. (Scott, 1991)

Les deux points particuliers où le point fixe se déstabilise pour donner naissance à des

oscillations sont indiqués en Figure (Fig I.5). Chaque plan horizontal correspond à une valeur

particulière de r. Seul le régime permanent a été conservé. La courbe bleue montre le lieu des

points fixes quand r varie. Les projections sur les 3 plans montrent l’amplitude des oscillations.

Fig. I.5. Développement Des Oscillations -Diagramme de Bifurcation- (Scott, 1991)
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I.3.6. Sources d’excitations

Caractériser les déplacements, les déformations et les contraintes qui règnent au sein d’une

structure et qui résultent d’un chargement thermo/mécanique quelconque est le but essentiel de

toute étude dynamique. En effet, dans de nombreux secteurs industriels, il est primordial de

déterminer, pour le dimensionnement et la conception, les niveaux d’efforts que les structures

peuvent soutenir, mais également les propriétés amortissantes qu’elles peuvent développer.

C’est le cas dans les secteurs du transport :

- aéronautique -> confort acoustique, vibrations aérodynamiques, vibrations propulseurs, ...

- ferroviaire -> confort acoustique, chocs de roulement, ...

- automobile -> confort habitacle, fréquences propres boites de vitesse, crash (=dynamique

rapide), ...

- dans le secteur du génie civil (séismes, explosions, propagations dynamiques d’ondes, ...)

On distingue deux grands types d’approche des problèmes de dynamique, selon que le

chargement est connu ou non :

— chargement connu -> approche déterministe : explosions, efforts connus impulsionnels ou

périodiques, ...

— chargement aléatoire -> approche non déterministe - statistique : choc d’un avion en vol,

impacts de roulement pour les trains, collision de véhicules, séismes destructeurs, ...

Dans le cadre de ce travail, nous nous restreindrons à la dynamique déterministe. De façon

générale, on utilisera une approche en déplacements, c’est-à-dire dont les déplacements sont les

inconnues du problème.
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Un chargement périodique (dans notre cas), agissant pendant un temps suffisamment long

(par opposition à impulsionnel), ne contient qu’une fréquence (sinusoïdale), il est dit

harmonique. Il est tout à fait possible que tout chargement périodique se décompose en la

somme de plusieurs chargements harmoniques. Pour les chargements non-périodiques, on

peut distinguer 2 types : très brefs – de type impulsionnel- et long. La notion de durée étant

relative, elle est à comparer aux périodes caractéristiques (propres) de la structure (Drapier,

2016).

I.3.7. Non linéarité de comportement

Des essais ont été réalisés dans les trente dernières années pour l’étude du comportement des

matériaux de construction sous l’influence des charges périodiques de type sismiques, la figure

ci-dessus (Fig. I.6) correspond aux résultats des manipulations effectuées sur des Poutres

(Pecker, 2017).

Figure I.6. Loi de Comportement cyclique des Matériaux de Construction
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La figure (Fig. I.6.) montre que les courbes cycliques effort-déformation dépendent fortement

du type de matériau étudié, cependant on peut constater les points communs suivants :

- Le comportement est linéaire au début du chargement pour des amplitudes de

déplacement faibles.

- Au-delà d’un certain seuil de déplacement, les non linéarité matérielles apparaissent

se traduisant ainsi par une limitation de l’effort maximale applicable aux éléments testés.

- Une dissipation de l’énergie est manifestée par des boucles d’hystérésis qui

apparaissent lors des cycles charge-décharge.

La différence entre les trois matériaux, réside clairement dans la dégradation apparente du béton

armé et encore plus pour la maçonnerie pour des cycles de chargement d’amplitude élevée.

Pour ces deux derniers, l’effort admissible qu’on peut appliquer sur les pièces testées chute très

rapidement au-delà d’un certain seuil, contrairement à l’acier où il est sensiblement constant ;

corrélativement, la forme géométrique des courbes d’hystérésis change et passe d’une forme

relativement régulière à une forme en (S). Ces courbes (Fig. I.6) sont observées à l’échelle

macroscopique des pièces testées, évidemment d’autres phénomènes irréversibles se produisent

à l’échelle du matériau : fissuration du béton et plastification des armatures, glissement des

éléments de maçonnerie les uns par rapports aux autres, plastification de l’acier.
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I.3.8. Modélisation simplifiée du Comportement cyclique

Généralement pour l’acier, la loi de comportement sous les charges périodiques peut être

schématisée comme suit :

a) Chargement Monotone b) Chargement Cyclique c) Chargement écrouissable

Fig. I.7. Schématisation simplifiée du comportement Non Linéaire

Dans le cas de chargement monotone, la loi de comportement est définie par une courbe

bilinéaire comportant une pente droite jusqu’à un seuil de déplacement (uy), suivi par un plateau

de force constante au-delà de cette valeur qui se termine par une valeur de déplacement (um)

pour laquelle se manifeste la rupture ou l’instabilité de la structure.

Dans le cas de chargement cyclique, une décharge intervient après la valeur de déplacement

(uα) suivant un trajet parallèle à celui du chargement initial, se poursuivant jusqu’à l’atteinte en

traction d’une valeur égale à (-fy) -une loi de comportement dite symétrique-. Le rechargement

à partir d’un point qui suit le deuxième plateau de force, suit de nouveau un trajet parallèle à

celui du chargement initial et ainsi de suite.

Le comportement décrit par la figure (Fig. I.7.b), corresponds à la schématisation élastique

parfaitement plastique (cas du chapitre II) qui a connue beaucoup de succès auprès des

théoriciens et chercheurs depuis plusieurs années, l’écrouissage (cas du chapitre III) peut

également être présent, par une évolution régulière de la force applicable au-delà de la valeur

(uy) au lieu du plateau de force constante , une augmentation (Fig. I.7.c) qui dépend de la raideur

élastique du matériau et un paramètre appelé coefficient de l’écrouissage (µ).
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Les lois de comportement de la figure (Fig. I.7.) permet de mettre en évidence la différence

fondamentale entre un système élastique et un système élastoplastique :

- Pour le cas d’un système linéaire, la relation entre la force et le déplacement est

biunivoque, et le dimensionnement fait traditionnellement appel à l’évaluation des

efforts.

- Pour les systèmes élastoplastique particulièrement et non linéaire généralement, il y a

plus de correspondance biunivoque dont la force perd la propriété de significativité car

la force maximale supportée par le système perturbé est associée à une infinité de

valeurs de déplacement où certains peuvent conduire à des états inadmissibles pour le

système : déplacement correspondant à la limité critique de stabilité du système ; à la

rupture du matériau ….

Cet aspect n’apparait pas clairement dans les règlements de constructions parasismiques, qui

privilégient le raisonnement en force afin de préserver ce mode raisonnement en force familier

pour les ingénieurs, dont les efforts sont évalués par un calcul élastique, puis corrigés par un

coefficient réducteur fixé par le règlement en fonction du type de matériau constitutif (acier,

béton, …), et son schéma structurel (portique, voile, Contreventement mixte…).

Sous l’effet de chargement cyclique à contrainte imposée (Challamel & Gilles, 2007),

(Hammouda, 2009), (Chenia, 2010), les matériaux ou les systèmes peuvent avoir l’un des deux

états limites : l’adaptation, l’accommodation (Fig. I.8).

Les phénomènes d’adaptation et d’accommodation correspondent à une stabilisation de la

déformation après quelques cycles (le cas de notre étude consacrée à l’oscillateur

élastoplastique parfait symétrique (Fig. I.14), ainsi qu’à l’oscillateur écrouissable (Fig. I.15)).
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Fig. I.8. Comportement limite des structures sollicitées par un chargement cyclique

Il est possible d’observer deux modes de comportement limite dans le comportement cyclique

des matériaux (voir Morz et Zarka, 1978) :

- L’Adaptation (Fig. I.8.a) : Correspond à un cycle stabilisé où la réponse devient

purement élastique.

- L’Accommodation (Fig I.8.b) : Le cycle stabilisé présente une boucle d’hystérésis où

la déformation plastique est périodique.
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I.4. L’Oscillateur élastoplastique à 1 DDL

L’étude dynamique d’une structure se base sur la notion de modélisation c.à.d. remplacer la

structure considérée par un modèle ou un système qui représente cette dernière de manière

exacte et simplifiée. Ce modèle contient les caractéristiques physiques essentielles d’une

structure qui sont :

- Sa masse.

- Ses propriétés élastiques (souplesse ou rigidité).

- Son mécanisme de déperdition d’énergie ou amortissement.

- La source extérieure d’excitation où chargement (statique, dynamique, séisme…).

Le modèle le plus simple c’est le système à un seul degré de liberté (S.S.D.D.L), dont chaque

une de ces caractéristiques est supposé condensée dans un élément physique unique. Les

composants élémentaires du modèle dynamique présentent un modèle rhéologique par

l’oscillateur simple qui comprend toutes les composants élémentaires d’une structure.

Fig. I.9. L’oscillateur simple à 1DDL
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Les composantes élémentaires du modèle dynamique (Clough & Penzien, 1980) :

- m : masse du modèle.

- K : rigidité du modèle, (N/m).

- C : coefficient d’amortissement qui représente le mécanisme d’absorption d’énergie,

(N.S/m).

- F(t) : chargement dynamique extérieur en fonction du temps (dynamique).

L’objectif initial de l’étude dynamique d’une structure est la détermination de l’histoire des

déplacements dans le temps, de cette structure soumise à un chargement donné et variable dans

le temps. Dans la plupart des cas, une étude approchée ne faisant intervenir qu’un nombre limité

de degrés de liberté procurera une précision suffisante, et le problème pourra être réduit à la

détermination de l’histoire dans le temps des seules composantes de déplacement choisis. Les

expressions mathématiques qui définissent les déplacements dynamiques sont appelées

équations du mouvement de la structure ; la résolution de ces équations donne les histoires de

déplacement recherchées.

La formulation des équations du mouvement d’un système dynamique peut fort bien constituer

la phase la plus importante (et parfois la plus difficile) de toute l’étude.

Trois méthodes sont souvent utilisées pour formuler ces équations ; chacune d’entre elles

présente certains avantages pour certaines classes de problèmes :

1- Formulation de l’équation du mouvement par le principe de d’Alembert.

2- Formulation de l’équation du mouvement par le principe des travaux virtuels.

3- Formulation de l’équation du mouvement par le principe de Hamilton.

Nous présentons les notions élémentaires sur lesquelles se fonde la première méthode choisie :

Méthode dynamique par le principe de d’Alembert (Clough & Penzien, 1980).
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Les équations du mouvement d’un système dynamique quelconque sont des expressions de la

deuxième loi de Newton, selon laquelle le taux d’accroissement de la quantité de mouvement

d’une masse quelconque (m) est égal à la force qui lui est appliquée. Cette relation peut

s’exprimer mathématiquement par l’équation différentielle :

(ݐ)ܲ =
ௗ

ௗ௧
(݉

ௗ ௨

ௗ௧
) (I.13)

Où P(t) est le vecteur de la force appliquée, et u(t) est le vecteur position de la masse m. Dans

la plupart des problèmes de dynamique des structures, on peut supposer que la masse ne varie

pas avec le temps, auquel cas l’équation précédente s’écrit en adoptant dorénavant les

notations :

ቐ
(ݐ)ሶݑ =

ௗ ௨

ௗ௧

(ݐ)ሷݑ =
ௗ² ௨

ௗ௧²

(I.14)

(ݐ)ܲ = ݉
ௗ² ௨

ௗ௧²
= ݉ (ݐ)ሷݑ (I.15)

Dont, les points représentent des dérivations par rapport au temps, et l’équation (eq I.15), qui

n’est qu’une expression bien connue de l’égalité entre la force appliquée et le produit de la

masse et de l’accélération communiquée, peut également s’écrire :

(ݐ)ܲ − ݉ (ݐ)ሷݑ = 0 (I.16)

Où le second terme ݉ ,(ݐ)ሷݑ appelé force d’inertie qui est la caractéristique distinctive la plus

importante des problèmes de dynamique des structures, s’oppose à l’accélération de la masse.

Cette loi, selon laquelle une masse produit une force d’inertie proportionnelle et opposée à son

accélération, est connue sous le nom principe de d’Alembert, qui est pratiquement un outil

qui permet d’exprimer les équations d’un mouvement comme les équations d’un équilibre

dynamique. On peut considérer que la force P(t) résulte de nombreux types de forces agissant
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sur la masse : des efforts de contraintes élastiques internes s’opposant aux déplacements, des

forces visqueuses s’opposant aux vitesses, et des charges extérieures définies de manière

indépendante. Ainsi, si on introduit une force d’inertie s’opposant aux accélérations,

l’expression de l’équation du mouvement n’est que la simple expression de l’équilibre de toutes

les forces agissant sur la masse.

Donc, les forces agissant suivant la direction du degré de liberté de déplacement sont le

chargement appliqué F(t) et trois forces engendrées par le mouvement : la force d’inertie (fi),

la force d’amortissement (fa) et la force de rappel du ressort élastique (fe). L’équation du

mouvement exprime tout simplement l’équilibre de ces forces, et s’écrit :

௜݂+ ௔݂ + ௘݂ = (ݐ)ܨ (I.17)

D’abord, considérons la force de rappel du ressort élastique. Elle est bien sûr donnée par le

produit de la rigidité du ressort et du déplacement :

௘݂ = ܭ .ܷ (I.18.1)

De même, par le principe de d’Alembert, la force d’inertie est le produit de la masse et de

l’accélération :

௜݂= ݉ . ܷ̈ (I.18.2)

Enfin, en supposant un mécanisme d’amortissement visqueux, la force d’amortissement est le

produit de la constante d’amortissement C, et de la vitesse :

௔݂ = ܥ . ܷ̇ (I.18.3)
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Reportons les trois équations qui précédent dans l’équation (I.17) :

݉ . ܷ̈ + ܥ . ܷ̇ + ܭ .ܷ = (ݐ)ܨ (I.19)

L’équation (I.19) est l’équation du mouvement qui contrôle le déplacement dynamique du

système masse-ressort.

La même équation du mouvement (équation I.19) peut être obtenue par chacune des trois

méthodes de base. Pour ce système, il est évident que l’on préférera exprimer directement

l’équilibre dynamique.

Dans ce qui vient d’être montré, on s’est intéressé au mouvement d’un oscillateur soumis à des

sollicitations dynamiques appliquées directement à la masse (m). Une autre forme de

sollicitations est celle constituée par un mouvement du support. C’est en particulier le cas de

sollicitations provenant du sol (sollicitations sismiques) : Dans ce cas le support de l’oscillateur

simple représente le sol.
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On rappelle brièvement qu’une sollicitation sismique provient d’une rupture s’initiant dans le

manteau terrestre ; cette rupture donne naissance à des ondes qui se propagent dans le milieu et

atteignent éventuellement la surface du sol où elles manifestent par une vibration dans les trois

directions de l’espace. Les appareils enregistreurs recueillent ces vibrations sous la forme

d’accélérations du sol en fonction du temps.

Fig. I.10. Oscillateur simple à 1 DDL Excité

La masse (m) repose sur un support soumis à une accélération (ݐ)ሷݕ fonction du temps. On

supposera, que cette accélération est connue par sa variation en fonction du temps.

Oscillations sismiques
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La masse est reliée à son support par un élément développant une force ܷ)ܨ , ܷ̇) fonction du

déplacement et de la vitesse relatifs de la masse par rapport à celui-ci :

൫ܷܨ , ܷ̇൯= ܭ .ܷ + ܥ . ܷ̇ (I.20)

L’équation d’équilibre est obtenue en identifiant les forces s’exerçant sur la masse (Fig I.11) :

Fig. I.11. L’ensemble des forces appliquées à l’oscillateur simple

La force d’inertie s’exerçant sur la masse est égale au produit de la masse par l’accélération

absolue de celle-ci. On note V le déplacement de la masse dans un référentiel fixe, la règle de

composition des mouvements s’écrit :

ܸ = ܷ + ݕ (I.21)

Avec (ݐ)ݕ : déplacement du support.
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L’équilibre du système s’obtient en écrivant la nullité de la résultante des efforts, et en

remplaçant les efforts par leurs expressions, on obtient :

݉ ൫ܷ ̈ + +ሷ൯ݕ ܭ .ܷ + ܥ . ܷ̇ = 0 (I.22)

Autrement simplifiée :

݉ ܷ̈ + ܭ .ܷ + ܥ . ܷ̇ = −݉ (ݐ)ሷݕ (I.22)

En comparant les équations (I.22) et (I.19), on constate que la réponse sismique de l’oscillateur

est analogue à sa réponse lorsqu’il est sollicité directement en introduisant un chargement

dynamique équivalent :

(ݐ)ܨ = −݉ (ݐ)ሷݕ (I.23)

L’équivalence donnée par l’équation (I.23) indique que la force F(t) peut représenter un

chargement sismique, et les solutions obtenues pour F(t) restent applicables en remplaçant la

force dynamique F(t) par le chargement dynamique équivalent (−݉ .(ሷݕ

Le système idéalisé à un degré de liberté (voir Fig. I.9) peut se présenter le plus simplement

comme un système Rhéologique ne comportant que le modèle de l’oscillateur simple à une

seule masse qu’on peut représenter par la figure ci-dessous (Fig. I.12).

Fig. I.12. Le Modèle Rhéologique de l’oscillateur simple à 1DDL
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I.4.1. L’oscillateur élastoplastique parfaitement plastique

Le modèle élastoplastique a été initialement élaboré à partir de constatations expérimentales

relatives au comportement tridimensionnel des métaux. Les domaines d’applications de cette

modélisation débordent maintenant ce cadre car l’on résout actuellement, par méthodes

analytique ou numérique, des problèmes d’élastoplasticité pour des applications en mécanique

des sols, en calcul de structure…

Ce schéma de comportement laisse de côté, tout effet de vieillissement et de viscosité du

matériau, cela implique les conséquences suivantes (Challamel & Gilles, 2007),

(Hammouda, 2009), (Chenia & Hammouda, 2010) :

- Découlant classiquement de l’absence de vieillissement, invariance par translation sur

la variable temps.

- Par suite d’absence de viscosité, invariance des formules exprimant le comportement

par homothétie positive effectuée à chaque instant sur la variable temps.

Il en résulte que le comportement élastoplastique ne saurait dépondre explicitement ou bien

implicitement du temps physique. La réponse du matériau à une certaine histoire de sollicitation

ne dépond que de la séquence des évènements de cette histoire. Aussi fera-t-on usage, pour le

comportement élastoplastique, d’un temps, paramètre purement cinématique (imaginaire)

monotone croissant en fonction du temps physique (Salençon, 1983).

Le choix du modèle élastoplastique pour le cas de calcul numérique en dynamique de structure,

est motivé par le fait que, les systèmes inélastiques ou élastoplastique peuvent se présenter

comme des systèmes linéaires par morceau (voir Awrejcewicz et al, 2003). Les techniques

d’étude des orbites périodiques et de leur stabilité sont grandement simplifiées. C’est la

direction que nous avons choisie dans notre étude, en étudiant les oscillateurs à comportement

élastoplastique parfait symétrique (voir Fig. I.13).
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Fig. I.13. Loi de comportement élastoplastique parfait symétrique ାࡲ|) | = ାࡲ−| |)
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I.4.2. L’oscillateur élastoplastique en présence de l’écrouissage cinématique

Dans le cadre de nos travaux de recherche, on s’intéresse également à l’oscillateur

élastoplastique représenté par son modèle rhéologique (Fig. I.12) dont la loi de comportement

est élastoplastique avec présence de l’écrouissage cinématique (Fig. I.14) :

Fig. I.14. Modèle élastoplastique en présence de l’écrouissage linéaire illimité en

chargement uniaxial

Face aux deux figure (Fig. I.13 et I.14), on ne peut que constate que le modèle de l’oscillateur

élastoplastique parfait n’est d’autre qu’un cas particulier du celui en présence de l’écrouissage.

En effet, l’augmentation de la charge (ou la contrainte) dans le domaine plastique se manifeste

après un certain seuil (Limite d’élasticité), et proportionnellement à un paramètre (µ) appelé

coefficient de l’écrouissage qui se définie sur l’intervalle ²ߤ ߳[0 , 1].

Les valeurs extrêmes de ce coefficient (Pratap et al., 1994) (Liu et al, 2003) :

- ଶߤ = 0 : Illustre le cas de l’oscillateur élastoplastique parfait.

- ଶߤ = 1 : représente le cas de l’oscillateur purement élastique.
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I.5. Historique des travaux sur les oscillateurs hystérétiques

L’étude analytique de l’oscillateur élastoplastique a été initiée par Caughey (Caughey, 1960),

en se basant sur une méthode asymptotique équivalente, pour arriver à une approximation de la

réponse de cet oscillateur chargé par une fonction harmonique. Ensuite, plusieurs chercheurs

ont traité la réponse d’un tel oscillateur forcé notamment Jacobsen (Jacobsen, 1952) et

Tanabashi (Tanabashi, 1956). Néanmoins, Caughey (1960), fut le premier scientifique à obtenir

la réponse du mouvement stationnaire d’un oscillateur bilinéaire non amorti soumis à une

pulsation de type harmonique, en utilisant la méthode de variation lentes des paramètres, elle-

même basée sur les travaux de Bogoliubov-Krylov (Bogoliubov & Krylov, 1937).

Les principaux résultats de Caughey (Caughey, 1960) ont été généralisés par Jennings

(Jennings, 1964) et Iwan, (Iwan, 1965), en adoptant des modèles hystérétiques plus complexes

et en ajoutant l’effet d’amortissement (le modèle de Ramberg-Osgood pour Jennings ; un

modèle hystérétique appelé modèle hystérétique bilinéaire double pour Iwan).

Récemment, l’étude de la dynamique des systèmes non linéaires (élastoplastique), a fait

ressurgir des phénomènes pour le moins complexes. Shaw et Holmes (Shaw & Holmes, 1983)

ont montré l’existence de plusieurs types de mouvements : harmoniques, subharmoniques et

chaotiques. Juste après, Miller et Butler (Miller & Butler, 1988) ont étudié le comportement

d’un oscillateur élastoplastique parfait à un degré de liberté, tout en considérant une toute

nouvelle approche, et ont obtenu ainsi, une solution quasi exacte. Capecchi et Vestroni

(Capecchi & Vestroni 1990), (Capecchi, 1993), et leurs travaux sur les oscillateurs

hystérétiques montrant L’influence des paramètres hystérétiques sur la réponse du système.

La notion de cycle limite élastoplastique vit le jour dans le cadre des travaux de Pratap et

Mukherje (Pratap et al., 1994, et dans cela deux types d’états dynamique peuvent être

distinguées pour ce système inélastique. Dans les années 2000, Liu (Liu, 1997) ; (Liu, 2003) ;

Liu et Huang (Liu & Huang, 2004), ont opté pour une dynamique de l’oscillateur élastoplastique

forcé et amorti, perçue d’une façon abstraite en utilisant des changements de variables pour en

extraire des paramètres adimensionnels, ce qui leur permettait d’obtenir la solution exacte de

l'état d'équilibre sous une forme analytique. Plus récemment les travaux de Challamel et al,

(2005, 2006, 2007, 2008, 2010) et Hammouda (Hammouda, 2009) sur la dynamique des

structures élastoplastique parfaites (avec et sans endommagement dans la loi de comportement)

ont montré des réponses périodiques ou quasi périodiques, ainsi qu’une frontière de bifurcation

dégageant des zones comportementales bien distinctes (l’adaptation et l’accommodation).
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Dans le cadre des travaux de cette thèse, la modélisation du comportement cyclique de

l’oscillateur élastoplastique parfait a été menée et abordée également sous l’aspect du bilan

énergétique, (Chenia et al., 2018) ont sorti la carte énergétique d’un tel système dynamique en

fonction des paramètres dynamique du système. En suite le modèle qui présente l’écrouissage

cinématique linéaire dans le domaine plastique a été traité pour le cas des vibrations libres dans

le travail de (Hammouda et al., 2012) dont la réponse dynamique de cet oscillateur a été

analysée pour trois cas en fonction de l’amortissement positif versus le coefficient de

l’écrouissage.

D’autres travaux ont venu enrichir le sujet, ce fut le cas notamment du travail de (Weiss &

Chenia, 2016), un travail qui a été consacré à l’étude de la rhéologie dynamique et la stabilité

d’un système à 2 DDL constitué d’une masse principale dont la de comportement est

élastoplastique écrouissable et une masse additionnelle qui présente la Non linear Energy Sink

(NES).

I.6. Conclusion

Ce chapitre a été consacré à l’étude bibliographique et ainsi résume les différentes notions et

connaissances nécessaires pour mieux cerner le sujet de cette thèse dont le thème est

« Contrôle de la Stabilité Dynamique des Structures Élastoplastiques »

Le fait de connaître les notions de base pour la théorie des systèmes non réguliers (non

linéaires), ainsi que les états limites pour le type du chargement cyclique est un pas vers le

contrôle de leur stabilité. La modélisation classique de l’oscillateur simple à un degré de liberté,

dont la loi de comportement est bilinéaire, est tout à fait acceptable pour l’étude des vibrations

de systèmes ou les amplitudes restent modérées. Dès que ces amplitudes deviennent

importantes, le matériau constitutif est sollicité au-delà de son domaine d’élasticité et le

comportement du système devient non-linéaire.

Bien qu’une structure soit généralement un système plus complexe qu’un oscillateur à un degré

de liberté. On a vu qu’il est possible de ramener son étude à celle d’un oscillateur simple. Par

ailleurs, l’étude de l’oscillateur simple permet d’introduire les notions essentielles de stabilité

et d’aborder les problèmes de résolution numérique de systèmes non-linéaires.
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Chapitre II : Etude de l’Oscillateur Elastoplastique Parfait

II.1. Introduction

Ce chapitre est consacré au traitement des questions de stabilité et de la dynamique d’un

oscillateur élastoplastique parfait symétrique, amorti, sollicité par un chargement dynamique

de type harmonique. Nous pourrons ainsi étudier l’effet de l’amortissement (positif) sur le

comportement dynamique de l’oscillateur élastoplastique. On va montrer que le système

hystérétique peut être écrit comme un système forcé autonome (ne dépend pas Explicitement

du temps).

Il est également démontré que la dimension de l’espace des phases peut être réduite en utilisant

l’adimensionnement (dédimonsionnement). Ensuite, la vibration libre du système amorti est

étudiée, pour une perturbation des conditions initiales.

La vibration forcée d’un tel oscillateur, est traitée par approche numérique, en utilisation la

méthode de localisation des temps de transition (voir Shaw et Holmes, 1983), où on peut

calculer les temps de transition semi-analytiquement.

Une analyse de stabilité des solutions périodiques est alors proposée, à partir d’une méthode

de perturbations. La frontière entre l’adaptation et l’accommodation sera donnée sous une

forme analytique, elle est mise en évidence dans l’espace des paramètres structurels reliée à

l’alternance entre les deux propriétés mécaniques qui sont l’adaptation et l’accommodation. En

fin, un bilan énergétique sera établi en représentant la carte énergétique d’un tel oscillateur en

fonction de ses différents paramètres dynamiques.
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II.2. Présentation du modèle Rhéologique

Le modèle rhéologique (Fig. II.1) que nous abordons pour cette étude, a été défini dans le

chapitre précédant (§ I.4), en considérant le système à un seul degré de liberté (Fig. II.1). Un

système qui se compose d’une masse (M) qui est attachée à un ressort élastoplastique de raideur

,(଴ܭ) et avec un coefficient d’amortissement (nécessairement positif) noté (C). Le système

inélastique est soumis à une force extérieure harmonique F(t) définie par son amplitude (଴ܨ) et

sa pulsation (Ω).

Fig. II.1. Modèle Rhéologique de l’oscillateur élastoplastique à 1 DDL

Cet oscillateur (Fig. II.1) se caractérise par sa position ܷ, sa vitesse ܷ̇ et une variable interne

plastique noté ܷ௣ , appelée le déplacement plastique.

La loi de comportement incrémentale inélastique (élastoplastique pour ce ressort inélastique)

est illustrée en figure (Fig. II.2). Le modèle élastoplastique parfait ne dépend que de deux

paramètres, la raideur ଴ܭ et la force ାܨ .

On note ܷ௬ le déplacement initial élastique avec :

ܷ௬ =
ிశ

௄బ
(II.1)
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Fig. II.2. Loi de Comportement de l’oscillateur élastoplastique parfait



Chapitre II Etude de l’Oscillateur Elastoplastique Parfait

40

40

II.3. Le Système dynamique élastoplastique parfait

Pour ce système inélastique, deux types d’états dynamiques peuvent être distingués (voir Pratap

et al, 1994 ; Challamel & Pijaudier-Cabot, 2004 ; Challamel, 2005 ; Challamel & Pijaudier-

Cabot, 2006 ; Challamel & Gilles, 2007, Challamel et al, 2007, Hammouda, 2009 ; Chenia,

2010 ; Chenia et al., 2011 ; Chenia et al., 2012).

Ces deux états correspondent à :

1- Etat élastique ෡ࡱ : (état réversible)

2- Etat plastique ෡ࡼ : (état irréversible) associée à l’évolution du déplacement plastique :

Cet état plastique, peut être décomposé en deux sous états ା෢ࡼ et ෢ିࡼ en fonction du signe du

déplacement élastique ሺܷ െ ܷ௣).

II.3.1. Equations du mouvement

Les équations du mouvement de cet oscillateur élastoplastique amorti peuvent s’écrire :

(II.2)

Chaque état est défini à partir d’une partition de l’espace des phases ሺܷ ǡܷ ̇ ǡܷ ௣):

(II.3)
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II.3.2. Adimmensionnement des équations du mouvement

L’adimensionnement s’effectue selon les étapes suivantes :

- Adimensionnement par simplification des paramètres : Le passage des variables

dimensionnelles ሺܷ ǡܷ ̇ ǡܷ ௣) à des variables adimensionnelles ሺݑǡݑሶǡݑ௣) en divisant les

premiers par le déplacement élastique ሺܷ ௬) comme suit :

(II.4)

- Adimensionnement par changement de base de temps : le temps t qui est temps réel

est changé par la nouvelle variable de temps adimensionnelle ߬qui est un temps

cinématique :

*t

t
 Avec

0

*
K

M
t  (II.5)

Les équations de mouvement (eq. II.2) peuvent donc s’écrire à partir des variables

adimensionnelles (eq. II.4 et II.5) en divisant sur ାܨ et en utilisant aussi :

଴݂ =
ிబ

ிశ
et ߱ ൌ ȳݐ�∗ , sachant que

ெ

௄బ
ൌ ²∗ݐ� et ሷൌݑ

ௗ;�௎

ௗఛ;

(II.6)

Les trois états sont définis à partir des l’espaces de phases ሺݑǡݑሶǡݑ௣) suivant :

(II.7)
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De plus, la dimension de l’espace des phases peut être réduite, en introduisant le déplacement

élastique :

puuv  (II.8)

On peut aussi introduire le taux d’amortissement réduit :

ൌߞ
஼

ଶඥெ Ǥ௄బ
(II.9)

Donc, le nouveau système dynamique équivalent s’écrit :

avec :

0

0

0
0

2 MK

C

K

M

F

F
f










 (II.10)

Ces trois états correspondent dans le domaine des phases ሺݒǡݑሶሻà : (voir figures Fig. II.13, II.14)

(II.11)
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II.4. Vibrations Libres du Système Elastoplastique Parfait

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à l’étude du système élastoplastique parfait à 1

DDL, en mode de vibrations libres ( ଴݂ = 0) :

II.4.1. Résolution de l’état élastique Ê

Le système dynamique, dans le cas des oscillations libres, est un système autonome à deux

dimensions dans l’espace des phases associé aux coordonnées adimensionnées ),( uv  .

Les équations du mouvement du système dynamique libre, pour ( ଴݂ = 0) , sont :

(II.12)

Le temps initial est arbitrairement choisi comme :

00  (II.13)

La réponse dynamique dans l'état élastique Ê est obtenue par résolution de (II.12-a) :

En utilisant la variable puuv  , l'équation différentielle du mouvement de l’état élastique est

obtenue :

(II.14)

L'équation caractéristique s’écrit :

    1121444

012

2222

2





javecj 



Qui admet pour racines :

2
2

2.1 1
2

122



 


 j

j
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La solution de l’équation (II.14) s’écrit donc en notation réelle :

.)1(sin)1(cos 22





    BAev (II.15)

Dans ce régime, on a la vitesse ሺݑሶሻqui est égale à ሺݒሶሻ:

(II.16)

Les conditions initiales sont choisies tel que :

(II.17)

En remplaçant l’équation (II.17.a) dans l’équation (II.15), et l’équation (II.17.b) dans l’équation

(II.16) respectivement, on retrouve :

ቊ
଴ݒ ൌ ܣ

ሶ଴ݑ = )1( 2  BA
(II.18)

Nous avons à résoudre le système d'équation suivant, pour identifier le couple des constantes

(A, B):

(II.19)
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La réponse dynamique pour l'état élastique ෠s'écritܧ finalement :

Avec : (II.21)

II.4.2. Résolution des états plastiques ෠ܲା et ෠ܲି

On note 1 le temps nécessaire pour initier cette phase plastique et le temps final de l’état

élastique précédant. Le temps est déterminé en résolvant 1)( 1 v suivant la phase plastique

considérée :

(II.22)

Dans le cas plastique, on a deux domaines de phases contrôlés par les conditions (Voir

Challamel & Pijaudier-Cabot, 2006 ; Challamel & Gilles, 2007, Challamel et al, 2007 ;

Hammouda, 2009 ; Chenia, 2010) :

(II.23)

(II.20)



Chapitre II Etude de l’Oscillateur Elastoplastique Parfait

46

46

La solution s’écrit donc pour les phases plastiques (en notations réelles) :

(II.24)

(II.25)

Le système dynamique décrit par les équations (II.20, II.24, et II.25), et régi par les équations

(II.11) dans le domaine des phases, évolue suivant les simulations numériques et selon

l’organigramme suivant :



Chapitre II Etude de l’Oscillateur Elastoplastique Parfait

47

47



Chapitre II Etude de l’Oscillateur Elastoplastique Parfait

48

48

Pour le système libre (Vibrations libres), les temps de transition entre chaque phase, notés i ,

sont détaillés comme suit :

0 1 Élastique

1 2 Plastique

Pour 11 v , on voit que ሶሺ߬ݑ| ሻ| décroît pendant la phase plastique et s’annule pour :

(II.26)

Alors la frontière de la phase élastique apparaît pour le temps 2 obtenu en résolvant l’équation

(II.26) :

(II.27)

A l’instant 2 on sort de l’état plastique pour retourner dans un état élastique dont les équations

sont celles obtenues précédemment (II.24 et II.25). On constatera, à partir des simulations

numériques ci-dessous, du fait de l’amortissement, que le système restera dans son état élastique

jusqu’à sa stabilisation. Les conditions initiales de ce nouvel état élastique sont notées ሺݒଶǡݑሶଶ) :

(II.28)

Ceci conduit aux solutions suivantes dans cette dernière phase élastique :

L’évolution des différents états dynamique du système en vibrations libres, peut être

représentée par l’organigramme de calcul suivant :

(II.29)
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II.4.3. Organigramme de l’évolution du système dynamique libre ሺࢌ૙ ൌ ૙ሻ
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II.4.4. Résultats des oscillations libres : ሺࢌ૙ ൌ ૙ሻ

Fig. II.3. Oscillations libres (stabilité asymptotique du point d’origine)

ሺ࢜ ǡ࢛ ̇ ሻൌ ሺെ૙Ǥ૞ǡ૙Ǥ૞ሻ
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Fig. II.4. Oscillations libres (stabilité asymptotique du point d’origine)

ሺ࢜ ǡ࢛ ̇ ሻൌ ሺെ૙Ǥૢ ǡ૙Ǥૢ ሻ
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Fig. II.5. Oscillations libres (stabilité asymptotique du point d’origine)

ሺ࢜ ǡ࢛ ̇ሻൌ ሺെ૚ǡ૚ሻ
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Nous pouvons résumer les constatations faites sur le cas des vibrations libres comme suit :

Figure (II.3) : La perturbation du cas 1 du système à partir d’une condition initiale :

ሺ࢜ ǡ࢛ ̇ሻൌ ሺെ૙Ǥ૞ǡ૙Ǥ૞ሻ, nous donne une convergence élastique asymptotique vers le point

origine (Point fixe).

Figure (II.4) : c’est une perturbation du système amorti à partir d’une autre condition initiale :

ሺ࢜ ǡ࢛ ̇ ሻൌ ሺെ૙Ǥૢ ǡ૙Ǥૢ ሻ, qui nous donne la même convergence cers le point origine, mais on

remarque que la réponse tend vers la droite asymptote ݒ ൌ ൅ͳ .

Figure (II.5) : c’est une autre perturbation différente : ሺ࢜ ǡ࢛ ̇ ሻൌ ሺെ૚ǡ૚ሻ nous donne une

convergence asymptotique à la droite ݒ ൌ ൅ͳ .

D’après ces résultats, on constate que du fait de l’amortissement le système restera dans un état

élastique final, jusqu’à sa stabilisation. Cela signifie que dans les deux cas (avec ou sans phase

plastique intermédiaire), l'origine est asymptotiquement stable pour le système amorti.

Cette simulation montre aussi l’existence d’une paroi potentielle analogique du système

élastoplastique (figure II.5).
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II.5. Vibrations Forcées du Système Elastoplastique Parfait

II.5.1 Résolution de l’état élastique Ê

L'oscillateur forcé ( ଴݂ ≠ 0), par une excitation périodique, peut aussi être étudié de la même

manière dans le domaine des phases avec les coordonnées adimensionnelles ሺݒǡݑሶǡ߬ ሻ.

Les solutions des équations (II.10) sont données pour chacun des sous états   PetPE ˆˆ,ˆ .

La solution du système élastoplastique forcé se décompose classiquement en une solution

particulière et une solution du système homogène sans second membre.

Les solutions particulières des équations (II.10) sont calculées ci-dessous pour chaque état.

Reprenons les équations différentielles qui régissent l'état élastique :

(II.30)

Les solutions particulières pour l'état Ê sont données par :

(II.31)
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Ce qui nous donne, finalement en notation réelle pour la solution globale pour l’état élastique

Ê exprimée dans le domaine des phases ሺݒǡݑሶሻ:

(II.32)

Remarque :

 Pour 00 f , on retombe sur l’équation (II.20) de l’état élastique des oscillations libres.

 Pour  = 0 , on retrouve la solution de Challamel, (Challamel, 2005), pour le système

élastoplastique non amorti.
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II.5.2. Résolution des deux états plastiques ෠ܲା et ෠ܲି

La solution particulière est donnée ci-dessous pour les deux états plastiques P̂ et P̂ :

 Etat plastique P̂ :

(II.33)

 Etat plastique P̂ :

(II.34)

Ce qui donne comme réponse pour l’état plastique en général :

(II.35)

Avec i
 le temps d'initialisation de la phase plastique.

Lors d'un retour à l’état élastique Ê , les équations sont les mêmes qu’en (II.32) en prenant pour

conditions initiales ሺݒ௜ǡݑሶ௜) :

(II.36)

Les simulations numériques menées par des boucles itératives des différents état dynamiques

(eq. II.32, II.35), contrôlés par les équations (eq. II.11), sont réalisées selon l’organigramme

de calcul suivant :
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II.5.3. Organigramme de l’évolution du système dynamique forcé ሺࢌ૙ ് ૙ሻ
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II.5.4. Résultats des oscillations forcées

Avant de présenter les différents résultats graphiques des simulations numériques dans l’espace

des phases réduit, des explications pour retrouver les temps de transition pour chaque zone

(chaque état), pour des conditions initiales spécifiées s’imposent, le simulateur détermine les

temps de transition 1i , en utilisant la méthode de Newton-Raphson.

L’équation non linéaire à résoudre est donnée par Eq. (II.32), quand l’état initial est élastique :

1)( 1 iv  (II.37)

Cependant l’équation non linéaire à résoudre est donnée par Eq. (II-35), quand l’état initial est

plastique :

(II.38)

Le nouveau temps 1i est utilisé pour l’équation de mouvement dans la nouvelle zone

parcourue.

Les différentes simulations suivant différents paramètres dynamiques du système choisis sont

représentées dans le domaine des phases dans ce qui suit :
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Fig. II.6. Adaptation élastoplastique (Shakedown)

(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) = (૙ǡ૙)Ǣࣀ�ൌ ૙Ǥ૚�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥ૞�Ǣࢌ૙ ൌ ૙Ǥ૟
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Fig. II.7. Accommodation avec cycle limite périodique (Alternating Plasticity)

(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) = (૙ǡ૙)Ǣࣀൌ ૙Ǥ૚Ǣ࣓ ൌ ૙Ǥ૞�Ǣࢌ૙ ൌ ૚
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Fig. II.8. Adaptation élastoplastique avec convergence vers un cycle limite :

(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) = (૙ǡ૚)Ǣࣀൌ ૙Ǥ૚Ǣ࣓ ൌ ૙Ǥ૞�Ǣࢌ૙ ൌ ૙Ǥ૟
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Fig. II.9. Adaptation élastoplastique avec convergence vers un cycle limite

(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) = (૙ǡ૚Ǥ૞)Ǣࣀൌ ૙Ǥ૚Ǣ࣓ ൌ ૙Ǥ૞�Ǣࢌ૙ ൌ ૙Ǥ૟
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Fig. II.10. Accommodation avec cycle limite périodique (Alternating Plasticity)

(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) = (૙ǡ૚)Ǣࣀൌ ૙Ǥ૚Ǣ࣓ ൌ ૙Ǥ૞�Ǣࢌ૙ ൌ ૚
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Fig. II.11. Accommodation avec cycle limite périodique (Alternating Plasticity)

(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) = (૙ǡ૚Ǥ૞)Ǣࣀൌ ૙Ǥ૚Ǣ࣓ ൌ ૙Ǥ૞�Ǣࢌ૙ ൌ ૚
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Fig. II.12. Sensibilité du déplacement total u aux conditions initiales

ൌࣀ ૙Ǥ૚Ǣ࣓ ൌ ૙Ǥ૞�Ǣࢌ૙ ൌ ૚



Chapitre II Etude de l’Oscillateur Elastoplastique Parfait

67

67

L’analyse numérique est seulement faite pour un taux d’amortissement positif. Toutes

les trajectoires tendent vers des orbites périodiques, qui sont représentés par des

« cycles limites » dans l’espace des phases ሺݒǡݑሶሻ.

Ces « cycles limites » ne dépendent pas des conditions initiales. En réalité, ces orbites

périodiques sont complètement caractérisées dans l’espace ሺݒǡݑሶǡ߬ ሻ.

Les simulations numériques montrent que ces orbites périodiques sont

asymptotiquement stables pour toutes les perturbations. Tous ces cycles limites sont

des cycles à orbites symétriques (symétrie centrale par rapport au point d’origine),

caractérisé par (Luo, 2004) pour d’autres systèmes dynamiques.

La forme des cycles limites dépend des valeurs des paramètres structuraux ሺ݂ ଴ǡ߱ ǡߞሻ.

L’adaptation est décrite par des cycles limites symétriques réguliers, tandis que

l’accommodation est représentée par des cycles limites symétriques mais dont la

forme est irrégulière. Cela signifie que ces deux phénomènes (liés aux propriétés de

comportement de la structure) peuvent être différenciés par leur simple forme

géométrique dans l’espace des phases réduit ሺݒǡݑሶሻ. Cette dernière conclusion constitue

une propriété importante liée à l’oscillateur élastoplastique parfait. Ces deux phénomènes

sont illustrés pour l’adaptation élastoplastique (Shakedown) en figure (Fig. II.6) et pour

l’accommodation (Alternating Plasticity) en figure (Fig. II.7). Dans les deux cas, les cycles

limites sont asymptotiquement stables et les conditions initiales ne portent pas atteinte

à la forme des cycles limites (voir figure II.8, II.9, II.10 et II.11). Toutefois, dans les deux cas

la valeur moyenne du déplacement total dans l’espace initial (u,ݑ௣,ݑሶ) dépend fortement

des conditions initiales (voir Fig. II.12).

En conséquence, on confirme que l’espace des phases initiales (u,ݑ௣ǡ̇ݑ) ne peut être

associé à des cycles limites et n’est probablement pas le meilleur choix pour analyser

les systèmes plastiques par les outils de la dynamique des systèmes non linéaires.
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Fig. II.13. Domaine des phases (eq. II.11)
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Fig. II.14. Cycle limite dans l’espace des phases (Temps de transitions)
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II.5.5. Caractérisation du cycle limite

Les orbites périodiques peuvent être classées, dans le même esprit que (Awrejcewicz &

Lamarque, 2003), le font pour les systèmes mécaniques avec impacts. Une orbite est appelée

(n, k) périodiques, si elle possède une période nT avec k phases plastiques par cycle de période

T =
ଶగ

ఠ
.

Au regard de cette classification, la plupart des simulations montrent des orbites stables (1,2) -

périodiques. Néanmoins, des orbites (1,n )-périodiques (avec n plus grand que 2 ) ont aussi été

détectées pour des faibles valeurs de pulsation ߱ . Par exemple, une orbite (1,2)-périodique est

montrée en Figure (Fig. II.14) pour l’illustration des temps de transition dans le domaine des

phases (Fig. II.13). La méthodologie est basée sur le fait que la durée dans chaque phase (une

phase élastique et une phase plastique) est exactement égale à la moitié de la période d'un cycle

:

ଶ߬ ൌ ଴߬ +
గ

ఠ

Dont :

 ଴߬ est le temps au début de la phase élastique qui suit la phase plastique ܲି .

 �߬ଵ est le temps à la fin de la phase élastique et τଶ est le temps à la fin de la phase

plastique P+ (Voir Fig. II.14).

La caractérisation semi-analytique du cycle limite nécessite généralement la résolution analytique

d’un système d’équations à trois fonctions (eq. II.40), qui sont définie par les équations (eq. II.32,

II.35) :

ቊ
ݐܽܧ )ݒ���෠ǣܧ�ݐ ଴߬ǡ߬ ଵ) ൌ ͳ����Ǣݑ��ሶ( ଴߬ǡ߬ ଵ) ൌ ሶଵݑ

ݐܽܧ ܲ�ݐ ା෢ ǣݑ���ሶ( ଵ߬ǡ߬ ଶǡݑሶଵ) ൌ ሶଶݑ ൌ Ͳ������Ǣ��߬ଶ െ ଴߬ =
గ

ఠ

(II.40)

(II.39)
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Un système d’équations qui peut être réécrit comme :

Avec :

(II.41)

Ce système complexe (eq. II.41) peut prendre la forme (Challamel & Gilles, 2007) ; (Liu, 2003) :

(II.42)
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Comme l’a baptisé (Liu & Huang, 2004), les équations du système réduit (eq. II.42) peuvent être

fusionnées en une seule équation non linéaire :

(II.43)

଴߬ est obtenu à partir de la résolution des équations trigonométriques :

Avec : (II.44)

Les coefficients ෠etܧ෡ǡܦመǡܥ෠ǡܤመǡܣ ෠dépendentܨ fortement des paramètres dynamiques structuraux du

système ሺ݂ ଴ǡ߱ ǡߞሻ, ainsi que le paramètre temporel adopté  01  y :

(II.45)

(II.46)

(II.47)

(II.48)

(II.49)

(II.50)
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Fig. II.15. Solutions de ࢅ) ൌ ࣓ ഥ࢟) en fonction de ࣓ (eq. II.43)

ሺࢌ૙ ൌ ૛��Ǣࣀ���ൌ ૙Ǥ૙૛ሻ

La résolution implicite de l’équation (eq. II.43), est illustrée en (Fig. II.15), pour un jeu

de paramètres choisi, afin de la comparer avec celle de (Liu & Huang, 2004). Nous

pouvons facilement constater que toute solution temporelle de l’équation (eq. II.43)

n’est pas nécessairement solution de notre système dynamique, en effet d’autres

conditions suivent :

ቊ
ݐܽܧ ]�א�߬�׊���෠ǣܧ�ݐ ଴߬ǡ߬ ଵ] , )ݒ��| )߬| ≤ 1

ݐܽܧ ܲ�ݐ ା෢ ǣא�߬�׊����[ ଵ߬ǡ߬ ଶ]ǡݑ���ሶ( )߬ ≥ 0 
(II.51)

Y

࣓



Chapitre II Etude de l’Oscillateur Elastoplastique Parfait

74

74

II.5.6. Frontière de Bifurcation entre l’Adaptation et l’Accommodation

Concernant la frontière entre l'adaptation et l'accommodation, on peut considérer une phase

élastique et le cycle limite est tangent aux droites |ݒ| = ±1.

Ce qui nous permet de trouver l'équation de frontière du cycle limite dans le domaine de

l’adaptation, qui est obtenu à partir de l’équation (eq. II.32) en ne considérant que le terme

stationnaire :

On remarque que ݒ et ,ሶݑ ne dépendent pas explicitement des conditions initiales (si ്ߞ Ͳ, les

cycles limites ne dépendent pas des conditions initiales ଴ݒ et ሶ଴ݑ ). Ceci confirme nos

simulations numériques que ce soit en adaptation élastoplastique (Fig. II.6) ou en

accommodation (Fig. II.7).

En effectuant les opérations suivantes sur l’équation (II.51) :

൤ݒ; ൈ
൫ଵିఠ మ൯

మ
ାସ఍;ఠ ;

௙బ
మ ൨+ ൤ݑሶ; ൈ

൫ଵିఠ మ൯
మ
ାସ఍;ఠ ;

ఠ ௙బ
మ ൨ (II.52)

Après simplifications :

൤݂଴
ଶ ൫ଵିఠ మ൯; ୡ୭ୱ; (ఠఛ)ା(ଶఠ఍)మୱ୧୬మ(ఠఛ)ାଶ൫ଵିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ)ൈଶఠ఍ୱ୧୬(ఠఛ)

[(ଵିఠ మ)మାସ఍;ఠ ; ]²
×

൫ଵିఠ మ൯
మ
ାସ఍;ఠ ;

௙బ
మ ൨+

൤߱ ; ଴݂
ଶ ସఠ ;఍;ୡ୭ୱ; (ఠఛ)ା�൫ଵିఠ మ൯; ୱ୧୬; (ఠఛ)ିଶ(ଶఠ఍)ୡ୭ୱ(ఠఛ)×൫ଵିఠ మ൯ୱ୧୬(ఠఛ)

[(ଵିఠ మ)మାସ఍;ఠ ; ]²
×

൫ଵିఠ మ൯
మ
ାସ఍;ఠ ;

ఠ ௙బ
మ ൨

(II.53)

En déduisant ߱)ଶݏܿ݋ )߬ ൅ ߱)ଶ݊ݏ݅ )߬ = 1 :

ቂ
൫ଵିఠ మ൯;ାସఠ ;఍; ାଶ൫ଵିఠ మ൯ൈଶఠ఍[ୡ୭ୱ(ఠఛ)ൈୱ୧୬(ఠఛ)ିୡ୭ୱ(ఠఛ)ൈୱ୧୬(ఠఛ)]

[(ଵିఠ మ)మାସ఍;ఠ ; ]²
× ((ͳ െ ߱ଶ)ଶ൅ Ͷߞ;߱; )ቃ (II.54)

(II.51)
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Donc :

൤ݒ; ൈ
൫ଵିఠ మ൯

మ
ାସ఍;ఠ ;

௙బ
మ ൨+ ൤ݑሶ; ൈ

൫ଵିఠ మ൯
మ
ାସ఍;ఠ ;

ఠ ௙బ
మ ൨= 1 (II.55)

L’équation (eq. II.55) a la forme d’une équation d’ellipse centrée tel que :

Avec et ܾൌ ܽ߱

L’équation du cycle limite, à la frontière entre l’adaptation et l’accommodation est obtenue

lorsque le paramètre ( )ܽ de l’ellipse (eq II.56) est égal à 1, voir (Liu & Huang, 2004) ;

(Challamel & Gilles, 2007):

଴݂ = ඥ(ͳ െ ߱ଶ)ଶ൅ Ͷ߱ ;ߞ; (II.57)

Cette équation du cycle limite ଴݂ ൌ ݂ሺ߱ ǡߞሻ sera représentée en figure (Fig. II.16), qui

représente la frontière de bifurcation entre l’adaptation et l’accommodation.

La limite de l’équation (eq. II.57) est représentée graphiquement par la figure (Fig. II.16), cette

frontière est validée par celle de (Liu & Huang, 2004 ; Challamel, 2007 et Hammouda, 2009).

Cette frontière entre l’adaptation et l’accommodation a été également étudiée par (Liu & Huang,

2004), mais avec l’utilisation de l’inverse de la force ( ଴݂), et qui représente le même résultat

auquel on aboutit.

En réalité, la frontière représentée en figure (Fig. II.16) contrôlée par l’équation (eq. II.57) est

une surface en trois dimensions en fonction de ǡ߱ߞ) ǡ݂ ଴), voir (Fig. II.17).

௩²

௔మ
+

௨̇²

௕మ
= 1 (II.56)ܽ=

௙బ

ඥ(ଵିఠ మ)మାସఠ ²఍²
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Fig. II.16. Frontière de Bifurcation entre adaptation et accommodation (en 2D)
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Fig. II.17. Frontière de Bifurcation entre adaptation et accommodation (en 3D)
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II.6. Bilan énergétique de l’oscillateur élastoplastique parfait

Dans le nouvel espace des phases réduit, on peut facilement déduire,selon les travaux

de Capecchi (Capecchi & Vestroni, 1990), que le déplacement ݒ n'est rien d'autre que la

force associée au système dynamique adimensionnel (Challamel & Gilles,

2007),(Hammouda, et al., 2008),(Hammouda & Challamel, 2011). La représentation

de la relation de la loi de comportement peut être exprimée par le déplacement élastique

en fonction du déplacement total, ce qui est équivaut à celui de la relation force –

déplacement illustrée en (Fig. II.2).

Pour cette oscillation élastoplastique, la relation Force- Déplacement choisie est bornée

à ,(1=|ݒ|) comme montrée à partir d'un cas d'hystérésis de la relation ,(ݑ,ݒ) que l’on

peut appeler « loi de comportement adoptée » (Fig. II.18). Des résultats équivalents

sont donnés par Ahn (Ahn et al., 2006) ; (Ahn et al., 2009).

Nous pouvons, d’après la modification de la loi de comportement (Fig. II.18), aborder l’aspect

énergétique de cet oscillateur élastoplastique parfait amorti et symétrique, en se basant sur

l’hypothèse déterminant que l’énergie dissipée par les oscillateurs est en fait, l’air de la boucle

d’hystérésis provenant du cycle limite de la loi de comportement ,(ݑǡݒ) voir (Hammouda et al.,

2008), (Balandier, 2001).

La partie qui traite le bilan énergétique de l’oscillateur élastoplastique parfait est extraite de

l’article scientifique (Chenia et al., 2018), faisant suite à l’étude de la dynamique de l’oscillateur

élastoplastique parfait. Ce travail a été accepté et publié par la revue des « Sciences et de la

technologie Synthèse » éditée par la Direction des Publications de l’Université Badji Mokhtar

de Annaba (Algérie) depuis 1996.
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Fig. II.18. Loi de comportement Adoptée (Boucle d’hystérésis), pour :

(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) = (૙ǡ૚)Ǣࣀൌ ૙Ǥ૚Ǣ࣓ ൌ ૙Ǥ૞�Ǣࢌ૙ ൌ ૚

(Chenia et al., 2018)
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En ce qui concerne l’énergie dissipée au cours d’oscillations, pour un jeu de paramètres

structuraux adéquat (qui représente la zone comportementale de l’accommodation dans la

figure (Fig. II.16), où il y une alternance entre les phases plastiques et celle élastique), le

calcul de cette énergie dissipée peut être approximativement égal au double d’une des deux

côtés du parallélogramme de boucle d’hystérésis (Fig. II.18), et dont le développement est

démontré par les travaux de Hammouda (Hammouda et al., 2008) et Challamel (Challamel

et al., 2007) :

ഥൌܧ ʹ ܾכ (II.58)

Cette courbe appelée souvent carte énergétique (Fig. II.19), est déduite pour un taux

d’amortissementሺߞሻ, en fonction de la pulsation ሺ߱ ሻ, qui représente la pulsation équivalente

entre celle de l’excitation dynamique de type sismique, et la pulsation propre de l’oscillateur

étudié (Fig. II.1), une carte de l’énergie dissipée indépendante des conditions initiales, vue

qu’elle concerne le cycle limite (après convergence), et qui montre l’accord avec la frontière

de bifurcation (Fig. II.16) voir (Hammouda et al., 2008), (Hammouda, 2009).
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Fig. II.19. Bilan Energétique de l’oscillateur élastoplastique parfait, Symétrique

(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) = (૙ǡ૙)Ǣࣀൌ ૙Ǥ૚Ǣࢌ૙ ൌ ૚

(Chenia et al., 2018)
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Fig. II.20. Bilan Energétique de l’oscillateur élastoplastique parfait, Symétrique non-

amorti

(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) = (૙ǡ૙)Ǣࣀൌ ૙Ǣࢌ૙ ൌ ૚

(Chenia et al., 2018)
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Fig. II.21. Bilan Energétique de l’oscillateur élastoplastique parfait, Symétrique en

fonction de l’amortissement

(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) = (૙ǡ૙)Ǣ࣓ ൌ ૙Ǥ૞Ǣࢌ૙ ൌ ૚

(Chenia et al., 2018)
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Fig. II.22. Bilan Energétique de l’oscillateur élastoplastique parfait, Symétrique en

fonction de l’amplitude de force extérieure

(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) = (૙ǡ૙)Ǣࣀൌ ૙Ǥ૚Ǣ࣓ ൌ ૙Ǥ૞

(Chenia et al., 2018)
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Ce bilan de l’énergie dissipée (Fig. II.19) au cours d’oscillations du modèle élastoplastique

parfait amorti en des valeurs égales d’amplitude de force d’excitation (Symétrique), met en

évidence une variation énergétique en fonction des valeurs très proches de la pulsation

équivalente, et valide par l’occasion celle, présentée par les récents travaux de (Hammouda et

al., 2008), dans l’étude rhéologique et énergétique de ce type d’oscillation hystérétique, et on

peut dire que pour des petites valeurs de pulsation, l’énergie est grandement dissipée, suite aux

mouvements super-harmoniques dus au fait que le système en question, se comporte comme un

oscillateur plastique rigide, ce phénomène est mentionné précédemment dans les travaux de

Capecchi (Capecchi, 1993), pour un système non amorti, et par ceux de Liu et Huang (Liu &

Huang, 2004), pour le même système amorti, ainsi que par Challamel et Gilles (Challamel &

Gilles, 2007).

L’énergie théoriquement dissipée par l’oscillateur étudié, peut être exprimée par la suite, en

fonction des paramètres essentiellement impliqués dans la loi de comportement du modèle, tels

que l’amortissement (ߞ) (Voir Fig. II.21), chose à ne pas -en aucun cas- ignorer, vue leur liaison,

car le terme d’amortissement fait penser toujours au côté conversion inverse de l’énergie, afin

de retourner à la position initiale (Balandier, 2001), la figure (Fig. II.21), expose cette relation et

exprime la variation de l’énergie, en fonction des taux d’amortissement variés, et qui met en

garde l’idée de toujours augmenter l’amortissement d’un oscillateur pour en obtenir une

meilleur dissipation d’énergie, chose à traiter avec délicatesse, car on doit pas nier l’existence

de l’énergie dissipée par le mouvement périodique de l’oscillateur, qui cause, l’augmentation

de l’énergie accumulée et absorbée par la rigidité de ce dernier, c.à.d. avoir une dissipation

moindre. Cette courbe valide la troisième conclusion des travaux de Zhang et Iwan (Zhang &

Iwan, 2003), qui affirment l’existence du phénomène des petites oscillations qui circulent

autours du composant (amortissement) qui cause des excitations de longue période, par

conséquent, ce phénomène indésirable fait réduire la dissipation de l’énergie. Cela, alimente

aussi, le fait de choisir un bon jeu de paramètre tiré de la frontière de bifurcation (Fig. II.16),

pour en rester dans la zone comportementale de l’accommodation.
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La constatation faite par la figure (Fig. II.21), est validée par la précédente (Fig. II.20), pour un

modèle non amorti ,(0=ߞ) dont on peut clairement se rendre compte qu’en dépit du fait que le

modèle n’est pas amorti, mais on peut constater une diminution de l’énergie dissipée au cours

des mouvements cycliques.

La variation de l’énergie dissipée par le modèle élastoplastique amorti peut être exprimée en

fonction du paramètre de la force de l’excitation extérieur ( ଴݂), pour un bon choix de

l’amortissement et la pulsation. La courbe illustrée par la figure (Fig. II.22) montre la forte

variabilité de l’énergie dissipée en augmentant l’amplitude de la force d’excitation externe,

mais moyennement, la relation n’est pas forte que celle des figures précédentes, et ceci est

connu du fait qu’une charge dynamique d’une amplitude élevée, et une pulsation faible, n’auras

pas forcement le même effet qu’une autre charge d’une pulsation supérieure mais par une

amplitude plus basse (Balandier, 2001) ; (Zhang & Iwan, 2003).
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II.7. Etude de stabilité de l’oscillateur élastoplastique parfait

L’analyse de stabilité de l’orbite (1,2)- périodique est similaire à l’analyse de stabilité

développée par Masri & Caughey (Caughey, 1966), (Masri & Caughey, 1979) pour un système

à impact, une solution reprit par (Challamel & Gilles, 2007), (Hammouda, 2009). La

technique utilisée est la perturbation et la propagation des erreurs, dont le facteur

d’amplification de la perturbation (R) peut être introduit à partir de :

ቌ

ο 0߬

ο0ݒ

ο̇0ݑ

ቍ   →   ቌ
ο 1߬

ο1ݒ

ο̇1ݑ

ቍ → ቌ

ο 2߬

ο2ݒ

ο̇2ݑ

ቍ Avec (ο0ݒ = ο̇0ݑ = ο1ݒ = ο2ݒ = ο̇2ݑ = 0) (II.59)

Les matrices A et B peuvent prendre la forme :

ቌ

ο 1߬

ο1ݒ

ο̇1ݑ

ቍ ൌ ቌ

11ܣ 12ܣ 13ܣ

21ܣ 22ܣ 23ܣ

31ܣ 32ܣ 33ܣ

ቍቌ

ο 0߬

ο0ݒ

ο̇0ݑ

ቍ et ቌ

ο 2߬

ο2ݒ

ο̇2ݑ

ቍ ൌ ቌ

11ܤ 12ܤ 13ܤ

21ܤ 22ܤ 23ܤ

31ܤ 32ܤ 33ܤ

ቍቌ

ο 1߬

ο1ݒ

ο̇1ݑ

ቍ (II.60)

Le facteur de perturbation (R) est exprimé à partir des équations (II.59) (II.39), comme :

ο 2߬ ൌ ܴ�Ǥ��ο 0߬ Avec ܴ ൌ 11ܣ� 11ܤ + 31ܣ 13ܤ (II.61)

La valeur de (R) détermine la stabilité de la solution (Masry & Caughey, 1979). La solution

(1,2) symétrique est asymptotiquement stable si le module de (R) est inférieur à l'unité. Si le

module de (R) est supérieur à un, la solution est instable. Un phénomène de bifurcation peut

se produire lorsque le module prend la valeur de l'unité. La détermination du coefficient (R)

pour l’analyse de stabilité commence par la détermination de ses différents coefficients de ce

calcul :

ο 1߬ = 11ܣ . ο 0߬ (II.62)
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Reprenons l’équation (II.32) pour l’état élastique sous la forme :

ሺ߬ݒ ଴�ǡ߬ ሻൌ ቂܣଵ ቀ(߬െݏ݋ܥכ ଴߬) ∗ ඥͳ െ ଶቁ൅ߞ ଵܤ ݅ܵכ ݊൬(߬െ ଴߬) ∗ ඥͳ െ ఍(ఛିି݁כ൰ቃ;ߞ ఛబ) +

ଵܥ ߱)ݏ݋ܥכ )߬ ൅ ଵܦ ݅ܵכ ݊(߱ )߬ (II.63)

Avec :

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
ଵܣ = −1 − ଵܥ ߱)ݏ݋ܥכ ଴߬) െ ଵܦ ݅ܵכ ݊(߱ ଴߬)

ଵܤ =
஺భߞ൅஼భఠ ஼௢௦(ఠఛబ)כௌ௜௡(ఠఛబ)ି஽భఠכ

ඥଵି఍;

ଵܥ ൌ ଴݂ቂ
ଵିఠ ;

(ଵିఠ మ)మାସఠ ;఍;
ቃ

ଵܦ ൌ ଴݂ቂ
ଶ఍ఠ

(ଵିఠ మ)మାସఠ ;఍;
ቃ

(II.64)

L’approche de perturbation est ainsi utilisée :

൝
ሺ߬ݒ ଴�ǡ߬ ଵ) = 1

ሺ߬ݒ ଴ ൅ ȟ ଴߬�ǡ߬ ଵ ൅ ȟ ଵ߬ሻൌ ሺ߬ݒ ଴�ǡ߬ ଵሻ൅ ȟ ଴߬
డ௩ሺఛబ�ǡఛభ)

డఛబ
൅ ȟ ଵ߬

డ௩ሺఛబ�ǡఛభ)

డఛభ
= 1

(II.65)

Cette dernière équation (eq.II.65) mène à la détermination de :

11ܣ = − ൭

ሺ߬ݒ߲ 0�ǡ߬ 1)

߲߬ 0
ሺ߬ݒ߲ 0�ǡ߬ 1)

߲߬ 1

൱ (II.66)

Avec :

11ܣ ൌ ܵ݅ ݊൭(߬െ 0߬)ටͳ െ ൬כ൱;ߞ
ଵା௙బݏ݋ܥ�(߱ 0߬)

௨ሶభඥͳെߞ;
�൰ െ݁ߞ( 1߬െ 0߬) (II.67)

Tel que (ሶଵݑ) représente la dérivée du déplacement à la fin de la phase élastique :

ଵݑ̇ ൌ ቂቀെܣߞଵ൅ ଵඥͳܤ െ )ቀݏ݋ܥכቁ;ߞ ଵ߬െ ଴߬) ∗ ඥͳ െ ଶቁ൅ߞ ቀെܤߞଵെ ଵඥͳܣ െ ݅ܵכቁ;ߞ ݊൬( ଵ߬െ ଴߬)כඥͳ െ כ൰ቃ;ߞ

݁ି఍൫߬ 1െ 0߬൯൅ ݅ܵכଵܥ߱ (݊߱ ଵ߬)൅ ଵܦ�߱ ߱)ݏ݋ܥכ ଵ߬) (II.68)
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On suit la même méthode de perturbation :

ȟݑሶଵ = ȟ 0߬
߲௨ሶభሺ߬ 0�ǡ߬ 1)

߲ 0߬
൅ ȟ 1߬

௨߲ሶభሺ߬ 0�ǡ߬ 1)

߲߬ 1
(II.69)

Le terme ଷଵܣ peut être déduit :

ଷଵܣ =
డ̇1ݑሺఛబ�ǡఛభ)

డఛబ
൅ ଵଵܣ

డ̇1ݑሺఛబ�ǡఛభ)

డఛభ
(II.70)

Avec :

డ̇1ݑሺఛబ�ǡఛభ)

డఛభ
ൌ െͳ െ ʹ 1ݑ̇ߞ ൅ 0݂

߱)�ݏ݋ܥ 0߬) (II.71)

డ௨ሶభሺఛబ�ǡఛభ)

డఛబ
ൌ ͳ ൅ ଴݂ݏ݋ܥ�(߱ ଴߬) ݁�כ ି఍൫߬ 1െ 0߬൯∗ ൤െݏ݋ܥቀ( ଵ߬ െ ଴߬)ඥͳ െ +ଶቁߞ

఍

ඥଵି఍;
ܵ݅ ݊൬( ଵ߬െ ଴߬)ඥͳ െ ൰൨;ߞ

(II.72)

Le même raisonnement peut être adopté pour la détermination des coefficients ଵଵܤ et ଵଷܤ ,

qu’on peut tirer à partir de la fonction ሶଵ�ǡ߬ݑ)ሶଶݑ ଵ�ǡ߬ ଶ) décrite dans (eq. II.35) :

ሶଵ�ǡ߬ݑ)ሶଶݑ ଵ�ǡ߬ ଶ) ൌ ݁כ�ଶܤ�
ିଶ఍(ఛమିఛభ) ൅ ߱)�ݏ݋ܥ�ଶܥ ଶ߬) ൅ ଶ�ܵ݅݊ܦ �(߱ ଶ߬) −

ଵ

ଶ఍
(II.73)

Avec :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଶܥ = ଴݂ቂ

ଶ఍

ఠ ;ାସ఍;
ቃ

ଶܦ = ଴݂ቂ
ఠ

ఠ ;ାସ఍;
ቃ

ଶܤ = 1ݑ̇ +
1

ʹ ߞ
− ଶܥ ߱)ݏ݋ܥכ ଵ߬) െ ଶܦ ݅ܵכ ݊(߱ ଵ߬)

(II.74)

La perturbation nous fournit :

11ܤ = − ൭

ೠ߲̇మ(ೠ̇భ�ǡഓభ�ǡഓమ)

߲߬ 1
ೠ߲̇మ(ೠ̇భ�ǡഓభ�ǡഓమ)

߲߬ 2

൱ et 13ܤ = − ൭
ೠ߲̇మ(ೠ̇భ�ǡഓభ�ǡഓమ)

߲ೠ̇భ
ೠ߲̇మ(ೠ̇భ�ǡഓభ�ǡഓమ)

߲ 2߬

൱ (II.75)
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Des simplifications peuvent être constatées :

11ܤ ൌ െ13ܤ ቀ
௨߲ሶభ(ఛబ�ǡఛభ)

߲߬ 1
ቁ (II.76)

Car :

ଵଵܤ =
௘షమഅ(ഓమషഓభ)

൫ଵା௙బ஼௢௦�(ఠఛబ)൯
∗ [ͳ ൅ ʹ ሶଵݑߞ െ ଴݂ݏ݋ܥ�(߱ ଵ߬)] et ଵଷܤ =

௘షమഅ(ഓమషഓభ)

൫ଵା௙బ஼௢௦�(ఠఛబ)൯
(II.77)

Finalement le coefficient de perturbation (R) peut être écrit :

ܴ ൌ 13ܤ ቀ
௨߲ሶభ(ఛబ�ǡఛభ)

߲߬ 0
ቁ (II.78)

De façon plus détaillée :

ܴ ൌ �݁
ቀ߬ߞ 1െ 0߬−

ʹ ߨ

߱
ቁ

∗ ൤െݏ݋ܥ൬( 1߬ െ 0߬)ඥͳ െ +2൰ߞ
ߞ

ඥͳെߞ;
ܵ݅ ݊ቀ( 1߬ െ 0߬)ඥͳ െ ቁ൨;ߞ (II.79)

Nous pouvons numériquement vérifier la stabilité des orbites (1,2)- périodiques qui prévaut

toujours (|ܴ| < 1) pour ce système parfait amorti (Challamel & Gilles, 2007).
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II.8. Conclusion

En vibration libre, la stabilité asymptotique du point origine est retrouvée dans le nouvel espace

des phases. En vibration forcée et pour retrouver les temps de transition pour chaque zone

(chaque état), pour des conditions initiales spécifiées, le simulateur détermine les temps de

transition ௜߬ାଵ.

 Toutes les trajectoires, que ce soit en adaptation élastique ou en accommodation

plastique, tendent vers une orbite périodique considérée comme « cycle limite » dans

l’espace des phases (ሶݑǡݒ) :

- L’adaptation est décrite par un cycle limite régulier (figure III-4)

- L’accommodation est décrite par des cycles limites non réguliers (figure III-5)

 Les cycles limites sont symétriques et ne dépendent pas des conditions initiales.

 Le déplacement total ݑ dépend des conditions initiales. On confirme que l’espace de

phase initial (ሶݑ௣ǡݑǡݑ) ne peut pas être associé à des cycles limites.

 En réalité, les orbites sont complètement caractérisées dans l’espace ሶǡ߬ݑǡݒ) ).

 Les simulations numériques montrent que ces orbites périodiques sont

asymptotiquement stables pour toutes les perturbations.

 Les formes du cycle limite dépendent des paramètres structuraux ( ଴݂ǡ߱ ǡߞ), ce qui lie

les propriétés dynamiques du système aux propriétés mécaniques.

Le bilan énergétique de ce système a été établi, en traçant la carte de l’énergie dissipée au cours

des oscillations en fonction des différents paramètres structuraux :

 L’énergie dissipée peut être obtenue à partir de la loi de comportement adoptée, en

calculant la surface de cette courbe.

 L’énergie dissipée de l’oscillateur élastoplastique parfait symétrique ou bien

asymétrique, dépend explicitement des paramètres structuraux.

 Les paramètres structuraux jouant un rôle important dans la dissipation d’énergie de

l’oscillateur élastoplastique parfait et symétrique, sont : la pulsation, le taux

d’amortissement.

 Les paramètres structuraux jouant un rôle important dans la dissipation d’énergie de

l’oscillateur élastoplastique asymétrique sont : la pulsation, le taux d’amortissement, et

le taux d’asymétrie.



Chapitre III
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Chapitre III : Étude de l’Oscillateur Élastoplastique en Présence

de l’Écrouissage

III.1. Introduction

Cette section est consacrée à l’étude de la dynamique et de la réponse d’un oscillateur

élastoplastique amorti symétrique en présence de l’écrouissage cinématique dans sa loi de

comportement (Voir Fig. III.1). La détermination de sa réponse dynamique à partir de la

résolution de ses équations de mouvement est ainsi établi suivant trois cas bien distincts selon

le rapport entre le taux d’amortissement (ߞ) et le nouveau paramètres structurel (µ) qui

intervient et qui représente le taux d’écrouissage dans le domaine plastique.

Les oscillations libres d’un tel oscillateur sont menées suivant les trois cas, pour une force

d’excitation extérieure nulle, en perturbation le système initialement en changeant ses

conditions initiales de positions surtout. Les vibrations forcées sont également étudiées pour

différentes valeurs des paramètres structuraux.

Une étude caractéristique (Semi-Analytique) des propriétés du cycle limite est ensuite

présentée, dont l’apport scientifique majeur de cette thèse, qui est la détermination semi-

analytique des temps de transition, à partir des expressions transcendantes des fonctions qui

régissent chaque transition entre deux états dynamiques.

La frontière de bifurcation est présentée pour un jeu de paramètres donné, suivant notre propre

raisonnement qui diffère légèrement de celui de Liu (Liu, 2003), utilisant bien entendu nos

propres paramètres. L’étude de stabilité est également menée pour les trois cas, en se basant sur

la méthode de perturbation et de propagation d’erreurs, et nous pouvons constater que la

configuration du système dynamique étudié avec ses propres propriétés joue un rôle très

important dans prédiction de sa réponse dynamique et dans l’étude de sa stabilité/instabilité.
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III.2. Le Système Dynamique de l’Oscillateur Élastoplastique Écrouissable

Le modèle rhéologique de l’oscillateur élastoplastique est identique à celui adopté pour l’étude

de l’oscillateur élastoplastique parfait (Fig. II.1), en considérant le même système à un seul

degré de liberté, un système qui se compose d’une masse (M) qui est attachée à un ressort

élastoplastique de raideur (ܭ) et qui présente de l’écrouissage cinématique, et avec un

coefficient d’amortissement positif noté (C). Le système inélastique est soumis à une force

extérieure du même type harmonique F(t), définie par son amplitude (଴ܨ) et sa pulsation (Ω).

Le système sera étudié en suivant la même procédure que celui du chapitre précédant (§ II) à

savoir le changement de variables possible afin de réduire la dimension de l’espace des phases

en prenant en compte l’adimensionnement des paramètres dynamiques du système.

La détermination des conditions qui contrôlent le cycle limite dans le domaine des phases peut

être résumée ainsi, en présentant la loi de comportement considérée pour ce système :
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Fig. III.1. Loi de comportement élastoplastique en présence de l’écrouissage
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La formulation analytique de la paroi potentielle plastique est fixée par la relation (Challamel

& Gilles, 2007) :

ିܨ ൏ ሺܷܭ െ ܷ௣ሻ൏ ାܨ (III.1)

Ou bien :

െܨା ൏ ሺܷܭ െ ܷ௣ሻ൏ ାܨ (III.2)

En divisant l’inégalité (III.1) sur la limite de la force dans le domaine élastique :

−1 <
௄

ிశ
൫ܷ െ ܷ௣൯< 1 (III.3)

Un changement de variable s’impose en prenant en compte l’équation (eq. II.1)

−1 <
൫௎ି௎೛൯

௎೤
< 1 (III.4)

Le paramètre adimensionnel du déplacement élastique est limité par :

െͳ ൏ ݒ ൏ ͳ (III.5)

Dans le cas de notre étude (comportement élastoplastique en présence d’écrouissage) :

;ߤ ൌ [0 , 1], on peut dire que la fixation de la paroi plastique est définie par l’équation de deux

droites (Voir Fig. III.1) dans chaque état plastique (ܲା , et ܲି).

Les équations de ces deux droites sont de la forme :

ା(ܷ)ܨ ൌ ܽ�ܷ ൅ � (III.6)

ି(ܷ)ܨ ൌ ܽ�ܷ ൅ � (III.7)

Où : la pente pour les deux (voir Pratap et al., 1994) :

ܽ ൌ ܭ;ߤ (III.8)

Le point B est déterminé par : (voir Fig. III.1)

� ൌ ାܨ െ ܼ (III.9)
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Sachant que :

�ൌ ௬ܷܭ;ߤ (III.10)

Donc en simplifiant (III.9) et (III.10), et en les remplaçant dans (III.6), on obtient :

ା(ܷ)ܨ ൌ ܷ�ܭ;ߤ ൅ ାܨ െ ௬ܷܭ;ߤ (III.11)

Concernant le Point C :

�ൌ ିܨ ൅ ሗܼ (III.12)

De la même façon, pour (III.11) et (III.12), et remplaçant dans (III.7), sachant que ିܨ ൌ െܨା

ି(ܷ)ܨ ൌ ܷ�ܭ;ߤ െ ାܨ ൅ ௬ܷܭ;ߤ (III.13)

Pour avoir la formulation de la paroi potentielle plastique, on utilise la relation :

ሺܷܨ ሻି ൏ ሺܷܭ െ ܷ௣ሻ൏ ሺܷܨ ሻା (III.14)

Pour cela, il faut remplacer (III.11) et (III.13) dans (III.14) :

ܷ�ܭ;ߤ െ ାܨ ൅ ௬ܷܭ;ߤ ൏ ሺܷܭ െ ܷ௣ሻ൏ ܷ�ܭ;ߤ ൅ ାܨ െ ௬ܷܭ;ߤ (III.15)

On obtient ainsi la relation (III.16), en divisant (III.15) sur ାܨ et sachant que : ܷ௬ =
ிశ

௄
:

െݑ;ߤ ͳ ൅ ;ߤ ൏
ሺ௎ି௎೛)

௎೤
൏ ൅ݑ;ߤ ͳ െ ;ߤ (III.16)

Donc la formulation analytique de la paroi potentielle plastique pour les deux états plastique

(ܲା , et ܲି ), qui limitent l’état élastique, est donnée par la relation :

−(ͳ െ (ଶߤ ൅ ݑ;ߤ ൏ ݒ ൏ (ͳ െ (ଶߤ ൅ ݑ;ߤ (III.17)

;ߤ �߳�[0 , 1], est le coefficient de l’écrouissage cinématique introduit par (Pratap et al, 1994). Les

valeurs extrêmes : ;ߤ ൌ Ͳ et ;ߤ ൌ ͳ correspondent au comportement parfaitement Plastique et

purement élastique, respectivement.
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III.3. Equations Adimensionnelles du Mouvement

Les équations du mouvement sont introduites en expressions adimensionnelles, pour les trois

états dynamiques du système (Hammouda et al., 2012) :

∶ ෠ܧ ቤ
ሷ൅ݑ ʹ ሶ൅ݑ�ߞ� �൫ݑെ ௣൯ൌݑ ଴݂�ܿݏ݋(߱ )߬

௣ݑ = (ͳ െ ௜ିݑ(ଶߤ ଵ ൅ ሺͳ െ ሶ௣ݑ�������ଶሻߤ = 0
(III.18)

෠ܲା ∶  ቤ
ሷ൅ݑ ʹ ሶ൅�(ͳݑ�ߞ� െ ;ߤ ) ൅ ݑ�;ߤ� ൌ ଴݂�ܿݏ݋ሺ߱ ሻ߬

௣ݑ = (ͳ െ ;ߤ െݑ�( ��(ͳ െ ;ߤ )
(III.19)

෠ܲି : ቤ
ሷ൅ݑ ʹ ሶ൅ݑ�ߞ� ;ߤ)� െ ͳ) ൅ ݑ�;ߤ� ൌ ଴݂�ܿݏ݋(߱ )߬

௣ݑ = ;ߤ) −  െ ͳ)ݑ�൅ ��(ͳ െ ;ߤ ) = (ͳ െ ൅ݑ(ଶߤ ሺͳ െ (ଶߤ
(III.20)

Chaque état est caractérisé par l’équation (eq. III.17) :

෠ܧ ∶  ห−(ͳ െ (ଶߤ ൅ ݑଶߤ ൏ െݑ ௣ݑ <(ͳ െ (ଶߤ ൅ ݑଶߤ

Ou (III.21)

ቐ

െݑ ௣ݑ = (ͳ െ (ଶߤ ൅ ሶ൑ݑ���ݐ݁����ݑଶߤ Ͳሻ

Ou
െݑ ௣ݑ = −(ͳ െ (ଶߤ ൅ ሶ൒ݑ���ݐ݁���ݑଶߤ Ͳሻ��

෠ܲା ∶  ห൫ݑെ ௣ݑ = [(ͳ െ (ଶߤ ൅ ሶ൒ݑ���ݐ൯��݁[ݑଶߤ Ͳ (III.22)

෠ܲି ∶  ห൫ݑെ ௣ݑ = −(ͳ െ (ଶߤ ൅ ሶ൑ݑ���ݐ൯��݁ݑଶߤ Ͳ (III.23)

Les équations des états plastiques : ෠ܲା et ෠ܲି peuvent être écrites, comme l’a suggéré, Masri

(Voir Masri, 1975) :

෠ܲ:ቤ
ሷ൅ݑ ʹ ሶ൅ݑ�ߞ� �(ͳ െ ݏ݃(ଶߤ ݊ሺݑሶሻ൅ ݑ�;ߤ� ൌ ଴݂�ܿݏ݋ሺ߱ ሻ߬

௣ݑ =  −(ͳ െ ݏ݃(ଶߤ (ሶݑ݊) + (ͳ െ ;ߤ �����������������������ݑ�(
(III.24)
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III.4. Vibrations Libres du Système Élastoplastique Écrouissable

Les équations du mouvement dans le cas de l’oscillateur élastoplastique en présence de

l’écrouissage en mode de vibrations libres (i.e. Force d’excitation extérieure nulle) sont

réécrites à partir de celles (eq. III.18-20) pour chaque état dynamique :

III.4.1 Résolution de l’état élastique ෡ࡱ

ሷ൅ݑ෠:หܧ ʹ െݑሶ൅�൫ݑ�ߞ� =௣൯ݑ 0

Avec : ቐ

)ݑ ௜߬) ൌ ௜ݑ
)ሶݑ ௜߬) ൌ ሶ௜ݑ
)௣ݑ ௜߬) ൌ ௣௜ݑ

(III.25)

Nous savons que pour l’état élastique la solution des équations de mouvement est identique

avec celle de l’oscillateur élastoplastique parfait du fait que le paramètre de l’écrouissage

n’intervient que dans la phase plastique, donc la solution est donnée en fonction du déplacement

réduit ሺݒൌ െݑ (௣ݑ par : (Hammouda, 2009), (Hammouda et al., 2012)

⎩
⎪
⎨

⎪
)ݒ⎧ )߬ = ቈݒ௜�ܿݏൣ݋ ඥͳ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)൧+

௨ሶ೔ା఍௩೔

ඥଵି఍మ
݊ݏ݅� ඥൣͳ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)൧቉݁

ି఍ሺఛି ఛ೔)

)ሶݑ )߬ ൌ ሾݑሶ௜cos ඥൣͳ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)൧െ ൬
௩೔ା఍௨ሶ೔

ඥଵି఍మ
൰��� ඥൣͳ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)൧ሿ݁

ି఍ሺఛି ఛ೔)
(III.26)



Chapitre III Étude de l’Oscillateur Élastoplastique en Présence de l’Écrouissage

99

99

III.4.2 Résolution de l’état plastique ෡ାࡼ

Le terme représentant le coefficient de l’écrouissage s’impose dans la formulation des état

plastiques :

෠ܲା : ሷ൅ݑ| ʹ ሶ൅ݑ�ߞ� �(ͳ െ ;ߤ ) ൅ ݑ�;ߤ� ൌ Ͳ (III.27)

Equation homogène : ሷ൅ݑ ʹ ሶ൅ݑ�ߞ� ݑଶߤ� ൌ Ͳ (III.28)

Equation caractéristique : ଶݎ ൅ ʹ ൅ݎ�ߞ� ଶߤ = 0 (III.29)

ȟ ൌ Ͷߞଶ െ Ͷߤଶ Le signe de (Δ) est celui de ଶߞ) െ (ଶߤ donc :

III.4.2.1 Cas 1 : Si ൐ࣀ ࣆ

Si le taux d’amortissement est supérieur à celui de l’écrouissage le déterminant de l’équation

caractéristique Δ > 0 donc :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ )ݑ )߬ = ൤ݏ݄݋ܿ�ܣ ቂඥߞଶെ ଶ(߬െߤ ௜߬)ቃ൅ ଶെߞቂඥ݄݊ݏ݅�ܤ ଶ(߬െߤ ௜߬)ቃ൨݁

ି఍(ఛି ఛ೔) −
(ͳ െ (ଶߤ

;ߤ

)ሶݑ )߬ = ൥ቀെܣߞ൅ ଶെߞඥܤ ଶቁߤ ݏ݄ܿ݋ ቂඥߞଶ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)ቃ൅ ሺെܤߞ ൅ ଶെߞඥܣ ;ߞቈට݄݊ݏଶሻ�݅ߤ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)቉൩݁
ି఍(ఛି ఛ೔)

Dont :

࡭ ൌ +௜ݑ
൫ଵିఓమ൯

ఓ;

࡮ ൌ
௨ሶ೔ା఍஺

ඥ఍;ିఓమ
(III.30)

Sachant que : ൜
݁௫ ൌ ݏ݄ܿ݋ (ݔ) ൅ ሻݔ�ሺ݄݊ݏ݅

݁ି௫ ൌ ݏ݄ܿ݋ (ݔ) െ ሻݔ�ሺ݄݊ݏ݅
(III.31)

III.4.2.2 Cas 2 : Si ൌࣀ ࣆ

Pour un taux d’amortissement égale au coefficient de l’écrouissage, un cas critique (Liu, 2003) :

Le déterminant de l’équation (eq. III.29) est nul et ଵݎ ൌ ଶݎ ൌ െߞ

൝
ݑ ൌ �݁ ି఍(ఛି ఛ೔)[ܣ(߬െ ௜߬) ൅ ఍(ఛିି݁�[ܤ ఛ೔) −

൫ଵିఓమ൯

ఓ;

ሶൌݑ (െܣߞ(߬െ ௜߬) ൅ ܣ െ ఍(ఛିି݁(ܤߞ ఛ೔)

Dont : (III.32)

࡮ ൌ +௜ݑ
(ͳ െ (ଶߤ

;ߤ

࡭ ൌ ሶ௜൅ݑ ܤߞ
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III.4.2.3 Cas 3 : Si ൏ࣀ ࣆ

Pour un écrouissage plus supérieur au taux d’amortissement, le déterminant de l’équation

caractéristique (eq. III.29) est négatif et ଵݎ�� ൌ െߞെ ඥ݅ߤ; െ ଶݎ������Ǣ;ߞ ൌ െߞ൅ ඥ݅ߤ; െ ;ߞ :

⎩
⎨

)ݑ⎧ )߬ ൌ ൤ݏ݋ܿ�ܣቂඥߤଶ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)ቃ൅ ଶߤቂඥ݊ݏ݅�ܤ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)ቃ൨݁
ି఍(ఛି ఛ೔) −

(ͳ െ (ଶߤ

;ߤ

)ݑ̇ )߬ = ൤ቀെܣߞ ൅ 2ߤඥܤ െ 2ቁߞ 2ߤቂඥݏܿ݋ െ െ߬)2ߞ ߬݅)ቃ൅ ሺെܤߞ െ 2ߤඥܣ െ ;ߤቂඥ݊ݏ2ሻ�݅ߞ െ െ߬)2ߞ ߬݅)ቃ൨݁ ି఍(ఛି ఛ೔)

Avec : (III.33)

࡭ ൌ +௜ݑ
(ͳ െ (ଶߤ

;ߤ

࡮ ൌ
௨ሶ೔ା఍஺

ඥఓ;ି఍మ

III.4.3. Résolution de l’état plastique ෡ିࡼ

ቐ

෠ܲି ǣݑሷ൅ ʹ ሶ൅ݑ�ߞ� ;ߤ)� െ ͳ) ൅ ݑଶߤ� ൌ Ͳ���������������������������

௣ݑ = ଶߤ)− − ൅ݑ(1 (ͳ െ (ଶߤ = (ͳ െ ൅ݑ(ଶߤ ሺͳ െ (ଶߤ

)ݑ ௜߬) ൌ )ሶݑ�������ݐ௜�����݁ݑ ௜߬) ൌ ሶ௜ݑ

(III.34)

Les deux états plastiques ෠ܲାet ෠ܲି ont la même solution homogène. Déterminer la solution qui

vérifie les conditions initiales données revient à déterminer les constantes A et B dans chaque

cas.

III.4.3.1 Cas 1 : Si ൐ࣀ ࣆ

De façon similaire à l’état ෠ܲା , pour le cas qui couvre le système élastoplastique parfait, à savoir

un taux d’amortissement plus supérieur au coefficient de l’écrouissage :

⎩
⎨

⎧ )ݑ )߬ ൌ ൤ݏ݄݋ܿ�ܣ ቂඥߞଶ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)ቃ൅ ଶߞቂඥ݄݊ݏ݅�ܤ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)ቃ൨݁
ି఍(ఛି ఛ೔) +

(ͳ െ (ଶߤ

;ߤ

)ݑ̇ )߬ = ൤ቀെܣߞ ൅ 2ߞඥܤ െ 2ቁߤ ݏ݄ܿ݋ ቂඥ2ߞ െ െ߬)2ߤ ߬݅)ቃ൅ ሺെܤߞ ൅ 2ߞඥܣ െ ൣ݄݊ݏ2ሻ�݅ߤ ඥߞ; െ െ߬)2ߤ ߬݅)൧൨݁ ି఍(ఛି ఛ೔)

Dont : (III.35)

࡭ ൌ −௜ݑ
(ͳ െ (ଶߤ

;ߤ

࡮ ൌ
௨ሶ೔ା఍஺

ඥ఍;ିఓమ
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III.4.3.2 Cas 2 : Si ൌࣀ ࣆ

La réponse du système dynamique dans les vibrations libres, pour la même valeur du taux

d’amortissement et d’écrouissage est donnée par :

൝
ݑ ൌ െ߬)ܣ] ௜߬) ൅ ఍(ఛିି݁[ܤ ఛ೔) +

൫ଵିఓమ൯

ఓ

ሶൌݑ (െܣߞ(߬െ ௜߬) ൅ ܣ െ ఍(ఛିି݁(ܤߞ ఛ೔)

D’où : (III.36)

࡮ ൌ −௜ݑ
(ͳ െ (ଶߤ

;ߤ

࡭ ൌ ሶ௜൅ݑ ܤߞ

III.4.3.3 Cas 3 : Si ൏ࣀ ࣆ

Pour l’état plastique ෠ܲି et des vibrations libres dont le taux d’amortissement plus faible que le

paramètre de l’écrouissage, la solution de l’équation du mouvement (eq. III.23) est :

⎩
⎨

)ݑ⎧ )߬ ൌ ൤ݏ݋ܿ�ܣቂඥߤଶ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)ቃ൅ ଶߤቂඥ݊ݏ݅�ܤ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)ቃ൨݁
ି఍(ఛି ఛ೔) +

(ͳ െ (ଶߤ

;ߤ

)ݑ̇ )߬ = ൤ቀെܣߞ ൅ 2ߤඥܤ െ 2ቁߞ 2ߤቂඥݏܿ݋ െ െ߬)2ߞ ߬݅)ቃ൅ ሺെܤߞ െ 2ߤඥܣ െ ;ߤቂඥ݊ݏ2ሻ�݅ߞ െ െ߬)2ߞ ߬݅)ቃ൨݁ ି఍(ఛି ఛ೔)

Avec : (III.37)

࡭ ൌ −௜ݑ
൫ଵିఓమ൯

ఓ;

࡮ ൌ
௨ሶ೔ା఍஺

ඥఓ;ି఍మ
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III.4.4. Organigrammes d’évolution du système élastoplastique écrouissable libre

III.4.4.1 Cas 1 : Si ൐ࣀ ࣆ

ଵ߬ Etat Plastique ෠ܲ±

൜
)ݒ ଵ߬) = ±(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ

)ሶݑ ଵ߬) ൌ ሶଵݑ

ଶ߬ Retour à l’état élastique ෠ܧ

൜
)ݒ ଶ߬) = ±(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଶݑ;ߤ

)ሶݑ ଶ߬) = 0

( ௜߬) Du fait de l’amortissement le système restera

dans cet état élastique et finira par se stabiliser
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III.4.4.2 Cas 2 : Si ൌࣀ ࣆ

ଵ߬ Etat Plastique ෠ܲ±

൜
)ݒ ଵ߬) = ±(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ

)ሶݑ ଵ߬) ൌ ሶଵݑ

ଶ߬ Retour à l’état élastique ෠ܧ

൜
)ݒ ଶ߬) = ±(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଶݑ;ߤ

)ሶݑ ଶ߬) = 0

( ௜߬) Du fait de l’amortissement le système restera

dans cet état élastique et finira par se stabiliser
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III.4.4.3 Cas 3 : Si ൏ࣀ ࣆ

ଵ߬ Etat Plastique ෠ܲ±

൜
)ݒ ଵ߬) = ±(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ

)ሶݑ ଵ߬) ൌ ሶଵݑ

ଶ߬ Retour à l’état élastique ෠ܧ

൜
)ݒ ଶ߬) = ±(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଶݑ;ߤ

)ሶݑ ଶ߬) = 0

( ௜߬) Du fait de l’amortissement le système restera

dans cet état élastique et finira par se stabiliser
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III.4.5. Résultats des Oscillations Libres ૙ࢌ) ൌ ૙)

Les figures présentées ci-après, représentent la réponse des oscillations libres du système

élastoplastique en présence de l’écrouissage cinématique dans sa loi de comportement, pour des

jeux de paramètres différents et selon le rapport entre le taux d’amortissement et le coefficient

de l’écrouissage, il s’agit de montrer la stabilité asymptotique du point d’origine, ainsi que

l’apparition du point fixe (attracteur) pour des perturbations des conditions initiales :

III.4.5.1 Cas 1 : Si ൐ࣀ ࣆ

Pour le premier cas où le taux d’amortissement est supérieur au coefficient d’écrouissage :

Fig. III.2. Oscillations libres (stabilité asymptotique du point d’origine)

Cas 1 : ሺ࢜ ૙ǡ࢛ ̇ ૙ሻൌ ሺെ૙Ǥૢ ૢǡ૚ሻ, ൌࣀ ૙Ǥ૚�Ǣࣆ ൌ ૙Ǥ૙ૢ
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Fig. III.3. Oscillations libres (stabilité asymptotique du point d’origine)

Cas 1 : ሺ࢜ ૙ǡ࢛ ̇ ૙ሻൌ ሺെ૙Ǥૢ ૢǡ૚ሻ, ൌࣀ ૙Ǥ૞�Ǣࣆ ൌ ૙Ǥ૛
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Fig. III.4. Oscillations libres (stabilité asymptotique du point d’origine)

Cas 1 : ሺ࢜ ૙ǡ࢛ ̇ ૙ሻൌ ሺെ૙Ǥૢ ૢǡ૙Ǥ૛ሻ, ൌࣀ ૙Ǥૠ�Ǣࣆ ൌ ૙Ǥ૝
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III.4.5.2 Cas 2 : Si ൌࣀ ࣆ

Dans le Cas d’une égalité entre le taux d’amortissement de l’oscillateur et le coefficient de

l’écrouissage (Cas critique), les Résultats sont présentés par :

Fig. III.5. Oscillations libres (stabilité asymptotique du point d’origine)

Cas 2 : ሺ࢜ ૙ǡ࢛ ̇ ૙ሻൌ ሺെ૙Ǥૢ ૚ǡ૙Ǥૢ ሻ, ൌࣀ ૙Ǥ૜�Ǣࣆ ൌ ૙Ǥ૜
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Fig. III.6. Oscillations libres (stabilité asymptotique du point d’origine)

Cas 2 : ሺ࢜ ૙ǡ࢛ ̇ ૙ሻൌ ሺെ૙Ǥૢ ૢǡ૚ሻ, ൌࣀ ૙Ǥ૚�Ǣࣆ ൌ ૙Ǥ૚
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Fig. III.7. Oscillations libres (stabilité asymptotique du point d’origine)

Cas 2 : ሺ࢜ ૙ǡ࢛ ̇ ૙ሻൌ ሺെ૙Ǥ૞૚ǡ૚ሻ, ൌࣀ ૙Ǥૠ�Ǣࣆ ൌ ૙Ǥૠ
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III.4.5.3 Cas 3 : Si ൏ࣀ ࣆ

En ce qui Concerne les vibrations Libres de l’oscillateur élastoplastique en présence

d’écrouissage nettement supérieur au taux d’amortissement de l’oscillateur, les résultats des

simulations numériques sont présentés ci-après :

Fig. III.8. Oscillations libres (stabilité asymptotique du point d’origine)

Cas 3 : ሺ࢜ ૙ǡ࢛ ̇ ૙ሻൌ ሺെ૙Ǥૠ૞ǡ૚ሻ, ൌࣀ ૙Ǥ૚�Ǣࣆ ൌ ૙Ǥ૞



Chapitre III Étude de l’Oscillateur Élastoplastique en Présence de l’Écrouissage

112

112

Fig. III.9. Oscillations libres (stabilité asymptotique du point d’origine)

Cas 3 : ሺ࢜ ૙ǡ࢛ ̇ ૙ሻൌ ሺെ૙Ǥ૞૚ǡ૚ሻ, ൌࣀ ૙Ǥ૛�Ǣࣆ ൌ ૙Ǥૠ
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Fig. III.10. Oscillations libres (stabilité asymptotique du point d’origine)

Cas 3 : ሺ࢜ ૙ǡ࢛ ̇ ૙ሻൌ ሺെ૙Ǥૢ ૟ǡ૚Ǥ૞ሻ, ൌࣀ ૙Ǥ૚�Ǣࣆ ൌ ૙Ǥ૛
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Les temps de transitions des oscillations sont définis par :

Fig. III.11. Domaine des phases de l’oscillateur écrouissable libre

L’état élastique initial :

ቀ߬ ଴�ǡݑ଴�ǡݑ௣଴�ǡݑሶ଴ቁ���������������������������������������ቀ߬ ଵ�ǡݑଵ�ǡݑ௣ଵ�ǡݑሶଵቁ

ቐ
ቀ߬ݒ ଵ�ǡݑଵ�ǡݑ௣ଵ�ǡݑሶଵቁൌ േ(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ

௣ଵݑ�� ቀ߬ ଵ�ǡݑଵ�ǡݑ௣ଵ�ǡݑሶଵቁൌ ௣ݑ
଴

(III.38)

La transition vers un état plastique qui intervient pour des perturbations suffisamment grandes :

ቀ߬ ଵ�ǡݑଵ�ǡݑ௣ଵ�ǡݑሶଵቁ���������������������������������������ቀ߬ ଶ�ǡݑଶ�ǡݑ௣ଶ�ǡݑሶଶቁ

Donc à l’instant ଶ߬ la vitesse s’annule :

)ሶݑ ଶ߬) ൌ ሶଶݑ = 0 (III.39)

L’équation à résoudre est :

ܨ ቀ߬ ଶ�ǡ߬ ଵ�ǡݑ௣଴�ǡݑሶଵቁൌ ሶଶݑ = 0 (III.40)

ାܧ

෠ܲା
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D’autre part, durant le régime plastique :

)ݑ̇ )߬ ൌ ቈቆെܣߞ൅ ଶെߞටܤ �ቇ;ߤ���ቈටߞଶെ ;ߤ (߬െ ଵ߬)቉൅ ቆെܤߞ ൅ ଶെߞටܣ ଶെߞቇ����ቈට;ߤ ;ߤ (߬െ ଵ߬)቉቉݁ ି఍(ఛି ఛభ)

(III.41)

Ainsi, l’instant ଶ߬ est à déterminer analytiquement :

ଶ߬=�߬ଵ +
ଵ

ଶඥ఍;ିఓ;
ܮ݊� ൬

஺఍ି஻ඥ఍మିఓమି஻఍ା஺ඥ఍మିఓమ

ି஺఍ା஻ඥ఍మିఓమି஻఍ା஺ඥ఍మିఓమ
൰ (III.42)

Regroupons, les termes du logarithme népérien :

ଶ߬=�߬ଵ +
ଵ

ଶඥ఍;ିఓ;
ܮ݊� ቆ

஺ቀ఍ାඥ఍మିఓమቁି ஻ቀඥ఍మିఓమା఍ቁ

஺ቀඥ఍మିఓమି఍ቁି ஻ቀ఍ିඥ఍మିఓమቁ
ቇ (III.43)

Finalement :

ଶ߬=�߬ଵ +
ଵ

ଶඥ఍;ିఓ;
ܮ݊� ቆ

ቀඥ఍మିఓమା఍ቁ(஺ି஻)

ቀඥ఍మିఓమି఍ቁ(஺ା஻)
ቇ (III.44)

Sachant que pour l’état ෠ܲା , les constantes A et B sont donnés par :

൞

ܣ ൌ ଵݑ +
ሺଵିఓమ)

ఓ;

ܤ ൌ
௨ሶభା஺఍

ටߞ;െߤ;

(III.45)

Pour avoir l’expression final du ଶ߬, pour l’état ෠ܲି , il faut remplacer dans (eq. III.44), les

constantes A et B par : (Chenia et al., 2014)

൞

ܣ ൌ ଵݑ −
ሺଵିఓమ)

ఓ;

ܤ ൌ
௨ሶభା஺఍

ටߞ;െߤ;

(III.46)
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Les simulations numériques de l’oscillateur élastoplastique en présence de l’écrouissage

cinématique, dans le cas des vibrations libres (Self Vibrations), peuvent être résumées :

- La stabilité asymptotique est assurée.

- Pas de paroi potentielle pour le cas 2 ൌߞ) ,(ߤ pour des valeurs relativement grandes.

- Pour le cas 3 ൏ߞ) ,(ߤ le domaine élastique est rétréci.

- Les conditions initiales sont en fonction de (଴ݑǡߤ) contrairement au cas de l’oscillateur

élastoplastique parfait.

- La paroi potentielle plastique est d’ordre cinématique dont la fonction est :

ݒ ൌ േݑ;ߤ ሺͳ െ ,(ଶߤ paroi cinématique qui change de position en fonction de .(ݑ)

- Pour ൌߤ) Ͳ) on retombe dans le cas de l’oscillateur élastoplastique parfait avec des parois

potentielles plastiques fixes (±1).
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III.5. Vibrations Forcées du Système Élastoplastique Écrouissable

Les équations du mouvement pour l’oscillateur élastoplastique en présence de l’écrouissage en

mode de vibrations forcées (i.e. ଴݂ ≠ 0) sont réécrites et généralisées à partir des équations (eq.

III.18-20) pour chaque état dynamique de l’espace des phases :

III.5.1 Résolution de l’état élastique ෡ࡱ

L’état élastique est représenté par l’équation (eq. III.25) en y ajoutant le terme de la force

d’excitation extérieur :

ሷ൅ݑ෠:หܧ ʹ ሶ൅ݑ�ߞ� �൫ݑെ ௣൯ൌݑ ଴݂�ܿݏ݋ሺ߱ ሻ߬

Avec : ቐ

)ݑ ௜߬) ൌ ௜ݑ
)ሶݑ ௜߬) ൌ ሶ௜ݑ
)௣ݑ ௜߬) ൌ ௣௜ݑ

(III.47)

Comme on l’a signalé pour le cas des vibrations libres (§ III.4.1), la paramètre de l’écrouissage

intervient au-delà de l’instant ( ଵ߬), c.à.d. au début de la phase plastique, donc, la solution de

l’équation du mouvement élastique est identique à celle de l’oscillateur élastoplastique parfait

(eq. II.32), qu’on exprime autrement par :

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
)ݑ⎧ )߬ ൌ ൤ݏ݋ܿ�ܣቂඥͳ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)ቃ൅ ݏ݅�ܤ ቂ݊ඥͳ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)ቃ൨݁

ି఍ሺఛି ఛ೔)

൅ݑ௣௜
+

௙బ

(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ
[(ͳ െ ߱ଶ) cos(߱ )߬൅ ʹ ߱)���ߞ߱ )߬]

)ݑ̇ )߬ ൌ ሾቀെܣߞ൅ ඥͳܤ െ �ଶቁߞ��ቂඥͳ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)ቃ൅ ቀെܤߞ െ ඥͳܣ െ ଶቁ���ቂඥͳߞ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)ቃሿ݁
ି఍ሺఛି ఛ೔)

+
ఠ௙బ

(ଵିఠ మ)మାସఠ ;఍;
[ʹ �ߞ߱��(߱ )߬ − (ͳ െ ߱ଶ) sin(߱ )߬]

(III.48)

Conditions initiales :

ቐ
)ݑ ௜߬) ൌ ௜ൌݑ ܣ ൅ ௣௜൅ݑ ଴݂

൫ଵିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ೔)ାଶఠ఍ୱ୧୬�ሺఠఛ೔)

(ଵିఠ మ)మାସఠ ;఍;

)ሶݑ ௜߬) ൌ ሶ௜ൌݑ െܣߞ ൅ ඥͳܤ െ ;ߞ ൅ �߱ ଴݂
ଶఠ఍ୡ୭ୱ(ఠఛ೔)ି൫ଵିఠ

మ൯ୱ୧୬�ሺఠఛ೔)

(ଵିఠ మ)మାସఠ ;఍;

(III.49)

Dont :

ቱ

ܣ�� ൌ ௜െݑ ௣௜െݑ ଴݂
൫ଵିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ೔)ାଶఠ఍ୱ୧୬(ఠఛ೔)

(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ

ܤ ൌ
ݑቀߞ െ݅݌ݑ ቁ݅൅̇݅ݑ

ඥ ͳെ2ߞ
+

0݂

ඥ ͳെ2ߞ [(ͳെ߱2)2൅Ͷ߱ [2ߞ2
(െߞ(ͳ ൅ ߱

2) cos(߱߬݅) ൅ ߱ (ͳ െ ߱
2
െ ʹ ߞ

2) sin(߱߬݅))
(III.50)
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III.5.2 Résolution de l’état plastique ෡ାࡼ

La résolution de l’état plastique dont la vitesse est positive dans l’espace des phases est obtenue

à partir de l’équation (eq. III.27) avec le second membre de l’égalité qui représente la

sollicitation harmonique. Comme pour le cas des vibrations libres, le terme représentant le

coefficient de l’écrouissage s’impose dans la formulation des état plastiques :

ቐ

෠ܲା : ሷ൅ݑ| ʹ ሶ൅ݑ�ߞ� �(ͳ െ ;ߤ ) ൅ ݑ�;ߤ� ൌ ଴݂�ܿݏ݋ሺ߱ ሻ߬

)ݑ ௜߬) ൌ )ሶݑ�����ݐ௜����݁ݑ ௜߬) ൌ ሶ௜ݑ
௣ݑ = (ͳ െ െݑ(ଶߤ ሺͳ െ (ଶߤ

(III.51)

Equation homogène : ሷ൅ݑ ʹ ሶ൅ݑ�ߞ� ݑଶߤ� ൌ Ͳ (III.52)

Equation caractéristique : ଶݎ ൅ ʹ ൅ݎ�ߞ� ଶߤ = 0 (III.53)

ȟ ൌ Ͷߞଶ െ Ͷߤଶ Le signe de (Δ) est celui de ଶߞ) െ (ଶߤ donc :

III.5.2.1 Cas 1 : Si ൐ࣀ ࣆ

Si le taux d’amortissement est supérieur à celui de l’écrouissage, le déterminant de l’équation

caractéristique (Δ > 0) , donc :

ଵݎ ൌ െߞെ ඥߞ; െ ଶݎ����������Ǣ;ߤ ൌ െߞ൅ ඥߞ; െ ;ߤ (III.54)

ቛݑ௛( )߬ ൌ ݁ି఍(ఛି ఛ೔) ቂܽ �݁ିቂඥ఍;ିఓమ(ఛି ఛ೔)ቃ൅ ܾ�݁ቂඥ఍;ିఓమ(ఛି ఛ೔)ቃቃ (III.55)

En prenant en compte (eq. III.31) :

ቛݑ௛( )߬ ൌ ൤ݏ݄݋ܿ�ܣ ቂඥߞ; െ ଶ(߬െߤ ௜߬)ቃ൅ ;ߞቂඥ݄݊ݏ݅�ܤ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)ቃ൨݁
ି఍(ఛି ఛ೔) (III.56)

Donc, la solution générale est donnée par :

ቛݑ( )߬ ൌ ቂݏ݄݋ܿ�ܣ ඥൣߞଶ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)൧൅ ݄݊ݏ݅�ܤ ඥൣߞଶ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)൧ቃ݁
ି఍(ఛି ఛ೔) −

൫ଵିఓమ൯

ఓమ
൅ ଴݂

൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ)ାଶ఍ఠ ୱ୧୬(ఠఛ)

(ఓమିఠ మ)మାସఠ మ఍మ

ቛݑሶ( )߬ ൌ ൤൫െܣߞ൅ ଶെߞඥܤ ଶ൯ܿߤ ݏ݄݋ ඥൣߞଶ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)൧൅ ሺെܤߞ ൅ ଶߞඥܣ െ ;ߞቂඥ݄݊ݏଶሻ�݅ߤ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)ቃ൨݁
ି఍(ఛି ఛ೔) +

ఠ௙బ

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;
[ʹ �ߞ߱��(߱ )߬ − ;ߤ) െ ߱ଶ) sin(߱ )߬]

(III.57)
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Les constantes A, et B sont à déterminer à partir des conditions initiales :

ቐ
)ݑ ௜߬) ൌ ௜ൌݑ ܣ െ

൫ଵିఓమ൯

ఓ;
൅ ଴݂

൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ೔)ାଶ఍ఠ ୱ୧୬(ఠ ఛ೔)

(ఓమିఠ మ)మାସఠ మ఍మ

)ሶݑ ௜߬) ൌ ሶ௜ൌݑ െܣߞ ൅ ;ߞඥܤ െ ;ߤ +
ఠ௙బ

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;
[ʹ �ߞ߱��(߱ ௜߬) − ;ߤ) െ ߱ଶ) sin(߱ ௜߬)]

(III.58)

Donc :

ቱ
ቱ

ܣ ൌ +݅ݑ
(ͳെ2ߤ)

;ߤ
െ

0݂

൫2ߤെ߱2൯cos(߱߬݅)൅ʹ ߞ߱ �����ሺ߱ ߬݅)

൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ ; ;ߞ

ܤ ൌ
ݑ̇ ൅݅ܣߞ

ටߞ;െ2ߤ
−

߱ 0݂

ට2ߞെ2ߤ

ʹ �ߞ߱��(߱߬݅)−൫2ߤെ߱2൯sin(߱߬݅)

൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ 2ߞ2

(III.59)

(B) peut aussi se réécrire :

ฯܤ ൌ
఍௨೔ା௨ሶ೔

ඥ఍;ିఓమ
+

఍ሺଵିఓమ)

ఓ;ሺඥ఍;ିఓమ)
+

௙బ ൣି ఍൫ఓమାఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ೔)ାఠ൫ఓ
మିఠ మିଶ఍మ൯ୱ୧୬(ఠఛ೔)൧

ඥ఍;ିఓ; [(ఓమିఠ మ)మାସఠ మ఍మ]
(III.60)

III.5.2.2 Cas 2 : Si ൌࣀ ࣆ

Pour un taux d’amortissement égale au coefficient de l’écrouissage, un cas critique initié par

(Liu, 2003) :

Le déterminant de l’équation (eq. III.53) est nul et : ଵݎ ൌ ଶݎ ൌ െߞ

ฮݑ௛( )߬ = െ߬)ܣ] ௜߬) ൅ ఍ሺఛିି݁�[ܤ ఛ೔) (III.61)

Et la solution générale qui est la somme des solutions homogène et particulière :

ቛݑሺ߬ ሻൌ �݁ ି఍(ఛି ఛ೔)[ܣ(߬െ ௜߬) ൅ [ܤ −
൫ଵିఓమ൯

ఓ;
൅ ଴݂

൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ)ାଶ఍ఠ ୱ୧୬(ఠఛ)

(ఓమିఠ మ)మାସఠ మ఍మ

)ሶݑ‖ )߬ ൌ ሺെܣߞሺ߬ െ ௜߬ሻ൅ ܣ െ ሻ݁ܤߞ ି఍(ఛି ఛ೔) +
௙బఠ

(ఓమିఠ మ)మାସ఍మఠ మ [−(ߤଶ െ ߱ଶ)sin(߱ )߬ ൅ ʹ ߞ߱ ����ሺ߱ ሻ߬ሿ
(III.62)

Les constantes A, et B sont à déterminer à partir des conditions initiales :

ቐ
)ݑ ௜߬) ൌ ௜ൌݑ ܤ െ

൫ଵିఓమ൯

ఓ;
൅ ଴݂

൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ೔)ାଶ఍ఠ �ୱ୧୬�ሺఠఛ೔)

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;

)ሶݑ ௜߬) ൌ ሶ௜ൌݑ െܤߞ ൅ ܣ ൅
ఠ ௙బ

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;
[ʹ �ߞ߱��(߱ ௜߬) − ;ߤ) െ ߱ଶ) sin(߱ ௜߬)]

(III.63)
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Donc :

ቱቱ

ܤ ൌ +݅ݑ
(ͳെ2ߤ)

;ߤ
െ

0݂

൫2ߤെ߱2൯cos(߱߬݅)൅ʹ ߞ߱ ���(߱߬݅)

൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ 2ߞ2

ܣ ൌ ൅݅ݑ̇ ܤߞ െ
߱ 0݂

൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ ; ;ߞ

ൣʹ �ߞ߱��(߱߬݅) − ൫ߤ; െ ߱2൯sin(߱߬݅)൧
(III.64)

III.5.2.3 Cas 3 : Si ൏ࣀ ࣆ

Si le taux d’amortissement est inférieur à celui de l’écrouissage, le déterminant de l’équation

caractéristique (Δ) sera négatif, donc :

ଵݎ ൌ െߞെ ඥ݅ߤ; െ ଶݎ������Ǣ;ߞ ൌ െߞ൅ ඥ݅ߤ; െ ;ߞ (III.65)

La solution homogène est donnée :

ቛݑ௛( )߬ ൌ ൤ݏ݋ܿ�ܣቂඥߤ; െ ଶ(߬െߞ ௜߬)ቃ൅ ;ߤቂඥ݊ݏ݅�ܤ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)ቃ൨݁
ି఍(ఛି ఛ೔) (III.66)

Donc, la solution générale est donnée par :

ቛݑ( )߬ ൌ ቂݏൣ݋ܿ�ܣ ඥߤଶ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)൧൅ ݊ݏ݅�ܤ ඥൣߤଶ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)൧ቃ݁
ି఍(ఛି ఛ೔) −

൫ଵିఓమ൯

ఓమ
൅ ଴݂

൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ)ାଶ఍ఠ ୱ୧୬(ఠఛ)

(ఓమିఠ మ)మାସఠ మ఍మ

ቛݑሶ( )߬ ൌ ൤൫െܣߞ൅ ଶߤඥܤ െ ଶ൯ܿߞ ݏൣ݋ ඥߤଶ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)൧൅ ሺെܤߞ െ ଶߤඥܣ െ ;ߤቂඥ݊ݏଶሻ�݅ߞ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)ቃ൨݁
ି఍(ఛି ఛ೔) +

ఠ ௙బ

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;
[ʹ �ߞ߱��(߱ )߬ − ;ߤ) െ ߱ଶ) sin(߱ )߬]

(III.67)

Les constantes A, et B sont à déterminer à partir des conditions initiales :

ቐ
)ݑ ௜߬) ൌ ௜ൌݑ ܣ െ

൫ଵିఓమ൯

ఓ;
൅ ଴݂

൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ೔)ାଶ఍ఠ �ୱ୧୬�ሺఠ ఛ೔)

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;

)ሶݑ ௜߬) ൌ ሶ௜ൌݑ െܣߞ ൅ ;ߤඥܤ െ ;ߞ +
ఠ௙బ

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;
[ʹ �ߞ߱��(߱ ௜߬) − ;ߤ) െ ߱ଶ) sin(߱ ௜߬)]

(III.68)

Donc :

ቱ
ቱ

ܣ ൌ +݅ݑ
(ͳെ2ߤ)

;ߤ
െ

0݂

൫2ߤെ߱2൯cos(߱߬݅)൅ʹ ߞ߱ �����ሺ߱ ߬݅)

൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ ; ;ߞ

ܤ ൌ
ݑ̇ ൅݅ܣߞ

ටߤ;െ2ߞ
−

߱ 0݂

ටߤ;െ2ߞ

ʹ �ߞ߱��(߱߬݅)−൫ߤ;െ߱2൯����ሺ߱ ߬݅)

൫ߤ;െ߱2൯
2
൅Ͷ߱ ;ߞ;

(III.69)

(B) peut aussi se réécrire :

ቯܤ ൌ
ݑߞ ൅݅̇݅ݑ

ටߤ;െ2ߞ
+

(2ߤሺͳെߞ

(2ߞሺටͳെ;ߤ

+ 0݂ ቂെߞ൫ߤ
2൅߱2൯cos(߱߬݅)൅߱ቀ2ߤെ߱2െʹ 2ቁsin(߱߬݅)ቃߞ

ඥߤ;െߞ; (൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ (2ߞ2

(III.70)
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III.5.3 Résolution de l’état plastique ෡ିࡼ

Dans l’espace des phases, La résolution de l’état plastique dont la vitesse est négative, est

obtenue à partir de l’équation (eq. III.34) avec le second membre de l’égalité qui représente la

sollicitation harmonique.

ቐ

෠ܲି : ሷ൅ݑ| ʹ ሶ൅ݑ�ߞ� ;ߤ)� െ ͳ) ൅ ݑ�;ߤ� ൌ ଴݂�ܿݏ݋(߱ )߬

)ݑ ௜߬) ൌ )ሶݑ�����ݐ௜����݁ݑ ௜߬) ൌ ሶ௜ݑ
௣ݑ = ଶߤ)− − ൅ݑ(1 (ͳ െ (ଶߤ = (ͳ െ ൅ݑ(ଶߤ ሺͳ െ (ଶߤ

(III.71)

Les deux états plastiques ෠ܲାet ෠ܲି ont la même solution homogène. Déterminer la solution qui

vérifie les conditions initiales données revient à déterminer les constantes A et B dans chaque

cas

II.5.3.1 Cas 1 : Si ൐ࣀ ࣆ

Si le taux d’amortissement est supérieur à celui de l’écrouissage, le déterminant de l’équation

caractéristique (Δ > 0), et de façon similaire à l’état ෠ܲା , pour le cas qui couvre le système

élastoplastique parfait, à savoir un taux d’amortissement plus supérieur au coefficient de

l’écrouissage :

ቛݑ( )߬ ൌ ቂݏ݄݋ܿ�ܣ ඥൣߞଶ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)൧൅ ݄݊ݏ݅�ܤ ඥൣߞଶ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)൧ቃ݁
ି఍(ఛି ఛ೔) +

൫ଵିఓమ൯

ఓమ
൅ ଴݂

൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ)ାଶ఍ఠ ୱ୧୬(ఠఛ)

(ఓమିఠ మ)మାସఠ మ఍మ

ቛݑሶ( )߬ ൌ ൤൫െܣߞ൅ ଶെߞඥܤ ଶ൯ܿߤ ݏ݄݋ ඥൣߞଶ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)൧൅ ሺെܤߞ ൅ ଶߞඥܣ െ ;ߞቂඥ݄݊ݏଶሻ�݅ߤ െ ଶ(߬െߤ ௜߬)ቃ൨݁
ି఍(ఛି ఛ೔) +

ఠ௙బ

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;
[ʹ �ߞ߱��(߱ )߬ − ;ߤ) െ ߱ଶ) sin(߱ )߬]

(III.72)

Les constantes A, et B sont à déterminer à partir des conditions initiales :

ቐ
)ݑ ௜߬) ൌ ௜ൌݑ ܣ ൅

൫ଵିఓమ൯

ఓ;
൅ ଴݂

൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ೔)ାଶ఍ఠ �ୱ୧୬�ሺఠ ఛ೔)

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;

)ሶݑ ௜߬) ൌ ሶ௜ൌݑ െܣߞ൅ ;ߞඥܤ െ ;ߤ +
ఠ௙బ

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;
[ʹ �ߞ߱��(߱ ௜߬) − ;ߤ) െ ߱ଶ) sin(߱ ௜߬)]

(III.73)

Donc :

ቱ
ቱ

ܣ ൌ −݅ݑ
(ͳെ2ߤ)

;ߤ
െ

0݂

൫2ߤെ߱2൯cos(߱߬݅)൅ʹ ߞ߱ �����ሺ߱ ߬݅)

൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ ; ;ߞ

ܤ ൌ
ݑ̇ ൅݅ܣߞ

ටߞ;െ2ߤ
−

߱ 0݂

ටߞ;െ2ߤ

ʹ �ߞ߱��(߱߬݅)−൫ߤ;െ߱2൯����ሺ߱ ߬݅)

൫ߤ;െ߱2൯
2
൅Ͷ߱ ;ߞ;

(III.74)

(B) peut aussi se réécrire :

ቯܤ ൌ
ݑߞ ൅݅̇݅ݑ

ටߞ;െ2ߤ
−

(2ߤሺͳെߞ

(2ߤെ;ߞሺට;ߤ

+ 0݂ ቂെߞ൫ߤ
2൅߱2൯cos(߱߬݅)൅߱ቀ2ߤെ߱2െʹ 2ቁsin(߱߬݅)ቃߞ

ඥߞ;െߤ;ቂ൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ 2ቃߞ2

(III.75)
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III.5.2.2 Cas 2 : Si ൌࣀ ࣆ

Pour un taux d’amortissement égale au coefficient de l’écrouissage, le cas critique initié par

(Liu, 2003) :

ะݑ( )߬ ൌ �݁ ି఍(ఛି ఛ೔)[ܣ(߬െ ௜߬) ൅ [ܤ +
൫ଵିఓమ൯

ఓ;
൅

0݂

ቀ2ߤെ߱2ቁcos(߱ )߬൅ʹ ߞ߱ ���(߱ )߬

ቀ2ߤെ߱2ቁ
2
൅Ͷ߱ 2ߞ2

)ሶݑ‖ )߬ ൌ ሺെܣߞሺ߬ െ ௜߬ሻ൅ ܣ െ ሻ݁ܤߞ ି఍(ఛି ఛ೔) +
௙బఠ

(ఓమିఠ మ)మାସ఍మఠ మ [−(ߤଶ െ ߱ଶ)sin(߱ )߬ ൅ ʹ ߞ߱ ����ሺ߱ ሻ߬ሿ

(III.76)

Les constantes A, et B sont à déterminer à partir des conditions initiales :

⎩
⎨

⎧ )ݑ ௜߬) ൌ ௜ൌݑ ܤ ൅
൫ଵିఓమ൯

ఓ;
+

0݂

൫2ߤെ߱2൯cos(߱߬݅)൅ʹ ߞ߱ �����ሺ߱ ߬݅)

൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ ;ߞ;

)ሶݑ ௜߬) ൌ =ሶ௜ݑ െܤߞ ൅ ൅ܣ
߱ 0݂

൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ ; ;ߞ

ൣʹ �ߞ߱��(߱߬݅) − ൫ߤ; െ ߱2൯sin(߱߬݅)൧
(III.77)

Donc :

ቱቱ

ܤ ൌ −݅ݑ
(ͳെ2ߤ)

;ߤ
െ

0݂

൫2ߤെ߱2൯cos(߱߬݅)൅ʹ ߞ߱ �����ሺ߱ ߬݅)

൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ ;ߞ;

ܣ ൌ ൅݅ݑ̇ ܤߞ െ
߱ 0݂

൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ ; ;ߞ

ൣʹ �ߞ߱��(߱߬݅) − ൫ߤ; െ ߱2൯sin(߱߬݅)൧
(III.78)

III.5.3.3 Cas 3 : Si ൏ࣀ ࣆ

Pour l’état plastique ෠ܲି dans le cas des vibrations forcées, et dont le taux d’amortissement plus

faible que le paramètre de l’écrouissage, la solution de l’équation du mouvement (eq. III.71)

est :

ቛݑ( )߬ ൌ ቂݏൣ݋ܿ�ܣ ඥߤଶ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)൧൅ ݊ݏ݅�ܤ ඥൣߤଶ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)൧ቃ݁
ି఍(ఛି ఛ೔) +

൫ଵିఓమ൯

ఓమ
൅ ଴݂

൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ)ାଶ఍ఠ ୱ୧୬(ఠఛ)

(ఓమିఠ మ)మାସఠ మ఍మ

ቛݑሶ( )߬ ൌ ൤൫െܣߞ൅ ଶߤඥܤ െ ଶ൯ܿߞ ݏൣ݋ ඥߤଶ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)൧൅ ሺെܤߞ െ ଶߤඥܣ െ ;ߤቂඥ݊ݏଶሻ�݅ߞ െ ଶ(߬െߞ ௜߬)ቃ൨݁
ି఍(ఛି ఛ೔) +

ఠ ௙బ

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;
[ʹ �ߞ߱��(߱ )߬ − ;ߤ) െ ߱ଶ) sin(߱ )߬]

(III.79)
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Les constantes A, et B sont à déterminer à partir des conditions initiales :

ቐ
)ݑ ௜߬) ൌ ௜ൌݑ ܣ ൅

൫ଵିఓమ൯

ఓ;
൅ ଴݂

൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛ೔)ାଶ఍ఠ �ୱ୧୬�ሺఠఛ೔)

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;

)ሶݑ ௜߬) ൌ ሶ௜ൌݑ െܣߞ൅ ;ߤඥܤ െ ;ߞ +
ఠ௙బ

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;
[ʹ �ߞ߱��(߱ ௜߬) − ;ߤ) െ ߱ଶ) sin(߱ ௜߬)]

(III.80)

Donc :

ቱ
ቱ

ܣ ൌ −݅ݑ
(ͳെ2ߤ)

;ߤ
െ

0݂

൫2ߤെ߱2൯cos(߱߬݅)൅ʹ ߞ߱ �����ሺ߱ ߬݅)

൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ ; ;ߞ

ܤ ൌ
ݑ̇ ൅݅ܣߞ

ටߤ;െ2ߞ
−

߱ 0݂

ටߤ;െ2ߞ

ʹ �ߞ߱��(߱߬݅)−൫ߤ;െ߱2൯����ሺ߱ ߬݅)

൫ߤ;െ߱2൯
2
൅Ͷ߱ ;ߞ;

(III.81)

(B) peut aussi se réécrire également comme ceci :

ቯܤ ൌ
ݑߞ ൅݅̇݅ݑ

ටߤ;െ2ߞ
−

(2ߤሺͳെߞ

(2ߞሺටͳെ;ߤ

+ 0݂ ቂെߞ൫ߤ
2൅߱2൯cos(߱߬݅)൅߱ቀ2ߤെ߱2െʹ 2ቁsin(߱߬݅)ቃߞ

ඥߤ;െߞ; (൫2ߤെ߱2൯
2
൅Ͷ߱ (2ߞ2

(III.82)
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III.5.4. Organigrammes d’évolution du système élastoplastique écrouissable forcé

III.5.4.1. Cas 1 : Si ൐ࣀ ࣆ

ଵ߬ Etat Plastique ෠ܲ±

൜
)ݒ ଵ߬) = ±(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ

)ሶݑ ଵ߬) ൌ ሶଵݑ

ଶ߬ Retour à l’état élastique ෠ܧ

൜
)ݒ ଶ߬) = ±(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଶݑ;ߤ

)ሶݑ ଶ߬) = 0
ଷ߬ Etat Plastique ෠ܲ∓

൜
)ݒ ଵ߬) = ∓(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ

)ሶݑ ଵ߬) ൌ ሶଵݑ

ସ߬ Retour à l’état élastique ෠ܧ

൜
)ݒ ସ߬) = ∓(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଶݑ;ߤ

)ሶݑ ସ߬) = 0
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III.5.4.2. Cas 2 : Si ൌࣀ ࣆ

ଵ߬ Etat Plastique ෠ܲ±

൜
)ݒ ଵ߬) = ±(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ

)ሶݑ ଵ߬) ൌ ሶଵݑ

ଶ߬ Retour à l’état élastique ෠ܧ

൜
)ݒ ଶ߬) = ±(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଶݑ;ߤ

)ሶݑ ଶ߬) = 0
ଷ߬ Etat Plastique ෠ܲ∓

൜
)ݒ ଵ߬) = ∓(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ

)ሶݑ ଵ߬) ൌ ሶଵݑ

ସ߬ Retour à l’état élastique ෠ܧ

൜
)ݒ ସ߬) = ∓(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଶݑ;ߤ

)ሶݑ ସ߬) = 0
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III.5.4.3. Cas 3 : Si ൏ࣀ ࣆ

ଵ߬ Etat Plastique ෠ܲ±

൜
)ݒ ଵ߬) = ±(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ

)ሶݑ ଵ߬) ൌ ሶଵݑ

ଶ߬ Retour à l’état élastique ෠ܧ

൜
)ݒ ଶ߬) = ±(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଶݑ;ߤ

)ሶݑ ଶ߬) = 0
ଷ߬ Etat Plastique ෠ܲ∓

൜
)ݒ ଵ߬) = ∓(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ

)ሶݑ ଵ߬) ൌ ሶଵݑ

ସ߬ Retour à l’état élastique ෠ܧ

൜
)ݒ ସ߬) = ∓(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଶݑ;ߤ

)ሶݑ ସ߬) = 0



Chapitre III Étude de l’Oscillateur Élastoplastique en Présence de l’Écrouissage

127

127

III.5.5. Résultats des Oscillations Forcées ૙ࢌ) ് ૙)

III.5.5.1. Cas 1 Si ൐ࣀ ࣆ

Les simulations numériques donnant la réponse de l’oscillateur élastoplastique écrouissable

avec une excitation extérieure de type harmonique, peuvent être présentées ci-après en fonction

du rapport entre le taux d’amortissement du système dynamique et le coefficient de

l’écrouissage :

Fig. III.12. Oscillations forcées (Adaptation élastoplastique)

Cas 1 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૟�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥ૞��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૚���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૛Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૙ሻ
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Fig. III.13. Oscillations forcées (Adaptation élastoplastique)

Cas 1 : ૙ࢌ ൌ ૚�Ǣ�࣓ ൌ ૚Ǥ૞��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૙૞���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૚Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૙ሻ
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Fig. III.14. Oscillations forcées (Adaptation élastoplastique)

Cas 1 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૛�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥૢ ��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૙૞���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૚�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૙ሻ
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Fig. III.15. Oscillations forcées (Adaptation élastoplastique)

Cas 1 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૟�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥ૞��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૙૞���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૚�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૙ሻ
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Fig. III.16. Oscillations forcées (Adaptation élastoplastique)

Cas 1 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૟�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥ૞��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૙૞���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૚�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૚ሻ
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Fig. III.17. Oscillations forcées (Accommodation)

Cas 1 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૟�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥૢ ��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૙૞���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૚�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૙ሻ
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Fig. III.18. Oscillations forcées (Accommodation)

Cas 1 : ૙ࢌ ൌ ૚�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥૠ��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૙ૢ���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૛�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૚ሻ
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III.5.5.2. Cas 2 Si ൌࣀ ࣆ

Pour le cas critique dont le système dynamique peut avoir un taux d’amortissement égale au

taux d’écrouisssage, le résultat des simulations numériques est présenté comme suit :

Fig. III.19. Oscillations forcées (Adaptation)

Cas 2 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૛�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥ૞��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૛���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૛�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૙ሻ
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Fig. III.20. Oscillations forcées (Adaptation)

Cas 2 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૟�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥ૜��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૞���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૞�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૙ሻ
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Fig. III.21. Oscillations forcées (Accommodation)

Cas 2 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૟�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥ૞��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૛���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૛�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૙ሻ
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Fig. III.22. Oscillations forcées (Accommodation)

Cas 2 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૟�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥ૞��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૛���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૛�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૚ሻ



Chapitre III Étude de l’Oscillateur Élastoplastique en Présence de l’Écrouissage

138

138

III.5.5.3. Cas 3 Si ൏ࣀ ࣆ

Dans le cas d’un système dynamique ayant un coefficient d’écrouissage qui dépasse le taux

d’amortissement de l’oscillateur, la réponse d’un tel système peut être illustrée comme suit :

Fig. III.23. Oscillations forcées (Adaptation)

Cas 3 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૝�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥ૜��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૛���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૚�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૙ሻ
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Fig. III.24. Oscillations forcées (Adaptation)

Cas 3 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૜�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥ૞��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥૠ���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૞�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૙ሻ
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Fig. III.25. Oscillations forcées (Accommodation)

Cas 3 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૝�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥ૛��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૛���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૚�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૚ሻ
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Fig. III.26. Oscillations forcées (Accommodation)

Cas 3 : ૙ࢌ ൌ ૙Ǥ૞�Ǣ�࣓ ൌ ૙Ǥૠ��Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૛���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૚�Ǣ(࢜૙ǡ࢛ ̇ ૙) ൌ ሺ૙ǡ૙ሻ
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Les résultats des simulations numériques de la réponse de l’oscillateur élastoplastique forcé en

présence de l’écrouissage, nous permettent de remarquer que :

Les formes des cycles limites ont plus au moins la même forme que celle de l’oscillateur

élastoplastique, pour le cas 1 (Si ൐ߞ ߤ ), le cas qui couvre l’oscillateur élastoplastique parfait

pour un taux d’écrouissage nul.

La paroi plastique dépend explicitement du coefficient d’écrouissage (µ), et elle est dynamique

vue qu’elle dépend du déplacement (ݑ) qui est itératif, donc, le domaine élastique (entre les

parois), immigre tout le long des oscillations.

On remarque que le temps des états plastiques dépend de la valeur du coefficient d’écrouissage

(ρ ա����֜ ��߬ ௣ ↗ ).

Les valeurs des paramètres dynamiques ǡ߱ߞ) ǡ݂ ଴) sont obtenues à partir du diagramme de

bifurcation de l’oscillateur élastoplastique.

Théoriquement, la frontière est indépendante du coefficient d’écrouissage, exactement comme

dans le cas de l’oscillateur élastoplastique parfait Asymétrique (Voir Hammouda, 2009), dont

on a conclu que le taux d’asymétrie (ߝ) n’intervient pas dans l’équation régissant la frontière,

mais pratiquement et instinctivement, le taux d’écrouissage (µ), joue un rôle très important dans

la réponse de l’oscillateur ( il définit le type du cas (01 ou 02, ou 03), et certainement il jouera

un rôle aussi important dans la caractérisation du cycle limite ainsi que dans le bilan énergétique

de cet oscillateur, donc le processus de détermination de l’équation de la frontière de bifurcation

se basera sur le critère de (Liu, 2003).

Pour des petites valeurs du coefficient d’écrouissage, on remarque aussi l’apparition des -

Superharmonics Oscillations-, précédemment observées dans les travaux de (Challamel &

Gilles, 2007), pour le cas de l’oscillateur parfait, mais en petites pulsation (les Cornes).

La détermination analytique des temps de transition, est quasiment non faisable (uniquement

pour le cas des oscillations libres qui ne contient pas le terme stationnaire issu de la solution

particulière), du fait que les équations à résoudre sont transcendantes, et la solution numérique

nous fournit les paramètres de départ de chaque état, en fonction des paramètres structuraux,

donc la caractérisation du cycle limite se fera de façon semi-analytique, en se basant sur les

conditions qui contrôlent les temps de transition.
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III.5.6. Caractérisation du Cycle limite

L’étude caractéristique du cycle limite de l’oscillateur élastoplastique en présence de

l’écrouissage concernant le cas 1 (Si ൐ߞ ,(ߤ représente l’apport scientifique le plus important

de cette thèse. En effet, selon la classification des orbites introduite par les travaux de

(Awrejcewicz & Lamarque, 2003), le cycle limite (1, 2)-périodique est analytiquement régi par

les conditions de l’équation (eq III.83), similaire à l’équation (eq. II.40), pour le cas du système

élastoplastique parfait (µ=0) :

Fig. III.27. Caractérisation Analytique du Cycle limite
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Afin d’obtenir une résolution semi-analytique des temps de transition des états dynamiques,

nous nous référons aux conditions contrôlant ces différents états dynamiques, pour un demi-

cycle :

൞

)ݒ������෠(���࣎૙���࣎૚)ǣܧ����� ଵ߬) = [(ͳ െ (ଶߤ ൅ )ଵݑ��ଶߤ ଵ߬)] ; )ݑ̇ ଴߬, ଵ߬) ൌ 1ݑ̇ (1)

�����ܲ ା෢ (���࣎૚���࣎૛):
)ݑ̇ ଵ߬, ଶ߬, (1ݑ̇ ൌ 2ݑ̇ = 0 ; ଶ߬ െ ଴߬ =

గ

ఠ

)2ݑ ଵ߬ǡݑଵǡݑሶଵǡ߬ ଶ) ൌ െ0ݑ ; ݕ ൌ ଵ߬ െ ଴߬

(2)
(III.83)

L’objectif est de rassembler trois fonctions issues du système d’équations (eq. III.83), ayant les

mêmes variables :

ቐ

)ܨ�������������������������෠(���࣎૙���࣎૚)ǣܧ����� ଴߬ǡݕǡݑ଴) = 0 . … . … . … . … . . . (1)

�����ܲ ା෢ (���࣎૚���࣎૛)ǣܩ�����������������������( ଴߬ǡݕǡݑ଴) = 0 … . … . … . … . . (2)

)ܪ������������������������������������������������������������ ଴߬ǡݕǡݑ଴) = 0 … … . … . … . … . .. (3)

(III.84)

La réduction des dimensions du système d’équations (eq. III.84), se fera en admettant :

)ܨ ଴߬ǡݕǡݑ଴) ൌ �Ͳ������֜ ଴ݑ�� ൌ )ܫ ଴߬ǡݕ) ൌ ሺ߱ݏ݋ܥ(ݕ)ଵܫ ଴߬ሻ൅ ݅ܵ(ݕ)ଶܫ ݊ሺ߱ ଴߬ሻ൅ܫ�ଷ(ݕ) (III.85)

Donc, le système (eq. III.84) devient :

൜
)ܬ ଴߬ǡݕ) = 0 … … … … … … … … … . . . . (1)

ሺ߬ܭ ଴ǡݕሻൌ Ͳ… … … … … … . . … … … . . (2)
֜ (ݕ)ܮ = 0 (3) (III.86)

Sachant que le déplacement plastique ൫ݑ௣൯est constant durant l’état élastique :

௣ଵݑ�:෠ܧ ൌ ௣଴ݑ = (ͳ െ ଴ݑ(ଶߤ ൅ ሺͳ െ (ଶߤ (III.87)

L’équation (eq. III.83.1) qui représente la fonction (eq. III.84.1), se réécrit en considérant (eq.

III.87) :

൜
)ݒ ଵ߬) ൌ ଴ݑଶߤ ൅ ሺͳ ൅ ሻ;ߤ

)ଵݑ� ଵ߬) ൌ ଴ݑ + 2
(III.87)
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L’expression du déplacement élastique )ݒ ଵ߬) est utilisée dans la simplification à partir de (eq.

III.48 et III.50), en fonction du temps total de cet état élastique (y), afin d’arriver à l’écriture

suivante :

଴��݁ݑଶߤ
ି఍௬ cos൫ඥͳ െ ൯െݕଶߞ ቆ(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଴݂

൫ଵିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛబ)ାଶఠ఍ୱ୧୬(ఠఛబ)

(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ
ቇ��݁ ି఍௬ cos൫ඥͳ െ ൯൅ݕଶߞ ଶߤ

఍

ඥଵି఍మ
଴��݁ݑ

ି఍௬ sin൫ඥͳ െ +൯ݕଶߞ

ቀ
ି఍൫ଵିఓమ൯

ඥଵି఍మ
൅ ଴݂

ି఍൫ଵାఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛబ)ାఠ൫ଵିఠ మିଶ఍మ൯ୱ୧୬(ఠఛబ)

ඥଵି఍మ[(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ]
ቁ��݁ ି఍௬ sin൫ඥͳ െ ൯൅ݕଶߞ ଴݂

൫ଵିఠ మ൯

(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ
(cos(߱ݕ) cos(߱ ଴߬) − sin(߱ݕ) sin(߱ ଴߬)) +

଴݂
ଶఠ఍

(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ
(sin(߱ݕ) cos(߱ ଴߬) + cos(߱ݕ) sin(߱ ଴߬)) ൌ ଴ݑଶߤ ൅ ሺͳ ൅ ሻ;ߤ (III.88)

Sachant que :

൜
cos(߱ ଵ߬) = cos(߱ݕ൅ ߱ ଴߬) = cos(߱ݕ) cos(߱ ଴߬) − sin(߱ݕ)����ሺ߱ ଴߬)

sin(߱ ଵ߬) = sin(߱ݕ൅ ߱ ଴߬) = sin(߱ݕ) cos(߱ ଴߬) + cos(߱ݕ)����ሺ߱ ଴߬)
(III.89)

Ce qui peut être réécrit comme :

଴ݑଶߤ ൤݁
ି఍௬ cos൫ඥͳ െ +൯ݕଶߞ

఍

ඥଵି఍మ
��݁ ି఍௬ sin൫ඥͳ െ −൯ݕଶߞ 1൨= (ͳ െ (ଶߤ + ቆ(ͳ െ (ଶߤ +

଴݂
൫ଵିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛబ)ାଶఠ఍ୱ୧୬(ఠ ఛబ)

(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ
ቇ��݁ ି఍௬ cos൫ඥͳ െ +൯ݕଶߞ ൬

఍൫ଵିఓమ൯

ඥଵି఍మ
−

଴݂
ି఍൫ଵାఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛబ)ାఠ ൫ଵିఠ మିଶ఍మ൯ୱ୧୬(ఠఛబ)

ඥଵି఍మ[(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ]
൰��݁ ି఍௬ sin൫ඥͳ െ −൯ݕଶߞ cos(߱ ଴߬)ቂቀ

௙బ൫ଵିఠ
మ൯

(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ
ቁcos(߱ݕ) +

ቀ
௙బ�ଶఠ఍

(ଵିఠ మ)మାସఠమ఍మ
ቁsin(߱ݕ)ቃ− sin(߱ ଴߬)ቂቀ

௙బଶఠ఍

(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ
ቁcos(߱ݕ) − ቀ

௙బ�൫ଵିఠ
మ൯

(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ
ቁsin(߱ݕ)ቃ (III.90)

En Regroupant et en notant : ൜
α = (ͳ െ ߱ଶ)ଶ ൅ Ͷ߱ ଶߞଶ

β = ;ߤ) െ ߱ଶ)ଶ ൅ Ͷ߱ ଶߞଶ
; La fonction )ܨ� ଴߬ǡݕǡݑ଴) = 0

devient :

࣓)ܛܗ۱ ૙࣎)൤ቀ
ି௙బ൫ଵିఠ

మ൯

஑
ቁcos(߱ݕ) − ቀ

௙బ�ଶఠ఍

஑
ቁsin(߱ݕ) ൅ �݁ ି఍௬ ൬

௙బ൫ଵିఠ
మ൯

஑
cosቀඥͳ െ +ቁݕଶߞ

௙బ�఍൫ଵାఠ
మ൯

ඥଵି఍మ�஑
sinቀඥͳ െ ቁ൰൨൅ݕଶߞ ܁ܑ ࣓)ܖ ૙࣎)൤ቀ

ି௙బଶఠ఍

஑
ቁcos(߱ݕ) + ቀ

௙బ൫ଵିఠ
మ൯

஑
ቁsin(߱ݕ) +

�݁ି఍௬ ൬
௙బଶఠ఍

஑
cosቀඥͳ െ −ቁݕଶߞ

௙బ�ఠ൫ଵିఠ
మିଶ఍మ൯

ඥଵି఍మ�஑
sinቀඥͳ െ +ቁ൰൨ݕଶߞ ቈ(ͳ െ ;ߤ ) ൅ ݁ି఍௬ ቆ(1 −

;ߤ ) cosቀඥͳ െ ቁ൅ݕଶߞ ൬
఍(ଵିఓ; )

ඥଵି఍మ
൰���ቀඥͳ െ ቁቇ቉ൌݕଶߞ ࢛૙൬ߤ

ଶ ൤൬���ቀඥͳ െ +ቁݕଶߞ

఍

ඥଵି఍మ
sinቀඥͳ െ ቁ൰݁ି఍௬ݕଶߞ − 1൨൰ (III.91)
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La fonction (F) de l’équation (eq. III.84.1) est écrite sous la forme :

Cos(߱ ଴߬) [ଵܩ] + Sin(߱ ଴߬) [ଶܩ] + [ଷܩ] ൌ ଴ݑ [ସܩ] (III.92)

Avec les paramètres de l’équation (III.85) :

=଴ݑ Cos(߱ ଴߬) [ሻݕଵሺܫ] + Sin(߱ ଴߬) [ሻݕଶሺܫ] + [ሻݕଷሺܫ] Dont :

⎩
⎪
⎨

⎪
(ݕ)ଵܫ⎧ =

ீభ

ீర

(ݕ)ଶܫ =
ீమ

ீర

(ݕ)ଷܫ =
ீయ

ீర

(III.93)

Avec :

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ ଵܩ ൌ ቂቀ

ି௙బ൫ଵିఠ
మ൯

஑
ቁ�)ݕ߱��( െ ቀ

௙బ�ଶఠ఍

஑
ቁ���(߱ݕ) ൅ �݁ ି఍௬ ቀ

௙బ൫ଵିఠ
మ൯

஑
cos൫ඥͳ െ +൯ݕଶߞ

௙బ�఍൫ଵାఠ
మ൯

ඥଵି఍మ�஑
sin൫ඥͳ െ ൯ቁቃݕଶߞ

ଶܩ ൌ ቂቀ
ି௙బଶఠ఍

஑
ቁ�)ݕ߱��( ൅ ቀ

௙బ�൫ଵିఠ
మ൯

஑
ቁ���(߱ݕ) ൅ �݁ ି఍௬ቀ

௙బଶఠ఍

஑
cos൫ඥͳ െ −൯ݕଶߞ

௙బ�ఠ൫ଵିఠ
మିଶ఍మ൯

ඥଵି఍మ�஑
sin൫ඥͳ െ ൯ቁቃݕଶߞ

ଷܩ ൌ ቈ(ͳ െ ;ߤ ) ൅ ݁ି఍௬ ቆ(ͳ െ ;ߤ ) cos൫ඥͳ െ ൯൅ݕଶߞ ቀ
఍(ଵିఓ; )

ඥଵି఍మ
ቁ���൫ඥͳ െ ൯ቇ቉ݕଶߞ

ସܩ ൌ ߤ�
ଶ�ቂቀ���൫ඥͳ െ +൯ݕଶߞ

఍

ඥଵି఍మ
sin൫ඥͳ െ ൯ቁ݁ି఍௬ݕଶߞ െ ͳቃ

(III.94)

La fonction )ܩ ଴߬ǡݕǡݑ଴) est ainsi simplifiée en reprenons la condition (eq. III.83.2) à l’instant

( ଶ߬) c.à.d. )2ݑ̇ ଵ߬ǡݑଵǡݑሶଵǡ߬ ଶ) = 0, et en utilisant la propriété de la symétrie du cycle limite est le

paramètre temporel adopté (y) :

൤ቀെܣߞ൅ ଶെߞඥܤ ଶቁܿߤ ݏ݄݋ ቂඥߞଶെ )ଶߤ ଶ߬െ ଵ߬)ቃ൅ ሺെܤߞ ൅ ଶߞඥܣ െ ;ߞቂඥ݄݊ݏଶሻ�݅ߤ െ )ଶߤ ଶ߬െ ଵ߬)ቃ൨݁ ି఍(ఛమିఛభ) +

+
ఠ௙బ

(ఓమିఠ మ)మାସఠ ;఍;
[ʹ �ߞ߱��(߱ ଶ߬) − ;ߤ) െ ߱ଶ) sin(߱ ଶ߬)] = 0 (III.95)

L’expression de constantes (A, B) est donnée par (eq.III.59), ainsi que (ሶଵݑ) est donnée après

simplification :

ଵሺ߬ݑ̇ ଵሻൌ ൦
ቀെ߱ ଴݂

ଶఠ఍ୡ୭ୱ(ఠఛబ)ି(ଵିఠ మ)ୱ୧୬(ఠఛబ)

(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ
ቁ ቂඥͳݏܿ݋ െ �����ቃݕ�ଶߞ

൅ ൬
(ଵିρమ)ିఓ;�௨బ

ඥଵି఍మ
൅ ଴݂

(ଶఠ ;఍; ାଵିఠ ; )ୡ୭ୱ(ఠఛబ)ା൫ఠ఍(ଵାఠ మ)൯ୱ୧୬(ఠఛబ)

ඥଵି఍మ((ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ)
൰�݅݊ݏቂඥͳ െ ቃݕ�ଶߞ

൪݁ି఍�௬ +

߱ ଴݂
ଶఠ఍ୡ୭ୱ(ఠఛభ)ି(ଵିఠ మ)ୱ୧୬(ఠఛభ)

(ଵିఠ మ)మାସఠ మ఍మ
(III.96)

Sachant qu’en utilisant les changements de variables en équation (eq. III.83.2), ainsi que :

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ݏ݄ܿ݋ ቂඥ2ߞ െ )2ߤ 2߬ െ 1߬)ቃൌ ݏ݄ܿ݋ ቂඥ2ߞ െ 2ߤ ቀݕെ

ߨ

߱
ቁቃ

ݏ݅ ݄݊ ቂඥ2ߞ െ )2ߤ 2߬ െ 1߬)ቃൌ െ݄݅݊ݏቂඥ2ߞ െ 2ߤ ቀݕെ
ߨ

߱
ቁቃ

݁ି఍( 2߬െ 1߬) ൌ ݁఍ቂݕ�െ�
ߨ

߱
ቃ

cos(߱ ଶ߬) = − cos(߱ ଴߬)

sin(߱ ଶ߬) = − sin(߱ ଴߬)

(III.97)
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En simplifiant séparément les termes ቀെܣߞ൅ ଶെߞඥܤ ଶቁetߤ −ൣሺെܤߞ ൅ 2ߞඥܣ െ ൧(2ߤ :

൫െܣߞ ൅ ଶെߞඥܤ ଶ൯ൌߤ ࣓)ܛܗ۱ ૙࣎)൤ቀ
௙బ�ଶఠ ;఍

஑
−

ଶ௙బ఍ఠ ;

ஒ
ቁcos(߱ݕ) + ቀ

ఠ௙బ൫ఓ;ିఠ
మ൯

ஒ
−

ன௙బ (ଵିఠ ; )

஑
ቁsin(߱ݕ) +

�݁ି఍௬ ൬
ିఠ ;௙బଶ఍

஑
cos൫ඥͳ െ +൯ݕଶߞ

௙బ�൫ଶఠ
మ఍మାଵିఠ మ൯

ඥଵି఍మ�஑
sin൫ඥͳ െ ൯൰൨൅ݕଶߞ ܁ܑ ࣓)ܖ ૙࣎)൤ቀ

ఠ௙బ൫ఓ;ିఠ
మ൯

ஒ
−

ன௙బ (ଵିఠ ; )

஑
ቁcos(߱ݕ) + ቀ

௙బ�ଶఠ ;఍

ஒ
−

ଶ௙బ఍ఠ ;

஑
ቁsin(߱ݕ) ൅ �݁ ି఍௬ ൬

ఠ௙బ(ଵିఠ ; )

஑
cos൫ඥͳ െ +൯ݕଶߞ

௙బ�ఠ఍൫ଵାఠ
మ൯

ඥଵି఍మ�஑
sin൫ඥͳ െ +൯൰൨ݕଶߞ ൤

(ଵିఓ; )ିఓ;௨బ

ඥଵି఍మ
�݁ ି఍௬ sin൫ඥͳ െ ൯൨ݕଶߞ (III.98)

−൫െܤߞ ൅ ଶെߞඥܣ ଶ൯ൌߤ ࣓)ܛܗ��۱ ૙࣎)൤൬
௙బ�ଶఠ ;఍;

ඥ఍మିఓమ�஑
−

௙బఓ;൫ఓ
మିఠ ;൯

ඥ఍మିఓమ�ஒ
൰cos(߱ݕ) + ൬

ିଶ௙బ఍ఠఓ;

ඥ఍మିఓమ�ஒ
−

௙బ�ఠ఍(ଵିఠ ; )

ඥ఍మିఓమ�஑
൰sin(߱ݕ) +

�݁ି఍௬ ൬
ିఠ ;௙బଶ఍;

ඥ఍మିఓమ�஑
cos൫ඥͳ െ +൯ݕଶߞ

௙బ�൫ଶఠ
మ఍యା఍ି఍ఠ మ൯

ඥ఍మିఓమඥଵି఍మ�஑
sin൫ඥͳ െ ൯൰൨൅ݕଶߞ ܁ܑ ࣓)ܖ ૙࣎)൤൬

ିଶఠ௙బ఍ఓ;

ඥ఍మିఓమ�ஒ
−

௙బ�ఠ఍�(ଵିఠ ; )

ඥ఍మିఓమ�஑
൰cos(߱ݕ) + ൬

௙బఓ;൫ఓ
మିఠ ;൯

ඥ఍మିఓమ�ஒ
−

௙బ�ଶఠ ;఍;

ඥ఍మିఓమ�஑
൰sin(߱ݕ) ൅ �݁ ି఍௬ ൬

ఠ௙బ఍(ଵିఠ ; )

ඥ఍మିఓమ�஑
cos൫ඥͳ െ +൯ݕଶߞ

௙బ�ఠ఍;൫ଵାఠ
మ൯

ඥ఍మିఓమඥଵି఍మ�஑
sin൫ඥͳ െ +൯൰൨ݕଶߞ ൤ߞ൬

(ଵିఓ; )ିఓ;௨బ

ඥ఍మିఓమඥଵି఍మ
൰�݁ ି఍௬ sin൫ඥͳ െ +൯ݕଶߞ

ఓమ௨బାሺଵାఓ;ሻ

ඥ఍మିఓమ
൨ (III.99)

La fonction )ܩ ଴߬ǡݕǡݑ଴) décrite en (eq. III.95) peut prendre la forme :

࢕࡯(ݕ)መܣ (࢙࣓ ૙࣎) ൅ ࣓)࢔࢏ࡿ(ݕ)෠ܤ ૙࣎) ൌ (ݕ)መܥ (III.100)

Tel que :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ (ݕ)መܣ ൌ ݁

఍ቀ௬ି
ഏ

ഘ
ቁ
൤ܣଵ෢ ݏ݄ܿ݋ ቂඥߞଶെ െݕଶቀߤ

గ

ఠ
ቁቃ൅ ଶ෢ܣ ܵ݅ ݄݊ቂඥߞଶെ െݕଶቀߤ

గ

ఠ
ቁቃ൨െ

ଶ௙బఠ
మ఍

ఉ

(ݕ)෠ܤ ൌ ݁
఍ቀ௬ି

ഏ

ഘ
ቁ
൤ܤଵ෢ ݏ݄ܿ݋ ቂඥߞଶെ െݕଶቀߤ

గ

ఠ
ቁቃ൅ ଶ෢ܤ ܵ݅ ݄݊ቂඥߞଶെ െݕଶቀߤ

గ

ఠ
ቁቃ൨൅

ఠ௙బ(ఓమିఠ మ)

ఉ

(ݕ)መܥ ൌ ଵ෢ܥ �࢛ ૙൅ ଶ෢ܥ

(III.101)
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La fonction )ܩ ଴߬ǡݕǡݑ଴) décrite en (eq. III.95), est ainsi obtenue, en regroupant (eq. III.98-101), avec :

૚෢࡭ ൌ ቌ�)ቈݕ߱��(
ʹ ଴݂߱

ଶߞ

ߙ
−
ʹ ଴݂߱

ଶߞ

ߚ
቉൅ ቈ(ݕ߱)���

߱ ଴݂ሺߤ; െ ߱ଶ)

ߚ
−
߱ ଴݂ሺͳ െ ߱ଶ)

ߙ
቉൅ ݁ି఍௬ ቎ቆ

െʹ ଴݂߱
ଶߞ

ߙ
ቇ ቂඥͳݏܿ݋ െ ቃ൅(ݕ)ଶߞ ቆ

଴݂(ʹ ߱ଶߞଶ ൅ ͳ െ ߱ଶ)

ඥͳ െ ߙଶߞ
ቇ݅݊ݏቂඥͳ െ ��ቃ቏ቍ(ݕ)ଶߞ

(III.101.1)

૛෢࡭ ൌ ቌ�)ቈݕ߱��(
ʹ ଴݂߱

ଶߞଶ

ඥߞଶെ (ߙ)ଶߤ
−

଴݂ߤ
ଶ(ߤଶ െ ߱ଶ)

ඥߞଶെ (ߚ)ଶߤ
቉൅ ቈ(ݕ߱)���

െʹ ଴݂߱ߞ ;ߤ

ඥߞଶെ (ߚ)ଶߤ
−
߱ ଴݂ߞሺͳ െ ߱ଶ)

ඥߞଶ െ (ߙ)ଶߤ
቉൅ ݁ି఍௬ ቎ቆ

െʹ ଴݂߱
ଶߞଶ

ඥߞଶെ (ߙ)ଶߤ
ቇ ቂඥͳݏܿ݋ െ ቃ൅(ݕ)ଶߞ ቆ

଴݂(ʹ ߱ଶߞଷ ൅ െߞ ߞ߱ ଶ)

ඥߞଶ െ ଶඥͳߤ െ (ߙ)ଶߞ
ቇ݅݊ݏቂඥͳ െ ቃ቏ቍ(ݕ)ଶߞ

૚࡮
෢ ൌ ቌ�)ቈݕ߱��(

߱ ଴݂(ߤ; െ ߱ଶ)

ߚ
−
߱ ଴݂(ͳ െ ߱ଶ)

ߙ
቉൅ ቈ(ݕ߱)���

ʹ ଴݂߱
ଶߞ

ߚ
−
ʹ ଴݂߱;ߞሻ

ߙ
቉൅ ݁ି఍௬ ቎ቆ

߱ ଴݂(ͳ െ ߱ଶ)

ߙ
ቇ ቂඥͳݏܿ݋ െ ቃ൅(ݕ)ଶߞ ቆ

߱ ଴݂ߞ(ͳ ൅ ߱ଶ)

ඥͳ െ (ߙ)ଶߞ
ቇ݅݊ݏቂඥͳ െ ቃ቏ቍ(ݕ)ଶߞ

(III.101.2)

૛࡮
෢ ൌ ቌ�)ቈݕ߱��(

െʹ ଴݂߱ߞ ;ߤ�

ඥߞଶ െ (ߚ)ଶߤ
−
߱ ଴݂ߞሺͳ െ ߱ଶ)

ඥߞଶ െ (ߙ)ଶߤ
቉൅ ቈ(ݕ߱)���

଴݂ߤ
ଶ(ߤଶ െ ߱ଶ)

ඥߞଶ െ (ߚ)ଶߤ
−

ʹ ଴݂߱
ଶߞଶ

ඥߞଶ െ (ߙ)ଶߤ
቉൅ ݁ି఍௬቎ቆ

߱ ଴݂ߞ(ͳ െ ߱ଶ)

ඥߞଶ െ (ߙ)ଶߤ
ቇ ቂඥͳݏܿ݋ െ ቃ൅(ݕ)ଶߞ ቆ

߱ ଴݂ߞ
ଶ(ͳ ൅ ߱ଶ)

ඥߞଶ െ ଶඥͳߤ െ (ߙ)ଶߞ
ቇ݅݊ݏቂඥͳ െ ቃ቏ቍ(ݕ)ଶߞ

૚෢࡯ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ቈቆ

;ߤ

ඥͳ െ ଶߞ
ቂඥͳ݊ݏ݅ െ ݏ݄݋ܥڄቃቇ݁ି఍௬቉(ݕ)ଶߞ ቂඥߞଶ െ െݕଶቀߤ

ߨ

߱
ቁቃ�����

൅ ቈቆ
;ߤ�ߞ

ඥߞଶ െ ଶඥͳߤ െ ଶߞ
ቂඥͳ݊ݏ݅ െ ቃቇ݁ି఍௬(ݕ)ଶߞ െ ቆ

;ߤ

ඥߞଶ െ ଶߤ
ቇ቉⋅ �ܵ݅݊ ݄ቂඥߞଶ െ െݕଶቀߤ

ߨ

߱
ቁቃ

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

݁఍ቀ௬ି
గ
ఠ
ቁ

(III.101.3)

૛෢࡯ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ቈቆ

ଶߤ) − 1)

ඥͳ െ ଶߞ
ቂඥͳ݊ݏ݅ െ ݏ݄݋ܥڄቃቇ݁ି఍௬቉(ݕ)ଶߞ ቂඥߞଶ െ െݕଶቀߤ

ߨ

߱
ቁቃ�����

൅ ቈቆ
ଶߤ)�ߞ − 1)

ඥߞଶ െ ଶඥͳߤ െ ଶߞ
ቂඥͳ݊ݏ݅ െ ቃቇ݁ି఍௬(ݕ)ଶߞ െ ቆ

(ͳ ൅ ;ߤ )

ඥߞଶ െ ଶߤ
ቇ቉⋅ �ܵ݅݊ ݄ቂඥߞଶ െ െݕଶቀߤ

ߨ

߱
ቁቃ

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

݁఍ቀ௬ି
గ
ఠ
ቁ
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De la même façon, la fonction )ܪ ଴߬ǡݕǡݑ଴) est simplifiée en reprenons la condition (eq. III.83.3)

à l’instant ( ଶ߬) c.à.d. )2ݑ ଵ߬ǡݑଵǡݑሶଵǡ߬ ଶ) ൌ െ0ݑ, et en utilisant la propriété de la symétrie du cycle

limite est le paramètre temporel adopté (y) :

ଶݑ = ቂݏ݄݋ܿ�ܣ ඥൣߞଶെ )ଶߤ ଶ߬ െ ଵ߬)൧൅ ݄݊ݏ݅�ܤ ඥൣߞଶെ )ଶߤ ଶ߬ െ ଵ߬)൧ቃ݁ ି఍(ఛమିఛభ) −
൫ଵିఓమ൯

ఓమ
+

଴݂
൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛమ)ାଶ఍ఠ ୱ୧୬(ఠఛమ)

(ఓమିఠ మ)మାସఠ మ఍మ
ൌ െݑ଴ (III.102)

L’expression de constantes (A, B) est donnée par (eq.III.59), ainsi que (ሶଵݑ) est donnée par (eq.

III.96), et en utilisant (eq. III.97), l’équation (III.102) devient :

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ቆ(ݑ଴ + 2) +

൫ଵିఓమ൯

ఓ;
െ ଴݂

൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛభ)ାଶ఍ఠ�ୱ୧୬�ሺఠఛభ)

ఉ
ቇǤݏ݄݋ܥ ቂඥߞଶ െ െݕଶቀߤ

గ

ఠ
ቁቃ����

൅ ቆ
ି௨ሶభ

ඥ఍;ିఓమ
−

఍(௨బାଶ)

ඥ఍మିఓమ
−

఍൫ଵିఓమ൯

ఓమඥ఍మିఓమ
൅ �݂଴ቀ

఍൫ఓమାఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛభ)ା ఠൣ൫ଶ఍మିሺఓమିఠ మሻ൯൧ୱ୧୬�ሺఠఛభ)

ඥ఍; ିఓమ�ఉ
ቁቇǤܵ ݅݊ ݄ቂඥߞଶ െ െݕଶቀߤ

గ

ఠ
ቁቃ

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

݁఍ቂ௬�ି �
ഏ

ഘ
ቃ−

൫ଵିఓమ൯

ఓమ
−

଴݂
൫ఓమିఠ మ൯ୡ୭ୱ(ఠఛబ)ାଶ఍ఠ ୱ୧୬(ఠఛబ)

ఉ
൅ ଴ݑ = 0 (III.103)

Pour des raisons de séparation de simplifications l’équation (eq. III.103) se réécrit :

቎
ഥ࡯ ⋅ ݏ݄ܿ݋ ቂඥߞଶ െ െݕଶቀߤ

గ

ఠ
ቁቃ

+ ⋅തࡿ ଶߞቂඥ݄݊ݏ݅� െ െݕଶቀߤ
గ

ఠ
ቁቃ
቏݁఍ቂ௬ି

ഏ

ഘ
ቃ

−
(ͳെ2ߤ)

2ߤ
െ

0݂

2ߤ)
െ߱

2) cos(߱ 0߬)൅ʹ ߞ߱ ���(߱ 0߬)

ߚ
൅ 0ݑ = 0 (III.104)

Avec, après simplifications et regroupement :

ഥ࡯ = ଴ݑ) + 2) +
൫ଵିఓమ൯

ఓ;
൅ ࣓)ܛܗ۱ ૙࣎)ቂቀ

ି௙బ൫ఓ
మିఠ ;൯

�ஒ
ቁcos(߱ݕ) + ቀ

ିଶ௙బ఍ఠ

�ஒ
ቁsin(߱ݕ)ቃ+

܁ܑ ࣓)ܖ ૙࣎)ቂቀ
௙బ൫ఓ

మିఠ ;൯

�ஒ
ቁsin(߱ݕ) + ቀ

ିଶ௙బ఍ఠ

�ஒ
ቁcos(߱ݕ)ቃ (III.105)

De même pour ഥࡿ :

=തࡿ
െ̇1ݑ

ඥߞ;െ2ߤ
−

(2+0ݑ)ߞ

ඥ2ߞെ2ߤ
−

(2ߤͳെ)ߞ

2ߤ2െߞ2ඥߤ
൅ �݂

0
൬
(2൅߱2ߤ)ߞ cos(߱ 1߬)+[߱(ʹ 2െ߱2))]����ሺ߱ߤ2െሺߞ 1߬)

ඥߞ; െߚ�2ߤ
൰ (III.106)

Donc :

=ഥࡿ ൦
൬߱ ଴݂

ଶఠ఍ୡ୭ୱ(ఠఛబ)ି(ଵିఠ మ)ୱ୧୬(ఠఛబ)

ඥ఍మିఓమ (ఈ)
൰ ቂඥͳݏܿ݋ െ �����ቃݕ�ଶߞ

൅ ൬
ି(ଵିρమ)ାఓ;�௨బ

ඥ఍మିఓమඥଵି఍మ
െ ଴݂

(ଶఠ ;఍;ାଵିఠ ; )ୡ୭ୱ(ఠఛబ)ା൫ఠ఍(ଵାఠ మ)൯ୱ୧୬(ఠఛబ)

ඥ఍మିఓమඥଵି఍మ(ఈ)
൰�݅݊ݏቂඥͳ െ ቃݕ�ଶߞ

൪݁ ି఍௬ −

߱ ଴݂
ଶఠ఍ୡ୭ୱ(ఠఛభ)ି(ଵିఠ మ)ୱ୧୬(ఠఛభ)

ඥ఍మିఓమ�ሺఈሻ
−

఍(௨బାଶ)

ඥ఍మିఓమ
−

఍(ଵିఓమ)

ఓమඥ఍మିఓమ
൅ �݂଴൬

఍(ఓమାఠ మ)ୡ୭ୱ(ఠఛభ)ା[ఠ (ଶ఍మିሺఓమିఠ మ))]ୱ୧୬�ሺఠఛభ)

ඥ఍; ିఓమ�ఉ
൰ (III.107)
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Après simplifications et regroupement :

=ഥࡿ ቆ�)ቂݕ߱��(
௙బ�఍൫ఓ

మାఠ మ൯

ඥ఍మିఓమ(ఉ)
−

ଶ௙బఠ
మ఍

ඥ఍మିఓమ(ఈ)
ቃ൅ ቈ(ݕ߱)���

௙బఠቀଶ఍
మି൫ఓమିఠ మ൯ቁ

ඥ఍మିఓమ(ఉ)
+

ఠ௙బሺଵିఠ
మ)

ඥ఍మିఓమ(ఈ)
቉൅ ݁ି఍௬ ቈቀ

ଶ௙బఠ
మ�఍

ඥ఍మିఓమ(ఈ)
ቁ ݏൣܿ݋ ඥͳ െ −൧(ݕ)ଶߞ

ቀ
௙బ൫ଶఠ

మ఍మାଵିఠ మ൯

ඥ఍మିఓమඥଵି఍మ(ఈ)
ቁ݅݊ݏ ඥൣͳ െ ࢕࡯൧቉ቇ(ݕ)ଶߞ (࢙࣓ ૙࣎) ൅ ቆ�)ቈݕ߱��(

௙బఠቀଶ఍
మି൫ఓమିఠ మ൯ቁ

ඥ఍మିఓమ(ఉ)
+

ఠ௙బሺଵିఠ
మ)

ඥ఍మିఓమ(ఈ)
቉െ ቂ(ݕ߱)���

௙బ�఍൫ఓ
మାఠ మ൯

ඥ఍మିఓమ(ఉ)
−

ଶ௙బఠ
మ�఍

ඥ఍మିఓమ(ఈ)
ቃ൅

݁ି఍௬ ቈቀെ
ఠ௙బ൫ଵିఠ

మ൯

ඥ఍మିఓమ(ఈ)
ቁ ݏൣܿ݋ ඥͳ െ ൧െ(ݕ)ଶߞ ቀ

ఠ௙బ఍�൫ଵାఠ
మ൯

ඥ఍మିఓమඥଵି఍మ(ఈ)
ቁ݅݊ݏ ඥൣͳ െ ࣓)࢔࢏ࡿ�൧቉ቇ(ݕ)ଶߞ ૙࣎) ൅ ቈቀ

ఓ; �௨బି൫ଵିρ
మ൯

ඥ఍మିఓమඥଵି఍మ
ቁǤ݁ ି఍௬�Ǥ݅݊ݏ ඥൣͳ െ ൧቉െ(ݕ)ଶߞ

఍(௨బାଶ)

ඥ఍మିఓమ
−

఍൫ଵିఓమ൯

ఓమඥ఍మିఓమ
(III.108)

De même façon que la fonction précédante, la fonction )ܪ ଴߬ǡݕǡݑ଴) prendra la forme :

࢕࡯�(ݕ)෡ܦ (࢙࣓ ૙࣎) ൅ ࣓)࢔࢏ࡿ(ݕ)෠ܧ ૙࣎) ൌ (ݕ)෠ܨ (III.109)

Tel que :

⎩
⎪
⎨

⎪
(ݕ)෡ܦ⎧ ൌ ݁఍ቀ௬ି

ഏ

ഘ
ቁ൤ܦଵ෢ ݏ݄ܿ݋ ቂඥߞଶെ െݕଶቀߤ

గ

ఠ
ቁቃ൅ ଶ෢ܦ ܵ݅ ݄݊ ቂඥߞଶെ െݕଶቀߤ

గ

ఠ
ቁቃ൨െ

௙బ(ఓమିఠ మ)

ఉ

(ݕ)෠ܧ ൌ ݁఍ቀ௬ି
ഏ

ഘ
ቁ൤ܧଵ෢ ݏ݄ܿ݋ ቂඥߞଶെ െݕଶቀߤ

గ

ఠ
ቁቃ൅ ଶ෢ܧ ܵ݅ ݄݊ቂඥߞଶെ െݕଶቀߤ

గ

ఠ
ቁቃ൨െ

ଶఠ௙బ఍

ఉ

(ݕ)෠ܨ ൌ ଵ෡�࢛ܨ ૙൅ ଶ෢ܨ

(III.110)
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La fonction )ܪ ଴߬ǡݕǡݑ଴) décrite en (eq. III.102), est ainsi obtenue, en regroupant (eq. III.105, 108-110), avec :

૚ࡰ
෢ ൌ ቈቆ

െ ଴݂(ߤଶ െ ߱; )

 β
ቇ�)ݕ߱��( ൅ ൬

െʹ ଴݂߱ߞ

 β
൰���(߱ݕ)቉��

(III.110.1)

૛ࡰ
෢ ൌ ቎cos(߱ݕ)ቈ 0݂

2ߤ)ߞ�
൅ ߱

2)

2ߞ√ െ (ߚ)2ߤ
−

ʹ
0݂
߱

2
ߞ

2ߞ√ െ (ߙ)2ߤ
቉+ sin(߱ݕ)ቈ

0݂
߱൫ʹ ߞ

2
− 2ߤ)

െ ߱
2)൯

2ߞ√ െ (ߚ)2ߤ
+

߱
0݂
ሺͳ െ ߱

2
)

2ߞ√ െ (ߙ)2ߤ
቉൅ ݁

െݕߞ൥൬
ʹ

0݂
߱

2
ߞ�

2ߞ√ െ (ߙ)2ߤ
൰ ݏൣܿ݋ ඥ ͳ െ −൧(ݕ)2ߞ ቆ 0݂

(ʹ ߱2
ߞ

2
൅ ͳ െ ߱

2)

2ߞ√ െ ͳ√2ߤ െ (ߙ)2ߞ
ቇ ݏ݅ ݊ ඥൣ ͳ െ ൧൩቏(ݕ)2ߞ

૚෢ࡱ ൌ ቈ൬
െʹ ଴݂߱ߞ

 β
൰�)ݕ߱��( ൅ ቆ

଴݂(ߤଶ െ ߱; )

 β
ቇ���(߱ݕ)቉

(III.110.2)

૛෢ࡱ ൌ ቎cos(߱ݕ)ቈ
0݂
߱൫ʹ ߞ

2
− 2ߤ)

െ ߱
2)൯

2ߞ√ െ (ߚ)2ߤ
+

߱
0݂
ሺͳ െ ߱

2
)

2ߞ√ െ (ߙ)2ߤ
቉+ sin(߱ݕ)ቈ

ʹ
0݂
߱

2
ߞ�

2ߞ√ െ (ߙ)2ߤ
−

0݂
2ߤ)ߞ�

൅ ߱
2)

2ߞ√ െ (ߚ)2ߤ
቉൅ ݁

െݕߞ൥ቆ−
߱

0݂
(ͳ െ ߱

2)

2ߞ√ െ (ߙ)2ߤ
ቇ ݏൣܿ݋ ඥ ͳ െ −൧(ݕ)2ߞ ቆ

߱
0݂
ͳ)�ߞ ൅ ߱

2)

2ߞ√ െ ͳ√2ߤ െ (ߙ)2ߞ
ቇ ݏ݅ ݊ ඥൣͳ െ ൧൩቏(ݕ)2ߞ

૚෢ࡲ =

⎝

⎜
⎛

−1 −

⎣
⎢
⎢
⎡ ݏ݄݋ܥ ቂඥߞଶ െ െݕଶቀߤ

ߨ

߱
ቁቃ�����

൅ ቈቆ
;ߤ�

ඥߞଶ െ ଶඥͳߤ െ ଶߞ
ቂඥͳ݊ݏ݅ െ ቃቇ݁ି఍௬(ݕ)ଶߞ െ ቆ

ߞ

ඥߞଶ െ ଶߤ
ቇ቉⋅ �ܵ݅݊ ݄ቂඥߞଶ െ െݕଶቀߤ

ߨ

߱
ቁቃ

⎦
⎥
⎥
⎤

݁఍ቀ௬ି
గ
ఠ
ቁ

⎠

⎟
⎞

(III.110.3)

૛෢ࡲ =

⎝

⎜
⎛(ͳ െ (ଶߤ

;ߤ
+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ቈ

−(ͳ ൅ (ଶߤ

;ߤ
቉ݏ݄݋ܥڄ ቂඥߞଶ െ െݕଶቀߤ

ߨ

߱
ቁቃ�����

൅ ቈቆ
(ͳ െ (ଶߤ

ඥߞଶെ ଶඥͳߤ െ ଶߞ
ቂඥͳ݊ݏ݅ െ ቃቇ݁ି఍௬(ݕ)ଶߞ ൅ ቆ

ͳ)ߞ ൅ ;ߤ )

ଶߞඥ;ߤ െ ଶߤ
ቇ቉⋅ �ܵ݅݊ ݄ቂඥߞଶെ െݕଶቀߤ

ߨ

߱
ቁቃ

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

݁఍ቀ௬ି
గ
ఠ
ቁ

⎠

⎟
⎞
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Donc, les deux fonctions réduites (eq. III.86.1-2), sont obtenues :

ቊ
࢕࡯(ݕ)መܣ (࢙࣓ ૙࣎) ൅ ࣓)࢔࢏ࡿ(ݕ)෠ܤ ૙࣎) ൌ (ݕ)መܥ

࢕࡯(ݕ)෡ܦ (࢙࣓ ૙࣎) ൅ ࣓)࢔࢏ࡿ(ݕ)෠ܧ ૙࣎) ൌ (ݕ)෠ܨ
(III.111)

Tel que :

ቐ

(ݕ)መܥ ൌ ଵ෢ܥ �࢛ ૙ ൅ ଶ෢ܥ

(ݕ)෠ܨ ൌ ଵ෡�࢛ܨ ૙ ൅ ଶ෢ܨ

଴ݑ ൌ ࢕࡯�ଵ෡ܫ (࢙࣓ ૙࣎) ൅ ࣓)࢔࢏ࡿ�ଶ෡ܫ ૙࣎) ൅ ଷ෡ܫ
(III.112)

Le système d’équations (eq. III.111), récapitule les équations régissant les temps de transition, et

les racines( ଴߬ǡ߬ ଵǡ߬ ଶ), sont admises après vérification des inégalités :

ቊ
෠(���࣎૙���࣎૚)ܧ����� :         − (ͳ െ (ଶߤ ൅ ଴ݑ;ߤ ൑ �൑ݒ� (ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ
�����ܲ ା෢ (���࣎૚���࣎૛)ǣݑ����������������������������ሶ൒ Ͳ�������������������������������������������������������

(III.113)

Remplaçons l’équation (eq. III.112), avec le remplacement des termes (eq. III.93-94), le système

(eq. III.111), peut être réécrit sous la forme :

൜
ऋ ߱)ݏ݋ܥ� ଴߬) ൅ ऌ�ܵ݅݊ (߱ ଴߬) ൌ ऍ

ऎݏ݋ܥ�(߱ ଴߬) ൅ ए�ܵ݅݊ (߱ ଴߬) ൌ ऐ
(III.114)

Avec :

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧
ऋ ൌ −መܣ 1ෝܫ) ෢(1ܥ

ऌ ൌ −෠ܤ 2ෝܫ) ෢(1ܥ

ऍ ൌ ሺ3ܫෝ ෢(1ܥ + 2ෝܥ

ऎ ൌ −෡ܦ 1ෝܫ) ෢(1ܨ

ए ൌ −෠ܧ 2ෝܫ) ෢(1ܨ

ऐ ൌ ሺ3ܫෝ ෢(1ܨ + 2ෝܨ

(III.115)
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D’après les travaux de (Challamel & Gilles, 2007) ainsi que ceux de (Liu, 2000) et (Liu & Huang,

2004), les deux équations du système (eq. III.114), peuvent être fusionnés en une seule équations

non linéaires représentée par l’équation (eq. III.86.3) :

(ऍऎ െ ऋ ऐ)૛ + (ऍएെ ऌऐ)૛ = (ऋ एെ ऌऎ )૛ (III.116)

Cette équation non linéaires (33), est obtenue à partir du calcul trigonométrique :

ቐ
cos(߱ ଴߬) =

(ऍएିऌऐ)

(ऋ एିऌऎ )

sin(߱ ଴߬) =
ି(ऍऎିऋ ऐ)

(ऋ एିऌऎ )

ǣ(ऋݏ݅��� एെ ऌऎ ) ≠ 0 (III.117)

La Résolution semi-analytique des temps de transition se fait par la résolution symbolique en se

servant du logiciel de calcul formel Mathematica, dont l’algorithme est basé sur une

détermination et vérification des racines trouvées, l’organigramme du calcul est représenté ci-

après :
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Début

Déclaration des Paramètres Dynamiques Fixes :

(ߞ�,଴݂�,ߤ)

Déclaration des systèmes d’équations

(eq. III.112 ; eq. III.115 )

Equations (III.94 ; III.101 ; III.110)

Résolution Semi-Analytique

en fonction de (߱ǡݕ)

(ऍऎ െ ऋ ऐ)૛ + (ऍएെ ऌऐ)૛ = (ऋ एെ ऌऎ )૛

Tracer la Courbe

ݕ߱ ൌ ݂ሺ߱ ሻ

Fin

Déclaration des variables Symbolique :

( ૙࣎ǡ࣎ ૚ǡ࣓ ǡ࢟ ǡ[ࢅ ൌ ࣓ ]࢟)

Equation (eq. III.116)
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Fig. III.27. Solutions de ࢅ) ൌ ࣓ ഥ࢟) en fonction de ࣓ (eq. III.116)

ሺࢌ૙ ൌ ૛��Ǣࣀ���ൌ ૙Ǥ૙૛��Ǣࣆ� ൌ ૙Ǥ૙૚�)

00.10.20.30.4

0.0

0.5

1.0

1.5

y
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La résolution implicite de l’équation (eq. III.116), est illustrée en (Fig. III.27), pour un

jeu de paramètres choisi pour valider le cas de la caractérisation du cycle limite de

l’oscillateur élastoplastique parfait (Fig. II.15), afin de la comparer avec celle de (Liu

& Huang, 2004). Nous pouvons également faire le même constat, à savoir que toute

solution temporelle de l’équation (eq. III.116) n’est pas nécessairement solution de

notre système dynamique, effet d’autres conditions suivent, et les solutions admissibles

doivent vérifier (eq. III.117), et :

ቊ
ݐܽܧ ]�א�߬�׊���෠ǣܧ�ݐ ଴߬ǡ߬ ଵ] , )ݒ��| )߬| ≤ [(ͳ െ (ଶߤ ൅ [ଵݑ�ଶߤ

ݐܽܧ ܲ�ݐ ା෢ ǣא�߬�׊�����[ ଵ߬ǡ߬ ଶ]ǡݑ��������ሶ( )߬ ≥ 0                            
(III.118)
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III.5.7. Détermination de la frontière de Bifurcation

L’analyse de la frontière de bifurcation entre les deux réponses de l’oscillateur élastoplastique

en Présence de l’écrouissage se base sur les travaux de (Liu, 2003) qui a développé un critère

représentant la dépendance du mouvement stationnaire plastique des paramètres dynamiques

du model, dont l’équation fondamentale est :

ොܽଵ െ ොܽଶݔො଴
ଶ ൌ ොܽଷඥݔො଴

ଶ − 1 (III.119)

ො଴ݔ Est le rapport de ductilité entre le déplacement final et le déplacement à la limite élastique,

avec ሺܽොଵǡܽොଶǡܽොଷ) sont des coefficients adimensionnels en fonction des paramètres structurels du

modèle.

La solution minimale de l’équation (eq. III.119) est :

ො଴ݔ = ඨ
ଶ௔ොభ௔ොమା௔ොయ

మି௔ොయටସ௔ොభ௔ොమା௔ොయ
మିସ௔ොమ

మ

ଶ௔ොమ
మ Avec ො଴ݔ ≥ 1 (III.120)

On peut facilement distinguer deux possibilités :

ቊ
Ͷܽොଵ ොܽଶ ൅ ොܽଷ

ଶ െ Ͷܽොଶ
ଶ ൏ Ͳ ǥ ሺܽ ሻǥ ǥ ǤǤ���������������������������������������

Ͷܽොଵ ොܽଶ ൅ ොܽଷ
ଶ െ Ͷܽොଶ

ଶ ≥ 0 … ( )ܾ … … . … Avec mouvement stationnaire plastique
(III.121)

Sous la condition (eq. III.121-a), l’équation (eq. III.119) n’a pas de solution réelle pour .ො଴ݔ

Donc :

ො଴ݔ ൒ ͳ�ฺ ൝
ොܽଵ ൒ ොܽଶ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ Ǥሺܽ ሻ

࢛ࡻ
ොܽଵ ൏ ොܽଶ��࢚ࢋ ��Ͷܽොଵ ොܽଶ ൅ ොܽଷ

ଶ െ Ͷܽොଶ
ଶ ൒ Ͳ ǥ Ǥሺܾ ሻ

(III.122)
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Avec ሺܽොଵǡܽොଶǡܽොଷ) dépendent des paramètres dynamiques adimensionnels ሺݎ௙ǡݎ௪ ǡݎ௞ǡߞሻtel que :

൞

ෝܽ1 = ଶݎ݂ + 2 ݎ݇ ଶݓݎ) − 1) − 1  

ෝܽ2 = ଶݓݎଶߞଶሾͶݎ݇ + ଶݓݎ) − 1)ଶ]

ෝܽ3 ൌ Ͷݎ݇ߞ ݓݎ

(III.123)

Avec :

௙ݎ : le rapport entre l’amplitude de la force extérieure et le seuil de la force élastique

caractéristique.

௪ݎ : le rapport de la fréquence de l’excitation extérieure et la fréquence naturelle du model dans

la phase plastique.

௞ݎ : le rapport entre la rigidité en phase plastique avec écrouissage et la rigidité dans la phase

élastique.

ߞ : le taux d’amortissement du model dans la phase plastique

En notant : (ߚ) le rapport entre la rigidité en phase élastique et la somme des rigidités en phases

élastique et plastique

ߚ ൌ
௄೐

௄೐ା௄೛
(III.124)

En sachant que pour l’oscillateur élastoplastique en présence de l’écrouissage :

1

௘ܭ�ଶߤ
=

1

௘ܭ
+

1

௣ܭ
    ⇒   

1

ଶߤ
= 1 +

௘ܭ
௣ܭ�

Donc :

ߚ ൌ ͳ െ ;ߤ (III.125)

Les rapports du système deviennent :

ݎ݇ =
ଵ

ఉ
− 1 =

ఓ;

ଵିఓ;
(III.126)

ݎ݂ =
ிబ

ఉ�ிశ
avec ଴݂ =

ிబ

�ிశ
⇒ ݎ݂  = ௙బ

ଵିఓ;
(III.127)
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ݓݎ =
ஐ

ට
ഁ�಼ ೛

ಾ

avec Ω =
ఠ

ට
ಾ

಼೐

et ௣ܭ = ݎ݇ ௘ܭ� ⇒ ݓݎ =
ఠ

ఓ
(III.128)

ൌߞ
஼

ଶටெ ఉ௄೛

଴ߞ��ݐ݁�� =
஼

ଶඥெ ௄೐
���֜ ൌߞ�

఍బ

ఓ
(III.129)

Finalement :

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ௙ݎ =

௙బ

ଵିఓ;

௪ݎ =
ఠ

ఓ

௞ݎ =
ఓమ

ଵିఓమ

ൌߞ
఍బ

ఓ
ݒ݁ܽ�������� ଴ߞܿ� lᇱamortissement élastique réduit

(III.130)

Donc :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ෝܽ1 = ቀ

௙బ

ଵିఓమ
ቁ
ଶ

+ 2
ఓమ

ଵିఓమ
ቀ
ఠ ;

ఓ;
− 1ቁ− 1  

ෝܽ2 = ቀ
ఓమ

ଵିఓమ
ቁ
ଶ

൤4
఍బ
మ

ఓమ

ఠ మ

ఓమ
+ ቀ

ఠ మ

ఓమ
− 1ቁ

ଶ

൨

ෝܽ3 = 4
఍బ

ఓ
ቀ

ఓమ

ଵିఓమ
ቁ
ఠ

ఓ
=
Ͷ0߱ߞ

ଵିఓమ

⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ෝܽ1 = ቀ

௙బ

ଵିఓమ
ቁ
ଶ

+ 2
ሺఠ మିఓమ)

ଵିఓమ
− 1  

ෝܽ2 = ቂ
ସ఍బ

మఠ మାሺఠ మିఓమ)²

ሺଵିఓమ)²
ቃ

ෝܽ3 =
Ͷ0߱ߞ

ଵିఓమ

(III.131)

Donc, après simplification la condition (eq. III.122) devient :

ො଴ݔ ≥ 1 ⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଴݂ ≥ ඥ(ͳ െ ߱ଶ)ଶ ൅ Ͷߞ;߱; ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ Ǥሺܽ ሻ

࢛ࡻ

଴݂ < ඥ(ͳ െ ߱ଶ)ଶ ൅ Ͷࢋ࢚��;߱;ߞ ��݂
0

≥  
ห2ߤሺ߱ 2െͳሻെ߱2ሺͶ0ߞ

2൅߱2−1)ห

ට4−2ߤ൫2ߤെʹ 0ߞ
2൯߱ 2൅߱4

ǥ Ǥሺܾ ሻ
(III.132)

Ce qui peut être réécrit comme suit :

݈݁�ݎݑ݋ܲ ൐ߞ�ͳ�ሺݏܽܥ� ሻǣቊ݂ߤ ଴ ≥ ඥ(ͳ െ ߱ଶ)ଶ ൅ Ͷߞ;߱; ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ܿܿܣ ݉݋ ݀݋ ݊݋ݐ݅ܽ

ܵ݅ ݊݋݊ ǥ ǥ ݐܽ݌ܽ݀ܣ ݊݅݋
(III.133)

݈݁�ݎݑ݋ܲ ൑ߞ��ሺ͵�ݐ݁�ʹ�ݏܽܥ�ݏ ሻቐߤ
଴݂ ≥

ห2ߤሺ߱ 2െͳሻെ߱2ሺͶ0ߞ
2൅߱2−1)ห

ට4−2ߤ൫2ߤെʹ 0ߞ
2൯߱ 2൅߱4

ǥ ǥ ǥ ǥ ǥ ܿܿܣ ݉݋ ݀݋ ݊݋ݐ݅ܽ

ܵ݅ ݊݋݊ ǥ ǥ ݐܽ݌ܽ݀ܣ ݊݅݋

(III.134)
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La frontière de bifurcation entre les deux états dynamiques (Adaptation et Accommodation)

relatifs à la réponse des vibrations forcées de l’oscillateur élastoplastique en présence de

l’écrouissage peut être représentée graphiquement comme suit :

Fig. III.28. Frontière de Bifurcation

Cas 1 ൐ࣀ) (ࣆ : ൌࣀ ૙Ǥ૚���Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૙૞

Adaptation

Accommodation

(eq. III.133)

(eq. III.134)
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Fig. III.29. Frontière de Bifurcation

Cas 2 ൌࣀ) (ࣆ : ൌࣀ ૙Ǥ૛���Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૛

(eq. III.134)

(eq. III.133)
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Fig. III.30. Frontière de Bifurcation

Cas 3 ൏ࣀ) (ࣆ : ൌࣀ ૙Ǥ૚���Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૛

(eq. III.134)

(eq. III.133)
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Une nouvelle formule de la frontière de bifurcation est obtenue (eq. III.134) entre les deux états

dynamique (Adaptation et Accommodation), pour les deux cas de l’oscillateur élastoplastique

en présence de l’écrouissage cinématique dont le taux d’amortissement est égal ou inférieur au

coefficient de l’écrouissage, une formule qui est validée par les simulations numériques pour

différents jeux de paramètres :

Pour le cas 1 (Fig. III. 15-16), l’adaptation est illustrée après un certain nombre de cycles

initiales, une adaptation dont les paramètres se situent au-dessus de la nouvelle formule (eq.

III.134).

Pour les cas 2 et 3, la formule anciennement obtenue dans les travaux de (Challamel&Gilles,

2007), (Hammouda, 2009), et qui couvre le cas de l’oscillateur élastoplastique parfait n’est plus

valable dès que le coefficient de l’écrouissage prend une valeur positive. En effet, une

accommodation est observée (Fig. III.21-22 ; III.25-26) pour des jeux de paramètres dynamique

qui se situent au-dessous de la formule (eq. III.133), dont on aura constaté normalement une

adaptation.
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III.5.8. Étude de la Stabilité de l’oscillateur élastoplastique écrouissable

L’analyse de stabilité de la réponse périodique de l’oscillateur élastoplastique avec écrouissage

est similaire à l’analyse de stabilité développée par Masri & Caughey (Caughey, 1966), (Masri

& Caughey, 1979) pour un système à impact. La méthode utilisée est la technique de

perturbation et la propagation des erreurs, une approche similaire à l’étude de stabilité de

l’oscillateur élastoplastique parfait (§ II.5.8). En se référant à la caractérisation du cycle limite

(Fig. III.27), la perturbation peut être écrite sous forme Matricielle :

⎝

⎛

ο ଴߬

οݑ଴
οݑ௣଴
οݑሶ଴ ⎠

⎞
ா෠

→          

⎝

⎛

ο ଵ߬

οݑଵ
οݑ௣ଵ
οݑሶଵ ⎠

⎞
௉෠శ

ሱሮ

⎝

⎛

ο ଶ߬

οݑଶ
οݑ௣ଶ
οݑሶଶ ⎠

⎞ (III.135)

Avec :

ቊ
οݑሶ଴ ൌ οݑሶଶ = 0

οݑ௣଴ = (ͳ െ ଴ݑଶ)οߤ car 0݌ݑ)
= (ͳ െ 0ݑ(2ߤ + (ͳ െ ((2ߤ (III.136)

ቊ
οݑଵ ൌ οݑ଴ ǥ ǥ ǥ ����ǥ ǤǤሺݑଵ ൌ ଴ݑ + 2)

οݑ௣ଵ = (ͳ െ ଴ݑଶ)οߤ … … … 1݌ݑ)
ൌ 0݌ݑ

) (III.137)

On peut Introduire les matrices de Propagation des erreurs :

⎝

⎛

ο ଵ߬

οݑଵ
οݑ௣ଵ
οݑሶଵ ⎠

⎞ ൌ ൮

ଵଵܣ ଵଶܣ
ଶଵܣ ଶଶܣ

ଵଷܣ ଵସܣ
ଶଷܣ ଶସܣ

ଷଵܣ ଷଶܣ
ସଵܣ ସଶܣ

ଷଷܣ ଷସܣ
ସଷܣ ସସܣ

൲�

⎝

⎛

ο ଴߬

οݑ଴
οݑ௣଴
οݑሶ଴ ⎠

⎞ (III.138)

Et pour l’état parcouru ෠ܲା :

⎝

⎛

ο ଶ߬

οݑଶ
οݑ௣ଶ
οݑሶଶ ⎠

⎞ ൌ ൮

ଵଵܤ ଵଶܤ
ଶଵܤ ଶଶܤ

ଵଷܤ ଵସܤ
ଶଷܤ ଶସܤ

ଷଵܤ ଷଶܤ
ସଵܤ ସଶܤ

ଷଷܤ ଷସܤ
ସଷܤ ସସܤ

൲�

⎝

⎛

ο ଵ߬

οݑଵ
οݑ௣ଵ
οݑሶଵ ⎠

⎞ (III.139)
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Pour le Demi-cycle ሺ߬ ଴ ื ଶ߬) et à partir des deux systèmes (eq. III.138) et (eq. III.139), le

facteur d’amplification de la perturbation (ܴ), déterminant la stabilité/instabilité de la réponse

périodique peut être introduit :

൭
ο ଶ߬

οݑଶ
οݑሶଶ

൱ = ൭
ܴଵଵ ܴଵଶ ܴଵଷ
ܴଶଵ ܴଶଶ ܴଶଷ
ܴଷଵ ܴଷଶ ܴଷଷ

൱൭
ο ଴߬

οݑ଴
οݑሶ଴

൱���֜ ���൬
ο ଶ߬

οݑଶ
൰ൌ (ܴ)൬

ο ଴߬

οݑ଴
൰ (III.140)

Selon les travaux de (Masri, 1969), la Solution périodique est asymptotiquement stable si le

module de toutes les valeurs propres de la Matrice (ܴ) est inférieur à l’Unité :

|௜ߣ|) ൏ ͳ ǥ Ǥ݅ ൌ ͳǡʹ ) (III.141)

La vérification de cette condition (eq. III.141), revient à déterminer les composants des matrices

ǡ���ܴܤǡܣ) ) :

L’équation (eq. III.138) peut être réécrite sous la forme :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ο ଵ߬����������ൌ ଵଵοܣ ଴߬ ൅ ଴ݑଵଶοܣ ൅ ሺͳ െ …଴ݑଵଷοܣሻ;ߤ … 1

οݑଵ�����������ൌ ଶଵοܣ ଴߬ ൅ ଴ݑଶଶοܣ ൅ ሺͳ െ …଴ݑଶଷοܣሻ;ߤ … 2

ሺͳ െ ଵݑሻο;ߤ ൌ ଷଵοܣ ଴߬ ൅ ଴ݑଷଶοܣ ൅ ሺͳ െ …଴ݑଷଷοܣሻ;ߤ … 3

οݑሶଵ��������������ൌ ସଵοܣ ଴߬ ൅ ଴ݑସଶοܣ ൅ ሺͳ െ …଴ݑସଷοܣሻ;ߤ … .4

(III.142)

Donc :

⎩
⎪
⎨

⎪
ଶଵܣ⎧ =

஺యభ

ሺଵିఓ;ሻ
… … 1

ଶଶܣ =
஺యమ

ሺଵିఓ;ሻ
… … 2

ሺͳ െ ଶଷ��ൌܣሻ;ߤ ଷଷܣ … … 3

(III.143)

Ce qui nous conduit à écrire pour l’état élastique parcouru ሺ߬ ଴ ื ଵ߬):

൭
ο ଵ߬

οݑଵ
οݑሶଵ

൱ = ቌ

ଵଵܣ ଵଶܣ ൅ ሺͳ െ ଵଷܣሻ;ߤ ଵସܣ
ଶଵܣ
ସଵܣ

ଶଶܣ ൅ ሺͳ െ ଶଷܣሻ;ߤ ଶସܣ
ସଶܣ ൅ ሺͳ െ ସଷܣሻ;ߤ ସସܣ

ቍ ൭
ο ଴߬

οݑ଴
οݑሶ଴

൱ (III.144)
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Même raisonnement pour le système (eq. III.139) : ሺ߬ ଵ ื ଶ߬)

൝

ο ଶ߬�ൌ ଵଵοܤ ଵ߬ ൅ ଵݑଵଶଷοܤ ൅ ሶଵݑଵସοܤ … … 1
οݑଶ ൌ ଶଵοܤ ଵ߬ ൅ ଵݑଶଶଷοܤ ൅ ሶଵݑଶସοܤ … … 2
οݑሶଶ ൌ ସଵοܤ ଵ߬ ൅ ଵݑସଶଷοܤ ൅ ሶଵݑସସοܤ … … 3

(III.145)

Avec :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଶଵܤ =

஻యభ

ሺଵିఓ;ሻ
… … 1

ଶଶܤ =
஻యమ

ሺଵିఓ;ሻ
… … 2

ሺͳ െ ଶଷ���������ൌܤሻ;ߤ ଷଷܤ … … 3

(III.146)

Pour simplification, notons :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ଵଶଷܣ = ൫12ܣ ൅ ሺͳ െ ܣሻ;ߤ

13
൯

ଶଶଷܣ = ൫22ܣ ൅ ሺͳ െ ܣሻ;ߤ
23
൯

ଵଶଷܤ = ൫12ܤ ൅ ሺͳ െ ܤሻ;ߤ
13
൯

ଶଶଷܤ = ൫22ܤ ൅ ሺͳ െ ܤሻ;ߤ
23
൯

(III.147)

Ce qui nous conduit à écrire pour l’état parcouru plastique ሺ߬ ଵ ื ଶ߬):

൭
ο ଶ߬

οݑଶ
οݑሶଶ

൱ = ൭
ଵଵܤ ଵଶଷܤ ଵସܤ
ଶଵܤ
ସଵܤ

ଶଶଷܤ ଶସܤ
ସଶଷܤ ସସܤ

൱൭
ο ଵ߬

οݑଵ
οݑሶଵ

൱ (III.148)

Le système (eq. III.142) se réécrit :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ο ଵ߬����������ൌ ଵଵοܣ ଴߬ ൅ …଴ݑଵଶଷοܣ … 1

οݑଵ�����������ൌ ଶଵοܣ ଴߬ ൅ …଴ݑଶଶଷοܣ … 2

οݑሶଵ������ൌ ସଵοܣ���� ଴߬ ൅ …଴ݑସଶଷοܣ … . .3

(III.149)

À l’instant ( ଵ߬ ): ሺ߬ݒ ଴ǡ߬ ଵǡݑ଴ሻൌ ଵݒ = (ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ

En appliquant l’approche de petites perturbations :

)ݒ ଴߬ ൅ ο ଴߬ǡ߬ ଵ ൅ ο ଵ߬ǡݑ଴ ൅ ȟݑ଴) ൌ )ݒ ଴߬ǡ߬ ଵǡݑ଴) ൅ ο ଴߬
డ௩ሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛబ
൅ ο ଵ߬

డ௩ሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛభ
൅ οݑ଴

డ௩ሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డ௨బ
=

(ͳ െ (ଶߤ ൅ ଵݑ;ߤ (III.150)
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En simplifiant encore (eq. III.150) :

ο ଴߬
డ௩ሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛబ
൅ ο ଵ߬

డ௩ሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛభ
൅ οݑ଴

డ௩ሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డ௨బ
= 0 (III.151)

Donc :

ο ଵ߬ = −
ሺ߬ݒ߲ 0ǡ߬ 1ǡ0ݑሻȀ߲ 0߬
ሺ߬ݒ߲ 0ǡ߬ 1ǡ0ݑሻȀ߲ 1߬

ο ଴߬ −
ሺ߬ݒ߲ 0ǡ߬ 1ǡ0ݑሻȀ߲ 0ݑ
ሺ߬ݒ߲ 0ǡ߬ 1ǡ0ݑሻȀ߲ 1߬

οݑ଴ (III.152)

En comparant (eq. III.152) avec (eq. III.149.1) :

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
ଵଵܣ⎧           = −

డ௩ሺఛబǡఛభǡ௨బሻȀడఛబ

డ௩ሺఛబǡఛభǡ௨బሻȀడఛభ

ଵଶଷܣ        = −
డ௩ሺఛబǡఛభǡ௨బሻȀడ௨బ

డ௩ሺఛబǡఛభǡ௨బሻȀడఛభ

��ଵସܣ = 0

(III.153)

À l’instant ଵ߬ :

ଵݑ ൌ ଴ݑ ൅ ʹ ������ฺ ��οݑଵ ൌ οݑ଴ (III.154)

En comparant (eq. III.154) avec (eq. III.149.2) :

൝
οݑଵ ൌ οݑ଴

οݑଵ ൌ ଶଵοܣ ଴߬ ൅ ଴ݑଶଶଷοܣ

������������ฺ ൝

ଶଵܣ = 0
ଶଶଷܣ = 1
ଶସܣ = 0

(III.155)

Egalement, on a à l’instant ଵ߬ :

οݑሶଵ( ଴߬ǡ߬ ଵǡݑ଴) ൌ ο ଴߬
డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛబ
൅ ο ଵ߬

డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛభ
൅ οݑ଴

డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డ௨బ
(III.156)

En remplaçons (eq. III.149.1) dans (eq. III.156) :

οݑሶଵ ൌ ο ଴߬
డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛబ
+ ଵଵοܣ) ଴߬ ൅ (଴ݑଵଶଷοܣ

డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛభ
൅ οݑ଴

డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డ௨బ
(III.157)

Ce qui nous conduit à écrire aussi :

οݑሶଵ ൌ ο ଴߬ቀ
డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛబ
൅ ଵଵܣ

డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛభ
ቁ൅ οݑ଴ቀ

డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డ௨బ
൅ ଵଶଷܣ

డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛభ
ቁ (III.158)
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En comparant (eq. III.149.3) et (eq. III.158) :

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
ସଵܣ⎧ =

డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛబ
൅ ଵଵܣ

డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛభ
ൌ ቆ

ങೠ̇భ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓబ
ങೠ̇భ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

൅ ଵଵቇܣ

ସଶଷܣ =
డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డ௨బ
൅ ଵଶଷܣ

డ௨ሶభሺఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛభ
ൌ ቆ

ങೠ̇భ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങೠబ
ങೠ̇భ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

൅ ଵଶଷቇܣ

��ସସܣ = 0

(III.159)

Même raisonnement pour le système d’équations (eq. III.145), à l’instant ଶ߬ :

οݑሶଶ( ଵ߬ǡ߬ ଶǡݑ଴ǡݑሶଵ) = 0 (III.160)

En appliquant l’approche de petites perturbations :

ο̇ݑଶ( ଵ߬ǡ߬ ଶǡݑ଴ǡ̇ݑଵ) ൌ ο ଵ߬
డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛభ
൅ ο ଶ߬

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛమ
൅ οݑ଴

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨బ
൅ ο̇ݑଵ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨ሶభ
= 0 (III.161)

Donc :

ο ଶ߬
డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛమ
ൌ െο ଵ߬

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛభ
െ οݑ଴

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨బ
െ οݑሶଵ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨ሶభ
(III.162)

On peut écrire également :

ο ଶ߬ = −
డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడఛభ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడఛమ
ο ଵ߬ −

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడ௨బ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడఛమ
οݑ଴ −

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడ௨ሶభ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడఛమ
οݑሶଵ (III.163)

En comparant (eq. III.163) avec (III.145.1), et considérant (III.137.1) :

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
ଵଵܤ⎧           = −

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడఛభ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడఛమ

ଵଶଷܤ         = −
డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడ௨బ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడఛమ

ଵସܤ        = −
డ௨̇మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨̇భ)Ȁడ௨̇భ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడఛమ

III.164)
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D’autre part, en réécrivant (eq. III.160) en prenant en compte (eq. III.145) :

οݑሶଶ ൌ ο ଵ߬
డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛభ
+ ଵଵοܤ) ଵ߬ ൅ ଵݑଵଶଷοܤ ൅ (ሶଵݑଵସοܤ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛమ
൅ οݑ଴

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨బ
+

οݑሶଵ
డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨ሶభ
(III.165)

Donc :

οݑሶଶ ൌ ο ଵ߬ቀ
డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛభ
൅ ଵଵܤ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛమ
ቁ൅ οݑ଴ቀ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨బ
൅ ଵଶଷܤ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛమ
ቁ൅ οݑሶଵቀ

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨ሶభ
+

ଵସܤ
డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛమ
ቁ (III.166)

En Comparant (eq. III.166) et (eq. III.145.3) :

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
ସଵܤ⎧ =

)2ݑ߲̇ 1߬ǡ߬ 2ǡ0ݑǡ̇1ݑ)

߲߬ 1
൅ 11ܤ

)2ݑ߲̇ 1߬ǡ߬ 2ǡ0ݑǡ̇1ݑ)

߲ 2߬
= 2

)2ݑ߲̇ 1߬ǡ߬ 2ǡ0ݑǡ̇1ݑ)

߲߬ 1

ସଶଷܤ =
)2ݑ߲̇ 1߬ǡ߬ 2ǡ0ݑǡ̇1ݑ)

0ݑ߲
൅ 123ܤ

)2ݑ߲̇ 1߬ǡ߬ 2ǡ0ݑǡ̇1ݑ)

߲߬ 2
= 2

)2ݑ߲̇ 1߬ǡ߬ 2ǡ0ݑǡ̇1ݑ)

0ݑ߲

ସସܤ =
)2ݑ߲̇ 1߬ǡ߬ 2ǡ0ݑǡ̇1ݑ)

1ݑ߲̇
൅ 14ܤ

)2ݑ߲̇ 1߬ǡ߬ 2ǡ0ݑǡ̇1ݑ)

߲߬ 2
= 2

)2ݑ߲̇ 1߬ǡ߬ 2ǡ0ݑǡ̇1ݑ)

1ݑ߲̇

(III.167)

Pour l’état parcouru plastique aussi ሺ߬ ଵ ื ଶ߬):

οݑଶ( ଵ߬ǡ߬ ଶǡݑ଴ǡ̇ݑଵ) ൌ ο ଵ߬
డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛభ
൅ ο ଶ߬

డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛమ
൅ οݑ଴

డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨బ
൅ ο̇ݑଵ

డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨ሶభ
(III.168)

En remplaçant (eq. III.145.1) dans (eq. III.168) :

οݑଶ ൌ ο ଵ߬
డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛభ
+ ଵଵοܤ) ଵ߬ ൅ ଵݑଵଶଷοܤ ൅ (ሶଵݑଵସοܤ

డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛమ
൅ οݑ଴

డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨బ
+

οݑሶଵ
డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨ሶభ
(III.169)

En simplifiant cette dernière équation, sachant que (οݑଵ ൌ οݑ଴) :

οݑଶ ൌ ο ଵ߬ቀ
డ௨మ

డఛభ
൅ ଵଵܤ

డ௨మ

డఛమ
ቁ൅ οݑ଴ቀ

డ௨మ

డ௨బ
൅ ଵଶଷܤ

డ௨మ

డఛమ
ቁ൅ οݑሶଵቀ

డ௨మ

డ௨ሶభ
൅ ଵସܤ

డ௨మ

డఛమ
ቁ (III.170)

En Comparant (eq. III.145.2) avec (eq. III.170) :

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
ଶଵܤ⎧ =

డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడఛభ

డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడఛమ
൅ ଵଵܤ

ଶଶଷܤ =
డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడ௨బ

డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడఛమ
൅ ଵଶଷܤ

ଶସܤ =
డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨̇భ)Ȁడ௨̇భ

డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)Ȁడఛమ
൅ ଵସܤ

(III.171)
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(R) peut être reformulé comme ceci :

ܴ ൌ [ܤ] ∗ ֜�����[ܣ] ܣ ൌ ൭
ଵଵܣ ଵଶଷܣ 0

0 1 0
ସଵܣ ସଶଷܣ 0

൱����݁ܤ����ݐ ൌ ��൭
ଵଵܤ ଵଶଷܤ ଵସܤ
ଶଵܤ ଶଶଷܤ ଶସܤ
ସଵܤ ସଶଷܤ ସସܤ

൱ (III.172)

Finalement (R) s’écrit :

ܴ ൌ ൭
ܴଵଵ ܴଵଶ ܴଵଷ
ܴଶଵ ܴଶଶ ܴଶଷ
ܴଷଵ ܴଷଶ ܴଷଷ

൱ ൌ ቌ

ଵଵܤଵଵܣ) ൅ (ଵସܤସଵܣ ଵଶଷܣଵଵܤ) ൅ ଵଶଷܤ ൅ (ଵସܤସଶଷܣ 0
ଶଵܤଵଵܣ) ൅ (ଶସܤସଵܣ ଵଶଷܣଶଵܤ) ൅ ଶଶଷܤ ൅ (ଶସܤସଶଷܣ 0
ସଵܤଵଵܣ) ൅ (ସସܤସଵܣ ଵଶଷܣସଵܤ) ൅ ସଶଷܤ ൅ (ସସܤସଶଷܣ 0

ቍ (III.173)

Le système global devient après réduction de dimension (οݑሶ଴ ൌ οݑሶଶ = 0) :

൭
ο ଶ߬

οݑଶ
ο̇ݑଶ

൱ൌ ൭
ଵܴଵ ଵܴଶ ଵܴଷ

ܴଶଵ ܴଶଶ ܴଶଷ
ܴଷଵ ܴଷଶ ܴଷଷ

൱൭
ο ଴߬

οݑ଴
ο̇ݑ଴

൱�֜ �൬
ο ଶ߬

οݑଶ
൰ൌ ൬

ଵଵ൅ܤଵଵܣ) (ଵସܤସଵܣ ଵଶଷ൅ܣଵଵܤ) ଵଶଷ൅ܤ (ଵସܤସଶଷܣ

ଶଵ൅ܤଵଵܣ) (ଶସܤସଵܣ ଵଶଷ൅ܣଶଵܤ) ଶଶଷ൅ܤ (ଶସܤସଶଷܣ
൰൬
ο ଴߬

οݑ଴
൰(III.174)

Donc, la matrice (R) se réécrit :

ܴ ൌ ቌ
ܴ11 ܴ12

ܴ21 ܴ22

ቍ = ቆ
൫11ܤ11ܣ ൅ 14൯ܤ41ܣ 123ܣଵଵܤ) 123ܤ+ ൅ (14ܤ423ܣ

൫21ܤ11ܣ ൅ 24൯ܤ41ܣ 123ܣଶଵܤ) 223ܤ+ ൅ (24ܤ423ܣ
ቇ (III.175)

Avec les termes suivants :
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⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

ܴଵଵ = ቌቆ−

ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓబ
ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

ቇቆ−

ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓభ
ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

ቇቍ + ൮ቌ

ങೠ̇భ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓబ
ങೠ̇భ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

+ ቆ−

ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓబ
ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

ቇቍቆ−

ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങೠ̇భ
ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

ቇ൲

ܴଵଶ = ቌቆ−

ങೠሶమ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠሶభ)

ങഓభ
ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

ቇቆ−

ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങೠబ
ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

ቇቍ + ቆ−

ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങೠబ
ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

ቇ+ ቌ

ങೠ̇భ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങೠబ
ങೠ̇భ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

+ ቆ−

ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങೠబ
ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

ቇቍቆ−

ങೠሶమ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠሶభ)

ങೠ̇భ
ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

ቇ

ܴଶଵ = ቆ−

ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓబ
ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

ቇቆ

ങೠమ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓభ
ങೠమ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

+ ቆ−

ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓభ
ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

ቇቇ+ ൮ቌ

ങೠ̇భ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓబ
ങೠ̇భ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

+ ቆ−

ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓబ
ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

ቇቍቆ

ങೠమ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങೠ̇భ
ങೠమ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

+ ቆ−

ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങೠ̇భ
ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

ቇቇ൲

ܴଶଶ = ቌቆ

ങೠమ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓభ
ങೠమ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

+ ቆ−

ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓభ
ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

ቇቇቆ−

ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങೠబ
ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

ቇቍ + ቆ

ങೠమ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങೠబ
ങೠమ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

+ ቆ−

ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങೠబ
ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

ቇቇ+ ቌ

ങೠ̇భ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങೠబ
ങೠ̇భ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

+ ቆ−

ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങೠబ
ങೡ(ഓబǡഓభǡೠబ)

ങഓభ

ቇቍቆ

ങೠమ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങೠ̇భ
ങೠమ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

+ ቆ−

ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങೠ̇భ
ങೠ̇మ(ഓభǡഓమǡೠబǡೠ̇భ)

ങഓమ

ቇቇ

(III.176)

Pour un coefficient d’écrouissage nul (µ=0), la matrice (R) devient un scalaire du fait que ଴ݑ߲) = 0), et ainsi on retombe sur le facteur de

perturbation définissant la stabilité/instabilité du système (R) (eq. II. 79) pour le système de l’oscillateur élastoplastique parfait.

Pour l’exemple d’étude (Cas 1 Si ൐ߞ ,(ߤ le module des valeurs propres ௜��Ǣ�݅ߣ) ൌ ͳǡʹ ) de la matrice (R), est toujours inférieur à l’unité ce qui

traduit la stabilité du système élastoplastique écrouissable (Voir Fig. III.31), suivant les organigrammes suivants :
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Déclaration des Paramètres Dynamiques Fixes :

,ߤ) ଴݂, (ߞ

Résolution Semi-Analytique

en fonction de (߱ǡݕ)

(ऍऎ െ ऋ ऐ)૛ + (ऍएെ ऌऐ)૛ = (ऋ एെ ऌऎ )૛

Extraction des données

(࣓ (࢏࢟,࢏

Déclaration des systèmes d’équations

(eq. III.112 ; eq. III.115 )

Equations (III.94 ; III.101 ; III.110)

ഥ࢟ ࢛

Tracée Implicite de la courbe

ൌݕ߱ ݂ሺ߱ ሻ

Pour (࣓ ,࢏ ഥ࢟࢏)

Paramètres Numériques

(ऋ ǡऌǡऍǡऎǡएǡऐ)

En Fonction de (࣓ (࢏࢟,࢏

(eq. III.117): Cos(߱ ଴߬) =
(ऍए−ऌऐ)

(ऋ एെऌऎ )

Obtention des Temps de Transition
ሺ࣎ ૙ǡ࣎ ૚ǡ࣎ ૛ǡ࢛ ૙࢏

) pour ሺ࣓ ǡ࢟࢏ (࢏

Fin
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Obtention des Temps de Transition

( ૙࣎, ૚࣎, ૛࣎)

Paramètres du Cycle Limite

ቐ

ଵሺ߬ݒ ଴ǡ߬ ଵ)
ሶଶሺ߬ݑ ଵǡ߬ ଶ)
)ଶݑ ଵ߬, ଶ߬)

En Fonction de ሺ࣓ ǡ࢟ ǡ࢛ ૙)

Termes Numériques de La Matrice [R]

(eq.III.176) : ൞

ܴଵଵ
ܴଵଶ
ܴଶଵ
ܴଶଶ

En Fonction de ሺ࣓ ǡ࢛࢏ǡ࢟ഥ࢏ ૙࢏
ǡ࣎ ૙࢏

ǡ࣎ ૚࢏
ǡ࣎ ૛࢏

)

Paramètres de La Matrice [R]

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

డ௩(ఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛబ
;

డ௩(ఛబǡఛభǡ௨బ)

డఛభ
;

డ௩(ఛబǡఛభ)

డ௨బ
డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛభ
;
డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛమ
;

డ௨ሶమ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨బ
డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛభ
;

డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డఛమ
;
డ௨మ(ఛభǡఛమǡ௨బǡ௨ሶభ)

డ௨బ

En Fonction de ሺ࣓ ǡ࢟ ǡ࢛ ૙)

Pour (࣓ (࢏૙࢛,࢏࢟,࢏ Correspondants à( ૙࣎࢏, ૚࣎࢏, ૛࣎࢏)

Valeurs Propres de La Matrice [R]

=௜ߣ ൬
ଵߣ
ଶߣ
൰ൌ ۳ î۽�����[܀]ܛ܍ܝܔ܉ܞܖ܍܏ܑ ����ܴ ൌ ቌ

ܴ11

⬚
ܴ12

⬚
ܴ21 ܴ22

ቍ

Tracer Les Courbes

൝
ଵߣ ൌ ሺ࣓ࢌ (࢏

⬚
ଶߣ ൌ ሺ࣓ࢌ (࢏

Fin
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Fig. III.31. Stabilité de l’oscillateur élastoplastique écrouissable

Cas 1 ൐ࣀ) (ࣆ : ૙ࢌ ൌ ૛���Ǣࣀ��ൌ ૙Ǥ૙૛���Ǣࣆ�� ൌ ૙Ǥ૙૚
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III.6. L’Oscillateur inélastique à 2 Degré de Liberté (2 DDL)

Dans cette section, l’oscillateur simple (Fig. III.32) dont la loi de comportement est

élastoplastique en présence de l’écrouissage (Fig III.1 & eq. III.18-20) est étudié après

couplement avec une masse additionnelle présentant une loi de comportement non linéaire (Fig.

III.33) ou linéaire par morceaux (Piecewise Linear Behaviour) et ayant une énergie potentielle

(NonLinear Energy Sink-NES with Potential). L’objectif est d’obtenir une solution exacte

analytiquement par la méthode de conduite des évènements de temps ( time-event-driven

method), le système global est illustré ci-dessous :

Fig. III.32. Système Élastoplastique Écrouissable Couplé à 2DDL
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Les caractéristiques dynamiques de ce système à 2DDL sont :

A/ Système élastoplastique écrouissable (Fig. III.1) :

La masse principale (M), est attachée à un ressort élastoplastique en présence de l’écrouissage

;ߤ) : Coefficient d’écrouissage), avec un coefficient d’amortissement .(ߞ)

B/ Système inélastique Bilinéaire (Fig. III.33) :

La masse additionnelle (m), est attachée à la masse principale avec un ressort non-linéaire

(linéaire par morceau NES), avec un amortissement .(ଵ଴ߣߝ)

Les paramètres de ce système sont :

• La rhéologie du système est définie par : �et;ߤ ߞ

• ൌߝ
௠

ெ
≪ 1: NES

• L’équivalence entre l’amortissement du Système couplé et celui de la masse (M) : ʹ ൌߦ ߞߝ

• Variable interne de la masse principale ௣ݑ appelée : le déplacement plastique.

• Excitation extérieure du système à 2DDL : ଴݂ ൌ ߝ݂ ଵ଴

• Excitation de la masse m (NES) :

Fig. III.33. Loi de comportement de la masse additionnelle (NES)
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Le système couplé (Fig III.32) est contrôlé par les équations de mouvement combinées des deux

oscillateurs dynamiques (La masse principale M et la masse additionnelle m), après

adimensionnement des paramètres, pour chaque état dynamique :

Cet oscillateur à 2 DDL peut avoir 3 possibles phases suivant le comportement de chacune des

masses :

* Comportement de la masse principale (M) :

a) Phase élastique ,(෠ܧ)

b) Phase plastique avec chargement (ܲା෢ ),
c) Phase plastique avec déchargement (ܲ෢ି ),

* Comportement de la masse additionnelle (m) : Fig. III.33

a) Phase (1) : chargement nul si െ]�אݔ) ǡܽܽ ]),
b) Phase (2) : chargement Positif égale à ሺܿݔെ ܽሻsi [�אݔ) ǡܽ൅λ [),
c) Phase (2) : chargement Négatif égale à ሺܿݔ൅ ܽሻsi െλ[�אݔ) ǡെ [ܽ),

les combinaisons possibles de toutes les éventualités des états sont regroupées en (Fig. III.34),

chaque état est gouverné par un jeux de paramètres de deux équations différentielles de second

ordre pour un temps initial ( ଴߬) et pour des conditions initiales données.

(III.177)

(III.178)

(III.179)



Chapitre III III.6. L’Oscillateur Inélastique à 2 DDL

178

178

Fig. III.34. Tous les états possibles du système couplé à 2 DDL

Les trois possibles états impliquant une force nulle de la masse additionnelle (phase 1 Fig.

III.33), réunissent un problème de dimension (3), tandis que les autres cas la dimension du

problème est de taille (4). Pour la résolution du système (de dimension 3 ou 4), introduisons le

vecteur ܻᇱሺݑǡݕǡݑሶǡݕሶሻ, représentant chaque état possible sous la forme matricielle suivante, en

fonction du temps initial ଴߬ et le vecteur des conditions initiales ( ଴ܻ ൌ ܻሺ߬ ଴)) :

Avec :

(III.180)

(III.181)
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Et :

Avec :

Les paramètres de chaque cas de problème (eq. III.180 ; III.182) sont résumés dans le

tableaux suivant pour chaque possible état :

Tab. III.1. Paramètres du système selon chaque état possible

(III.182)

(III.183)
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Nous partons du principe que les matrices [A3] et [A4] sont diagonisables, donc, leurs valeurs

propres ௜�Ǣ݅ߙ) א ሾͳǡͶሿ) sont distinctes, et leurs vecteurs propres correspondants ( ௜ܲ�Ǣ݅ א ሾͳǡͶሿ)

sont inversibles, et utilisés pour la solution globale qui prend la forme suivante pour le probleme

de dimension (3) :

Et pour le problème de dimension (3), la solution entière est donnée par :

Lors de l’étude de la réponse de ce système global couplé à 2 DDL, nous introduisons les

variables ( ǡ߭߱ ) qui représentent respectivement le centre de masses et le déplacement relatif),

ainsi que les variables complexes suivantes :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

߭ൌ ൅ݑ ݕߝ
߱ ൌ െݑ ݕ

ϕଵ݁
௜ఛ ൌ ߱ሺ߭ ሶ൅ ݅߭ ሻ

ϕଶ݁
௜ఛ ൌ ߱ሺ߱ ሶ൅ ݅߱ ሻ

ϕ = lim
ఛబ՜ ஶ

ϕଶ( ଴߬ǡ߬ ଵ… )

(III.186)

L’analyse de la dynamique de ce système est menée au tour de la résonance [1 :1] en imposant

(߱ ൌ ͳ ൅ ,(ߪߝ pour des petites valeurs de taux d’écrouissage (Voir, Weiss, 2016), (Weiss

&Chenia, 2016). Les équations sont convergentes et pour des pas de temps très petites ( ଴߬ =

ଵ߬�ݐ݁߬� ൌ ߝ߬ ), nous avançons l’hypothèse que (ϕଵ (Ԅଶݐ݁ ne dépondent pas des itérations du

temps ଴߬ ou bien tendent vers un état asymptotique pour ( ଴߬ →  ∞) :

൝

డமభ

డఛబ
= 0

ϕଵ ൌ (ሺԄǡԄଶܪ
(III.187)

(III.184)

(III.185)
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(H) est une fonction permettant l’introduction des amplitudes (N1 et N2) appelées Invariant

manifold comme ceci :

ቊ
ϕଵ ൌ ܰଵ݁

௜ఋభ

Ԅൌ ܰଶ݁
௜ఋమ

(III.188)

Ces amplitudes (N1 et N2) peuvent être obtenues par :

Dont :

On réécrit les dérivées suivantes :

Dont les expression (f, g, et C) nous fournissent des points d’équilibre (݂ൌ ݃ ൌ Ͳ�݁ܥ�ݐ ് Ͳ���՜

régime périodique pour u et y), et un cas très singulier (݂ ൌ ݃ ൌ ܥ ൌ Ͳ�՜ existence d’une

réponse fortement modulée dite SMR).

Des simulations numériques ont été faites sur un temps très réduit (03 unités de temps), pour

montrer la forme de la réponse du système couplé à 2 DDL, par la représentation temporelle du

déplacement des masses séparément pour des jeux de paramètres choisis. On peut montrer

également le changement des états par le changement du type de lignes (ligne continue pour

l’état élastique (ݔ)ܨ�ݐ෠�݁ܧ ൌ ሺܿݔെ ܽሻ, pointée pour l’état élastique (ݔ)ܨ�ݐ෠�݁ܧ ൌ ሺܿݔ൅ ܽሻ ,

discontinue pour l’état élastique (ݔ)ܨ�ݐ෠�݁ܧ = 0).

(III.190)

(III.191)

(III.189)
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Fig. III.35. Déplacement de la masse principale durant 3 unités de temps
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Fig. III.36. Déplacement de la masse additionnelle durant 3 unités de temps
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Fig. III.37. Déplacement de la masse principale en fonction du temps
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Fig. III.38. Déplacement de la masse additionnelle en fonction du temps
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Fig. III.39. Amplitude du système couplé

Ligne Continue : Solution numérique ;

Ligne discontinue : Solution analytique représentée par (eq. III.189)
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Fig. III.40. Portrait de phases général pour le système couplé et réduit

(X : point d’équilibre ; : points singuliers SMR)
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Le couplage de notre masse principale (M) ayant un comportement élastoplastique en présence

de l’écrouissage cinématique, à une masse secondaire (m) qui représente un absorbeur non

linéaire (NES), donnant ainsi l’outil de contrôle -vibratoire- passif des structures qui fournisse

le moyen de les protéger contre les phénomènes dynamiques : les chocs, comme les brusques coups

de vent ou les vibrations, dues à une excitation harmonique extérieure comme le trafic routier, par

exemple. Leur contrôle est habituellement assuré par des amortisseurs linéaires, les Tuned Mass

Damper (TMD), ou des éléments frottants pour augmenter l'amortissement. L’objectif d’un tel

système couplé (Fig. III.32) est d'évaluer si ces dispositifs peuvent être remplacés par des

amortisseurs non linéaires, ou « Nonlinear Energy Sink (NES) », et s'ils peuvent être plus efficaces,

soit par une masse ajoutée moindre, soit par un contrôle plus robuste.

La réponse de la masse principale du système est illustrée en (Fig. III.35) pour 3 unités de temps,

et (Fig. III.37) pendant une durée très importante ; et de même pour la masse additionnelle

(Absorbeur non linéaire NES) en Fig. III.36 et Fig. III.38.

La Figure III.39 illustre clairement le rapport entre les amplitudes des masses du système

dynamique, où la solution analytique du problème sert de carte de référence dégageant des zones

comportementales de stabilité/instabilité de la solution numérique du système.

Le portrait de phases (Fig. III.40), obtenu à partir du système d’équations (eq III.191), met en

évidence l’existence de 4 point singuliers (SMR), et un seul point d’équilibre, dans la région

instable située entre les deux valeurs de (ܰଶ) correspondantes aux extrémités du domaine

d’instabilité (Fig. III.39).

Ce type d’analyse d’un tel système cultive fortement la perspective d’étudier un système de

contrôle passif des structures par un absorbeur réel, dont on peut en fabriquer un prototype à

base des simulations numériques des vibrations. Des essais expérimentaux ont été réaliser

(Weiss & Chenia et al., 2016), dont le contrôle des vibrations d’un câble est fait à partir d’un

dispositif amortissant posé au centre. Les manipulations consistaient à étudier le cas où le NES

est bloqué, c’est-à-dire sans mouvement relatif par rapport au câble, et débloqué à deux amplitudes

de lâché différentes. Les essais du prototype sur un banc de traction ont permis la mise en évidence

la fiabilité du contrôle du NES agissant sur les vibrations du câble. Ils ont aussi permis de montrer

l’existence d’un effet de seuil, à partir duquel le NES est beaucoup plus efficace dans les premiers

instants. Ce constat est utilisé pour dimensionnement et permet d’améliorer significativement les

performances du dispositif amortissant (NES) contre les sollicitations que l’on souhaite contrôler.
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III.7. Conclusion

Le présent chapitre a été consacré à l’étude de la dynamique et de la réponse d’un oscillateur

élastoplastique amorti symétrique en présence de l’écrouissage cinématique. La détermination

de sa réponse dynamique à partir de la résolution de ses équations de mouvement est ainsi établi

suivant trois cas bien distincts selon le rapport entre le taux d’amortissement (ߞ) et le nouveau

paramètres structurel (µ) qui intervient et qui représente le taux d’écrouissage dans le domaine

plastique.

La réponse d’un tel oscillateur a été obtenue pour les vibrations libres et forcées, pour des jeux

de paramètres dynamiques choisis. La frontière de bifurcation pour chaque cas, est représentée

par une nouvelle formule introduisant le coefficient de l’écrouissage comme un paramètre clé.

L’étude de stabilité dynamique du système élastoplastique en présence de l’écrouissage a été

menée par la méthode de perturbations et de propagation d’erreurs, suivant le même schéma

que celui de l’oscillateur élastoplastique parfait.

Notre modèle numérique modélisant un oscillateur à une masse a été également couplé à une

autre masse additionnelle (absorbeur amortissant NES) faisant ainsi la construction d’un

nouveau système dynamique à 2 DDL, montrant la capacité de mener des études approfondies

sur un oscillateur élastoplastique en présence de l’écrouissage notamment dans le calcul,

l’analyse et la conception des capteurs et absorbeurs d’oscillations utilisant la dynamique des

systèmes non linéaires.
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Conclusions Générales et Perspectives

Le fait de connaître les notions de base pour la théorie des systèmes non réguliers (non

linéaires), ainsi que les états limites pour le type du chargement cyclique est un pas vers le

contrôle de leur stabilité. La modélisation classique de l’oscillateur simple à un degré de liberté,

dont la loi de comportement est bilinéaire, est tout à fait acceptable pour l’étude des vibrations

de systèmes ou les amplitudes restent modérées. Dès que ces amplitudes deviennent

importantes, le matériau constitutif est sollicité au-delà de son domaine d’élasticité et le

comportement du système devient non-linéaire.

Cette thèse a traité les problèmes liés à la dynamique et la stabilité des systèmes élastoplastique

(parfaitement plastique dans le Chapitre II, et en présence de l’écrouissage cinématique dans le

Chapitre III). La formulation des équations de mouvement de chaque système élastoplastique a

été présentée par des écritures généralisées utilisant des paramètres adimensionnels, afin de les

utiliser lors des simulations numériques de la réponse dynamique de chaque cas d’étude i.e.

pour les vibrations libres en perturbant uniquement les conditions initiales, ou bien pour les

vibrations forcées conduites par une force extérieur sinusoïdale.

Les simulations numériques ont monté la forme géométrique des états du système (Adaptation

et Accommodation), en fonction des paramètres structuraux choisis, qui dépondent de la

caractérisation du cycle limite par l’obtention semi-analytique des temps de transition.

L’étude de stabilité dynamique de chaque système bilinéaire a été menée par l’approche de

propagation d’erreur pour des petites perturbations des variables du problème, dont on a pu

constater que le coefficient de l’écrouissage joue un rôle très important en augmentant la

dimension du problème, et ainsi transformant le facteur de stabilité/instabilité d’un scalaire à

une matrice de taille (2x2).

La frontière de bifurcation pour chaque cas (système parfait ou en présence de l’écrouissage),

est représentée par une nouvelle formule introduisant le coefficient de l’écrouissage comme un

paramètre clé (définissant le cas de l’étude par rapport au taux d’amortissement), autrement que

celle du système élastoplastique parfait.
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le modèle numérique du système élastoplastique en présence de l’écrouissage modélisant un

oscillateur à une masse a été également couplé à une autre masse additionnelle faisant ainsi la

construction d’un nouveau système dynamique à 2 DDL, montrant la capacité de mener des

études approfondies sur un oscillateur élastoplastique en présence de l’écrouissage cinématique

particulièrement dans le calcul, l’analyse et la conception des capteurs et absorbeurs

d’oscillations utilisant la dynamique des système non linéaires.

Nous pouvons également citer plusieurs perspectives peuvent enrichir le sujet et qui peuvent

entrer dans le cadre d’une éventuelle formation postdoctorale permettant l’obtention

l’habilitation à diriger des recherches dans le domaine de la dynamique des systèmes ou la

dynamique des structures :

 Aborder le cas d’un séisme réel sur une structure inélastique.

 Etudier le cas de l’oscillateur élastoplastique endommageable.

 Etudier le système dynamique avec un taux d’écrouissage négatif (µ<0).

 Etudier la dynamique d’une structure à échelle réduit couplée à un absorbeur (NES).
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