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RESUME

Soit f : R™ — R. On cherche a résoudre le probléme de minimisation sans contraintes

suivant :

(P): min{f (z):2z € R"} (1)
La méthode du gradient conjugué génére une suite {z}, .y de la maniére suivante :

Tkl :.'Ek—i-akdk’ ]{3:0,1,2,....7 (2)

ar > 0 est le pas qu’'on calcule & chaque itération k en utilisant des recherches linéaires

exactes ou inexactes. Les recherches linéaires exactes sont obtenues par la relation :

f (:)Sk + Oékdk) = I(ilzlglf (ZL’k + Oédk) (3)

Les directions dj, sont définies par

— k=0
d=3 & > (4)
— g + Brdi—1 sik>1

Belloufi et Benzine ([49]) ont proposé une nouvelle direction d?? définie comme suit :

S if k=0
dkBB _ ”9le . (5)
—ng + di—1 ifk>1
k

Belloufi et Benzine ([49]) ont obtenu leur résultat de convergence en utilisant la recherche

linéaire inexacte de Wolfe forte suivante :

f (@ + ardy) < flax) + argy di (6)

vi



g (z + akdk)T di| < —og,{dk (7)

0&56]0,%[6’5 o€ ]0,1].

Dans ce travail, on propose un nouveau algorithme qu’on a appelé : Conjugate gradient
Boumediene Benzine Belloufi et noté CGBBB. On démontre la convergence globale et on
prouve qu’il est numériquement performant. Pour arriver & ce but, on utilise une recherche
linéaire exacte (3).

Mots clés : Optimisation sans contraintes, gradient conjugué, algorithme, recheche
linéaire inexacte,Régle d’Armijo, Regle de Wolfe (forte et faible), recheche linéaire exacte,
convergence globale, Algorithme, Convergence globale,Recheche linéaire inexacte,

, Méthode de Hestenes-Stiefel, Méthode de Fletcher-Reeves, Méthode de Polak-Ribiére-
Polyak, Méthode de la descente conjuguée, Méthode de Dai-Yuan,Méthode hybride du

Gradient conjugué

Boumediene Amina vii Université Badji Mokhtar Annaba,



ABSTRACT

Nonlinear conjugate gradient (CG) methods are widely used for solving large scale
unconstrained optimization problems. Many studies have been devoted to develop and
improve these methods. In this thesis, we aim to study the global convergence of the
CGBBB conjugate gradient method with exact line search
Key words : Unconstrained optimization Conjugate gradient, Algorithm, Global conver-
gence, Inexact line search, Armijo line search, Strong Wolfe line search, Weak Wolfe
line search, global convergence, Hestenes-Stiefel Method, Fletcher-Reeves Method, Polak-
Ribiere-Polyak Method, Conjugate descent Method, Dai-Yuan Method , Hybrid Conju-
gate Gradient Method.
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INTRODUCTION

[’optimisation peut étre définie comme la science qui détermine la meilleure solution &
certains problémes mathématiquement définis, qui sont souvent des modeéles de problémes
concrets (économie, physique, chimie, biologie...).

L’optimisation recouvre 1’étude des critéres d’optimalité pour les différents problémes,
la détermination des méthodes algorithmiques des solutions, I’é¢tude de la structure de
telles méthodes et I'expérimentation de I’ordinateur avec ces méthodes avec des problemes

de la vie courante .

D’un point de vue mathématique, 1‘'optimisation consiste a rechercher le minimum ou

le mazimum d’une fonction avec ou sans contraintes.
[’optimisation posséde ses racines au 18iéme siécle dans les travaux de :
-Taylor, Newton , Lagrange, qui ont élaboré les bases des développements limités.

- Cauchy ([9]) fut le premier a mettre en ceuvre une méthode d’optimisation, méthode

du pas de descente, pour la résolution de problémes sans contraintes.

Il faut attendre le milieu du vingtiéme siécle, avec I’émergence des calculateurs et
surtout la fin de la seconde guerre mondiale pour voir apparaitre des avancées spectacu-
laires en termes de techniques d’optimisation. A noter, ces avancées ont été essentiellement

obtenues en Grande Bretagne.

De nombreuses contributions apparaissent ensuite dans les années soixante. G.Zoutendijk
([20]), C. W. Carroll ([11]), P.Wolfe ([54]), R. Fletcher et M. J.D. Powell ([45]), A. A.
Goldstein ([2]) et A.V.Fiacco et G.P. McCormick ([5]) pour la programmation non linéaire
ainsi que E. Polak et G. Ribiere([15]), B.T. Polyak ([8]).

Soit f : R™ — R. On cherche & résoudre le probléme de minimisation sans contraintes

suivant :

(P): min{f (z): 2z e€R"} (8)



Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes du type (P),
on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout utilisée pour
les problemes de grande taille. Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et

Steifel ([25]), pour la minimisation des fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non linéaire. Ceci
a été réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher et Reeves ([17]) (méthode de
Fletcher-Reeves) puis en 1969 par Polak, Ribiere ([15]) et Polyak ([8]) (méthode de Polak-
Ribiére-Polyak). Une autre variante a été étudiée en 1987 par Fletcher ([57]) (Méthode de

la descente conjuguée).

Toutes ces méthodes générent une suite {x}, . de la facon suivante :
Tpy1 = T + Oékdk (9)

Le pas a; € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche

linéaire exacte ou inexacte.

Les directions dj, sont calculées de fagon récurrente par les formules suivantes :

— k=1
do=4 v (10)
— gk + Brdr—1 sik > 2

g = Vf(zg) et B, € R.

Les différentes valeurs attribuées a 3, définissent les différentes formes du gradient

conjugué.
Si on note yx_1 = gr — gr_1, Sk = Tx+1 — T) on obtient les variantes suivantes :

1- Gradient conjugué variante Hestenes - Stiefel(HS)[25]

HS _ gl?-s—lyk
g dfyk

2- Gradient conjugué variante Fletcher Reeves(FR)[17]

2

FR HQkH
E = 2
HQIHH

3- Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak(PRP)[15,8]

PRP __ ggyk
ko= 2
gkl

Boumediene Amina Université Badji Mokhtar Annaba



4- Gradient conjugué variante descente — Fletcher (CD)[57]

2
oo _ gl
g d£;1gk71

5- Gradient conjugué variante Liu - Storey(LS)[80]

Ls _ _Yka¥k
F dfgk

6- Gradient conjugué variante de Dai- Yuan(DY)[78]

2
DY _ Hgk“
k d£_1yk71

7- Gradient conjugué variante de Dai-Liao (DL)[69]

DL _ gg+1 (Y — tsg)
¥ ?J;{Sk

8- Gradient conjugué variante Hager-Zhang(HZ)[63]

HZ I ”2 +
Yk Ik+1
g < dy. Yk > di, Yk

9- Gradient conjugué variante de Z. Wei [87]

of (90— oyo)
2
g1l

Pr =
10- Gradient conjugué variante Rivaie-Mustafa-Ismail-Leong(RMIL)[42]

kRMIL . 913 (Qk - gkfl)
= 2
[kl

Rappelons que les premiers résultats de convergence de la méthode du gradient conju-
gué ont d’abord été établis avec des recherches linéaires inexactes de Wolfe fortes, c’est a

dire que les pas oy, dans (9), doivent vérifier aussi les deux relations suivantes :

f@ 4+ ardy) < flar) + pagV f(zy) dy (11)

Boumediene Amina Université Badji Mokhtar Annaba,



|Vf($ + Oékdk)T.dk’ S —UVf(ZEk)Tdk (12)

avec
O<p<oxl

Le premier théoréme démontrant la descente d’une méthode du gradient conjugué non

2
g

5 et la recherche linéaire

linéaire fut établi par Albaali ([1]). Albaali a utilisé 35 ©* = H ”
k-1

inexacte de Wolfe forte (11), (12). avec o < 5"
Gilbert et Nocedal ([30]) ont généralisé ce résultat pour tout algorithme du gradient
conjugué dont
Bl < B

Ces résultats furent par la suite généralisés en considérant des recherches linéaires
inexactes du type Wolfe faibles, c’est & dire que les pas oy dans (9), doivent vérifier les

deux relations plus faibles que (11), et (12), suivantes :

fl@+ agdy) < fl) + porV f(ax)" dy (13)

Vf(l’ + Oékdk)T.dk 2 O'Vf(Ik>Tdk (14)

Dans ce cas, le principal résultat obtenu est celui de Dai et Yuan( [73]).

Si on consideére les variantes Polak-Ribiere-Polyak (PRP) et Hestenes et Steifel (HS)
non linéaire du gradient conjugué, peu de résultats de convergence complets ont été établis.
Grippo et Lucidi ([38]) et P. Armand (2005) ont suggéré des modifications dans le choix
de oy afin d’établir le résultat de la convergence.

Belloufi et Benzine ([49]) ont proposé une nouvelle direction d2® définie comme suit :

S if k=0
apr =4 1o | (15
—ng + dip— ifk>1
9k

Belloufi et Benzine ([49]) ont obtenu leur résultat de convergence en utilisant la re-

cherche linéaire inexacte de Wolfe forte suivante :
f (Qik + Oékdk) < f(&?k) + 5akg,{dk (16)

Boumediene Amina Université Badji Mokhtar Annaba,



0&56]0,%{% o€ ]0,1].

On propose dans cette thése un nouveau algorithme qu’on a appelé : Conjugate gra-
dient Boumediene Benzine Belloufi et noté CGBBB Algorithm. On démontre la descente
et la convergence globale de notre nouveau algorithme.. Pour arriver a ce but, on utilise
une recherche linéaire exacte du type (3).

Une étude numérique a été proposée en effectuant prés de 700 tests numériques sur
notre nouveau algorithme et en les comparant avec d’autres algorithmes assez connus, en
utilisant la méthode de Dolan et Moré CPU performance. On montre que ’algorithme
CGBBB est plus performant que l’algorithme Polak-Ribiere-Polyak (CGPRP) et 1'algo-
rithme de la descente conjuguée (CGDC).

Cette theése contient une introduction et sept chapitres. On introduit dans le premier
chapitre les notions de base. On y aborde quelques notions sur les problémes de minimi-
sation sans contraintes et leurs algorithmes ainsi que les conditions d’optimalité.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des recherches linéaires exactes. Les re-
cherches linéaires inexactes sont abordées au chapitre 3. On y trouve les recherches li-
néaires de Wolfe, de Goldstein, D’ Armijo.

Le chapitre 4 est consacré a une introduction & la méthode du gradient conjugué pour
les fonctions quadratiques strictement convexes.

La méthode du gradient conjugué pour les fonctions non quadratiques est exposée
dans le chapitre 5. Le chapitre 6 contient une synthése des résultats de convergence des
différentes méthodes du gradient conjugué.

Le chapitre 7 contient le résultat original de cette thése. On propose un nouveau algo-
rithme qu’on a appelé : Conjugate gradient Boumediene Benzine Belloufi et noté CGBBB.
On démontre la convergence globale et on prouve qu’il est numériqument performant. Pour
arriver a ce but, on utilise une recherche linéaire exacte. Les résultats numériques exposés
a la fin du paragraphe montrent que cette méthode est plus performante que d’autres
méthodes du gradient conjugué assez connues notamment la méthode CGBB (conjugate
gradient Belloufi Benzine) et CGPRP(conjugate gradient Polak Ribiere Poliak).

Dans le chapitre 8 on trouve les programmes Fortran des différentes méthodes exposées

dans cette theése.

Boumediene Amina Université Badji Mokhtar Annaba



CHAPITRE 1

OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

1.1 Notions de base

Définition 1 Soit f: R"™ — R, on appelle probléme de minimisation sans contraintes

le probléeme ( P ) suivant :
(P) min{/(x): s €R")
1) & € R" est un minimum global de ( P ) si et seulement si
f(@) < f(z): VeeR"

2) & € R™ est un minimum local de ( P ) si et seulement si il existe un voisinage V(&)

tel que
f@) < flz): VoeV(i)

3) & € R" est un minimum local strict de ( P ) si et seulement si il existe un voisinage
V.(z) tel que
f(@) < f(x): VeeV.(), x # 1.

Remarque 1.1.1 Dans le cas ou f est conveze, alors tout minimum local est aussi global.
De plus si [ est strictement convexe, alors tout minimum local devient non seulement

global mais ausst unique.



Direction de descente

Définition 2 Soit f:R" — R, 2 € R", d € R" est dite direction de descente au point &

st et seulement si il existe o > 0 tel que
f@+ad) < f(z): Yae€]0,d]

Donnons maintenant une condition suffisante pour que d soit une direction de descente.

Théoréme 1.1.1 Soit f : R — R continument différentiable au point &z € R". Sl
existe un vecteur d tel que la dérivée directionnelle de f dans la direction d au point T

(notéef (z;d)) est strictement inférieure a zéro
VIf(#)d =<0 (1.1)

alors d est une direction de descente de f en .

Preuve. [ est différentiable au point z. donc
f (2 4+ ad) = f(2) +aVTf(2)d+ a|d| ¥ (£, ad),

avec ¥ (Z, ad) — 0 quand a — 0, ce qui implique que

=V'f(2)d <0.

a—0

o (@ ) = 1 ()
(07

la limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro V' (0) = |4, J]

tel que

fer + ad) — f(2)

«

<0, Vae]-4,0 (1.2)

Larelation (1.2) est particuliérement vraie pour tout « € ]0, 6[. On obtient f (z} + ad) <
f (&) pour tout o € ]0,5] =

Boumediene Amina Université Badji Mokhtar Annaba



1.2 Schémas général des algorithmes d’optimisation

sans contraintes

Supposons que dj, soit une direction de descente au point xj.Ceci nous permet de

considérer le point x.1, successeur de zj, de la maniére suivante :
Tp+1 = Tk + Oékdk, o € ]O, —f—(S[
Vu la définition de direction de descente, on est assuré que

f(xps1) = flog + ardy) < f(zg).

Un bon choix de di et de aj permet ainsi de construire une multitude d’algorithmes

d’optimisation.

1.2.1 Exemples de choix de directions de descente

Par exemple :
O Si on choisit dy = =V f(z) et si Vf(zx) # 0, on obtient la méthode du gradient.

Remarque 1.2.1 d;, = —V f(x}) est une direction de descente, car :
V(@) dy = =V (@) .V f () = = [V f@e)]* <0
O Si choisit d, = — (H(x1))” .V f(x1), on obtient la méthode de Newton

Remarque 1.2.2 Si la matrice hessienne H(xy) est définie positive alors :

dy = — (H(zy)) " .V f(x)

est aussi une direction de descente.

1.2.2 Exemple de choix de pas oy

On choisit en général oy, de fagon optimale, c’est & dire que o doit vérifier

fze + ardy) < flagp 4+ ady) : Va € (0,400

En d’autres termes on est ramené a étudier & chaque itération un probléme de minimisa-

tion d’une variable réelle. C’est ce qu’on appelle recherche linéaire.

Boumediene Amina @ Université Badji Mokhtar Annaba,



1.3 Conditions d’optimalité des problémes d’optimi-

sation sans contraintes

Etant donné un vecteur z, nous souhaiterons étre capable de déterminer si ce vecteur
est un minimum local ou global de la fonction f. La propriété de différentiabilité continue
de f fournit une premiére maniére de caractériser une solution optimale. Enoncons tout
d’abord un théoréme, sur lequel s’appuiera le corollaire suivant pour établir une premiere

condition nécessaire d’optimalité :

1.3.1 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Les conditions que nous allons donner sont des conditions différentielles qui portent

sur la dérivée de la fonction & minimiser.

Théoréme 1.3.1 Soit f: R" — R différentiable au point © € R™. Si & est un minimum
local de (P) alors
Vf(z)=0 (1.3)

Preuve. On démontre par 1’absurde, on suppose que Vf(z) # 0, si on suppose d =
—V f(z), on obtient :
V@) d=—|Vf@)|* <o,

alors il existe 6 > 0 tel que

f(@+ ad) < f(2), Va €10, 9]. (1.4)

Ce qui donne une contradiction avec le fait que & est un minimum local,

dott Vf(2)=0. m

Boumediene Amina Université Badji Mokhtar Annaba



1.3.2 Conditions nécessaires d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.3.2 Soit f : R" — R deux fois différentiable au point & € R™. Si & est un

minimum local de (P) alors Vf (Z) = 0 et la matrice hessienne de f au point &, qu’on

note H (Z), est semi définie positive.

Preuve. Le théoréme’(1.3.1) montre la premiére proposition, pour la deuxiéme proposi-
tion on a :
Soit d € R™ quelconque, f étant deux fois différentiable au point z, on aura pour tout
a#0
f(&+ad) = f(z) + %oﬂdTH(f)d + a2 ||d||> ©(&, ad),

avec VU(Z,ad) — 0, quand o« — 0. Ce ci implique

[ &+ ad) - f(2)

o2

1
= 5azTH (Z)d+ ||d||> ¥ (&, ad) , (1.5)

Z est un optimum local, il existe alors ¢ > 0 tel que

f(@+ad) - f(2)

a2

>0, Va €10, 9].
Si on passe a la limite quand o — 0, a # 0, on obtient
d"H (#)d >0, VdecR"

Ce qui termine la preuve. |

1.3.3 Conditions suffisantes d’optimalité du second ordre

et H (Z) est définie positive alors & est un minimum local strict de (P) .

Théoréme 1.3.3 Soit f : R" — R deux fois différentiable au point & € R™. SiVf(z) =0

Preuve. f étant deux fois différentiable au point z, on aura pour tout x € R”

) H (2) (=) + |(z = 2) | ¥ (&, (v — 7). (1.6)

—
&
|
=
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avec ¥ (z,(x —2)) — 0 (Vf(z)=0).
T—T
Supposons que & n’est pas un optimum local strict. Alors il existe une suite {zy},
telle que xp # T : VEk, et

Tp £ T Vk, g T Tet fxg) < f(2). (1.7)

Dans (1.6) prenons = z;, divisons le tout par ||(z — #)||*et notons

(z — 1)
dpy = — ||di|| = 1
on obtient
M = ld{]‘f (i“) di, + (i“, (ffk; - iﬂ)) , v (52‘7 (xk - i.)) — 0 (18)
I —2)F 2 o

(1.5) et (1.6) impliquent
1
5d{H (&) dy + U (2, (z,—2)) <0, Vk.

D’autre part la suite {dj}, .y est bornée (||d| = 1, Vn). Donc il existe une sous suite

{di}ren, on telle que

k—o0,ke N1

Finalement lorsque k& — oo, k € Ny, on obtient

1 - -
§dH ()d <0.

La derniére relation et le fait que d #0 (HCZ H = 1) impliquent que la matrice hessienne
H (Z) n’est pas définie positive. Ceci est en

contradiction avec 'hypothese. m
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1.4 Les modes de convergence

La convergence globale d’un algorithme ayant été établie, nous nous intéressons main-
tenant a I’évaluation de son efficacité d’un point de vue pratique, lefficacité d’un algo-
rithme dépend du nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une approximation a e
prés (e fixé a Pavance) de 'optimum 2. Si 'on compare entre eux plusieurs algorithmes,
et si 'on admet que le temps de calcul par itération est sensiblement le méme pour tous,
le meilleur est celui qui nécessitera le plus petit nombre d’itérations. Malheureusement,
il se révele impossible de dégager des conclusions générales de ce genre de comparaison.
Suivant le point de départ choisi, la nature de la fonction a optimiser, la valeur de la
tolérance choisie, la hiérarchie des algorithmes peut varier considérablement. Si ’on veut
dégager un critére ayant une certaine valeur d’absolu, il faut par conséquent recourir a un
autre type d’analyse, c’est I'objet de I’étude de la convergence asymptotique c’est-a-dire
du comportement de la suite {x)} au voisinage du point limite &. Ceci conduit & attribuer
a chaque algorithme un indice d’efficacité appelé sa vitesse de convergence. Nous intro-
duisons maintenant les différents types de convergence. Plagons nous dans R”, ou || . ||

désigne la norme euclidienne et considérons une suite {z;} convergeant vers Z.

Définition 3 Soit {xk} ey Une suite dans R™ convergeant vers x*.

ka-i-l — ¥

O S0 lim sup—— = a < 1, on dit que {:z:k} converge vers x*linéairement
k—oo ||mk — x*|| keN
avec le taux o.

ktl g :aka —
o=
[l |
ka+1 . ZE*”

l’k—.ﬁ?* Y
I

Lorsque Hx

, la convergence est dite linéaire asymptotique.

(Y klim sup < 400, v > 1 la convergence est dite superlinéaire d’ordre

(Y klim sup < 400, v > 1 la convergence est dite superlinéaire d’ordre
— 00
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CHAPITRE 2

| OPTIMISATION DANS R. RECHERCHES LINEAIRES
EXACTES

Notre probléeme consiste & minimiser une fonction f : R® — R. On s’intéresse a la
classe des méthodes a directions de descente, ou on ne peut pas garantir la convergence vers
un minimum, méme local. C’est pourquoi, ces algorithmes sont couplés a une recherche
linéaire. Ainsi, on retrouve dans I'algorithme la propriété de convergence globale vers un

minimum local. On suppose connaitre la direction de descente dj, au point z.

2.1 Recherche linéaire

Faire de la recherche linéaire veut dire déterminer un pas a4 le long d’une direction

de descente dj., autrement dit résoudre le probléme d’optimisation unidimensionnel :
miﬂrgf(a:k + ady) (2.1)
ac

Notre intérét pour la recherche linéaire ne vient pas seulement du fait que dans les
applications on rencontre, naturellement, des problémes unidimensionnels, mais plutét du
fait que la recherche linéaire est un composant fondamental de toutes les méthodes tradi-
tionnelles d’optimisation multidimensionnelle. D’habitude, nous avons le schéma suivant

d’une méthode de minimisation sans contraintes multidimensionnelle :

En regardant le comportement local de l'objectif f sur litération courante xj, la

méthode choisit la “direction du mouvement” dj, (qui, normalement, est une direction de
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descente de I'objectif : V7 f(x).d < 0) et exécute un pas dans cette direction :
Tp — Tpy1 = Tp + apdy (2.2)

afin de réaliser un certain progrés en valeur de ’objective, c’est-a-dire, pour assurer
que : f(zg + apdy) < f(zg). Et dans la majorité des méthodes le pas «j, dans la direction
dj. est choisi par la minimisation unidimensionnelle de la fonction : ¢, (o) = f(z), + ady).
Ainsi, la technique de recherche linéaire est une brick de base fondamentale de toute

méthode multidimensionnelle.

2.2 Objectifs a atteindre

Il s’agit de réaliser deux objectifs
Le premier objectif
Consiste & faire décroitre f suffisamment. Cela se traduit le plus souvent par la réali-

sation d’'une inégalité de la forme

flzk + apdy) < f(zg) + "un terme négatif ”

Le terme négatif,, joue un roéle-clé dans la convergence de 1'algorithme utilisant cette
recherche linéaire. L’argument est le suivant.

Si f(zx) est minorée (il existe une constante C' telle que f(z;) > C pour tout k), alors
ce terme négatif tend nécessairement vers zéro : C’est souvent a partir de la convergence
vers zéro de cette suite que I'on parvient & montrer que le gradient lui-méme doit tendre
vers zéro. Le terme négatif devra prendre une forme bien particuliére si on veut pouvoir
en tirer de l'information. En particulier, il ne suffit pas d’imposer f(zx + apdy) < f(xg).

Le second objectif

Consiste d’empécher le pas oy > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.

Il existe deux grandes classes des méthodes qui s’intéressent & l'optimisation unidi-

mensionnelle :
0 Les recherches linéaires exactes.
0 Les recherches linéaires inexactes ou économiques.

Notons ¢, («) la fonction d’une variable réelle suivante :
o (@) = f(xp + ady) .a € [0. + o0 (2.3)

Définition 4 Supposons qu’a litération k on ait un point x; € R" et une direction de
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descente dy, € R™. Soit a €]0,6][ telle que
Va €]0,0[ f(xr + ady) < f(z) (2.4)

On appelle taur de décroissance de f du point xp au point x + ady le nombre positif

T(f, g, v, di) suivant :

T(f7 T &, dk) = f($k> - f(l'k + adk) = Yk (O) — Pk (04) (25)

2.3 Choix optimal du pas a;

f,xy et dy, étant fixes, 7( f, zx, a, di) dépend de a.. La plus grande valeur de 7( f, xy, «v, dy,)
mesure la meilleure descente de f du point xj au point xy + ady. Puisque f(zy) est fixe
et ne dépend de «, la plus grande valeur de 7(f, zx, «, di) est atteinte pour la plus petite

valeur de f(zy + ady), c’est a dire

max {7(f, zx, a, dy) : a €]0, 4+00[}
= max{p, (0) — ¢, (a) : o €]0, +-00}
= min{y, (@) : a €]0, +0[}

En d’autres termes, on peut choisir oy de fgon optimale, c’est a dire qu’en partant du
point z;, et la direction dg, f décroit le mieux possible au point xp,1 = xp + agdy. Ceci

est possible si on impose & a4, de vérifier la condition suivante :
Va €]0,+oo: f(zg + ardy) < f(xk + ady) (2.6)
Notons ¢, () la fonction d’une variable réelle suivante :
pr(a) = flor+ady) - o €]0, 409 (2.7)
(2.6) et (2.7) donnent
er(ar) < @), Va €]0,+o0] (2.8)
ou encore «y, est solution optimale de :

(k) = min{py(a) :  €]0, +oof} (2.9)
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Trouvez «y vérifant (2.9) s’appelle recherche linéaire exacte. Ce travail s’effectue a
chaque itiration k.

Donc a chaque itiration k, on doit résoudre un probléme d’optimisation dans R.

2.4 Optimisation dans it . Recherches Linéaires Exactes

2.4.1 L’intervalle d’incertitude

Définition 5 Soit ¢ : R — R. Considérons le probléme unidimensionnel suivant :

min a) = p(a”
min_ () = p(a”)
L’intervalle [a,b] C ]0,+o0o[ est dit intervalle d’incertitude si la solution minimale o
de ¢ (a) appartient & [a,b], mais sa valeur exacte n’est pas connue.
La notion d’intervalle d’incertitude joue un réle central dans les algorithmes de re-
cherches linéaires exactes et particulierement dans la méthode du nombre d’or. Cette

méthode exige au démarrage la connaissance d’un intervalle d’incertitude initial [ag, bo] -

2.4.2 Schémas général des recherches linéaires exactes utilisant

les intervalles d’incertitude

Le principe général de toutes ces méthodes est de construire une suite d’intervalles
lag, bx] telles que :

a) On démarre a partir d’un intervalle d’incertitude initial [ag, bo] et € > 0 qui deter-
mine la longueur finale de I'intervalle d’incertitude [ay, b]

( En d’autres termes I'algorithme s’arréte lorsque by — ax < €).

b) Vk : [ak, by est un intervalle d’incertitude. En d’autres termes a* € [ay, by] pour
tout k

c) VEk : [aks1, brs1] C [ag, by

d) L’algrithme s’arréte si by, — ap < €

e) Comme solution o* on prend n’importe quel nombre @ € [ag,bx]. On pourrait
prendre

par exemple

a*Na_CLk—l—bk
~ o= 5 ,

ap et by tels que: b, —ap < €.

Conclusion :
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On démarre d’'un intervalle d’incertitude initial [ag, bg] et € > 0 (longueur finale de
I'intervalle [af,bf]) . A chaque itération k, on enléve une partie de 'intervalle d’incerti-
tude [ay, bg], pour obtenir le nouveau intervalle d’incertitude [ayy1, br11], et ainsi de suite
jusqu’a arriver au dernier intervalle d’incertitude [ay, bf] vérifiant by —ay < €.

Ceci étant, une question naturelle se pose. Quel procédé nous permet de determiner
la partie de l'intervalle [ay,bg] & enlever. La réponse a cette question fera 1’objet des

méthodes suivantes

2.4.3 La méthode progressive-retrogressive ou Forward-Backward
Algorithm

Nous avons vu au paragrahe précédent, que la notion d’intervalle d’incertitude joue
un role central dans les algorithmes de recherches linéaires exactes et particulierement
dans la méthode du nombre d’or. Cette méthode ainsi que la méthode de dichotomie et la
méthode de Fibonnachi exigent au démarrage la connaissance d’un intervalle d’incertitude
initial [ao, bo) -

La méthode suivante dite méthode progressive-retrogressive ou en tremes anglo-
saxon : Forward-Backward Algorithm consiste a déterminer un intervalle d’incerti-
tude initial [a, b]. Son principe se résume a trouver trois points «, 7 et 3 tels que ¢ décroit

de o & 1 et croit de n & 5. En d’autres termes on devrait choisir «, ) et S tels que :

p(n) < pla) et o(n) < p(B).

Sous ces conditions, on choisit

[a,b] = [a, ]

L’Algorithme suivant permet de determiner un intervalle d’incertitude initial [a, b] .

(Algorithme (méthode progressive-retrogressive) (forward-backward method)]

Etapel : Initialisation

Choisir ag € [0, +0o0], hg > 0. Calculez p(ay). Poser k = 0 et allez & Etape2
Etape2 : Comparaison des valeurs de la fonction objectif

Posez a1 = ay + hy. Calculez ¢, = ¢ (ags1) . Si @y < ¢, allez & Etape3,

sinon allez & Etape4

Etape3 : Etape Progressive (Forward Step)

Posez hi1 = 2hg, o = o, o = py1, @ = Ppr1, k= k+1et Allez a Etape2
Etaped4 : Etape retrogressive (Backward Step) ou finalisation

Si k = 0, intervertir la direction. Poser hy, = —hy, ap = agy et allez & Etape2.
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Sinon Poser

a = min (a, 1), b= max(a,agy1)

Output [a,b] .L’intervalle cherché est [a, b].
Stop.
Déscription de I’Algorithme : forward-backward method
Principe général
Comme on l’a signalé avant, I’Algorithme précédent : Forward-Backward Algo-
rithm consiste a déterminer un intervalle d’incertitude initial [a, b].
A TPitération k, I’Algorithme s’arréte si a réussi a trouver trois points oy, g1, Qgio
tels que ¢ décroit strictement de oy & a1 et croit strictement de a1 & agyo . En

d’autres termes on devrait choisir ay, agi1, ko tels que :

plari) < plar) et plari) < e(arta).

Sous ces conditions, on choisit

[C% b} = [0%7 g2

Théoréme 2.4.1 Si au démarrage on a

tout k

a1 = o + 2%hg

Si au contraire on a

du point apy. On a pour tout k

k
Qg1 = ap — 2%hy

Casl : p(a1) < ¢(ag), alors l'algorithme progresse & droite du point cy. On aura pour

Cas2 : p(aq) > p(ap), alors l'algorithme progresse en faisant une marche arriére a partir

Détalils

L’Algorithme démarre par un point initial ag € [0,+00[ et un pas initial hy > 0, le
méme pour tout I'algorithme. On calcule ¢(ay), on pose k =0 et on va a

Etape2.

On calcule a3 = ag + ho et (o) et on compare les 2 valeurs ¢(ag) et p(a;). Deux

cas sont possibles :
Cas1 : (1) < p(a0)

[’Algorithme progresse a droite du point «q, c’est & dire que tous les autres points
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ag, k = 2,3, ... se trouvent & droite du point a;

gy = Q1+ hg
a3 = Q9 + ho
oar = op_1+ hg

Cas2 : o) > p(a)
L’Algorithme progresse en faisant une marche arriére, & gauche du point ag, c’est a

dire que tous les autres points oy, k = 2, 3, ... se trouvent a gauche du point ay

az = ag—hg
a3 = Q9 — ho
ap = op_1—hg

Explication et détails

Casl : p(a1) < ¢(a) ((On va progresser dans toutes les itérations en faisant
des marches avant : a1 = ag + hy)

D’aprés I’Algorithme on va & 'Etape 3 dans laquelle on fait doubler le pas hy = 2hg
(progression). L'itération devient k = k + 1, c’est & dire k = 0+ 1 = 1 et on revient a
I'Etape2(0).

Etape2(0)

on calcule ay1 = g, puis p(as).

Si p(az) > p(a1), on va a I’'Etape4(0)

Etape4(0)

A L’étaped(0), puisque k = 1, 'algorithme va s’arreter et [a, b] = [ag, as]
Si p(ag) < p(ay), on va a I'Etape3(0)

Etape3(0)

A T’étape3, on augmente le pas hy = 2h; = 22hg, Onpose k=k+1=1+1=2et on
va & ’Etape2(bis)

Etape2(bis)

on calcule a1 = ag + hy, = az = s + hy = ap + 22hg = s + 4hyg, puis p(as).
Si p(az) > p(az), on va a l'étaped et 'algorithme s’arréte et [a, b] = [y, ) .
Si p(as) < p(az), on va a I’étape3 une deuxiéme fois qu’on note Etape3 (bis)

Etape3 (bis) on augmente le pas h3 = 2hy = 23hg, Onpose k = k+1=2+1=3
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et on va & 'Etape2(tris)
Etape2 (bis) on calcule ap,1 = ap, + hy = ay = az + hy = az +23hg = as + 8hg, puis
(o).
Si p(ay) > p(as), on va a l'étaped et 'algorithme s’arréte et [a, b] = [, ay] .
Si p(a3) < p(ag), on va a I'étaped une troisiéme fois qu’on note Etape3 (tris)
et on fait une autre progression du pas et ainsi de suite jusqu’a
avoir l'intervalle final [a, b] .
Cas2 : p(ay) > ¢(ap) (On va progresser dans toutes les itérations en faisant
des marches arriéres : a1 = aj — hy)
D’apres 1’Algorithme, on va a 'Etape4(0)
Etape4(0)

Puisque £ = 0, 'algorithme ne s’arréte pas a cette étape.

On change de direction en posant hp = —hy, c’est & dire hy devient —hg, «g
devient «;. Donc on pose hg = —hg, g = ;1 et on va a létape2(0)
Etape2(0)

a; = ag+ hg = ag — hg = ap (Donc ag devient oy et oy devient ag). Puisqu’on
est dans le cas2 et que ag est devenu oy et oy est devenu «p,
on a donc

¢ (1) < ¢ () . Par conséquent on va a 'Etape3(0)

Etape3(0)
hl = 2h0 = —2h0, Qo = 4, QO((X()) = QO(OCl), k=k+1= 0+1=1. Allez a
Etape2(bis)

Etape2(bis) (progession en marche arriére)
ag = a1 + hy = ap — 2hy (On progresse en faisant une marche arriére a partir du
point ap). On calcule ¢ (ay) et on compare ¢ (az) et
¢ (o) = ¢ (o).
Si @ (a2) > ¢ (ap), on va a 'étaped(bis)
Etape4 (bis)
k = 1. Donc I’Algorithme s’arréte et [a,b] = [az, o]
Sip(ag) < ¢ (ap), on va a l'étape3(bis)
Etape3(bis)
ho = 2hy = —4hy et as = ag + hy = ag — 4hg (on progresse en marche arriére).
On calcule ¢ (a3) et on compare ¢ (a3) et ¢ ().
Si @ (a3) > ¢ (ay), on va a 'étape 4 et 'algoithme s’arrete, [a,b] = [as, 4]
Si ¢ (as) < ¢ (asz), on va a Etape3(tris) ((on fait une nouvelle progression en
marche arriére) en posant

hs = 2hy = —8hg et a4 = a3z + hy = az — 8hy et ainsi de suite.
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Fonctions unimodales

Définition 6 Soit ¢ : R — R. ¢ est dite unimodale sur l'intervalle |a,b], sl existe o* €

la, b[ unique tel que :

a) o est strictement décroissante sur [a, a*]
b) ¢ est strictement croissante sur [o*, b]

L’intervalle [a, b] s’appelle intervalle d’'unimodalité associé a la fonction .

Remarque 2.4.1 Si ¢ est unimodale sur l'intervalle |a,b], alors ¢ admet une solution

minimale unique o €la,b] et ¢ est strictement décroissante sur |a,a*| et strictement

croissante sur [a*,b].

On va voir dans le théoréme suivant que la connaissance de deux valeurs d’une fonction

unimodale sur [a, b] permet de réduire 'intervale d’incertitude.

Théoréme 2.4.2 Soit ¢ : R — R telle que v est unimodale sur l'intervalle [a,b] . Soient
A i€ [a,b] tels que A <

1- Si p(N) < @ (n), alors ¢ est unimodale sur intervalle [a,p]. [a,p] est le nouveau
intervalle d’incertitude associé a .

2- 8t o(N) > ¢ (u), alors ¢ est unimodale sur lintervalle [A\,b]. [A,b] est le nouveau
intervalle d’incertitude associé a ¢.

Conséquence importante du théoréme 2.3.2.

1- Si ¢ (A) < ¢ (u), alors le nouveau intervalle d’incertitude est : [a, u] (On supprime
J11, B]).

2- Si ¢ (A) > ¢ (), alors le nouveau intervalle d’incertitude est : [A, ] (On supprime
[a, Al)
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2.4.4 Deux méthodes d’optimisation unidimensionnelle sans dé-
rivées.

La méthode de dichotomie.
La méthode de dichotomie est simple. Elle se base sur le théorémel. Le choix des

points Ay et p, se fait de la facon suivante :

Choix des points A\, et

On fixe ¢ > 0 au démarrage, assez petit. A l'itération k, A\ est le milieu de [ay, byl

moins €. y;, est le milieu de [ag, bg] plus . En d’autres termes

aj + by
/\k = B — &

aj + by
P = 5 TF¢

[A]gorithme de la méthode de dichotomie)]

Initialisation :

Choisir € > 0 et la longueur finale de I'intervalle d’incertitude ¢.
[a1, by] étant P'intervalle initial.

Poser k£ =1 et aller a I’étape 1.

Etape 1 :

Si by, — ag < ¢ stop. Le minimum appartient a [ag, by] .

Sinon poser :

ar +b
)\k = k2 k—E
ak+bk
M = 9 + e

et aller a ’étape 2

Etape 2 :

Sip (Ae) > @ (py,) poser agi1 = g, g1 = by,

Sinon posez a1 = ag, byr1 = . Remplacer k par k£ + 1 et aller a I'étape 1.
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La méthode du nombre d’or ( golden section ).

La méthode du nombre d’or améliore ( en diminuant le nombre d’observations ) de la

méthode de dichotomie.
A Titération k supposons que l'on a Uintervalle [ay1, bgi1] alors :
Siw (M) > @ () & [anyr, bra] = [k, ba].
Sip (M) < @ () + [arsrs brsa] = [an, ] -

Choix des points \; et p,

Dans la méthode du nombre d’or, on exige que Ay et p, vérifient les deux conditions

suivantes :
Condition 1

La longueur de [ag1,br+1] ne dépend pas de Uitération, c’est a dire que dans les deux

cas d’observations ¢ (A;) > ¢ (11,) ou ¢ (M) < (1) on a :

bk - )\k = W — Qg (210)

Condition 2

Le choix de Apy1 et ju,, se fait de la fagon suivante :
A Titération £+ 1 on a

a) \g+1 coincide avec i,

ou bien

b) p,.1 coincide avec A.

Conséquence importante

En d’autres termes, la méthode du nombre d’or calcule une seule valeur a l'itération
kE+1.

En effet.

a) Si Ag11 = 1, on calcule & l'itération k+1 seulement la valeur ¢(f1,,,), car ¢ (Agy1) =

¢ (py) a été calculée a litération k.

b) Si p,., = Mg, on calcule a litération k + 1 seulement la valeur ¢(Agiq), car

¢ (1pe1) = 0 (M) a été calculée & l'itération k.

Avec ces deux conditions, on obtient les théorémes suivants :
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Théoréme 2.4.3  Si Ay et p;, vérifient la condition (2.10), alors il existe a €]0, 1] tel
que

pp = ax + o (bp — ay) , (2.11)
A = ap + (1 — ) (by — ag) . (2.12)

et dans les 2 cas possibles : ¢ (Ax) > @ (1) ( [aks1, bes1] = [Ar, bk]) 0w @ (M) < @ (1) (
[aks1, bkr1] = [ak, i1x]), la longueur de Uintervalle [ag.1, bpr1] diminuera o fois par rapport
a la longueur de [ay, by], c’est a dire qu’on a :

VEk - (bk+1 — ak+1> = (bk - ak)

Théoréme 2.4.4 Sous les conditions 1 et 2 citées ci dessus, on a

Casl : Si ¢ (M) < ¢ (i), alors on a

Ap4+1 = Gk
bk’+l = Mg (2 13)
Pit1 = Ak

A1 = a + (1 — a) (g, — ax)
Cas2 : Si ¢ (\y) > ¢ (uy), alors on a

A1 = g
b1 = by (2.14)
b1 = [

g1 = ax + a (by — Ag)

Le nombre « €]0,1] intervenant & chaque itération de la méthode du nombre d’or est

solution de l’équation

?+a—-1=0

et sa valeur approximative est

a~0.618
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(Algorithme de la méthode du nombre d’or.)]
Algorithme

Etape initiale :
Donner [ay, by] le premier intervalle d’incertitude et choisir ¢ > 0 la longueur finale de
'intervalle d’incertitude final [ay, by .Poser a = 0.618 et (1—a)=1-0.618 = 0.382

Calculer

)\1 = a1+(1—a)(b1—a1)
i = al—l—a(bl—al)

Poser k =1 et aller a ’étape principale.
Etape principale :
1- Si by — ax < ¢, stop. La solution optimale appartient & [ay, by] -
Sinon si ¢ (Ag) > ¢ (1) aller & 2, et si v (M) < @ (1) aller a 3.
2- Poser a1 = A et b1 = b, Aiqr = py, €t piyy = apy1 + @ (b1 — argr) -
Evaluer ¢ (ukﬂ) et aller a 4.
3- Poser a1 = ai et b1 =y, et py g = A et A1 = ags1 + (1 — @) (b1 — apgr)
Evaluer ¢ (Agy1) et aller a 4.
4- Remplacer k par k + 1 et aller a 1

2.5 Avantages et Inconvénients des recherches li-

néaires exactes

Avantages I

Le principal avantage des recherches linéaires exactes est de calculer «, optimal, c’est

o = o, vérifiant

i () = () = minfpy (@) = a €0, +00[})

En d’autres termes, si a, = o* la fonction f décroit le mieux en passant du point x; au

point xp + apd, = xp + ady, c’est a dire

Va €]0, +oo[: [f (wx) — f (z + ardy)] = [f (xx) — f (2% + "dy)] > [f (2x) — [ (2% + ady)]
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Inconvénients I

Effectuer une recherche linéaire exacte a chaque itération, est difficilement réalisable

en pratique et assez couteux en temps et en mémoire.
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CHAPITRE 3

‘_ OPTIMISATION DANS . RECHERCHES LINEAIRES
INEXACTES

3.1 Introduction et rappels

On considére la situation qui est typique pour I’application de la technique de recherche
linéaire a l'intérieur de la méthode principale multidimensionnelle. Sur une itération k& de
la. derniére méthode nous avons l'itération courante x; € R™ et la direction de recherche

d; € R™ qui est direction de descente pour notre objectif : f : R” — R :
Vf(z)".d<0.

Le but est de réduire “de fagon importante” la valeur de I'objectif par un pas z; ——
Tpr1 = T + apd, de z dans la direction di. Pour cela de nombreux mathématiciens
(Armijo, Goldstein, Wolfe, Albaali, Lemaréchal, Fletcher...) ont élaborés plusieurs régles.

L’objectif de cette section consiste a présenter les principales tests.

3.1.1 Le schéma des recherches linéaires inexactes

Elles reviennent a déterminer, par tatonnement un intervalle [a, b] ou & € [a, ], dans

lequel :
plar) <@ (0) & (f(zr+ard) < f (1))

Le schéma de 'algorithme est donc :
(Algorithme.)]

Etape 0 : (initialisation)
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a1 = by = 0, choisir oy > 0; poser k = 1 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Si a, est satisfaisant (suivant un certain critére ) : STOP (& = ay).

Si ay, est trop petit (suivant un certain critére ) : nouvel intervalle : [agy1 = ag, b1 = b

et aller a I’étape 2.

Si oy, est trop grand (suivant un certain critére ) : nouvel intervalle : [ax41 = a, br1 = o]

et aller & I’étape 2.
Etape 2 :
Si bry1 = 0 déterminer a1 €|ags, +00l.
Si by, 1 # 0 déterminer agy1 €]agy1, bei1l,
remplacer k par k£ + 1 et aller a ’étape 1.

I nous reste donc & décider selon quel(s) critére(s) a est trop petit ou trop grand ou

satisfaisant.

3.2 La régle d’Armijo

On bute a réduire “de fagon importante ”la valeur de 'objectif par un pas x; ——
Tpy1 = Tx + agdy de xp dans la direction de descente di, tel que f (g + apdy) < f (zk).
Or cette condition de décroissance stricte n’est pas suffisante pour minimiser ¢ au moins
localement. Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu’une portion

d € )0, 1] parfois appelée condition d’Armijo ou condition de décroissance linéaire :

Elle est de la forme (f (zy + axdy) < f (zx)), car oy devra étre choisi dans |0, 1[. On voit
bien a la figure suivante ce que signifie cette condition. Il faut qu’en a4, la fonction prenne

une valeur plus petite que celle prise par la fonction affine

o — f(z) + 60V f ()" dp. (3.2)

Regle d’Armijo
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A (o)
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1-pdf

[Fig 3.1 :La Régle d’Armijo ]

¢ Sip(a) <p(0)+0¢ (0)a, alors o convient,
¢ Sip(a)>¢(0)+0¢ (0)a; alors a est trop grand.

On peut noter que l'on a

ola) = fl(xp+ady),
¥ (0) = f (xk) )
¢ (0) = Vf(z)' di

(Algorithme 3.1
Etape 0 : (initialisation)

a; = by =0, choisir a; > 0, 6 €]0, 1] poser k =1 et aller a I'étape 1;
Etape 1 :

Si (o) < ¢ (0) + ¢ (0) o = stop (& = ay)

Si @ (ag) > ¢ (0) + d¢’' (0) A , alors by =0, apy1 =k et aller a I'étape 2;
Etape 2 :

Si by 1 = 0 déterminer ayyq €|agyy, +00l.

~—

Si by 1 # 0 déterminer ayyq €|agi1, bpril,
remplacer k par k£ + 1 et aller a I’étape 1.
O En pratique, la constante 0 est prise trés petite, de maniére a satisfaire (3.1) le plus
facilement possible. Typiquement, § = 10~*. Notons que cette constante ne doit pas étre
adaptée aux données du probléme et donc que ’on ne se trouve pas devant un choix de

valeur délicat,
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[0 Dans certains algorithmes, il est important de prendre § < % pour que le pas ay, soit
accepté lorsque xj, est proche d’une solution,

O Il est clair d’apres la figure (3.1) que I'inégalité (3.1) est toujours vérifiée si oy, > 0 est
suffisamment petit,

[0 On a vu qu’il était dangereux d’accepter des pas trop petits, cela pouvait conduire
a une fausse convergence. Il faut donc un mécanisme supplémentaire qui empéche le pas
d’étre trop petit. On utilise souvent la technique de rebroussement due a Armijo en
1966 ou celle de Goldstein.

3.3 La régle de Goldstein et Price

Dans la régle d’ Armijo on assure la décroissance de la fonction objectif & chaque pas,
mais c’est ne pas suffisant. Les conditions de Goldstein et Price suivant sont, comme
on va le prouver, suffisante pour assurer la convergence sous certaines conditions et in-
dépendamment de l'algorithme qui calcule le paramétre .Dans celle-ci, en ajoutant une

deuxiéme inégalité a la régle d ’Armijo on obtient la régle de Goldstein.

Ou ¢ et o sont deux constantes vérifiant 0 < § < o < 1, cette inégalité qui empéche le
pas d’étre trop petit.
Reégle de Goldstein

goldstein

A, (0)

h, (@)

¥

[Fig 3.2 :La Régle de Goldstein J

2.pdf
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& Sip(A) <p(0)+o0¢ (0)A, alors A est trop petit
& Sip(a)>e(0)+0¢(0)a, alors « est trop grand.
& Sip(0)+ 50 (0)a>p(a) >¢(0)+ 0y (0)a, alors convient.

On peut noter que l'on a

o(a) = [+ ady)
¢(0) = f(xx).

(AAIgorithme 2.2 (Regle de Goldstein et Price)]
Etape 0 : (initialisation)

a; = by =0, choisiro; > 09 €]0,1[, o € ]5,1[, poser k =1 et aller a I’étape 1;
Etape 1 :

Si 0(0) + 09 (0) & < (o) < 9 (0) + 8¢/ (0) oy : stop (& = ).

Sip (ar) > ¢ (0) 4+ 0¢' (0) ag, alors by = g, ary1 = ag, et aller a 'étape 2.

Si g (ag) < @ (0)+ 0@ (0) ay, alors byy = by, agr1 = i ; et aller a I'étape 2.
Etape 2 :
Si by 1 = 0 déterminer a1 €]bgi1, +00[

Si bpi1 # 0 déterminer a1 €]agr1, bpr1[-

Théoréme 3.3.1 Si ¢ :R, — R définie par ¢ (o) = [ (zx + ady) est continue et
bornée inférieurement, si dy est une direction de descente en xy et si d € ]0,1[,0 € 16, 1],

alors l’ensemble des pas vérifiant la régle de Goldstein et Price est non vide.

3.4 La régle de Wolfe

Les conditions de la régle de Goldstein et Price peuvent exclure un minimum ce qui
est peut étre un inconvénient. La régle de Wolfe fait appel au calcul de ¢’ («), elle est
donc en théorie plus cotiteuse que la regle de Goldstein. Cependant dans de nombreuses
applications, le calcul du gradient V f(x) représente un faible cott additionnel en com-
paraison du cott d’évaluation de f(z), c’est pourquoi cette régle est trés utilisée. Nous

allons présenter les conditions de Wolfe faibles sur av > 0 :
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Vf(xy + ady).dy, > oV f(z)" . dy.. (3.5)

Avec0 < <o < 1.
Regle de Wolfe

dewol fe
A (e)

3.pdf

[Fig 3.2 :La Régle de Wolfe]

& Sip(a) <e(0)+d¢ (0)aet ¢ (a) > oy’ (0) alors o convient.
& Sipa)>¢
& Si ¢’ (a) < 0p(0), alors « est trop petit.

(0) + ¢’ (0) v , alors « est trop grand.

On voit bien a la figure (3.3) ce que signifie cette condition.
(Algorithme 3..3 (Regle de Wolfe)]
Etape 0 : (initialisation)

a; = by =0, choisir a; > 00 € ]0,1[, o € ]9, 1], poser k =1 et aller a I'étape 1
Etape 1 :

Si g (ag) < (0)+dp(0)ag et ¢ () > 0@ (0) : STOP (& = ay,).
Si p (ag) > ¢ (0) + 0p (0) o, alors bgr1 = ag, axr1 = ax, et aller a 1'étape 2.
Si ¢’ (a) < op(0), alors bgy1 = by, a1 = ay ; et aller a étape 2.

Etape 2 :

Si by, 1 = 0 déterminer g €|bgy1, +00][.

Si by 1 # 0 déterminer oy yq €]agyr, beril-

3.5 La régle de Wolfe fort

On obtient des contraintes plus fortes si 'on remplace (3.5) par

IV £z, + adp)"di| < =0V f (24)" dy. (3.6)
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Les equations (3.4) et(3.6) sont les conditions de Wolfe fortes. La contrainte (3.6) entraine

que op (0) < ¢’ (a) < —op (0) c’est a dire. ¢’ () n’est pas “trop” positif.

3.6 La régle de Wolfe relaxée.

Proposée par Dai et Yuan (1996), cette régle consiste a choisir le pas satisfaisant aux

conditions :

O'lva ({L‘k) dk S va(l‘k + Ozkdk)dk S —O'QVTf ({L‘k) dk (38)

Oul<d<oy<letog>0.
On voit bien que les conditions de Wolfe relaxée impliquent les conditions de Wolfe
fortes. Effectivement (3.8) est équivalente a (3.6) , tandis que pour le cas particulier

01 =09 = 0, (3.8) est équivalente a (3.6). En effet :

o VI f(xr) . dp < VEf(ap+ ardy).di < =03V f (2y) .dy,
= oV f(zk).di <V f(zp + ady).dy, < —oV7 f (1) .dy
— ‘va(Ik + adk)dk} < —Uva (CL‘) dk (36) .
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CHAPITRE 4

GRADIENT CONJUGUE. CAS QUADRATIQUE

4.1 Optimisation quadratique sans contraintes

4.1.1 Definition et théorémes fondamentaux

Définition 7 Soit Q) est une matrice (n,n) symetrique et définie positive et b € R™. On

appelle probléme de minimisation quadratique sans contraintes, le probléme noté (PQSC)

suivant :min f (z) = min {%xTQx - bT:c} (PQSC)

TER™ z€R™

Théoréme 4.1.1 Le probléme (PQSC) a une solution unique Z. solution du systéme

linéaire Qx = b, c’est a dire que T verifie

F=Q (4.1)

1
Preuve. Considérons f (x) = §J:TQx — bT'z. Notons H () la matrice Htssienne def au
point z.0n a
H(z)=Q, VreR"

Rappelons le théoréme de I’Analyse convexe. Soit f : S — R, S C R" convexe. Alors
f est convexe sur S si et seulement si

H(zx) est semi définie positive pour tout z € S. De plus si f est quadratique de la

1
forme f(x) = §xTQa: — bTx. Alors f est
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strictement convexe si et seulement si H(z) est definie positive pour tout = € R™.

1
Pour f(x) = §£UTQ37 — 0Tz, ona H(x) = Q, VYr € R™ Par hypothése @ est définie

1
positive, donc f(z) = ixTQx — bT'z es strictement
convexe dans R".

Rappelons maintenant ce deuxiéme résultat de 'optimisation convexe. Soit S C R"
convexe et ouvert et f : S — R, strictement

convexe et (PC) le probléme d’optimisation convexe suivant

:min f(x) (42)

€S

Alors T € S est solution optimale de (PC') si et seulement si on a

V@) =0 (4.3)
De plus si T existe, alors elle est unique.
1
Appliquons ce résultat a notre probléme. f(z) = §a:TQa:—bT3: est strictement convexe.

S = R" est convexe et ouvert. x € R" est

solution optimale de (PQSC) si et seulement si Vf(z) = 0. Or V f(z) = Qz — b. Donc
Vi) =0 Qr—-b=0<=Qx =10 (4.4)

Donc 7 solution optimale de (PQSC) si et seulement T vérifie
QT =b. (4.5)

() étant définie positive, alors @) est inversible. Par conséquent ¥ solution de (PQSC)

est donnée par
T=0Q'b (4.6)

4.1.2 Calcul du pas obtenu par une recherche linéaire exacte

Soit @) est une matrice (n,n) symétrique et definie positive et b € R" et flz) =
1
§xTQx — bT'z. Considérons le probléme (PQSC)

min f(z) = min{ %$TQ33 — bT:L’} (PQSC)

reR™ reR™
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Les méthodes & directions de recherches linéaires générent des suites {x},_,, dela
maniére suivante. On démarre par x; € R". A l'itération k si on a x, € R". Le successeur

Try1 de xp est donné par la relation suivante
Tyl = T + apdy (47)

ou dj, € R™ est une direction de recherche et a;, € R est le pas de recherche obtenu par
une recherche linéaire exacte ou inexacte. Dans le cas d’une recherche linéaire exacte oy,
vérifie

f(xg + apdy) = giiglf (zr + audy,) (4.8)

Notons

1
et f(x)= §$TQ.%' — bl'z. Considérons le probleme (PQSC)

min f(z) = min { %xTQx — bTx} (PQSC)

zeR? TzeR™

Soit oy > 0 obtenue par une recherche linéaire exacte c’est a dire que oy, verifie

f (.ilﬁk + Oékdk) = Orgiglf (Ik + Oédk)

Théoréme 4.1.2 Soit () est une matrice (n,n) symétrique et definie positive et b € R”

Supposons qu’a l’iteration k on a une direction dy de descente, c’est o dire que dy vérifie

grd, = (Quy —b)7d), <0 (4.10)

Alors oy
ap = _dedk (4.11)
Preuve. Considérons
p (a) = f(z + ady) (4.12)
Donc ay, est la solution optimale du probléme unidimensionnel suivant
¢ () = mingp (a) (4.13)

a>0
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() definie positive. Alors f (z) = §ZBTQ.CL’ — bT'z est strictement convexe sur R”. Par-
conséquent ¢ (o) = f (x), + ady) est strictement
convexe sur |0, +o00[ qui est un ouvert convexe. Donc a4, solution optimale de (4.12) si

et seulement si ay, verifie ¢ (ax) = 0. Or

p(@) = Vf(ze+ady) dp = [Q (z + ady) — b dy
= Qv — b+ aQdy]" dy = g + aQdy]" di
= ngdk + adf@dk.

Donc
(o) =0« adf@dk = —g,{dk
ou encore
_ grdy
di Qdy

. —

Remarque 4.1.1 Si () n’est pas definie positive mais seulement semi définie positive,
alors f nest pas strictement conveze, et diQdy peut étre égale & 2éro. Par conséquent oy,

ne sera plus definie par (4.10).

4.2 Meéthode des directions conjuguées

4.2.1 Définitions et propriétés générales

Définition 8 Soit Q une matrice (n,n) symétrique. Les directions dy,dy, ..., d, sont dites
Q) conjuguées si on a
diQd; =0, 0<i, j<k (4.14)

Théoréme 4.2.1 Soit Q) une matrice (n,n) symétrique et définie positive. Les directions
do,dy,....dy, avec k < n — 1, sont non nuls et () conjuguées, alors ils sont linéairement

indépendants.
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Preuve. Supposons que
aodo + Oéldl + ... + Oékdk =0 (415)

Multiplions légalité (4.15) présidente par dj @, 0 < j <k, on obtient

k
0="> ad Qd; = a;d] Qd; (4.16)
=1

or
Oéjd?@dj =0 = Q= 0

car () est définie positive et par conséquent d]Tde > 0. Donc le systéme {dy, d; ....dy}
est libre. m

4.2.2 L’Algorithme des directions conjuguées

Soit () une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R". Considérons le

probléme de minimisation quadratique sans contraintes,(PQSC'), suivant

zeR™

min {%xTQx - bTac} (PQSC)

Algorithme

Initialisation

On se donne xy € R™ quelconque et dy, dy, ..., d,,_1, Q) conjuguées. Poser k = 0 est allez
a l'etape principale

Etape principale

Pour k£ >0
Calculez
g = V(1) =Qup — b
Si gr = 0 Stop.
Sinon calculez .
ap = — 'Z,k dk
dk Qdk

et

Th1 = Tp + apdy

Poser k = k + 1 et allez & Etape principale.
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Théoréme 4.2.2 Partant d’une point initial xo € R"™ quelconque, l’algorithme des di-
rections conjuguées précédent converge vers la solution optimale unique & du probléme

(PQSC) dans n itérations, c’est a dire qu’on a

T,=3 et Qr,=Qi =0 (4.17)

Remarque 4.2.1 Si on démarre du point x1, alors la solution optimale est atteinte au
point T 1, c’est a dire qu’on aura

T = Tn+1

Théoréme 4.2.3 Soit () une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R"et
1
f(x) = 52" Qx —b"x. Considérons la suite{xy.},_, , de la maniére suivante. On démarre

par x1 € R™. A Uitération k, Le successeur xy.1 de xy, est donné par la relation suivante
Tpy1 = T + apdy

ot d, € R™ est une direction de recherche et ay, € RT est le pas de recherche obtenu par

une recherche linéaire exacte, oy, vérifie

Notons

Grt1 = V[ (p1) = Qrpa — b (4.19)
Alors

Je+1 = G + uQdy, (4.20)
et

Giadr, = 0, k=0,1,..n—1 (4.21)
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Théoréme 4.2.4 Dans la méthode des directions conjuguées, on a:

Giadi =0, k=0,1,..n—1, i =0, ... k (4.22)

4.3 Meéthode du gradient conjugué. Cas quadratique

Soit () une matrice (n,n), symétrique et définie positive. On considére dans ce para-

graphe le probléeme (PQSC) suivant

min{f(z): z € R"} = min {%xTQx ~blr:ze R”} (PQSC)

4.3.1 Introduction

Dans la méthode des directions conjugués, les directions dy, .....d,_; sont données a
I’avance.
Dans la méthode du gradient conjugué, On démarre d’un point o € R", dy = —gp =

V f(zo) = Qo — b. les directions di, k =1,..n — 1 sont calculés a chaque itération.
A T'itération k ,dk = —0k + Bk—ldk—l

diy = —gr + Brp_1dip—1

B._1 est obtenu de sorte que dy, soit () conjugué avec les autres vecteurs d;, @ =0, ...,k —1.

En d’autres termes on doit avoir
diQd;i=0 i=0,..k—1. (4.23)

Dans I'appelation gradient conjugué, on trouve les deux mots : gradient et conjugué.
a) Le mot gradient est utilisé car dj, est calculé a partir du gradient au point xy.
b) Le mot conjugué est aussi justifié, car et comme on le verra plus loin, les directions

{dp}7Z} sont @ conjuguées.
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4.3.2 Algorithme du gradient conjugué. Cas quadratique
Principe de I’Algorithme

On démarre d’un point quelconque xy € R"™.

Calculez d b—Q o o
alculez dy = —go = b — Qxy, g = —
0 9o 0 0 dedo
Supposons qu’a l'itération £ on ait : x; et dj. Ceci nous permettra de calculer
gde
gr = Qup—b, ap = T 0d, Try1 = Tptapdy, et g1 = QTry1—0, dyy1 = —grr1+85ds
k k
(4.24)
B, est choisi de sorte que
di 1Qdr =0 (4.25)

Puisque di11 = —gg+1 + B1,d, alors (4.25) donne

(—grs1 + Brdi)"Qdy, = 0

ou encore
Brdy Qdy, = gi 1 Qdy, (4.26)
et finalement " od
Ji+1< 0k
= —F= 4.2

Algorithme du gradient conjugué. Cas quadratique
1.choisir zg € R™.

2. Calculez gy = Qxg — b. Si gg = 0 stop. Sinon poser dy = —gp. Poser k£ =0
_ grdy
i, Qdy
4. Calculez 1 = xp + agdy.

3.Calculez oy, =

5. Calculez g1 = Qrgy1 — b. si ggr1 = 0 stop.

T
Jr41Qdr
. Calcul ==
6. Calculez 3, T Qds
7. Calculez dy1 = —grs1 + Brdy.

8Poser k=k+1etalleza 3.
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4.3.3 Propriétés du gradient conjugué quadratique

La propriété fondamentale du gradient conjugué cas quadratique est que les directions

{dk}z;é sont () cojugués. Ces directions vérifient comme on I’a vu dans ’algotithme

dk+1 = —Gr+1 + Brdy,

avec T
8, = gk+1Qdk
b dlQdy,

D’apres le théoreme 4.2.1, 'algorithme du gradient conjugué, version quadratique

converge vers la solution optimale en n itérations

Avant d’enoncer et de démontrer ce résultat, démontrons les lemmes suivants :

Lemme 4.3.1 Notons par
gk = V() = Qup — b

ou x, k=0,....n—1 sont obtenus par l’algorithme du gradient conjugué quadratique.
Alors on a
9419, =0, k=0,1,.n—1, j=0,1,..k

Théoréme 4.3.1 Les directions {dy,ds, ...,d,,_1} engendrées par l’algorithme du gradient

conjugué quadratique sont () conjuguées.

4.3.4 Convergence de I’Algorithme du gradient conjugué qua-

dratique
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Théoréme 4.3.2 Soit () une matrice (n,n), symétrique et définie positive et (PQSC) le

probléeme de minimisation sans contraintes quadratique suivant
1
min {f(z) : © € R"} = min {§;1:TQ33 ~blrre R”} (PQSC)

Démarrant d’un point xq € R™ quelconque, considérons la suite {xy} générée par l’algo-

rithme du gradient conjugué quadratique définie par

gr =V f(zy) =Qxr—b, k=0,1...

T
Gr41Qdy,
== k=0,1,.. 4.28
6[@ dZQdk 9 ) ( )
—go si k=0
d, = Jost = (4.29)
—gk + Bp_1dr—1 si k>1
T
Jje A
ap = — 4.30
et
Tyl = Tk + Oékdk, (431)

Alors la suite {xy} converge en n itérations vers la solution optimale T du probléme
(PQSC), c’est a dire que x,, vérifie x, =7 et

Q7 = Qz, = b (4.32)

Preuve. D’apres le théoréme6, les directions {dy, d1, ..., d,,_1 } engendrées par Palgorithme

du gradient conjugué

quadratique, sont () conjuguées. ’algorithme du gradient conjugué est une donc une

méthode a directions conjuguées. D’autre

part la fonction f(z) = —27Qz — bz est strictement convexe et R™ est un convexe

ouvert. Donc d’apres le théoréme3, la suite {xzy}

converge en n itérations vers la solution optimale Z du probléme (PQSC), c’est a dire

que x,, vérifie x,, = ¥ et

QT = Qx, = 0.
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CHAPITRE

GRADIENT CONJUGUE NON QUADRATIQUE

5.1 Introduction et différentes formes du gradient
conjugué

Soit f : R® — R. non quadratique .On cherche & résoudre le probléme non quadratique

sans contraintes suivant

min f (z) (PNQSC)
Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes du type (PNQSC)
on peut citer la méthode du gradient conjugué. Cette méthode est surtout utilisée pour
résoudre les problémes de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestene et Steifel ([25]), pour la minimi-
sation des fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendus cette méthode pour le cas non quadratique .
Ceci a été réalisé pour la premiere fois, en 1964 par Fletcher et Reeves ([17]) puis en 1969
par Polak , Ribiere ([15]) et Polyak ([8])

D’autres variantes on été étudiées plus tard. Une autre variante a été étudiée en 1987
par Fletcher

Toutes ces méthodes générent une suite de la facon suivante :

Tp+1 = T + Oékdk (51)

Le pas ap € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche

linéaire exacte ou inexacte du type Armijo, Goldstein ou Wolfe.
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Les directions dy sont calculées de fagon récurrente par les formu les suivantes :

- i k=0
do=q % K (5.2)
—gr + Brdi—1 sik>1

avec gr = V[ (xy) et By € R.
Les différentes valeurs attribuées a /3, définissent les différentes formes du gradient
conjugué

Si on note

Yk = Gk+1 — Gky Ok = Thy1 — T, (5.3)

On obtient les variantes suivantes :

T
g = w Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel (HS) en 1952
dy, Yk
2
rR= Hgk“g Gradient conjugué variante Fletcher Reeves (FR) en 1964
gk
T
ﬁkpff = % Gradient conjugué variante Polak-Ribiére-Polyak (PRP) en 1969
k
CcD H9k+1H2 . . . .
k+1 = W Gradient conjugué variante descente conjuguée (CD) en 1987
9h 1Y
o= c%lgk Gradient conjugué variante de Dai- Yuan (liu-Storey ) en 1991
2
ono= Hil%;gl;y Gradient conjugué variante de Dai-Yuan (DY) en1999
2
HZ g ) et dient conjugne variante Hager-Zhang(HZ) en 2005
k1 = | Yk kT s radient conjugué variante Hager-Zhang en
£ Yk k Yk
RMIL 91?+1 (gr+1 — gr)
o4 = Gradient conjugué variante Rivaie-Mustafa-Ismail-Lelong (RMIL) en 201
k+1 HdkH2

Remarque 5.1.1 Dans le cas ou f n’est pas quadratique on a

b FE B E BT A B BB A8 BT (5:4)

Par conséquent, en appliquant l’algorithme du gradient conjugué non quadratique, en uti-

lisant les coéfficients B, figurant dans (5.4), on obtient des suites {xy}, o différentes.

Que se passe t’il si f est quadratique strictement convexe et si oy, est obtenue par une

recherche linéaire exacte. La réponse a cette question se trouve dans le théoréme suivant
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1
Théoréme 5.1.1 Si f(z) = §xTQx — b2, avec Q symétrique définie positive, x €
R™ b e R"™ et si ap est obtenue par une recherche linéaire exacte. Notons
B8, = 91{+1Qdk
alors on a
5= BIS = BT = IR = P = GBS = BPY = g7 — gL (55)
et lalgorithme du gradient conjugué quadratique génére la meéme suite {xy},. oy -
Preuve.
a) Montrons que 3, = 7°
1
En effet. Rappelons que si () = §mTQx — bz, avec () symétrique définie positive,
r e R" beR” et si ap est obtenue par une
recherche linéaire exacte, alors on a
8, = gl{—HQdk (5.6)
fdQd,
On va transformer (5.6) de différentes fagons de sorte que la matrice @ disparaisse.
D’apres la formule
[(4.20) -Théoréme4.2.3-Chapitre4] on a
Je+1 — Gr = Qdy, (5.7)
(5.7) implique
Qdy, = Jk+1 — Gk (5.8)
ay,
Par conséquent (5.6) devient
7 Y9k+1 — Gk
8, = Ly _ 9/?+1(9k+1 — k) _ gizg:rlyk _ pHS (5.9)
‘ dgw df; (gr+1 — gr) Ay, Y ‘

€73
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b) Montrons que (1% = It

En effet. Puisque

dr = =gk + B 1k (5.10)

alors

HS _ g?fﬂ(gkﬂ — gx) B 91{+19k+1 - glzﬂgk
k - T - T
i 9o = 08) (=g + BrorgFrdior)” (gher — o)

T T
Jk+19k+1 — G419k

(5.11)

= 5.12
—Gis19k T e 9k + Br19is1di-1 — Br19" dr (5.12)
Or d’apres le lemme4.3.1-Chapitre4
, on a
Gis19k =0 (5.13)
et d’apres la relation [(4.22)-Chapitre4-Théoréme 4.2.4] on a
91{+1dk—1 =0 et gidy =0 (5.14)
Par conséquent (5.11), (5.12) et (5.14) donnent
is _ Jksr9ht FR
_ JkerGkt1 (5.15)
‘ 91, 9 g
c) Montrons que (7% = grir
En effet. On a
kHS _ 91{+1(9k+1 ) - 91{+1?/k . gg’—i—lyk _ kPRP (5.16)

T - T g7
dj, (Gk+1 — gr) (—gk + Bk_lqu) (Gk+1 — k) Ik Ik

Exercicel

Montrez que

B_ CD _ QLS _ DY _ pHZ _ pRMIL
k—Fk —Fk — Mk —Fk — Fk

Boumediene Amina 47 Université Badji Mokhtar Annaba,



Algorithme du gradient conjugué non quadratique.
Introduction.

Soit  f : R™ — R non quadratique et (PNQSC) le probléme de minimisation non

quadratique sans contraintes suivant :
min{f (z) : z € R"} (PNQSC)

Pour construire I'algorithme du gradient conjugué cas non quadratique, on peut s’inspirer
de ’algorithme du gradient conjugué quadratique établi au chapitre précédent. Contraire-
ment au cas quadratique, on n’a pas de matrice (). Par conséquent on n’a pas de directions
(@ conjuguées. Comme dans le cas quadratique, I’algorithme du gradient conjugué cas non

quadratique génére une suite {;}, .y de la maniére suivante :

Thy1 = Tk -+ Oékdk

L’algorithme démarre d’un point xy € R™ quelconque.
A T’itération k
Supposons qu’on ait le vecteur z, € R" et la direction dj_;. Ceci nous permet de

calculer Vf(zy) au lieu gr = Qzx — b dans le cas quadratique. Pour avoir xj;, on a

besoin de calculer o, et dj.

Calcul de d;, :

dy == V(@) + Br_1di (5.17)

On a huit fagons pour calculer 5, ;

s _ VI@e)" (V) = Vf(zr1))
T dL (V) = V()

pr _ V(@) (Vf(xr) — VI(ze-1))

e | Vfzp-1) |2
V@) P
LV () |12

DY | Vf(xr) H2

AL (V) — V(@)
vs _ V@) (Vf(ze) = V(ze1))

e dzflvf@k—l)
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cp IV £ (z)]”

T Al V(2o

IV /() = V f (zx) || V /(@)
di (Vf(xp) =V (z)) ) (VI (xe) = V(@) e

RMIL __ (Vf(xk))T(Vf(:z:k) — Vf(rg_1))

RAIL _
' Idi—I”

B4 = ((Vf(l"k) = Vf(zr-1)) — 2dy

Calcul de oy,

Ayant obtenu dj , rappelons que «y, vérifie
f(l"k; + Ozkdk) = min {f(xk + adk) e E]O, —I—OO[} . (518)

1
Dans le cas ou f(x) = §xTQx — b, @ symétrique définie positive, «y, solution de (5.18),

est donnée par la relation suivante

_ 9r di
dy Qi

Dans le cas ou f n’est pas quadratique, ay, ne peut pas étre calculée par la formule (5.19).
On calcule dans ce cas «y par d’autres méthodes. On utilise par exemple la méthode du
nombre d’or ou la méthode de dichotomie. Comme on le verra plus loin, «a; peut étre

calculée par une recherche linéaire inexacte d’Armijo ou Goldstein ou Wolfe.
Algorithme
Etapel
Choisir xg € R™ Quelconque et € > 0
Etape2
Poser £ =0
Calculez gy = V f(xg). Posez dy = —go
Etape3

Calculez «ay, en utilisant une rechreche linéaire exacte ou inexacte d’Armijo ou de
Goldstein ou de Wolfe ou de Wolfe Forte

Calculez xyy1 = xp + apdy

Etape4

Si |V f(xgs1)|| < e, Stop, 2* = xj41. Sinon allez a Etapeb
Etapeb

Calculez gy11 = V f(7r11)
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Calculez 3, par I'une des maniéres suivantes

HS FR PRP CcD
By = Br° ou B =p," ou B, =/ ou 3 = By
LS DY HZ RMIL
ou B, = py7oupf, =Py ouf =037 oufB =75

Calculez

A1 = — g1 + Brdy

Posez k =k + 1 et allez a Etape3
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CHAPITRE 6

| SYNTHESE DES RESULTATS DE CONVERGENCES DES
METHODES DU GRADIENT CONJUGUE NON
QUADRATIQUE

Dans ce chapitre on va essayer de présenter une synthése sur les différents résultats de
convergence des méthodes du gradient conjugué pour la minimisation des fonctions sans
contraintes .Ces méthodes seront utilisées avec une recherche linéaire inexacte. L’analyse
couvre quatre classes des méthodes qui sont globalement convergentes pour des fonctions
réguliéres non nécessairement convexes. Dans la premiére famille, ce sont certaines pro-
priétés de la méthode Fletcher-Reeves qui jouent un roéle crucial, tandis que la seconde
famille concerne la méthode de Polak-Ribiére-Polyak qui a une propriété importante. La
troisiéme concerne la méthode de la descente conjuguée et dans la derniére famille on va
présenter quelques propriétés de Dai-Yan.On terminera ce chapitre par quelques dévelop-

pements récents de la méthode du gradient conjugué.

6.1 Hypothéses C1 et C2 et théoréme de Zoutendijk

Hypotheses C1 et C2 (de Lipschitz et de bornitude).

Rappelons dans ce qui suit les deux conditions suivantes que toutes les méthodes du
gradient conjugué doivent vérifier (ou moins 1'une d’entre elles) pour prouver les résultats
de convergence.

Condition C1 :

Soit f : R™ — R. On dit que f vérifie la condition C1 si f est continument différentiable
dans un voisinage V(I') de I' = {x € R": f(x) < f(z1) 21 € R™ point initial.} et si
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V f (x) vérifier la condition de Lipschitz dans V' (I'), c’est a dire, il existe une constante L

telle que

lg(x) =9Il < Lz —yll,  pour tout z,y < V().

Condition C2 :

i) L’ensemble I' = {z € R": f(z) < f(x1)} est borné, i e, il existe une constante
B < oo telle que
lz| < B, VzeTl

Théoréeme de Zoutendijk).

[’outil de base utilisé par les différentes variantes du gradient conjugué avec une

recherche linéaire inexacte est le théoréme suivant de Zoutendijk

générant une suite {zy} de la forme :

Tp1 = Tk + agdy

Supposons aussi que f vérifie la Condition C1. Alors on a

00 T 2
Z (gk dk) < oo

2
o Ikl

Théoréme 6.1.1 (Zoutendijk) (/23]/) Considérons une méthode itérative quelconque

dj étant une direction de descente et g, est une recherche linéaire inexacte de Wolfe.

Utilisation du théoréme de Zoutendijk pour démontrer la convergence globale).

o T 2 o
oy (gk dk) L. N 2 2 N
La condition 21 < oo est équivalente a ,;:1 cos®(0k) |lgrll” < oo ou O est

I’angle que fait dj avec —gy. Il est évident de voir que si
cos(fy) >0 >0

pour tout k, alors on a
lim ||gx| = 0.
k—o0

Dans les différentes méthodes du gradient conjugué on n’arrive pas a démontrer le résultat
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précédent i.e., klim lgr|| = 0, mais seulement
lilgn inf || gx|| = 0. (6.2)

La condition (6.2) implique qu’il existe une sous suite de {||gx||} qui tend vers zéro.

Conditions suffisantes associés au théoréme de Zoutendijk pour démentrer la
relation (6.2)

Pour démontrer (6.2) on associe au théoréme de Zoutendijk les deux hypothéses sui-
vantes :
Hypotheésel

La descente suffisante est assurée, i.e., il existe une constante C' indépendante de £ telle
que
2
e dr < —C | gl

Hypotheése 2

Il existe une constante [ telle que

ldell* < Bk
On a donc
Relation de Zoutendijk (Z(gl;—kz o0)
= — {liminf g = 0}
Hypothesel k—o0
Hypothese2

Remarque importante I

O La condition (Hypothésel) est plus forte que la descente. En effet
gidy < —cllgil* = gidi < 0.

O La condition (Hypothésel) n’est pas nécessaire pour avoir li;n inf ||gx|]| = 0. Dai

et Yuan ([68]) ont montré la convergence globale seulement avec la condition de descente :
g,?dk < 0.

0 D’autre part la condition (Hypothésel), i.e. g7d), < —C ||g||” n’est pas suffisante
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toute seule, pour avoir la convergence globale.

Définition 9 Nous dirons qu’une méthode de gradient conjugué converge globalement si
l'une des deux conditions suivantes est vérifiée

a) gk, =0, pour un certain ko € N

b) limin ge] =0

Une autre version du théoréme de Zoutendijk se trouve dans ([23]). Ce sera l'objet du

théoréme suivant

conque générant une suite {xy} de la forme :

Tht1 = Tp + apdy,

Supposons aussi que f vérifie la Condition C1.
Alors on a

li]ininf llgx|| = 0.

ou

Z HdkH

Théoréme 6.1.2 [Zoutendijk bis] ([23]) Considérons une méthode itérative quel-

dy étant une direction de descente et vy, est une recherche linéaire inexacte de Wolfe forte.

6.2 Roble joué par la direction de recherche initiale

Commencons d’abord par donner un petit apercu sur le role joué par la direction de
recherche initiale.

Il est essentiel de prendre dy = —gy dans un algorithme de CG. En 1972, Crowder et
Wolfe [26] ont donné un exemple en 3 dimensions qui montre que le taux de convergence
est linéaire si la direction de la recherche initiale n’est pas la direction de la plus grande
pente, méme pour une fonction quadratique fortement convexe. En 1976, Powell [45] a
obtenu un résultat encore plus fort, il a montré que si la fonction objectif est une fonction
quadratique convexe et si la direction de recherche initiale est une direction de descente

arbitraire, alors, soit la condition d’optimalité est obtenue dans n + 1 itérations, ou la
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vitesse de convergence est seulement linéaire. En outre, en analysant la relation entre x
et dy, il s’ensuit que la convergence linéaire est plus fréquente que la convergence finie.
Afin de parvenir a une convergence finie pour une direction de recherche initiale arbi-

traire, Nazareth [34] a proposé un algorithme CG basée sur une récurrence a trois termes :

Yi_ 1Yk
dzlﬂyk—l

y;{yk

dy, +
d{yk

dk+1 = —Yi + dk—l (63)

avec d_; = 0 et dy une direction de descente arbitraire. Si f est une fonction qua-
dratique convexe, alors pour tout ay, les directions de recherche générés par (6.3) sont
conjugués par rapport au Hessian de f. Toutefois, cette innovation intéressante n’a pas
vu une utilisation importante dans la pratique.

Les méthodes dans lesquelles le terme |g,.,|* figure dans le nu-
mérateur de g,

Les méthodes FR, DY et CD ont toutes comme numérateur commun le terme
l|gk+1]”. Une différence fondamentale qui caractérise ces méthodes par rapport aux autres
méthodes du gradient conjugué ou 3, est calculé différement, est que les théoremes de
convergence globale nécessitent seulement la condition de Lipschitz : Condition C1 et
n’ont pas besoin de la condition de bornétude Condition C2 .

Méthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode été découverte en 1964 par Fletcher et Reeves ([17]), ) est égale a :

||91c+1H2
gfl = 2 (6-4)
[ral

Synthése des principaux résultats de convergence pour la méthode de Fletcher-

Reeves

Le premier résultat de convergence globale de la méthode de FR a été donnée par
Zoutendijk ([23]) en 1970. Il a prouvé que la méthode Fletcher-Reeves converge globa-
lement quand «aj obtenu par une recherche linéaire exacte, en d’autres mots. En 1977,
Powell a fait remarquer que la méthode de Fletcher-Reeves, avec une recherche linéaire
exacte, était sensible numériquement. Autrement dit, I’algorithme pourrait prendre de
nombreuses mesures courtes sans faire d’importants progrés au minimum. La mauvaise
performance de la méthode de FR dans les applications a été souvent attribuée a ce
phénomeéne de brouillage.

Le premier résultat de convergence globale de la méthode de FR pour une recherche

linéaire inexacte a été donné par Al- Baali ([1]) en 1985. En utilisant la recherche linéaire

inexacte de Wolfe forte avec o < 3 il a prouvé que la méthode FR génére des directions
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de descente suffisantes. Plus précisément, il a prouvé que :

1—20+o"t  —gld, < 1 — ottt

< < , pour tout k£ > 0
=0~ alf " 1-0

Comme conséquence, la convergence globale a été démontrée en utilisant la condition
Zoutendijk. Pour o = 1/2, dj est une direction de descente, toutefois, ’analyse n’a pas

établi la descente suffisante.

Touati Ahmed et Story ([14]) ont généralisé ce résultat pour
0< B, <" (6.5)

Gillbert et Nocedal ([30]) ont génralisé ce résultat pour

1By < B " (6.6)

Dans Liu et al. ([80]), la preuve de la convergence d’Al-Baali est étendue au cas
o =1/2. Dai et Yuan ([78]) ont montré que dans les versions FR consécutives, au moins

une itération satisfait la propriété de descente suffisante. En d’autres termes,

—grd, —qgL .dj_ 1
max{ Ik Qk, A kzl}Z—
lgell” " llgr—1ll 2

Le théoreme de Zoutendijk bis peut également étre utilisé pour obtenir un résultat de
convergence globale pour les méthodes FR mis en ceuvre avec une recherche inexacte de
Wolfe forte et ¢ < 1/2, puisque les directions de recherche sont toujours des directions de
descente.

Dans ([73]), Dai et Yuan montrent qu’avec la méthode de FR, les conditions Wolfe
fortes n’engendrent pas en général des directions de descente quand o > 1/2, méme pour
la fonction f(z) = A|jz[* , ot A > 0 est une constante. Par conséquent, la contrainte
o < 1/2 doit étre imposée pour assurer la descente. Dans les implémentations typiques
des conditions Wolfe, il est souvent plus efficace de choisir o proche de 1. Par conséquent,
la contrainte o < 1/2, nécessaire pour assurer la descente, représente une restriction
importante dans le choix des parameétres de la recherche linéaire. D’autre part, Dai et
Yuan montrent dans [71] que, lorsque o > 1/2 et gf d, > 0, —d}, peut étre utilisé pour
une direction de recherche, et si gf d; = 0, alors la recherche linéaire peut étre ignorée
par le choix xj1 = ). S'il existe une constante 7 telle que ||gx|| < 7, sous la condition
de Lipschitz, la méthode de FR, avec une recherche linéaire de Wolfe et ces ajustements

spéciaux quand g{dj > 0, est globalement convergente.
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Dans ([84]), la recherche linéaire de Wolfe forte est étendue & une recherche linéaire de
Wolfe faible. La convergence globale est obtenue lorsque o, 4+ 05 < 1. Pour une recherche
linéaire de Wolfe forte, o1 = 05 = 0, dans ce cas, la contrainte o + 05 < 1 implique que
o < 1/2. Par conséquent, la condition o1 + 05 < 1 est plus faible que la contrainte de

Wolfe forte o < 1/2. Et il est possible de prendre o, proche de 1, en prenant o5 prés de 0

Résultats d’El Baali I

Comme on ’a remarqué auparavant le premier et le plus important résultat de conver-

gence de la méthode de Fletcher Reeves (FR), avec une recherche linéaire inexacte est

celui d’El Baali ([1]). Nous exposons dans ce qui suit en détail ses résultats.

lge]l”
. g1
oy, satisfaisant a la régle de Wolfe forte (3.4), (3.6)ou o € }O, 3 [ Alors on a

faite. Considérons une méthode du type (5.1) et (5.2) avec 3, = B ™ =

_ T _
L G 20 1; E=1,...

I=o " JglP =~ 1-0

Théoréme 6.2.1 (El Baali) (/1]) Supposons que L’hypothése Condition C1 soit satis-

5 et le pas

Preuve. La démonstration se fait par récurrence

O Pour k=1: )
dig  —llall”

2 2
1] 1911

D’autre part :

O Supposons que (6.7) est satisfaite pour & > 1 et démontrons qu’elle le sera pour
k+1:

Supposons que :

-1 dr 20—1
e LA e Y N (6.8)
=0 =gl = 1-0
On a : ,
i1 ki1 B (=gks1 + Bradr)” e

2 2 = —1+ Br1di Gt
||9k+1|| ||9k+1||

D’autre part, on aura :

2 2

rr gkl L gl

k+1 — 2 FR — 2
||9k|| k+1 ||9k+1||
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d’ou

d£+1gk+l _ BkJrl d;{gk+1 (6 9)
||91c+1||2 k+1 ||9k||

En utilisant la condition de la recherche linéaire (3.6) on aura :

|df gri1| <

—adfgk =0 |Bk+1’ d;‘ggk < 5k+1d;€+19k+1 < -0 ‘5%1} dfgk

soit en remplagant ceci dans (6.9), on obtient :

~1+ < F <1

Brsr| X gryr  dE i grin |Brsa | dF gross

Bty Nael® = Mgl Bty Nl

De (6.8) on aura :

et de (6.6) :

_ ‘5%1}0 < d£+19k+1 <14 ‘5k+1|
5k+1( o) ||91c+1||2 B 5k+1( o)
Bl _
-0 Bk+1

Par conséquent on aura :

Ce qui achéve la

-1 L g, Lo
L—o = lgef® = 1-0

démonstration. =

a pour tout k >
C > 0 telle que

Sous les mémes hypothéses et conditions du Théoréme précédent, on

1; dy est une direction de descente suffisante i.e., il existe une constante

grd, < —C' gl

Preuve. On a d’aprés (6.7)

—1

l1—0

dggk < 20— 1

5 =
lgell” — 1—0
20'—1 2 1—20 2 2
7 gl = 222 gl = ~C il

= dkgk
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1—-20
1—0

avec C' = ]

Théoréme 6.2.2 ([1]) Supposons que L’hypothése Condition C1 soit satisfaite. Consi-

2
dérons une méthode du type (5.1) et (5.2) avec 3, = Bi™ = HHngH
Jk—1

1
tisfaisant o la régle de Wolfe forte (3.4)-(3.6) ot o € ]0,— [ Alors cette méthode est

5 et le pas ay, sa-

\)

globalement convergente, dans le sens suivant :

klim inf ||gx|| = 0 (6.10)

Preuve. Puisque les conditions du [théoreme 6.3.1] sont satisfaites alors on a :

— T —
1 < clkgk2 < 20 -1
=0 = Jglf = 10

o
= —odj_1gk—1 < 11— o ||9k—1||2
D’autre part de (3.6)

\df gi1| < —odige = |di_yg¢| < —0d]_ 95—
d’ou

ag
}dg—lgk} < —od} \gr1 < 1-o Hgkqﬂz (6.11)

De (6.7), (5.2) et (6.11) :

ldil® = [llgell® — 26419 + B lldir |

< gl + [284di_19x| + B3 ldis|I”

1“‘0— 2 FR\2 2
< dj—
< (T52) loul®+ (£ el
1
Posons 6 = +021, on aura :
— 0
2 A 2 2 2
Il < & llgell® + (BE7)" s
~ 2 ~ 2
< gl + (BE) [< & gl + (BT 2l
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k k
~ 4 —2 ~ 4 -2 ~ 4 -2
<6 llgrll* D Mg~ + 6 gl llgall ™ = & llgnl* D llgs] (6.12)

Supposons que gi est borné en dehors du zéro (limy_. inf ||gx|| # 0), c’est-a-dire :

Hng >w>0;Vk = Hngiz < w2

de (6.12) on a :

k 4 k
A
2 A 4 -2 ~
ldell” < gl E 195 S"EE:l
Jj= j=1

A4
=l < 625k
u

d’ou
(6.13)

Pvlf—‘

Q>

2 ||dk||

k>1

w1

1
Ce qui veut dire que > —— i || est divergente.
k>1 || dj,
D’autre part, puisque les conditions du Théoreme 4.1, et du théoréme 4.2 sont satis-

faites, alors on a :

z:cos2 0k ||gx|” < o0

k>1
. sl el
gk 3
c1 < cosby < ey
HdkH || k||
d’ou

Hng
Z 2||d ”2 | k|| < ZCOSQQk ||9k;||2 < 00
k

k>1 k>1
- Z Hng
E>1 HdkH
w4
= Z S <
E>1 HdkH
1
= Z 3
=1 |ldkl

Boumediene Amina 60 Université Badji Mokhtar Annaba,



Ce qui contredit (6.13), d’ou le résultat. Donc

klim inf || gx|| = 0.
m

Remarque 6.2.1 La méthode de Fletcher-Reeves avec une recherche linéaire exacte gé-

nére des directions de descente.
En effet, a chaque itération £ > 1, on a :
dl = (—geer + B dr)"
k+19k+1 Jk+1 k+10k)  Gk+1

= _ng+1gk+1 + ﬁffld;‘fgkﬂ

= - Hgk+1“2

Puisque

ap = gl;glf(mk + ady) = 151;%1 b, ()

Donc «y, vérifie la condition nécessaire d’optimalité :

Méthode de descente conjuguée

Cette méthode été découverte en 1987 par Fletcher ([57]), 5, est égale a :

2
CD _ ||9k:+1||
k+1 _d%‘gk

(6.14)

La méthode de descente conjuguée CD proposée par Fletcher ([57]) est étroitement
lice & la méthode Fletcher Reeves FR. Avec une recherche linéaire exacte, 85 & = 7 .
Une différence importante entre FR et CD est que, avec CD, la descente suffisante est
assurée pour une recherche linéaire de Wolfe forte et la contrainte o < 1/2 avec FR, n’est
pas nécessaire pour la méthode CD. En outre, pour une recherche linéaire qui satisfait
aux conditions de Wolfe relaxée (3.7)-(3.8) avec 01 < 1 et 09 = 0, il peut étre démontré

que :

0< 8P <BiR.

Par conséquent, a partir de ’analyse ([1]) ou le théoréme de Zoutendijk bis, la conver-

gence globale est assurée. D’autre part, si 07 > 1 ou 05 > 0, Dai et Yuan [66] construisent
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des exemples ot ||dkH2 augmente de facon exponentielle et le procédé de CD converge
vers un point ou le gradient ne s’annule pas. En particulier, la méthode CD peut ne pas

converger vers un point stationnaire pour une recherche linéaire de Wolfe forte.

dérons une méthode du type (5.1) et (5.2) avec

2
B, = kCD _ ”9k+1H
—dfgk

flaw +ardy) < f(an) + pdi g

et Jldggk < d{gkﬂ < —agdggk

wtération k > 1.

Théoréme 6.2.3 ([57]) Supposons que l’hypothése Condition C1 soit satisfaite. Consi-

et le pas oy, satisfait aux conditions de Wolfe relaxée (3.7)-(3.8) :

avec 0 < p<o; <1

et 0 < oy < 1. Alors la méthode géneére des directions de descente suffisante & chaque

Preuve. On a

T
—digr, = —(—gi+ B8 di1) g
dr g
2 k—1Yk
- Jk 1+—:|
ol [ o
—d} gi 14 di_19k
lgrl? di_19r—1

D’autre part de (3.8), on a

odige < di gy < —0od) i

dg—lgk
= 1—02§1+T—§1+0'1
k—19k—1
d’ou
—dr
]_—0'2 ngk 1+O'1
gl
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Donc si ||gx|| # 0, on a

digr < —C llgell”

onC=1—-09>0

et donc d;, est une direction de descente suffisante. m

une méthode du type (5.1) et (5.2) avec B, = BLY =
conditions de Wolfe relaxée (3.7)-(3.8) :

[ (@ + apdy)

et Uldfgk

||9k+1||2
—d{gk

f(@r) + pdy gi

di grv1 < —02d) gx

0<p<oy<1etos=0; est globalement convergente, dans le sens suivant :

Théoréme 6.2.4 Supposons que L’hypothése Condition C1 soit satisfaite. Considérons

et le pas a4, satisfait aux

avec

Jim i g = 0
Preuve. Du théoréme précédent on a :
_qT
1—0y < dkg;ﬁl—l—al
[l
T
S s s
9k
2
T e .
—d}, gk
-1 ||91c+1||2 ||9/c||2
= (1 + 0'1) < T 3 <1
—di gr | grs |
CD
- k
(I+o0) ' <2 <1
k+1

CD FR
k+1 S 6k+1

Donc 851 vérifie I'inégalité (6.6).
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D’apres le théoréme 4.2 1 on a :

klim inf [|gx|]| =0
n
Méthode de Dai-Yuan
Cette méthode été découverte par Y. H. Dai et Y. Yuan ([71]) en 1996, /3, est égale
a:
DY ||9k:+1||2
kT Ty 0 YT Okl T Gk (6.15)
k Yk

Cette méthode est fondamentalement différente de la méthode Fletcher Reeves et aussi
de la méthode CD. Avec une recherche linéaire de Wolfe standard, la méthode de DY
génere toujours des directions de descente. En plus elle est globalement convergente aves
des hypotheses tres générales sur la fonction objectif f. On exige seulement que f soit
continuement différentiable et que le gradient soit Lipschitzien, c’est a dire que f vérifie
I’hypothése Condition C1.

Théorémes de convergence de Dai et Yuan exigeant seulement la condition de
Wolfe et la condition de Lipschitz C'1

Hgk+1H2,
d{l/k ’

dérons des méthodes du type (5.1) et (5.2) ot B3, satisfait o 1> =

et le pas vy satisfait aux conditions de Wolfe faible :

flzp+ardy) < flog) + pdi gi
digry > odigy

autrement dit :

Théoréme 6.2.5 [31] Supposons que la condition de Lipschitz C1 soit satisfaite. Consi-

Yk = Gk+1— 3Gk

avec 0 < p < o < 1. Alors toutes les directions générées par ces méthodes sont de descente,

digr <0; VE>1 (6.16)

Preuve. La démonstration se fait par récurrence.

1) Pour k=1:
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digi=—]g*<0

digr=—|lal> <0

2) Supposons que (6.16) est satisfaite pour £ > 1 et démontrons qu’elle le sera pour
k+1:

Supposons que :
d g <0; k>1

En utilisant (3.7), on aura :

diye = dj, (ger1 — gk) > di (g1 — gi) = (0 — 1) dfgr=— (1 — o) digp > 0

D’autre part :

T
dirgier = (—ger1 + Bitade)” e
= - H9k+1H +5k+1 .

Hgk 1”
= —|lgeial®+ d; dy, g
2
= | 2 MdT
= G ||” + T r (Uk + gr)
L Yk
g |l
= gl + o + H2 L
ol r,
dk;yk

or puisque :di gp < 0; diys > 0; il en résulte :

dg+19k+1 <0

Ce qui achéve la démonstration. m
Résultat de Dai et Yuan sur la descente suffisante

Dans [16], Dai a analysé la méthode de DY de fagon plus approfondie. Le résultat

suivant donne des conditions suffisantes pour obtenir des directions de descente suffisantes.
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Théoréme 6.2.6 Supposons que la condition de Lipschitz C1 soit satisfaite. Considérons

2
des méthodes du type (5.1) et (5.2) ot BPY = HZ]QTHH J Uk = Jk+1— Gk et oy satisfait aux
k Yk

conditions de faible :

flan +ardy) < flar) + pdi g

di g1 > ody gi

avec 0 < p < o < 1. Alors la suite {xy} générée par 1'algorithme de Dai-Yuan converge

globalement i.e.

klim inf ||gx]| =0 (6.17)

Preuve

En utilisant le théoréme précédent, on aura :

ZCOS2Q||gk||2 < 0o (6.18)
k>1
d’autre part on a :
2
| drt1 + 9k+1||2 = HﬁkDfldk”

2
= Ndiaal® = (825) Nldell® = 281 951 — lgeal® (6.19)

De (5.2) :
T
digirr = (=g + B0dk) " gra
||91c+1||2
k Yk
d% 19k+1

dfgk
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remplagant ceci dans (6.19), on aura :

Il BRI 2T gl
(d£+19k+1)2 (d£+19k+1)2 (d£+19k+1)2 (d£+1gk+1)2
_ Hdk||2_[ N S HngH?] 1
(i) |lgenll®  “diagen (@ ge0)° ] lgenl
||dk||2_{ 1 ||gk+1||r 1
(di 9x) [ Ry g ||
i ] 1

(di 9r) ||9k+1||2

d’ou
lul® 1 e
T, \2 — 2 dr
(dkgk) g%l ( k—1gk71)
1 1 dje—2]|*

HQkH2 ”gk71H2 (d£,29k—2)

IN
—_
N

Supposons maintenant que (6.18) n’est pas satisfaite, autrement dit :

Jw >0 tel que ||gx| > w;Vk

On aura :
2 k
1 1 1
||gk||2 < 2§_221:_2k
(d 9x) lgill” — w i w
dr g.)° 1
- Z ( k:gkz > w2 L
k>1 e k>1 k
d’ou

ce qui contredit (6.18).Ceci achéve la démonstration.
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6.2.1 Meéthode de Dai-Yuan généralisée

Dans le procédé de I'analyse de la méthode de DY, Dai et Yuan ont généralisé leurs
résultats pour toutes les méthodes du gradient conjugué ou (3, peut se mettre sous la

forme suivante :

8, = gPYG — Prt1
k k (I)k;
Le procédé de FR correspond au choix @, = ||gx/|*. En utilisant (1.3), S2Y peut étre

réécrit sous la forme : .
DY _ Grr1dr+1
k _— T—
9 dy,

Par conséquent, le procédé de DY a la forme (DYG) avec &, = gidj. Le résultat

suivant a été établi par Dai et Yuan dans [29, 31] :

Théoréme 6.2.7 [36] Considérons une méthode du type (3.29) et (3.30) avec B, =
)
pya _ Pkl

, dy est une direction de descente pour tout k. Supposons aussi que [’hy-

k - @k;
T 1 \2
. . ) o . . . (gk dk)
pothése Condition C1 soit satisfaite. Si la relation de Zoutendijk (> W < 00) est
k=0 ||dg

vérifiée et si l'une des trois relations suivantes
o (gl de)” = g T 4
Z 72— ouz 02 — OUZH@ = 00
k=0 k k=0 K k=1 i=1

a lieu, alors la suite générée est globalement convergente, i.e.,

klim inf || gx|| = 0.

Applications du théoréme a la méthode de Dai Yuan

Comme corollaire de ce résultat, la méthode de DY est globalement convergente, si elle
est mise en ceuvre avec une recherche linéaire inexacte de Wolfe. En effet, on a &, = g,{dk.

Par conséquent

N [ 7 \2 o (T \2 N (T2
> gk == 3 U = 3 U -
k=0 k k=0 k k=0
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Applications du théoréme & la méthode de Fletcher Reeves

la méthode de FR est globalement convergente, si elle est mise en ceuvre avec une

recherche linéaire inexacte de Wolfe forte avec o < 1/2. En effet, on a @, = ||g;|°. Par
conséquent
i (78PN o 73 i loll® _
% TR DB
k=0 k=0 k=0

Notez qu’une méthode générale de gradient conjugué peut étre exprimée sous la forme
(4.13) en prenant &y =1, et

k
@k:HBj, pour k£ >0

Jj=1

6.3 Les méthodes ot _gﬁly;‘, figure dans le numérateur
de /3/‘

Méthode de Polak-Ribiere-Polyak
Cette méthode a été proposée en 1969 par Polak et Ribiere ([15]) et Polyak ([8]), 5,

est égale a :

PRP __ g£+1yk.
k - 2
[Tzl

Dans [55] la convergence globale de la méthode PRP fut établie lorsque f est forte-

Yk = Gk+1 — Gk

ment convexe et la recherche linéaire est exacte. Pour une fonction non linéaire, Powell
([45]) a montré que la méthode PRP est globalement convergente si

(a) La taille du pas s, = z.1 — 2 tend vers zéro.

(b) La recherche en ligne est exacte.

(c¢) La condition de Lipshitz C'1 est vérifiée.

D’autre part, Powell a montré plus tard ([43]), en utilisant un contre exemple & 3
dimensions, que, avec une recherche linéaire exacte, la méthode PRP pourrait avoir un
cycle infini, sans converger vers un point stationnaire. Par conséquent, il est nécessaire
d’imposer la condition (a) pour avoir la convergence.

Dans le cas ou la direction de recherche est une direction de descente, Yuan ([36]) a
établi la convergence globale de la méthode PRP pour les fonctions fortement convexes
associées a une recherche linéaire inexacte de Wolfe standard. Cependant, pour une re-

cherche linéaire inexacte de Wolfe forte, Dai ([67]) a donné un contre exemple qui montre
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que, méme lorsque la fonction objectif est fortement convexe et o € (0, 1) est susamment
petit, la méthode PRP peut encore générer des directions de recherche dj ascendantes
ie., ngdk > 0.

En résumé, la convergence de la méthode de PRP pour une fonction non linéaire
est incertaine ; I’exemple de Powell montre que lorsque la fonction n’est pas fortement
convexe, la méthode PRP peut ne pas converger, méme avec une recherche linéaire exacte.
L’exemple de Dai montre que méme pour une fonction fortement convexe, la méthode

PRP peut ne pas générer une direction de descente avec une recherche linéaire inexacte.

Modification de la méthode PRP en agissant sur le coéfficient [,

Sur la base des connaissances tirées de ’exemple de Powell, Dai a suggéré ([70]) la

modification suivante dans le parametre de mise a jour pour la méthode PRP :

BPRP+ — max {BPRP 0}

Dans ([30]) Gilbert et Nocedal ont prouvé la convergence de la méthode PRP +.

L’analyse de Gilbert et Nocedal s’applique a une classe d’algorithmes du gradient

conjugué qui posseédent la propriété suivante :

Considérons une méthode itérative de la forme (5.1) et (5.2), et supposons la suite

des gradients {g;} vérifie la condition suivante :

il existe deux constantes positives v et 7 telles ques : Vk € N: 0 < v < [|gx]| <7

Définition de la propriété () I

On dit que la propriété (%) est vérifiée s’il existe des constantes b > 1 et A > 0 telle

que :
1
VEeN: B <b et [sk|| <A implique |B;] < %

Le résultat suivant est prouvé dans ([12]).
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Théoréme 6.3.1 Considérons une méthode itérative du gradient conjugué de la forme

(5.1) et (5.2) qui satisfaite aux conditions suivantes :

a) B, >0

b) Les directions de recherche sont de descente i.e il existe une constante C' = 0 telle que

Grdy < Cllgil* h=1,2,...

00 Td 2
c)La condition de Zoutendijk (> % < 00) est vérifiée
k=0 ||dy

d) La propeiété (%) est vérifiée.
c¢) La condition de Liptchiz C1 et la condition de bornetude C2 sont assueées.

Alors la suite générée par cet algorithme est globalement convergente i e.

liminf ||gx|| = 0 (6.20)

Comme corollaire de ce résultat, Si on associe a la méthode PRP+, des directions de

recherche satisfaisant la condition de descente suffisante DS et des recherche linéaires de

Wolfe faible, alors la méthode PRP + est globalement convergente.

Dans ([78]), Dai et Yuan ont donné des exemples pour montrer que la la condition

de bornetude C2 est nécessaire pour obtenir la convergence globale i.e., lign inf ||gx|| = 0.
— 00
D’autre part, la contrainte 3, > 0 ne peut pas étre affaiblie par max { 65 RP —5} pour

tout choix de € > 0.

Dans [34], il est montré que la condition de descente suffisante dans le théoréme précé-

dent, peut étre affaiblie & une condition de descente simple du type g!'d; < 0, si on utilise

une recherche linéaire inexacte de Wolfe forte.

Modification de la méthode PRP en agissant sur le pas oy

La méthode PRP+ a été introduite pour remédier a la défaillance de la convergence

de la méthode PRP lorsque elle est mise en ceuvre avec une recherche linéaire inexacte

de Wolfe. Une autre approche pour corriger ’échec de convergence, est de conserver la

formule de mise & jour PRP, mais modifier la recherche linéaire elle méme. Suivant cette

voie, Grippo et Lucidi( [38]) ont proposé une nouvelle recherche linéaire de type Armijo.
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ol j > 0 est le plus petit entier possedant les propriété suivante

F(xr) < flxy) — 6 ||, (6.21)

-G ||gk+1||2 < 91%1+1d1c+1 < e ||91c+1||2 (6.22)

ol <Cy<1<C,0< A< 1letT >0 sontdes constantes. Avec cette nouvelle
recherche linéaire, ils prouvent la convergence globale de la méthode PRP. Dans un do-
cument plus récent [15], ils combinent la recherche linéaire précédente avec une technique

de «région de confiance".

Dans une autre voie de recherche, il est montré dans [22] que la méthode PRP est
globalement convergent lorsque la recherche linéaire utilise un pas de progression constant :
ar =1 < 1/4L, ou L est une constante de Lipschitz associée a f. Dans [63] Sun et Zhang

T
i A

d} Qrdy,
définie positive dont la plus petite valeur propre vy, vérifie vy, > 0, 0 € (0, vmin/L), L

donnent un résultat de convergence globale avec oy, = —¢ , ol QY est une matrice

est la constante de Lipschitz associée a V f.

Pour ces choix de pas, les directions de recherche ne sont plus conjugués lorsque f est
quadratique. Par conséquent, ces méthodes doivent étre considérées comme des méthodes

de plus grande pente, plutot que des méthodes de gradient conjugué.
Méthode de Hestenes et Stiefel HS
Introduction

Cette méthode a été proposée en 1952, dans sa version linéaire par Hestenes et Steifel
([20]). C’est d’ailleurs le premier article publié qui parle de la méthode du gradient conju-
gué. Les auteurs utlisent cette méthode itérative pour résoudre des systeémes linéaires, 3,

est égale a :

T
HS _ Jk11Yk
kK T )
dk Yk

Yk = Gk+1 — Gk (6.23)
La méthode HS possede la propriété de conjugaison suivante

di =0 (6.24)

indépendamment de la recherche linéaire.
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Convergence de la méthode HS

Pour une recherche linéaire exacte, BkHS = Ef RP Par conséquent, les propriétés de
convergence de la méthode de HS doivent étre similaires aux propriétés de convergence
de la méthode PRP. En particulier, si on prend en considération 1’exemple de Powell [60],
la méthode HS associée a une recherche linéaire exacte, peut ne pas converger pour une
fonction non linéaire. Il est facile de vérifier que si les directions de recherche satisfont a
la condition de descente suffisante et si on utilise une recherche linéaire Wolfe, alors la
méthode de HS satisfait la propriété ().

Comme la méthode PRP +, si nous notons
F5T = max {89, 0}, (6.25)

il résulte du théoreme 5.1, que la méthode HS+ est globalement convergente.

6.3.1 Méthode de Liu et Storey LS

La méthode Liu et Storey LS est également identique & la méthode PRP pour une
recherche de linéaire exacte. Bien que peu de recherches ont été faites sur ce choix pour
le parametre de mise a jour, a I'exception de article ([52]), nous nous attendons a ce que
les techniques développées pour 'analyse de la méthode PRP devraient s’appliquer a la
méthode LS.
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6.4 Meéthodes hybrides et familles paramétriques du

gradient conjugué

Les méthodes hybrides

Méthodes hybrides utilisant FR et PRP

Comme nous ’avons vu, la premiére série de méthodes FR, DY et CD ont des pro-
priétés de convergence remarquables, mais ils ne sont pas assez performants en pratique
a cause du phénomeéne du brouillage. D’autre part, comme on 1’a remarqué, le second
ensemble de méthodes PRP, HS, LS peuvent ne pas converger. Cependant numérique-
ment et partiquement, elles sont plus performantes que les méthodes FR, DY et CD.
Par conséquent, des combinaisons des deux types de méthodes ont été proposées pour
tenter d’exploiter les caractéristiques intéressantes de chaque ensemble. Touati-Ahmed et

Storey [14] ont proposé la méthode hybride qui suit :

ﬁk _ { kPRP 0< BkPRP < 6£‘R

rR sinon

Ainsi, lorsque les itérations coincent ou bloquent, le paramétre de mise & jour PRP

est utilisé. Par les mémes motivations, Hu et Storey [79] ont proposé

Bk = max {07 min {ﬁkPRP7 ﬂkFR }}
Dans [79], il est précisé que 85 ¥ peut étre négatif, méme pour des fonctions fortement

convexes. Nocedal et Gilbert [30] ont proposé
B = max {—BfR, min {BkPRP, Brh }}

Avec ce procédé hybride, 3, peut étre négatif car Bf R est toujours positif ou nul.
On notera que dans les résultats numériques présentés dans [38], les performances de ce

procédé hybride n’étaientt pas meilleure que celles de PRP+-.

Les résultats de convergence pour les méthodes du gradient conjugué qui peuvent étre
bornés en fonction de la méthode FR sont développés dans [39, 47, 49]. En particulier, le

résultat suivant est établi dans [47] :
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Théoréme 6.4.1 Considérons une méthode itérative du gradient conjugué de coéfficient
By de la forme (3.29) - (3.30), qui utilise une recherche linéaire inexacte de Wolfe forte
(2.8)-(2.9) avec o < 1/2. Supposons aussi que l’hypothése de Lipschitz C'1 soit vérifiée
et qulon a 20|53, < BE™ . Alors les directions de recherche engendrées sont toujours les

directions de descente et la suite associée a cet algorithme est globalement convergente i.e.

lim inf | g = 0

< BfR, on a

obtenu la descente et la convergence globale. Dans [39, 49], on a imposé une condition

Remarque 6.4.1 Dans le théoréme précédent, avec la condition 20 |3,

plus forte, en l'occurence 20 |3 < 65 R et on a obtenu un résultat plus fort, la convergence

globale et la descente suffisante.

Méthodes hybrides utilisant DY et HS

Rappelons que la méthode de DY posséde des résultats de convergence globale plus
performantes que celles de FR. Par conséquent, Dai et Yuan ([78]) ont étudié la possibilité
de combiner DY avec d’autres méthodes CG. Utilisant une recherche linéaire de Wolfe et
pour (3, € [—anDY, kDY] ,oun = (1—0)(1+ o), ils démontrent la convergence globale
lorsque la condition de Lipschitz C'1 est assurée.

Les deux méthodes hybrides suivantes ont été proposés dans ([30]) :

= { = (12 ) A min {51,507} |

et
B3, = max {0, min {8;"%, 8" } }

Les expériences numériques dans ([20]) indiquent que la seconde méthode hybride a
donné des résultats plus performants que la méthode PRP*.

Une autre méthode hybride a été proposée par Dai dans ([17]). Elle emploie soit le
modele de DY ou celui de CD :

lgesa]l®
max {d%yk, —g,{dk}

51@:

Il montre que ce systéme hybride génére des directions de descente, indépendamment
de la recherche linéaire. Cette propriété de descente est plus forte que celle du modéle de

DY lui-méme, ou la descente est valable pour une recherche linéaire de Wolfe. Dai montre
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que pour ce systéme hybride, (3, € [0, kD Y] . Cette propriété, ainsi que celle de la descente
du modele hybride, implique la convergence des méthodes pour des recherche linéaires
typiques.

Les méthodes unifiées

Les méthodes quasi-Newtonniennes ont été regrouppées en familles dites de Broyden
([9]) et ont été étudiées ensemble. De la méme maniére, Dai et Yuan ([26, 31]), ont unifié
plusieurs méthodes du gradient conjugué et ont proposé une famille & un parametre des

méthodes du gradient conjugué en posant

2
DY —unif _ ||gk+1|| (6 26)
* M llgell + (1= Ae) df

ol A\ € [0,1] est un parametre. Les méthodes unifiées sont en fait une combinaison
convexe des méthodes FR et DY. Le procédé de FR correspond & A\ = 1, tandis que la
méthode de DY correspond & Ay = 0. Dans ([27]), cette famille est étudiée en considérant
Ak €] — 00, +00]. Si la condition de Lipschitz C'1 est vérifiée et si on utilise une recherche
linéaire de Wolfe avec

o1—1<(o1+09) A <1

alors on a la convergence globale pour chaque membre de la famille.
En considérant des combinaisons convexes des numérateurs et des dénominateurs de
It ot BHS, Nazareth ([35]) propose et de facon indépendante, une famille & deux para-

meétres des méthodes du gradient conjugué avec :

2
N—unif _ Mk gk ll” + (1 = px) g1y
: M llgell® + (1 — M) dly,

(6.27)

ol Ay, i, € [0,1]. Si on attribue & Ay, et u; les valeurs extremes 0 ou 1, on obtient les
méthodes du gradient conjugué FR, DY, PRP, et SH. Par exemple

T
= Lm0 g = St e
Ik )
Ne = 0= 1= BN = —”‘Z’?lH = 6"
k Yk
2
Ay = 1’%:1:}52\/—%#: ”ﬁ’;ﬁ! = prE
k

Constatant que les six méthodes du gradient conjugué qu’on a vu précédement ont
deux numérateurs et trois dénominateurs, Dai et Yuan ([29]) ont introduit une nouvelle

famille de gradients conjugués encore plus large a trois parametres, ils ont choisi 3, comme
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suit :

8, = BPY3 — g lgrsa |1 ‘1‘2(1 — k) Gh1 Y (6.28)
(1= X = wi) lgell™ + Awdf ye — widi gr
ou g, Ak, wi € 10,1].

Cette famille a trois paramétres comprend les six méthodes standard du gradient
conjugué, les familles & 1 ou 2 paramétres vues ci dessus et de nombreuses méthodes
hybrides comme cas particuliers. Afin de veiller & ce que les directions de recherche générés
par cette famille soient des directions de descente, le critére de redémarrage de Powell ([58])

est utilisé. Posons dj, = —g, si

gt gi-1| > € gl

ou & > 0 est une certaine constante fixe. Si on utilise une recherche linéaire inexacte
de Wolfe forte (2.8)-(2.9) avec

(1+&)o <

N —

Dai et Yuan ([29]) ont montré que les directions de recherche sont des directions de
descente. Les résultats de convergence globale sont également établis.

Dans ([19]) Dai et Liao modifient le numérateur du parameétre de mise a jour pour
obtenir HS

DL glrf+1 (Y — tsi) _ QHS ngHSk

= = —t——, Sp = Thy1— Tk = . Y = Gr+1 — g (6.29
k Iy k Ty, + + (6.29)

ou t > 0 est une constante. Pour une recherche de ligne exacte, gi11 est orthogonal
A Sp = Tpy1 — Tp = apdy. Ainsi, pour une recherche linéaire exacte, BkDL = kHS. Par
conséquent la méthode du gradient conjugué DL se réduit & la méthode HS et la méthode
PRP. Encore une fois, en raison de I’exemple de Powell, la méthode DL peut ne pas
converger pour une recherche linéaire exacte. Semblable & la méthode PRP + | Dai et

Liao ont également modifié leur formule de la facon suivante pour assurer la convergence :

DLt — max {95;1% , 0} SRUSLE (6.30)
k Yk dy. Yk
Si les hypotheses de Lipschitz C'1 et de bornétude C2 sont vérifiées et si dj. satisfait
a la condition de descente suffisante (2.3), il est montré dans [19] que la méthode DL+,
mise en ceuvre une recherche linéaire inexacte de Wolfe forte (2.8)-(2.9), est globalement
convergente.
Tres récemment, dans un nouveau développement de cette stratégie de mise a jour,

Yabe et Takano proposent le choix suivant pour le paramétre de mise & jour, basée sur

Boumediene Amina Université Badji Mokhtar Annaba,



une condition sécante modifiée donnée par Zhang et al. ([62]) :

YT _ 91?+1 (21 — tsg)

= 6.31

ou p
ZkzyimL(ka )Uk
Or =6 (fr — frr1) +3 (g + grp1)” sn

p > 0 est une constante et u; € R™ satisfait sfuk # 0; par exemple, uy =.dj, . Encore
une fois, et suivant la démarche appliquée a la méthode PRP+, Yabe et Takano ont

modifié leur formule de la fagon suivante pour assurer la convergence :

T T
YT+ Ji+17k Git15k
= max ,0p —t——— 6.32

Ils montrent que la méthode YT+ est globalement convergente si les hypotheses de
Lipschitz C'1 et de bornétude C2 sont vérifies et dj satisfait a la condition de descente

suffisante, et si une recherche linéaire inexacte de Wolfe forte (2.8)-(2.9) est employée avec

0<pc 10
=P =31 +o-20)

Sellami, Laskri et Benzine ([7]) ont proposé une nouvelle famille & deux parameétres

des méthodes du gradient conjugué pour I'optimisation sans contraintes et ont étudié ses

propriétés et sa convergence. J; est de la forme générale suivante :

Py,

Br = , 6.33
- (05
ou ¢ _, satisfait

Gy = (1= X = ) lgnaI” + O + ) (=g 1 1), (6.18)
et

op = Mol” + (1= N(=gidi). A e0,1]. (6.34)
Avec ces données, nous obtenons
g

Br =
= = ) gk |+ (= g 1) + Myl di)
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CHAPITRE [

LA NOUVELLE METHODE CGBBB

7.1 Intrducton

Considérons la méthode d’optimisation sans contraintes suivant :

min f (x) (7.1)

z€eR™

ou f : R"™ — R est une fonction continuement différentiable. Les différentes formes du
gradient conjugué sont parmi les meilleures méthodes utilisées pratiquement pour résoudre
les problémes de type (1), spécialement quand la dimension de I’espace n est trés grande.

La méthode du gradient conjugué génére une suite {;}, .y de la maniére suivante :
Tp4+1 = T + Oékdk’ k= 0, 1, 2, cevey (72)

Le pas a; € R étant déterminé par une recherche linéaire exacte vérifier

f (J?k -+ Oékdk) = ICIMI>11(;lf (xk + adk) (73)

Les directions dj, sont calculées de facon récurrente par la formule suivant

_ ik =0
d=4 % ” (7.4)
—gi + Brdr—1 sik>1

oul gr est le gradient de f(z) au point x; € R"™ et (3, est un scalaire. On connait
quelques formules classiques de calcul des (3;,. Citons les plus célébres : Celles de Hestenes-
Stiefl (HS) en 1952, de Fletcher-Reeves en 1964, de Polak-Ribiere-Polyak (PRP) en
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1969.Citons aussi la méthode conjugate descent method(CGD) en 1987, la méthode Liu-
Storey(LS) en 1992, et la méthode the Dai-Yuan (DY) en 2000. Les parameétres [, sont
calculés en utilisant les formules suivantes : en 1969. Citons aussi la méthode conjugate
descent method(CGD) en 1987, la méthode Liu-Storey(LS) en 1992, et la méthode the
Dai-Yuan (DY) en 2000. Les parameétres (3, sont calculés en utilisant les formules sui-
vantes : en 1969. Citons aussi la méthode conjugate descent method(CGD) en 1987, la
méthode Liu-Storey(LS) en 1992, et la méthode the Dai-Yuan (DY) en 2000. Les pa-
rametres 3, sont calculés en utilisant les formules suivantes : en 1969. Citons aussi la
méthode conjugate descent method(CGD) en 1987, la méthode Liu-Storey(LS) en 1992,
et la méthode the Dai-Yuan (DY) en 2000. Les paramétres [, sont calculés en utilisant

les formules suivantes :

T 2 T
HS _  YpYk—1 FR _ g ﬁPRP _ Yk Yr—1
k - 9 k 9 - )
di_1Yr— (=1l lge—1l®
2 T 2
cp _ [k | Ls _ _ _YrYr—1 DY _ llgrll [
g dg_lgkfl 7 g dg_lgkq ’ ¥ df_lykq ’

La convergence des différentes méthodes du gradient conjugué a été étudié par plu-
sieurs mathématiciens. Citons les plus importants résultats. Powell ([44]) et Zoutendijk
(1970, [20]) ont prouvé la convergence de la méthode du gradient conjugué version Flecher
Reeves en utilisant la recherche linéaire exacte. Al-Baali ((1985) [1]) généralisa ce résul-
tat pour les recherches linéaires inexactes de Wolfe faible forte. Touati-Ahmed et Storey
(1990, [14]), Gilbert et Nocedal (1992, [30]) ont étudié la convergence globale du gradient

conjugué version PRP avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe faible.

Belloufi et Benzine ([49]) ont proposé une nouvelle direction d2® définie comme suit :
I itk =0

- 2

dEB _ ”gle ' (7.5)
—ng + di—1 if k>1

9k

Belloufi et Benzine ([49]) ont obtenu leur résultat de convergence en utilisant la recherche

linéaire inéxacte de Wolfe forte suivante :
f(z + awdy) < flag) + Songy dy, (7.6)
‘g (l‘k —|— Oékdk)T dk‘ S —O'g%dk (77)

1
0&56]0,5{@506]6,1[.
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On propose de ce paragraphe un nouveau algorithme qu’on a appelé : Conjugate
gradient Boumediene Benzine Belloufi et noté CGBBB Algorithm. On démontre dans
cette partie la descente suffisente et la convergence globale de notre nouveau algorithme..
Pour arriver a ce but, on utilise une recherche linéaire exacte du type (7.3).

On termine ce paragraphe en effectuant preés de 700 tests numériques sur notre nou-
veau algorithme et on les compare avec d’autres algorithmes assez connus, en utilisant
la méthode de Dolan et Moré CPU performance. On montre que l'algorithme CGBBB
est plus performant que I’algorithme Polak-Ribiere-Polyak (CGPRP) et 'algorithme de
la descente conjuguée (CGDC).

7.2 Algorithme de méthode CGBBB

Etapel : Donné z, € R", posé dy = %

lgol*”
Etape2 : Si ||go|| = 0 stope sinon passer a 'Etape2.

k=0.

Etape3 : Poser ;.1 = x + axdy o dj est séfinie par (7.5) et «y, est définie par (7.3)
Etaped4 : Poser £ = k + let aller a ’Etapel.

7.3 Propriété de la descente

Nous sommes en mesure maintenant de démontrer que la méthode CGBBB possede la
propriété suivante dite de descente suffisante qui nous sera utile pour prouver la conver-

gence globale de notre algorithme :

Théoréme 7.3.1 Supposons que les suites {xy} et {dy} sont générées par l’algorithme
CGBBB en se basant sur (7.2),et (7.5) ou le pas oy, est calculée o partir de la recherche

linéaire exacte (7.3). Alors on a :

gldy=—1, k=0,1,2,... (7.8)

Preuve. On démontre ce théoréme par récurence. Si k = 0, alors on a

2
—90 [l90]l
ggdozgg< 2>:— 5 =—1=<0.
90| 90l

Donc (7.6) est vraie.
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Supposons que (7.6) soit vraie pour £ > 1.En utilisant (7.5) et en multipliant par g1

on obtient
Irr1dkr1 = i (_;29/@& + dk) = —1+ g 10k
[ gr-s1ll
Remarquons maintenant que pour les recherches linéaires exactes nous avons toujours
gli1de = 0.
Par conséquent :
Gerdii1 = -1, k=0,1,2,..

7.4 Convergence globale de I’Algorithme CGBBB

Pour énoncer et démontrer le théoréme de convergence globale nous avons besoin de

I’hypothése suivante :
Hypotheése 1
(1) Soit xq € R™, un point de démarrage de lI’Algorithme quelconque et Q = {x € R"/f (z) < f (z0)} .
suppose que l’ensemble 2 est borné.

(11) Dans un voisinage N de Q, on suppose que la fonction objectif f est continuement
differentiable et que son gradient g(x) = V f(x) est continuement Lipshitzien, c’est & dire

qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

lg (@) =g W) < Lllz =yl (z.y9) € N’ (7.9)

Sous I'Hypothése 1, on obtient le lemme suivant qui a été prouvé par Zoutendijk ([7]).

Lemme 7.4.1 (Zoutendijk[23])

Supposons que les suites {xy} et {d} sont générées par l’algorithme CGBBB en se basant
sur (7.2), (7.8), and (7.5), ow le pas oy, est calculé a partir de la recherche linéaire exacte
(7.3). Supposons que Hypothése 1 soit satisfaite. Alors on obtient la relation suivante dite
condition de Zoutendigk :

im < +00. (7.10)

2
o lldkll

Avec ces résultats on obtient le résultat de convergence globale suivant associé a I’Al-
gorithme CGBBB :
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Théoréme 7.4.1 Supposons que L,hypothése 1 soit vérifiée, Soit {xy}, o la suite générée
par I’Algorithme CGBBB, ot «y est obtenue par la recherche linéaire exacte (7.3), Alors

on a

lim [lge]| = 0 i(g}fdkf .
= ou (0.@]
o 19k —|di||?

Preuve. En effet. Supposons le contraire. Alors il existe une constante C' > 0 telle que

gl > C- (7.11)
Nous aurons alors )
N YR
et .
2 2
ldi||” = 5+ ldi-1l® — —5 97 dr—1.
g% | kH

Pour les recherches linéaires exactes on a g dj,_; = 0. Donc

2 1 1 2
ld]l” = 5 + 5+ lldeall” ),
gk [y
1 1 1
= 5 + 5t e —— + || do?,
gl Nlgr—all g
2 1 :
Remarquons que ||dy||” = W Alors on obtient :
9o
1 1 1 1
ldi]® = — + e ST +—+—,
lgell™  Nge—1l [
ou encore
S
2
di||* = }E:ﬂ—fﬂg (7.12)
i=0 19

(7.11) implique
1 1

T <
5 < .
lgsll® — €2
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Par conséquent on a :

k

lell” = Z” 2_202
=0

D’aprés la relation(7.8) on a

Ceci implique

et par conséquent

Il est bien connu que

(7.14) et (7.15) impliquent :

g ||?
< 1
TR S o (7.13)
2

g ||? k

=1

ZE = +o0 (7.15)
k=0

,CZ !de|

Ceci contredit la condition de Zoutendijk du lemm2 1. Le théoréme2 est donc prouvé.

7.5 Reésultats numériques et comparaisons

Dans cette section on expose les résultats des tests numériques obtenus par implémen-

tation de 1’Algorithme CGBBB. Ces tests ont été obtenus en utilisant les programmes

Fortran des fonctions tests de la référence ([10]). Considérant les mémes critéres que dans

([12]), nous avons séléctionné 52 fonctions tests en optimisation sans contraintes ([10],

Cute Library)). Pour chaque fonction test nous effectué 20 tests numériques en prenant en

considération un nombre croissant de variables : n = 2,10, 30, 50, 70, 100, 300, 500, 700, 900, 1000, 2000

6000, 7000, 8000, 9000, 10000. On utilise dans notre algorithme la recherche linéaire

exacte (7.3) et le critere d’arret :

100000.

IV f (21)]] < 1075, Le nombre d’itérations se limite &

On utilise la méthode de Dolan et Moré CPU performance.

Figure 1 montre que Dolan et Moré CPU performance profile de I’ Algorithme CGBBB,

est plus performant que I’algorithme Polak-Ribiere-Polyak (CGPRP) et l'algorithme de
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la, descente conjuguée (CGDC).
Quand on compare 2 algorithmes,, le plus performant est celui dont la courbe est au

dessus de la courbe du second algorithme.
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CHAPITRE 8

PROGRAMMES EN FORTRAN

8.1 Programme en fortran 77 d’ Armijo

C****>I<***>X<***>I<>l<>|<**>I<*******>I<>X<>k*****>I<>X<***>I<***>X<***>I<>l<*******************************

Programme d’ Armijo
Rk kR ok kR R Rk sk R ks sk R R Rk R R R Rk
real x(2),xp(2),2(2),gp(2),{0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k test,n
sig=0.3 ;r0=0.1 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0
print*,’le dimontion n=";read*n
do i=1,n print*’x0(’,i,’)=";read™, xp(i) end do
10 if (test==0.and.k.le.10) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do
call fonc(f,g,x) ;p=0
do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do
s=f0-ro*alph*p
if (f.gt.s) then b=alph else phopt=alph ;test=1 endif
print*’alpha(’ k,”)=", alph ;alph=b/2 ;k=k+1
go to 10
end if
print*,’alpha optimal=’, phopt
end
Rk kR ok kR ok Rk sk R Rk stk ks ks ks kR R R Rk

subroutine fonc(f,g,x)
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real f,g(2),x(2)
F=(x (1)) 2+ (x(2)) 4 58(1)=2"x(1) ;8(2)=4%(x(2))**3
end

CRFFAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAFAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAFAAAAAAAAAAAAAAFAAAAAAAAAA A A KKK

C*******************************************************************************

8.2 Programme en fortran 77 de Goldschtien

C*******************************************************************************

Programme de Goldschtien
Rk R kR kR R R Rk R R Rk R R R R R R Rk
real x(2),xp(2),2(2),gp(2),{0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k,test,n
ro=0.1 ;delt=0.3 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0
print*,’le dimontion n=";read*,n
do i=1,n print*’x0(’,i,))=";read*, xp(i) end do
10 if (test==0.and.k.le.1000) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do
call fonc(f,g,x) ;p=0
do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do
s=f0-ro*alph*p ;y=f0-delt*alph*p
if (f.gt.s) then b=alph else if (f.1t.y) then a=alph else
phopt=alph ;test=1 endif
endif
print*’alpha(’ k,”)=", alph ;alph=(a+b)/2 ;k=k+1
go to 10
end if
print*’alpha optimal=’, phopt
end
Rk ok kR okt sk ok kR ok ko ok sk ko ko ks ok stk sk ok sk ok ok
subroutine fonc(f,g,x)
real f,g(2),x(2)
f=(x(1))**2+(x(2))**4;8(1)=2%x(1) ;g(2)=4*(x(2))**3
end

C*******************************************************************************

C*******************************************************************************
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8.3 Programme en fortran 77 de Wolfe

CRHFAAAAAAAAAAAAAFAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA AR AAAAAAAAAAAAAAAFAAAA A A A A A KA K

Programme de Wolfe
Rk kR R R R Rk R R R R R R R R R R Rk
real x(2),xp(2),2(2),gp(2),{0,alph,f,p,s,a,b,pf,t,y,phopt
integer i,k,test,n
sig=0.3 ;r0=0.1 ;b=10000000 ;alph=10 ;test=0 ;k=0 ;print*,’le dimontion n=’
read*,n
do i=1,n print*’x0(’,i,’)="; read*, xp(i) end do
10 if (test==~0.and.k.le.10) then call fonc(f0,gp,xp)
do i=1,n x(i)=xp(i)-alph*gp(i) end do
call fonc(f,g,x) ;p=0
do i=1,n p=p+gp(i)*gp(i) end do
s=f0-ro*alph*p
if (f.gt.s) then b=alph else pf=0
do i=1,n pf=pf+g(i)*gp(i) end do
t=-pf;y=sig*(-p)
if (t.1t.y) then a=alph else phopt=alph ;test=1 endif
endif
print*’alpha(’ k,”)=", alph ;alph=(a+b)/2 ;k=k+1
go to 10
end if
print*’alpha optimal=", phopt ;x=xp
end
Rk kR ok Rk R Rk kR R R Rk R R R R R R R Rk
subroutine fonc(f,g,x)
real f,g(2),x(2)
(1) 42+ (x(2)) 4 (1) =2x(1) s8(2) =4 (x(2))**3
end

C*******************************************************************************

C*******************************************************************************

8.4 Programme en fortran 90 de la méthode du gra-

dient conjugé
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C*******************************************************************************

Programme du gradient conjugé

Rl okl kool kool kol okl ok ok okt skt okt
program CGWP

implicit none

integer, parameter : :n=10000

I test : nombre des direction engendré par la méthode du GC
I'et qui ne sont pas des directions de descente

I cont : nombre des évaluations fonctionnelles

integer ik,j,k,contf,test,contg,B

'Y : la suite, g : le gradient, d : la direction de déplacement
l'eps : epcilon (critére de convergence)

double precision y(n),g(n),gp(n)

double precision d(n),eps

double precision alphd,alph0

double precision b,w,alphg,f0,f1

integer (2) hour,minut,second,hsedt

integer (2) hour2,minut2,second2,hsedt2

call gettim(hour,minut,second,hsedt)

print® hour,minut,second,hsedt

print* "ENTRER Y’

read*®, B

do ik=1,n

y(ik)=0.5

enddo

print* "ENTRER EPS’

eps=1.e-10

b=0.9 ;w=0.1 ;contf=1 ;test=0 ;contg=1

g=df(y) ;{0=1(y) ;d=-g;j=1 k=1

do while(sqrt(dot _product(g,g))>eps)
C*******************************************************************************
I recherche linéaire

Rl kool kool okl okl ok kol okl okt sk sk ok okt
alphg=0;alphd=100 ;alphO=1

gp=g

do

contf=contf+1
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f1=f(y+alph0*d)

if(f1<=f0+w*alphO*dot product(gp,d))then
contg=contg+1

g=df(y+alph0*d)

if(dot _product(g,d)>=b*dot_product(gp,d))then
exit

else

alphg=alph0 ;alphO=(alphg+alphd)/2.

endif

else

alphd=alph0 ;alphO=(alphg+alphd) /2.

endif

enddo

C*******************************************************************************

I le nouveau point
C*******************************************************************************
y=y+alph0*d

k=k+1

if(j<n)then

if(B=1)then

d=-g+(dot_ product(g,g-gp)/dot_product(d,g-gp))*d
end if

if(B=2)then

d=-g+(dot_product(g,g)/dot _product(gp,gp))*d
end if

if (B=1)then

d=-g+(dot_ product(g,g)/dot _product(gp,gp))*d
end if

=i+l

if(dot product(g,d)>=0)then

=1

d=-g

test=test+1

endif

else

d=-g

j=1
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endif

C*******************************************************************************

Itest de la décroissance négligeable

C*******************************************************************************

if(f0-fl1<1.e-14)then

print*

print* "THE NORM OF GRADIENT’
print ’(€20.2)’,sqrt(dot _product(g,g))
g=0

endif

f0=f1

enddo

C*******************************************************************************

I affichage du temps

Rk kR kR kR Rk Rk kR R ks R Rk R kR R R R
call gettim(hour2,minut2,second2,hsedt2)

print* hour2,minut2,second2,hsedt2

print* hour2-hour

print* minut2-minut

print*,second2-second

print* hsedt2-hsedt

Rk kR kR ok kR ok kR ok kR ok sk ko stk sk ok sk sk kR ok kR R ok

laffichage des résultats
C*******************************************************************************
print*

print* THE NUMBER OF ITERATION’

print* k

print*,’THE FUNCTION VALUE’

print ’(e20.2)’,f(y)

print*,’NOMBRE D EVALUATIONS FONCTIONNELLES’ contf
print*’NOMBRE D EVALUATIONS GRADIENT’,contg

print* ’test=",test

I'les procédures intérieurs

contains

end
stk sk ok sk sk ok sk ok s skok ok e skok ok o skok sk sk skok sk ok sk sk s sksk sk e skok sk e skok sk sk skok sk sk sk sk sksk sk e skok sk sk sk sk skok sk sk sk ok sk sksk sk s skok sk s skok ok
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