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Résumé

Dans la première partie de cette thèse, on utilise la théorie de moyennisation
d'ordre un et deux pour étudier le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent
des orbites périodiques du centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x perturbé par une classe
généralisée d'équations di�érentielles de Liénard de la forme

ẋ = y − f1(x)y, ẏ = −x− g2(x)− f2(x, y)y,

où f1(x) = εf11(x) + ε2f12(x), f2(x, y) = εf21(x, y) + ε2f22(x, y) et g2(x) = εg21(x) +
ε2g22(x), où f1i, f2i et g2i sont de degré l, n et m respectivement pour i = 1, 2, et ε
su�samment petit.

Dans la seconde partie, nous étudions le nombre maximum de cycles limites qui
se produit par bifurcation de Hopf à l'origine d'un système quadratique dans R3 de
la forme

dx

dt
= (a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3)x− by +

∑
i+j+k=2

aijkx
iyjzk + ε

∑
i+j+k=2

Aijkx
iyjzk

+ ε2
∑

i+j+k=2

A′ijkx
iyjzk,

dy

dt
= bx+ (a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3)y +

∑
i+j+k=2

bijkx
iyjzk + ε

∑
i+j+k=2

Bijkx
iyjzk

+ ε2
∑

i+j+k=2

B′ijkx
iyjzk,

dz

dt
= (c1ε+ c2ε

2 + c3ε
3)z +

∑
i+j+k=2

cijkx
iyjzk + ε

∑
i+j+k=2

Cijkx
iyjzk

+ ε2
∑

i+j+k=2

C ′ijkx
iyjzk,

où aijk, bijk, cijk, Aijk, Bijk, Cijk, A
′

ijk, B
′

ijk, C
′

ijk pour i+ j + k = 2, a1, a2, a3, c1, c2, c3

et b sont des paramètres réels, et ε su�samment petit. On utilise la théorie de moyen-
nisation d'ordre trois pour démontrer nos résultats.

Mots clés : Equation di�érentielle de Liénard, cycle limite, bifurcation de Hopf,
théorie de moyennisation.
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Abstract

In this thesis, �rst we apply the averaging theory of �rst and second order to study
the maximum number of limit cycles for a class of polynomial di�erential systems
that can bifurcate from the periodic orbits of the linear center ẋ = y, ẏ = −x
perturbed inside a class of the generalized Liénard polynomial di�erential systems
of the form

ẋ = y − f1(x)y, ẏ = −x− g2(x)− f2(x, y)y,

where f1(x) = εf11(x) + ε2f12(x), f2(x, y) = εf21(x, y) + ε2f22(x, y) and g2(x) =
εg21(x) + ε2g22(x), where f1i, f2i and g2i have degree l, n and m respectively for each
i = 1, 2, and ε is a small parameter.

Secondly, we study the maximum number of limit cycles which bifurcate by a
Hopf bifurcation from the origin of the quadratic di�erential system in R3 of the
form 

dx

dt
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∑
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aijkx
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∑
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∑
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= bx+ (a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3)y +

∑
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∑
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∑
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dz
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= (c1ε+ c2ε
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3)z +

∑
i+j+k=2

cijkx
iyjzk + ε

∑
i+j+k=2

Cijkx
iyjzk

+ ε2
∑

i+j+k=2

C ′ijkx
iyjzk,

where aijk, bijk, cijk, Aijk, Bijk, Cijk, A
′

ijk, B
′

ijk, C
′

ijk for i+ j+k = 2, a1, a2, a3, c1, c2, c3

and b are real parameters, and ε is a small parameter. We use the averaging theory
of third order to prove our results.

Key words : Liénard di�erential equation, limit cycle, Hopf bifurcation, avera-
ging theory.
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Introduction générale

La théorie des systèmes dynamiques prend une place de plus en plus importante
en mathématiques. Généralement, un système est dit dynamique lorsqu'il évolue au
cours du temps. On représente cette évolution par des équations di�érentielles ou des
applications. Ainsi, l'étude des systèmes dynamiques traite donc l'évolution tempo-
relle des systèmes chimiques, physiques, biologiques ou économiques sans pour autant
faire référence à la théorie sous jacente qui détermine leurs équations d'évolution.

Plusieurs chercheurs : mathématiciens, physiciens, chimistes, biologistes, écono-
mistes et ingénieurs, ... etc furent intéressés aux e�ets dynamiques des non linéarités.
On note que la dynamique non linéaire était à l'origine une branche de la physique.
Elle s'est exprimée avant tout dans les équations du mouvement de Newton. À
la �n de 19éme siècle, début du 20éme siècle, la théorie des systèmes dynamiques
non linéaires a été considérée particulièrement par Poincaré et Lyapunov dans
leurs travaux sur les problèmes de mécanique. Cette théorie a fait un très impor-
tant développement en 1930 avec les écoles russe d'Andronov et de Bogliubov-
Mitropolski [4, 2]. En e�et, les développements de l'étude analytique des systèmes
dynamiques non linéaires, ont été fait par l'école de Kiev.

En 1881, Henri Poincaré [40] créa la théorie qualitative des équations di�éren-
tielles ordinaires. Cette théorie se trouve dans la première partie de son mémoire
intitulé "Sur les courbes dé�nies par une équation di�érentielle" qui parâ�t dans le
Journal de mathématiques pures et appliquées. Poincaré s'est intéressé aux points
d'équilibres, aux cycles limites et leur stabilité.

Les équations di�érentielles sont au c÷ur de l'analyse depuis des siècles et pos-
sèdent donc un rôle éminent pour les mathématiques. Historiquement, l'étude de ces
équations di�érentielles est un domaine des mathématique qui a fait l'objet d'abon-
dantes recherches. En général, on utilise les équations di�érentielles d'évolution dans
les sciences qui utilisent la modélisation mathématique. Le concept d'équation di�é-
rentielle pendant les deux premiers siècles de son apparition a fait l'objet d'études
a�n d'arrive à une résolution algebrique. Jusqu'au 19éme siècle et depuis l'arrivée en
scène de J. Liouville (1809-1882), les mathématiciens ne s'arrètaient pas de cher-
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cher une méthode de résolution applicable à toute sorte d'équations di�érentielles.

Un des plus importants problèmes de la théorie des équations di�érentielles est
l'étude de l'existence des cycles limites. En e�et, un cycle limite dans le plan pour
une équation di�érentielle est une orbite périodique isolée dans l'ensemble des orbites
périodiques de l'équation di�érentielle. Les cycles limites ont apparu d'abord en 1881
dans le mémoire le plus connu de H. Poincaré [40] intitulé "Sur les courbes dé�nies
par une équation di�érentielle". Par conséquent, un des principaux théorèmes de la
dynamique non linéaire est le théorème de Poincaré-Bendixson qui assure que
dans une région bornée et compacte du plan, une trajectoire d'un système planaire
converge vers un cycle limite ou un point critique.

L'importance de pouvoir déterminer une borne maximum K pour le nombre de
cycles limites qu'un système polynomial planaire de degré n puisse avoir, fait l'objet
de la seconde partie du 16éme problème de Hilbert. On note par H(n) ce nombre
maximal. En 1923, Dulac [14] proposa une démonstration assurant que H(n) est
�ni pour tout n. Ensuite, en 1985 Ilyashenko a détecté une erreur dans l'article
de Dulac. Plus tard, la résolution de ce problème de Dulac a été faite dans deux
longs travaux publiés par Ilyashenko [18] en 1991 et Ecalle [17] en 1992 prouvant
indépendamment les a�rmations de Dulac.

En 1997, dans la conférence prononcée à l'occasion du 60éme anniversaire d'Arnold,
Steve Smale a proposé 18 problèmes mathématiques parmi eux le treizième pro-
blème qui est le 16éme problème de Hilbert. Il s'est concentré sur une classe spéciale
des systèmes planaires qui sont les système de Liénard. Mais aucune borne super-
ieure des cycles limites n'est connue pour le moment.
En 1928, l'ingénieur français Liénard [26] établit un théorème d'existence et d'uni-
cité d'une solution périodique pour un système portant son nom de la forme{

ẋ = y − F (x),

ẏ = −G(x),
(1)

où F (x) et G(x) sont deux polynômes de degré m et n respectivement. Notons que
ce système inclut l'équation de Van Der Pol ẍ + ε(x2 − 1)ẋ + x = 0. Liénard
montra que si G(x) = x et si F (x) est une fonction continue et impaire qui a une
unique racine positive en x = a et qui est strictement croissante pour x ≥ a, alors le
système (1) possède un unique cycle limite.

• En 1975, Rychkov [43] a montré que si le polynôme F (x) est de degré cinq et
impaire et si de plus G(x) = x, alors le système (1) a au plus deux cycles
limites.
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• En 1977, Lins, De Melo et Pugh [27] ont montré, que si m = 3 et n = 1,
sous certaines conditions, l'existence d'un unique cycle limite. De plus ils ont
conjecturé que si G(x) = x, alors il y a au plus E

(
m−1

2

)
cycles limites (E(x)

est la partie entière du réel x). Mais cette conjecture s'est fause pour n ≥ 6.

• En 1981, Zhang [51] a étudié le résultat de Rychkov (1975) à des fonctions non
polynômiales :
� Si G(x) = x, si F (x) et sa dérivée f(x) sont continues.
� De plus si la dérivée f(x) est paire et a deux racines a1, a2 > 0 telle que
a1 < a2 et F (a1) > 0, F (a2) < 0.

� Si f(x) est strictement croissante pour x > a2.
Alors le système (1) a au plus deux cycles limites.

• En 1983, Xianwu [49] a prouvé la conjecture pour le cas m = 4 et n = 1.

• En 1990, Dumortier et Rousseau [16] ont montré que H(3, 1) = 1.

• En 1997, Duman et Li [15] ont prouvé que H(2, 2) = 1.

• En 2002, Wang et Jing [48] ont prouvé que H(3, 2) = 3.

• En 2012, Li. Chengzhi et J. Llibre [11] ont prouvé que H(1, 3) = 1.

D'autres chercheurs essayent de trouver des valeurs minimales à H(m,n) en ne
considérant que des cycles limites de petite amplitude qui seraient crées par bifurca-
tion de Hopf autour d'un point d'équilibre. Ainsi, ils ont trouvé un nombre maximum
de cycles limites locaux noté Ĥ(m,n). En e�et, un aspect fondamental de l'analyse
des systèmes dynamiques est la théorie de la bifurcation. Cette notion intervient
lorsqu'un changement des paramètres du système produit un changement qualitatif
de la dynamique de ce dernier. Donc la théorie de la bifurcation consiste en l'étude
des changements de comportement d'un système quand ses paramètres changent, par
exemple déstabilisation d'un point équilibre stable, apparition ou disparition d'un
cycle limite.

Le terme de bifurcation à été introduit par Poincaré [41] en 1892 pour décrire
les changements qualitatifs des points d'équilibres d'une équation, obtenue selon une
faible variation d'un paramètre. Ensuite, elle a été étudiée par Andronov et Witt
[3] et leurs collègues à partir de 1930. Dans cette thèse on s'intéresse à un type de
bifurcations locales qui est la bifurcation de Hopf. Cette bifurcation est valable pour
des systèmes d'ordre supérieur ou égal à deux. Avec cette considération, e�ectivement
plusieurs chercheurs ont obtenu des nombreux résultats. Citons ceux correspondant
au système de Liénard généralisé :{

ẋ = y,

ẏ = −g(x)− f(x)y,
(2)
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où f et g sont deux polynômes de degré n et m respectivement.
Blows, Lloyd [5] en 1984 et Lynch [35, 36] (1988, 1995) ont prouvé que

� Si g est impair alors Ĥ(m,n) =
[
n
2

]
.

� Si f est pair alors Ĥ(m,n) = n, quelque soit g.

� Si f est impair alors Ĥ(m, 2n+ 1) =
[

(m−2)
2

]
+ n.

� Si g(x) = x+ ge(x) où ge est pair, alors Ĥ(2m, 2) = m.

• En 1998, Gasull et Torregrosa [20] ont amélioré certains résultats et ont obtenu
une borne supérieur pour Ĥ(7, 6), Ĥ(6, 7), Ĥ(7, 7) et Ĥ(4, 20).

• En 1999, Christopher et Lynch [12, 37] ont montré que :

• Ĥ (m, 2) =

[
(2m+ 1)

3

]
.

• Ĥ (2, n) =

[
(2n+ 1)

3

]
.

• Ĥ (m, 3) = 2

[
(3m+ 2)

8

]
pour tout 1 < m ≤ 50.

• Ĥ (3, n) = 2

[
(3n+ 2)

8

]
pour tout 1 < n ≤ 50.

• Ĥ (4, k) = Ĥ (k, 4) pour k = 6, 7, 8, 9 et Ĥ (5, 6) = Ĥ (6, 5).

• En 2006, Yu et Han [50] ont prouvé que Ĥ(m,n) = Ĥ(n,m) pour n = 4,
m = 10, 11, 12, 13; n = 5,m = 6, 7, 8, 9;n = 6,m = 5, 6. Voir aussi Llibre [31]
pour un tableau avec toutes les valeurs spéci�ques.

Cependant, certains chercheurs furent intéressés au nombre maximum de cycles
limites noté H̃(m,n) appelé "Medium limit cycles".
En 2010, J. Llibre et al. [31] ont réussi à obtenir des bornes inférieures pour le
nombre de cycles limites pour m,n ≥ 1. Plus précisément, ils ont étudié le nombre
maximum de cycles limites H̃(m,n) qui peuvent bifurquer des orbites périodiques du
centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x perturbé par des équations di�érentielles de Liénard.
Ils ont donné des estimations inférieurs pour H̃(m,n), et selon ces estimations, ils
ont obtenu que H̃k(m,n) ≤ Ĥ(m,n) pour k = 1, 2, 3 pour des valeurs en lesquelles
Ĥ(m,n) sont connus.

Dans cette thèse, on s'intéresse à l'étude des cycles limites pour deux types des
systèmes di�érentiels non linéaires :

i) Les systèmes de Liénard.

ii) Les systèmes polynomiaux quadratiques dans R3.

On étudie le nombre maximum de cycles limites H̃ pour le premier type ainsi que le
nombre maximum de cycles limites de faible amplitude pour le deuxième type.
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Tout au long de notre étude, on va utiliser une théorie de perturbation très ef-
�cace, connue sous le nom de théorie de moyennisation. Cette théorie permet de
prouver l'existence des solutions périodiques pour les systèmes périodiques.

Cette thèse est scindée en quatre chapitres :

Le chapitre 1 est un rappel sur les notions de base de la théorie qualitative des
systèmes dynamiques. On introduira des dé�nitions élémentaires tels que :
le système dynamique, les points critiques et leurs natures, la linéarisation
au voisinage d'un point critique, le cycle limite ainsi que des théorèmes sur
l'existence et la non-existence des cycles limites. On introduira aussi un rappel
succinct sur la bifurcation de Hopf.

Le chapitre 2 est dédié à l'illustration de l'outil principal utilisé dans nos di�é-
rentes démonstrations, qui est la théorie de moyennisation. Cette théorie qui
a permis ces dernières années à faire un pas très important dans l'étude des
cycles limites.

Le chapitre 3 s'intéresse aux cycles limites des systèmes de Liénard. On détermine
le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques
d'un centre linéaire perturbé par une certaine classe généralisée d'équations dif-
férentielles de Liénard et ceci en utilisant la théorie de moyennisation d'ordre
un et deux. Cette étude a fait l'objet d'une publication intitulée :
"S. Badi, E. Bendib and A. Makhlouf, On the maximum number of limit
cycles for a generalization of polynomial Liénard di�erential systems via avera-
ging theory. Global Journal of Pure and Applied Mathematics. ISSN 0973-1768
Volume 12, Number 4(2016), pp. 2971-2985."

Le chapitre 4 est consacré à l'étude de la bifurcation de Hopf pour des champs de
vecteurs dans R3. On démontre un résultat sur le nombre maximum de cycles
limites qui se produit par une bifurcation de Hopf autour de l'origine d'un sys-
tème quadratique dans R3. Nous traitons cette étude en utilisant la théorie de
moyennisation d'ordre trois. De plus nous donnons un exemple pour lequel ce
nombre est atteint. Cette étude a fait l'objet d'une publication intitulée :
"E. Bendib, S. Badi and A. Makhlouf, On the 3-Dimensional Hopf bifur-
cation via averaging theory of third order. Turk J Math (2017) 41 : 1053-1071."

x



Chapitre 1
Notions préliminaires

1.1 Equations di�érentielles

Depuis trois siècles et demi, la théorie des équations di�érentielles est considé-
rée comme une importante théorie dans les di�érents domaines de mathématiques.
D'abord, on donne quelques dé�nitions essentielles sur les équations di�érentielles

Dé�nition 1.1.1. (Equation di�érentielle ordinaire). Une équation di�éren-
tielle ordinaire (EDO) est une relation entre la variable réelle t, une fonction incon-
nue t −→ y(t) et ses dérivées y

′
, y

′′
, · · · , y(n) au point t dé�nie par

F (t, y(t), y
′
(t), y

′′
(t), · · · , y(n)(t)) = 0.

On dit que cette équation est scalaire si F est à valeurs dans R.

Dé�nition 1.1.2. (Equation di�érentielle normale). On appelle équation di�é-
rentielle normale d'ordre n toute équation de la forme

y(n) = f(t, y
′
, y

′′
, · · · , y(n−1)).

Dé�nition 1.1.3. (Solution). On appelle solution (ou intégrale) d'une équation
di�érentielle d'ordre n sur un certain intervalle I de R, toute fonction y dé�nie
sur cet intervalle I, n fois dérivable en tout point de I et qui véri�e cette équation
di�érentielle sur I. On notera en général cette solution par (y, I).

1.1.1 Existence et unicité de la solution

Dé�nition 1.1.4. Considérons la fonction f(t, x) avec f : R×D −→ Rn,
|t− t0| ≤ a, et D un ouvert de Rn. On dit que la fonction f(t, x) est Lipschitzienne
par rapport à x si ∃ K > 0 telle que :

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ K ‖x1 − x2‖ ,∀(t, x1), (t, x2) ∈ [t0 − a, t0 + a]×D.

La constante K est appelée constante de Lipschitz.
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1.1. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

Théorème 1.1.1. On considère le système di�érentiel :

ẋ = f(t, x), x ∈ Rn, t ∈ R,

et on suppose que la fonction vectorielle f(t, x) est Lipschitzienne de rapport K par
rapport à x, uniformément en t ∈ [−a, a]. Soit x0 une donnée initiale, il existe une
seule solution x(t) du système di�érentiel qui satisfait x(0) = x0 et qui est dé�nie
sur l'intervalle [−c, c] avec c < min(a, 1

K
).

Preuve. Cette solution satisfait l'équation intégrale

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(u, x(u))du,

on considère l'espace des fonctions continues y ∈ C0([−a, a]) muni de la norme
‖y‖ = maxt∈[−a,a] ‖y(t)‖. Soit L : C0([−a, a]) −→ C0([−a, a]) l'opérateur linéaire
dé�nit par

L(y)(t) = x(0) +

∫ t

0

f(u, y(u))du,

cet opérateur satisfait

L(y)(t)− L(y
′
)(t) =

∫ t

0

[
f(u, y(u))− f(u, y

′
(u))

]
du,

et donc ∥∥∥L(y)− L(y
′
)
∥∥∥ ≤ cK

∥∥∥y − y′∥∥∥ .
Si on pose c < min(a, 1

K
), on constate que l'opérateur L est une contraction. Il

possède donc un unique point �xe dans l'espace fonctionnel C0([−a, a]). Cet unique
point �xe est une fonction continue qui est solution du système di�érentiel et ceci
démontre l'existence et l'unicité cherchées.

1.1.2 Stabilité de la solution

Un des principaux problèmes de la théorie des équations di�érentielles est l'étude
de la stabilité des solutions. Cette notion a été étudiée par Lyapunov (1857-1918),
voir le livre [39].

Soit le système des équations di�érentielles{
ẋ(t) = f(t, x), x ∈ Rn, t ∈ R,
x(t0) = x0.

(1.1)

On suppose que f(t, x) satisfait les conditions du théorème d'existence et d'unicité
des solutions.
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1.1. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

Dé�nition 1.1.5. Une solution Φ(t) du système (1.1) telle que Φ(t0) = Φ0 est dite
stable au sens de Lyapunov si : ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 telle que pour toute solution x(t)
de (1.1) dont la valeur initiale x(t0) véri�e

‖x(t0)− Φ0‖ < δ =⇒ ‖x(t)− Φ(t)‖ < ε, ∀t ≥ t0.

Si de plus, on a
lim
t−→∞

‖x(t)− Φ(t)‖ = 0,

alors la solution Φ(t) est dite asymptotiquement stable.

Remarque 1.1.1. La solution Φ(t) qui n'est pas stable est dite instable.

Exemple 1.1.1. On considère le système suivant{
ẋ(t) = −x− y,
ẏ(t) = x− y,

(1.2)

avec la condition initiale (x(0), y(0)) = (0, 0).
La solution (Φ1(t),Φ2(t)) du système (1.2) qui véri�e (Φ1(0),Φ2(0)) = (0, 0) est la
solution nulle (0, 0).
Soit (x(t), y(t)) une solution de (1.2) telle que (x(0), y(0)) = (x0, y0), cette solution
est donnée par (

x(t)
y(t)

)
= e−t

(
x0 cos(t)− y0 sin(t)
x0 sin(t) + y0 cos(t)

)
.

On a
∀ε > 0,∃δ > 0 telle que :∥∥∥∥( x0

y0

)∥∥∥∥ < δ =⇒
∥∥∥∥( x(t)

y(t)

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥e−t( x0 cos(t)− y0 sin(t)
x0 sin(t) + y0 cos(t)

)∥∥∥∥ ≤ 2 (|x0|+ |y0|)

< 2δ ≤ ε (on peut choisir δ = ε/2).
Donc la solution Φ(t) est stable au sens de Lyapunov.

De plus, nous avons

lim
t−→∞

∥∥∥∥( x(t)
y(t)

)∥∥∥∥ = lim
t−→∞

∥∥∥∥e−t( x0 cos(t)− y0 sin(t)
x0 sin(t) + y0 cos(t)

)∥∥∥∥ = 0.

Alors Φ(t) est de plus asymptotiquement stable, on le voit bien dans la �gure (1.1).
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1.2. SYSTÈMES DYNAMIQUES

Figure 1.1 � Stabilité asymptotique de la solution (0, 0).

1.2 Systèmes dynamiques

En général, un système dynamique décrit des phénomènes qui évoluent au cours
du temps. Mathématiquement, on dé�nit un système dynamique par

Dé�nition 1.2.1. Un système dynamique sur Rn est une application
U : R× Rn → Rn telle que :

1) U(., x) : R→ Rn est continue.

2) U(t, .) : Rn → Rn est continue.

3) U(0, x) = x.

4) U(t+ s, x) = U(t, U(s, x)), ∀t, s ∈ R, ∀x ∈ Rn.

Exemple 1.2.1. Soit le système linéaire{
ẋ = Ax,

x(0) = x0,
(1.3)

où x ∈ Rn, t ∈ R et A est une matrice constante. Soit x(t) = etAx0 une solution
du système (1.3). Il est simple de véri�er que cette solution engendre un système
dynamique U(t, x) = etAx sur Rn.

Dé�nition 1.2.2. Un système dynamique U sur Rn est linéaire si :

U(t, αx+ βy) = α U(t, x) + β U(t, y),

pour tout x, y ∈ Rn, t ∈ R et α, β ∈ R.
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1.3. NOTION DU FLOT

1.3 Notion du �ot

On représente la notion du �ot pour deux types de systèmes d'équations
di�érentielles.

a) Système d'équations di�érentielles linéaires

Soit le système linéaire
ẋ = Ax, x ∈ Rn, (1.4)

où A une matrice constante. La solution du système (1.4) avec la valeur initiale
x(0) = x0 est x(t) = etAx0.

Dé�nition 1.3.1. L'ensemble des applications etA : Rn −→ Rn est appelé le �ot du
système (1.4).

Dé�nition 1.3.2. Si toutes les valeurs propres de A ont des parties réelles non nulles
alors le �ot etA : Rn −→ Rn est dit hyperbolique et dans ce cas le système (1.4) est
dit système linéaire hyperbolique.

b) Système d'équations di�érentielles non linéaires

Soit le système non linéaire
ẋ = f(x), x ∈ Rn.

On note par I(x0) l'intervalle maximum d'existence de la solution Φ(t, x0) du pro-
blème à valeur initiale {

ẋ = f(x), x ∈ Rn,
x(0) = x0.

(1.5)

Dé�nition 1.3.3. Soit E un sous ensemble ouvert dans Rn et f ∈ C1(E), et soit
pour x0 ∈ E la solution Φ(t, x0) du problème (1.5) dé�nie sur I(x0). Alors pour
t ∈ I(x0), l'ensemble des applications Φt dé�nit par

Φt(x0) = Φ(t, x0),

est appelé le �ot du système di�érentiel (1.5).

1.4 Théorie des systèmes di�érentiels non linéaires

autonomes

Dans cette section, on considère le système non linéaire autonome

ẋ = f(x), x ∈ Rn. (1.6)
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1.4. THÉORIE DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS NON LINÉAIRES
AUTONOMES

1.4.1 Point critique et linéarisation

Dé�nition 1.4.1. (Point critique). On appelle point critique ou point d'équilibre
(ou aussi un point singulier) du système (1.6), tout point x0 ∈ Rn véri�ant :

f(x0) = 0.

Remarque 1.4.1. Un point qui n'est pas critique est dit régulier.

Dé�nition 1.4.2. Un point critique x = a du système (1.6) est appelé attracteur
positif s'il existe un voisinage Va de a tel que si :

x(t0) ∈ Va =⇒ lim
t−→+∞

x(t) = a.

Si cette implication est satisfaite quand t −→ −∞, alors x = a est appelé attracteur
négatif.

Dé�nition 1.4.3. (Linéarisation). Considérons le système non linéaire (1.6).
Le système

ẋ = Ax, (1.7)

où

A = Df(x0) =
∂fi
∂xj

(x0), 1 ≤ i, j ≤ n,

est appelé le système linéarisé de (1.6) en x0.

Exemple 1.4.1. Soit le système {
ẋ = 2x2 − y,
ẏ = x+ 3y2,

(1.8)

l'origine est le seul point critique pour ce système .
La matrice jacobienne associée à (1.8) calculée en (0, 0) est

Df(0, 0) =

(
0 −1
1 0

)
.

Ainsi, on obtient le système linéarisé{
ẋ = −y,
ẏ = x,

de (1.8) en (0, 0).

Dé�nition 1.4.4. On appelle point critique hyperbolique de (1.6) tout point critique
x0 tel que aucune des valeurs propres de la matrice jacobienne Df(x0) n'a de partie
réelle nulle.
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1.4. THÉORIE DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS NON LINÉAIRES
AUTONOMES

1.4.2 Classi�cation et nature des points critiques

Dé�nition 1.4.5. On considère le système :

ẋ = f(x), x ∈ Rn,

et soit x0 son point critique.

• Le point critique x0 est appelé selle s'il est hyperbolique et si A = Df(x0) a au
moins une valeur propre avec une partie réelle positive et au moins une valeur
propre avec une partie réelle négative.

• Le point x0 est dit puits (sink) si toutes les valeurs propres de la matrice A =
Df(x0) ont des parties réelles négatives.

• Le point x0 est une source si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x0)
ont des parties réelles positives.

Exemple 1.4.2. Soit le système non linéaire autonome{
ẋ = 2x− y2,

ẏ = 3x3 + y.
(1.9)

Le système (1.9) a un seul point d'équilibre qui est l'origine (0, 0), et le système
linéarisé en ce point est (

ẋ
ẏ

)
=

(
2 0
0 1

)(
x
y

)
.

Ce système a deux valeurs propres réelles positives λ1 = 2 et λ2 = 1. Alors le point
d'équilibre (0, 0) est une source.

Pour un système plan à coe�cients constants

ẋ = Ax, x ∈ R2,

où A est une matrice carré constante, l'origine (0, 0) est le seul point critique. Consi-
dérons λ1 et λ2 les valeurs propres de la matrice A. On distingue les di�érents cas
selon les valeurs propres λ1 et λ2 :

(1) Si λ1, λ2 6= 0 sont réelles et de signes di�érents, l'origine est une selle. Il est
toujours instable.

(2) Si λ1 et λ2 sont réelles de même signe, alors on a trois cas :
� Si λ1 ≤ λ2 < 0, l'origine est un noeud stable.
� Si λ1 ≥ λ2 > 0 , l'origine est un noeud instable.
� Si λ1 = λ2 = λ, l'origine est un noeud propre ; il est stable si λ < 0
et instable si λ > 0.
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1.4. THÉORIE DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS NON LINÉAIRES
AUTONOMES

(3) Si λ1 et λ2 sont complexes conjuguées, alors l'origine est un foyer. Il est stable
si Re(λ1,2) < 0 et instable si Re(λ1,2) > 0 .

(4) Si λ1 et λ2 sont imaginaires pures, alors l'origine est un centre. Il est stable mais
n'est pas asymptotiquement stable.

1.4.3 Plan et portrait de phase

Dé�nition 1.4.6. Soit le système planaire{
ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y),
(1.10)

où P et Q sont des polynômes en x et y à coe�cients réels de degré d.

Un portrait de phase est l'ensemble des trajectoires dans l'espace de phase. En
particulier, pour les systèmes autonomes d'équations di�érentielles ordinaires de deux
variables. Les solutions (x(t), y(t)) du système (1.10) représentent dans le plan (xOy)
des courbes appelées orbites.
Les points critiques de ce système sont des solutions constantes et la �gure complète
des orbites de ce système ainsi que ces points critiques représentent le portrait de
phase et le plan (xOy) est dit le plan de phase.

1.4.4 Orbites périodiques et cycles limites

Soit le système di�érentiel

ẋ = f(x), x ∈ Rn. (1.11)

Dé�nition 1.4.7. (Orbite périodique). Une orbite périodique est toute trajectoire
fermée φ(t, x) du système (1.11) véri�ant

φ(t+ T, x) = φ(t, x).

Le plus petit T > 0 qui véri�e cette égalité est appelé période.

Proposition 1.4.1. Toute solution périodique entoure au moins un point d'équilibre.

Dé�nition 1.4.8. (Cycle limite). Pour un système plan, un cycle limite est une
orbite périodique fermée isolée dans l'ensemble des orbites périodiques.

Dé�nition 1.4.9. (Amplitude). L'amplitude d'un cycle limite est la valeur maxi-
male de la norme de la variable x du cycle limite.

Théorème 1.4.1. (Stabilité des cycles limites). C étant la trajectoire correspon-
dante au cycle limite, et soit toutes les trajectoires intérieures et extérieures voisines
de C s'enroulent en spirales autour de C pour t −→ +∞ ou pour t −→ −∞.
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1.4. THÉORIE DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS NON LINÉAIRES
AUTONOMES

1. Le cycle limite est dit stable, si toutes les trajectoires intérieures et extérieures
voisines sont attirées vers C.

2. Le cycle limite est dit instable, si toutes les trajectoires intérieures et exté-
rieures voisines sont refoulées de C.

Exemple 1.4.3. Soit le système{
ẋ = 2x− y − 2x(x2 + y2),

ẏ = x+ 2y − 2y(x2 + y2).
(1.12)

En coordonnées polaires x = r cos(t), y = r sin(t) avec r > 0, le système (1.12)
devient : {

ṙ = 2r(1− r2),

θ̇ = 1,

d'où
ṙ = 0 =⇒ r = 0 ou r = ±1.

Comme r > 0, on n'accepte que la racine positive r = 1. Donc, pour r = 1 on a la
solution périodique (x(t), y(t)) = (cos(t+ θ0), sin(t+ θ0)), avec θ(0) = θ0.
Dans le plan de phase il y a un seul cycle limite d'équation x2 +y2 = 1 et d'amplitude
r = 1. Voir la �gure (1.2).

Figure 1.2 � Cycle limie du système (1.12).
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1.4.5 Existence et non-existence des cycles limites

Soit X un champ de vecteurs de classe Ck sur U un ouvert de Rn, donné par
l'application X : U −→ Rn de classe Ck

X : x = (x1, · · · , xn) 7−→ (f1(x), · · · , fn(x)) . (1.13)

On lui associe le système di�érentiel

ẋi = fi (x1, · · · , xn) , i = 1, · · · , n, (1.14)

où les fonctions x = (x1, ..., xn) 7−→ fi(x) (appelées composantes du champ de vec-
teurs X) sont des fonctions de classe Ck sur l'ouvert U .

Dé�nition 1.4.10. L'orbite γ du champ de vecteurs X passant par le point x0 est la
courbe di�érentiable formée des points x(t) de U donnés par la solution Φ(x0, t) du
système (1.14) avec la donnée initiale x0. Cette courbe est orientée selon le sens de va-
riation de t. On distingue éventuellement l'orbite positive γ+(x0) = {Φ(x0, t), t ≥ 0}
et l'orbite négative γ−(x0) = {Φ(x0, t), t ≤ 0} passant par le point x(0) = x0.

Dé�nition 1.4.11. Soit γ(p) l'orbite correspondant à la solution Φ(p, t) du système
di�érentiel (1.14), dé�nie sur un ouvert U de Rn, qui passe par le point p.
On dé�nit l'ensemble des points ω−limite de l'orbite γ(p) correspondant à la solution
Φ(p, t) par

ω(γ) =
{
q ∈ U : il existe une suite tn −→ +∞, lim

n−→∞
Φ(p, tn) = q

}
.

De même, on dé�nit l'ensemble des points α−limite de l'orbite γ(p) correspondant à
la solution Φ(p, t) par

α(γ) =
{
q ∈ U : il existe une suite tn −→ −∞, lim

n−→∞
Φ(p, tn) = q

}
.

Théorème 1.4.2. [39](Poincaré-Bendixson). Soit le système plan suivant{
ẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y).
(1.15)

Supposons que f et g sont des fonctions de classe C1 sur E, où E est un sous
ensemble ouvert de R2, le système (1.15) a une orbite γ telle que l'orbite positive
γ+(p) = {Φ(p, t), t ≥ 0} passant par le point p est contenue dans un sous ensemble
compact F de E. Alors on est dans l'un des trois cas suivants :

• Soit γ+(p) tend vers un point d'équilibre.

• Soit γ+(p) tend vers une orbite périodique.
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• Soit γ+(p) est une orbite périodique.

Si F ne contient pas de points critiques alors il existe une orbite périodique du
système (1.15).

Théorème 1.4.3. [39] (Critère de Bendixson). Soit le système plan{
ẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y),

et soit F = (f, g)T ∈ C1(E) où E est une région simplement connexe dans R2. Si
la divergence du champ de vecteur F (notée ∇F ) est non identiquement nulle et ne
change pas de signe dans E, alors ce système n'a aucune orbite fermée entièrement
contenue dans E.

Exemple 1.4.4. Considérons le système suivant{
ẋ = 2xy − 2y4,

ẏ = x2 − y2 − x2y3.

Soit F = (2xy − 2y4, x2 − y2 − x2y3)
T . On calcule la divergence du champ de vecteur

F , on obtient

divF = ∇F =
∂

∂x

(
2xy − 2y4

)
+

∂

∂y

(
x2 − y2 − x2y3

)
= 2y − 2y − 3x2y2 = −3x2y2 < 0.

D'où, d'après le critère de Bendixson ce système n'a aucun cycle limite dans R2.

Théorème 1.4.4. [39] (Critère de Dulac). Soit F = (f, g)T ∈ C1(E) où E est
une région simplement connexe dans R2. S'il existe une fonction B ∈ C1(E) telle
que ∇(BF ) est non identiquement nulle et ne change pas de signe dans E, alors le
système {

ẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y),

n'admet aucune orbite fermée entièrement contenue dans E.

Exemple 1.4.5. Soit le système suivant{
ẋ = y,

ẏ = −ax− by + αx2 + βy2.
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1.5. BIFURCATION DE HOPF

On doit véri�er la non-existence de cycle limite pour ce dernier système.
Soit B(x, y) = be−2βx et F = (y,−ax− by + αx2 + βy2)

T , calculant la divergence de
BF , on obtient le résultat suivant

∇ (BF ) =
∂

∂x

(
be−2βxy

)
+

∂

∂y
be−2βx

(
−ax− by + αx2 + βy2

)
= −2βbe−2βxy − b2e−2βx + 2βbe−2βxy = −b2e−2βx < 0.

Donc, il n'existe pas de cycle limite pour ce système.

1.5 Bifurcation de Hopf

Les systèmes d'équations di�érentielles qui dépendent de paramètres peuvent
avoir un changement du comportement qualitatif de ces derniers à cause du choix
de paramètres et aussi des di�érents comportements asymptotiques en fonction des
valeurs de leurs paramètres, par exemple peuvent tendre vers un cycle limite. Donc,
il y a des valeurs pour lesquelles on observe que le comportement du système passe
d'un état qualitatif à un autre. Ainsi, ce changement d'état qualitatif est une "bifur-
cation" et la valeur du paramètre associée est appelée "valeur de bifurcation".

Il existe deux types de bifurcations : les bifurcations locales et bifurcations glo-
bales dues aux collisions. Alors, les bifurcations "locales" paraissent à partir d'une
collision de deux objets. Ces bifurcations peuvent être identi�ées lors d'une linéa-
risation du système au voisinage de la solution. De plus, dans ce cas le critère de
détection utilisé s'intéresse aux valeurs propres du jacobien. Par contre, les bifur-
cations "globales" correspondent à la collision de deux variétés, elles sont appelées
globales car les linéarisations locales au voisinage de la solution ne seront d'aucune
aide. Ces bifurcations, on ne les aborde pas dans cette thèse.

Dans cette thèse, on s'intéresse à une bifurcation locale appelée la bifurcation de
Hopf. Cette bifurcation qui cause l'apparition d'un cycle limite avec une amplitude
in�nitésimale mais une période �nie, n'existe que pour des systèmes d'ordre supé-
rieur ou égal à deux.

Dé�nition 1.5.1. Soit le système d'équations di�érentielles suivant :

ẋ = f(x, µ), f : Rn × R −→ Rn.

On dira qu'il y a une bifurcation en µ∗, si en une valeur µ arbitrairement "proche"
de µ∗ il existe une dynamique qualitativement di�érente de celle en µ∗.
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1.5. BIFURCATION DE HOPF

Considérant l'exemple du système linéaire suivant{
ẋ1 = µx1 + x2,

ẋ2 = −x1 + µx2.

Ce système donne un point d'équilibre stable pour µ < 0, une famille de cercles pour
µ = 0 et un point d'équilibre instable pour µ > 0. On dit que le paramètre µ = 0
dans cet exemple est une valeur de bifurcation. µ est la partie réelle de deux valeurs
propres complexes conjuguées λ1,2 = µ ± i de la matrice dé�nissant le système pré-
cédent. Quand ce paramètre change de signe le système change de stabilité et passe
de stable à instable.

La théorie de la bifurcation de Hopf s'intéresse à des systèmes di�érentiels de la
forme suivante

ẋ = f(x, µ), x ∈ Rn, µ ∈ R, (1.16)

où µ est un paramètre réel.

Théorème 1.5.1. [45] (Théorème de Poincaré-Andronov-Hopf dans R2)
Soit le système planaire {

ẋ = f(x, y, µ),

ẏ = g(x, y, µ),
(1.17)

où µ est un paramètre réel. Supposons que (x, y) = (x0, y0) est un point d'équilibre
qui dépend de µ. Soit λ (µ) , λ̄ (µ) = α(µ) ± iβ(µ) les valeurs propres du système
linéarisé de (1.17) au voisinage de ce point d'équilibre. Supposons que pour µ = µ∗,
les conditions suivantes sont satisfaites :

1. α(µ∗) = 0, β(µ∗) = ω 6= 0, où sgn(ω) = sgn
[
(∂g/∂x)

∣∣
µ=µ∗

(x0, y0)
]
(condition

de non hyperbolicité ).

2.
∂α(µ)

∂µ

∣∣∣
µ=µ∗

= d 6= 0 (condition de transversalité).

3. a 6= 0, où

a =
1

16
(fxxx + fxyy + gxxy + gyyy) +

1

16ω
(fxy (fxx + fyy)− gxy (gxx + gyy)

−fxxgxx + fyygyy), où fxy = (∂2f/∂x∂y)
∣∣
µ=µ∗

(x0, y0), etc, (condition de géné-
récité).

Alors, un cycle limite bifurque du point d'équilibre pour µ > µ∗ si ad < 0 où pour
µ < µ∗ si ad > 0. De plus, le point d'équilibre (x0, y0) est stable pour µ > µ∗ (resp
µ < µ∗) et instable pour µ < µ∗ (resp µ > µ∗) si d < 0 (resp d > 0). Le cycle limite
est stable (resp instable) si le point d'équilibre est instable (resp stable) autour de µ∗

où les solutions périodiques existent. L'amplitude du cycle limite augmente comme

13



1.5. BIFURCATION DE HOPF

√
|µ− µ∗| lorsque leur période tends vers

2π

|ω|
quand µ −→ µ∗.

La bifurcation est dite bifurcation de Hopf super-critique si le cycle limite est
stable et bifurcation de Hopf sous-critique s'il est instable.

Ce théorème est prouvé en dimension arbitraire.

Exemple 1.5.1. On considère le système non linéaire suivant{
ẋ = µx+ y − x3 − xy2,

ẏ = −x+ µy − x2y − y3,
(1.18)

le système (1.18) admet un point d'équilibre unique qui est l'origine. Ce système est
composé de deux parties : une partie linéaire et une partie non linéaire. Le système
linéarisé au voisinage de l'origine est{

ẋ = µx+ y,

ẏ = −x+ µy.

Les valeurs propres de la matrice Jacobienne calculées au point d'équilibre (0, 0) sont
complexes conjuguées et égales à λ1,2 = µ ± i. La partie réelle des valeurs propres
est α(µ) = µ, et la partie imaginaire est β(µ) = ±1. On a α(µ) = 0 ⇐⇒ µ∗ = 0,

sgn(ω) = sgn[−1], β(µ∗) = −1 = ω 6= 0,
∂α

∂µ

∣∣∣
µ∗=0

= 1 = d 6= 0 et a = −1.

Donc on a une bifurcation de Hopf et la valeur de la bifurcation est µ∗ = 0.
D'après le Théorème 1.5.8, on a ad = −1 < 0, donc il existe un cycle limite pour
µ > 0. Comme d = 1 > 0, l'origine est stable pour µ < 0 et instable pour µ > 0.
Pour µ > 0 le cycle limite est stable d'amplitude

√
µ. On dit alors qu'on a une bi-

furcation de Hopf super-critique .

En passant en coordonnées polaires, on peut con�rmer ce résultat. En e�et, pour
x = r cos(θ), y = r sin(θ) le système (1.18) devient{

ṙ = r
(
µ− r2

)
,

θ̇ = −1.

La deuxième équation admet comme solution θ(t) = −t+ θ(0).
Pour µ ≤ 0, ṙ < 0 =⇒ r(t)↘ donc l'origine est un foyer stable. Voir la �gure (1.3)
et la �gure (1.4).
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1.5. BIFURCATION DE HOPF

Figure 1.3 � Portrait de phase pour µ = −0.2.

Figure 1.4 � Portrait de phase pour µ = 0.
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1.5. BIFURCATION DE HOPF

Pour µ > 0, l'origine est un foyer instable entouré d'un cycle limite stable
Γ =
√
µ (cos θ, sin θ)T d'amplitude

√
µ. Voir la �gure (1.5).

Figure 1.5 � Portrait de phase pour µ = 0.4.

On voit que ce cycle limite est apparu pour µ > 0, donc on a une bifurcation

de Hopf super-critique.
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Chapitre 2
Théorie de moyennisation

La théorie de moyennisation est l'une des plus importantes théories perturbatives
utilisée actuellement dans l'étude des cycles limites des systèmes dynamiques. Cette
théorie est une théorie classique qui donne des conditions pour lesquelles les points
singuliers du système moyenné fournissent des cycles limites pour des systèmes dif-
férentiels ayant un centre. Elle s'applique aux systèmes de la forme ẋ = εf(t, x) où
ε est su�samment petit, et f(t, x) est T -périodique en la première variable.

Les contributions théoriques essentielles de la théorie de moyennisation ont été
faites en 1930 par Krylov et Bogoliubov [7]. En 1937, la théorie introduite par
Krylov et Bogoliubov [24] permet de trouver le premier ordre de la solution
d'équations di�érentielles non linéaires telles qu'un oscillateur linéaire perturbé par
une force extérieure. Ensuite elle est formulée en 1945 par Bogoliubov [6], et par
Bogoliubov et Mitropolsky en 1961 [8]. En 1966, Roseau [42] donna une dé-
monstration basée sur le lemme de Gronwall. Une étape importante a été franchie
ensuite par Krylov et Bogoliubov qui ont traité le cas quasi-périodique. Pour plus
de précision voir le livre de Sanders, Verhulst [44].

Buică et Llibre [9] en 2004 s'intéressés aussi au problème de la recherche des
solutions périodiques pour des systèmes di�érentiels perturbés. Ils ont réussi à intro-
duire une nouvelle approche pour ce problème. En e�et, pour montrer ce résultat,
ils ont remplacé le théorème des fonctions implicites par la théorie de degré de Brou-
wer en utilisant des méthodes topologiques pour résoudre des équations d'opérateurs
équivalant à ce problème, sachant que ces équations d'opérateurs sont de dimension
�nie ou de dimension in�nie. De plus, ils ont donné pour la première fois un résultat
sur la moyennisation d'ordre trois pour des équations di�érentielles d'ordre un.

En 2013, Giné, Grau et Llibre [21] dans un travail récent ont introduit la
moyennisation d'ordre arbitraire k pour des équations di�érentielles d'ordre un.

En 2014, Llibre, Novaes et Teixeira [30] ont présenté un résultat général qui
est la théorie de moyennisation pour la recherche des solutions périodiques d'ordre
arbitraire k pour des équations di�érentielles continues de dimension n.
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2.1. PERTURBATION

2.1 Perturbation

Le développement de la théorie de l'in�uence des petites perturbations pour les
solutions des équations di�érentielles a commencé au 18éme siècle. Depuis 1900, la
théorie des perturbations de Poincaré a réalisé des découvertes importantes.

On considère la fonction f : R× Rn × R −→ Rn ; f(t, x, ε) continue par rapport
à t ∈ R et x ∈ D ⊂ Rn, où ε est un petit paramètre. La fonction f est développable
en série relativement à ε. Dans ce cas, f admet un développement en série de Taylor
au voisinage de ε = 0, d'où

f(t, x, ε) = f(t, x, 0) + εf1(t, x) + ε2f2(t, x) + · · ·+ εnfn(t, x) + · · · . (2.1)

Les coe�cients f1, f2, · · · , fn dépendent de t et de x. Les expressions ε, ε2, · · · , εn,
sont appelées des fonctions d'ordre.

Dé�nition 2.1.1. [47] (Le temps d'échelle).
Considérons la fonction f(t, x, ε), t ≥ 0, x ∈ D ⊂ Rn, et les fonctions d'ordre δ1(ε)
et δ2(ε). On dit que

f(t, x, ε) = O(δ1(ε)) quand ε −→ 0,

sur le temps d'échelle 1/δ2(ε) si l'estimation est valide pour x ∈ D, 0 ≤ δ2(ε)t ≤ C,
où C est une constante indépendante de ε.

Exemple 2.1.1. Soit f(t, x, ε) = ε2t sinx, t ≥ 0, x ∈ R, on a
f(t, x, ε) = O(ε) sur le temps d'échelle 1/ε,
f(t, x, ε) = O(ε1/2) sur le temps d'échelle 1/ε3/2.

Théorème 2.1.1. [47] (Poincaré). On considère le problème à valeur initiale

ẏ = F (t, y, ε), y(t0) = µ,

où |t− t0| ≤ h, y ∈ D ⊂ Rn, 0 ≤ ε ≤ ε0, 0 ≤ µ ≤ µ0. Si F (t, y, ε) est continue par
rapport à t, y et ε, et si F est développable en série entière convergente par rapport
à y et ε pour ‖y‖ ≤ ρ, 0 ≤ ε ≤ ε0. Alors, y(t) est développable en série entière
convergente par rapport à ε et µ dans un voisinage de ε = µ = 0, et convergente sur
le temps d'échelle 1.

Preuve. Voir [47].
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2.2. THÉORIE DE MOYENNISATION DANS LE CAS PÉRIODIQUE

Avant de présenter les di�érentes théories de moyennisation, on donne quelques
dé�nitions sur la moyenne d'une fonction. Considérons l'équation di�érentielle sui-
vante

ẋ = εf(t, x, ε),

où t ∈ R, x ∈ Rn et ε un petit paramètre.

Dé�nition 2.1.2. On considère la fonction f : R × Rn −→ Rn qui est continue
et T -périodique en la première variable t. On appelle fonction moyennée f 0 de f la
fonction dé�nie par

f 0(x) =
1

T

∫ T

0

f(t, x)dt.

Dé�nition 2.1.3. Soit f : R × Rn −→ Rn une fonction continue. On dit que f a
une moyenne notée f 0 si la limite suivante existe

f 0(x) = lim
T−→+∞

∫ t+T

t

f(τ, x)dτ.

2.2 Théorie de moyennisation dans le cas périodique

On considère le problème à valeur initiale

ẋ = εf(t, x) + ε2g(t, x, ε), x(0) = x0. (2.2)

Supposons que f(t, x) est T -périodique en t et on introduit la moyenne

f 0(y) =
1

T

∫ T

0

f(t, y) dt.

Considérons le problème à valeur initiale pour l'équation moyennée

ẏ = εf 0(y), y(0) = x0. (2.3)

Théorème 2.2.1. [47] Considérons les problèmes aux valeurs initiales (2.2) et (2.3)
avec x, y, x0 ∈ D ⊂ Rn, t ≥ 0. Supposons que

a. f, g et Dxf sont continues et bornées par une constante indépendante de ε dans
[0,+∞)×D.

b. g est Lipschitzienne en x ∈ D.
c. f(t, x) est T -périodique en t, où T est indépendante de ε.

d. y(t) ∈ D pendant un temps d'échelle
1

ε
.

Alors, on a x(t)− y(t) est de l'ordre O(ε) pendant un temps d'échelle 1/ε.
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2.2. THÉORIE DE MOYENNISATION DANS LE CAS PÉRIODIQUE

Pour la démonstration, voir [47].

Exemple 2.2.1. On considère l'équation de Mathieu

ẍ+ (1 + 2ε cos(2t))x = 0, (2.4)

avec les valeurs initiales x(0) = x0 et ẋ(0) = 0. On e�ectue le changement de
variables {

x(t) = y1(t) cos(t) + y2(t) sin(t),

ẋ(t) = −y1(t) sin(t) + y2(t) cos(t),
(2.5)

on obtient alors le système{
ẏ1 = 2ε sin(t) cos(2t) (y1 cos(t) + y2 sin(t)) , y1(0) = x0,

ẏ2 = −2ε cos(t) cos(2t) (y1 cos(t) + y2 sin(t))) , y2(0) = 0.
(2.6)

Remarquons que le membre droite du système (2.6) est 2π-périodique en t, donc nous
avons le système moyenné 

ẏ10 = −1

2
εy20,

ẏ20 = −1

2
εy10.

(2.7)

On résout le système moyenné (2.7), on obtient les solutions
y10(t) =

1

2
x0e
− 1

2
εt +

1

2
x0e

1
2
εt,

y20(t) =
1

2
x0e
− 1

2
εt − 1

2
x0e

1
2
εt.

L'approximation de x(t) au temps d'échelle 1/ε est

xa(t) =
1

2
x0e
− 1

2
εt (cos(t) + sin(t)) +

1

2
x0e

1
2
εt (cos(t)− sin(t)) .

2.2.1 Théorie de moyennisation du premier ordre

On considère le système di�érentiel

ẋ = εF (t, x) + ε2R(t, x, ε), (2.8)

où x ∈ D ⊂ Rn, D est un domaine borné et t ≥ 0. Supposons que F (t, x) et R(t, x, ε)
sont des fonctions T -périodiques en t.
Le système moyenné associé au système (2.8) est

ẏ = εf 0(y), y(0) = x0, (2.9)

où

f 0(y) =
1

T

∫ T

0

F (s, y) ds. (2.10)
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Théorème 2.2.2. [44] Soit le système (2.8), on suppose que F,R,DxF,D
2
xF et DxR

sont continues et bornées par une constante M dans [0, ε) × D avec −ε0 < ε < ε0.
Supposons aussi que F et R sont T -périodiques en t, où T est indépendante de ε.
Alors
(a) Si p est un point critique pour le système (2.9) tel que

det
(
Dxf

0(p)
)
6= 0. (2.11)

Alors pour |ε| su�samment petit, il existe une solution T -périodique x(t, ε) du
système (2.8) telle que x(0, ε) −→ p quand ε −→ 0.

(b) Si le point critique y = p du système moyenné (2.9) est hyperbolique, alors
pour |ε| > 0 su�samment petit, la solution périodique correspondante x(t, ε)
du système (2.8) est unique, hyperbolique et de même stabilité que p.

Preuve. Voir [44].

Exemple 2.2.2. (L'équation de Van Der Pol).
Soit

ẍ+ x = ε
(
1− x2

)
ẋ. (2.12)

L'équation (2.12) peut s'écrire sous la forme suivante{
ẏ = y,

ẋ = −x+ ε
(
1− x2

)
y.

En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) avec r > 0, ce système
devient de la forme {

ṙ = εr sin2(θ)
(
1− r2 cos2(θ)

)
,

θ̇ = −1 + ε cos(θ) sin(θ)
(
1− r2 cos2(θ)

)
.

(2.13)

Le système (2.13) est équivalent à

dr

dθ
= −εr

(
1− r2 cos2(θ)

)
sin2(θ) +O(ε2). (2.14)

On note que l'équation (2.14) est sous la forme standard (2.8) pour appliquer la
théorie de moyennisation si on prend

x = r, t = θ, T = 2π et F (t, x) = −r
(
1− r2 cos(θ)2

)
sin2(θ).

On calcule l'équation (2.10), on obtient

f 0(r) = − 1

2π

∫ 2π

0

r
(
1− r2 cos2(θ)

)
sin2 θdθ =

1

8
r
(
r2 − 4

)
.

f 0(r) a une unique racine positive r = 2. Puisque (df 0/dr) (2) = 1, par l'hypothèse
(a) du théorème 2.2.2 l'équation de Van Der Pol (2.12) a pour |ε| 6= 0 une orbite
périodique d'amplitude r = 2 du système non perturbé avec ε = 0. De plus, puisque
(df 0/dr) (2) = 1 > 0 par l'hypothèse (b) du théorème 2.2.2, ce cycle limite est in-
stable. Voir la �gure (2.1).
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Figure 2.1 � Cycle limite instable de l'équation (2.12) pour ε = 0.01.

Exemple 2.2.3. Soit le système
ẋ = −y + ε

(
−x+ xy + z2

)
,

ẏ = x+ ε (−y + yz) ,

ż = ε
(
x2 + yz − 1

)
.

(2.15)

En coordonnées cylindriques x = r cos(θ), y = r sin(θ) et z = z, le système (2.15)
devient 

dr

dt
= ε

(
r2 cos2(θ) sin(θ) + cos(θ)z2 − r + rz − rz cos2(θ)

)
,

dθ

dt
= 1 +

1

r
ε
(
rz cos(θ) sin(θ)− sin(θ)z2 + cos3(θ)r2 − r2 cos(θ)

)
,

dz

dt
= ε

(
r2 cos2(θ) + rz sin(θ)− 1

)
.

Pour écrire le système (2.15) sous la forme standard pour appliquer la théorie de
moyennisation on considère θ comme nouvelle variable indépendante. D'où

dr

dθ
= ε

(
r2 cos2(θ) sin(θ) + cos(θ)z2 − r + rz − rz cos2(θ)

)
,

dz

dθ
= ε

(
r2 cos2(θ) + rz sin(θ)− 1

)
.

(2.16)
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Le système (2.16) est de la forme
dr

dθ
= εF1(r, θ, z) +O(ε2),

dz

dθ
= εF2(r, θ, z) +O(ε2),

où F1, F2 sont périodiques de période 2π. Calculons maintenant le système moyenné,
on obtient 

f1(r, z) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(r, θ, z)dθ =
1

2
r (z − 2) ,

f2(r, z) =
1

2π

∫ 2π

0

F2(r, θ, z)dθ =
1

2
r2 − 1.

(2.17)

On résout le système (2.17), on obtient les deux racines

(r1, z1) =
(√

2, 2
)
, (r2, z2) =

(
−
√

2, 2
)
.

Comme r > 0, la solution
(√

2, 2
)
c'est la seule qui fournit un cycle limite. On véri�e

maintenant que le déterminant calculé en cette racine est non nul.

D(r1, z1) = det

( 1

2
z − 1

1

2
r

r 0

)∣∣∣
(r1,z1)=(

√
2,2)

= −1 6= 0.

D'après le théorème 2.2.2, le système (2.15) a pour |ε| su�samment petit un seul
cycle limite.
Le point singulier (r1, z1) =

(√
2, 2
)
du système moyenné (2.17) est hyperbolique,

donc la stabilité du cycle limite est de même stabilité que (r1, z1) =
(√

2, 2
)
. Les

valeurs propres ±1 de Dr,zf
0 sont de signes di�érents, alors le point singulier est un

point selle qui est toujours instable. Donc, le cycle limite est instable. Voir la �gure
(2.2).
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Figure 2.2 � Cycle limite instable du système (2.15) pour ε = 0.001.

2.2.2 Théorie de moyennisation du second ordre

Le théorème suivant fournit une approximation du second ordre pour les solu-
tions de certains systèmes di�érentiels périodiques.

Théorème 2.2.3. [44] On considère les deux problèmes de Cauchy

ẋ = εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3G(t, x, ε), x(0) = x0, (2.18)

et
ẏ = εf 0(y) + ε2

[
f 10(y) + g0(y)

]
, y(0) = x0, (2.19)

où F1, F2 : [0,+∞)×D −→ Rn, G : [0,+∞)×D× [0, ε0] −→ Rn sont des fonctions
continues T -périodique en la première variable t, et D un ouvert de Rn. f 0, f 10 et g0

sont des fonctions moyennées correspondantes à F1, F2 et G respectivement.
Soit

f1(t, x) =
∂F1

∂x
y1(t, x)− ∂y1

∂x
f 0(x),

où

y1(t, x) =

∫ t

0

[
F1(s, x)− f 0(x)

]
ds+ z(x),

et z(x) est une fonction di�érentiable de moyenne nulle. Supposons que

(a)
∂F1

∂x
, F2 et G sont Lipschitziennes relativement à x et continues dans leur do-

maine de dé�nition.

(b) |G(t, x, ε)| est bornée par une constante M positive dans
[
0, M

ε

)
×D × (0, ε0].
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(c) T est indépendante de ε.

(d) y(t) ∈ D pendant un temps d'échelle
1

ε
.

Alors
x(t) = y(t) + εy1(t, y(t)) +O(ε2),

pendant un temps d'échelle
1

ε
.

Corollaire 2.2.1. [44] Si les hypothèses du théorème 2.2.3 sont satisfaites, et de plus

f 0(y) = 0.

Alors

1. Si p est un point d'équilibre du système moyenné (2.19) tel que

∂

∂y

(
f 10(y) + g0(y)

)
y=p
6= 0, (2.20)

alors, il existe une solution T -périodique φ(t, ε) du système (2.18) telle que
φ(0, ε) −→ p quand ε −→ 0.

2. Si (2.20) est négative, la solution périodique φ(t, ε) du système (2.18) est
asymptotiquement stable pour ε su�samment petit. Si (2.20) est positive, cette
solution est instable.

Exemple 2.2.4. Considérons le système{
ẋ = −y + ε

(
x2 − 4xy

)
,

ẏ = x+ ε2
(
y2x+ y5x− 2y + 6y3 − y5

)
.

(2.21)

En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos(θ), y = r sin(θ) avec r > 0, on obtient

ṙ = ε(−4r2 cos2(θ) sin(θ) + r2 cos3(θ)) + ε2(r3 cos(θ) sin(θ)− r3 sin(θ) cos3(θ)

+ 2r cos2(θ)− r6 cos7(θ) + r5 cos6(θ)− 2r + 6r3 + r6 cos(θ)− r5 − 3r6 cos3(θ)

+ 3r5 cos2(θ)− 12r3 cos2(θ) + 3r6 cos5(θ)− 3r5 cos4(θ) + 6r3 cos4(θ)),

θ̇ = 1 + ε(4r cos(θ)− 4r cos3(θ)− r cos2(θ) sin(θ)) + ε2(− cos(θ)r4 sin(θ)

+ sin(θ)r5 cos6(θ)− 6 sin(θ) cos3(θ)r2 + sin(θ)r5 cos2(θ)− 2 cos(θ) sin(θ)

− 2 sin(θ)r5 cos4(θ)− cos4(θ)r2 − sin(θ) cos5(θ)r4 + r2 cos2(θ) + 2 sin(θ) cos3(θ)r4

+ 6r2 cos(θ) sin(θ)).

Considérons maintenant θ comme la variable indépendante, on obtient

dr

dθ
= εF1(r, θ) + ε2F2(r, θ) +O(ε3), (2.22)
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où

F1(r, θ) = −4r2 cos2(θ) sin(θ) + r2 cos3(θ),

F2(r, θ) = 15r3 sin(θ) cos3(θ)− 15r3 cos(θ)5 sin(θ) + r3 cos(θ) sin(θ) + r6 sin2(θ) cos5(θ)

− r5 sin2(θ) cos4(θ)− 8r3 cos4(θ) sin2(θ)− 2r6 sin2(θ) cos3(θ) + 2r5 sin2(θ) cos2(θ)

− 6r3 sin2(θ) cos2(θ) + r6 sin2(θ) cos(θ)− r5 sin2(θ)− 2r sin2(θ) + 6r3 sin2(θ).

En appliquant maintenant le théorème 2.2.3, on calcule la fonction moyennée

f 0(r) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(r, θ)dθ = 0.

On peut passer à la théorie de moyennisation d'ordre deux, on calcule

∂F1

∂r
(r, θ) = −8r cos2(θ) sin(θ) + 2r cos3(θ),

ensuite ∫ θ

0

F1(r, s)ds = −4

3
r2 +

4

3
r2 cos3(θ) +

1

3
r2 cos2(θ) sin(θ) +

2

3
r2 sin(θ).

Ainsi,

f 10(r) =
1

2π

∫ 2π

0

[
∂F1

∂r
(r, θ) ·

∫ θ

0

F1(r, s)ds+ F2(r, θ)

]
dθ

= r

(
− 5

16
r4 +

7

4
r2 − 1

)
.

(2.23)

Pour trouver les cycles limites, on résout l'équation (2.23) et on obtient deux racines

positives r1 = 1
5

√
(70 + 10

√
29), r2 = 1

5

√
(70− 10

√
29).

Comme
d

dr
f 10(r) = −25

16
r4 +

21

4
r2 − 1.

D'où
d

dr
f 10(r1) = −13.33923079 6= 0,

et
d

dr
f 10(r2) = 1.739230730 6= 0.

Donc il existe deux cycles limites, et d'après l'hypothèse (2) du corollaire 2.2.1 on a
d

dr
f 10(r1) = −13.33923079 < 0 et

d

dr
f 10(r2) = 1.739230730 > 0. Alors, le premier

cycle limite est stable d'amplitude r1 = 1
5

√
(70 + 10

√
29) et le deuxième cycle limite

est instable d'amplitude r2 = 1
5

√
(70− 10

√
29) pour ε su�samment petit. Voir la

�gure (2.3) et la �gure (2.4).
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2.2. THÉORIE DE MOYENNISATION DANS LE CAS PÉRIODIQUE

Figure 2.3 � Deux cycles limites du système (2.21) pour ε = 0.001.

Figure 2.4 � Deux cycles limites du système (2.21) pour ε = 0.18.
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2.3. THÉORIE DE MOYENNISATION SUIVANT LE DEGRÉ DE BROUWER

2.3 Théorie de moyennisation suivant le degré de

Brouwer

Dans cette section, on s'intéresse à la théorie de moyennisation pour la recherche
des solutions périodiques d'un système di�érentiel suivant le degré de Brouwer.

2.3.1 Rappels sur le degré de Brouwer

Dé�nition 2.3.1. (Degré de Brouwer). Soit D un sous ensemble ouvert de Rn et
V un sous ensemble ouvert borné de Rn tel que V ⊂ D, et soit f : V̄×[−ε0, ε0] −→ Rn
une fonction telle que 0 /∈ f(∂V, ε) pour un certain ε. Nous appelons dB(f(., ε), V, 0)
le degré de Brouwer de la fonction f(., ε) par rapport à l'ensemble V et le point 0.

Propriété 2.3.1. Si dB(f(., ε), V, 0) 6= 0 alors l'équation f(., ε) = 0 a une solution
dans V .

Dé�nition 2.3.2. (Degré de Brouwer pour des fonctions de classe C1).
Soit g ∈ C1(t), V̄ ⊂ D et Zg = {z ∈ V : g(z) = 0} . Supposons aussi que Jg(z) 6= 0
pour tout z ∈ Zg où Jg(z) est le déterminant jacobien de g en z. Ce qui assure que
Zg est �ni, alors

dB(g, V, 0) =
∑
z∈Zg

sign (Jg(z)) .

(Voir le théorème 1.1.2 de [34]).

Remarque 2.3.1. Soit g : D −→ Rn une fonction de classe C1, avec g(a) = 0, où
D est un ouvert de Rn et a ∈ D. Si Jg(a) 6= 0, il existe un voisinage V de a tel que
g(z) 6= 0 pour tout z ∈ V̄ \ {a} et on a

dB (g, V, 0) ∈ {−1, 1} .

Exemple 2.3.1. Soit la fonction f(z) = z2, le degré de Brouwer de f est égale à 0.
Cette fonction a une seule racine z = 0 et f

′
(0) = 0.

Pour calculer le degré de Brouwer de f , on considère une constante λ > 0, l'intervalle
V = (−2λ, 2λ) et la fonction

g(z) = z2 − λ2.

Alors, la fonction g a deux racines dans V qui sont z1 = λ et z2 = −λ. La matrice
jacobienne en z1 est g

′
(z1) = 2λ > 0 et en z2 est g

′
(z2) = −2λ < 0.

Donc, dB (g, V, 0) = 0.
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Lemme 2.3.1. [9] On considère les fonctions continues : fi : V̄ −→ Rn, pour
i = 0, ..., k et f, g, r : V̄ × [−ε0, ε0] −→ Rn données par

g(·, ε) = f0(·) + εf1(·) + ε2f2(·) + · · ·+ εkfk(·), (2.24)

et
f(·, ε) = g(·, ε) + εk+1r(·, ε). (2.25)

Supposons que

g(·, ε) 6= 0 pour tout z ∈ ∂V, ε ∈ [−ε0, ε0] \ {0} . (2.26)

Alors, pour |ε| > 0 su�sament petit, dB(f(., ε), V, 0) est bien dé�ni et de plus

dB(f(·, ε), V, 0)) = dB(g(·, ε), V, 0).

Pour la démonstration voir [9].

2.3.2 Théorie de moyennisation d'ordre un, deux et trois dans

Rn

Théorème 2.3.1. [30] On considère le système di�érentiel

ẋ(t) = εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3F3(t, x) + ε4R(t, x, ε), (2.27)

où F1, F2, F3 : R × D → Rn, R : R × D × (−εf , εf ) → Rn sont des fonctions
continues, T -périodiques en la première variable, et D un sous ensemble ouvert de
Rn. Supposons que les hypothèses (i) et (ii) sont véri�ées.

(i) F1(t, .) ∈ C2(D), F2(t, .) ∈ C1(D) pour tout t ∈ R. F1, F2, F3, R,D
2
xF1, DxF2 sont

localement Lipschitziennes par rapport à x, et R est deux fois di�érentiable par
rapport à ε.

On dé�nit Fk0 : D −→ Rn pour k = 1, 2, 3

F10(z) =
1

T

∫ T

0

F1(s, z) ds,

F20(z) =
1

T

∫ T

0

[DzF1(s, z).y1(s, z) + F2(s, z)] ds,

F30(z) =
1

T

∫ T

0

[
1

2
y1(s, z)T

∂2F1

∂z2
(s, z)y1(s, z) +

1

2

∂F1

∂z
(s, z)y2(s, z)

+
∂F2

∂z
(s, z)(y1(s, z)) + F3(s, z)] ds,
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où

y1(s, z) =

∫ s

0

F1(t, z) dt,

et

y2(s, z) =

∫ s

0

[
∂F1

∂z
(t, z)

∫ t

0

F1(r, z)dr + F2(t, z)

]
dt.

(ii) Pour V ⊂ D un sous ensemble ouvert et pour chaque ε ∈ (−εf , εf ) \ {0}, il
existe aε ∈ V telle que :
F10(aε) + εF20(aε) + ε2F30(aε) = 0 et dB(F10 + εF20 + ε2F30, V, aε) 6= 0.

Alors, pour |ε| > 0 su�samment petit, il existe une solution T -périodique ϕ(·, ε) du
système (2.27) telle que ϕ(0, ε) = aε.

L'expression dB(F10 + εF20 + ε2F30, V, aε) 6= 0 signi�e que le degré de Brouwer de
la fonction F10 + εF20 + ε2F30 : V → Rn au point d'équilibre aε est non nul.

Si F10 est non nulle. Alors les racines de F10 + εF20 + ε2F30 sont principalement
les racines de F10 pour ε su�samment petit. Dans ce cas le résultat précédent est
celui de la Théorie de moyennisation d'ordre un.

Si F10 est nulle et F20 est non nulle. Alors les racines de F10 + εF20 + ε2F30 sont
principalement les racines de F20 pour ε su�samment petit. Dans ce cas le résultat
précédent est celui de la Théorie de moyennisation d'ordre deux.

Si F10 et F20 sont nulles et F30 est non nulle. Alors les racines de F10 +εF20 +ε2F30

sont principalement les racines de F30 pour ε su�samment petit. Dans ce cas le ré-
sultat précédent est celui de la Théorie de moyennisation d'ordre trois.

Notons que l'hypothèse (i) du théorème 2.3.1 a�rme l'existence et l'unicité de la
solution pour chaque problème à valeur initiale sur l'intervalle [0, T ], voir [9]. D'où,
pour chaque z ∈ D on note par x(., z, ε) la solution du (2.27) avec la valeur initiale
x(·, z, ε) = z.
On considère la fonction ξ : D × (−εf , εf ) −→ Rn dé�nit par

ξ(z, ε) =

∫ T

0

(
εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3F3(t, x) + ε4R(t, x, ε)

)
dt.

Pour chaque z ∈ D, on a

x (T, z, ε)− x (0, z, ε) = ξ (z, ε) .

De plus, la fonction ξ peut s'écrire sous la forme

ξ (z, ε) = εF10(z) + ε2F20(z) + ε3F30(z) +O(ε4),
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où F10, F20 et F30 sont dé�nies dans le théorème 2.3.1, et O(ε4) est une fonction
bornée sur chaque sous ensemble compact de D × (−εf , εf ) multiplié par ε4.
La stabilité des cycles limites associés à la racine simple aε est déterminée suivant
les valeurs propres de la matrice jacobienne de ξ(z, ε) évaluées en aε et d'après le
théorème 3.5.1 de [44], on sait que le cycle limite associé à la racine aε de F30 quand
F10 = 0 et F20 = 0 est donné par l'expression

x(t, aε, ε) = aε + εy1(t, aε) + ε2y2(t, aε) +O
(
ε3
)
. (2.28)

Exemple 2.3.2. On considère le système{
ẋ = y − ε(x2 − 2x4),

ẏ = −x− ε3(x2 + y − y3).
(2.29)

En coordonnées polaires (r, θ) avec x = r cos(θ), y = r sin(θ), r > 0, le système
(2.29) devient

ṙ = ε(−r2 cos3(θ) + 2r4 cos5(θ)) + ε3(− sin(θ)r2 cos2(θ)− r + r3

− 2r3 cos2(θ) + r cos2(θ) + r3 cos4(θ)),

θ̇ = −1 + ε(−2 sin(θ)r3 cos4(θ) + sin(θ)r cos2(θ)) + ε3(cos(θ)×
r2 sin(θ)− sin(θ)r2 cos3(θ)− cos(θ) sin(θ)− r cos3(θ)).

(2.30)

Considérant θ comme nouvelle variable, le système (2.30) devient

dr

dθ
= εF1(r, θ) + ε2F2(r, θ) + ε3F3(r, θ) +O(ε4), (2.31)

où
F1(r, θ) = r2 cos3(θ)− 2r4 cos5(θ),

F2(r, θ) = 4 sin(θ) cos9(θ)r7 − 4 sin(θ) cos7(θ)r5 + sin(θ) cos5(θ)r3,

F3(r, θ) = sin(θ)r2 cos2(θ)− 8r10 cos13(θ) sin2(θ) + 12r8 cos11(θ) sin2(θ)

− 6r6 cos9(θ) sin2(θ) + r4 cos7(θ) sin2(θ) + r3 sin2(θ) cos2(θ)

− r3 sin2(θ) + r sin2(θ).

Premièrement, on calcule

f1(r) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(r, θ)dθ = 0,

ensuite on doit calculer f2 et pour cela, on calcule l'expression
∂F1

∂r
(r, θ)

∫ θ
0
F1(r, t)dt,

on obtient
∂F1

∂r
(r, θ)

∫ θ

0

F1(r, t)dt = r(2 cos3(θ)− 8r2 cos5(θ)) · (r
2

3
sin(θ) cos2(θ)

+
2r2

3
sin(θ) + r4(−2

5
cos4(θ) sin(θ)

− 8

15
cos2(θ) sin(θ)− 16

15
sin(θ))).
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D'où

f2(r) =
1

2π

∫ 2π

0

[
∂F1

∂r
(r, θ) ·

∫ θ

0

F1(r, t)dt+ F2(r, θ)

]
dθ = 0.

Maintenant, en appliquant la théorie de moyennisation d'ordre trois et pour cela, on
calcule la fonction moyennée suivante

f3(r) =
1

2π

∫ 2π

0

[
1

2

∂2F1

∂r2
(r, θ) · (y1(r, θ))2 +

1

2

∂F1

∂r
(r, θ) · y2(r, θ)

+
∂F2

∂r
(r, θ) · y1(r, θ) + F3(r, θ)]dθ,

où

y1(r, θ) =

∫ θ

0

F1(r, s)ds,

y2(r, θ) =

∫ θ

0

[
∂F1

∂r
(r, s) ·

∫ s

0

F1(r, t)dt+ F2(r, s)

]
ds.

Premièrement, on calcule

1

2

∂2F1

∂r2
(r, θ) · (y1(r, θ))2 = (cos3(θ)− 12r2 cos5(θ)) · (1

3
sin(θ)r2 cos2(θ)

+
2

3
r2 sin(θ)− 2

5
r4 cos4(θ) sin(θ)

− 8

15
r4 cos2(θ) sin(θ)− 16

15
r4 sin(θ))2,

ensuite, on calcule

1

2

∂F1

∂r
(r, θ) · y2(r, θ) = (

1

2
(2r cos3(θ)− 8r3 cos5(θ))) · (602

225
r7 − 38

15
r5 +

11

18
r3

− 18

25
r7 cos1 0(θ) +

14

15
r5 cos8(θ)− 8

15
r7 cos8(θ)

− 5

18
r3 cos6(θ)− 64

45
r7 cos6(θ) +

16

15
r5 cos6(θ)

+
8

15
r5 cos4(θ)− 1

3
r3 cos4(θ)),

et

∂F2

∂r
(r, θ) · y1(r, θ) = (28 sin(θ) cos9(θ)r6 − 20 sin(θ) cos7(θ)r4

+ 3 sin(θ) cos5(θ)r2) · (r
2

3
sin(θ) cos2(θ) +

2

3
r2 sin(θ)

− 2

5
r4 cos4(θ) sin(θ)− 8

15
r4 cos2(θ) sin(θ)− 16

15
r4 sin(θ)).
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Pour trouver les cycles limites, on résout l'équation

f3(r) =
1

2
r

(
1− 3

4
r2

)
= 0. (2.32)

L'équation (2.32) a une seule racine positive r = 2
3

√
3. Selon le théorème 2.3.1, pour

avoir un cycle limite on doit véri�er que
d

dr
f3(r)

∣∣∣
r= 2

3

√
3

= −1 6= 0, ce qui est fait.

On conclut que le système (2.29) a un seul cycle limite d'amplitude r = 2
3

√
3. Voir

la �gure (2.5).

Figure 2.5 � Cycle limite du système (2.29) pour ε = 0.001.
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Chapitre 3
Cycles limites pour une classe
généralisée des systèmes de

Liénard

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux cycles limites d'un système di�érentiel non
linéaire de Liénard. On donne un résultat concernant le nombre maximum de cycles
limites qui bifurquent des orbites périodiques d'un centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x
perturbé par une classe généralisée d'équations di�érentielles de Liénard et ceci en
utilisant la théorie de moyennisation d'ordre un et deux. Cette étude a fait l'objet
d'un article publié dans le journal " Global Journal of Pure and Applied Mathema-
tics".

S. Badi, E. Bendib and A. Makhlouf, On the maximum number of limit cycles
for a generalization of polynomial Liénard di�erential systems via averaging theory.
Global Journal of Pure and Applied Mathematics. ISSN 0973-1768 Volume 12, Num-
ber 4(2016), pp. 2971-2985.
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3.1. RÉSULTATS INTRODUCTIFS

3.1 Résultats introductifs

Les équations di�érentielles du deuxième ordre surviennent dans de nombreux do-
maines de la science et de la technologie. En 1922, l'ingénieur hollandais Balthasar
Van der Pol étudiait les propriétés électriques des tubes à néon. Pendant ce temps,
l'oscillographe n'existait pas pour pouvoir visualiser graphiquement un signal élec-
trique, il contrôlait l'évolution de son circuit en écoutant les changements de tonalité
dans un combiné téléphonique. Il modélisa les charges du tube par l'équation

ẍ+ ε
(
x2 − 1

)
ẋ = 0.

Ensuite, l'ingénieur français Liénard fonde un théorème d'existence et d'unicité
d'une solution périodique pour une classe générale de l'équation de Van der Pol
qui porte son nom

ẍ+ f(x)ẋ+ x = 0,

où f(x) est un polynôme de degré n. Liénard a transformé cette équation en un
système, obtenu en posant ẋ = z

ẋ = z, ż = −x− f(x)z.

Le problème fondamental lié au système de Liénard est le nombre de cycles limites
qui peuvent exister en même temps. Il y a plusieurs résultats importants dans cette
étude qui ont été publiés.

En 2012, Alavez-Ramirez et al [1] ont étudié un système d'équations di�éren-
tielles de la forme{

ẋ = y − εg11(x)− ε2g12(x),

ẏ = −x− ε(g21(x) + f21(x)y)− ε2(g22(x) + f22(x)y),

où g1i, g2i, f2i pour i = 1, 2 sont de degré l,m et n respectivement, et ε est un petit
paramètre. Ils ont prouvé qu'au plus

1

2
(max {O(m+ n), E(l +m)− 1} − 1)

(où O(k) est le plus grand entier impair ≤ k et E(k) est le plus grand entier pair ≤ k)
cycles limites bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x.

Dans [32], J. Llibre et C. Valls ont utilisé la théorie de moyennisation d'ordre
un et deux pour étudier un système plus général{

ẋ = y − ε(g11(x) + f11(x)y)− ε2(g12(x) + f12(x)y),

ẏ = −x− ε(g21(x) + f21(x)y)− ε2(g22(x) + f22(x)y),
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GÉNÉRALISÉE DES SYSTÈMES DE LIÉNARD

où g1i, f1i, g2i, f2i pour i = 1, 2 sont de degré l, k,m et n respectivement, et ε est un
petit paramètre. Ils ont montré qu'au plus

λ = max
[
µ+ [(m− 1)/2], µ+ [l/2], [(n− 1)/2] + [m/2], [k/2] + [m/2]− 1,

[(n− 1)/2] + [(l − 1)/2] + 1, [k/2] + [(l − 1)/2]
]

(où µ = min{[n/2], [(k− 1)/2]}) cycles limites bifurquent des orbites périodiques du
centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x.

En 2013, Llibre et Valls [33] ont étudié le système di�érentiel polynomial{
ẋ = y − f1(x)y,

ẏ = −x− g2(x)− f2(x)y,

où f1(x) = εf11(x) + ε2f12(x) + ε3f13(x), g2(x) = εg21(x) + ε2g22(x) + ε3g23(x), et
f2(x) = εf21(x) + ε2f22(x) + ε3f23(x) où f1i, f2i et g2i sont de degré l, n et m respec-
tivement pour i = 1, 2, 3, et ε su�sament petit.
Ils ont trouvé une borne supérieure du nombre maximum de cycles limites qui
peuvent bifurquer des orbites périodiques d'un centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x, en
utilisant la théorie de moyennisation d'ordre trois.

3.2 Nombre maximum de cycles limites pour une

classe généralisée des systèmes de Liénard par

la théorie de moyennisation

Nous allons utiliser la théorie de moyennisation d'ordre un et deux pour étudier
le nombre maximum de cycles limites qui peuvent bifurquer des orbites périodiques
du centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x, perturbé par une classe généralisée d'équations
di�érentielles de Liénard de la forme{

ẋ = y − f1(x)y,

ẏ = −x− g2(x)− f2(x, y)y,
(3.1)

où f1(x) = εf11(x) + ε2f12(x), f2(x, y) = εf21(x, y) + ε2f22(x, y) et g2(x) = εg21(x) +
ε2g22(x), où f1i, f2i et g2i sont de degré l, n et m respectivement pour i = 1, 2, et ε
su�sament petit. Notons que ce système est plus général que celui étudié dans [33].
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Notre résultat principal est

Théorème 3.2.1. Pour ε su�samment petit, le nombre maximum de cycles limites
pour la classe généralisée du système de Liénard (3.1) qui bifurquent des orbites
périodiques du centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x est

(a)
[
n
2

]
en utilisant la théorie de moyennisation d'ordre un.

(b) 1
2

max {2O(n)− 2, O(n) + E(m)− 1, O(n) +O(l)− 2, E(n)} en utilisant la
théorie de moyennisation d'ordre deux, où O(i) est le plus grand entier impair
inférieur ou égal à i et E(i) le plus grand entier pair inférieur ou égal à i.

Preuve de la partie (a) du Théorème 3.2.1.

Dans cette preuve, on utilise la théorie de moyennisation d'ordre un. Supposons que

f11(x) =
l∑

i=0

ai,1x
i, f21(x, y) =

n∑
i+j=0

aij,2x
iyj, g21(x) =

m∑
i=0

bi,2x
i.

En coordonnées polaires (r, θ), où x = r cos θ, y = r sin θ, r > 0, le système (3.1)
devient

ṙ = −ε
( n∑
i+j=0

aij,2r
i+j+1 cosi(θ) sinj+2(θ) +

m∑
i=0

bi,2r
i cosi(θ) sin(θ)

+
l∑

i=0

ai,1r
i+1 cosi+1(θ) sin(θ)

)
,

θ̇ = −1− ε

r

( n∑
i+j=0

aij,2r
i+j+1 cosi+1(θ) sinj+1(θ) +

m∑
i=0

bi,2r
i cosi+1(θ)

−
l∑

i=0

ai,1r
i+1 cosi(θ) sin2(θ)

)
.

(3.2)

Considérons maintenant θ comme nouvelle variable indépendante, le système (3.2)
s'écrit sous la forme standard du théorème de moyennisation d'ordre un

dr

dθ
= εF (r, θ) +O(ε2), (3.3)

où

F (r, θ) =
n∑

i+j=0

aij,2r
i+j+1 cosi(θ) sinj+2(θ) +

m∑
i=0

bi,2r
i cosi(θ) sin(θ)

+
l∑

i=0

ai,1r
i+1 cosi+1(θ) sin(θ).
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Maintenant, on calcule la fonction moyennée

F10(r) =
1

2π

∫ 2π

0

F (r, θ)dθ,

on utilise les formules suivantes∫ 2π

0

cosi(θ) sinj+2(θ)dθ =

{
0, si i impair ou j impair,

παij, si i pair et j pair,

où αij est une constante non nulle, d'où

F10(r) =
1

2

n∑
i+j=0

aij,2αijr
i+j+1, (3.4)

où i et j sont pairs. On voit que le polynôme F10(r) a au plus
[
n
2

]
racines positives.

De plus ce polynôme peut admettre exactement
[
n
2

]
racines positives simples si nous

choisissons convenablement les coe�cients aij. Cela complète la preuve de la partie
(a) du Théorème 3.2.1.

Exemple 3.2.1. Considérons le système ẋ = y − ε(
√

2 + 5x4)y,

ẏ = −x− ε(1 + x+ (3 + xy2 − 1

2
y2)y).

(3.5)

En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos θ, y = r sin θ, r > 0, le système (3.5)
devient 

ṙ = −ε sin(θ)(1 + ((
√

2 + 1) cos(θ) + 3 sin(θ))r − 1

2
sin3(θ)r3

+ cos(θ) sin3(θ)r4 + 5 cos5(θ)r5),

θ̇ = −1− ε

r
(cos(θ) + (cos2(θ) + 3 cos(θ) sin(θ)−

√
2 sin2(θ))r

− 1

2
cos(θ)sin3(θ)r3 + 5 cos2(θ) sin3(θ)r4 − 5 cos4(θ) sin2(θ)r5).

Pour déterminer les cycles limites, on résout l'équation

F10(r) =
r

2

(
3− 3

8
r2

)
= 0. (3.6)

L'équation (3.6) possède une racine positive r = 2
√

2. D'après (a) du théorème
3.2.1, le système (3.5) a exactement un unique cycle limite qui bifurque des orbites
périodiques du centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x. Voir la �gure (3.1).
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Figure 3.1 � Cycle limite du système (3.5) pour ε = 0.0001.

Preuve de la partie (b) du Théorème 3.2.1.

En utilisant la théorie de moyennisation d'ordre deux, et en prenant f11, f21 et g21

de la preuve de la partie (a) du Théorème 3.2.1, et

f12(x) =
l∑

i=0

ci,1x
i, f22(x, y) =

n∑
i+j=0

cij,2x
iyj, g22(x) =

m∑
i=0

di,2x
i,

le système (3.1) en coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos θ, y = r sin θ, r > 0,
devient  ṙ = −I(r, θ)ε− II(r, θ)ε2,

θ̇ = −1− 1

r

[
I1(r, θ)ε+ II1(r, θ)ε2

]
,

(3.7)

où

I(r, θ) =
n∑

i+j=0

aij,2r
i+j+1 cosi(θ) sinj+2(θ) +

m∑
i=0

bi,2r
i cosi(θ) sin(θ)

+
l∑

i=0

ai,1r
i+1 cosi+1(θ) sin(θ),

II(r, θ) =
n∑

i+j=0

cij,2r
i+j+1 cosi(θ) sinj+2(θ) +

m∑
i=0

di,2r
i cosi(θ) sin(θ)

+
l∑

i=0

ci,1r
i+1 cosi+1(θ) sin(θ),

39



3.2. NOMBRE MAXIMUM DE CYCLES LIMITES POUR UNE CLASSE
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et

I1(r, θ) =
n∑

i+j=0

aij,2r
i+j+1 cosi+1(θ) sinj+1(θ) +

m∑
i=0

bi,2r
i cosi+1(θ)

−
l∑

i=0

ai,1r
i+1 cosi(θ) sin2(θ),

II1(r, θ) =
n∑

i+j=0

cij,2r
i+j+1 cosi+1(θ) sinj+1(θ) +

m∑
i=0

di,2r
i cosi+1(θ)

−
l∑

i=0

ci,1r
i+1 cosi(θ) sin2(θ).

Considérons maintenant θ comme la variable indépendante, on obtient

dr

dθ
= εF1(r, θ) + ε2F2(r, θ) +O(ε3), (3.8)

où

F1(r, θ) = I(r, θ),

F2(r, θ) = II(r, θ)− 1

r
I(r, θ)I1(r, θ).

Déterminons la fonction moyennée suivante

F20(r) =
1

2π

∫ 2π

0

[
d

dr
F1(r, θ)y1(r, θ) + F2(r, θ)

]
dθ,

où y1(r, θ) =
∫ θ

0
F1(r, s)ds. Pour cela, on a besoin d'annuler la fonction moyennée

F10, donc on pose aij,2 = 0 pour tout i pair et j pair. Premièrement, on calcule

d

dr
F1(r, θ) =

n∑
i+ j = 1
i impair ou
j impair

(i+ j + 1)aij,2r
i+jcosi(θ) sinj+2(θ)

+
m∑
i=0

ibi,2r
i−1 cosi(θ) sin(θ) +

l∑
i=0

(i+ 1)ai,1r
i cosi+1(θ) sin(θ),
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et

y1(r, θ) = a10,2r
2(α110 sin(θ) + α210 sin(3θ)) + · · ·+ ace,2r

c+e+1(α1ce sin(θ)

+ α2ce sin(3θ) + · · ·+ α (c+e+2)+1
2

ce
sin((c+ e+ 2)θ)) + a01,2r

2(α101

+ α201 cos(θ) + α301 cos(3θ)) + · · ·+ apq,2r
p+q+1(α1pq + α2pq cos(θ)

+ α3pq cos(3θ) + · · ·+ α (p+q+2)+3
2

pq
cos((p+ q + 2)θ)) + a11,2r

3(α111

+ α211 cos(2θ) + α311 cos(4θ)) + · · ·+ acq,2r
c+q+1(α1cq + α2cq cos(2θ)

+ α3cq cos(4θ) + · · ·+ α (c+q+2)+2
2

cq
cos((c+ q + 2)θ))

+
m∑
i=0

1

i+ 1
bi,2r

i(1− cosi+1(θ)) +
l∑

i=0

1

i+ 2
ai,1r

i+1(1− cosi+2(θ)),

où c est le plus grand nombre impair et e est le plus grand nombre pair tels que
c + e ≤ n, p est le plus grand nombre pair et q est le plus grand nombre impair
tels que p + q ≤ n, αijk sont les constantes réelles obtenues durant le calcul de∫ θ

0
cosi(s) sinj+2(s)ds pour tout i et j.

Après l'intégration du produit d
dr
F1(r, θ)y1(r, θ) entre 0 et 2π par rapport à θ,

seulement les intégrales suivantes sont di�érentes de zéro

∫ 2π

0

cosi(θ) sinj+2(θ) sin((2h+ 1)θ)dθ =


0 si i impair et j ∈ N,

πA2h+1
ij si i pair et j impair,

h = 0, 1, · · · ,∫ 2π

0

cosi(θ) sinj+2(θ) cos((2h+ 1)θ)dθ =


0 si j impair et i ∈ N,

πB2h+1
ij si i impair et j pair,

h = 0, 1, · · · ,∫ 2π

0

cosi+k+1(θ) sinj+2(θ)dθ =

{
0 si j impair et i, k ∈ N,

πCijk si i impair, j pair et k pair,∫ 2π

0

cosi+k+2(θ) sinj+2(θ)dθ =

{
0 si j impair et i, k ∈ N,

πDijk si i impair, j pair et k impair∫ 2π

0

cosi(θ) sin(θ) sin((2h+ 1)θ)dθ =

{
0 si i impair, h = 0, 1, · · · ,

πE2h+1
i si i pair, h = 0, 1, · · · ,∫ 2π

0

cosi+1(θ) sin(θ) sin((2h+ 1)θ)dθ =

{
0 si i pair, h = 0, 1, · · · ,

πE2h+1
i+1 si i impair, h = 0, 1, · · · ,

où A2h+1
ij , B2h+1

ij , Cijk, Dijk, E
2h+1
i et E2h+1

i+1 sont des constantes di�érentes de zéro.
En utilisant ces intégrales, on obtient

1

2π

∫ 2π

0

[
d

dr
F1(r, θ)y1(r, θ)

]
dθ =

1

2
rH1(r),
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où

H1(r) =
n∑

i+ j = 1
i pair, j impair

(i+ j + 1)aij,2r
i+j−1

[
a10,2r

2
(
α110A

1
ij + α210A

3
ij

)

+ · · ·+ ace,2r
c+e+1(α1ceA

1
ij + α2ceA

3
ij + · · ·+ α (c+e+2)+1

2
ce
Ac+e+2
ij )]

+
n∑

i+ j = 1
i impair, j pair

(i+ j + 1)aij,2r
i+j−1[a01,2r

2(α201B
1
ij + α301B

3
ij) + · · ·

+ apq,2r
p+q+1(α2pqB

1
ij + α3pqB

3
ij + · · ·+ α (p+q+2)+3

2
pq
Bp+q+2
ij )]

−
n∑

i+ j = 1
i impair, j pair

m∑
k = 0
k pair

i+ j + 1

k + 1
aij,2bk,2r

i+j+k−1Cijk

−
n∑

i+ j = 1
i impair, j pair

l∑
k = 1

k impair

i+ j + 1

k + 2
aij,2ak,1r

i+j+kDijk

+
m∑

i = 2
i pair

ibi,2r
i−2[a10,2r

2(α110E
1
i + α210E

3
i ) + · · ·

+ ace,2r
c+e+1(α1ceE

1
i + α2ceE

3
i + · · ·+ α (c+e+2)+1

2
ce
Ec+e+2
i )]

+
l∑

i = 1
i impair

(i+ 1)ai,1r
i−1[a10,2r

2(α110E
1
i+1 + α210E

3
i+1)

+ · · ·+ ace,2r
c+e+1(α1ceE

1
i+1 + α2ceE

3
i+1 + · · ·+ α (c+e+2)+1

2
ce
Ec+e+2
i+1 )].

Et on a aussi

F2(r, θ) =
n∑

i+j=0

cij,2r
i+j+1 cosi(θ) sinj+2(θ) +

m∑
i=0

di,2r
i cosi(θ) sin(θ)

+
l∑

i=0

ci,1r
i+1 cosi+1(θ) sin(θ)
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−
n∑

i+ j = 0
i impair ou

j impair

n∑
k + h = 0
k impair ou

h impair

aij,2akh,2r
i+j+k+h+1 cosi+k+1(θ) sini+h+3(θ)

− 2
n∑

i+ j = 0
i impair ou j impair

m∑
k=0

aij,2bk,2r
i+j+k cosi+k+1(θ) sinj+2(θ)

+
n∑

i+ j = 0
i impair ou j impair

l∑
k=0

aij,2ak,1r
i+j+k+1 cosi+k(θ) sinj+4(θ)

−
m∑
i=0

m∑
j=0

bi,2bj,2r
i+j−1 cosi+j+1(θ) sin(θ) +

m∑
i=0

l∑
j=0

bi,2aj,1r
i+j cosi+j(θ) sin3(θ)

−
n∑

i+ j = 0
i impair ou j impair

l∑
k=0

aij,2ak,1r
i+j+k+1 cosi+k+2(θ) sinj+2(θ)

−
l∑

i=0

m∑
j=0

ai,1bj,2r
i+j cosi+j+2(θ) sin(θ) +

l∑
i=0

l∑
j=0

ai,1aj,1r
i+j+1 cosi+j+1(θ) sin3(θ).

Après l'intégration de F2(r, θ) entre 0 et 2π par rapport à θ, on ne prend que les
intégrales qui sont di�érentes de zéro, i.e,∫ 2π

0

cosi(θ) sinj+2(θ)dθ =

{
0 si i impair ou j impair,

πFij si i pair et j pair,

∫ 2π

0

cosi+k+1(θ) sinj+h+3(θ)dθ =


0 si i+ k pair ou j + h pair,

πGijkh, si i impair et j pair,
k pair et h impair ,

πḠijkh, si i pair et j impair,
k impair et h pair,∫ 2π

0

cosi+k(θ) sinj+4(θ)dθ =

{
0 si j impair, i, k ∈ N

πHijk si i impair, j pair et k impair,

où Fij, Gijkh, Ḡijkh et Hijk sont des constantes di�érentes de zéro.
On obtient

1

2π

∫ 2π

0

F2(r, θ)dθ =
1

2
rH2(r), (3.9)
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où

H2(r) =
n∑

i+ j = 0
i pair, j pair

cij,2r
i+jFij

−
n∑

i+ j = 1
i impair, j pair

n∑
k + h = 1

k pair, h impair

aij,2akh,2r
i+j+k+hGijkh

−
n∑

i+ j = 1
i pair, j impair

n∑
k + h = 1

k impair, h pair

aij,2akh,2r
i+j+k+hḠijkh

− 2
n∑

i+ j = 1
i impair, j pair

m∑
k = 0
k pair

aij,2bk,2r
i+j+k−1Cijk

+
n∑

i+ j = 1
i impair, j pair

l∑
k = 1

k impair

aij,2ak,1r
i+j+kHijk

−
n∑

i+ j = 1
i impair, j pair

l∑
k = 1

k impair

aij,2ak,1r
i+j+kDijk.

Finalement, pour trouver les racines positives de F20, il faut chercher les racines du
polynôme H1(r) +H2(r).

On conclut que F20 a au plus
1

2
max {2O(n)− 2, O(n) + E(m)− 1, O(n) +O(l)− 2, E(n)}

racines positives, où O(i) est le plus grand entier impair inférieur ou égal à i et E(i)
est le plus grand entier pair inférieur ou égal à i. Cela complète la preuve de la partie
(b) du Théorème 3.2.1.

Exemple 3.2.2. On considère le système
ẋ = y − ε(x3 − 2x)y − ε2 1

2
x3y,

ẏ = −x− ε(4x2 + (x− xy2 + 2x2y − xy3 + x3)y)− ε2(x2

− x+ (−xy + 2x2 + 3y + y4)y).

(3.10)
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En coordonnées polaires (r, θ) où x = r cos θ, y = r sin θ, r > 0, le système (3.10)
devient

ṙ = −
[
ε((2 cos2(θ) sin(θ) + cos(θ) sin2(θ))r2 + (cos4(θ) sin(θ)

− cos(θ) sin4(θ) + 2 cos2(θ) sin3(θ) + cos3(θ) sin2(θ))r4 − cos(θ) sin5(θ)r5)

+ ε2(− cos(θ) sin(θ)r + (cos2(θ) sin(θ) + 3 sin3(θ))r2 + (2 cos2(θ) sin2(θ)

− cos(θ) sin3(θ))r3 +
1

2
cos4(θ) sin(θ)r4 + sin6 r5)

]
,

θ̇ = −1−
[
ε((4 cos3(θ) + cos2(θ) sin(θ) + 2 cos(θ) sin2(θ))r + (cos4(θ) sin(θ)

− cos2(θ) sin3(θ) + cos3(θ) sin2(θ))r3 − cos2(θ) sin4(θ)r4) + ε2(− cos2(θ)

+ (cos3(θ) + 3 cos(θ) sin2(θ))r + (2 cos3(θ) sin(θ)− cos2(θ) sin2(θ))r2

− 1

2
cos3(θ) sin2(θ)r3 + cos(θ) sin5(θ)r4)

]
.

Pour déterminer les cycles limites, on résout l'équation

F20(r) = r3

(
−1

4
+

3

16
r2 − 1

64
r4

)
= 0. (3.11)

L'équation (3.11) possède deux racines positives r1 = −1 +
√

5 et r2 = 1 +
√

5.
D'après (b) du théorème 3.2.1, le système (3.10) a exactement deux cycles limites
qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire ẋ = y, ẏ = −x, en utilisant
la théorie de moyennisation d'ordre deux. Voir la �gure (3.2).

Figure 3.2 � Les deux cycles limites du système (3.10) pour ε = 0.0001.
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Chapitre 4
La bifurcation de Hopf pour un

système différentiel quadratique
en dimension trois

En appliquant la théorie de moyennisation d'ordre trois à un système di�érentiel
polynomial quadratique dans R3 pour étudier la bifurcation de Hopf qui se produit
à l'origine pour ce type de système. On prouve qu'au plus dix cycles limites peuvent
bifurquer par bifurcation de Hopf d'un point d'équilibre ayant des valeurs propres de
la forme ±bi et 0. En plus, on donne un exemple d'un système di�érentiel polyno-
mial quadratique pour lequel exactement dix cycles limites bifurquent de l'origine.
Ce chapitre a fait l'objet d'un article publié dans le journal "Turkish Journal of Ma-
thematics".

E. Bendib, S. Badi and A. Makhlouf, On the 3-Dimensional Hopf bifurcation
via averaging theory of third order. Turk J Math (2017) 41 : 1053-1071.
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4.1. NOMBRE MAXIMUM DE CYCLES LIMITES BIFURQUANT PAR
BIFURCATION DE HOPF

4.1 Nombre maximum de cycles limites bifurquant

par bifurcation de Hopf pour un système dif-

férentiel quadratique dans R3 par la théorie de

moyennisation d'ordre trois

On étudie dans ce chapitre la bifurcation de Hopf pour des champs de vecteurs
dans R3, On s'intéresse à l'étude du nombre maximum de cycles limites qui se produit
par une bifurcation de Hopf autour de l'origine d'un système quadratique dans R3.
En générale, la bifurcation de Hopf est étudiée pour des points singuliers ayant des
valeurs propres de la forme α(ε) ± β(ε)i avec α(0) = 0 et α

′
(0) 6= 0. La bifurcation

de Hopf des cycles limites a été considérée par plusieurs auteurs, voir [22, 23, 25].
Dans notre travail, on considère des systèmes di�érentiels polynomiaux quadratiques
dans R3, dont la partie linéaire du point d'équilibre à l'origine (0, 0, 0) a des valeurs
propres de la forme (εa1 + ε2a2 + ε3a3) ± bi et εc1 + ε2c2 + ε3c3, où ε est un petit
paramètre.

Notre système est de la forme

dx

dt
= (a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3)x− by +

∑
i+j+k=2

aijkx
iyjzk + ε

∑
i+j+k=2

Aijkx
iyjzk

+ ε2
∑

i+j+k=2

A′ijkx
iyjzk,

dy

dt
= bx+ (a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3)y +

∑
i+j+k=2

bijkx
iyjzk + ε

∑
i+j+k=2

Bijkx
iyjzk

+ ε2
∑

i+j+k=2

B′ijkx
iyjzk,

dz

dt
= (c1ε+ c2ε

2 + c3ε
3)z +

∑
i+j+k=2

cijkx
iyjzk + ε

∑
i+j+k=2

Cijkx
iyjzk

+ ε2
∑

i+j+k=2

C ′ijkx
iyjzk,

(4.1)

où aijk, bijk, cijk, Aijk, Bijk, Cijk, A
′

ijk, B
′

ijk et C
′

ijk pour i+j+k = 2, a1, a2, a3, c1, c2, c3

et b sont des paramètres réeles.

En 2007, Llibre et al. [10] ont étudié en utilisant la théorie de moyennisation
d'ordre un, la bifurcation de Hopf pour des champs de vecteurs dans R3. Ils ont
obtenu qu'au plus un cycle limite peut bifurquer de l'origine de tels systèmes. Ils ont
fait des applications sur les systèmes de Lorenz et Rössler.
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Le système (4.1) est plus général que celui étudier en 2009 par Llibre et al. [29].
Ils ont utilisé la théorie de moyennisation d'ordre deux pour étudier aussi la bifur-
cation de Hopf pour des champs de vecteurs dans R3, ils ont obtenu qu'au plus trois
cycles limites peuvent bifurquer de l'origine de tels système, de plus ils ont donné un
exemple pour lequel cette borne est atteinte.

L'objectif de cette partie est consiste à utiliser la théorie de moyennisation d'ordre
trois, pour étudier aussi la bifurcation de Hopf pour des champs de vecteurs dans
R3. On donne un résultat sur le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent
de l'origine du système di�érentiel polynomial quadratique (4.1) et on détermine
aussi leur stabilité. On donne aussi un exemple d'un système di�érentiel polynomial
quadratique pour lequel cette borne est atteinte.

Notre résultat est le suivant :

Théorème 4.1.1.

(a) Au plus dix cycles limites bifurquent de l'origine du système (4.1) quand ε = 0
en appliquant la théorie de moyennisation d'ordre trois.

(b) On donne un exemple d'un système di�érentiel quadratique de la forme (4.1)
pour lequel exactement dix cycles limites bifurquent de l'origine pour ε = 0.

Preuve de la partie (a) du Théorème 4.1.1.

En coordonnées cylindriques x = R cos(θ), y = R sin(θ) et z = z, le système (4.1)
devient 

dR

dt
= ε(a1 + a2ε+ a3ε

2)R + h11(θ)R2 + h12(θ)Rz + h13(θ)z2,

dθ

dt
=

1

R

[
bR + h21(θ)R2 + h22(θ)Rz + h23(θ)z2

]
,

dz

dt
= ε(c1 + c2ε+ c3ε

2)z + h31(θ)R2 + h32(θ)Rz + h33(θ)z2,

(4.2)

où

h11(θ) = (a200 + εA200 + ε2A′200) cos3(θ) + [(a020 + b110) + ε(A020 +B110)

+ ε2(A′020 +B′110)] sin2(θ) cos(θ) + [(a110 + b200) + ε(A110 +B200)

+ ε2(A′110 +B′200)] cos2(θ) sin(θ) + (b020 + εB020 + ε2B′020) sin3(θ),
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h12(θ) = (a101 + εA101 + ε2A′101) cos2(θ) + [(a011 + b101) + ε(A011 +B101)

+ ε2(A′011 +B′101)] sin(θ) cos(θ) + (b011 + εB011 + ε2B′011) sin2(θ)],

h13(θ) = (a002 + εA002 + ε2A′002) cos(θ) + (b002 + εB002 + ε2B′002) sin(θ),

h21(θ) = (b200 + εB200 + ε2B′200) cos3(θ) + [(b020 − a110) + ε(B020 − A110)

+ ε2(B′020 − A′110)] sin2(θ) cos(θ) + [(b110 − a200) + ε(B110 − A200)

+ ε2(B′110 − A′200)] cos2(θ) sin(θ)− (a020 + εA020 + ε2A′020) sin3(θ),

h22(θ) = (b101 + εB101 + ε2B′101) cos2(θ) + [(b011 − a101) + ε(B011 − A101)

+ ε2(B′011 − A′101)] cos(θ) sin(θ)− (a011 + εA011 + ε2A′011) sin2(θ),

h23(θ) = (b002 + εB002 + ε2B′002) cos(θ)− (a002 + εA002 + ε2A′002) sin(θ),

h31(θ) = (c200 + εC200 + ε2C ′200) cos2(θ) + (c020 + εC020 + ε2C ′020) sin2(θ)

+ (c110 + εC110 + ε2C ′110) sin(θ) cos(θ),

h32(θ) = (c101 + εC101 + ε2C ′101) cos(θ) + (c011 + εC011 + ε2C ′011) sin(θ),

h33(θ) = c002 + εC002 + ε2C ′002.

Considérons maintenant θ comme une nouvelle variable indépendante, le système
(4.2) devient

dR

dθ
=

[ε(a1 + a2ε+ a3ε
2)R + h11(θ)R2 + h12(θ)Rz + h13(θ)z2]R

bR + h21(θ)R2 + h22(θ)Rz + h23(θ)z2
,

dz

dθ
=

[ε(c1 + c2ε+ c3ε
2)z + h31(θ)R2 + h32(θ)Rz + h33(θ)z2]R

bR + h21(θ)R2 + h22(θ)Rz + h23(θ)z2
.

(4.3)

Posons
(R, z) = (ρε, ξε),

le système (4.1) devient sous la forme standard pour appliquer la théorie de moyen-
nisation. En considérant les variables (ρ, ξ), le système (4.3) se produit

dρ

dθ
= εF11(θ, ρ, ξ) + ε2F21(θ, ρ, ξ) + ε3F31(θ, ρ, ξ) +O(ε4),

dξ

dθ
= εF12(θ, ρ, ξ) + ε2F22(θ, ρ, ξ) + ε3F32(θ, ρ, ξ) +O(ε4),

(4.4)

où F11, F21, F31, F12, F22 et F32 sont données dans l'appendice.
Le système (4.4) est équivalent au système (2.27) avec x = (ρ, ξ), t = θ,
F1(t, x) = (F11(θ, ρ, ξ), F12(θ, ρ, ξ)), F2(t, x) = (F21(θ, ρ, ξ), F22(θ, ρ, ξ)),
F3(t, x) = (F31(θ, ρ, ξ), F32(θ, ρ, ξ)) et T = 2π.
Maintenant on applique la théorie de moyennisation d'ordre un et on calcule la
fonction moyennée suivante

f1i(ρ, ξ) =
1

2π

∫ 2π

0

F1i(θ, ρ, ξ)dθ,
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pour i = 1, 2. On obtient
f11(ρ, ξ) =

ρ(2a1 + (a101 + b011)ξ)

2b
= 0,

f12(ρ, ξ) =
(c020 + c200)ρ2 + 2ξ(c1 + c002ξ)

2b
= 0.

(4.5)

La seule racine positive simple du système (4.5) produit un unique cycle limite qui
bifurque de l'origine du système (4.1). (C'est le résultat obtenu par Llibre en 2007 "
Discrete Contin.DYN. Syst" [10]).
Pour appliquer la théorie de moyennisation d'ordre deux, on annule (f11(ρ, ξ), f12(ρ, ξ))
et pour ceci on considère

a1 = 0, b011 = −a101, c200 = −c020, c002 = 0, c1 = 0,

ensuite, on calcule l'expression suivante
∂F11

∂ρ

∂F11

∂ξ
∂F12

∂ρ

∂F12

∂ξ

 .

( ∫ s
0
F11(θ, ρ, ξ)dθ∫ s

0
F12(θ, ρ, ξ)dθ

)
+

(
F21(s, ρ, ξ)
F22(s, ρ, ξ)

)
,

on intègre cette expression entre 0 et 2π et on la divise par 2π, on obtient le système
suivant 

f21(ρ, ξ) =
1

b2
ρ[U0 + U1ξ + U2ρ

2 + U3ξ
2],

f22(ρ, ξ) =
1

b2
[V0ξ + V1ρ

2 + V2ξ
2 + V3ρ

2ξ + V4ξ
3],

(4.6)

où

U0 = a2b,

U1 =
b(A101 +B011)

2
,

U2 = [a110a200 + a020(a110 + 2b020)− 2a200b200 − b110(b020 + b200)− c020(a011 + b101)

− c110a101]/8,

U3 = b002(c101 − a200 −
1

2
b110) + a002(

1

2
a110 + b020 − c011),

V0 = bc2,

V1 = b(C020 + C200)/2,

V2 = bC002,

V3 = [c011(a020 + a200) + c020(a011 + b101)− c101(b020 + b200) + a101c110]/2,

V4 = a002c011 − b002c101.
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Pour trouver les cycles limites, on résout le système{
f21(ρ, ξ) = 0,

f22(ρ, ξ) = 0.
(4.7)

En résolvant la première équation par rapport à ρ et éliminant le cas ρ = 0, on
obtient les deux solutions suivantes

ρ1 =

√
−U0 − U1ξ − U3ξ2

√
U2

, ρ2 = −
√
−U0 − U1ξ − U3ξ2

√
U2

.

Comme ρ doit être positif, on n'accepte que ρ1. Alors la seconde équation du système
(4.6) devient

U2V4 − U3V3

U2

ξ3 +
U2V2 − U3V1 − U1V3

U2

ξ2 +
U2V0 − U1V1 − U0V3

U2

ξ − U0V1

U2

= 0.

On voit que cette équation cubique peut admettre trois racines. Donc, si nous
choisissons les coe�cients du système (4.1), cette équation peut prendre des coe�-
cients avec des valeurs pour lesquels elle admet trois racines réelles.
Supposons que (ρ̄, ξ̄) est une racine du système (4.7) où ξ̄ est une des racines de
l'équation cubique. Pour obtenir un cycle limite d'après le théorème 2.3.1, nous de-
vons avoir

D(ρ̄, ξ̄) = det


∂f21

∂ρ

∂f21

∂ξ
∂f22

∂ρ

∂f22

∂ξ

∣∣∣
(ρ,ξ)=(ρ̄,ξ̄)

6= 0. (4.8)

Selon les hypothèses du théorème 2.3.1, les solutions (ρ̄, ξ̄) du système (4.7)
doivent être véri�ées (4.8). D'où, le système (4.4) a au plus trois cycles limites.
Donc, d'après la théorie de moyennisation d'ordre deux et (R, z) = (ρε, ξε) le sys-
tème (4.1) a au plus trois cycles limites qui bifurquent de l'origine. (C'est le résultat
obtenu par Llibre, Makhlouf et Badi en 2009 " Discrete Contin.DYN. Syst" [29]).

Exemple 4.1.1. En considérant un système di�érentiel polynomial quadratique dans
R3 de la même forme du système (4.1) qui est

dx

dt
=

1

2
ε2x− y + x2 − 2xy − xz + 5εz2 − ε2yz,

dy

dt
= x+

1

2
ε2y + y2 − z2 + 4xy − xz + yz + ε2xy,

dz

dt
=
−1

4
ε2z − 2x2 + 2y2 + xz + 4yz − 4εz2 + ε2x2.

(4.9)
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On cherche les cycles limites du système (4.9) qui peuvent bifurquer par bifurca-
tion de Hopf de l'origine, en utilisant la théorie moyennisation d'ordre deux.

Le système (4.9) a un seul point critique qui est l'origine (0, 0, 0), et les valeurs

propres en ce point sont
ε2

2
± i et −ε

2

4
.

Le système (4.4) associé à (4.9) comprend les fonctions :

F11(θ, ρ, ξ) = ρ2(cos3(θ) + sin3(θ)) + 2ρ2 cos(θ) sin(θ)(2 sin(θ)− cos(θ))− ρξ cos(2θ)

− ρξ cos(θ) sin(θ)− ξ2 sin(θ),

F21(θ, ρ, ξ) =
1

2
ρ− 3ρ3 cos5(θ) sin(θ) + 3ρ3 cos4(θ) sin2(θ)− 6ρ3 cos3(θ) sin3(θ)

− 15ρ3 cos2(θ) sin4(θ)− 3ρ3 cos(θ) sin5(θ) + ρ2ξ cos5(θ)− ρ2ξ cos4(θ) sin(θ)

+ 17ρ2ξ cos3(θ) sin2(θ)− 7ρ2ξ cos2(θ) sin3(θ)− 5ρ2ξ cos(θ) sin4(θ)

− ρξ2 cos3(θ) sin(θ) + 10ρξ2 cos2(θ) sin2(θ) + 2ρξ2 cos(θ) sin3(θ)

− ξ3 cos3(θ)− 2ξ3 cos2(θ) sin(θ) + 3ξ3 cos(θ) sin2(θ)− ξ4

ρ
cos(θ) sin(θ)

+ 5ξ2 cos(θ),

F12(θ, ρ, ξ) = −2ρ2 cos2(θ) + 2ρ2 sin2(θ) + ρξ cos(θ) + 4ρξ sin(θ),

F22(θ, ρ, ξ) =
−1

4
ξ − 4ξ2 + 6ρ3 cos4(θ) sin(θ) + 6ρ3 cos3(θ) sin2(θ)

− 6ρ3 cos2(θ) sin3(θ)− 6ρ3 cos(θ) sin4(θ)− 2ρ2ξ cos4(θ)

+ ρ2ξ cos3(θ) sin(θ)− 13ρ2ξ cos2(θ) sin2(θ)− 16ρ2ξ cos(θ) sin3(θ)

− ρξ2 cos3(θ) + 2ρξ2 cos2(θ) sin(θ)− 6ρξ2 cos(θ) sin2(θ) + ξ3 cos2(θ)

+ 4ξ3 cos(θ) sin(θ).

Maintenant pour déterminer les cycles limites, on résout le système
f21(ρ, ξ) =

ρ

2

[
1− ρ2 + 4ξ2

]
= 0,

f22(ρ, ξ) = ξ
[−1

4
− 4ξ + ξ2 +

1

2
ρ2
]

= 0.
(4.10)

Le système moyennée (4.10) possède les racines suivantes : (0, 0); (0,
(4 +

√
17)

2
);

(0,
(4−

√
17)

2
); (1, 0); (−1, 0); (

1

3

√
38 + 8

√
13,

2

3
+

1

6

√
13); (

1

3

√
38− 8

√
13,

2

3
−

1

6

√
13); (−1

3

√
38 + 8

√
13,

2

3
+

1

6

√
13); (−1

3

√
38− 8

√
13,

2

3
− 1

6

√
13).

Puisque ρ doit être strictement positif et ξ réel, les seules racines accéptées sont

(1, 0); (
1

3

√
38 + 8

√
13,

2

3
+

1

6

√
13); (

1

3

√
38− 8

√
13,

2

3
− 1

6

√
13).
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On véri�e que le déterminant calculé en ces racines est non nul, où

D(ρ̄, ξ̄) = det(M) = det

 1

2
− 3ρ̄2

2
+ 2ξ̄2 4ρ̄ξ̄

ρ̄ξ̄
−1

4
− 8ξ̄ + 3ξ̄2 +

1

2
ρ̄2

 .

On obtient les résultats suivants

D(1, 0) =
−1

4
,

D(
1

3

√
38 + 8

√
13,

2

3
+

1

6

√
13) = −455

27
− 128

27

√
13,

D(
1

3

√
38− 8

√
13,

2

3
− 1

6

√
13) = −455

27
+

128

27

√
13.

Donc, le système (4.9) a exactement trois cycles limites qui bifurquent de l'origine.
Voir la �gure (4.1) et la �gure (4.2).

Figure 4.1 � Les trois cycles limites du système (4.9) pour ε = 0.001.
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Figure 4.2 � Les trois cycles limites du système (4.9) pour ε = 0.025.

On passe maintenant à l'étude de la stabilité de ces trois cycles limites.
On doit calculer les valeurs propres de la matrice M aux points (1, 0);

(
1

3

√
38 + 8

√
13,

2

3
+

1

6

√
13); (

1

3

√
38− 8

√
13,

2

3
− 1

6

√
13). On obtient respectivement

en chaque point (
1

4
,−1

)
,(

−5

9

√
13 +

√
36065 + 9944

√
13− 95

36
,−5

9

√
13−

√
36065 + 9944

√
13 + 95

36

)
,(

5

9

√
13 +

√
36065− 9944

√
13− 95

36
,
5

9

√
13−

√
36065− 9944

√
13 + 95

36

)
.

D'où, les cycles limites correspondants sont semistable, semistable et stable, respec-
tivement.

Les cycles limites Γi pour i = 1, 2, 3 du système (4.3) associés au système (4.9)
et correspondants au zéros

(
ρ̄, ξ̄
)
donnés par (4.10) s'écrivent comme suit {(Ri(θ), zi(θ)),

θ ∈ S1}. On a(
Ri(θ)
zi(θ)

)
= ε

[(
ρ

ξ

)
+ ε

( ∫ θ
0
F11(s, ρ, ξ)ds∫ θ

0
F12(s, ρ, ξ)ds

)
+

(
O(ε2)
O(ε2)

)]
,
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où

 ∫ θ
0
F11(s, ρ, ξ)ds∫ θ

0
F12(s, ρ, ξ)ds

 =


−ξ2 − 1

2
ρξ + (ξ

2 − ρ2) cos(θ)− ρ2 cos2(θ) sin(θ)+

2ρ2 sin(θ) + 1
2
ρξ cos2(θ) + ρ2 cos3(θ)− ρξ cos(θ) sin(θ)

4ρξ(1− cos(θ)) + ρξ sin(θ)− 2ρ2 cos(θ) sin(θ)

 .

Donc, le cycle limite Γ1 s'écrit{
R1(θ) = ε+ ε2(cos3(θ)− cos(θ)− cos2(θ) sin(θ) + 2 sin(θ)) +O(ε3),

Z1(θ) = −2ε2 cos(θ) sin(θ) +O(ε3).

Le cycle limite Γ2 s'écrit

R2(θ) =

√
38 + 8

√
13

3
ε+ ε2

((29

36
+

2
√

13

9

)
(cos(θ)− 1) +

38 + 8
√

13

9

(
cos3(θ)

− cos2(θ) sin(θ) + 2 sin(θ)− cos(θ)
)

+

√
38 + 8

√
13
(4 +

√
13

18

)(1

2
(cos2(θ)− 1)

− cos(θ) sin(θ)
))

+O
(
ε3
)
,

Z2(θ) =
4 +
√

13

6
ε+ ε2

(√
38 + 8

√
13
(4 +

√
13

18

)(
4(1− cos(θ)) + sin(θ)

)
− 2(38 + 8

√
13)

9
cos(θ) sin(θ)

)
+O

(
ε3
)
.

Le dernier cycle limite Γ3 s'écrit

R3(θ) =

√
38− 8

√
13

3
ε+ ε2

((29

36
− 2
√

13

9

)
(cos(θ)− 1) +

38− 8
√

13

9

(
cos3(θ)

− cos2(θ) sin(θ) + 2 sin(θ)− cos(θ)
)

+

√
38− 8

√
13
(4−

√
13

18

)(1

2
(cos2(θ)

− 1)− cos(θ) sin(θ)
))

+O
(
ε3
)
,

Z3(θ) =
4−
√

13

6
ε+ ε2

(√
38− 8

√
13
(4−

√
13

18

)(
4(1− cos(θ)) + sin(θ)

)
− 2(38− 8

√
13)

9
cos(θ) sin(θ)

)
+O

(
ε3
)
.

55



4.1. NOMBRE MAXIMUM DE CYCLES LIMITES BIFURQUANT PAR
BIFURCATION DE HOPF

Le but de la suite de ce travail qui représente notre contribution
principale est de savoir ce qui se passe si on passe à l'ordre trois par la

théorie de moyennisation.

Pour ce faire, on annule le système moyenné du second ordre (f21(ρ, ξ), f22(ρ, ξ)).
Prenons

a2 = 0, c2 = 0, a200 = 0, a020 = 0, a002 = 0, a011 = −b101, b002 = 0,

b200 = −b020, c110 = 0, A101 = −B011, C020 = −C200, C002 = 0.

Pour appliquer la théorie de moyennisation d'ordre trois, on doit calculer les deux
quantités suivantes :
Premièrement, on calcule

1

2

( y11(s, ρ, ξ) y12(s, ρ, ξ)
)
.


∂2F11

∂ρ2

∂2F11

∂ρ∂ξ
∂2F11

∂ξ∂ρ

∂2F11

∂ξ2

 .

(
y11(s, ρ, ξ)
y12(s, ρ, ξ)

)+

1

2

[(
∂F11

∂ρ

∂F11

∂ξ

)
.

(
y21(s, ρ, ξ)
y22(s, ρ, ξ)

)]
+

(
∂F21

∂ρ

∂F21

∂ξ

)
.

(
y11(s, ρ, ξ)
y12(s, ρ, ξ)

)

+ F31(s, ρ, ξ),

et

1

2

( y11(s, ρ, ξ) y12(s, ρ, ξ)
)
.


∂2F12

∂ρ2

∂2F12

∂ρ∂ξ
∂2F12

∂ξ∂ρ

∂2F12

∂ξ2

 .

(
y11(s, ρ, ξ)
y12(s, ρ, ξ)

)+

1

2

[(
∂F12

∂ρ

∂F12

∂ξ

)
.

(
y21(s, ρ, ξ)
y22(s, ρ, ξ)

)]
+

(
∂F22

∂ρ

∂F22

∂ξ

)
.

(
y11(s, ρ, ξ)
y12(s, ρ, ξ)

)

+ F32(s, ρ, ξ),

où(
y11(s, ρ, ξ)
y12(s, ρ, ξ)

)
=

( ∫ s
0 F11(θ, ρ, ξ)dθ∫ s
0 F12(θ, ρ, ξ)dθ

)
,

(
y21(s, ρ, ξ)
y22(s, ρ, ξ)

)
=

∫ s

0




∂F11

∂ρ

∂F11

∂ξ
∂F12

∂ρ

∂F12

∂ξ

 .

( ∫ t
0 F11(θ, ρ, ξ)dθ∫ t
0 F12(θ, ρ, ξ)dθ

)
+

(
F21(t, ρ, ξ)
F22(t, ρ, ξ)

) dt
 .
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4.1. NOMBRE MAXIMUM DE CYCLES LIMITES BIFURQUANT PAR
BIFURCATION DE HOPF

On intègre maintenant les deux quantités entre 0 et 2π et divisons par 2π, on obtient
le système moyenné

f31(ρ, ξ) =
1

2b3
ρ
[
I0 + I1ρ

2ξ + I2ρ
2 + I3ξ

2 + I4ξ
]
,

f32(ρ, ξ) =
1

2b3

[
J0ξ + J1ρ

4 + J2ρ
3ξ + J3ρ

2ξ2 + J4ρ
2ξ + J5ρ

2 + J6ξ
3 + J7ξ

2
]
,

où

I0 = 2b2a3,

I1 =
71

384
a101

(
a2

110 − b2
110

)
− 29

96
a101b

2
020 −

1

24
a101c011(7a110 + 10b020)

+ a101

( 7

24
c101b110 +

7

32
a110b020

)
+

1

4
b101(b110c011 − c101a110 − 2c101b020)

+
1

8
a101(c2

011 − c2
101),

I2 = b
[ 1

24
a110(A200 −B110 + 5A020) +

1

6
b020(A200 −B110 + 2A020)

+
1

24
b110(A110 −B020 − 5B200)− 1

4
c020(A011 +B101)− 1

8
a101C110

]
,

I3 = b
[1

8
a101(A011 +B101) +

1

4
A002(3a110 + 6b020)− 3

4
b110B002 + 2(c101B002

− c011A002)
]
,

I4 = b2(A′101 +B′011),

J0 = 2b2c3,

J1 =
1

192
c020(a2

110 − b2
110) +

5

48
c020b

2
020 +

1

12
c020c011(a110 + b020)

+
1

16
a110c020b020 −

1

12
c020c101b110 +

1

8
c020(c2

101 − c2
011),

J2 =
1

12
c101(a2

110 + 2b2
020) +

1

4
b020c101a110 −

1

12
b110c011(a110 + b020),

J3 =
9

8
a101(c2

101 − c2
011) +

1

6
a101c011(5a110 − b020)− 1

8
b101c101(a110 + 2b020)

+
1

8
b110b101c011 −

5

6
b110a101c101,

J4 = b
[
a101C110 +

1

2
(C011c101 − C101c011) +

3

4
c020(A011 +B101) +

1

8
c101(A110

− 7B200 − 5B020) +
1

8
c011(7A020 −B110 + 5A200)

]
,

J5 = b2(C ′200 + C ′020),

J6 =
3

2
b(c011A002 − c101B002),

J7 = 2b2C ′002.
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4.1. NOMBRE MAXIMUM DE CYCLES LIMITES BIFURQUANT PAR
BIFURCATION DE HOPF

Pour trouver les cycles limites, on résout le système{
f31(ρ, ξ) = 0,

f32(ρ, ξ) = 0.
(4.11)

En résolvant la première équation par rapport à ρ en considérant ρ > 0, on obtient
les deux solutions

ρ1 =

√
−I3ξ2 − I4ξ − I0√

I1ξ + I2

, ρ2 = −
√
−I3ξ2 − I4ξ − I0√

I1ξ + I2

.

Comme ρ doit être positif, on n'accepte que ρ1. On remplace maintenant ρ1 dans la
seconde équation f32(ρ, ξ) = 0, on obtient

1

Λ

[
K2

0ξ
10 + Λ0ξ

9 + Λ1ξ
8 + Λ2ξ

7 + Λ3ξ
6 + Λ4ξ

5 + Λ5ξ
4 + Λ6ξ

3 + Λ7ξ
2

+ 2K4K5ξ +K2
5

]
= 0,

où

Λ = 2b3(I1ξ + I2)2
(

(K0ξ
5 +K1ξ

4 +K2ξ
3 +K3ξ

2 +K4ξ +K5)− (−J2I3ξ
3

− J2I4ξ
2 − J2I0ξ)

√
−I3ξ2 − I4ξ − I0

√
I1ξ + I2

)
,

Λ0 = 2K0K1 + J2
2 I

3
3I1,

Λ1 = 3J2
2 I

2
3I4I1 + J2

2 I
3
3I2 + 2K0K2 +K2

1 ,

Λ2 = 2K0K3 + 2K1K2 + 3J2
2 I3I

2
4I1 + 3J2

2 I
2
3I4I2 + 3J2

2 I
2
3I0I1,

Λ3 = 3J2
2 I3I

2
4I2 +K2

2 + 2K1K3 + J2
2 I

3
4I1 + 2K0K4 + 6J2

2 I3I4I0I1 + 3J2
2 I

2
3I0I2,

Λ4 = J2
2 I

3
4I2 + 3J2

2 I3I
2
0I1 + 2K2K3 + 6J2

2 I3I4I0I2 + 2K1K4 + 2K0K5 + 3J2
2 I

2
4I0I1,

Λ5 = 3J2
2 I3I

2
0I2 + 3J2

2 I4I
2
0I1 +K2

3 + 2K2K4 + 2K1K5 + 3J2
2 I

2
4I0I2,

Λ6 = 3J2
2 I4I

2
0I2 + 2K3K4 + 2K2K5 + J2

2 I
3
0I1,

Λ7 = J2
2 I

3
0I2 +K2

4 + 2K3K5,

et

K0 = J6I
2
1 − J3I3I1,

K1 = J1I
2
3 + 2J6I1I2 − J4I3I1 − J3I3I2 + J7I

2
1 − J3I4I1,

K2 = J6I
2
2 − J3I0I1 − J4I4I1 + 2J7I1I2 − J5I3I1 + J0I

2
1 + 2J1I3I4 − J3I4I2 − J4I3I2,

K3 = 2J0I1I2 − J4I0I1 − J5I3I2 − J5I4I1 + 2J1I3I0 − J3I0I2 + J1I
2
4 − J4I4I2 + J7I

2
2 ,

K4 = J0I
2
2 − J4I0I2 + 2J1I4I0 − J5I0I1 − J5I4I2,

K5 = J1I
2
0 − J5I0I2.
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4.2. APPLICATION AFFIRMANT L'ATTEINTE DE LA BORNE DE CYCLES
LIMITES

Remarquons que cette équation peut admettre dix racines. Alors, si nous choi-
sissons arbitrairement les coe�cients du système (4.1), cette équation peut prendre
des coe�cients avec des valeurs pour lesquels elle admet dix racines réelles.
Soit (ρ̄, ξ̄) une solution du système (4.11) où ξ̄ une des racines de cette équation. Pour
obtenir un cycle limite d'après le théorème 2.3.1, la solution (ρ̄, ξ̄) doit satisfaire

D(ρ̄, ξ̄) = det


∂f31

∂ρ

∂f31

∂ξ
∂f32

∂ρ

∂f32

∂ξ

∣∣∣
(ρ,ξ)=(ρ̄,ξ̄)

6= 0. (4.12)

D'après les hypothèses du théorème 2.3.1, les solutions (ρ̄, ξ̄) du système (4.11)
doivent être véri�ées (4.12). Donc, le système (4.4) a au plus dix cycles limites. On
conclut que selon la théorie de moyennisation d'ordre trois et (R, z) = (ρε, ξε) le
système (4.1) a au plus dix cycles limites qui bifurquent de l'origine. Cela complète
la preuve de la partie (a) du Théorème 4.1.1.

4.2 Application a�rmant l'atteinte de la borne de

cycles limites

Dans cette section, on donne un système quadratique de la même forme du sys-
tème (4.1) et on montre que le nombre de cycles limites de ce système qui bifurquent
de l'origine pour ε = 0 est atteint.
Considérons pour cela le système di�érentiel quadratique dans R3

dx

dt
= −1

4
ε3x− y + 2xy − 4xz − 199

36
yz − 2εx2 + εy2 + ε2y2

+ 3εxy + 3εyz − ε2xz,

dy

dt
= x− 1

4
ε3y − 2x2 + 2y2 +

199

36
xz + 4yz + εx2 + 2ε2x2

− 2εy2 + 5εxz + 3εxy − ε2yz,

dz

dt
=

1

8
ε3z + 2x2 − 2y2 − yz − xz + 24εxz − 2εyz + ε2x2

+ ε2y2 − 9ε2z2.

(4.13)
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4.2. APPLICATION AFFIRMANT L'ATTEINTE DE LA BORNE DE CYCLES
LIMITES

Les valeurs propres du point singulier (0, 0, 0) du système (4.13) sont −1

4
ε3 ± i et

1

8
ε3. Le système (4.4) associé à (4.13) comprend les fonctions :

F11(θ, ρ, ξ) = −4ρξ cos2(θ) + 2ρ2 sin3(θ) + 4ρξ sin2(θ),

F21(θ, ρ, ξ) = −2ρ2 cos3(θ) + 4ρ2 cos2(θ) sin(θ) + 4ρ2 cos(θ) sin2(θ)

+ 8ρξ cos(θ) sin(θ)− 2ρ2 sin3(θ)− 8ρ2ξ cos5(θ)

+ 32ρξ2 cos3(θ) sin(θ) +
199

9
ρξ2 cos4(θ) + 8ρ2ξ cos3(θ) sin2(θ)

− 32ρξ2 cos(θ) sin3(θ)− 199

9
ρξ2 sin4(θ) + 4ρ3 cos3(θ) sin3(θ)

− 16ρ2ξ cos(θ) sin4(θ)− 199

18
ρ2ξ cos2(θ) sin3(θ)− 199

18
ρ2ξ sin5(θ),

F31(θ, ρ, ξ) = −1

4
ρ− ρξ + ρ2 cos(θ) sin2(θ) + 2ρ2 cos2(θ) sin(θ) +

271

18
ρ2ξ cos5(θ)

− 1387

18
ρ2ξ cos2(θ) sin3(θ)− 1207

18
ρ2ξ cos3(θ) sin2(θ)

+
269

9
ρ2ξ cos4(θ) sin(θ) + 20ρξ2 cos4(θ)− 96ρξ2 cos2(θ) sin2(θ)

− 6ρ3 cos3(θ) sin3(θ) + (2ρ3 +
39601

324
ρξ3) sin6(θ) + (10ρ3

+
3184

9
ρξ3) cos(θ) sin5(θ) + (−10ρ3 +

122545

324
ρξ3) cos2(θ) sin4(θ)

+
379

18
ρ2ξ sin5(θ) +

125

9
ρ2ξ cos(θ) sin4(θ) + 12ρξ2 sin4(θ) + (−4ρ3

− 39601

324
ρξ3) cos6(θ) + (8ρ3 − 3184

9
ρξ3) cos5(θ) sin(θ)− 398

9
ρξ2 cos3(θ) sin(θ)

− 398

9
ρξ2 cos(θ) sin3(θ) + (8ρ3 − 122545

324
ρξ3) cos4(θ) sin2(θ)− 16ρ3ξ cos8(θ)

+ 128ρ2ξ2 cos6(θ) sin(θ) +
796

9
ρ2ξ2 cos7(θ) + 8ρ4 cos6(θ) sin3(θ)

− 64ρ3ξ cos4(θ) sin4(θ)− 398

9
ρ3ξ cos5(θ) sin3(θ)− 398

9
ρ3ξ cos3(θ) sin5(θ)

+
81073

324
ρ2ξ2 cos2(θ) sin5(θ) +

796

9
ρ2ξ2 cos3(θ) sin4(θ) +

1592

9
ρ2ξ2 cos(θ) sin6(θ)

− 43343

648
ρ2ξ2 cos4(θ) sin3(θ) + 16ρ3ξ cos6(θ) sin2(θ) +

39601

648
ρ2ξ2 sin7(θ),
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F12(θ, ρ, ξ) = 2ρ2 cos2(θ)− 2ρ2 sin2(θ)− ρξ cos(θ)− ρξ sin(θ),

F22(θ, ρ, ξ) = 24ρξ cos(θ)− 2ρξ sin(θ) + 4ρ3 cos5(θ)− 18ρ2ξ cos3(θ) sin(θ)

− 235

18
ρ2ξ cos4(θ)− 4ρ3 cos3(θ) sin2(θ) + 16ρ2ξ cos(θ) sin3(θ)

+
199

18
ρ2ξ sin4(θ) +

487

36
ρξ2 cos(θ) sin2(θ) +

487

36
ρξ2 cos2(θ) sin(θ)

+
199

36
ρξ2 cos3(θ) +

199

36
ρξ2 sin3(θ),

F32(θ, ρ, ξ) =
1

8
ξ + ρ2 − 9ξ2 + 39ρ2ξ cos4(θ)− 3167

18
ρξ2 cos2(θ) sin(θ)

− 383

3
ρξ2 cos3(θ)− 359

3
ρξ2 cos(θ) sin2(θ) + 2ρ2ξ cos3(θ) sin(θ)

+
145

18
ρξ2 sin3(θ) + (−2ρ3 − 39601

1296
ρξ3) cos5(θ) + (12ρ3

− 138385

648
ρξ3) cos2(θ) sin3(θ) + (12ρ3 − 138385

648
) cos3(θ) sin2(θ)

− (10ρ3 +
154225

1296
ρξ3) cos4(θ) sin(θ) + 16ρ2ξ cos2(θ) sin2(θ)

− (2ρ3 +
39601

1296
ρξ3) sin5(θ)− (10ρ3 +

154225

1296
ρξ3) cos(θ) sin4(θ)

− 7ρ2ξ sin4(θ)− 6ρ2ξ cos(θ) sin3(θ) + 8ρ4 cos8(θ)− 68ρ3ξ cos6(θ) sin(θ)

− 434

9
ρ3ξ cos7(θ) +

157609

648
ρ2ξ2 cos4(θ) sin2(θ) + 231ρ2ξ2 cos5(θ) sin(θ)

+
199

9
ρ2ξ2 cos3(θ) sin3(θ) +

53929

648
ρ2ξ2 cos6(θ)− 122545

648
ρ2ξ2 cos2(θ) sin4(θ)

− 8ρ4 cos6(θ) sin2(θ) + 64ρ3ξ cos4(θ) sin3(θ) +
398

9
ρ3ξ cos3(θ) sin4(θ)

− 1592

9
ρ2ξ2 cos(θ) sin5(θ)− 39601

648
ρ2ξ2 sin6(θ).

Pour déterminer les cycles limites, on résout le système
f31(ρ, ξ) =

1

2
ρ
[
− 1

2
+ ρ2ξ − 4ξ2 − 2ξ + 3ρ2

]
= 0,

f32(ρ, ξ) =
1

2

[−17

24
ρ4 − 2ρ3ξ +

455

48
ρ2ξ2 + ρ2ξ + 2ρ2 − 18ξ2 +

1

4
ξ
]

= 0.
(4.14)

En résolvant la première équation par rapport à ρ en considérant ρ > 0, on obtient
les deux solutions

ρ1 =

√
2
√

(3 + ξ)(1 + 8ξ2 + 4ξ)

2(3 + ξ)
, ρ2 = −

√
2
√

(3 + ξ)(1 + 8ξ2 + 4ξ)

2(3 + ξ)
.

61
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Comme ρ doit être positif, on n'accepte que ρ1. Alors la seconde équation devient

1

L(ξ)

(
13249600ξ10 + 72682944ξ9 + 70849632ξ8 − 165550520ξ7 − 219277487ξ6

+ 105231662ξ5 + 121637617ξ4 − 35209606ξ3 − 3958090ξ2 + 797824ξ + 73441
)
,

où

L(ξ) = −192(3 + ξ)2
(

(−3640ξ5 − 10308ξ4 + 3405ξ3 + 11275ξ2 − 1472ξ − 271)

− ((384ξ3 + 192ξ2 + 48ξ)
√

2
√

(3 + ξ)(1 + 8ξ2 + 4ξ))
)
.

On résout cette équation, on obtient les racines suivantes

ξ1 = 0.2075448556, ξ2 = 0.2648446151, ξ3 = 0.7360098291, ξ4 = 1.245269006,

ξ5 = −0.1024648022, ξ6 = −0.1060657437, ξ7 = −1.080408535, ξ8 = −1.337103376,

ξ9 = −2.433134674, ξ10 = −2.880161987.

Puisque ρ doit être positif et ξ réel, les seules racines du système (4.14) acceptées
sont

(0.5822454911, 0.2075448556); (0.6335012386, 0.2648446151);

(1.052534750, 0.7360098291); (1.471578806, 1.245269006);

(0.3410699520,−0.1024648022); (0.3391500426,−0.1060657437);

(1.251863940,−1.080408535); (1.730050696,−1.337103376);

(5.837133551,−2.433134674); (15.26399619,−2.880161987).
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D'après le théorème 4.1.1, le système a au plus dix cycles limites. On véri�e que
le déterminant calculé en chaque racine est non nul avec :

D(ρ̄, ξ̄) = det

 −1
4

+ 3
2
ρ̄2ξ̄ − 2ξ̄2 − ξ̄ + 9

2
ρ̄2 1

2
ρ̄3 − 4ρ̄ξ̄ − ρ̄

−17
12
ρ̄3 − 3ρ̄2ξ̄ + 455

48
ρ̄ξ̄2 + ρ̄ξ̄ + 2ρ̄ −ρ̄3 + 455

48
ρ̄2ξ̄ + 1

2
ρ̄2 − 18ξ̄ +

1

8

 ,

on obtient

D(0.5822454911, 0.2075448556) = −2.233224452,

D(0.6335012386, 0.2648446151) = −3.446707469,

D(1.052534750, 0.7360098291) = −9.92066588,

D(1.471578806, 1.245269006) = 110.2318284,

D(0.3410699520,−0.1024648022) = 0.7518306652,

D(0.3391500426,−0.1060657437) = 0.7607482745,

D(1.251863940,−1.080408535) = −81.87173135,

D(1.730050696,−1.337103376) = −442.0333741,

D(5.837133551,−2.433134674) = −61762.27228,

D(15.26399619,−2.880161987) = 3.291647160 · 106.

D'où, le système (4.13) a exactement dix cycles limites qui bifurquent de l'origine.
Cela complète la démonstration de la partie (b) du Théorème 4.1.1. Voir la �gure
(4.3).
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4.2. APPLICATION AFFIRMANT L'ATTEINTE DE LA BORNE DE CYCLES
LIMITES

Figure 4.3 � Les dix cycles limites du système (4.13) pour ε = 0.0001.

On étudie maintenant la stabilité des dix cycles limites.
La matrice jacobienne du système moyenné (4.14) est de la forme suivante

M(ρ̄, ξ̄) =

 −1
4

+ 3
2
ρ̄2ξ̄ − 2ξ̄2 − ξ̄ + 9

2
ρ̄2 1

2
ρ̄3 − 4ρ̄ξ̄ − ρ̄

−17
12
ρ̄3 − 3ρ̄2ξ̄ + 455

48
ρ̄ξ̄2 + ρ̄ξ̄ + 2ρ̄ −ρ̄3 + 455

48
ρ̄2ξ̄ + 1

2
ρ̄2 − 18ξ̄ +

1

8

 .

Les valeurs propres de la matrice M calculées aux points
(0.5822454911, 0.2075448556); (0.6335012386, 0.2648446151); (1.052534750, 0.7360098291);
(1.471578806, 1.245269006); (0.3410699520,−0.1024648022); (0.3391500426,−0.1060657437);
(1.251863940,−1.080408535); (1.730050696,−1.337103376); (5.837133551,−2.433134674);
(15.26399619,−2.880161987) sont
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(0.8244374073,−2.7087859343); (1.01563922728,−3.39363366); (2.3514989,−4.2188689);
(5.1809028± 9.1318165i); (0.419430749, 1.79250249535); (0.408750104, 1.86115738);
(12.112016,−6.75954614); (15.7026074,−28.1503168); (63.788027488,−968.24239);
(−351.3102078,−9369.63141676) respectivement.

Donc les cycles limites Γi pour i = 1, ..., 10 sont comme suit : Γ1 semistable,
Γ2 semistable, Γ3 semistable, Γ4 instable, Γ5 instable, Γ6 instable, Γ7 semistable, Γ8

semistable, Γ9 semistable et Γ10 stable.

Les cycles limites Γi pour i = 1, ..., 10 du système (4.3) associés au système
(4.13) et correspondants au zéros

(
ρ̄, ξ̄
)
donnés par (4.14) s'écrivent comme suit

{(Ri(θ), zi(θ)), θ ∈ S1}, à partir de l'expression

(
Ri(θ)
zi(θ)

)
= ε

[(
ρ

ξ

)
+ ε

( ∫ θ
0 F11(s, ρ, ξ)ds∫ θ
0 F12(s, ρ, ξ)ds

)
+ ε2

( ∫ θ
0 F21(s, ρ, ξ)ds∫ θ
0 F22(s, ρ, ξ)ds

)
+

(
O(ε3)
O(ε3)

)]
,

où( ∫ θ
0 F11(s, ρ, ξ)ds∫ θ
0 F12(s, ρ, ξ)ds

)
=

(
4
3ρ

2(1− cos(θ))− 4ρξ cos(θ) sin(θ)− 2
3ρ

2 cos(θ) sin2(θ)

ρξ(cos(θ)− sin(θ)− 1) + 2ρ2 cos(θ) sin(θ)

)
,

et

( ∫ θ
0 F21(s, ρ, ξ)ds∫ θ
0 F22(s, ρ, ξ)ds

)
=



−32
5 ρ

2ξ cos4(θ) sin(θ)− 8
15ρ

2ξ cos2(θ) sin(θ)

+199
9 ρξ

2
cos(θ) sin(θ)− 4ρξ cos2(θ)

−199
54 ξρ

2 cos3(θ) + 16ρξ
2
cos2(θ)

−16ρξ2
cos4(θ)− 16

3 ρ
2ξ sin3(θ)

+199
18 ξρ

2 cos(θ)− 2ρ2 sin(θ) cos2(θ)

−16
15ρ

2ξ sin(θ)− 2ρ2 cos3(θ)
+2ρ2 cos(θ) + 2

3ρ
3 cos6(θ)− ρ3 cos4(θ)

+4ρξ + 1
3ρ

3 − 199
27 ρ

2ξ

2ρξ(cos(θ) + 12 sin(θ)− 1)

+295
36 ρξ

2 − 1
2ρ

2ξ − 8
3ρξ

2
cos3(θ)−

1
2ρ

2ξ cos3(θ) sin(θ)− 425
36 ρ

2ξ cos(θ) sin(θ)

−3
4ρ

2ξθ + 199
36 ρξ

2
(sin(θ)− cos(θ))

+17
2 ρ

2ξ cos4(θ) + 8
5ρ

3 cos4(θ) sin(θ)
+4

5ρ
3 cos2(θ) sin(θ) + 8

5ρ
3 sin(θ)

+8
3ρξ

2
sin3(θ)− 8ρ2ξ cos2(θ)



.
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Le cycle limite Γ1 est de la forme suivante

R1(θ) = 0.5822454911ε+ ε2(0.4520130825(1− cos(θ))− 0.4833682256 cos(θ) sin(θ)

− 0.2260065413 cos(θ) sin2(θ)) + ε3(0.0305865093− 0.0820858714 cos2(θ)

− 0.9373083043 cos3(θ)− 0.5986692886 cos4(θ)− 0.3752519598 sin3(θ)

+ 1.45588566 cos(θ)− 0.7155448198 cos2(θ) sin(θ)− 0.07505039196 sin(θ)

− 0.4503023517 sin(θ) cos4(θ) + 0.554549920 cos(θ) sin(θ)

+ 0.1315912896 cos6(θ)) +O(ε4),

z1(θ) = 0.2075448556ε+ ε2(0.1208420564(cos(θ)− sin(θ)− 1)

+ 0.6780196238 cos(θ) sin(θ)) + ε3(−0.07134611163 + 0.103046632 cos(θ)

+ 3.354665929 sin(θ)− 0.06688039237 cos3(θ)− 0.03517987123 cos3(θ) sin(θ)

− 0.8306358485 cos(θ) sin(θ)− 0.05276980684θ + 0.598057810 cos4(θ)

+ 0.315819095 cos4(θ) sin(θ) + 0.1579095475 cos2(θ) sin(θ) + 0.0668803923 sin3(θ)

− 0.5628779397 cos2(θ)) +O(ε4).

Et le cycle limite Γ2 s'écrit

R2(θ) = 0.6335012386ε+ ε2(0.5350984257(1− cos(θ))− 0.6711175668 cos(θ) sin(θ)

− 0.2675492129 cos(θ) sin2(θ)) + ε3(−0.0275213153 + 0.0398499279 cos2(θ)

− 1.194340269 cos3(θ)− 0.9652066313 cos4(θ)− 0.5668717467 sin3(θ)

+ 1.97772553 cos(θ)− 0.8593348133 cos2(θ) sin(θ)− 0.1133743493 sin(θ)

− 0.6802460960 sin(θ) cos4(θ) + 0.9825175795 cos(θ) sin(θ)

+ 0.1694927577 cos6(θ)) +O(ε4),

z2(θ) = 0.2648446151ε+ ε2(0.1677793917(cos(θ)− sin(θ)− 1)

+ 0.8026476386 cos(θ) sin(θ)) + ε3(−0.02457903235 + 0.089929388 cos(θ)

+ 4.67911741 sin(θ)− 0.1184945825 cos3(θ)− 0.05314422625 cos3(θ) sin(θ)

− 1.254794231 cos(θ) sin(θ)− 0.07971633938θ + 0.903451846 cos4(θ)

+ 0.4067826186 cos4(θ) sin(θ) + 0.203391309 cos2(θ) sin(θ)

+ 0.1184945825 sin3(θ)− 0.8503076200 cos2(θ)) +O(ε4).
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Le cycle limite Γ3 s'écrit

R3(θ) = 1.052534750ε+ ε2(1.477105867(1− cos(θ))− 3.098703686 cos(θ) sin(θ)

− 0.7385529333 cos(θ) sin2(θ)) + ε3(−2.522223413 + 6.024001794 cos2(θ)

− 5.220460507 cos3(θ)− 10.28873442 cos4(θ)− 4.348657746 sin3(θ)

+ 11.2300639 cos(θ)− 2.650524575 cos2(θ) sin(θ)− 0.8697315493 sin(θ)

− 5.218389295 sin(θ) cos4(θ) + 12.60707216 cos(θ) sin(θ)

+ 0.7773526273 cos6(θ)) +O(ε4),

z3(θ) = 0.7360098291ε+ ε2(0.7746759215(cos(θ)− sin(θ)− 1)

+ 2.215658800 cos(θ) sin(θ)) + ε3(2.715180445− 1.602416196 cos(θ)

+ 23.60963647 sin(θ)− 1.520450913 cos3(θ)− 0.4076866637 cos3(θ) sin(θ)

− 9.625935116 cos(θ) sin(θ)− 0.6115299956θ + 6.930673283 cos4(θ)

+ 1.865646306 cos4(θ) sin(θ) + 0.9328231528 cos2(θ) sin(θ) + 1.520450913 sin3(θ)

− 6.522986619 cos2(θ)) +O(ε4).

Le cycle limite Γ4 est

R4(θ) = 1.471578806ε+ ε2(2.887392243(1− cos(θ))

− 7.330045908 cos(θ) sin(θ)− 1.443696121 cos(θ) sin2(θ)) + ε3(−11.48326538

+ 29.18147001 cos2(θ)− 14.26887216 cos3(θ)− 39.69828484 cos4(θ)

− 14.38232027 sin3(θ) + 34.14443976 cos(θ)− 5.769320391 cos2(θ) sin(θ)

− 2.876464054 sin(θ)− 17.25878433 sin(θ) cos4(θ) + 50.45688658 cos(θ) sin(θ)

+ 2.12451261 cos6(θ)) +O(ε4),

z4(θ) = 1.245269006ε+ ε2(1.832511477(cos(θ)− sin(θ)− 1)

+ 4.33108836 cos(θ) sin(θ)) + ε3(13.68610882− 8.949198696 cos(θ)

+ 61.69332737 sin(θ)− 6.085252653 cos3(θ)− 1.348342526 cos3(θ) sin(θ)

− 31.83586519 cos(θ) sin(θ)− 2.022513788θ + 22.92182293 cos4(θ)

+ 5.098830275 cos4(θ) sin(θ) + 2.549415138 cos2(θ) sin(θ) + 6.085252653 sin3(θ)

− 21.57348041 cos2(θ)) +O(ε4).
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Et le cycle limite Γ5 s'écrit

R5(θ) = 0.3410699520ε+ ε2(0.1551049496(1− cos(θ)) + 0.1397906607 cos(θ) sin(θ)

− 0.07755247480 cos(θ) sin2(θ)) + ε3(−0.03871339576 + 0.1970851503 cos2(θ)

− 0.1887314966 cos3(θ)− 0.09697071785 cos4(θ) + 0.0635711919 sin3(θ)

+ 0.100879641 cos(θ)− 0.2263003052 cos2(θ) sin(θ) + 0.0127142383 sin(θ)

+ 0.0762854303 sin(θ) cos4(θ) + 0.0791778015 cos(θ) sin(θ)

+ 0.0264508188 cos6(θ)) +O(ε4),

z5(θ) = −0.1024648022ε+ ε2(−0.3494766517(cos(θ)− sin(θ)− 1)

+ 0.2326574244 cos(θ) sin(θ)) + ε3(0.10519866− 0.08968978073 cos(θ)

− 0.7554675485 sin(θ)− 0.009549081597 cos3(θ) + 0.00595979924 cos3(θ) sin(θ)

+ 0.140717482 cos(θ) sin(θ) + 0.008939698868θ − 0.1013165872 cos4(θ)

+ 0.0634819652 cos4(θ) sin(θ) + 0.0317409826 cos2(θ) sin(θ) + 0.00954908159 sin3(θ)

+ 0.09535678792 cos2(θ)) +O(ε4).

Le cycle limite Γ6 s'écrit

R6(θ) = 0.3391500426ε+ ε2(0.1533636685(1− cos(θ)) + 0.1438888060 cos(θ) sin(θ)

− 0.07668183427 cos(θ) sin2(θ)) + ε3(−0.04096715784 + 0.204935498 cos2(θ)

− 0.1850863406 cos3(θ)− 0.1000566639 cos4(θ) + 0.06506652624 sin3(θ)

+ 0.0951680161 cos(θ)− 0.2235388502 cos2(θ) sin(θ) + 0.0130133052 sin(θ)

+ 0.0780798314 sin(θ) cos4(θ) + 0.08436313808 cos(θ) sin(θ)

+ 0.02600664736 cos6(θ)) +O(ε4),

z6(θ) = −0.1060657437ε+ ε2(−0.03597220149(cos(θ)− sin(θ)− 1)

+ 0.2300455028 cos(θ) sin(θ)) + ε3(0.1093096231− 0.09303518750 cos(θ)

− 0.7798260976 sin(θ)− 0.01017444881 cos3(θ) + 0.00609998683 cos3(θ) sin(θ)

+ 0.1440274669 cos(θ) sin(θ) + 0.009149980252θ − 0.1036997762 cos4(θ)

+ 0.0624159536 cos4(θ) sin(θ) + 0.0312079768 cos2(θ) sin(θ)

+ 0.01017444881 sin3(θ) + 0.09759978936 cos2(θ)) +O(ε4).
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Le cycle limite Γ7 s'écrit

R7(θ) = 1.251863940ε+ ε2(2.089551099(1− cos(θ)) + 5.410097940 cos(θ) sin(θ)

− 1.044775549 cos(θ) sin2(θ)) + ε3(7.723199348 + 28.79056189 cos2(θ)

+ 3.105342788 cos3(θ)− 25.34233920 cos4(θ) + 9.03027536 sin3(θ)

− 15.58468166 cos(θ)− 2.231299112 cos2(θ) sin(θ) + 1.80605507 sin(θ)

+ 10.83633044 sin(θ) cos4(θ) + 32.3105022 cos(θ) sin(θ) + 1.30791683 cos6(θ))

+O(ε4),

z7(θ) = −1.080408535ε+ ε2(−1.352524485(cos(θ)− sin(θ)− 1)

+ 3.134326648 cos(θ) sin(θ)) + ε3(15.52600685− 10.78267454 cos(θ)

− 21.24396166 sin(θ)− 3.896743992 cos3(θ) + 0.846588315 cos3(θ) sin(θ)

+ 19.9888907 cos(θ) sin(θ) + 1.269882473θ − 14.39200136 cos4(θ)

+ 3.139000406 cos4(θ) sin(θ) + 1.569500203 cos2(θ) sin(θ) + 3.896743992 sin3(θ)

+ 13.54541305 cos2(θ)) +O(ε4).

Et le cycle limite Γ8 s'écrit

R8(θ) = 1.730050696ε+ ε2(3.990767215(1− cos(θ)) + 9.25302650 cos(θ) sin(θ)

− 1.995383607 cos(θ) sin2(θ)) + ε3(21.96963076 + 58.74203840 cos2(θ)

+ 8.762149108 cos3(θ)− 54.66718410 cos4(θ) + 21.34427326 sin3(θ)

− 38.25874897 cos(θ)− 3.851723496 cos2(θ) sin(θ) + 4.26885465 sin(θ)

+ 25.61312792 sin(θ) cos4(θ) + 68.39106506 cos(θ) sin(θ)

+ 3.452114799 cos6(θ)) +O(ε4),

z8(θ) = −1.337103376ε+ ε2(−2.313256626(cos(θ)− sin(θ)− 1)

+ 5.986150822 cos(θ) sin(θ)) + ε3(31.97347379− 21.72427952 cos(θ)

− 30.13531723 sin(θ)− 8.248168651 cos3(θ) + 2.001025618 cos3(θ) sin(θ)

+ 47.2464382 cos(θ) sin(θ) + 3.001538428θ − 34.01743551 cos4(θ)

+ 8.285075517 cos4(θ) sin(θ) + 4.142537758 cos2(θ) sin(θ) + 8.248168651 sin3(θ)

+ 32.0164099 cos2(θ)) +O(ε4).
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Le cycle limite Γ9 est

R9(θ) = 5.837133551ε+ ε2(45.42950412(1− cos(θ)) + 56.81012816 cos(θ) sin(θ)

− 22.71475206 cos(θ) sin2(θ)) + ε3(620.5033991 + 609.7168989 cos2(θ)

+ 237.3652471 cos3(θ)− 751.7903327 cos4(θ) + 442.1444068 sin3(θ)

− 848.3842537 cos(θ)− 23.92981550 cos2(θ) sin(θ) + 88.42888136 sin(θ)

+ 530.5732881 sin(θ) cos4(θ) + 764.086440 cos(θ) sin(θ) + 132.5890413 cos6(θ))

+O(ε4),

z9(θ) = −2.433134674ε+ ε2(−14.20253204(cos(θ)− sin(θ)− 1)

+ 68.14425618 cos(θ) sin(θ)) + ε3(353.0288407− 219.4266741 cos(θ)

+ 168.374540 sin(θ)− 92.15112845 cos3(θ) + 41.45103814 cos3(θ) sin(θ)

+ 978.7050671 cos(θ) sin(θ) + 62.1765572θ − 704.6676483 cos4(θ)

+ 318.2136992 cos4(θ) sin(θ) + 159.1068496 cos2(θ) sin(θ) + 92.15112845 sin3(θ)

+ 663.216610 cos2(θ)) +O(ε4).

Le cycle limite Γ10 s'écrit

R10(θ) = 15.26399619ε+ ε2(310.65277(1− cos(θ)) + 175.8511264 cos(θ) sin(θ)

− 155.3263865 cos(θ) sin2(θ)) + ε3(5955.469872 + 2201.770044 cos2(θ)

+ 2006.95599 cos3(θ)− 5582.270975 cos4(θ) + 3578.921231 sin3(θ)

− 6952.826310 cos(θ)− 108.0870363 cos2(θ) sin(θ) + 715.7842462 sin(θ)

+ 4294.705477 sin(θ) cos4(θ) + 2799.70739 cos(θ) sin(θ) + 2370.901371 cos6(θ))

+O(ε4),

z10(θ) = −2.880161987ε+ ε2(−43.96278160(cos(θ)− sin(θ)− 1)

+ 465.979159 cos(θ) sin(θ)) + ε3(1461.029430− 787.8524117 cos(θ)

+ 5334.98338 sin(θ)− 337.6531531 cos3(θ) + 335.5238654 cos3(θ) sin(θ)

+ 7922.091267 cos(θ) sin(θ) + 503.285798θ − 5703.905712 cos4(θ)

+ 5690.163291 cos4(θ) sin(θ) + 2845.081646 cos2(θ) sin(θ)

+ 337.6531531 sin3(θ) + 5368.381846 cos2(θ)) +O(ε4).
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Conclusions et perspectives

L'objectif des deux travaux que nous avons étudiés dans cette thèse porte sur
l'étude de l'existence et du nombre maximum de cycles limites pour des systèmes
dynamiques non linéaires.

L'intérêt de la première partie concerne l'étude des systèmes de Liénard. On a
donné un résultat sur le nombre maximum de cycles limites qui peuvent bifurquer
des orbites périodiques du centre linéaire perturbé par une classe généralisée du sys-
tème de Liénard. De plus, on a montré que la borne supérieure du nombre des cycles
limites est atteinte.

Dans la seconde partie on a étudié un système quadratique dans R3. On a mon-
tré un résultat sur le nombre maximum de cycles limites de faible amplitude qui se
produit par une bifurcation de Hopf autour de l'origine pour ce type de système.
Une application a été proposée dans cette étude prouvant que la borne supérieure
du nombre des cycles limites est atteinte. On a utilisé la théorie de moyennisation
d'ordre trois.

Un outil très important a été utilisé pour prouver nos résultats est la théorie de
moyennisation. Cette théorie a été abondamment utilisée ces dernières années pour
l'étude des cycles limites des systèmes perturbés. Nous notons que les calculs dans
cette thèse ont été faits par le logiciel mathématique Maple.

En perspective, on prévoie d'étudier la bifurcation de Hopf d'un système di�é-
rentiel perturbé dans R4, en utilisant la théorie de moyennisation d'ordre trois.
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Appendice

Dans cet appendice, nous présentons deux programmes e�ectués avec le logiciel
Maple, pour a�rmer les résultats de l'exemple 3.2.2 page 44, ainsi que les résultats
obtenus dans la section 4.2 page 59.

À la �n de cet appendice vous trouverez les fonctions F11, F21, F31, F12, F22 et F32

mentionnées dans le système (4.4) page 49. On a préféré les mettre ici pour ne pas
géner le lecteur puisqu'elles comportent des expressions trop longues.

1) Les deux cycles limites de l'exemple 3.2.2. page 44.
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2) Les dix cycles limites trouvés dans la section 4.2 page 59.
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3) Les fonctions F11, F21, F31, F12, F22 et F32 mentionnées dans le système (4.4) page
49.

F11 = 1
b
[a200ρ

2 cos3(θ) + ρ(a1 + a101ξ) cos2(θ) + (a110 + b200)ρ2 sin(θ) cos2(θ) +
a002ξ

2 cos(θ)+(a020+b110)ρ2 sin2(θ) cos(θ)+(a011+b101)ρξ sin(θ) cos(θ)+b020ρ
2 sin3(θ)+

ρ(a1 + b011ξ) sin2(θ) + b002ξ
2 sin(θ)],

F21 =
1

b2
[a2bρ+A002bξ

2 cos(θ) + (ξ(A101bρ
2− a002b002ξ

3) cos2(θ))�ρ+ (A200bρ
2−

a1b002ξ
2−a101b002ξ

3−a002b101ξ
3) cos3(θ)−ρξ(a1b101+a200b002ξ+a101b101ξ+a002b200ξ)×

cos4(θ)−ρ2(a1b200 +a200b101ξ+a101b200ξ) cos5(θ)−a200b200ρ
3 cos6(θ)+bB002ξ

2 sin(θ)+
(ξ(A011bρ

2+bB101ρ
2+a2

002ξ
3−b2

002ξ
3) cos(θ) sin(θ))�ρ+(A110bρ

2+bB200ρ
2+a002a1ξ

2+
2a002a101ξ

3−a011b002ξ
3−a002b011ξ

3− 2b002b101ξ
3) cos2(θ) sin(θ) + ρξ(a1a101−a1b011 +

a2
101ξ+2a002a200ξ−a110b002ξ−a101b011ξ−a011b101ξ−b2

101ξ−a002b110ξ−2b002b200ξ) cos3(θ)
×sin(θ)+ρ2(a1a200−a1b110 +2a101a200ξ−a200b011ξ−a110b101ξ−a101b110ξ−a011b200ξ−
2b101b200ξ) cos4(θ) sin(θ)+(a2

200−a200b110−a110b200−b2
200)ρ3 cos5(θ) sin(θ)+(ξ(bB011ρ

2+
a002b002ξ

3) sin2(θ))�ρ + (A020bρ
2 + bB110ρ

2 − a1b002ξ
2 + 2a002a011ξ

3 + a101b002ξ
3 −

2b002b011ξ
3 + a002b101ξ

3) cos(θ) sin2(θ) + ρξ(a011a1− a1b101 + 2a011a101ξ+ 2a002a110ξ−
a020b002ξ + a200b002ξ − a011b011ξ − a002b020ξ + a101b101ξ − 2b011b101ξ − 2b002b110ξ +
a002b200ξ) cos2(θ) sin2(θ) + ρ2(a1a110 − a1b020 − a1b200 + 2a101a110ξ + 2a011a200ξ −
a110b011ξ − a101b020ξ − a020b101ξ + a200b101ξ − a011b110ξ − 2b101b110ξ + a101b200ξ −
2b011b200ξ) cos3(θ) sin2(θ) + (2a110a200 − a200b020 − a110b110 − a020b200 + a200b200 −
2b110b200)ρ3 cos4(θ) sin2(θ) + (bB020ρ

2 + a002a1ξ
2 + a011b002ξ

3 + a002b011ξ
3) sin3(θ) +

ρξ(a1a101 − a1b011 + a2
011ξ + 2a002a020ξ + a110b002ξ + a101b011ξ − b2

011ξ − 2b002b020ξ +
a011b101ξ+a002b110ξ) cos(θ) sin3(θ)+ρ2(a020a1+a1a200−a1b110+2a020a101ξ+2a011a110ξ−
a020b011ξ + a200b011ξ − a011b020ξ + a110b101ξ − 2b020b101ξ + a101b110ξ − 2b011b110ξ +
a011b200ξ) cos2(θ) sin3(θ) + (a2

110 + 2a020a200 − a110b020 − a020b110 + a200b110 − b2
110 +

a110b200−2b020b200)ρ3 cos3(θ) sin3(θ)+ρξ(a011a1+a020b002ξ+a011b011ξ+a002b020ξ) sin4(θ)
+ ρ2(a1a110 − a1b020 + 2a011a020ξ + a110b011ξ + a101b020ξ − 2b011b020ξ + a020b101ξ +
a011b110ξ) cos(θ) sin4(θ)+(2a020a110−a020b020+a200b020+a110b110−2b020b110+a020b200)ρ3

× cos2(θ) sin4(θ) + (a110b020− b2
020 +a020b110)ρ3 cos(θ) sin5(θ) + ρ2(a020a1 +a020b011ξ+

a011b020ξ + a2
020ρ cos(θ)) sin5(θ) + a020b020ρ

3 sin6(θ)],

F31 =
1

b3
[a3b

2ρ + (b2A′002 − b(a1B002 + a2b002))ξ2 cos(θ) + ((b2A′101 − b(a1B101 +

a2b101))ρξ− b(a002B002 +A002b002)ξ4/ρ+ a1b
2
002ξ

4/ρ) cos2(θ) + (b2A′200ρ
2− b(a1B200 +

a2b200)ρ2−b(a101B002+a002B101+A101b002+A002b101)ξ3+2a1b101b002ξ
3+a002b

2
002ξ

6ρ2/)
× cos3(θ) + (((a1b

2
101 + 2a1b200b002) − b(a200B002 + a101B101 + a002B200 + A200b002 +

A101b101 + A002b200))ρξ2 + (a101b
2
002 + 2a002b101b002) × ξ5/ρ) cos4(θ) + ((2a1b200b101 −

b(a200B101 +a101B200 +b101A200 +A101b200))ρ2ξ+(a200b
2
002 +2b002(a101b101 +b200a002)+

a002b
2
101)ξ4) cos5(θ) + ((a1b

2
200− b(a200B200 +A200b200))ρ3 + (a101b

2
101 + 2(a200b101b002 +

a101b200b002 +a002b200b101))ρξ3) cos6(θ)+(a200b
2
101 +a002b

2
200 +2b200(a200b002 +a101b101))

× ρ2ξ2 cos7(θ) + (a101b
2
200 + 2a200b200b101)ρ3ξ cos8(θ) + a200b

2
200ρ

4 cos9(θ) + (b2B′002 +
b(a1A002+a2a002))ξ2 sin(θ)+((b2(A′011+B′101)+b(a1(A101−B011)+a2(a101−b011)))ρξ+
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2(ba002A002−bb002B002−a1a002b002)ξ4/ρ) cos(θ) sin(θ)+((b2(A′110+B′200)+b(a1(A200−
B110) + a2(a200 − b110)))ρ2 + b(A002(2a101 − b011)−B002(2b101 + a011) + a002(2A101 −
B011)−b002(2B101 +A011)+a2(a200−b110))ξ3−2a1b101a002ξ

3 +2a1b002(b011−a101)ξ3 +
(b3

002− 2b002a
2
002)ξ6/ρ2) cos2(θ) sin(θ) + ((b(−B002(a110 + 2b200) +A002(2a200− b110)−

B101(2b101 + a011) + a101(2A101 − B011) + a002(2A200 − B110) − b002(2B200 + A110) −
A101b011−A011b101)+2a1(b002(b110−a200)−b200a002+b101(b011−a101)))ρξ2+(b2

002(a011+
b101)+2b101(b2

002−a2
002)+2a002b002(b011−2a101))ξ5/ρ) cos3(θ) sin(θ)+((b(a200×(2A101−

B011) + a101(2A200 − B110) − b101(2B200 + A110) − b200(A011 + 2B101) − b011A200 −
a110B101 − A101b110) + 2a1(b200(b011 − a101) + b101(b110 − a200)))ρ2ξ + (b2

002(a110 +
b200) + b002(b2

101 − 2a2
101) + 2b200(b2

002 − a2
002) + 2(b101b002(a011 + b101) + a002b002(b110 −

2a200)+a002b101(b011−2a101)+a101b011b002))ξ4) cos4(θ) sin(θ)+((b(a200(2A200−B110)−
b200(2B200 +A110)−a110B200− b110A200) + 2a1b200(b110−a200))ρ3 + (b2

101(a011 + b101)−
2b101a

2
101 + 2(b101b002(a110 + b200) + b200b002(a011 + 2b101) + a002b101(b110 − 2a200) +

a101b002(b110−2a200)+a002b200(b011−2a101)+b011(a200b002++a101b101)))ρξ3) cos5(θ) sin(θ)
+(b2

101(a110+b200)+b002b
2
200+2(−b002a

2
200−b200a

2
101+b200b002(a110+b200)+b200b101(a011+

b101)+a002b200(b110−2a200)+a101b101(b110−2a200)+a200(b110b002+b101b011)+a101b200b011))
×ρ2ξ2 cos6(θ) sin(θ)+(b2

200(a011+b101)+2(−b101a
2
200+b200b101(a110+b200)+a200b200(b011−

2a101)+b110(a200b101 +a101b200)))ρ3ξ cos7(θ) sin(θ)+(b2
200(a110 +b200)+2b200(a200b110−

a2
200))ρ4 cos8(θ) sin(θ) + ((b2B′011 + b(a1A011 + a2a011))ρξ + (a1a

2
002 + b(b002A002 +

B002a002))ξ4/ρ) sin2(θ) + ((b2(A′020 +B′110) + ba1(A110 −B020) + ba2(a110 − b020))ρ2 +
(b(B002(a101− 2b011) +A002(2a011 + b101) + b002(A101− 2B011) + a002(2A011 +B101)) +
2a1(a002(a101−b011)−2a011b002))ξ3+(a3

002−2a002b
2
002)ξ6/ρ2) cos(θ) sin2(θ)+((b(A002(2a110

+ b200 − b020) + B002(a200 − 2b110 − a020) − B011(a011 + 2b101) + B101(a101 − 2b011) +
a002(2A110 + B200 − B020) + A101(2a011 + b101) + A011(2a101 − b011) + b002(A200 −
A020− 2B110)) + (a1(b2

011 + a2
101) + 2a1(a002(a200− b110) + b002(b020− a110)− b101a011−

a101b011)))ρξ2+(a101a
2
002+b011b

2
002+2(b2

002(b011−a101)+a2
002(a101−b011)−2a002b002(a011+

b101)))ξ5/ρ) cos2(θ) sin2(θ)+((b(a110(2A101−B011)+b200(A101−2B011)+a200(2A011 +
B101)−B101(a020 +2b110)+a101(2A110−B020 +B200)+A200(2a011 +b101)−b011(2B200 +
A110)− B110(2b101 + a011)− A020b101 − A011b110 − A101b020) + 2a1(b110(b011 − a101) +
a200(a101− b011) + b101(b020− a101)− b200a011))ρ2ξ+ (3a002a

2
101 + 3a200a

2
002 + a002b

2
011 +

b2
002(a020 + b110) + 2(b2

002(b110− a200)− b110a
2
002− b002a002(a110 + b200)− a002b101(a011 +

b101)−b002a101(a011+b101)+b011b002(a011+b101)−a101b002(a011++b101)+a002b002(b020−
a110−b200)−a002(2a101b011+b101a011)+2b002b101b011))ξ4) cos3(θ) sin2(θ)+((b(a200(2A110−
B020 +B200) + b200(A200 − 2B110 −A020) + a110(2A200 −B110)− b110(2B200 +A110)−
a020B200− b020A200)) + (a1(b2

110 + a2
200) + 2a1(b200(b020− a110)− b110a200)))ρ3 + (a3

101 +
a101b

2
011 + b011b

2
101 + 2(−b011a

2
101 + a200a002(3a101 − 2b011) − a200b002(2a011 + 2b101) −

b101a002(2a110 + b200 − b020) − a101b002(2a110 + 2b200 − b020) + b011b002(a110 + 3b200) +
b101b002(a020 + 2b110) + b110a002(b011 − 2a101) + b110b002(a011 + b101)− b200a002(2a011 +
b101)− b101a101(a011 + b101) + b101b011(a011 + b101)− a101b101a011)ρξ3) cos4(θ) sin2(θ) +
(a200(b2

011 +a2
101)+a002(a2

200 +b2
110)+b2

101(a020 +b110)+2(a002a
2
200 +a200a

2
101−b110a

2
101−

a200a002b110 + a200b002(b020 − 2a110 − 2b200) − a200b101(2a011 + b101) + b002b110(a110 +
2b200)−a002b200(2a110+b200−b020)+a101b011(b110−2a200)−b101a101(2a110+b200−b020)+
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b101b011(a110 +2b200)+b200b002(a020 +b110)+b200b011(a011 +b101)+b110b101(a011 +b101)−
b200a101(2a011 + b101)))ρ2ξ2 cos5(θ) sin2(θ) + (a101(a2

200 + b2
110) + b011b

2
200 + 2(a2

200(a101−
b011)−a200b200a011 +a200b110(b011−2a101)+a200b101(b020−2a110−b200)+b200b011(a110 +
b200) + b110b101(a110 + b200) − b200a101(2a110 + b200 − b020) + b200b101(a020 + b110) −
a200b200(a011 + b101) + b110b200(a011 + b101)))ρ3ξ cos6(θ) sin2(θ) + (a3

200 + a200b
2
110 +

b2
200(a020 + b110) + 2(a200b200(b020 − 2a110 − b200)− b110a

2
200 + b200b110(a110 + b200)))

×ρ4 cos7(θ) sin2(θ)+((b2B′020+b(a1A020+a2a020))ρ2+(b(b011A002+b002A011+a011B002+
B011a002)+2a1a011a002)ξ3 +b002a

2
002ξ

6/ρ2) sin3(θ)+((b(A002(b110 +2a020)+B002(a110−
2b020) + B011(a101 − 2b011) + a002(2A020 + B110) + b002(A110 − 2B020) + A011(b101 +
2a011)+b011A101+a011B101)+(2a1(a002(a110−b020)+a011(a101−b011)−a020b002)))ρξ2+
(a2

002(a011 + b101) + 2(a011(a2
002 + b2

002) + b002a002(a101 − 2b011)))ξ5/ρ) cos(θ) sin3(θ) +
((b(A011(2a110+b200−b020)+B011(a200−2b110−a020)+B101(a110−2b020)+A101(2a020+
b110) + A110(2a011 + b101) + A020(2a101 − b011) − B020(2b101 + a011) + B110(a101 −
2b011) + A200b011 + a011B200) + (2a1(a011(a200 − b110) + a110(a101 − b011) + b020(b011 −
a101) − a020b101)))ρ2ξ + (b002(3b2

011 + a2
101) + b020(3b2

002 − 2a2
002) + a2

002(a110 + b200) +
2(a110(a2

002−b2
002)−a002b002(2a020+2b110+a200)+a002a011(2a101−b011)−a011b002(a011+

2b101)−b011a002(a011+2b101)+a101a002(a011+b101)−2b002a101b011))ξ4) cos2(θ) sin3(θ)+
((b(A110(2a110 + b200 − b020) − B020(2b200 + a110) + A020(2a200 − b110) + A200(2a020 +
b110)+B200(a110−2b020)+B110(a200−a020−2b110))+2a1(b020(b110−a200)+a110(a200−
b110)− b200a020))ρ3 + (b2

011(a011 + 3b101) +a2
101(3a011 + b101) + 2(a200a002(3a011 + b101)−

a011b002(a110 + 2b200)− b011a002(2a110 + 2b200 − b020) + a101a002(3a110 + b200 − 2b020)−
b101a002(2a020 + b110)− a101b002(2a020 + 2b110 − a200) + b011b002(a020 + 3b110 − 2a200) +
b002b020(a011 + 3b101)− b011a101(2a011 + 2b101)−a110b002(a011 + 2b101)− b110a002(2a011 +
b101)−b101a011(a011+b101))))ρξ3) cos3(θ) sin3(θ)+(b002(a2

200+b2
110)+b2

011(a110+3b200)+
a2

101(3a110 + b200) + b020(b2
101− 2a2

101) + 2(−a200b002× (2a020 + 2b110) + a200a002(3a110−
2b020 + b200) + a200a011(2a101 − b011) − b110a002(2a110 + b200 + b020) − a110b002(a110 +
2b200) + b020b002(a110 + 3b200)− a011b101(a110 + b200)− a101b011(2a110 + 2b200 − b020)−
b200a002(2a020+b110)−b101a101(2a020+b110)+b101b011(a020+2b110−a200)+b110b002(a020+
b110)− b110a101(2a011 + b101) + (a011 + b101)(a200a101 + b020b101 − a200b011 + b110b011 −
b200a011−a110b101)))ρ2ξ2 cos4(θ) sin3(θ)+(b2

110(a011+b101)+a2
200(3a011+b101)+2(−a200b110

× (2a011 + b101) + a200b011(b020− 2a110− 2b200) + b200b020(a011 + 2b101) + b200b011(a020 +
2b110)− a200b101(2a020 + b110) + a200a101(3a110 − 2b020 + b200)− b200a011(a110 + b200)−
b110a101(2a110 +b200−b020)+b101b020(a110 +b200)−a110b101(a110 +b200)+b110b011(a110 +
b200)+b110b101(a020+b110)−b200a101(a020+b110−a020)−b200a110(a011+b101)))ρ3ξ cos5(θ)
×sin3(θ)+(b020(b2

200−2a2
200)+b2

110(a110+b200)+a2
200(3a110+b200)+2(−a200b200(2a020+

b110)+a200b110(b020−2a110−b200)+b200b110(a020+b110)+(a110+b2
200)(b020−a110)))ρ4 cos6(θ)

× sin3(θ) + ((b(b020A002 + b011A011 + b002A020 + a002B020 + B002a020 + B011a011) +
a1a

2
011+2a1a002a020)ρξ2+(b011a

2
002+2a002a011b002)ξ5/ρ) sin4(θ)+((b(B011(a110−2b020)+

A011(2a020 + b110) + b011(A110 − 2B020) + A020(2a011 + b101) + b020A101 + B110a011 +
B101a020 +a101B020)+2a1(a011(a110−b020)+a020(a101−b011)))ρ2ξ+(a2

002(a020 +b110)+
a002(a2

011− b2
011) + 2a020(a2

002− b2
002) + 2(a011a002(a011 + b101) + a002b002(a110− 2b020) +

a011b002(a101− 2b011) + b011a101a002))ξ4) cos(θ) sin4(θ) + ((b(A020(b200 + 2a110− b020) +
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A110(2a020+b110)+b020(A200−2B110)+B020(a200−2b110−a020)+a110B110+B200a020)+
(a1(a2

110 + b2
020) + 2a1(a020(a200 − b110) − a110b020))ρ3 + (b3

011 + a101(a2
011 − 2b2

011) +
b011a

2
101 + 2(a011a002(2a110 + b200− b020)−a011b002(a020 + b110−a200)− b011a002(2a020 +

2b110− a200) + a101a002(3a020 + b110)− b020a002(a011 + 2b101) + b020b002(3b011− 2a101)−
b011a011(a011 + 2b101) + a101a011(a011 + b101)− a020b002(a011 + 2b101) + a110a002(a011 +
b101) + a110b002(a101− 2b011)− b002b110a011))ρξ3) cos2(θ) sin4(θ) + (a200(a2

011− 2b2
011) +

a002(a2
110+b2

020)+(a020+b110)(b2
011+a2

101)+2(a020a
2
101+b110b

2
011+a200a002(3a020+b110)−

a020b002(a110+2b200)+a002a110(a110+b200−b020)−a002b020(a110+2b200)−b011a011(a110+
2b200) + a011a101(2a110 + b200 − b020)− b110a002(2a020 + b110)− a110b002(a020 + 2b110 −
a200) + b002b020(a020 + 3b110 − 2a200)− b101a011(a020 + b110)− a101b011(2a020 + 2b110 −
a200) + b020b101(2b011−a101)− b011a110(a011 + 2b101) + (a011 + b101)(a200a011 + b020b011−
b110a011 − b020a101 − a020b101 + a110a101)))ρ2ξ2 cos3(θ) sin4(θ) + (a101(a2

110 + b2
020) +

b011(a2
200 +b2

110)+2(a200a011(2a110−b020 +b200)+a200a020(2a101−b011)+b020b101(a020 +
2b110 − a200) + b020b200(2b011 − a101)− a101b110(2a020 + b110)− b020a101(2a110 + b200) +
b110b011(a020 + b110 − a200)− b011a110(a110 + 2b200) + (a110 + b200)(b020b011 − b110a011 −
a020b101 + a110a101) + (a020 + b110)(a200a101 − b200a011 − a110b101 − a200b011) + (a011 +
b101)(b110b020−a200b020+a200a110−b110a110−b200a020)))ρ3ξ cos4(θ) sin4(θ)+(a200(a2

110+
b2

020) + (a020 + b110)(a2
200 + b2

110) + 2(a020a
2
200 − b110a200(2a020 + b110) + b200b020(a020 +

2b110−a200)+a200a110(a110 +b200−b020)−a110b200(a020 +b110)+(a110 +b200)(b110b020−
a110b110−a020b200−a200b020)))ρ4 cos5(θ) sin4(θ)+((2a1a020a011+b(b020A011+b011A020+
B020a011 +B011a020))ρ2ξ+ (b020a

2
002 + b002a

2
011 + 2a002(b011a011 + b002a020))ξ4) sin5(θ) +

((2a1a020(a110−b020)+b(b020(A110−2B020)+a020(2A020+B110)+a110B020+b110A020))ρ3+
(a2

011(a011+b101)+2(−a011b
2
011+a011a002(2a020+b110)+a020a002(a011+b101)−2b020b002a011

+ a002b020(a101 − 2b011) + b011a101a011 − 2b002a020b011 + b011a110a002 + b002(a110a011 +
a020a101)))ρξ3) cos(θ) sin5(θ)+(a2

011(a110+b200)+b020(a2
101+3b2

011)+b002(3b2
020+a2

110)−
2a110b

2
011 +2(a002a020(2a110 +b200−b020)−a020b002(a020 +2b110−a200)+a110a002(a020 +

b110)−a002b020(a020+2b110−a200)−a011b011(a020+2b110−a200)+a101a011(2a020+b110)−
2b020a110b002−b020a011(2b101+a011)−2b011b020a101+a020a101(a011+b101)+a110a011(a011+
b101)− b011a020(a011 + 2b101) + b011a110a101))ρ2ξ2 cos2(θ) sin5(θ) + ((a011 + b101)(a2

110 +
b2

020)+2(b101b
2
020 +a200a011(2a020 +b110)+b020b110(2b011−a101)−b020a011(a110 +2b200)+

a101a020(2a110+b200−b020)+b020a200(a101−2b011)−b020a110(a011+2b101)−b011a020(a110+
2b200)−b011a110(a020 +2b110−a200)+(a011 +b101)(a200a020−a020b110)+a110a011(a110 +
b200)+(a020+b110)(a110a101−b110a011+b011b020−a020b101−a101b020))ρ3ξ cos3(θ) sin5(θ)+
((a110 + b200)(a2

110 + b2
020)+ b020(a2

200 + b2
110)+2(b200b

2
020 +a200a020(2a110 + b200− b020)−

a110b020(a110 + 2b200) − a020b110(a110 + b200) + b110b020(a020 + b110 − a200) + (a020 +
b110)(a110a200−a020b200−b110a110−a200b020)))ρ4 cos4(θ) sin5(θ)+((a1a

2
020+b(a020B020+

b020A020))ρ3 + (b011a
2
011 + 2(a011b020a002 + a002a020b011 + b002a020a011))ρξ3) sin6(θ) +

(a2
011(a020+b110)+a002(a2

020−2b2
020)−2a020b

2
011+2(a002a020(a020+b110)+a020a011(a011+

b101) + a020b002(a110 − 2b020) + a002a110b020 + b020a011(a101 − 2b011) + b011(a101a020 +
a110a011)))ρ2ξ2 cos(θ) sin6(θ)+(b011(a2

110 +3b2
020)+a101(a2

020−2b2
020)+2(a011a020(a110 +

b200) − b020a011(a020 + b110 − a200) + (a020 + b110)(a020a101 + a110a011 − a020b011) +
b020a110(a101 − b011) − b020a020(a011 + 2b101) − b020b110a011 + a110a020(a011 + b101) +
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a020b011(a200−b110)−b011a110b020))ρ3ξ cos2(θ) sin6(θ)+(a200(a2
020−2b2

020)+2b110b
2
020 +

(a020 + b110)(a2
110 + b2

020) + 2(−a020b020(a110 + 2b200) − b020a110(a020 + 2b110 − a200) +
a020a110(a110 + b200) + (a020 + b110)(a200a020− a020b110)))ρ4 cos3(θ) sin6(θ) + (b020a

2
011 +

b002a
2
020 + 2a020(a002b020 + a011b011))ρ2ξ2 sin7(θ) + (a2

020(a011 + b101) + 2(−a011b
2
020 +

a011a020(a020+b110)+b020a020(a101−b011)+a110a011b020+a020b011(a110−b020)))ρ3ξ cos(θ)
× sin7(θ) + (b3

020 + b020a
2
110 − 2a110b

2
020 + a2

020(a110 + b200) + 2(a110a020(a020 + b110) −
a020b020(a020 + 2b110− a200)))ρ4 cos2(θ) sin7(θ) + (b011a

2
020 + 2a020a011b020)ρ3ξ sin8(θ) +

(a2
020(a020 + b110)− 2a020b

2
020 + 2a110a020b020)ρ4 cos(θ) sin8(θ) + a2

020b020ρ
4 sin9(θ)],

F12 =
1

b
[c200 cos2(θ)ρ2+c020 sin2(θ)ρ2+c110 cos(θ) sin(θ)ρ2+c101ξ cos(θ)ρ+c011ξ sin(θ)ρ

+ c002ξ
2 + c1ξ],

F22 =
1

b2
[bξ(c2 +C002ξ)+(ξ(bC101ρ

2− b002c1ξ
2− b002c002ξ

3) cos(θ))/ρ+(bC200ρ
2−

b101c1ξ
2−b101c002ξ

3−b002c101ξ
3) cos2(θ)−ρξ(b200c1+b200c002ξ+b101c101ξ+b002c200ξ) cos3(θ)

−(b200c101+b101c200)ρ2ξ cos4(θ)−b200c200ρ
3 cos5(θ)+(ξ(bC011ρ

2+a002c1ξ
2+a002c002ξ

3)
× sin(θ))/ρ + (bC110ρ

2 + a101c1ξ
2 − b011c1ξ

2 + a101c002ξ
3 − b011c002ξ

3 − b002c011ξ
3 +

a002c101ξ
3) cos(θ) sin(θ)+ρξ(a200c1−b110c1+a200c002ξ−b110c002ξ−b101c011ξ+a101c101ξ−

b011c101ξ−b002c110ξ+a002c200ξ) cos2(θ) sin(θ)−(b200c011−a200c101+b110c101+b101c110−
a101c200 + b011c200)ρ2ξ cos3(θ) sin(θ)− (b200c110− a200c200 + b110c200)ρ3 cos4(θ) sin(θ) +
(bC020ρ

2 + a011c1ξ
2 + a011c002ξ

3 + a002c011ξ
3) sin2(θ) + ρξ(a110c1− b020c1 + a110c002ξ −

b020c002ξ + a101c011ξ − b011c011ξ − b002c020ξ + a011c101ξ + a002c110ξ) cos(θ) sin2(θ) +
(a200c011−b110c011−b101c020+a110c101−b020c101+a101c110−b011c110+a011c200)ρ2ξ cos2(θ)
× sin2(θ) − (b200c020 − a200c110 + b110c110 − a110c200 + b020c200)ρ3 cos3(θ) sin2(θ) +
ρξ(a020c1 + a020c002ξ + a011c011ξ + a002c020ξ) sin3(θ) + (a110c011 − b020c011 + a101c020 −
b011c020+a020c101+a011c110)ρ2ξ cos(θ) sin3(θ)+(a200c020−b110c020+a110c110−b020c110+
a020c200)ρ3 cos2(θ) sin3(θ)+(a020c011+a011c020)ρ2ξ sin4(θ)+(a110c020−b020c020+a020c110)
× ρ3 cos(θ) sin4(θ) + a020c020ρ

3 sin5(θ)],

F32 =
1

b3
[b2ξ(c3 + C ′002ξ) + (b2C ′101ρξ − b((c1B002 + c2b002)ξ3/ρ + (c002B002 +

C002b002)ξ4/ρ)) cos(θ) + (b2C ′200ρ
2 − b((c1B101 + c2b101)ξ2 + (c002B101 + c101B002 +

C002b101+C101b002)ξ3)+c1b
2
002ξ

5/ρ2+c002b
2
002ξ

6/ρ2) cos2(θ)+(−b((c1B200+c2b200)ρξ+
(c002B200 +c200B002 +c101B101 +C002b200 +C200b002 +C101b101)ρξ2)+2c1b101b002ξ

4/ρ+
2c002b101b002ξ

5/ρ+c101b
2
002ξ

5/ρ) cos3(θ)+(−b(c200B101+c101B200+C200b101+C101b200)ρ2ξ
+2c1b200b002ξ

3+c1b
2
101ξ

3+(2c002b200b002+c002b
2
101+c200b

2
002+2c101b101b002)ξ4) cos4(θ)+

(−bc200B200ρ
3−bC200b200ρ

3+2c1b200b101ρξ
2+(2c002b200b101+2c200b101b002+2c101b200b002

+c101b
2
101)ρξ3) cos5(θ)+(c1b

2
200ρ

2ξ+(c002b
2
200+2c200b200b002+c200b

2
101+2c101b200b101)ρ2ξ2)

×cos6(θ)+(2c200b200b101+c101b
2
200)ρ3ξ cos7(θ)+c200b

2
200ρ

4 cos8(θ)+(b2C ′011ρξ+b((c1A002

+ c2a002)ξ3/ρ+ (c002A002 + C002a002)ξ4/ρ)) sin(θ) + (b2C ′110ρ
2 + b((c1(A101 −B011)−

c2(b011 − a101))ξ2 + (c002(A101 − B011) + c101A002 − c011B002 − C002(b011 − a101) +
C101a002−C011b002)ξ3)− 2b002a002(c1ξ

5/ρ2 + c002ξ
6/ρ2)) cos(θ) sin(θ) + (−b(c1(B110−
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A200)+c2(b110−a200))ρξ+b(−c002(B110−A200)+c200A002−c110B002−c101(B011−A101)−
c011B101 −C002(b110 − a200)−C101(b011 − a101)−C110b002 +C200a002 −C011b101)ρξ2 −
2c1(b101a002 + a101b002 − b011b002)ξ4/ρ − 2c002(b101a002 + a101b002 − b011b002)ξ5/ρ −
2c101b002a002ξ

5/ρ+c011b
2
002ξ

5/ρ) cos2(θ) sin(θ)+(b(c200(A101−B011)−c110B101−c101(B110

−A200)− c011B200−C110b101−C011b200−C101(b110− a200)−C200(b011− a101))ρ2ξ +
2(c1b002(b110−a200)− c1b200a002− c1b101a101 + c1b101b011)ξ3 +(2(c002(b002(b110−a200)−
b200a002− b101a101 + b101b011)− c200b002a002− c101b101a002− c101a101b002 + c101b011b002 +
c011b101b002)+c110b

2
002)ξ4)×cos3(θ) sin(θ)+(−b(c200(B110−A200)+c110B200+C200(b110−

a200)+C110b200)ρ3+2c1(b200(b011−a101)+b101(b110−a200))ρξ2+(2(c002b200(b011−a101)+
c002b101(b110−a200)−c200b101a002−c200a101b002+c200b011b002+c110b101b002−c101b200a002+
c101b002(b110−a200)+ c101b101(b011−a101)+ c011b200b002)+ c011b

2
101)ρξ3) cos4(θ) sin(θ)+

(2c1b200(b110− a200)ρ2ξ+ (2(c002b200(b110− a200) + c200b002(b110− a200)− c200a002b200 +
c200b101(b011 − a101) + c110b200b002 + c101b200(b011 − a101) + c101b110b101 − c101a200b101 +
c011b200b101) + c110b

2
101)ρ2ξ2) cos5(θ) sin(θ) + (2(c200b200(b011 − a101) + c200b101(b110 −

a200)+c110b200b101 +c101b200(b110−a200))+c011b
2
200)ρ3ξ cos6(θ) sin(θ)+(2c200b200(b110−

a200)+c110b
2
200) cos7(θ) sin(θ)+(b2Ć020ρ

2 +b((c1A011 +c2a011)ξ2 +(bc002A011 +c011A002

+C002a011 +C011a002)ξ3)+c1a
2
002ξ

5/ρ2 +c002a
2
002ξ

6/ρ2) sin2(θ)+(−b(c1(B020−A110)+
c2(b020−a110))ρξ+ b(−c002(B020−A110) + c110A002− c020B002 + c101A011− c011(B011−
A101) − C002(b020 − a110) + C110a002 − C020b002 + C101a011 − C011(b011 − a101))ρξ2 +
2((c1a011b002 − c1b011a002 + c1a101a002)ξ4/ρ + (c002a002(a101 − b011) − c002a011b002 −
c011b002a002)ξ5/ρ) + c101a

2
002ξ

5/ρ) cos(θ) sin2(θ) + (b(c200A011 − c110(B011 − A101) −
c020B101 − c101(B020 − A110) − c011(B110 − A200) + C200a011 − C101(b020 − a110) −
C011(b110−a200)−C020b101−C110(b011−a101))ρ2ξ+ c1(2a002(a200− b110)− 2a110b002−
2b101a011−2a101b011 +b2

011 +a2
101 +2b020b002)ξ3 +(2c002a002(a200−b110)−2c002a110b002−

2c002b101a011−2c002a101b011+c002b
2
011+c002a

2
101+2c002b020b002+c200a

2
002−2c110b002a002+

c020b
2
002 − 2c101a011b002 − 2c101b011a002 + 2c101a002a101 − 2c011b101a002 − 2c011a101b002 +

2c011b011b002)ξ4) cos2(θ) sin2(θ)+(−b(c200(B020−A110)+c110(B110−A200)+c020B200 +
C200(b020 − a110) +C020b200 +C110(b110 − a200))ρ3 + 2c1(b110(b011 − a101) + a200(a101 −
b011)−b200a011+b020b101−a110b101)ρξ2+(−2c002b110a101+2c002a200a101−2c002a200b011+
2c002b110b011−2c002b200a011+2c002b020b101−2c002a110b101−2c200a011b002+2c200a002(a101−
b011) − 2c110b101a002 − 2c110a101b002 + 2c110b011b002 + 2c020b101b002 + 2c101b002(b020 −
a110) + 2c101a002(a200− b110)− 2c101b101a011− 2c101a101b011 + c101b

2
011− 2c011b200a002 +

2c011b110b002+c101a
2
101−2c011a200b002−2c011b101a101+2c011b101b011)ρξ3) cos3(θ) sin2(θ)+

(c1(2b200(b020− a110) + b2
110 + a2

200− 2b110a200)ρ2ξ + (2c002b200(b020− a110) + c002b
2
110 +

c002a
2
200−2c002b110a200+2c200a002(a200−b110)−2c200a110b002−2c200b101a011−2c200a101b011

+ c200b
2
011 + c200a

2
101 + 2c200b020b002 − 2c110a200b002 + 2c110b110b002 − 2c110b200a002 +

2c110b101(b011−a101)+2c020b200b002−2c101b200a011−2c101b110a101+c020b
2
101+2c101b110b011

−2c101a200b011−2c101a110b101+2c101b020b101+2c101a200a101−2c011b200a101+2c011b110b101+
2c011b200b011−2c011a200b101)ρ2ξ2) cos4(θ) sin2(θ)+(2c200b110(b011−a101)+2c200a200(a101−
b011)−2c200b200a011+2c200b020b101−2c200a110b101+2c110b200(b011−a101)+2c110b101(b110−
a200) + 2c020b200b101 + 2c101b200(b020 − a110) − 2c101b110a200 + c101b

2
110 + c101a

2
200 +

2c011b200(b110−a200))ρ3ξ cos5(θ) sin2(θ)+(2c200b200(b020−a110)+c200b
2
110−2c200b110a200+
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c200a
2
200 + 2c110b200(b110 − a200) + c020b

2
200)ρ4 cos6(θ) sin2(θ) + (b((c1A020 + c2a020)ρξ +

(c002A020 +c020A002 +c011A011 +C002a020 +C020a002 +C011a011))ρξ2 +2c1a011a002ξ
4/ρ+

(2c002a011a002 + c011a
2
002)ξ5/ρ) sin3(θ) + (b(c110A011 − c011(B020 − A110) + c101A020 −

c020(B011 − A101) + C110a011 − C020(b011 − a101) − C011(b020 − a110) + C101a020)ρ2ξ +
2c1(a011(a101−b011)−a020b002+a002(a110−b020))ξ3+(2c002a011(a101−b011)−2c002a020b002

+2c002a110a002−2c002b020a002 +c110a
2
002−2c020b002a002 +2c101a011a002−2c011a011b002 +

2c011a002(a101− b011))ξ4) cos(θ) sin3(θ) + (b(c200A020− c110(B020−A110)− c020(B110−
A200)−C110(b020− a110)−C020(b110− a200) +C200a020)ρ3 + 2c1(−b110a011 + a200a011 +
b020b011−a110b011−a020b101+a110a101−b020a101)ρξ2+2(c002a011(a200−b110)+c002b011(b020−
a110) − c002a020b101 + c002a101(a110 − b020) + c200a011a002 − c110(a011b002 + b011a002) +
c110a101a002− c020b101a002 + c020b002(b011− a101) + c101a002(a110− b020)− c101a020b002 +
c011a002(a200 − b110) + c101a011(a101 − b011) + c011b002(b020 − a110) − c011b101a011 −
c011a101b011)ρξ3+c011(b2

011+a2
101)ρξ3) cos2(θ) sin3(θ)+(2c1(b020(b110−a200)+a110(a200−

b110)−b200a020)ρ2ξ+(2c002(b020(b110−a200)+a110(a200−b110)−b200a020)+2c200a011(a101−
b011)−2c200a020b002+2c200a110a002−2c200b020a002+2c110a002(a200−b110)+2c110b002(b020−
a110)−2c110b101a011−2c110a101b011 + c110(b2

011 +a2
101)−2c020b200a002 +2c020(b002(b110−

a200) + b101(b011−a101)) + 2c101(b020(b011−a101) +a110(a101− b011)) + 2c101(a011(a200−
b110) − a020b101) + 2c011(b110(b011 − a101) − b200a011 + a200(a101 − b011) − a110b101 +
b020b101))ρ2ξ2) cos3(θ) sin3(θ) + (2c200(a011(a200− b110) + b020(b011− a101) + a110(a101−
b011)−a020b101)+2c110(b110(b011−a101)+a200(a101−b011)+b101(b020−a110)−b200a011)+
2c020(b200(b011 − a101) + b101(b110 − a200)) + 2c101(−b200a020 − b110a110 + b110b020 +
a200(a110− b020))+ c011(2b200(b020−a110)−2b110a200 + b2

110 +a2
200))ρ3ξ cos4(θ) sin3(θ)+

(2c200(−b200a020 + b110(b020−a110) +a200(a110− b020)) + c110(2b200(b020−a110) + b2
110 +

a2
200 − 2a200b110) + 2c020b200(b110 − a200))ρ4 cos5(θ) sin3(θ) + (b(c020A011 + c011A020 +
C011a020 +C020a011)ρ2ξ+ c1(2a020a002 + a2

011)ξ3 + (2c002a020a002 + c002a
2
011 + c020a

2
002 +

2c011a011a002)ξ4) sin4 +(b(c110A020−c020(B020−A110)−C020(b020−a110)+C110a020)ρ3+
2c1(a011(a110 − b020) + a020(a101 − b011))ρξ2 + 2(−c002b020a011 + c002a020(a101 − b011) +
a011(c002a110 + c110a002− c020b002) +a002(c020(a101− b011) + c101a020) + c011(−b020a002−
a020b002 + a110a002 + a011(a101 − b011)))ρξ3 + c101a

2
011ρξ

3) cos(θ) sin4(θ) + (c1(2a020 ×
(a200 − b110) + b2

020 + a2
110 − 2b020a110)ρ2ξ + (c002(2a020(a200 − b110) + b2

020 + a2
110 −

2b020a110) + c200(2a020a002 + a2
011) + 2c110(−b020a002 + a011(a101 − b011) − a020b002 +

a110a002)+c020(2a002(a200−b110)+2b002(b020−a110)−2b101a011−2a101b011+b2
011+a2

101)+
2c101(a020(a101− b011) + a011(a110− b020)) + 2c011(a011(a200− b110) + b020(b011− a101) +
a110(a101−b011)−a020b101))ρ2ξ2) cos2(θ) sin4(θ)+(c101(a2

110 +b2
020)+2(c200(a011(a110−

b020)+a020(a101−b011))+c020b110(b011−a101)+c020a200(a101−b011)+c011b110(b020−a110)+
c110a011(a200−b110)+c110b020(b011−a101)+c020b101(b020−a110)+c101a020(a200−b110)+
c011a200(a110− b020) + c110a110(a101− b011)− c020b200a011− a020b101c110− a110b020c101−
a020b200c011))ρ3ξ cos3(θ) sin4(θ)+(c200(a2

110 +b2
020)+c020(a2

200 +b2
110)+2(c200a020(a200−

b110)−a110b020c200+b110c110(b020−a110)+a200c110(a110−b020)−a020b200c110+c020b200(b020−
a110) − a200b110c020))ρ4 cos4(θ) sin4(θ) + (b(c020A020 + C020a020)ρ3 + 2c1a020a011ρξ

2 +
(c011a

2
011 + 2(c002a020a011 + a011a002c020 + a002a020c011))ρξ3) sin5(θ) + (2c1a020(a110 −

b020)ρ2ξ+((c110a
2
011+2(c002a020(a110−b020)+c020a002(a110−b020)+a011c020(a101−b011)+
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a020c011(a101−b011)+a011c011(a110−b020)+c110a020a002−a020b002c020+a020a011c101))ρ2ξ2))
× cos(θ) sin5(θ) + (c011(a2

110 + b2
020) + 2(c110a020(a101 − b011) + c020a110(a101 − b011) +

c101a020(a110−b020)+c011a020(a200−b110)+c110a011(a110−b020)++c020b020(b011−a101)+
c020a011(a200 − b110) + a020a011c200 − c020a020b101 − a110b020c011))ρ3ξ cos2(θ) sin5(θ) +
(c110(a2

110 + b2
020) + 2(c200a020(a110 − b020) + a020c110(a200 − b110) + c020a200(a110 −

b020)+c020b110(b020−a110)−a110c110b020−a020b200c020))ρ4 cos3(θ) sin5(θ)+(c1a
2
020ρ

2ξ+
(c002a

2
020+c020a

2
011+2a020(c011a011+c020a002))ρ2ξ2)×sin6(θ)+(c101a

2
020+2(c011a020(a110−

b020) + c020a011(a110 − b020) + a020c020(a101 − b011) + c110a020a011))ρ3ξ cos(θ) sin6(θ) +
(c200a

2
020 +c020(a2

110 +b2
020)+c020a020(a200−b110)+c110a020(a110−b020)−c020a110b020)ρ4

× cos2(θ) sin6(θ) + (c011a
2
020 + 2a020a011c020)ρ3ξ sin7(θ) + (c110a

2
020 + 2a020c020× (a110−

b020))ρ4 cos(θ) sin7(θ) + c020a
2
020ρ

4 sin8(θ)].
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