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Résumé

Ce travail concerne I’étude d’une classe des inéquations quasi- variationnelles générali-
sées dans le sens ot le second membre et I'obstacle dépendent de la solution, en appliquant
la méthode de décomposition en deux sous- domaines sans recouvrement.

On donne l'estimation d’erreur de I’approximation par éléments finis de degré 1.

Notre résultat d’approximation est :

i — ul oo < Ch?|loghl?, i=1,2.

Mots clés : Inéquation quasi-variationnelle elliptique, Méthode de Schwarz, Elément

fini, Approximation.



Abstract

In this work, we study a generalized class of quasi- variational inequalities where the
second member and the obstacle depends to the solution, applying the decomposition
method in two sub- domains without recouvrement.

We give the error estimate of the approximation by finite elements of degree 1.

Our approximation result is :

lus — wgp ™ oo < Ch?|log A, i =1,2.

Key words : Elliptic quasi- variational inequalities, Schawarz method, Finite element,

Approximation .
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Notations M.Beggas

10.

Notations

2 : est un ouvert borné de R™ a frontiére suffisamment réguliére 0f).

U : I'obstacle.

K : est un ensemble convexe, fermé et non vide

Vi, : Pespace d’approximation interne.

@ : est une fonction de base.

r, : opérateur de restriction.

7, opérateur d’interpolation.

>

7" : triangulation de domaine.
B(0, R) : la boule fermée de centre 0 et de rayon R.

Soit p un réel, avec 1 < p < 4o00.

LP(Q) ={f : Q — R; f mesurable et / |f(z)[Pdx < oo}
Q

LP(§2) est un espace de Banach muni de la norme :

£l = [ [ If)Pda]. (1)
Si p = oo, on définit 'espace L>°(€2) par :

L>*(Q) ={f: Q — R; f mesurable et telle que sup ess,cql|f(z)| < oo}.
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L*(€2) muni de la norme :

[fllzee = sup |f(x)]. (2)
€

11. L’espace de Sobolev W?(Q) est défini par :

W (Q) = {u € I7(Q) Vi = 1,2, .n: 2% € 1)),

’8@-
On pose
wh(Q) = H'(Q)
Ou
1 2 du 2
H (Q)={ue L*(Q):Vi=1,2, "5 €L ()}
4
Et

Wy (Q) = HH(Q) = {u € HY(Q),u =0 sur 00}

Soit u € W1P(Q), 'espace W'P(Q) est muni de la norme :

"L Ou
lullwrs = llulle + > (vl 28 (3)
i=1 v
ou bien de la norme équivalente suivante :
» "L Ou p 21
wip = Lp .. o)
] (hullze + 2 5 —ze)? (4)
i=1 v
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L’espace H'(€)) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

ou (%
(U, v) g1y = (u,v) 2 + Z . (99[; (5)

Ou
(u,v) 2 —/Qu(x)v(x)dx. (6)

La norme associée est
" du
1
lullme) = (lullz: + ||%||%z)2- (7)
i=1 ¢

Cette norme est équivalente a la norme de W12(Q).

12. Soient m > 2 un entier et p un réel avec 1 < p < oo.

L’espace de Sobolev WP () est défini par :

WmP(Q) = {u € LP(Q) : Du € LP(Q),Va € N"; |a| < m},

ol
olely,

0Mg,...0%x, ’

D =

et

i=1

L’espace W™P(§2) muni de la norme :

lullwms) =D 1Dl (8)

0<]al<m

10
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est un espace de Banach.
On pose
H™(Q) = W™2(Q).

H™() muni du produit scalaire

(,v)gm = Y (Du, Do)z, (9)

0<|a|<m

est un espace de Hilbert.

11
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Introduction

Le principe de résolution par décomposition de domaine d’un probléme donné, dit mé-
thode de Schwarz, est assez ancien. En 1869 [34], auteur a utilisé une décomposition
recouvrante pour la résolution d’un probléme aux dérivées partielles sur une géométrie

complexe.

Le développement des moyens de calcul numérique et notamment l’avénement des ar-

chitectures parlléles a ravivé, depuis trois décennies, I'intérét porté a ces méthodes.

En 1988, Lions a donné une interprétation de cette méthode a I’aide d’une formulation
variationnelle [26], 27] 28]. Il a précisé que la convergence de cette méthode dépend de la

taille du recouvrement et du pas de discrétisation.

Les méthodes de décomposition de type Schwarz consiste a remplacer la résolution
d’un probléme posé sur un domaine global potentiellement gros et compliqué par une
succession de résolutions du méme probléme sur des sous-domaines du domaine global,

supposés plus simples, plus petits et réguliers.

On distingue deux types de partitionnement :

1. Méthode de Schwarz sans recouvrement : 'intersection entre les sous- domaines se

limite aux interfaces.

2. Méthode de Schwarz avec recouvrement : Chaque sous domaine recouvre une par-
tie de ses sous- domaines voisins, et qui comporte deux versions, & savoir celle de

Schwarz additif (Calcul Paralléle) et de Schwarz multiplicatif (Calcul Séquentiel).

Nous nous sommes intéressés a la méthode de Schwarz & cause des motivations sui-

vantes :

12
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1. Adaptation aux machines paralléles.
2. Propriétés de la convergence.
3. Possibilité de s’appliquer a des problémes définis sur des géométries compliquées.

4. Facilité de 'utilisation des schémas numériques différents pour chaque sous pro-

bléme.

La méthode de Schwarz a été largement étudiée pour les problémes elliptiques linéaires

dans [11, 21 3], 5].

P. L. Lions était le premier a avoir travaillé sur les inéquations variationnelles [25] 26].
Les deux méthodes de Schwarz multiplicative et additive ont été respectivement données
dans[38, B89, 40], pour le probléme d’obstacle avec un ou deux obstacles, quand a Meyer

dans[30], il a étudié leurs solutions numeériques.

Les inéquations quasi-variationnelles ont un grand intérét, car elles modélisent de nom-
breux problémes non linéaires [13], I8, 29, 33], 2]. La notion la plus récente d’inéquation
quasi-variationnelle a été introduite par A. Bensoussan et J. L. Lions [5, [6], pour étudier

des problémes de controle impulsionnel.

Pour notre part, on s’intéresse a I'approximation par éléments finis, en introduisant
I’algorithme de Schwarz pour des inéquations quasi-variationnelles, dans la mesure ou le

second membre et 'obstacle dépendent de la solution.

Notre probléme est une généralisation aux certaines classes d’inéquations quasi-variationnelles,
selon la dépendance du second membre et I'obstacle de la solution :
Dans un premier temps, la convergence uniforme du probléme d’obstacle a été étudié

dans|I1] et consistait a probléme de I'ostacle suivant :

13
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Trouver u € K telle que

a(u,v —u) > (f,v—u) dans Q, Vv e K
u < 1 v <,

qui a donné le resultat de convergence suivant :

lur — uf oo < CRP|loghf?, i=1,2.

Y

Ce méme résultat d’estimation a été obtenu dans [23] pour le probléme suivant :

a(u,v —u) > (f(u),v —u) dans Q,Vv € K(u).
u < i v <.
L’étude d’'une inéquation variationnelle & opérateur non coercif, a été faite dans [35],
ou ils ont trouvé le méme résultat d’approximation.
D’autre part I’étude d’une inéquation quasi-variationnelle lié au probléme de controle

ergodique a été faite dans|31] qui consistait au suivant :

b(Ua, v — Ua) = (f + TUa, v — uy), a € (0,1)
U < Mg, v < Mug,

ou ils ont obtenu 'approximation suivante :

[tta, — ufh! ||loo < Ca?h?loghl*, i=1,2.

Finalement, a été étudié dans [20)] la convergence uniforme pour une inéquation quasi-

variationnelle ot 'obstacle dépend de la solution définie comme suit :

4

a(u,v —u) > (f,v—u) Vv e K
u < Mu; Mu>0
Mu=Fk+ inf u(x+e);
£>0,24c€Q
\ g_;; = ; dans I'y et ©w = 0 dans I'y.

14
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L’estimation d’erreur obtenue est :

lur — ufy oo < CR*|log b i = 1,2.

Le but de notre travail est ’étude de la convergence uniforme, en améliorant les résul-
tats précédents pour une inéquation quasi- variationnelle d’ordre général dans le sens ol

le second membre et I'obstacle dépendent de la solution :

a(u,v —u) > (f(u),v —u) dans Q,Vv € K (u)
u < Mu; v < Mu

U= g; sur Of).

On a obtenu 'approximation suivante :

uy — w2 Y| < CH2[log hJ?,i = 1,2.

L’intérét de la norme de la convergence uniforme est son caractére concret et réaliste.

Le travail présent se décompose en trois chapitres.
Dans le premier, nous rappelons quelques résultats généraux sur les inéquations variation-
nelles et quasi-variationnelles, comme on donne aussi ’approximation par éléments finis
des deux problémes ot la discrétisation du probléme continu par une méthode d’éléments
finis P(1) conforme conduit a I’analogue discret du probléme en introduisant des résultats

d’approximations et de convergence uniforme di a [16], 23].

Quand au deuxiéme chapitre, il est consacré a I'application de la méthode de Schwarz
pour une inéquation quasi-variationnelle elliptique, ol le second membre et ’obstacle dé-
pendent de la solution. Nous exposons les deux algorithmes de Schwarz continu et discret,

en introduisant deux suites auxiliaires, et finalement nous prouvons notre résultat d’esti-

15
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mation.

L’objectif du troisiéme chapitre est d’améliorer le résultat d’estimation d’erreur obtenu
au chapitre précédent, (voir[4]).
Ces résultats sont basés sur une adaptation des travaux présentés dans [I6] pour les

inéquations varitionnelles.

16



Chapitre 1

(Généralités sur les Inéquations
Variationnelles et Quasi-

Variationnelles Elliptiques

1.1 Généralités sur les Inéquations Variationnelles El-

liptiques

1.1.1 Probléme continu
Hypothéses et notations

Soit © un ouvert de RY & frontiére suffisamment réguliére 9€.

Pour u,v € V (V = H}(Q) ou V = H(Q)) on pose :

8u ov al
)= (3 anl S ;bk—mbo

1<4,k<N

La forme bilinéaire associée a 'opérateur A est définie par :

0
AU:— Z % Zbk a—xk—FbQ

1<jk<N ~

17
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Généralités sur Les I.V et Q.V

M.Beggas

Les coeflicients a;(z), by(z), bo(x) sont supposés suffisamment réguliers, et by(z) satisfait

bo(z) > > 0;Vx € Q.
On suppose que la forme bilinéaire est continue, et fortement ceercive :
Vo € V,3a > 0:a(v,v) > v}
De plus, on considére un second membre f tel que :
fe L=(Q),
et un obstacle U tel que : ¥ € W>(Q) et ¥ > 0 sur 9.

Probléme d’inéquation variationnelle continue

On considére le probléme d’inéquation variationnelle suivant :

Trouver u € V solution de

a(u,v —u) > (f,v—u) YwveV

u< v v < U,

Existence et unicité de la solution continue

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

Pour démontrer I'exstence et 1'unicité de la solution du probléme (1.6), on énonce le

théoréme suivant :

Théoréme 1.1 [36] Sous les hypothéses et les notations précédentes, le probléme (1.6)

admet une solution unique u. De plus u satisfait la propriété de réqularité :

u€ W), 2<p< o

On va maintenant faire une étude sur quelques propriétés de la solution du probléme (1.6),

en commencant par introduire la notion des sous-solutions.

18
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Caractérisation de la solution continue comme enveloppe des sous-solutions

continues

Définition 1.1 On appelle 'ensemble des sous-solutions noté X, pour linéquation va-

riationnelle, ’ensemble de z € V' tel que :

a(z,v) < (f,v) YweViv>0

z < W,

Théoréme 1.2 [17] Sous les hypothéses précédentes, la solution u de linéquation vara-

tionnelle (1.6), est le plus grand élément de X .

Preuve. :

On a :
a(u,v —u) > (f,v—u) YoevVv

u< Vo<W,

Soit v =u — v, et v > 0 alors :

a(u,v —u) = a(u,—v) > (f, —v).

Donc : a(u,v) < (f,v). Clest a dire u € X.
Montrons maintenant que u = sup z. Supposons le contraire, ie, il existe z, z € X tel que
zeX

u < z.

Ainsi, z est une sous-solution du probléme suivant :

a(u,v) < (f,v) YoeV,0>0

z < W,

Posons : v = (z —u)™ >0, ou (2 —u)" = sup(z — u,0).

Donc :
a(z, (z —u)) < (f, (z —w)")

z < W,

19
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D’autre part :
a(z,(z—u)") = (f,(z —u)")
u < W,
Alors:  —a((z—uw)",(z—u)") >0,1e, :a((z —u), (z—u)t) <0.
Puisque la forme bilinéaire est ccercive, il en résulte que : (z —u)* =0, donc : z < u, d’ou

la contraduction. m

Propriété de monotonie de la solution continue

On note la solution u de 'LV par 9(f, ¥), ou f est le second membre et W I'obstacle.

Proposition 1.1 [17] La solution de 'LV est croissante par rapport a ['obstacle U, et
au second membre fi.e :

Si f<f, et U<V, alors O(f, V) < d(f, V).

Preuve. :
Soient f < fet U<V,

Posons : u = 9(f, V), et w = 8(]7, 0), par suite on a :

a(u,v) < (f,v) YoeV,o=0

Ce qui donne :
a(u,v) < (f,v) < (fiv) WweV,v>0
ugllfgkff,
d’ou : N
a(u,v) < (f,v) YoeViuv>0

u< v,

Alors u est une sous-solution pour w, ¢’est a dire : u < w, d’ou, (f,¥) < 8(]7, 0).
m Le résultat suivant est un lemme de monotonie de la solution, par rapport a la condition

au bord et a ’obstacle.

20
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Soit ’ensemble convexe non vide :

Ky={veViv=g sur 0Q,v<¥ dans Q},

ot g est une fonction reguliére définie sur 0S.

Lemme 1.1 [17] Posons :

u=0(g,V); u=0(g,9).
Si W > Wet g > g, alors d(g, ¥) > d(g, V).

Preuve. :

Posons : v = min(0, u — @). Dans la région ou v est négative (v < 0), on a :
u<au<U <P,
c’est a dire que 'obstacle n’est pas actif pour u, donc on a :
a(u,v) = (f,v) (car u< W), (1.7)
et a+v<W. Ce qui donne :
a(t,v) > a(t+v,v) = (f,v) , (car v <0)

et par suite :
a(u,v) > (f,v). (1.8)

En additionnant (1.8) et (1.9), on obtient :

a(t—u,v) >0 (4—u=—v).

Mais comme

a(v,v) = a(u — 4,v) = —a(t — u,v) <0,

21
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on a donc : v = 0 et par conséquent : u > @, i.e., (g, ¥) > d(g, V).

m Considérons maintenant I'application ¢ définie comme suit :
o:L>®(Q) — L™(Q)

Ui— o(V) = u,

ou u est la solution continue du probléme [1.6

Proposition 1.2 [17] L’application o est croissante et lipschitzienne (de constante 1

dans L>(Q)

Preuve. :

1. o est croissante.

Soient W et W dans L>®(1), tel que :¥ < ¥, alors :

o(U) <<V,

Donc o(¥) est une sous-solution pour 'LV avec I'obstacle ¥, et en vertu du théoréme
(1.2), on obtient :
o(V) < o(V).

D’ou o est croissante.

2. o estl-Lipshitzienne.
Soient W, ¥ de L®(), et £ = o(V); £ = o().
Posons : @& = ||U — U||o. Alors : £ —® < U — & < U, donc € — ® est une
sous-solution pour 'LV avec l'obstacle ¥, comme é est la plus grande des sous-

solutions :£ — ® < €.

22
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Dot : [Jo(¥) = o (V)]s < ¥ — V|ec.

[ |
Proposition 1.3 Soit 6 une constante positive, alors :
o(V+46) <o(V)+0

Preuve. :
(V) +§ = u+3 est une solution de 'I.V avec le second membre f+byd et 'obstacle ¥+ 9,
et o(W +4) est une solution de 'LV avec le second membre f et 'obstacle ¥ + §.Comme
bo(x) > > 0, alors :
f < f+ agd, d’aprés la proposition (1.2), on a :

o(¥+0) <o(¥)+ 0.
n

Proposition 1.4 .

Sous les notations et les conditions du lemmell.1), on a :
lu = @l ) < 1¥ = Wl @) + [lg = Gll (o0 (1.9)

Remarque 1.1 $i ¥ = U, devient :

|u — 1| zoc () < |lg — Gllzeea0)-

1.1.2 Probléme discret

On va introduire le probléme discrét et effectuer une étude similaire a celle faite pré-
cédement pour le probléme continu. Pour insister sur la symétrie de I’étude, on suivra
exactement la méme démarche qu’au cas continu.

Avant de passer & ces démarches, on va rappeler quelques résultats et définitions.
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Définition 1.2 On dit que les espaces Vi, h > 0 forment une approximation interne (on

parle aussi d’approximation conforme de V') si :
1. Pour tout h >0, V, CV

2. pour tout v € V, il existe vy, € V}, tel que :

lv —vplly — 0 quand h — 0.

Il est également souhaitable que cet espace V}, soit facile & construire, on pourra choisir un
espace formé de polynomes ou de fonctions polyndémiales par morceaux, ... Pour notre cas,
on va considérer un espace d’éléments finis conformes construits & partir des polynoémes
de degré 1, quand a l'introduction du degré supérieur, elle n’a pas été envisagée dans la
mesure ou les propriétés de régularité rencontrées ne semblent pas permettre d’en tirer

profit.

Elément finis triangulaires de degré 1 : (P;)

Nous voulons construire un sous-espace V}, de type éléments finis triangulaires. Pour

cela, nous construisons une triangulation 7, de €2 en subdivisant €2 en triangles K1, K>, ... K,,

tels que :
m
L= |J K
KETh7j:1

2. Pouri # j ,

un coté commun
K;NK; =< un sommet M, commun

disjoints

3. Les éléments ne sont pas dégénérés, i.e, ils sont d’aires non nulles.
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4. Tous les coins de 02 sont des sommets d’éléments de 77,

Nous introduisons encore un parametre h qui mesure le degré de finesse de la triangulation
Th -

h = max diam(K).

Ker,
On établit sur 2 une trianglation réguliére quasi-uniforme et on introduit V}, I’espace des

éléments finis conformes suivant :
Vi, = {un € C(Q) NV, telque vy/., € Pi}. (1.10)

Soient My, s = 1,2,...m(h) les sommets de la triangulation 75, qui n’appartiennent pas a
0f) appelés les nceuds interieurs. Pour décrire une fonction g € V},, nous pouvons choisir
comme parametres les valeurs g(Mj) de la fonction g aux nceuds M. Ces valeurs sont
appelées degrés de liberté. Les fonctions de base pour l'espace Vj 1, @o, ...0s sont alors

définies par :

1
(M) =60 =14 0
s, 0=1,2,..m(h)
Puisque toute fonction g de V), peut étre représentée par une combinaison liniéaire des

©s, alors on a :
m(h)

g(l’) = Z g<Ml)¢s(‘r7 y)

s,l=1
On introduit également I'opérateur de restriction 7, pour v € C(Q N H}(Q) :

m(h)

TRV = Z v(M))ps(z,y).

s,l=1

L’ordre sur Vj, sera celui induit par R™®),
Nous introduisons d’une maniére naturelle la matrice de discrétisation A de coefficients

génériques a(py, ps), ol @5, s = 1,2, ...m(h) sont les ceefficients dans la base usuelle.
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Hypothése du principe du maximum discret (PMD)

On suppose que la matrice qui résulte de la discrétisation est une M-matrice, on trou-
vera dans [32] des conditions géométriques simples pour lesquelles I'hypothése du(PMD)
est satisfaite. Considérons maintenant le probléme discret associé au probléme (1.6).

Trouver uy, € Vj, qui verifie :

a(up, vy —up) > (f,on —up) Yo, €V
(un, vn — up) > (f,on —up) Vop, € Vy (L.11)

Up, S Th\p Up, S Th\I/.

Théoréme 1.3 [36] Sous les hypotheses précédentes et ’hypothése du(PMD), le probléme

(1.12) admet une solution unique.

Pour le probléme discret, on donne une étude similaire & celle entreprise précédement

pour le probléme continu.

Caractérisation de la solution discrete comme enveloppe des sous-solutions

discretes

Définition 1.3 On appelle I’ensemble des sous-solutions noté Xy, pour 'LV, l’ensemble
des zp € V, tel que :

a(zn, ¢s) < (fips) Vs=1,2,..m(h)

z <rpV.

(1.12)
Théoréme 1.4 [16] Sous les hypothéses précédentes, la solution wuy, du probleme (1.12),
est le plus grand élement de X,.
Preuve. :
Similaire au cas continu. m
Propriété de monotonie de la solution discrete

On note la solution uy de 'LV discrete par 9y (f,r,¥) ot f est le second membre et

lobstacle W
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Proposition 1.5 Sous les hypothéses et les notations précédentes, la solution de 'LV

(1.12), est croissante par rapport a l'obstacle ¥ et au second membre f,c’est a dire

Sif<fetW <, alors : (f,ra¥) < On(f,ra¥).

Preuve. : Similaire au cas du probléme continu. m On va citer, comme dans le cas du
probléme continu, un lemme de monotonie de la solution de I'l.V discrete, mais cette fois
ci par rapport aux conditions au bord et a ’obstacle.

Soit, pour cela

Ky = A{vy, € Viyup, = mpg sur, 09, v <V},

ou 7, opérateur d’interpolation sur 0f2.

Lemme 1.2 Posons up, = Op(mng, 7h¥V) ; @ = Op(mh3, rh\i').

St mhg > whg, et rp Vo> rh\I/, alors uy, > Uy,

Preuve. : Similaire au lemme [I.1]

m Par analogie au cas continu, considérons 'application oy, :
oy L — L™

U — o, (V) = uy,

ol uy, est la solution de 'LV (1.12)
Proposition 1.6 L’application oy, est croissante, et 1-lipschitzienne (k = 1)
Preuve. : Similaire au cas du probléme continu. m

Proposition 1.7 Sous les notations et les conditions du lemme[I.], on a :

[ur, — tin]|pee < |Irn ¥ — 130 || 1 () + | Thg — T8l L (0)-
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Remarque 1.2 Si U =%, on a :

|un — Unl|ze < ||Thg — TG Lo (092)-

1.1.3 Approximation en norme L™~

Examinons maintenant ’erreur commise lorsqu’on approche la solution du probléme
(1.6) par la solution du probléme (1.12). On va citer quelques résultats d’estimation en

norme L obtenus dans [16].

Position du probléme discret
On rappelle que notre probléme discret est le suivant :

a(uh,vh — Uh> Z (f, Vp — uh)

up < rp v, v, < rpW.

Posons wuy, solution de

ap(un, vp) = a(u,vy), (1.13)
ol u est la solution de I'inéquation varationnelle du probléme continue (1.6), alors on a
lu = tnll=(,) < Ch?|loghl?, (1.14)
et
|w = rpul L,y < Ch*|logh)?, (1.15)

ou Ve W2’°°(Q).
Posons :p = V| p(z.0n),

ol p est la restriction de ¥ sur la boule de centre xy et de rayon Ch, et par suite :

Sion a

u(zo) = V(xo) = p(z0),
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alors

lu(z) — p(z)| < Ch*|log h|?, Yz € B(zq, Ch). (1.16)

Remarque 1.3 La nature de notre probléme est l’existence d’une frontiére libre entre
Qo ={z € Qlu(x) =V(x)},

dit ’ensemble de coicidence et [’ensemble complémentaire de Qg dans €.

Pour le probléeme discret I’ensemble de coicidence est donné par :

Qo = {IL‘ S Th/ThﬂQQ 7& @},

o Ty, est un élément de triangulation T".

Lemme 1.3 [17] Sous les hypothéses et les notations précédentes on a :

|lu— Wl|pe < C’h2| logh|2,

et
¥ — 7| < Ch?|log h|?.

Lemme 1.4 [17] Sous les conditions de (1.5) a (1.14) et le PMD, il existe une constante

Cs indépendante de h telle que :
|un — ra ¥ Lo,y < Coh®|log h|?. (1.17)
Théoréme 1.5 [17] Sous les hypothéses et les notations précédentes on a :
|u — upl|pe < Ch?|loghl?.
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1.2 Inéquations Quasi-Variationnelles

Dans cette section, on va étudier trois classes des inéquations quasi- variationnelles (on
abrégé 1.Q.V) selon la dépendance du second membre et 'obstacle de la solution comme

suit :
1. 1.Q.V ot le second membre dépend de la solution.
2. 1.Q.V ou l'obstacle dépend de la solution.

3. 1.Q.V ot le second membre et l'obstacle dépendent de la solution.

1.3 1.Q.V ot le second membre dépend de la solution

1.3.1 Probléme continu

On concidére le probléme suivant :

Trouver u € H} () solution de

a(u,v —u) > (f(u),v—u), Yo e Hj(Q)

u<WV¥, o<W,

(1.18)

Soit f(.) une forme non linéaire, non décroissante et lipchitizienne avec une constante «
a

qui vérifie : B < 1, out f est la constante définie dans (1.3).

Eexistence et unicité de la solution continue d’I.Q.V

Théoréme 1.6 [J] Sous les hypothéses et les notations précédentes, le probléme

admet une solution unique dans W?P(2), 2 <p < oco.

Propriété de monotonie de la solution continue d’l.Q.V

Nous introduissons la propriété de monotonie de la solution continue.

On note par : w = o(f(u)), w =o(f(a).)
Lemme 1.5 [17, [11/
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1. Si f(u) > (@), alors, o(f(u) > o(f(@)).

2. [lo(f(w)) — o(f(@)]|zmq@) < %Hf(U) — ()| ).

1.3.2 Probléme discret

On va introduire le probléme discret et effectuer une étude similaire & celle entreprise
précédement pour le probléme continu. Pour insister sur la symétrie de 1’étude, on suivra
exactement la méme démarche qu’au cas continu.

On établit sur €2 une trianglation réguliére quassi-uniforme et on introduit V}, ’espace des

¢léments finis conformes suivant :
Vi, = {u, € C(Q) NV, telque vy/., € Pi} (1.19)

Soit My, s = 1,2, ...m(h) les sommets de la triangulation 75, qui n’appartiennent pas a
0.

Pour décrire une fonction g € V},, nous pouvons choisir comme parametres les valeurs
g(My) de la fonction g aux noeuds M. Ces valeurs sont appélées degrés de liberté.

Les fonctions de base pour l'espace Vj, @1, @, ...¢0s sont alors définies par :

1
(M) =60=14 0
s,0=1,2,..m(h)
Puisque toute fonction g de V}, peut étre représentée par une combinaison liniéaire des ¢,

nous avons :
m(h)

g(@) =Y g(M)py(,y)

s,l=1

On introduit également 'opérateur de restriction ry, :
Pour v € C(QN H(N) :
m(h)

=Y o(M)pu(e,y) (1.20)

s, =1
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L’ordre sur Vj, sera celui induit par R™"®).
Nous introduisons, d’une maniére naturelle, la matrice de discrétisation A de ccefficients

générique a(py, ps), ol g, s = 1,2, ...m(h) sont les coefficients de base usuelle.

Hypothése du principe du maximum discret (PMD)

On suppose que la matrice A est une M-matrice (On trouvera dans [32] des conditions
géométriques simples pour lesquelles ’hypothése du(PMD) est satisfaite). Considérons le
probléme discret associé au probléme continu (1.19).

Trouver u; € V), solution de

a(up, v — up) = (f(un), vn —un), Vo, €V, (1.21)

up < rpW, vp <,
ou Vi, ={v, € C(Q) NV, tel que vy,/ry € Pi}.
Théoréme 1.7 [9, [J] Sous les hypothéses et les notations précédentes et le principe du
mazximum discret, le probléme admet une solution discrete unique.
Propriété de monotonie de la solution discrete d’1.Q.V
D’une fagon analogue au cas continu, on a :
Lemme 1.6 [11, [15] On note par : w, = on(f(up)), Wy = on(f(Us.))

1. Si f(uh) Z f(dh>; alors ah(f(uh)) Z O'h(fifh).

. 1 .
2. |lon(f(un)) — on(f ()|l L) < BHf(Uh) — fn)| (o)
Nous finissons cette section par un important théoréme d’approximation :

Théoréme 1.8 [J] Soient u et uy, respectivement, les solutions de[1.1§ et alors on
a:

Ju — up | zoo(@) < C1h?|In A%
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1.4 1.Q.V ou l'obstacle dépend de la solution

1.4.1 Probléme continu

On consideére le probléme de 'obstacle suivant : Trouver u € K, solution de

a(u,v —u) > (f,v—u) dans
u < Mu; Mu >0 (1.22)

u=g; sur 052,

ou f € L>®(Q) et M opérateur donné par :

Mu=Fk+ inf wu(x+e),
e>0,x+e€Q

ou
a(u,v) —/QVqudu,
et
(f,v):/fvdu.
0
On note :

K,={ve H'(Q):v=9g sur 0Qv<Mu dans Q},
tel que K, est un ensemble convexe, fermé et non vide. Avec g une fonction réguliére

définie sur 0.

Existence et unicité de la solution continu

D’apres le théoréme (|1.6)), le probléme ([1.22)) admet une solution unique dans W?2?(Q), ; 2 <

p < o0.
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Propriété de monotonie de la solution continue

Dans ce qui suit, on va citer quelques résultat intéressant de monotonie de la solution
par rapport a l'obstacle et a la fonction au bord, et ceci en commencant par un lemme

qui nous donne la croissance de 'opérateure M.

Lemme 1.7 [25] Soient u et @ dans K.

Siu < u, alors :

De plus, on a :

M(u+ X)) = M(u)+ A, YAeR.

Proposition 1.8 [25] Sous les conditions du lemme précédent on a :
|Mu — Mooy < flu— 2oy, (1.23)

Preuve. :
On a:

alors en utilisant le lemme (1.7) on obtient :

ce qui donne

Mu S Mﬁ—i— Hu—&HLoo(Q),

d’ou

Mu — Mu S ||U—1~1,||LOO(Q).
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Et de la méme maniére, en interchangeant les roles de Mwu et M, on obtient :

Alors

||Mu — MﬂHLoo(Q) S Hu — &HLOO(Q).

1.4.2 Probléme discret

On va introduire le probléme discret et effectuer une étude similaire & celle entreprise
précédement pour le probléme continu. Pour insister sur la symétrie de I’étude, on suivra
exactement la méme démarche qu’au paragraphe précédent.

On établit sur €2 une triangulation réguliére quasi-uniforme et on introduit V}, 'espace

des éléments finis conformes suivant :
Vi, = A{un € C(Q2) NV, telque vy /., € Pi}. (1.24)

Soit My, s =1,2,...,m(h) les sommets de la triangulation 75, qui n’appartiennent pas a 02
ou les nceuds intérieurs. Pour d’ecrire une fonction g € Vj, nous pouvons choisir comme
paramétres les valeurs g(M;) de la fonction g aux noeuds M. Ces valeurs sont appélées
degrés de liberté. Les fonctions de base pour 'espace Vj, 1, @o, ..., s sont alors définies

par :

1
0s(My) =00 =14 0
s,l=1,2,..m(h)
Puisque toute fonction g de V), peut étre représentée par une combinaison liniéaire des

@s, alors nous avons :
m(h)

g(x) = g(M)p.(,y)

s,l=1
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. On introduit également 'opérateur de restriction 4. Pour v € C(Q N H(Q) :

m(h)
mw =3 oM (r.y). (1.25)

s,l=1

L’ordre sur Vj, sera celui induit par R™".
Nous introduisons d’une maniére naturelle la matrice de discrétisation A de ceefficients

générique a(p, ps), ou @5, s = 1,2,...m(h) sont les coefficients de base usuelle.
Hypothése du principe du maximum discret (PMD)

On suppose que la matrice A est une M-matrice. (On trouvera dans[32] des conditions
géométriques simples pour lesquelles I'hypothése du (PMD) est satisfaite).

Probléme discret

On considére le probléme discret : Trouver u;, € K, solution de

a(up, v —up) > (f,0 —up) Yup,v € Ky (1.26)

uhgrhMuh s

ou feL®(Q) et Mu,=k+ inf wup(x+e).

e>0,2+e€Q
Ici,

Ky ={veV,:v=mygsur 02, v <r,Mu, dans Q},

7, Popérateur d’interpolation sur 0f2.

Existence et unicité de la solution discrete

D’aprés le théoréme , le probléme ([1.26]) admet une solution discrete unique.

Propriété de monotonie de la solution discrete

D’une fagon analogue a celle du cas continu, les résultats restent vrais pour le cas

discret.
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Lemme 1.8 [25] Soient w, et wy, dans Ky, solutions de (1.32).

St up, <y, alors  Muy, < May,. De plus, on a :
M(up+ X)) = M(up) + A, YAER.
Proposition 1.9 Sous les mémes donnés du lemme précédent on a :
| Muy, — My || L) < ||un — nl| Lo @) (1.27)

Preuve. : Similaire au cas continu. =

1.5 1.Q.V ou obstacle et le second membre dépendent
de la solution

Soit © un ouvert de R™ a frontiére suffisamment réguliere 9Q. Pour u,v € H(Q),

considérons la forme bilinéaire suivante :

a(u,v)=/ﬁ< Z aij(x)g—zg—;%— Z ai(x)g;—kao(x)u.v)dx, (1.28)

1<ij<n 1<i,j<n

ol a;j(x),a;(x),ap(x),x € Q,1 < i j < n sont suffisamment réguliers et satisfont les

conditions suivantes :

S ayéil; > vlEE e RNy >0, (1.29)
1<4,5<n
ao(z) > >0, (1.30)

ou [ est une constante et M opérateur donné par :

Mu=Fk+ inf u(x+e),
e2>0,z+e€Q2

ol k > 0 et M satisfait :

Mu € W»*(Q), Mu >0, sur 92: 0< g < Mu, (1.31)
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et g une fonction réguliére définie sur 0€2. Soit f(.) une fonction non linéaire, non décrois-

sante et lipschitzienne avec une constante o qui vérifie :

% <1, felL™9) (1.32)

K

s(u) est un convexe, fermé et non vide défini par :

K,(u) ={ve H'(Q), v=gsur 99, v< Mu, dans Q}.

1.5.1 Probléme continu

Considérons le probléme suivant : Trouver u € k,(u) solution de :

a(u,v —u) > (f(u),v —u) dans Q,Vv € K (u)
u < Mu; v < Mu (1.33)

U= g; sur Of).

Existence et unicité de la solution continue

Théoréme 1.9 [5, (9] Sous les conditions précédantes, le probleme (1.34) admet une so-

lution unique u € Ky(u). De plus on a :

u€ W(Q), 2<p<oo

Propriété de monotonie de la solution continue

Lemme 1.9 [25]. Pour tout u et u dans K,(u), on a :
1. St w<a, alors Mu < Mau, et M(u+ ) = M(u)+ A, VAeR.

2. ||MU — Mﬂ||Loo(Q) S ||u — a”Loo(Q)
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Caractérisation de la solution continue comme envoloppe des sous-solutions

continues

On appelle I'ensemble des sous-solutions nété X, pour I'l.Q.V, 'ensemble des z € K

tel que :
a(z,v) > (f(2),v), Vz € Ky(u), v>0

z2< Mz, v<Mz.

Théoréme 1.10 [16] Sous les hypothéses précédentes, la solution u du probleme (1.34)

est le plus grand élément de X.

1.5.2 Probléme discret

On garde la méme triangulation du paragraphe précédent, ainsi que 'hypothése du
(PMD).
Trouver uy, € K p,(uyp,) solution de
a(up, v —up) > (f(up),v —up) Yup,v e Kgp(up)
up < rpMuy, (1.34)
Up, = ThY sur 052,

ou feL®), Mu, =k+ inf up(zr+¢)et
e>0,x+e€2

Kop(up) ={v €V, :v=mug sur 0Q;v < r,Muy, dans Q},

7, Popérateur d’interpolation sur 02 et r;, 'opérateur de restriction.

Existence et unicité de la solution discrete

D’aprés le théoréme (1.7), le probléme (1.36) admet une solution dicrete unique.

Propriété de monotonie de la solution discrete

D’une fagon analogue a celle du cas continu, les résultats restent vrais pour le cas

discret.
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Lemme 1.10 Soient uy, et uy, dans Kg(u), on a :

1. Siup < uy, alors Mu, < Muy,.
Et
M(uh+>\):M(uh)+)\, VA eR.

HMUh — M’thHLoo(Q) < Huh — ’l[hHLoo(Q).
Caractérisation de la solution discrete comme envoloppe des sous-solutions
discretes

On appelle I'ensemble des sous-solutions,nété, X, pour I'l.Q.V, I'ensemble des z;, €

Kyp(u) tel que :

a(zn, i) < (f(zn), 1) Vi=1,...,m(h)

Zh S ThMZh.

(1.35)

Théoréme 1.11 [16] Sous les hypothéses précédentes, la solution uy, du probleme (1.35)est

le plus grand élément de Xj,.

1.5.3 Approximation en norme L~

Nous terminons cette section par une importante résultat d’approximation, qui concerne

les trois modéles des inéquations quasi-variationnelles étudiées.

Théoréme 1.12 [16/ Soient u et uy, respectivement, les solutions des probléemes continu
et discret, alors on a :

Ju — up | zoo(@) < Ch?|Inhl%.

Idée du démonstration :

Premiére partie :
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construction d’une fonction discréte oy, proche de u qui verifie :
ap < uy et ||ap — ul|pe < Ch?|log h|?.

Deuxiéme partie :

construction d’une fonction discrete ), proche de wu; qui verifie :
Br < wuet |8y — un|le < Ch?|loghl?.

Troisiéme partie :

la démonstration du théoréme se poursuite, alors comme suit :

u < oy + Ch?|log h|?,

u < uy, + Ch?|log h|?.
D’autre part :
up, < By, + Ch?|log h|*.

up < U+ C’h2] log h|?.

Donc :

|w — up|| e < Ch?|log h|?.
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Chapitre 2

Convergence Uniforme de la Méthode
de Schwarz pour une Inéquation

Quasi-Variationnelle Elliptique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la méthode de Schwarz pour une inéquation quasi-
variationnelle elliptique ot le second membre et 'obstacle dépendent de la solution. Le
résultat principal de cette étude est de prouver I’ estimation de l'erreur en norme L°°.
En appliquant la méthode de Schwarz dans le cas de la subdivision du domaine global
en deux sous-domaines sans recouvrement. La discrétisation des deux sous-domaines est

indépendantes 'une de I'autre de facon a avoir un maillage nonmatching.
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2.2 Probléme continu d’[.Q.V

2.2.1 Hypothéses et notations

Soit © un ouvert de R™ a frontiére suffisamment réguliere 9Q. Pour u,v € H(Q),

considérons la forme bilinéaire suivante :

a(u,v):/9< Z aij(x)g—zg—;%— Z ai(a:)g;—i—ao(z)u.v)dx, (2.1)

1<ij<n 1<ij<n
oit ai;(x),ai(z),ap(x),r € 0,1 < i,j < n sont suffisamment réguliers et satistont les

conditions suivantes :

Z az]§Z€] Z V|€|27€ € RTL’]/ > 07 (22)

1<i,j<n

ag(z) > B >0, (2.3)
ou 3 est une constante.

M un opérateur donné par :

Mu=k+ inf wu(z+e),
e>0,24+c€52

k > 0 et M satisfait :
Mu € W?*(Q), Mu >0, sur 92: 0<g< Mu, (2.4)

ou g une fonction réguliére définie sur 9. Soit f(.) une fonction non linéaire, non dé-

croissante et lipschitzienne avec une constante a qui vérifie :

% <1, feL¥(Q), (2.5)

K,(u) est un convexe fermé et non vide défini par :

K,(u) = {v e H'(Q),v =g sur 99, v < Mu dans Q}.
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2.2.2 Probléme continu

Considérons le probléme suivant :

Trouver u € ky(u) la solution de

a(u,v —u) > (f(u),v —u) dans Q,Vv € Ky(u)
u < Mu, v < Mu (2.6)

u=gq, sur 0f2.

2.2.3 Existence et unicité de la solution continue d’I.Q.V

Théoréme 2.1 [J] Sous les hypothéses et les notations précédentes, le probleme (2.6)

admet au plus une solution.

On peut montrer que la solution continue du probléme (2.6) coincide avec le point fixe de

la contraction qui nous assure l'unicité. Considérons ’application suivante :
T:L>(Q) — L™(Q)
wr— T(w) = €,
ou & est la solution de I'T.Q .V :

a(&,v—&) > (f(w),v=¢) dans Q,Vv € K(u)
& < Mu; v < Mu.

Théoréme 2.2 [T1)] Sous ’hypothése (2.5),1’application T est une contraction dans L>(€2)

Q@
de constante —. Donc T posséde un point fize unique qui coincide avec la solution du pro-

B
bleme (2.6).

2.2.4 Reégularité de la solution continue d’I.Q.V
Théoréme 2.3 [J] Sous les hypothéses précédentes, nous avons :

ue W), 2<p<oo
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2.2.5 Propriété de monotonie de la solution continue

Lemme 2.1 [25] Pour tout u et u dans K,(u), on a :

1. S8t uw<u, alors Mu < Maua.

De plus M(u+ X) = M(u) + A\, YA € R.

2. HMU — MﬂHLoo(Q) S ||’LL — a”Loo(Q).

2.2.6 Algorithme de Schwarz continu
Décomposition du domaine

Nous décomposons {2 en deux sous-domaines €27 et {25 tels que 2 = 2,;U,. La solution

u du (2.6) satisfait les conditions de régularité local suivante :
ulg, € W?P(;) 2<p<oo;i=1,2

On note par : 9€); la frontiére de €2;, 1 = 1,2
Fl = 891 N QQ et FQ = 892 N Ql telle que fl mfz = @

Algorithme continu

Soit I’algorithme suivant : Choisissant u{ = u) = k, et en définie les suites continues
de Schwarz (u}*!) sur Q; comme suit :

u}t € K(u?) solution de

ar(ui ™ v —ui ™) > (fiuf),v —uit)

upt < Mu} (2.7)
n+l _ . n T _n Q
uy ' = uysurly U =uy Ssur 1

Et (uy™) sur Q telle que uj™ € K(u}) solution de

az(uy™ v —us™h) = (faup), v — uy™)
uy™ < Mul (2.8)

uyt™ = uf sur Ty v=ul sur I'y,
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ou fi = f/a,,i =1,2 et (a;(u,v) la forme bilinéaire définie dans (2.1).

La convergence géeométrique est due a M. Haiour et S. Boularas [19].

2.2.7 Convergence géométrique

Théoréme 2.4 [T9] Les suites (ul™), (ud™), n > 0,générées par l'algorithme de Schwarz
convergent géométriquement vers la solution u du probléme (2.6). Plus précisément il

existe deuzx constantes Ky, Ky € (0,1) telle ques pour tout n > 0,

Jur — uf | Lo () < KPKG [0 — uflpoory),

g — uy || Lo ) < KPS [[u® — ]| ooy,

On va citer une importante proposition qui nous donne la dépendance continue de la
solution par rapport aux second membre, la fonction au bord g et 'obstacle.

Soient : w = o(f(u), Mu, g),w = o(f(a), Ma,g), ot u,a € Ky(u)
Proposition 2.1 ‘sous les hypotheses et notations précédentes , on a :
lw =@l L) < N (u) = f@) | + [[Mu — M| Lo + 119 — gl @,

Preuve. :

Posons :

O = | f(u) = f(@)||Lo) + |Mu— M| o) + |9 — gl

On a
f(uw) < f(a) + f(u) — f(a)
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fu) < fa) +[1f(uw) = f@)]]
flu) < f(a) + @.

De la méme maniére on obtient : ¢ < g+ & et Mu < Mu + &.

En utilisant les lemmes (1.1) et (1.5) on aura :
o(f(u), Mu,g) < o(f(u)+ @, Mi+®,g+ P)

< (f(a), Ma,g) + ®.

Donc

o(f(u), Mu,g) —o(f(a), Ma,g) < .

Puisque (f(u), Mu, g) et (f(a), M@, g) sont symetriques, on obtient :
o(f(a), Mu,g) —o(f(u), Mu,g) < ®.
Alors
[w = @[ ooy < N1f(w) = f(@) ][ + [Mu = Ml @) + [l = gllzeery)-
n

Remarque 2.1 Si Mu = Mu, on obtient :

lw = @llz=@y < 1/ () = F@ =) + g — dll=ro.

2.3 Probléme discret

On note par V}, I'espace d’éléments finis standards des fonctions linéaires continues par
morceaux sur ). Considérons maintenant le probléme discret associé au probléme (2.6) :
Trouver u;, € V} qui verifie :

a(up, v —up) > (f(up), v —up) Yup,v e Kg,(up)
Up, S ThMuh (29)

up, = Tpy sur 052,
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ou felL>®Q); Mu,=k+ inf wup(x+e)et
e>0,x+e€S)

Kop(up) ={v €V, 1 v =mpg sur 0Q;v < rpMuy, dans Q},

7, Popérateur d’interpolation sur 0f2.

2.3.1 Hypothése du principe du maximum discret

On suppose que la matrice qui résulte de la discrétisation du probléme (2.6) est une

M-matrice [32].

2.3.2 Existence et unicité de la solution discrete d’I.Q.V

Théoréme 2.5 [J] Sous les hypothéses précédentes et le principe du mazimum discret, le
probléme (2.10) admet au plus une solution discrete qui coincide avec l'unique point fize
de Uapplication suivante :
Ty : L2(Q) — V,
wr— Th(w) = &,
ot &, = op(f(w)) est la solution discrete de I'1.Q) .V :
a(€n,vn — &n) > (f(w),vn —&n);  dans 2, Vv €V},

En < rpMup; vy, < rpMuy,.

Théoréme 2.6 [11] Sous U’hypothése (2.5), Uapplication T, est une contraction dans
L*>(Q) de constante %.

Donc Ty, posséde un point fixe unique qui coincide avec la solution du probléme (2.10).

Pour l'estimation d’erreur d’approximation, on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.7 [9] Sous les hypothéses précédentes, il existe une constante Cy indepen-
dente de h telle que :

||U — uh||Loo(Q) S Clh2 10g |h|2
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Similaire, au cas continu on a :

Lemme 2.2 [25] Pour tout uy, et uy, dans K (uy), on a :
1. 8i up <y alors Muy, < Muy, et M(up +N) = M(up) + X\, VA €R.

2. HMUh — M’L[hHLoo(Q) S Huh — l[hHLoo(Q).

2.3.3 Algorithme de Schwarz discret

Pour i = 1,2, on établit une triangulation 7% réguliére et quasi-uniforme dans €; ou
h; présente la taille de la maille. On suppose que le deux triangulations sont mutuellement
indépendantes sur €2; N 2y dans le sens ou un triangle d’une triangulation n’appartient
pas nécessairement a l'autre.
Posons Vj,, = V;,(£2;) 'espace des foctions linéaires et continues par morceaux sur 7, qui
s’annulent sur 02 N €);.

Pour w € C(T;), soit :
Vh(:U) ={veh;v=0 sur 0Q;NIN,v= pip,(w) sur Ty} (2.10)

7y, l'opérateur d’interpolation sur I'; .

On suppose aussi que les matrices qui résultent de la discrétisation des problémes (2.7)
et (2.8) sont des M-matrices.

On trouvera dans [32] des conditions géométriques simples pour lesquelles 'hypothése

du(PMD) est satisfaite.

Algorithme discret

Partant de u}, = u3, = r,Mu) = k, nous définissons les analogues discretes des suites

de Schwarz continues respectivement par : (u};') € Vh(lugh) ot (u};!) est la solution de :

ar (W v — i) > (fu(ul,), v — uil) Yo e Vi

n+1 n n
Uyp, < r,M Uy, v<r,M U (211)
uttt = sur ', v =42 sur I

1h — Uop 1,V = Uy, 1
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u .
Et (uj!) € Vh(Q”“' ) telle que (uh; ') est la solution de :

as (it v =ty > (foluly), v — ulft) Vo € Vi

n+1 n n
Uy, < rhMUQh v < ThMUQh (212)
ubtt =y sur [y, v = u? sur [

2h  — Y1hn 2, U — UWgp 2-

Nous terminons cette section par la version discrete de la proposition (3.1). On note :

wy, = o(f(un), Mup, Th9), W, = o (f (Un, Miiy, 7hg), O0 up, Uy € Ko(up)
Proposition 2.2
[wn — || Lo () < (1 (un) = fun) || ooy + [[Mup — Maiy|| (o) + (|89 — T0gll Loy,
T = 00N 0,5 =1,2 eti].
Preuve. : Analogue a celle de la proposition (3.1). =

Remarque 2.2 Si Mu, = Muy,, on obtient :
|wn — WnllLee (o) < [1f(un) — fun)lle@,) + (709 — TGl e ry)-

2.4 Estimation d’erreur en norme L%

Cette section est consacrée a la démonstration du résultat principal de ce chapitre.Pour
cela, nous commengons par introduire deux suites auxiliaires discretes et un lemme intro-
duit dans [12] 23].

Notre contribution est de démontrer que ce lemme reste vrai pour notre probléme ( I’obs-

tacle et le second membre dépendent de la solution ).

2.4.1 Suites auxiliaires

Nous introduisons deux suites discretes auxiliaires comme suit :

Partons de : wj), = u), = k,i = 1,2. Définissons la suite (w(;") telle que wi}™" € V2
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solution de

ar (Wi o — i) > (fi(uly), 0 — i) Vo e VD

(2.13)
wihtt < r Mu?y, v < rpMuly,.
u ! .
Et (w™) telle que wii! € Vh(2 ) est la solution de :
n+1 _ 1 > n _ 1 v V(U?Jrl)
az(wyy, v —wy,) = (f2(3,),v —wy, ) Vv €V, (2.14)

n+1 n n

Notons que w(;"! est approximation par élément fini de u}™ définie dans (2.7) et (2.8).

Lemme 2.3 Nous avons :

n+1 n+1
it = <l = why Y fluh — wh, |
p=1 p=0

n+1 n+1

g™ =g llo < Y [luh = whyllz + ) lluf = why[h
p=0 p=1
Preuve. Pour simplifier les écritures, on note :
e = [z -2 = [l o)
[l = -l zoe @3 [l = (-l zoe 2
Thy = Thy = Th, 1 = hy = h.
Pour n = 0, en utilsant la remarque (2.2), nous obtenons :
lur = wipll < [lug = wiplly + [lwy, — s
< llug = wipll + 12 () = fr(udplly + [ma Moy — 7 Mg,y
< lug = waplly + [Muy — Mugy |y

lut = wiplls < llug = wiplh + 1M ug — Mug, 2.

Et du le lemme (2.2) on aura :

lur = wppll < flug = wipllh + [lul — wap 2. (2.15)
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Et de la méme maniére on obtient :
luy = uspllo < lluy — waylle + [[wyy, — w2
< uy — wap [l + (| fo(usy) — folugyllz + [mn Muy — m, Moug,|
= |I%2 2h 112 2\%2p 2\%2p112 h 1 h 1h12
< lug = wapll2 + |Muy — Mugyls
< Jlup — wapll2 + [[Muy — Mugy|h,
qui donne
luy = uapllz < Jluy — wayllo + flug — gl
De (2.15) on aura :
luy = uspllz < llug = wiglh + llug = ugplla + llug — w2, (2.16)
d’ou :
1 0
lut =gl <D luf = wipll+ D llug = udyls
p=1 p=0
1 1
g = ubplls < Y b = whylla + D lluf — whyll
p=0 p=1
Pour n = 1.
lui = uinlh < [lui = wiyll + [Jwd, — ui,lh
< fluf — wiplh + [1f (uip = flugnll + [mnMuy — 7 Mugy |y
< luf = wipll + [Muy — Mug,|y
< Jlut = wipll + flug — uzpl2
De (2.16) nous obtenons :
lui = uipll < lluy = wiplh + lluz — wapllo + llug — wiy 1 + [lug = w2 (2.17)
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De la méme maniére nous obtenons :

[u3 — uipll2 < fuj — wiyll2 + lwy, — u3, |l
< luj — wiyllz + [1f(u3y) — fludp)llz + [muMui — m,Mus, |

< llus — wipll2 + Jui — iy -

De (2.17) on trouve :
[l — uplla < lluz — wiyll2 + uz — wipll + uz — wisll2 + luy — wiplls + [luz — uz, -

D’ou :
2 1
uf = uiull <Y llad = whylle + > b — wh ||,
p=1 p=0

et

2 2
g = ugplle < Yk = whylla+ Y lluf = wiyla.
p=0 p=1
Passant a la seconde étape, et suppposons que :

n n
g — ugylla <> lluh — whylla+ > fluf — why . (2.18)
p=0 p=1

Démontrons la premiére inégalité (pour i = 1) :

™ = ufy e < ™ = i+ e = ug

< ™ = wip | Aalu) = A+ Jm Mg — mMug, |

< Jlui™ = wiiHh + 1My — Mug, |

53



Convergence Uniforme de la Méthode de Schwarz M.Beggas

< Jlup™ = wiy (g — ug -

De (2.18) on obtient :
n n
g™t =i < g™ =l o+ )l = whyll ) e = why L
p=0 p=1

Par conséquent :

n+1 n
™ =il < D lluf = why o+ b = wh [l (2.19)
p=1 p=0

Pour la seconde inégalité (i = 2), on a :

™t = ugy o < lus ™ — wi 2 + lwg ™ — gl

< lus™ = wiy 2 + [ fa(ugy) = fa(ubu)llo + [ Mui™ — m Mufy s
< lus™ = wiy 2 + (1M = Mug™ s

< llus ™ = wgy 2 + [l ™ — i

De (2.19) on obtient :

n+1 n

lust — g Ml < lupt —wh e+ ) luf —why e+ llub — wh, |l
p=1 p=0

Par conséquent :

n+1 n+1

lugt =gl < Y lluh = whylla+ > lJuf — why [l
p=0 p=1
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2.4.2 Estimation d’erreur en norme L

Nous terminons par une estimation d’erreur.

Théoréme 2.8 Soient u et uy, respectivement, les solutions des problémes continu et

discret, on posons h = max(hy, hy), alors il existe une constante C indépendante de h et

n telle que :

lui — uiy (o) < Ch*[loghl®, i =1,2.

Preuve. Nous donnons la preuve pour ¢ = 1. Le cas ¢ = 2 est similaire.

En effet, soit X' = max(ky, k2), en utilisant le lemme(2.3) et le théoréme (2.4) on obtient :

Jur — U ooy < lur — uf ™ ooy + uf ™ — wfy oo o)
n+1 n+1
< Jlur = uf gy + > uf —whyll + > lub — wh, |2
p=1 p=0

< K*M|[u® = ul| poo(ry) + 2(n + 1)C1h?| log h|?

< K2 ([|lu” = wpllpoory) + lun — ullpoory)) + 2(n+ 1)Cih%| log hl?

Posons K?" < h? nous obtenons :

Juy — | L) < Ch?|log b

m Dans ce qui suit, on va citer quelques résultats obtenus, pour des problémes qui
répresentent des cas particuliers de notre probléme, selon la dépendence du second membre

et 'obstacle avec la solution.

1. Si 'obstacle et le second membre ne dépendent pas de la solution :

(Mu =V et f(u) = f).
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Notre probléme devient :
a(u,v —u) > (f,v—u) dans Q,Vv e K
u < 1; v <.

Dans [12] le résultat d’approximation est donné par :

lur — u oo < CR?|logh?, i =1,2.

Y

2. Si l'obstacle dépend seulement de la solution :( f(u) = f).

Notre probléme devient :

(

Dans|20], le résultat d’estimation trouvés est le suivant :

|ur — uli oo < CR?|loghf?, i=1,2.

a(u,v —u) > (f,v—u) YVoe K
u < Mu; Mu >0
Mu=k+ inf wu(z+e);
e>0,2+e€0)
\ g_;;:gp; dansl'g et u = 0 dans I'/T.

3. Si le second membre dépend seulement - non linéairement- de la solution :

(Mwu = ). Notre probléme sera comme suit :

a(u,v —u) > (f(u),v —u) dans Q,Vv € K(u)
u < i v <.

Dans [23] le résultat d’estimation obtenue est :

lur — i oo < CR*|log AP, i =1,2.
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4. Si le second membre et l'obstacle dépendent-linéairement- de la sulution (f(u) =
f+rug, Mu= Mu,).
Nous obtenons une inéquation quasi-variationnelle liée & un probléme de controle

ergodique définie comme suit :

b(ta, v — Ug) > (f + Ta, v — Uy) a€ (0,1)

Uy < Muy; v < Mug,.

Dans [31] le résultat d’approximation est donné par :
[, — uh oo < Ca™R?|log b, i =1,2.

5. Si le second membre dépend seulemment -linéairement-de la solution :
(Mu=Vet f(u) = f+ \u).

Notre probléme devient une inéquation variationnelle a opérateur non coercif :

a(u,v —u) > (f + Au,v —u) dans Q,Vv e K

u < v <.

Dans [35] I'estimation obtenue est :

||lup — u?,flﬂoo < C’h2| log h|3, i=1,2.
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Chapitre 3

Amélioration de la Convergence

Uniforme

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons une deuxiéme approche dans le but d’amiliorer le
résultat obtenu précédement.
Cette approche se base entre un résultat de convergence qu’on va ’éprouver et celle de
la, convergence uniforme de Cortey-Dumont [9] de I'approximation en éléments finis pour

les inéquations variatinnelles, qu’on va 'adapter a notre probléme.

3.2 Probléme continu d’I.Q.V

3.2.1 Hypothéses et notations

Soit © un ouvert de R™ a frontiére 9 suffisamment régulicre. Pour u,v € H(Q),

considérons la forme bilinéaire suivante :

a(u,v):/ﬂ( Z aij(x)g—;iaa—xvj—l— Z ai(:l;)ggi—kao(x)u.v)dx, (3.1)

1<i,j<n 1<i,j<n
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ot a;j(z),a;(z),ap(z),z € Q1 < 4,7 < n sont suffisamment réguliers et satisfont les
conditions suivantes :

Z az]§25] Z V|€|27€ € an v > 07 (32)

1<i,j<n

ap(xz) > >0, (3.3)

ou [ est une constante.
M opérateur donné par :

Mu=k+ inf wu(z+e),
e>0,z+e€)

k> 0.
M satisfait :
Mu € W**(Q), Mu >0, sur 09:0<g< Mu, (3.4)
ou ¢ une fonction réguliére définie sur 0f2.
Soient f(.) une fonction non linéaire, non décroissaante et lipschitzienne, o une constante

qui vérifiant :

% <1, fel™9) (3.5)

et K, (u) est un convexe fermé et non vide définie par :

K,(u)={ve H'(Q),v=g sur 0Q,v< Mu dans Q}

3.2.2 Probléme continu

Considérons le probléme suivant :
Trouver u € ky(u) solution de
a(u,v —u) > (f(u),v —u) dans Q,Vv € K (u)
u < Mu; v< Mu (3.6)

u = g; sur 0f2.
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3.2.3 Existence et unicité de la solution continue d’I.Q.V

Théoréme 3.1 [J]/ Sous les hypothéses et les notations précédentes, le probleme (3.6)

admet au plus une solution.

On peut montrer que la solution continue du probléme (3.6) coincide avec le point fixe de
la contraction, qui nous assure 'unicité.

Considérons 'application suivante :
T:L>(Q) — L™(Q)

wi— T'(w) = ¢,

ou ¢ est la solution de I'l.QQ .V :

al&v—&) > (f(w),v—¢&) dans Q,Vv e K(u)
¢ < Mu; v < Mu.

Théoréme 3.2 [11)] Sous ’hypothése (3.5), Uapplication T est une contraction dans L*(§2)
de constante g

Done T posséde un point fize unique qui coincide avec la solution du probléeme (3.6).

Preuve. :

Soient w,@ dans €L®(2) et notons par : £ = T'(w) = o(f(w)) €
Posons : @ = 5| f(w) — f(@ =()-
Ona: f(w) < fo+|[[f(w) = f(@] =)
En utilisant (3.3), on obtient : f(w) < f(®) + ag®.

I
~
&
I
2
[y
&

Alors d’aprés un résultat de comparaison dans les inéquations variationnelles coercives,
ona:o(f(w)) <o(f(@) +a®.) Dou o(f(w)) <o(f(®))+ .
Donc : £ < & + .
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De la méme maniére, en interchangeant le role de £ et é , on obtient :

E<E+O.
Par conséquent : |Tw — Tw|| =) < %Hf(w) — f(@)]| 2o (-
Comme f(.)est lipchitizienne, on aboutit & :

[Tw = Twlloo < Fl1f(w) = F(@0) [ co-

L’hypothése (3.5) nous assure la contraction de 7. m

3.2.4 Reégularité de la solution continue d’I.Q.V

Théoréme 3.3 [J] Sous les hypotheses précédantes et 'hypothése du (PMD) nous avons :

3.2.5 Propriété de monotonie de la solution continue d’I.Q.V

. Noton par : u = o(f(u)), @ = o(f(@)), telle que u et & dans K,(u) les solutions du

probléme (3.6), avec les seconds membres f(u) et f(@) respectivement.
Lemme 3.1 [15,[37] Si f(u) > f(u), alors u > 4.
Théoréme 3.4 Sous les conditions du lemme précédent, nous avons :
- 1 -
lo(f(u) — o(f(@))llz(@) < BIIf(U) — f(@)| Lo (0)-

Preuve. :

Posons :

1 N
@:wavammm»
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On a:
f(w) < fat %Hf(U) — (@)~ 0.

D’aprés (3.3), on obtient :

fu) < (@) +% % ®.

Le lemme (3.1) nous donne :
o(f(u)) < o(f(@) + ao x ).

Donc

Alors

De la méme maniére, on obtient :

o(f(@)) —o(f(u)) <.

D’ou :
lo(f(w)) — o (F(@) @ < %Hf(u) — f@ 2~
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3.2.6 Algorithme de Schwarz continu
Décomposition du domaine

On décompose 2 en deux sous-domaines €21, {25 tel que : 2 = Q; U Qy
La solution u du (3.6) satisfait la condition de régularité local suivante :
u; € W?P(€;) pour 2<p<oo; i=1,2

on note par : d€); la frontiére de €; i = 1,2, 'y = 01 N Qy , T'y = 9Ny N Q telle que
fl N ITQ - @

Algorithme de Schwarz

Soit la procédure suivante :
choisissant : v? = u9 = k, la méthode alternée de Schwarz appliquée au probléme continu
conduit a la résolution de deux sous-problémes suivants :

(up™) sur Q; telle que v € K (u?) solution de

ar(uf ™ v —ui ™) > (fi(uf), v —uit)

utt < Mub, (3.7)
n+l _ ,n — an
ui™™ =uy surly v=uy sur I.

Et (u™) sur Q telle que uj™ € K(u}) solution de

az(uy ™ v —uy ™) > (fo(uf), v —up™)

uptt < Mup (3.8)
n+l _ ' n — n
uy = uf sur I'y v =u} sur D'y,

ou f; = fa,,i =1,2 et (a;(u,v) la forme bilinéaire définie dans (3.1).

3.3 Probléme discret d’1.Q.V

On note par V}, 'espace d’éléments finis standards des fonctions linéaires continues

par morceaux sur 2. L’analogue discret du probléme (3.6) consiste a :
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Trouver uy, € Kgp,(uy) solution de

a(up, v —up) > (f(up),v — up) Vup, v € Kgp(up)
Up, S ThMuh (39)

Up = Thy sur 0f),

ou felL>®Q); Mu,=k+ inf wup(x+e)et
e>0,z+e€Q

Kyp(uy,) ={v € V) 1 v =mg sur 0Q;v < ryMuy, dans Q},

7, Popérateur d’interpolation sur 0€2 et r, U'opérateur de restriction en élément finie

usuelle sur €.

3.3.1 Hypothése du principe du maximum discret

On suppose que la matrice qui résulte de la discrétisation du probléme (3.1) est une

M-matrice [32].

3.3.2 Existence et unicité de la solution discrete d’I.Q.V

Théoréme 3.5 [J] Sous les hpotheéses précédentes et le principe du mazimum discret, le
probléme (3.9) admet au plus une solution discrete qui coincide avec 'unique point fize

de Uapplication suivante :

Ty : L°(Q) — Vi,
W Th(w) = fh,

ot &, = op(f(w)) est la solution discrete de I'.Q) .V :

a(&p,vn — &) > (f(w),vn — &) dans Q,Yv eV,

En < rpnMup; vy, < rpMuy,.
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Théoréme 3.6 [11] Sous I’hypothése (3.5), Uapplication T, est une contraction dans
L>(82) de constante §.

Donc Ty, posséde un point fixe unique qui coincide avec la solution du probléme (3.9).

Preuve. :

Similaire au cas continu. =

3.3.3 Propriété de monotonie de la solution discrete d’I.Q.V

De la méme maniére qu’au cas continu on a :

Pour tout wy, et 4y, dans K,(uy) nous avons :

Lemme 3.2 [15, [37] Si f(un) < f(un), alors up < .

Théoréme 3.7 Sous les conditions du lemme précédant et I’hypothése du (PMD), on a :

lon(f(un)) — on(f(in))l o) < %Hf(uh) — ()| ()

Preuve. :
Similaire au cas continu.
m L’estimation d’erreur d’approximation entre la solution continue u et la solution discréte

up, est assuré par le théoréme (2.7).

3.3.4 Algorithme de Schwarz discret

Discrétisation

Pour i = 1,2, on établiit une triangulation 7/ réguliére et quasi-uniforme dans €2; ou
h; présente la taille de la maille. On suppose que le deux triangulations sont mutuellement

indépendantes sur €2; N {2y dans le sens ou un triangle d’une triangulation n’appartient
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pas nécessairement a l'autre.
Posons Vj,, = V;, () Pespace des fonctions continues par morceaux sur 7 qui s’annulent
sur 092 N ;.

Pour w € C(T;), on définit :
Vh(;") ={v e h;v=0 sur,00; N0 v = mp, (w) sur I's}, (3.10)

7, l'opérateur d’interpolation sur I'; .
On suppose aussi que les matrices qui résultent de la discrétisation des problémes (3.7)

et (3.8) sont des M-matrices|32].

Algorithme discret

Partant de u?, = u9, = r,Mu) = k, nous définissons les analogues discrets des suites

de Schwarz continues definie dans (3.7) et (3.8) respectivement par : (u’;) € Vh(lug”) ot

(u;™) est la solution de :

ay (U5 v — ) > (fi(ug) v — ) o e VU

n+1 n n
Uyp, < ThMulh v < rpmuly, (311)
uttt = sur [y, v = u? sur [

1h = Ugy 1,V = Uy, 1-

ur .
Et (up!) € Vh(th ! telle que (u2™) est la solution de :

as (Ut v — i) > (foludy), v — i) o € VU

n+1 n n
Ugp, <r,M Uop, v < rhMu% (312)
utt =y sur [y, v = u? sur [

o = Ujy 2,V = Ugy 2.

Nous finissons cette section par la version discréte de la convergence géométrique basé sur

la lipschitiziannité de la solution et le second membre, I'un par rapport a ’autre.

Lemme 3.3 Sous les conditions de (5.1) a (5.5), les suitess (u}') et (uh') :n > 0
convergent géométriquement vers la solution unique uy, du probléme discret(3.1), plus pré-

cisément, il existe une constante © € (0, 1) telle que pour tout n >0, on a :
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||Uih — U?}:d”Loo(Qi) S @"HHuh — U?hHLoo(Q), ’L = 1, 2

Preuve. Utilisant la proposition (3.1), ou f est une fonction Lipshitzienne avec une

constante o on a : pour ¢t =1,2

win — uy ™| Lo = llon(f(win)) — o (f(Up)|| Loy
1 n
< BHf(Um) — fuip) o= )
« n
< BHUm = Ujp ||l Lo(2)-

Et
n 1 1
lwin — iy || Loy < BHf(Uz‘h) = (g )z
< g”Uh un_1||Loo(Q.)
-~ 5 7 +h i
Donc :

o _
Juin — ult || Loy < (B)ZHUM —ufy ()

(6%
< < < () Y i — udy || Lo (-

B g

Posons © = %, de (3.5) nous avons : © € (0,1).
Alors :

l|win, — u?h+1|‘Loo(Qi) < @nH”Uh - U?h"Lw(Qi)'
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3.4 Approximation en norme L™

Dans cette section, nous donnons une amélioration d’estimation d’erreur en norme L
pour le probléme étudié, qui se base sur une combinaison entre la version discrete de la
convergence géométrique établie dans le lemme (3.3) et une adaptation de la convergence
uniforme introduit par Cortey-Dumont [I6].

On rappel que notre probléme discret est le suivant :
a(up, v —up) > (f(up),v —up) Yup,v € Kgp(up)
up < rpMuy,
Up = ThY surdf2.

Posons uy, solution de I’équation suivante :
ap (U, vp) = a(u,vy), (3.13)
ot u est la solution du problém continu (3.6). De [I6] nous avons les resultats suivants :

[ = gl L) < ch?[log hf?, (3.14)
= 1] ey < ch?|log A2
De (3.4) on a :

p(z) = Mu(z)/B(ag.ch; (3.15)
ot B(xg,ch) est la boulle de centre xy et de rayon ch, p est la restriction de Mwu sur
B(xg, ch).

Si, on a :
u(zo) = Mu(zo) = p(zo)
Alors
lu(z) — p(z)| < ch?|logh|?, Vo € B(xq,ch). (3.16)

Remarque 3.1 La nature de notre proleme est l’existence d’une frontiére libre entre ’en-

semble de coincidence €y et son complémentaire dans ) telle que :
Qo ={z € Q| u(z)=Mu(z)}.
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Soit I’ensemble suivant, qui est l'approximation discrete de [’ensemble de coincidence :
Qo = {.CE S UTh/Th N Qy 7é @},
ou Ty, est un élément de triangulation Ty,.

Le lemme qui suit est similaire au lemme donné dans [I6], pour les inéquations variation-

nelles.

Lemme 3.4 Sous les conditions de (3.1) a (3.5) et de (3.13) a (3.16), on a les deux
éstimations sutvantes :

|u — Mul| =, < ch?|loghl,

et
|Mu — rpMup|| 00,) < ch®|log h|*.

Preuve. :
Donnons T}, dans €y, il existe zq de T}, telle que : u(zg) = Mu(xy).

De plus T}, C B(zo, ch).

Donc pour tout « dans T}, on a : u(z) < Mu(z).

Puisque u est la solution de I'inéquation quasi-variationnelle, et d’apreés (3.15) et (3.16),
on a :

u(z) < p(x) < u(x)+ ch?|logh|* < Mu(x) + ch?|log h?,

d’autre coté en utillisant (3.16), on obtient :

p(x) < u(x) + ch?|loghl?.

Donc :

Va € B(wg,ch) : Mu(x) < u(x) + ch?|logh|?.
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Alors

lu — Mu|| g (q,) < ch2| log h|2.

Pour la seconde éstimation de (3.14) on a :

lu — rpul|Loo(a,) < ch?|log h|?,

et
rou < rpMuy, < —rpu+ ch?|log hl?.
Donc
| Mu — rpMup|| L,y = [|[Mu — roMup +u — w+ rpu — rypul|
| Mu — | + [Ju — rpu|| + [|raw — 7 Muy|
Alors

| Mu — ri, Muy|| < ch?|log h|?.
m Dans ce qui suit, on peut tirer un lemme qui joue un role éssentiel dans notre résultat.

Lemme 3.5 Sous les conditions de (3.1) a (3.5) et de (3.13) a (3.16), avec le principe

du mazimum discret, il existe une constante Cy indépendente de h telle que :

[un — raMug| L (a,) < C2h?|log h|?.

Preuve. :

Utilisons le Théoréme (2.7) et le Lemme (3.4). Nous obtenons :

llun — reMug|| Lo,y < [Jun + v —u — Mu + Mu — rpMuy||
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< lup — ul| + ||u — Mul| + || Mu — r, Muy||

< Cyh?|log h?.

3.4.1 Estimation d’erreur en norme L
Nous terminons par une amélioration de I’estimation d’erreur en norme L.

Théoréme 3.8 Sous les méme conditions précédantes il existe une constante C indepen-

dante de h telle que :
Ju; — | (o) < CR?[log h?, i =1,2.
Preuve. Pour : = 1,2 on a :

i = g ey <l — vl + llua — ui e @)

En utilisant le théoréme 3.8 et le lemme 3.3 nous obtenons :

lui = wg () < C1h*[log hf* + O™ lup — ufy [l 2=(qy).

Suite & notre choix ul), = r, Mu, et le lemme 3.5 nous obtenons :

|| wi _U?fj_l”Loo ) < C1h*|log h|? + K™ Cyh?| log h?

< (Cy 4+ 0" Cy)h?|log h|*.

Alors

lui = w2 () < Ch?[log hf*.
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Conclusion

Dans ce travail on a étudié la convergence uniforme, pour une inéquation quasi- va-
riationnelle d’ordre général dans le sens ol le second membre et 1'obstacle dépendent de
la solution, en utilisant la méthode de décomposition en deux sous-domaine.

Notre probléme est comme suit :

Trouver u € ky(u) solution de

a(u,v —u) > (f(u),v — u) dans Q,Vv € K (u)

u < Mu; v < Mu

u=g; sur  0f2.
Ensuite nous avons donné une amélioration qui concerne l'estimation d’erreur en norme
L pour le probléme étudié, qui se base sur une combinaison entre la version discrete de
la convergence géométrique et une adaptation de la convergence uniforme introduit par
Cortey-Dumont de I'approximation par éléments finis pour 'inéquation variationnelle.

Notre résultat d’approximation est le suivant :

lur — uiy oo < CR*|loghf?, i =1,2.
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