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I

Résumé

Dans cette thèse, on s'intéresse à des aspects théoriques de la théorie des représentations p-

adiques du groupe de Galois absolu de K, où K est un corps p-adique, réunis autour de deux axes

principaux : d'une part, tenter de caractériser les extensions de Lie p-adiques pour lesquelles on

peut dé�nir une théorie des (ϕ,Γ)-modules, et d'autre part étudier la théorie des (ϕ, τ)-modules

pour obtenir des applications aux représentations p-adiques, et en particulier pour les représenta-

tions semi-stables. Cette thèse est constituée de cinq chapitres. Le premier présente les résultats

sur les représentations p-adiques, les (ϕ,Γ)-modules et la théorie de Hodge p-adique nécessaires

aux autres chapitres. Dans le deuxième chapitre, on s'intéresse à la question des extensions

de Lie p-adiques pour lesquelles on peut dé�nir une théorie des (ϕ,Γ)-modules, et on montre

que, sous l'hypothèse supplémentaire de demander à ce que le Frobenius soit de hauteur �nie,

ces extensions sont des extensions de Lubin-Tate à extension �nie près. Le troisième chapitre

expose la théorie des vecteurs localement analytiques nécessaire aux quatrième et cinquième

chapitres. Le quatrième chapitre utilise la théorie des vecteurs localement analytiques pour

montrer la surconvergence des (ϕ, τ)-modules. Dans le cinquième chapitre, on utilise les résul-

tats du quatrième chapitre pour caractériser les représentations semi-stables et potentiellement

semi-stables du groupe de Galois absolu de K en fonction de leur (ϕ, τ)-module, et on montre

comment retrouver les invariants Dcris et Dst d'une représentation à partir de leur (ϕ, τ)-module.

Mots-clefs : Théorie de Hodge p-adique, (ϕ,Γ)-modules, Corps des normes, représen-
tations p-adiques, surconvergence, (ϕ, τ)-modules, vecteurs localement analytiques.

Abstract

In this thesis, we study some theorical aspects of the theory of p-adic representations
of the absolute Galois group of K, where K is a p-adic �eld. First, we try to give a
characterization of the p-adic Lie extensions of K for which one can build a theory of
(ϕ,Γ)-modules. Then, we study the theory of (ϕ, τ)-modules. This thesis consists of �ve
chapters. The �rst one introduces the results on p-adic representations, (ϕ,Γ)-modules
and p-adic Hodge theory which are needed in the other chapters. In the second chapter, we
try to understand which p-adic Lie extensions of K can be used in order to build a theory
of (ϕ,Γ)-modules and we prove that, under the additional assumption that the Frobenius
is of �nite height, such extensions are, up to a �nite extension, Lubin-Tate extensions.
The third chapter lays out the theory of locally analytic vectors needed for the fourth and
�fth chapters. The fourth chapter uses the theory of locally analytic vectors to prove the
overconvergence of (ϕ, τ)-modules. In the �fth chapter, we use results obtained in the
fourth chapter in order to characterize semi-stable and potentially semi-stable represen-
tations of the absolute Galois group of K from their (ϕ, τ)-modules, and we show how to
recover the invariants Dcris and Dst attached to a representation V from its (ϕ, τ)-module.

Keywords: p-adic Hodge theory, (ϕ,Γ)-modules, Field of norms, p-adic representa-
tions, overconvergence, (ϕ, τ)-modules, locally analytic vectors.



II

Remerciements

Je tiens avant toute chose à remercier mon directeur de thèse, Laurent Berger. Merci
de m'avoir fait découvrir un sujet passionnant, celui des représentations p-adiques, des
(ϕ,Γ)-modules et de la théorie de Hodge p-adique, d'abord en stage de Master 2 puis en
thèse de doctorat. Merci, aussi, de m'avoir accompagné et supervisé, depuis le début de ce
stage de Master 2 jusqu'à la �n de cette thèse, avec patience, disponibilité et gentillesse.
Je tiens à remercier chaleureusement Xavier Caruso et Tong Liu, qui ont accepté de

consacrer une partie non négligeable de leur temps à rapporter ce manuscrit. J'ai beaucoup
d'admiration pour leur travaux, qui ont considérablement in�uencé cette thèse, et je les
remercie pour leur relecture attentive de mon travail. Je remercie également Christophe
Breuil, Christine Huyghe et Frédéric Déglise, et à nouveau Xavier Caruso, pour avoir
accepté d'être membres de mon jury de thèse, et je suis très honoré de l'intérêt qu'ils
portent à mon travail.
Je tiens également à remercier Gabriel Dospinescu, pour avoir été disponible tout au

long de ma thèse et pour avoir répondu aux nombreuses questions stupides que je n'osais
pas poser à Laurent (et pour m'avoir fait comprendre que ces questions n'étaient pas
forcément si stupides que ça).
Cette thèse a été préparée au sein de l'Unité de Mathématiques Pures et Appliquées de

l'ENS de Lyon, et je tiens vivement à remercier toute l'équipe de l'UMPA et du départe-
ment de mathématiques pour m'avoir accueilli en 2015. Merci notamment à Magalie,
Virginia, Sandy, Farah et Catherine, auxquelles le laboratoire et le département doivent
tant, pour leur e�cacité et leur gentillesse.
C'est au sein du département de mathématiques de l'ENS de Lyon que j'ai connu mes

premières expériences d'enseignement. Travailler comme chargé de TD auprès de François,
Denis, Sandra, Greg, Dietrich et Laurent a été un plaisir ainsi que préparer ces TD avec
Samuel, Fangzhou, Damien, Marie, Olga, Manh-Tu, Teddy, Alexei et Simon.
Pour les discussions sérieuses (ou pas) au RU et en salle passerelle, ainsi que dans le

bureau GN1 Sud 420, merci à Thomas, Loïc, Loïc, Samuel, Jonathan, Mickaël, Benoît,
Alexandre, Alexandre, Valentine, Bruno, Julia, Agathe, Sébastien, Auguste, Ignacio,
Hélène, Simon, Emmanuel, Valentin, Florian, Marie et Olga. Merci surtout à Arthur,
qui a su on ne sait comment à me supporter pendant aussi longtemps, en étant à la fois
dans le même bureau et en vivant sous le même toit que moi. Merci aussi aux autres
membres de l'UMPA que je n'ai pas encore cités, pour l'ambiance générale au sein de
l'unité(1).
Merci aussi aux doctorants et doctorantes de Lyon 1, pour leur présence et leur partic-

ipation à l'organisation des évènements communs comme le séminaire des doctorants et
doctorantes, Inter'Actions, et merci aux doctorants et post-doctorants rencontrés lors de
diverses conférences pour les discussions et le partage de nos expériences respectives. Plus
particulièrement, merci à Alexandre, Marine, Coline, Gautier, Thomas, Gladys, Marion,
Maxime, Benoît et Emmanuel.
Depuis que je suis rentré à l'ENS de Lyon en 2011, j'ai rencontré de nombreuses person-

nes avec qui j'ai aimé discuter et passer du temps, au Foyer ou ailleurs, et qui m'auront

(1)Et merci aux agrégatifs de ne pas trop s'être moqués de moi à la semaine ski.



III

tenu compagnie, avant ou (non exclusif) pendant la thèse. Merci déjà aux élus étudi-
ants que j'ai eu l'honneur de côtoyer pendant deux ans, et notamment Colin, Éléonore,
Pierre, Sylvie, Marianne, Lola, Friedelinde, Eléa, Charlotte, Sam et Isao. Merci aussi
à toutes les autres personnes que j'ai rencontrées à l'ENS, notamment au Foyer ou au
club jeux et avec qui j'ai pu discuter autour d'une bière ou d'une partie de (insérer le
jeu en question) : Noé, Solène, Janelle, Margaux, Raphaelle, Damien, Aurélien, Marine,
Florine, Alex, Rémy, Grimaud, Laureline, Élie, Vincent, Lambin, Matthias, Fred, Robin,
Étienne, Marine, Lucile, Caroline, Bernard (il se reconnaîtra), Pablito, et tous ceux que
j'ai oubliés.
Aux personnes qui ont eu la � chance � d'avoir vécu en colocation avec moi, merci

de m'avoir supporté (ou de n'avoir rien laissé paraître) et merci d'avoir fait vivre notre
colocation. Merci à David, Quentin, Bertrand (l'informaticien), Aurore, Rémi, Xavier,
Mary, Agathe, Arthur (à nouveau) et Élodie, et surtout à Bertrand (l'autre du coup) :
bientôt 7 ans sous le même toit !
Merci aussi, bien sûr, à mes amis de classe préparatoire, Camille, Maxime, Guillaume,

Quentin, Théo et Antoine, ainsi qu'aux personnes qui ont rejoint le groupe au fur et à
mesure : Benoît, Ivanis, Maxime, Ingrid, Pauline et Rosalie. Merci pour tous les moments
passés ensembles.
En�n, merci à ma famille, pour m'avoir toujours encouragé et soutenu dans mes choix.

Merci surtout à mes parents, pour tout ce que vous avez fait pour moi. Merci de toujours
m'avoir montré l'exemple. Cette thèse vous doit énormément. Mes derniers mots sont
pour Alice, à qui je dois tant. Il n'y a pas assez de place pour écrire tout ce que je
souhaiterais te dire. Merci pour tout.



IV

À mon père



TABLE DES MATIÈRES

Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

0.1. Motivation et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

0.2. (ϕ,Γ)-modules et corps des normes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

0.3. Vecteurs localement analytiques, théorie de Sen et surconvergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

0.4. Extensions de Kummer et (ϕ, τ)-modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

0.5. Modules de Kisin, (ϕ, τ)-modules di�érentiels et représentations semi-stables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

0.6. Plan de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1. Théorie du corps des normes, anneaux de Fontaine et (ϕ,Γ)-modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1. La théorie du corps des normes et les (ϕ,Γ)-modules en caractéristique p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.1.1. La théorie du corps des normes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.1.2. Représentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.1.3. Les (ϕ,Γ)-modules en caractéristique p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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INTRODUCTION

0.1. Motivation et notations

Un des objectifs de la géométrie arithmétique est de comprendre la structure du groupe

topologique GQ = Gal(Q/Q), le groupe de Galois absolu de Q, ou plus généralement du

groupe de Galois absolu GK d'une extension �nie K de Q. Un bon moyen d'obtenir des

informations sur GQ est d'étudier ses représentations, et notamment ses représentations

p-adiques. Une représentation p-adique de GQ est un Qp-espace vectoriel V de dimension

�nie muni d'une action continue de GQ. La géométrie algébrique fournit de nombreux

exemples de telles représentations, comme le module de Tate Tp(E) associé à une courbe

elliptique E dé�nie sur Q, ou encore les groupes de cohomologie étale H i
ét(XQ,Qp) d'une

variété propre et lisse X dé�nie sur Q.

Pour ` premier, on �xe un sous-groupe de décomposition D` en ` de GQ, ce qui revient
à choisir un plongement Q→ Q` et nous donne un isomorphisme D` ' Gal(Q`/Q`). Les

D`, avec ` parcourant l'ensemble des nombres premiers, engendrent topologiquement GQ,
mais la façon dont ils interagissent entre eux est très mal comprise. Pour étudier une

représentation p-adique V de GQ, on préfère s'intéresser à sa restriction à chacun des D`,

restrictions qu'on peut étudier plus facilement. Fontaine et Mazur ont par ailleurs dégagé

la notion de représentation géométrique [FM95], en imposant des conditions locales en

presque tout ` premier : on dit qu'une représentation p-adique V irréductible de GQ est

géométrique si elle est non rami�ée sauf en un nombre �ni de nombres premiers ` et si

elle est potentiellement semi-stable en p. Fontaine et Mazur conjecturent alors que toute

représentation géométrique en ce sens provient en fait de la géométrie.

La dé�nition de Fontaine et Mazur met en lumière le fait que la situation est nettement

di�érente selon que l'on soit dans le cas ` = p ou ` 6= p. En e�et, dans le cas ` 6= p, la

topologie de D` est en grande partie � incompatible � avec celle d'un Qp-espace vectoriel,

notamment parce que le sous-groupe d'inertie sauvage de D` est un pro-`-groupe. En

revanche, lorsque ` = p, qui est le cas auquel on va s'intéresser, la topologie de Dp et

celle de Gal(Qp/Qp) sont compatibles et la catégorie des représentations p-adiques de

GQp est très � grosse �, de sorte qu'il faille faire le tri dans ces représentations si on

souhaite isoler celles venant de la géométrie. La stratégie de Fontaine [Fon94a] pour

étudier et classi�er les représentations p-adiques d'un groupe p-adique G tel que GQp ou
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plus généralement GK = Gal(K/K) où K est un corps p-adique, est de construire des �

anneaux de périodes p-adiques �, c'est-à-dire des Qp-algèbres topologiques, munies d'une

action de G et de structures additionnelles, comme un Frobenius ou une �ltration, de sorte

que si V est une représentation p-adique, alors DB(V ) := (B ⊗Qp V )G est un BG-module

qui est également muni de ces structures additionnelles. On dit qu'une représentation

p-adique V de G est B-admissible si B ⊗Qp V ' Bd en tant que B[G]-modules, c'est-

à-dire en tant que B-représentations de G. Si on s'arrange pour construire des anneaux

de périodes su�samment riches en terme de structures additionnelles, alors le foncteur

V 7→ DB(V ) fournit des invariants intéressants de V . Fontaine a notamment construit

trois anneaux de périodes, à savoir Bcris, Bst et BdR, qui permettent de classi�er les

représentations galoisiennes p-adiques et donc d'e�ectuer un tri parmi ces représentations

en fonction des anneaux de périodes pour lesquelles elles sont admissibles. On obtient

alors respectivement les représentations cristallines, semi-stables et de de Rham, chacune

de ces catégories étant une sous-catégorie pleine de la suivante.

Soit maintenant K une extension �nie de Qp, et notons GK son groupe de Galois absolu

Gal(Qp/K). A�n d'étudier les représentations p-adiques de GK , une idée ayant déjà été

utilisée avec pro�t par Tate [Tat67] et Sen [Sen80] pour l'étude des Cp-représentations

est qu'on a intérêt à opérer un dévissage de GK , en faisant apparaître une extension

intermédiaire K∞/K, par exemple l'extension cyclotomique. Si on utilise cette idée de

dévisser via l'extension cyclotomique et la théorie du corps des normes de Fontaine et

Wintenberger [Win83], on peut alors construire de nouveaux anneaux de périodes et on

aboutit à la théorie des (ϕ,Γ)-modules cyclotomiques [Fon90]. On peut notamment con-

struire un corps local BK de dimension 2, muni d'une action de ΓK = Gal(K∞/K) et d'un

Frobenius ϕ qui commutent l'une à l'autre. La théorie des (ϕ,ΓK)-modules cyclotomiques

de Fontaine permet de construire une équivalence de catégories tannakiennes V 7→ D(V )

entre la catégorie des représentations de GK et celle des (ϕ,ΓK)-modules étales sur BK ,

c'est-à-dire les BK-espaces vectoriels de dimension �nie, munis d'actions semi-linéaires de

ϕ et ΓK commutant l'une à l'autre et tels que ϕ soit de pente 0.

Puisqu'on peut retrouver une représentation V à partir de son (ϕ,Γ)-module D(V ), on

peut en principe retrouver tous les invariants associés à V à partir de son (ϕ,Γ)-module,

ce qui requiert de faire le lien entre théorie de Hodge p-adique et (ϕ,Γ)-modules. Ce

sont les éléments surconvergents qui permettent de faire le lien entre ces deux théories, du

côté (ϕ,Γ)-modules via le théorème de Cherbonnier-Colmez [CC98] qui montre que toute

représentation p-adique de GK est surconvergente, et du côté théorie de Hodge p-adique

via l'identi�cation entre les éléments surconvergents de BK et l'ensemble des x ∈ BK

pour lesquels il existe un entier n ∈ N tel que ϕ−n(x) � converge � dans B+
dR.

L'extension la plus usitée et étudiée dans la théorie des (ϕ,Γ)-modules est l'extension

cyclotomique K(µp∞)/K, mais pour de nombreuses raisons, on souhaiterait généraliser

ces constructions à d'autres extensions intermédiaires. Deux types d'extensions semblent

particulièrement intéressantes pour ce faire. D'une part, les extensions de Lubin-Tate

associées aux uniformisantes de K, dont l'extension cyclotomique est un cas particulier
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et qui ont le mérite de rendre la théorie du corps de classes local complètement transpar-

ente, et d'autre part les extensions de Kummer, dont certains travaux ont montré qu'elles

jouaient un rôle important dans l'étude des représentations semi-stables [Bre98] [Kis06].

La construction de (ϕq,ΓK)-modules dans le cas Lubin-Tate a été e�ectuée par Fontaine

[Fon90], Kisin et Ren [KR09]. Le principal problème des extensions de Kummer est

qu'elles ne sont pas galoisiennes et on ne peut donc pas construire de (ϕ,ΓK)-modules

pour de telles extensions. Pour pallier ce défaut, on dispose de deux options : on peut

utiliser la stratégie de Caruso [Car13], qui a construit une variante des (ϕ,Γ)-modules

cyclotomiques de Fontaine pour les extensions de Kummer, les (ϕ, τ)-modules. La deux-

ième option est de remplacer les extensions de Kummer par leur clôture galoisienne KGal
∞

et tenter de construire des (ϕ,ΓK)-modules avec ΓK = Gal(KGal
∞ /K). Cette stratégie

s'avère fructueuse dans le cas où on s'autorise à considérer des (ϕ,ΓK)-modules sur des

anneaux en plusieurs variables [TR08], mais certains résultats semblent suggérer que la

construction de (ϕ,ΓK)-modules sur des anneaux en une variable pour cette extension

devrait s'avérer di�cile [Ber14].

De façon plus générale et pour des applications en théorie d'Iwasawa, on peut tenter

de dévisser K/K par une extension K∞/K presque totalement rami�ée dont le groupe

de Galois est un groupe de Lie p-adique (ce qui était le cas des extensions de Lubin-Tate

et des clôtures galoisiennes des extensions de Kummer).

Cette thèse s'inscrit dans cette problématique, d'une part en s'attachant à comprendre

pour quelles extensions galoisiennes K∞/K on peut construire une théorie des (ϕ,ΓK)-

modules, d'autre part en s'intéressant à la théorie des (ϕ, τ)-modules de Caruso, notam-

ment à l'aide de la théorie des vecteurs localement analytiques de Schneider et Teitelbaum

[ST02b]. Si on s'est contenté pour l'instant de présenter la théorie dans le cas où K était

une extension �nie de Qp, on tentera néanmoins au maximum de se placer dans le cas

général suivant : k est un corps parfait de caractéristique p, F = W (k)[1/p] est le corps

des fractions de l'anneau des vecteurs de Witt à coe�cients dans k et K une extension

�nie totalement rami�ée de F . On note également K une clôture algébrique de K, et

toutes les extensions algébriques de K considérées seront vues comme des sous-corps de

K. On note également Cp := K̂ le complété pour la topologie p-adique de K, qui est

un corps complet algébriquement clos de corps résiduel k, et on note OCp la boule unité

fermée de Cp.

Dans certains cas, on devra se résoudre à se placer dans des conditions plus spéci�ques,

comme prendre p 6= 2 ou supposer que k est �ni, et on le précisera le cas échéant.

On �xe également la convention suivante pour les poids de Hodge-Tate : si V est

une représentation p-adique de GK , on dit que q est un poids de Hodge-Tate pour V si

(Cp(−q) ⊗Qp V )GK n'est pas réduit à {0}, de sorte que le caractère cyclotomique est de

poids 1.
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0.2. (ϕ,Γ)-modules et corps des normes

Pour généraliser la construction des (ϕ,Γ)-modules cyclotomiques à d'autres extensions

K∞/K, il faut qu'on puisse construire le corps des normes associé à une telle extension et

travailler dans certains anneaux de périodes de Fontaine, et donc considérer des extensions

� strictement arithmétiquement pro�nies �. La notion d'extension strictement arithmé-

tiquement pro�nie est une condition technique portant sur la rami�cation de l'extension,

qui implique en particulier que K∞/K contient � une bonne partie � de la rami�cation

de l'extension K/K, et cette condition est notamment véri�ée lorsque ΓK = Gal(K∞/K)

est un groupe de Lie p-adique tel que le sous-groupe d'inertie de ΓK est in�ni (ce qui

est automatique si dim ΓK ≥ 2). L'intérêt principal de la condition d'être strictement

arithmétiquement pro�nie est qu'on peut associer à une telle extension son � corps des

normes � XK(K∞) via la théorie de Fontaine-Wintenberger, qui est un outil essentiel

dans la construction des (ϕ,Γ)-modules cyclotomiques(2). Le corps des normes XK(K∞)

de l'extensionK∞/K est un corps de caractéristique p, muni d'une valuation discrète pour

lequel il est complet, et dont le corps résiduel s'identi�e à celui de K∞. En particulier, si

on suppose que K∞/K est totalement rami�ée, XK(K∞) s'identi�e à k((u)), où u est une

uniformisante de XK(K∞), et est naturellement muni d'un Frobenius ϕ et d'une action

de Gal(K∞/K) qui commute à ce Frobenius. Le résultat clé de la théorie du corps des

normes est le suivant :

Théorème (Fontaine-Wintenberger). � La construction du corps des normes induit

une équivalence de catégories entre celle des extensions �nies de XK(K∞) et celle des

extensions �nies de K∞, et on dispose d'un isomorphisme

Gal(XK(K∞)sep/XK(K∞)) ' Gal(K/K∞).

On appelle (ϕ,ΓK)-module étale sur XK(K∞) un XK(K∞)-espace vectoriel de dimen-

sion �nie d, muni d'une action d'un Frobenius ϕXK(K∞)-semi-linéaire et d'une action

semi-linéaire de ΓK qui commutent l'une à l'autre, et telle que Mat(ϕ) ∈ GLd(AK(K∞)),

où AK(K∞) désigne l'anneau des entiers de XK(K∞).

En montrant que, si D est un (ϕ,ΓK)-module étale sur XK(K∞), alors il existe une base

de XK(K∞)sep ⊗XK(K∞ D formée d'éléments invariants sous ϕ := ϕXK(K∞)sep ⊗ ϕD, et en
utilisant le théorème de Fontaine-Wintenberger, Fontaine a montré le théorème suivant :

Théorème (Fontaine). � Le foncteur V 7→ D(V ) = (XK(K∞)sep ⊗Fp V )GK∞ , où

l'action sur le produit tensoriel est diagonale et donnée via l'identi�cation

Gal(XK(K∞)sep/XK(K∞)) ' Gal(K/K∞)

sur XK(K∞)sep, induit une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des

Fp-représentations de GK et celle des (ϕ,ΓK)-modules étales sur XK(K∞).

(2)On a en fait juste besoin de la condition � arithmétiquement pro�nie � pour construire le corps des normes

d'une telle extension, mais le fait d'être strictement arithmétiquement pro�nie permet de plonger ce corps des

normes dans le corps des fractions de Ẽ+, un anneau de périodes de Fontaine, ce qui s'avère très utile pour la

suite de la construction des (ϕ,Γ)-modules en caractéristique 0.
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Étant donné que ce qui nous intéresse ici, ce sont plutôt les représentations p-adiques,

il faut pouvoir relever cette équivalence de catégories en caractéristique 0, et donc notam-

ment pouvoir relever les actions de ΓK et du Frobenius sur XK(K∞) ' k((u)) à un anneau

de Cohen AK de XK(K∞). L'anneau AK est l'ensemble des sommes de séries
∑

n∈Z anT
n,

avec les an dans OF ′ (F ′ désignant l'extension maximale non rami�ée de F dans K∞),

telles que an → 0 quand n→ −∞. Dans le cas cyclotomique et lorsque K = F , on peut

choisir T de sorte que g(T ) = (1 + T )χcycl(g) − 1 et ϕ(T ) = (1 + T )p − 1. Si K 6= F ,

toujours dans le cas cyclotomique, les actions de Γ et ϕ sont a priori plus compliquées

à décrire. La théorie du corps des normes montre que toute extension �nie séparable de

XK(K∞) est de la forme XK(M∞) pour M une certaine extension �nie de K, et à une

telle extension XK(M∞)/XK(K∞) correspond une unique extension étale de p-anneaux

AM/AK relevant XK(M∞)/XK(K∞) et telle que Aut(M∞/K) agit �dèlement sur AM .

On note A le complété p-adique de
⋃
M/F �nieAM . On appelle (ϕ,Γ)-module étale sur

AK un AK-module libre de type �ni, muni de l'action d'un Frobenius ϕAK
-semi-linéaire

ϕ et d'une action semi-linéaire de ΓK qui commutent l'une à l'autre, et telle que Mat(ϕ)

est inversible. On a le résultat suivant :

Théorème (Fontaine). � Le foncteur V 7→ (A ⊗Zp V )GK∞ induit une équivalence de

catégories tannakiennes entre la catégorie des Zp-représentations de GK et celle des (ϕ,Γ)-

modules étales sur AK.

Lorsque K∞/K est une extension strictement APF quelconque, il n'est pas évident

qu'on puisse relever les actions de ΓK et du Frobenius sur le corps des normes à la

caractéristique 0. En particulier, on se pose la question suivante, dans un cadre légèrement

plus spéci�que que celui qu'on avait pour l'instant décrit :

Question 1. � Soit K une extension �nie de Qp, de corps résiduel k de cardinal q. Soit

K∞/K une extension galoisienne totalement rami�ée et strictement APF de groupe de

Galois ΓK = Gal(K∞/K). Soit E une extension �nie de Qp de corps résiduel kE = k, et

soit A′E la complétion p-adique de OE[[T ]][1/T ]. On note k((u)) le corps des normes de

K∞/K. S'il existe des séries {Fg(T )}g∈ΓK et P (T ) dans A′E telles que :

(1) F g(u) = g(u) et P (u) = ud dans k((u)), où d est une puissance de q ;

(2) Fg ◦ P = P ◦ Fg et Fg ◦ Fh = Fhg pour g, h ∈ ΓK,

(3) Fid = T ,

alors que peut-on dire sur l'extension K∞/K ?

Dans le cas où on dispose de telles séries, l'anneau A′E est alors muni d'actions OE-
linéaires de ΓK et d'un Frobenius qui commutent l'une à l'autre, et s'étendent à B′E =

A′E[1/p]. Si q = d, la théorie de Fontaine s'applique :

Théorème (Berger). � S'il existe un relèvement du corps des normes en caractéristique

0 comme dans la Question 1 et si d = q, alors on dispose d'une équivalence de catégories
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tannakiennes entre celle des représentations OE-linéaires de GK et celle des (ϕq,ΓK)-

modules étales sur A′E.

Kisin et Ren ont montré comment relever les actions sur le corps des normes en carac-

téristique 0 dans le cas Lubin-Tate en spécialisant les constructions de Fontaine [KR09],

et on peut montrer de façon plus générale que c'est encore le cas pour les extensions engen-

drées par les points de torsion d'un groupe de Lubin-Tate relatif (qui est une généralisation

par de Shalit des groupes de Lubin-Tate [dS85]). On peut se demander si c'est le seul

cadre dans lequel on peut e�ectivement relever les actions sur le corps des normes en

caractéristique 0. Berger s'était déjà intéressé à la question des extensions pour lesquelles

il existait un relèvement du corps des normes [Ber14], et avait notamment montré que

dans le cas particulier où on ajoute la condition supplémentaire P (T ) ∈ OE[[T ]], alors il

existe un caractère injectif η : ΓK → O×E dont tous les conjugués sont de de Rham à

poids positifs.

L'hypothèse P (T ) ∈ OE[[T ]] permet de se placer dans le cadre très intéressant des

systèmes dynamiques p-adiques étudiés par Lubin dans [Lub94], ce qui d'une part nous

donne beaucoup d'outils pour étudier les objets qui apparaissent et tenter de généraliser

les résultats de Berger, et d'autre part nous permet de s'intéresser à un cas particulier de

l'observation formulée par Lubin, qui a remarqué que dans les cas observés où une série

inversible et une série non inversible commutent, il y a d'une certaine façon un groupe

formel qui agit derrière. Le premier résultat de cette thèse est que sous la condition

P (T ) ∈ OE[[T ]], dite � de hauteur �nie �, les extensions pour lesquelles on peut relever

leur corps des normes en caractéristique 0 véri�ent des conditions très précises :

Théorème A. � Si on peut relever les actions du Frobenius et de ΓK sur le corps des

normes XK(K∞) en caractéristique 0, et si on suppose de plus que P (T ) ∈ OE[[T ]], alors

K∞/K est engendrée à extension �nie près par les points de torsion d'un groupe de Lubin-

Tate relatif.

0.3. Vecteurs localement analytiques, théorie de Sen et surconvergence

Lorsqu'on cherche à dévisser l'extension K/K via une extension intermédiaire K∞/K

qui soit une extension de Lie p-adique dont le groupe de Galois est de dimension ≥ 2,

les outils utilisés dans la théorie cyclotomique (ou plus généralement quand ΓK est un

groupe de Lie p-adique de dimension 1) ne se généralisent pas forcément bien. On ne peut

notamment plus construire de traces de Tate continues sur K∞ comme dans [Tat67].

Certains résultats récents de Berger et Colmez [BC16] [Ber16b] suggèrent qu'on peut

remplacer ces outils manquants (ou au moins une partie) par la théorie des vecteurs

localement analytiques, développée par Schneider et Teitelbaum [ST02b].

Si W est une représentation de Banach d'un groupe de Lie p-adique G, l'idée est de

se restreindre à l'étude de W la, l'ensemble des éléments w de W qui sont localement

analytiques, c'est-à-dire pour lesquels l'application orbite g ∈ G 7→ g(w) est une fonction
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localement analytique de g. Cela revient donc à identi�er les éléments de W la avec des

fonctions localement analytiques G→ W .

La théorie de Sen s'intéresse auxCp-représentations de GK via le dévissage de l'extension

K/K par une extension de Lie intermédiaire K∞/K qui est de dimension 1. Sen s'était

notamment intéressé aux vecteurs K-�nis vivant dans une Cp-représentation W de ΓK ,

c'est-à-dire aux éléments w ∈ W tels que w vit dans un sous-K-espace vectoriel de dimen-

sion �nie de W stable sous l'action de ΓK . Comme on l'a fait remarquer juste au-dessus,

les outils développés par Tate et Sen ne se généralisent pas forcément lorsqu'on prend

pour K∞/K une extension de Lie de dimension ≥ 2, et W fin n'est pas un objet adapté

lorsque dim ΓK ≥ 2. L'idée de Berger et de Colmez pour généraliser la théorie de Sen

a été de remplacer l'espace W fin par l'espace W la, en remarquant que ces deux objets

coïncident lorsque K∞/K est une extension galoisienne dont le groupe de Galois est un

groupe de Lie p-adique de dimension 1.

Les vecteurs localement analytiques sont également un outil intéressant pour la général-

isation de la théorie de Sen à des extensions K∞/K comme celle de Kummer, en remar-

quant qu'on peut étendre la dé�nition de vecteur localement analytique pour toute exten-

sion K∞/K incluse dans une extension de Lie p-adique, et on montre avec cette dé�nition

le théorème suivant :

Théorème B. � Si K∞/K est une extension de Kummer, alors K̂∞
la

= K∞.

Outre l'intérêt des vecteurs localement analytiques pour généraliser la théorie de Sen,

ces derniers jouent un rôle intéressant dans l'étude des (ϕq,ΓK)-modules. Le calcul de

la structure des vecteurs localement analytiques par Berger dans certains anneaux de

périodes B̃[r;s]
K avec 0 ≤ r ≤ s, lui a notamment permis de démontrer la surconvergence

des représentations F -analytiques dans le cas Lubin-Tate. On peut d'ailleurs utiliser son

résultat portant sur la structure des vecteurs localement analytiques dans ces anneaux

pour montrer le résultat suivant :

Théorème C. � Il n'existe pas de vecteurs localement analytiques non triviaux dans

B̃
[0,r]
K , avec r > 0, pour l'extension anticyclotomique Qac

p2/Qp2.

Ce qui implique notamment qu'il n'existe pas de relèvement de hauteur �nie du corps

des normes anticyclotomique en caractéristique 0 (c'est-à-dire où K∞/K est l'extension

anticyclotomique).

0.4. Extensions de Kummer et (ϕ, τ)-modules

Comme évoqué brièvement précédemment, les extensions de Kummer jouent un rôle

intéressant dans l'étude des représentations semi-stables, et on peut tenter de généraliser

les constructions de Fontaine pour les extensions de Kummer. Une des stratégies évoquées

était d'utiliser la théorie des (ϕ, τ)-modules de Caruso. La théorie du corps des normes

de Fontaine-Wintenberger appliquée à une extension de Kummer K∞/K (qui est bien

strictement APF) et le relèvement en caractéristique 0 du corps des normes et de son
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Frobenius, montre que, comme dans le cas des (ϕ,Γ)-modules, on dispose d'une équiva-

lence de catégories tannakiennes entre la catégorie des représentations p-adiques de GK∞
et la catégorie des ϕ-modules étales sur un corps local de dimension 2, Bτ,K . Cependant,

Bτ,K n'est ici pas muni d'une action autre que celle du Frobenius, et l'idée de Caruso

est de rajouter l'action d'un élément τ , générateur topologique de Gal(KGal
∞ /Kcycl), après

avoir tensorisé par un anneau de périodes B̃KGal
∞

qui contient Bτ,K et est muni d'une ac-

tion de Gal(KGal
∞ /K). Pour simpli�er les notations, on note L = KGal

∞ et on a le résultat

suivant :

Théorème (Caruso). � On dispose d'une équivalence de catégories tannakiennes entre

celle des (ϕ, τ)-modules étales sur (Bτ,K , B̃L) et celle des représentations p-adiques de GK.

Dans le cas des (ϕ,Γ)-modules cyclotomiques, on disposait du théorème de Cherbonnier-

Colmez qui a�rme que toute représentation p-adique est surconvergente, ce qui a notam-

ment permis à Berger d'associer à toute représentation p-adique V un (ϕ,Γ)-module dif-

férentiel sur l'anneau de Robba B†rig,K , muni d'une connexion, et d'obtenir et de retrouver

certains invariants associés à V via l'étude de ce module à connexion [Ber02].

Caruso avait posé deux questions concernant les (ϕ, τ)-modules :

Question 2. � Premièrement, les (ϕ, τ)-modules sont-ils surconvergents ? Deuxième-

ment, peut-on établir un lien direct entre (ϕ,Γ)-modules et (ϕ, τ)-modules, c'est-à-dire ex-

pliquer comment passer du (ϕ, τ)-module associé à une représentation V au (ϕ,Γ)-module

associé à V , ou inversement, sans repasser par V ?

Gao et Liu ont montré dans [GL16] que les (ϕ, τ)-modules sont e�ectivement surcon-

vergents, mais uniquement dans le cas où k est �ni, et leur méthode ne permet pas de faire

le lien entre (ϕ, τ)-modules et (ϕ,Γ)-modules. On peut cependant appliquer la méthode

utilisée par Berger pour montrer la surconvergence des représentations F -analytiques, en

utilisant la théorie des vecteurs localement analytiques et en calculant leur structure dans

des gros anneaux de périodes reliés à l'extension L/K. Comme L/K est une extension

de Lie p-adique dont le groupe de Galois est un groupe de Lie de dimension 2, on dispose

de deux opérateurs de dérivation, ∇γ et ∇τ , provenant respectivement d'un générateur

topologique γ de Gal(L/K∞) et d'un générateur topologique τ de Gal(L/Kcycl) choisi

précédemment (si p = 2 il faut éventuellement remplacer γ par un élément de Gal(L/K∞)

tel que son image dans Gal(L/K∞)/∆ est un générateur topologique, où ∆ ⊂ Gal(L/K∞)

est le sous-groupe de torsion). La principale raison pour laquelle on s'intéresse aux an-

neaux de périodes associés à l'extension L/K est la suivante :

Théorème D. � Soit V une représentation p-adique de GK. On dispose d'isomorphismes
Gal(L/K)-équivariants

(B̃⊗Qp V )GL ' B̃L ⊗D†(V ) ' B̃L ⊗Bτ,K Dτ (V ),

où Dτ (V ) est le (ϕ, τ)-module associé à V et D†(V ) est le (ϕ,Γ)-module surconvergent

engendrant le (ϕ,Γ)-module associé à V .
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En particulier, (B̃ ⊗Qp V )GL admet une base constituée d'éléments surconvergents, et

provient par extension des scalaires à B̃L du (ϕ,Γ)-module ainsi que du (ϕ, τ)-module

associés à la représentation V . Le fait que (B̃⊗QpV )GL soit engendré par des éléments sur-

convergents permet d'associer à V l'objet D̃†rig,L(V ) := B̃†rig,L⊗(B̃†L⊗B†K
D†(V )). L'anneau

B̃†rig,L =
⋃
r∈R+

B̃†,rrig,L est plus pratique à manipuler que l'anneau B̃†L =
⋃
r∈R+

B̃†,rL , no-

tamment car les anneaux B̃†,rrig,L sont complets pour leur topologie de Fréchet, ce qui n'est

pas le cas des anneaux B̃†,rL . Cela permet de dé�nir une notion de vecteurs pro-analytiques

dans B̃†,rrig,L.

L'intérêt de regarder les vecteurs pro-analytiques d'un objet tel que D̃†rig,L(V ) est que les

vecteurs pro-analytiques de B̃†rig,L invariants sous γ permettent de redescendre au niveau

de l'anneau B†τ,rig,K . On a en fait le résultat suivant :

Théorème E. �

(1) (B̃†,rrig,L)pa,γ=1 =
⋃
n∈N ϕ

−n(B†,p
nr

τ,rig,K) ;

(2) (B̃†,rrig,L)pa,τ=1 =
⋃
n∈N ϕ

−n(B†,p
nr

rig,K).

Autrement dit, lorsqu'on prend les invariants, soit sous l'action de Gal(L/Kcycl), soit

sous l'action de Gal(L/K∞), des vecteurs pro-analytiques de B̃†rig,L, on retombe sur les

perfectisés des anneaux B†τ,rig,K et B†rig,K , associés respectivement aux (ϕ, τ)-modules et

aux (ϕ,Γ)-modules.

A�n de calculer la structure des vecteurs localement analytiques dans les anneaux B̃I
L,

on a notamment besoin d'exhiber des éléments localement analytiques pour l'action de

Gal(L/K) dans ces anneaux, et qui se comportent bien vis-à-vis des opérateurs ∇τ et

∇γ. Ce qu'on entend par là est qu'on veut trouver deux éléments bγ, bτ ∈ B̃I
L tels que

∇τ (bτ ) ∈ ((B̃I
L)la)× et∇γ(bγ) ∈ ((B̃I

L)la)×. Le résultat suivant montre que de tels éléments

existent si min(I) est assez grand (cette condition n'est pas gênante pour ce qu'on souhaite

montrer ensuite) :

Théorème F. � Il existe r(b) > 0, bγ ∈ B̃+
L , bτ ∈ B̃†L tels que, pour tout I sous-intervalle

compact de [0,+∞[ avec min(I) > r(b),

(1) bγ ∈ (B̃I
L)la et ∇γ(bγ) = bγ ;

(2) bτ ∈ (B̃I
L)la et ∇τ (bτ ) = 1.

En construisant de bonnes approximations de bγ et de bτ , c'est-à-dire des éléments bτn
et bγn de (B̃I

L)la tels que ∇τ (b
γ
n) = 0 et ∇γ(b

τ
n) = 0 et bτ − bγn ∈ pnÃI

L, bγ − bτn ∈ pnÃI
L, on

montre alors le théorème de structure suivant :

Théorème G. � On a :

� ((B̃I
L)la)∇τ=0 =

⋃
m≥0((B̃I

L)la)τ
pm=1

� ((B̃I
L)la)∇γ=0 =

⋃
m≥0((B̃I

L)la)γ
pm=1

et :

(1) si x ∈ (B̃I
L)la, min(I) ≥ r(b) et n0 ≥ 0, alors il existe n,m ≥ 1 et une suite {xi} de

((B̃I
L)Gm−an)∇γ=0 tels que ||p(n−n0)ixi||Gm → 0 et x =

∑
i≥0 xi(bγ − bτn)i ;
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(2) si x ∈ (B̃I
L)la, bτ ∈ I et n0 ≥ 0, alors il existe n,m ≥ 1 et une suite {xi}i∈N

d'éléments de ((B̃I
L)Gm−an)∇τ=0 tels que ||p(n−n0)ixi||Gm → 0 et x =

∑
i≥0 xi(bτ − bγn)i.

Ce théorème de structure permet alors, en utilisant un analogue des équations de

Cauchy-Riemann, de montrer deux théorèmes de monodromie permettant de descendre

d'un ϕ-module sur B̃†rig,L muni d'une action de Gal(L/K) à un (ϕ, τ)-module sur B†τ,rig,K
ou à un (ϕ,Γ)-module sur B†rig,K :

Théorème H. �

(1) Si M est un (B̃†rig,L)pa-module libre de rang d, muni d'un Frobenius bijectif ϕq et

d'une action pro-analytique compatible de Gal(L/K), tel que ∇γ(M) ⊂ M , alors M∇γ=0

est un ((B̃†rig,L)pa)∇γ=0-module libre de rang d et on a M = ((B̃†rig,L)pa) ⊗((B̃†rig,L)pa)∇γ=0

M∇γ=0 ;

(2) Si M est un (B̃†rig,L)pa-module libre de rang d, muni d'un Frobenius bijectif ϕq et

d'une action pro-analytique compatible de Gal(L/K), tel que ∇τ (M) ⊂ M , alors M∇τ=0

est un ((B̃†rig,L)pa)∇τ=0-module libre de rang d et on a M = ((B̃†rig,L)pa) ⊗((B̃†rig,L)pa)∇τ=0

M∇τ=0.

On déduit alors de ce résultat d'une part la surconvergence des (ϕ, τ)-modules, et

d'autre part une méthode pour passer d'un (ϕ,Γ)-module à un (ϕ, τ)-module et inverse-

ment :

Théorème I. � Les (ϕ, τ)-modules sont surconvergents. De plus, si V est une représen-

tation p-adique de GK, alors :
(1) (B̃†rig,L ⊗B†τ,rig,K

D†τ,rig(V ))pa,τ=1 = B†rig,K,∞ ⊗B†rig,K
D†rig(V ) ;

(2) (B̃†rig,L ⊗B†rig,K
D†rig(V ))pa,γ=1 = B†τ,rig,K,∞ ⊗B†τ,rig,K

D†τ,rig(V ) ; où

B†rig,K,∞ =
⋃

n≥0

ϕ−n(B†rig,K) et B†τ,rig,K,∞ =
⋃

n≥0

ϕ−n(B†τ,rig,K).

0.5. Modules de Kisin, (ϕ, τ)-modules di�érentiels et représentations semi-

stables

Une fois la surconvergence des (ϕ, τ)-modules établie en toute généralité, on peut

généraliser les constructions de Berger dans [Ber02] sur les (ϕ,Γ)-modules di�érentiels sur

l'anneau de Robba aux (ϕ, τ)-modules. Partant d'une représentation p-adique V de GK ,
la surconvergence des (ϕ, τ)-modules permet d'associer à V un (ϕ, τ)-module D†τ,rig(V ) sur

(B†τ,rig,K , B̃
†
rig,L), et on peut en fait montrer qu'on peut se restreindre à un (ϕ, τ)-module

sur (B†τ,rig,K , (B̃
†
rig,L)pa), lequel est naturellement muni d'une connexion qui n'est autre que

l'opérateur ∇τ de dérivation dans la direction τ . De plus, en renormalisant cet opérateur

∇τ en posant N∇ = −1
bγ
∇τ , l'anneau B†τ,rig,K est stable par la nouvelle connexion N∇. On

peut alors tenter de caractériser les représentations potentiellement semi-stables en fonc-

tion des propriétés de la connexion N∇ sur le (ϕ, τ)-modules di�érentiel associé dé�ni sur

(B†τ,rig,K , (B̃
†
rig,L)pa), ce qui revient à travailler avec des objets très proches de ceux dé�nis

par Kisin dans [Kis06] déjà dans le but d'étudier les représentations semi-stables. Kisin
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avait notamment montré comment faire le lien entre les (ϕ,N)-modules �ltrés admissibles

e�ectifs, qui paramètrent les représentations semi-stables à poids de Hodge-Tate négatifs,

et des ϕ-modules étales sur B+
τ,rig,K munis d'une connexion N∇ de E-hauteur �nie.

Si π̃ = (πn)n∈N désigne une suite de racines compatibles pn-ièmes d'une uniformisante

π de K telles que K∞ =
⋃
n∈NK(πn), alors [π̃] dé�nit un élément de B̃+, et on note

B̃†log,L := B̃†rig,L[log[π̃]] et si V est une représentation p-adique de GK , on note

D†τ,log(V ) := B†τ,rig,K [log[π̃]]⊗B†τ,K
D†τ (V ).

Comme dans le cas des (ϕ,Γ)-modules, le (ϕ, τ)-module à connexion D†τ,rig(V ) permet

de retrouver les invariantsDcris etDst associés à la représentation V . Si λ désigne l'élément

dé�ni dans [Kis06, 1.1.1] et si prendre les invariants sous τ = 1 dans ce qui suit signi�e

que les éléments sont invariants sous l'action de τ une fois qu'on a tensorisé par B̃†rig,L ou

B̃†log,L, alors on a le résultat suivant :

Théorème J. � Si V est une représentation p-adique de GK, alors

Dst(V ) = (D†τ,log(V )[1/λ])τ=1 et Dcris(V ) = (D†τ,rig(V )[1/λ])τ=1.

On dispose également d'isomorphismes de comparaison faisant le lien entre Dcris ou Dst

et D†τ,rig(V ) :

Théorème K. � Soit V une représentation p-adique de GK.
(1) si V est semi-stable, alors

B†τ,log,K [1/λ]⊗B†τ,K
D†τ (V ) = B†τ,log,K [1/λ]⊗F Dst(V )

(2) si V est cristalline, alors

B†τ,rig,K [1/λ]⊗B†τ,K
D†τ (V ) = B†τ,rig,K [1/λ]⊗F Dcris(V ).

En utilisant les (ϕ, τ)-modules, on peut généraliser les constructions de Kisin dans

[Kis06], en utilisant des démonstrations analogues à celles de Berger dans [Ber08] pour

les (ϕ,Γ)-modules, et associer à tout (ϕ,N,GM/K)-module �ltré D un (ϕ, τ)-module dif-

férentielM(D) stable par N∇, ce qui nous permet d'obtenir le résultat suivant :

Théorème L. � Le foncteur D 7→ M(D), de la catégorie des (ϕ,N,GM/K)-modules

�ltrés dans la catégorie des (ϕ, τ)-modules di�érentiels sur B†τ,rig,K dont la connexion

associée est localement triviale, est une équivalence de catégories. De plus, le (ϕ,N,GM/K)-

module �ltré D est admissible si et seulement siM(D) est étale.

0.6. Plan de la thèse

Le premier chapitre de cette thèse expose les principaux résultats concernant la théorie

du corps des normes, les (ϕ,Γ)-modules et les anneaux de périodes qui seront nécessaires

pour la suite.
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Le deuxième chapitre est dédié à la question des extensions pour lesquelles on dispose

d'une théorie des (ϕ,Γ)-modules. On commencera par rappeler les dé�nitions des exten-

sions de Lubin-Tate et leur lien avec la théorie du corps de classes local, on rappellera

les constructions de Fontaine, Kisin et Ren concernant les (ϕq,ΓK)-modules dans le cas

Lubin-Tate et on montrera le théorème A, qui est le théorème 2.2.40.

La théorie des vecteurs localement analytiques de Schneider et Teitelbaum et son ap-

plication à la généralisation de la théorie de Sen selon les travaux récents de Berger et

Colmez sera exposée dans le chapitre 3, où l'on démontrera les théorèmes B et C qui sont

respectivement la proposition 3.3.11 et le théorème 3.4.11.

Dans le chapitre 4, on rappellera les dé�nitions et constructions de Caruso concernant

les (ϕ, τ)-modules et on démontrera les théorèmes D, E, F, G, H et I. Le théorème D est la

combinaison des théorèmes [TR08, Thm. 1.2] et 4.2.6, le théorème E est la combinaison

de la proposition 4.2.18 et de [Ber16b, Thm. 4.4], le théorème F est la réunion des

lemmes 4.2.34 et 4.2.33, et le théorème G est la réunion des théorèmes 4.2.64, 4.2.66 et

de la proposition 4.2.61. Le théorème H est quant à lui la réunion des théorèmes 4.3.22,

4.3.24, et le théorème I est la réunion des théorèmes 4.3 et 4.3.31. On signale au passage

qu'une partie des résultats de ce chapitre, à savoir notamment la proposition 4.2.18 et

le théorème 4.3, ont été indépendamment démontrés par Hui Gao, le théorème 4.3 étant

alors montré en utilisant des résultats de descente de type Tate-Sen, ce qui a fait l'objet

d'un article en commun avec Hui Gao sur le sujet [GP18]. En particulier, certaines

démonstrations présentées dans le chapitre 4 sont communes avec l'article susmentionné.

Le cinquième et dernier chapitre porte quant à lui sur l'étude du module à connexion

associé à un (ϕ, τ)-module surconvergent, et on y démontrera les théorèmes J, K et L, qui

sont respectivement les théorèmes 5.1.5, 5.1.6 et la réunion des théorèmes 5.3.33 et de la

proposition 5.3.38.

Pour �nir, on résume dans l'annexe les liens entre les di�érents anneaux de périodes

dont on redonne une dé�nition très rapide.



CHAPITRE 1

THÉORIE DU CORPS DES NORMES, ANNEAUX DE
FONTAINE ET (ϕ,Γ)-MODULES

Ce chapitre est constitué de rappels sur la théorie des représentations p-adiques et

modulo p et a pour but d'introduire bon nombre de notions, notations et constructions

dont on se se servira par la suite.

Dans tout ce chapitre, k est un corps parfait de caractéristique p et on note F =

W (k)[1/p] le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de Witt à coe�cients dans k.

C'est un corps complet pour une valuation discrète qu'on note vp et qu'on normalise

de façon à avoir vp(p) = 1. Soit K une extension �nie totalement rami�ée de F , de

degré e, de sorte que k s'identi�e au corps résiduel de OK et que K est complet pour

la topologie p-adique dé�nie par la valuation vp étendant celle de F . On va s'intéresser

aux Zp-représentations, aux représentations p-adiques et modulo p du groupe de Galois

absolu GK = Gal(K/K) de K. Si L est une extension �nie de K, on notera GL le groupe

de Galois Gal(K/L) et vL la valuation sur L telle que vL(L×) = Z.

On va tout d'abord rappeler les principaux résultats de la théorie du corps des normes

de Fontaine et Wintenberger dans la partie 1.1.1, puis on précisera ce qu'on entend exacte-

ment par Zp-représentations, représentations p-adiques et modulo p, et plus généralement

la dé�nition de représentation qu'on compte utiliser par la suite dans la partie 1.1.2. On

s'intéressera ensuite dans la partie 1.1.3 aux (ϕ,Γ)-modules et on montrera comment on

peut déduire des résultats sur le corps des normes une équivalence de catégories tannaki-

ennes entre (ϕ,Γ)-modules étales en caractéristique p et représentations modulo p. On

montrera alors dans la partie 1.1.4 comment relever cette équivalence en caractéristique 0

et donc comment obtenir une équivalence de catégories tannakiennes entre (ϕ,Γ)-modules

étales en caractéristique 0 et représentations p-adiques.

Dans la partie 1.1.2, on va s'intéresser à une des principales stratégies de Fontaine pour

étudier et classi�er les représentations p-adiques de GK , à savoir de construire des algèbres
topologiques B munies d'une action continue de GK , et éventuellement de structures

additionnelles comme un Frobenius ou une �ltration qui commutent à l'action de GK ,
puis d'associer à une représentation V donnée le BGK -module

DB(V ) = (B ⊗ V )GK ,

l'action de GK sur le produit tensoriel étant diagonale. Fontaine a construit un certain

nombre d'anneaux de périodes p-adiques, qui sont des Qp-algèbres topologiques, parmi
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lesquels Bcris, Bst et BdR. L'anneau Bcris est muni d'un Frobenius ϕ, l'anneau Bst est

muni d'un opérateur de monodromie N tel que Bcris = BN=0
st et d'un Frobenius ϕ, et

l'anneau BdR est un corps muni d'une �ltration. Ces anneaux permettent de classi�er les

représentations p-adiques de GK , et on va détailler la construction des anneaux BdR,Bst

et Bcris et la classi�cation des représentations de de Rham, semi-stables et cristallines qui

en découle dans la partie 1.2.1.

Pour �nir, on rappellera la dé�nition des anneaux B̃I , B̃†rig et B̃
†
log ainsi que de certains

de leurs sous anneaux et on montrera un certain nombre de propriétés concernant ces

anneaux dans la partie 1.2.2.

La plupart des énoncés de ce chapitre trouvent naturellement leur source dans les arti-

cles de Fontaine et Wintenberger, et on renvoie donc notamment à [FW79b], [FW79a],

[Fon94a] et [Fon94b] et [Win83] pour les résultats originaux. On fera attention cepen-

dant au fait que les notations utilisées dans ce chapitre sont parfois di�érentes de celles des

articles susmentionnés, et on renvoie notamment à l'annexe sur les anneaux de périodes,

qui fait le lien entre les notations utilisées ici et celles de Fontaine dans ses articles, rap-

pelle brièvement les dé�nitions des anneaux en question et récapitule les relations entre

les di�érents anneaux considérés.

1.1. La théorie du corps des normes et les (ϕ,Γ)-modules en caractéristique p

1.1.1. La théorie du corps des normes. � Fontaine et Wintenberger ont construit

dans [FW79b] et [Win83], pour un certain type d'extensions in�nies L/K dites arith-

métiquement pro�nies ou APF, un corps local XK(L), appelé corps des normes de L/K.

On va commencer par rappeler la dé�nition d'extension APF, et on note (GuK)u∈R,u≥−1

les groupes de rami�cation en notation supérieure comme dans [Ser62, Chap. IV]. Con-

formément à [Win83, Déf. 1.2.1], on fait les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 1.1.1. � L'extension L/K est dite arithmétiquement pro�nie ou APF si

pour tout u ≥ 1, le groupe GuKGL est ouvert dans GK .
Si L/K est APF, on pose G0

L = GL ∩ G0
K et on dé�nit une bijection de [−1,+∞[

croissante, continue et linéaire par morceaux, en posant :

ψL/K(u) =

{ ∫ u
0

[G0
K : G0

LGvK ]dv si u ≥ 0

u sinon.

On dit que l'extension L/K est strictement APF si lim
u→+∞

inf
ψL/K(u)

[G0
K :G0

LG
u
K ]
> 0.

Proposition 1.1.2. � Si L/K est APF (respectivement strictement APF) et si M est

une sous-extension de L/K, alors M/K est APF (respectivement strictement APF).

Démonstration. � Voir [Win83, Prop. 1.2.3].

Proposition 1.1.3. � Une extension galoisienne totalement rami�ée dont le groupe de

Galois est un groupe de Lie p-adique est APF et même strictement APF.

Démonstration. � Voir [Sen72, �4].
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Remarque 1.1.4. � On compte par la suite surtout travailler avec des extensions de Lie

p-adiques ou des sous-extensions d'extensions de Lie p-adiques, et les propositions 1.1.2

et 1.1.3 nous permettront donc directement d'associer à ce type d'extensions leur corps

des normes sans repasser par la notion d'extension APF.

Si L/K est une extension APF, on note K0 l'extension maximale non rami�ée de K

contenue dans L et K1 l'extension maximale modérément rami�ée de K contenue dans L.

Proposition 1.1.5. � Les corps K0 et K1 sont des extensions �nies de K.

Démonstration. � Voir [Win83, �1.4].

Comme évoqué précédemment, Fontaine et Wintenberger ont construit un corps local

XK(L) associé à une extension APF in�nie L/K. Détaillons un peu cette construction :

Si L/K est une extension APF in�nie, on note EL/K l'ensemble ordonné �ltrant des

sous-extensions �nies de L/K et on pose

XK(L)× = lim←−
E∈EL/K

E×

= {(αE)E∈EL/K telles que αE ∈ E et NE′/E(αE′) = αE si E ⊂ E ′}.

et XK(L) = XK(L)× ∪ {0}.
Si α ∈ XK(L), vE(αE) pour E ∈ EL/K0 ne dépend pas de E, et on pose v(α) = vE(αE).

Si x ∈ kL le corps résiduel de L, on note [x] le représentant multiplicatif de x dans K0.

Si E ∈ EL/K1 , on note xE la racine [E : K1]-ième de [x], ce qui a bien un sens puisque

[E : K1] est une puissance de p. Pour E ⊂ E ′, on a

xE = x
[E′:E]
E′ = NE′/E(xE′)

et comme EL/K1 est co�nal dans EL/K , la suite (xE)E∈EL/K1
dé�nit un élément de XK(L)

qu'on note fL/K(x).

Théorème 1.1.6. �

(1) Si x, y ∈ XK(L), alors pour tout E ∈ EL/K, les NE′/E(xE′ + yE′) convergent suivant

le �ltre des sections de EL/E vers un élément zE ∈ E et x + y := (zE)E∈EL/K est un

élément de XK(L).

(2) Muni de l'addition, de la multiplication et de la valuation v dé�nies précédemment,

XK(L) est un corps local de caractéristique p tel que v(XK(L)×) = Z.

(3) L'application fL/K est un plongement de kL dans XK(L) et elle induit un isomor-

phisme entre kL et le corps résiduel de XK(L).

Démonstration. � Voir [Win83, Thm. 2.1.3].

En particulier, on dispose d'une description explicite du corps XK(L) : il s'identi�e à

kL((πK)), où πK est une uniformisante de XK(L).

Si L/K est une extension APF in�nie et si M/L est une extension algébrique sépara-

ble, la théorie du corps des normes associe à M une extension algébrique séparable de

XK(L), notée XL/K(M) = lim←−XK(L′) où L′ parcourt EM/L. Si l'extension M/L est �nie,
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XL/K(M) s'identi�e à XK(M). XL/K dé�nit donc un foncteur de la catégorie des ex-

tensions algébriques séparables de L dans celle des extensions algébriques séparables de

XK(L) et induit une équivalence de catégories :

Théorème 1.1.7. �

(1) Si X ′/XK(L) est une extension séparable, alors il existe une extension séparable M

de K et un XK(L)-isomorphisme de XL/K(M) sur X ′.

(2) Si M1 et M2 sont deux extensions algébriques séparables de L, l'ensemble des L-

plongements algébriques séparables de M1 dans M2 s'identi�e alors à celui des XK(L)-

plongements algébriques séparables de XL/K(M1) dans XL/K(M2).

Démonstration. � Voir [Win83, Thm. 3.2.2].

Corollaire 1.1.8. � Si Ksep est une clôture séparable de K contenant L, alors le corps

XL/K(Ksep) est une clôture séparable de XK(L) et on a une identi�cation

Gal(Ksep/L) ' Gal(XK(L)sep/XK(L)).

La théorie du corps des normes dans le cas de corps locaux de caractéristique mixte

nous permet donc d'obtenir un isomorphisme entre deux objets de nature di�érente : le

groupe de Galois absolu du corps local XK(L), de caractéristique p est isomorphe au

groupe de Galois absolu d'une extension APF d'un corps local de caractéristique 0.

Lorsque L/K est galoisienne, on dispose également du résultat suivant :

Proposition 1.1.9. � Si L/K est galoisienne de groupe de Galois Γ = Gal(L/K), alors

Γ agit �dèlement sur XK(L).

Démonstration. � Voir [Win83, Cor. 3.3.4].

1.1.2. Représentations. � Avant de passer à la construction et à la dé�nition des

(ϕ,Γ)-modules, on va préciser les dé�nitions de représentations qu'on compte utiliser par

la suite, et présenter la stratégie de Fontaine pour étudier et classi�er les représentations

p-adiques, ou plus généralement les représentations sur un corps E.

Soit G un groupe topologique et soit B un G-anneau topologique, c'est-à-dire un anneau

muni d'une action continue de G telle que G agit par automorphismes. On appelle B-

représentation de G un B-module de type �niW , muni d'une action semi-linéaire continue

de G, c'est-à-dire que pour g ∈ G, b ∈ B et w ∈ W , on a g(b · w) = g(b)g(w).

Si G agit trivialement sur B, il s'agit simplement d'une représentation linéaire. Si

B = Qp muni de la topologie p-adique, on parlera de représentation p-adique plutôt que

de Qp-représentation.

Dé�nition 1.1.10. � Une B-représentation de G est dite libre si le B-module sous-

jacent est libre.

Dé�nition 1.1.11. � On dit qu'une B-représentation libre V de G est triviale si l'une

des deux conditions équivalentes suivantes est véri�ée :
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(1) Il existe une base de V constituée d'éléments de V G ;

(2) V ' Bd pour l'action naturelle de G.

Soit maintenant W une représentation libre de dimension d. Si on choisit une B-

base e1, · · · , ed de W et qu'on note Ug la matrice de g dans cette base, alors g 7→ Ug

dé�nit un cocycle continu sur G, à valeurs dans GLd(B). De plus, si f1, · · · , fd est une
autre base de W et qu'on note M la matrice de passage correspondante, alors la matrice

de g dans cette base est Vg = M−1Ugg(M). On en déduit que les cocycles obtenus à

partir de bases di�érentes sont cohomologues, et ont même image, qu'on note [W ], dans

H1
cont(G,GLd(B)).

Réciproquement, si α est un 1-cocycle dans Z1
cont(G,GLd(B)) donné par

g 7→ α(g) = (aij(g))1≤i,j≤d,

il existe une unique action semi-linéaire de G sur W = Bd telle que, pour tout g ∈ G,

g(ej) =
d∑

i=1

aij(g)ei

et [W ] est la classe de α dans H1
cont(G,GLd(B)). On en déduit donc la proposition

suivante :

Proposition 1.1.12. � Soit d ∈ N. La correspondance W 7→ [W ] dé�nit une bijection

entre l'ensemble des classes d'équivalence des B-représentations libres de dimension d et

le groupe de cohomologie H1
cont(G,GLd(B)).

La proposition suivante permet de faire le lien entre représentations p-adiques et Zp

représentations :

Proposition 1.1.13. � Si V est une représentation p-adique d'un groupe compact G,

alors V contient un sous-Zp-réseau T stable par G tel que V = Qp ⊗Zp T .

Démonstration. � Soit e1, · · · , ed une base de V et g 7→ Ug le cocycle associé à cette

base. Ce cocycle a une image bornée dans GLd(Qp) puisque V est la représentation d'un

groupe compact. Par conséquent, l'image de ce cocycle est incluse dans p−nGLd(Zp) pour

un certain n ≥ 0. En particulier, si Λ = ⊕Zpei, alors g(Λ) ⊂ p−nΛ. On en déduit que

T =
∑

g∈G g(Λ) est un Zp-réseau, qui est stable par G.

Dans ce qui suit, G est un groupe et E est un corps. Conformément à la dé�nition

[Fon94b, 1.3.1], on dé�nit la notion de (E,G)-anneau :

Dé�nition 1.1.14. � On appelle (E,G)-anneau la donnée d'un anneau commutatif B

muni d'une structure de E-algèbre et d'une action de G, c'est-à-dire d'un homomorphisme

de G dans le groupe des E-automorphismes de B.

Si B est un (E,G)-anneau, on posepour toute E-représentation de G, et en suivant

[Fon94b, 1.3.2],

DB(V ) := (B ⊗E V )G,
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et on note αB(V ) : B ⊗BG DB(V ) → B ⊗E V l'application B-linéaire déduite, par

extension des scalaires, de l'inclusion de DB(V ) dans B ⊗E V .
On dé�nit à présent comme dans [Fon94b, 1.4.1] la notion d'anneau G-régulier :

Dé�nition 1.1.15. � Soit B un (E,G)-anneau. On dit que B est G-régulier s'il est

non nul et si les trois conditions suivantes sont véri�ées :

� B est réduit ;

� pour toute E-représentation V de G, l'application αB(V ) est injective ;

� tout élément b non nul de B tel que la E-droite engendrée par B est stable par G est

inversible.

Remarque 1.1.16. � En particulier, si ces propriétés sont véri�ées, BG est un corps.

Remarque 1.1.17. � En pratique, la situation qu'on considèrera le plus souvent sera

le cas G = GK et E = Qp.

Proposition 1.1.18. � Si B est G-régulier et si V est une BG-représentation de G,

alors l'application αV est injective et dimBG DB(V ) ≤ dimE V , et les assertions suivantes

sont équivalentes :

(1) dimBG DB(V ) = dimE V ;

(2) αV est un isomorphisme.

Démonstration. � Voir [Fon94b, Prop. 1.4.2].

Comme dans [Fon94b, 1.5.1], on dé�nit la notion de représentation B-admissible :

Dé�nition 1.1.19. � Soit B un (E,G)-anneau, G-régulier. Une E-représentation V

de G est dite B-admissible si αB(V ) est un isomorphisme, ou de façon équivalente, si

dimE V = dimBG DB(V ).

Proposition 1.1.20. � La sous-catégorie pleine des représentations B-admissibles est

une sous-catégorie tannakienne et la restriction de DB (vu comme un foncteur de la

catégorie des BG-représentations dans celle des E-espaces vectoriels) à cette sous-catégorie

est un foncteur exact et �dèle respectant le produit tensoriel.

Démonstration. � Voir [Fon94b, Prop. 1.5.2].

L'intérêt de ce formalisme est que, lorsque B est muni de structures additionnelles

(comme un Frobenius, une �ltration, etc.) qui commutent à l'action de G, alors DB(V )

est un BG-module muni de ces structures additionnelles, et l'étude des représentations

B-admissibles peut se faire via l'étude des DB(V ), ce qui relève plutôt de l'algèbre

linéaire. De plus, une des idées principales de la théorie de Fontaine est de classi�er

les BG-représentations en fonction des anneaux G-réguliers B pour lesquelles elles sont

B-admissibles.
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1.1.3. Les (ϕ,Γ)-modules en caractéristique p. � Soit maintenantK une extension

�nie de F et K∞/K une extension APF in�nie. Comme on l'a mentionné précédemment,

XK(K∞) s'identi�e à k′((u)) où u est une uniformisante de XK(K∞) et k′ est le corps

résiduel deK∞. De plus, XK(K∞) étant de caractéristique p, on peut le munir d'un Frobe-

nius ϕXK(K∞) dé�ni par x 7→ xp. On dé�nit alors la notion de ϕ-module sur XK(K∞) :

Dé�nition 1.1.21. � Un ϕ-module sur XK(K∞) est la donnée d'un XK(K∞)-espace

vectorielM de dimension �nie qui est muni d'une application ϕM : M →M semi-linéaire

par rapport au Frobenius sur XK(K∞).

Un ϕ-module surXK(K∞) est de plus dit étale si ϕM(M) engendreM commeXK(K∞)-

espace vectoriel.

Si maintenant V est une Fp-représentation de Gal(Qp/K∞), alors on dé�nit

D(V ) = (XK(K∞)sep ⊗Fp V )Gal(Qp/K∞)

où Gal(Qp/K∞) agit surXK(K∞)sep par l'intermédiaire de l'isomorphisme Gal(Qp/K∞) '
Gal(XK(K∞)sep/XK(K∞)). C'est unXK(K∞)-espace vectoriel muni d'un endomorphisme

ϕXK(K∞)-semi-linéaire ϕD(V ) induit par ϕXK(K∞)sep ⊗ 1. Réciproquement, si M est un ϕ-

module sur XK(K∞), on dé�nit V (M) comme le Fp-espace vectoriel

V (M) = (XK(K∞)sep ⊗XK(K∞) M)ϕ=1

muni de l'action de Gal(Qp/K∞) induite par celle sur XK(K∞)sep et où ϕ est donné par

ϕ = ϕXK(K∞)sep ⊗ ϕM .

Théorème 1.1.22. � Les foncteurs V 7→ D(V ) et M 7→ V (M) sont quasi-inverses l'un

de l'autre et induisent une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des

Fp représentations de dimension �nie de Gal(Qp/K∞) et celle des ϕ-modules étales sur

XK(K∞).

Démonstration. � Cette équivalence était déjà connue dans le cas des Fp-représentations

de Gal(XK(K∞)sep/XK(K∞)), et on peut notamment se référer à [Dem72, Chap. III,�6].

Ce théorème découle donc de l'équivalence qu'on vient d'évoquer et de l'isomorphisme

Gal(XK(K∞)sep/XK(K∞)) ' Gal(Qp/K∞)

via le corps des normes.

L'action de Gal(Qp/K∞) sur une Fp-représentation est donc encodée par un ϕ-module

sur XK(K∞). Si maintenant K∞/K est une extension galoisienne de groupe de Galois

ΓK , alors la proposition 1.1.9 montre qu'on peut munir XK(K∞) d'une action naturelle

de ΓK . Cette action commute à celle du Frobenius. On peut alors dé�nir la notion de

(ϕ,ΓK)-module sur XK(K∞) :

Dé�nition 1.1.23. � Un (ϕ,ΓK)-module sur XK(K∞) est la donnée d'un ϕ-module D

sur XK(K∞), muni d'une action semi-linéaire continue de ΓK qui commute à celle de ϕD.

Il est dit étale s'il l'est en tant que ϕ-module.
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Comme précédemment, on peut dé�nir les foncteurs D 7→ V (D) et V 7→ D(V ) de la

catégorie respectivement des (ϕ,ΓK)-modules sur XK(K∞) et des Fp-représentations de

Gal(Qp/K), en posant de la même façon

V (D) = (XK(K∞)sep ⊗XK(K∞) D)ϕ=1

et

D(V ) = (XK(K∞)sep ⊗Fp V )Gal(Qp/K∞),

et on a alors le théorème suivant :

Théorème 1.1.24. � Les foncteurs V 7→ D(V ) et D 7→ V (D) sont quasi-inverses l'un

de l'autre et induisent une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des

Fp représentations de dimension �nie de Gal(Qp/K) et celle des (ϕ,ΓK)-modules étales

sur XK(K∞).

Démonstration. � Voir [Fon90, Thm. A.3.4.3].

Cela nous permet de travailler avec des objets a priori plus simples que des représen-

tations galoisiennes, à savoir des objets relevant de l'algèbre (semi)-linéaire. On a pour

l'instant opéré un dévissage de l'extension Qp/K par l'intermédiaire de K∞, et on s'est

ramené à l'étude de ϕ-modules sur lesquels Gal(K∞/K) agit en commutant à l'action de

ϕ.

Le principal problème à présent est de réussir à remonter en caractéristique 0 pour

s'intéresser aux Zp ou aux Qp représentations. En e�et, le corps des normes XK(K∞)

n'est jamais parfait (puisqu'il s'identi�e à k((T ))) et on ne peut donc pas appliquer la

méthode des vecteurs de Witt pour remonter le corps des normes (et les actions qui vont

avec) de façon canonique en caractéristique 0. Pour pouvoir remonter à la caractéristique

0, on va donc devoir spécialiser les constructions en fonction de l'extension K∞/K choisie.

Comme on l'a vu, on cherche à dévisser l'extension Qp/K en faisant intervenir une

extension intermédiaire K∞ qui soit in�nie APF et galoisienne, mais telle que K∞/K ne

soit pas trop compliquée. L'extension la plus utilisée est l'extension cyclotomique (1), no-

tamment pour étudier les (ϕ,ΓK)-modules, mais on lui préfère parfois d'autres extensions.

Depuis les travaux de Kisin et Ren [KR09], plusieurs auteurs se sont intéressé au cas où

K∞/K est une extension de Lubin-Tate associée à une uniformisante de K (voir [FX14]

et [Ber16b] par exemple), notamment en vue d'une extension de la correspondance de

Langlands locale p-adique à GL2(K). Les extensions de Kummer se révèlent quant à elles

utiles dans le but d'étudier les représentations semi-stables, mais elles ne sont jamais ga-

loisiennes, et on se retrouve parfois à travailler avec leur clôture galoisienne. En�n, dans

une optique plus générale, on pourrait s'intéresser à une extension K∞/K de groupe de

Galois un groupe de Lie p-adique.

(1)On appelle ici extension cyclotomique l'extension obtenue en rajoutant toutes les racines de l'unité d'ordre

une puissance de p, ce qui est un abus de langage puisqu'en règle générale, on appelle extension cyclotomique

l'extension engendrée par toutes les racines de l'unité.
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On va à présent expliciter la construction dans le cas cyclotomique, en dé�nissant

certains objets dont on aura besoin par la suite. Le cas cyclotomique est en e�et le cadre

le plus simple dans lequel on peut dé�nir la théorie des (ϕ,ΓK)-modules.

On note Fn = F (µpn) et on dé�nit F∞ :=
⋃
n∈N Fn l'extension cyclotomique de F . On

note HF le noyau du caractère cyclotomique χcycl : GF → Z×p et ΓF = GF/HF le groupe

de Galois de F∞/F qui s'identi�e via le caractère cyclotomique à un sous-groupe ouvert

de Z×p . On rappelle que le caractère cyclotomique χcycl est dé�ni par l'identité

g(ζ) = ζχcycl(g),∀ζ ∈ µp∞ ,∀g ∈ GF .

Si L est une extension �nie de F , on note HL le noyau du caractère cyclotomique

χcycl : GL → Z×p , i.e. HL = Gal(Qp/L∞) avec L∞ = L · F∞. Remarquons que L∞/L est

strictement APF par la proposition 1.1.3 puisque Gal(L∞/L) s'identi�e à un sous-groupe

ouvert de Z×p et est donc un groupe de Lie p-adique de dimension 1. Comme précédem-

ment, on notera K0 l'extension maximale non rami�ée de F contenue dans K∞ et eK
l'indice de rami�cation de K∞ sur F∞.

On dé�nit

Ẽ+ = lim←−
x→xp

OCp = {(x(0), x(1), . . . ) ∈ ON
Cp : (x(n+1))p = x(n)}

et on le munit d'une structure d'anneau en posant

(xy)(i) = x(i)y(i)

et

(x+ y)(i) = lim
j→∞

(x(i+j) + y(i+j))p
j

.

Proposition 1.1.25. � Muni de ces deux lois, Ẽ+ est un anneau parfait de caractéris-

tique p, complet pour la valuation vE dé�nie par vE(x) = vp(x
(0)).

Démonstration. � Voir [Win83, Thm. 4.1.2].

Par la suite, on �xe de façon dé�nitive une suite ε = (ε(n))n∈N de racines compatibles

pn-ièmes de l'unité dans OCp , i.e. ε
(0) = 1 et (ε(n+1))p = ε(n), avec ε(1) 6= 1. On note alors

u = ε− 1, et on a vE(u) = lim
n→∞

vp[(ε
(n) − 1)p

n
] = p

p−1
. On pose alors Ẽ := Ẽ+[ 1

u
].

Proposition 1.1.26. � L'anneau Ẽ est un corps algébriquement clos de caractéristique

p, d'anneau des entiers Ẽ+, qui contient Fp((π)), d'idéal maximal mẼ = {x ∈ Ẽ : vE(x) >

0} et de corps résiduel Fp. Il est isomorphe à la complétion de la clôture algébrique de

Fp((π)).

Démonstration. � Voir [Win83, Thm. 4.1.2].

On note ϕ : x → xp le Frobenius sur Ẽ. Le corps Ẽ est naturellement muni d'une

action de GQp qui provient de celle sur Cp. Remarquons que les actions de GF et du

Frobenius sur u sont données par

ϕ(u) = up et g(u) = (1 + u)χ(g) − 1.
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La proposition suivante permet de donner une autre interprétation à Ẽ+.

Proposition 1.1.27. � Si a est un idéal de OCp tel que la topologie p-adique et la topolo-

gie a-adique coïncident sur OCp, alors Ẽ
+ ' lim←−

x 7→xp
OCp/a.

Démonstration. � Voir [BC09, Prop. 4.3.1].

On note Ẽ+
L = {x ∈ Ẽ+ : ∀i ≥ 0, x(i) ∈ ÔL∞} et ẼL = Ẽ+

L [ 1
π
].

Proposition 1.1.28. � On a ẼL = ẼHL.

Démonstration. � C'est une conséquence directe de [Win83, Cor. 4.3.4].

Dans le cas où L/K est strictement APF, Wintenberger a montré la proposition suiv-

ante :

Proposition 1.1.29. � Il existe une constante c = c(L/K) > 0 telle que, pour toutes

sous-extensions K ′, K ′′ de L/K, avec K ′ ⊂ K ′′ des extensions �nies de K, pour tout

x ∈ OK′′,
vK

(
NK′′/K′(x)

x[K′′:K′]
− 1

)
≥ c.

Démonstration. � Voir [Win83, Lem. 4.2.2.1].

Pour n ∈ N, on note En l'ensemble des E ∈ EL/K tels que le degré de E/K1 soit divisible

par pn. Wintenberger montre alors le résultat suivant :

Proposition 1.1.30. � Si x = (xE)E∈EL/K ∈ XK(L) et si n ∈ N, alors la famille

(xp
−n[E:K1])E∈En converge suivant le �ltre des sections de En vers un élément xn ∈ L̂ et

αK(x) := (xn)n∈N ∈ ẼL.

De plus, l'application αK : XK(L)→ ẼL ainsi dé�nie est un plongement continu.

Démonstration. � Voir [Win83, Prop. 4.2.1].

Pour des raisons de normalisation, on préfère à cette application αK une application

ιK , qu'on va maintenant dé�nir. Si K∞/K est strictement APF, on note c = c(K∞/K) la

constante associée par la proposition 1.1.29, et on peut supposer sans perte de généralité

que c ≤ vK(p)
(p−1)

. Si E est un sous-corps de Cp, on note acE l'ensemble des éléments de

E tels que vK(x) ≥ c. La proposition 1.1.27 montre alors qu'on a une identi�cation

Ẽ+ ' lim←−x 7→xp OCp/a
c
Cp
. On note également (Km)m∈N la tour des extensions élémentaires

de K∞/K comme dans [Win83, �1.3], et si m ≥ 1, on note rm l'unique entier positif

véri�ant prm = [Km : K1].

On note lim←−L∈EK∞/K1

OL/acL la limite projective des OL/acL, où L parcourt EK∞/K1 et

les morphismes de transition sont donnés par fL′/L(x) = x[L′:L] si L et L′ sont deux sous-

extensions de K∞/K1 telles que L ⊂ L′. On dé�nit à présent une application ιK , de

l'anneau des entiers AK(K∞) de XK(K∞) et à valeurs dans lim←−L∈EK∞/K1

OL/acL, de la

façon suivante : on identi�e AK(K∞) avec AK1(K∞) par le fait que EK∞/K1 est co�nal
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dans EK∞/K , et si (xL)L∈EK∞/K1
∈ AK1(K∞) = lim←−L∈EK∞/K1

OL, on note ιK(x) = (yL)

l'élément de lim←−L∈EK∞/K1

OL/acL donné par yL = xL mod aL.

Proposition 1.1.31. � L'application ιK est à valeurs dans Ẽ+, et dé�nit un isomor-

phisme entre AK(K∞) et son image, qui est
{

(xn) ∈ lim←−
x 7→xp

OK∞/acK∞ : xrm ∈ Im(OKm/acKm → OK∞/acK∞) pour tout m ∈ N

}
.

Démonstration. � Voir [CD15], lemmes 4.9 et 4.11 et le corollaire 4.12.

Soit EF = k((π)) ⊂ Ẽ. Comme π est invariant sous l'action de HF , EF ⊂ ẼF . Soit

alors E = Esep
F la clôture séparable de EF dans Ẽ. Pour K une extension �nie de F , on

note EK = EHK , extension �nie de EF , d'anneau des entiers E+
K .

Proposition 1.1.32. � Si K/F est une extension �nie, alors l'application ιK de la

proposition 1.1.31 induit une bijection de l'anneau des entiers de XK(K∞) sur E+
K.

Démonstration. � Voir [CC99, Prop. I.1.1].

Remarque 1.1.33. � Si on utilise l'application αK qu'on a dé�nie dans la proposition

1.1.30 plutôt que l'application ιK , alors on peut montrer que dans le cas cyclotomique,

αK(XF (F∞)) = ϕ−1(k((ε − 1))), ce qui explique pourquoi on préfère ici travailler avec

l'application ιK plutôt qu'avec l'application αK .

Corollaire 1.1.34. � Si L/K/F sont des extensions �nies, on a un isomorphisme HK '
Gal(E/EK) et l'identité [EL : EK ] = [L∞ : K∞].

1.1.4. Les anneaux Ã, B̃ et les (ϕ,Γ)-modules en caractéristique 0. � On dé�nit

à présent Ã+ = W (Ẽ+) l'anneau des vecteurs de Witt à coe�cients dans Ẽ+ et B̃+ =

Ã+[1/p]. En particulier, on a

Ã+ =

{∑

k≥0

pk[xk] : xk ∈ Ẽ+

}

et

B̃+ =

{ ∑

k�−∞

pk[xk] : xk ∈ Ẽ+

}

où [x] ∈ Ã+ est le relèvement de Teichmüller de x. On dé�nit également Ã = W (Ẽ)

et B̃ = Ã[1/p]. Ces anneaux sont munis d'un Frobenius ϕ déduit de celui de Ẽ via les

vecteurs de Witt et d'une action de GF relevant celle sur Ẽ et donnée par g · [x] = [g · x].

On pose également u := [ε]− 1.

Ces anneaux sont naturellement munis de deux topologies, qu'on appellera respective-

ment topologie forte et topologie faible. La topologie forte consiste à munir Ã de la

topologie d'anneau la moins �ne rendant continue la projection Ã → Ẽ, où Ẽ est muni

de la topologie discrète. La topologie forte sur Ã est donc la topologie p-adique.
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La topologie faible quant à elle est la topologie d'anneau la moins �ne rendant continue

la projection Ã → Ẽ où Ẽ est muni de la topologie induite par la valuation vE. De

façon plus explicite, on dé�nit pour k ∈ N la fonction wk : Ã → R ∪ {+∞} dé�nie par
wk(x) = inf

i≤k
vE(xi) pour x =

∑+∞
k=0 p

k[xk] ∈ Ã. On étend wk à B̃ naturellement en posant

wk(x) = inf
i≤k

vE(xi) pour x =
∑+∞

k�−∞ p
k[xk] ∈ B̃.

On dispose des propriétés suivantes :

Proposition 1.1.35. �

(1) wk(x) = +∞ si et seulement si x ∈ pk+1Ã ;

(2) wk(x+ y) ≥ inf(wk(x), wk(y)) (et égalité dans le cas wk(x) 6= wk(y)) ;

(3) wk(xy) ≥ infi+j≤k(wi(x) + wj(y)) ;

(4) wk(ϕ(x)) = pwk(x).

Démonstration. � Voir [CC98, I.3].

La topologie faible sur Ã est la topologie dé�nie par la famille de semi-valuations wk,

k ∈ N, de sorte que xn → x pour la topologie faible si et seulement si pour tout k ∈ N,

wk(xn − x)→ +∞ quand n tend vers +∞.

Proposition 1.1.36. �

(1) L'application (xk)k∈N 7→
∑+∞

k=0 p
k[xk] est un homéomorphisme de (Ẽ)N sur Ã (re-

spectivement de (Ẽ+)N sur Ã+) pour les topologies faible et forte.

(2) Les anneaux Ã et Ã+ sont séparés et complets pour les topologies faible et forte.

Démonstration. � C'est la proposition 5.1 de [Col08].

Proposition 1.1.37. � L'action de ϕ sur Ã et Ã+ est continue pour les topologies faible

et forte, et on a

Ãϕ=1 = (Ã+)ϕ=1 = Zp.

Démonstration. � C'est la proposition 5.2 de [Col08].

Comme ni HF ni GF n'agissent continûment pour la topologie discrète sur Ẽ ou Ẽ+, ni

HF ni GF n'agissent continûment sur Ã ou Ã+ munis de la topologie forte. En revanche,

comme Ã et Ã+ sont homéomorphes respectivement à ẼN et (Ẽ+)N, GF agit continûment

sur Ã et Ã+ munis de la topologie faible.

Si K est une extension �nie de F , on dé�nit également ÃK = W (ẼK) et Ã+
K = W (Ẽ+

K).

On a par construction que

ÃK/pÃK = ẼK et Ã+
K/pÃ

+
K = Ẽ+

K .

Ces anneaux sont des sous-anneaux fermés de Ã et Ã+ respectivement, pour la topologie

forte comme pour la topologie faible. De plus, comme ẼK = ẼHK et Ẽ+
K = (Ẽ+)HK , on a

les égalités

ÃHK = ÃK et (Ã+)HK = Ã+
K .
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On dé�nit également les anneaux B̃K = ÃK [1/p] et B̃+
K = Ã+

K [1/p], et on déduit des

égalités précédentes que

B̃ϕ=1 = (B̃+)ϕ=1 = Qp, B̃
HK = B̃K , (B̃

+)HK = B̃+
K .

Dans le but d'obtenir une théorie des (ϕ,ΓK)-modules en caractéristique 0, on aimerait

à présent construire un anneau de Cohen de E, c'est-à-dire un anneau A de valuation

discrète, complet, d'idéal maximal pA et de corps résiduel E, et on voudrait qu'il soit

de plus muni d'un Frobenius ϕ et d'une action de ΓK commutant à celle de ϕ, ces deux

actions relevant celles sur E, mais la construction par les vecteurs de Witt échoue ici car

E n'est pas parfait.

Comme les actions de ϕ et GF sur u sont données par les formules

ϕ(u) = (1 + u)p − 1

et

g(u) = (1 + u)χ(g) − 1,

u est invariant sous l'action de HF et l'anneau A+
F = OF [[u]] est stable par ϕ et GF , et

muni par passage au quotient d'une action de ΓF = GF/HF . On note AF l'adhérence de

OF [[u]][1/u] dans Ã pour la topologie p-adique. Autrement dit, AF = {∑k∈Z aku
k, ak ∈

OF , limk→−∞ ak = 0}, et on a AF/pAF = EF . On note aussi BF = AF [1/p] ⊂ B̃ le corps

des fractions de AF , qui est encore stable par GF et ϕ. L'anneau AF est donc un anneau

de Cohen pour EF muni d'actions de ΓF et du Frobenius commutant l'une à l'autre et

relevant celles sur EF . On dit qu'une extension �nie de corps locaux est non rami�ée si

l'extension des corps résiduels est séparable et si le degré de l'extension est le même que

celui de l'extension des corps résiduels.

Proposition 1.1.38. � Si K est une extension �nie de F , alors EK est une extension

séparable de EF et il existe une unique extension non rami�ée BK/BF , contenue dans B̃,

de corps résiduel EK et telle que Gal(BK/BF ) ' Gal(EK/EF ). On note AK son anneau

des entiers pour la valuation p-adique et A+
K := Ã+ ∩AK.

Démonstration. � Comme B̃ est absolument non rami�é, et que EK/EF est séparable et

�nie avec EK incluse dans le corps résiduel de B̃, il existe une unique extension BK de BF

(qui est donc automatiquement non rami�ée), contenue dans B̃, dont le corps résiduel est

EK , et on a bien Gal(BK/BF ) ' Gal(EK/EF ) puisque l'extension est non rami�ée.

Comme E =
⋃
K/F EK est la clôture séparable de EF , l'extension maximale non rami�ée

Bunr
F de BF dans B̃ est aussi la réunion des BK quand K parcourt les extensions �nies de

F . On note alors B l'adhérence de Bunr
F dans B̃ pour la topologie p-adique, et on note A

son anneau des entiers (qui est aussi le complété de l'anneau des entiers de Bunr
F pour la

topologie p-adique). On a donc A/pA = E. Comme les BK sont tous stables par ϕ, c'est

encore le cas de B, et comme Bunr
F est stable sous l'action de GF , c'est aussi le cas de B et

on a Gal(Bunr
F /BK) ' Gal(E/EK) ' HK . Si K est une extension �nie de F , le théorème
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d'Ax-Sen-Tate (voir [Tat67, Thm. 1]) montre alors que BHK = (Bunr)HK = BK et donc

que AK = AHK .

On peut en fait décrire AK = A ∩ BK un peu plus précisément. On rappelle que K0

désigne l'extension maximale non rami�ée de F dans K∞, et on a avec cette notation :

Proposition 1.1.39. � Si uK ∈ AK avec uK uniformisante de EK, alors AK est la

complétion p-adique de OK0 [[uK ]][1/uK ].

Démonstration. � Voir [Col08, � 6.2]

Cependant, on ne peut a priori plus décrire explicitement les actions de ϕ et Γ sur uK ,

et uK n'a plus aucune raison d'être dans A+
K . On peut notamment regarder l'exemple

suivant, présenté dans [Ber14, �1] :

Exemple 1.1.40. � Soit K/F une extension modérément rami�ée, de sorte que unK =

uF avec n premier à p, on peut alors prendre uK = u
1/n
F . On a alors

ϕ(uK) = ((1 + uF )p − 1)1/n = upK · (1 +
p

unK
+ · · ·+ p

u
n(p−1)
K

)1/n

et donc ϕ(uK) 6∈ OK0 [[uK ]].

Dans le cas où K/F est non rami�ée, on peut prendre uK = uF = u et on a donc une

description simple des actions de ϕ et ΓK sur AK . L'exemple ci-dessus montre que ce

n'est plus le cas en général.

On rappelle que niHF ni GF n'agissaient continûment sur Ã ou Ã+ munis de la topologie

forte. En revanche, on dispose ici de la proposition suivante :

Proposition 1.1.41. � Le groupe HF agit continûment sur A et B munis de la topologie

forte.

Démonstration. � On a l'isomorphisme Gal(Bunr
F /BF ) = Gal(E/EF ) = HF , de sorte que

HF agit continûment sur E = A/pA muni de la topologie discrète, et donc continûment

sur A et donc sur B munis de la topologie forte.

On dispose alors d'un analogue de Hilbert 90, où les cocycles ici considérés sont ceux

continus pour la topologie p-adique sur A :

Proposition 1.1.42. � Si K/F est une extension �nie, alors

H1(HK ,A) = {0}

et si d ≥ 1,

H1(HK ,GLd(A)) = {1}.

Démonstration. � On sait que H1(HK ,GLd(E)) = {1} par Hilbert 90 puisque HK agit

sur E via l'isomorphisme HK ' Gal(E/EK). Si g 7→ Ug est un cocycle continu (pour la

topologie forte) sur HK à valeurs dans GLd(A), alors comme g 7→ Ug est cohomologue au

cocycle trivial par Hilbert 90 sur E, il existe M ∈ GLd(A) telle que M−1Ugg(M) = 1, et

donc telle que Vg = M−1Ugg(M) appartienne à 1 + pMd(A).
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Si maintenant n ≥ 1 et si g 7→ Ug est à valeurs dans 1 + pnMd(A), alors en posant

Vg = p−n(Ug − 1), Vg est un cocycle à valeurs dans Md(E), et donc toujours par Hilbert

90 pour E, il existe N ∈Md(A) telle que Vg = g(N)−N . Ainsi, en posant M = 1−pnN ,

on a M−1Ugg(M) ∈ 1 + pn+1Md(A).

Par conséquent, si g 7→ Ug est un cocycle continu (pour la topologie forte) sur HK à

valeurs dans GLd(A), il existe M0, · · · ,Mn ∈ GLd(A) telles que, pour tout m, Mm = 1

mod pn, et on a

M−1
n · · ·M−1

0 Ugg(M0 · · ·Mn) = 1 mod pn+1.

de sorte que le produit
∏
Mn converge vers M ∈ GLd(A) telle que M−1Ugg(M) = 1.

On peut à présent dé�nir les (ϕ,ΓK)-modules surAK . Étant donné qu'on va s'intéresser

à des modules sur AK , il est bon de mentionner que AK est un anneau principal puisque

c'est un anneau de valuation discrète pour la valuation p-adique.

Dé�nition 1.1.43. � On appelle ϕ-module sur AK un AK-module muni d'un Frobe-

nius semi-linéaire continu ϕ.

Un ϕ-module D sur AK est dit étale s'il est de type �ni et si ϕ(D) engendre D comme

AK-module.

On appelle ϕ-module sur BK un BK-espace vectoriel muni d'un Frobenius semi-linéaire

continu ϕ.

Un ϕ-module D sur BK est dit étale s'il possède un AK-réseau étale stable par ϕ.

Si V est une Zp-représentation de HK , on pose D(V ) = (A ⊗Zp V )HK qui est un

AK-module.

Proposition 1.1.44. �

(1) Si V est une Zp-représentation de HK, l'application naturelle A ⊗AK
D(V ) →

A⊗Zp V est un isomorphisme et D(V ) est un AK-module de type �ni.

(2) Le foncteur V 7→ D(V ) de la catégorie des Zp-représentations dans celle des AK-

modules est exact et �dèle.

Démonstration. � Voir [Fon94b, A.1. Prop. 1.2.4].

Comme A est muni d'un Frobenius qui commute à l'action de GF , D(V ) est naturelle-

ment muni d'une structure de ϕ-module sur AK . De plus, si D est un ϕ-module sur AK ,

on pose V (D) = (A⊗AK
D)ϕ=1, qui est une Zp-représentation.

Proposition 1.1.45. �

(1) Pour toute Zp-représentation V de HK, D(V ) est un ϕ-module étale ;

(2) les foncteurs D 7→ V (D) et V 7→ D(V ) sont quasi-inverses l'un de l'autre et in-

duisent une équivalence de catégories tannakiennes entre celle des Zp-représentations de

HK et celle des ϕ-modules étales sur AK.

Démonstration. � Voir [Fon94b, A.1. Prop. 1.2.6].

En particulier, comme dans le cas des Fp-représentations, une Zp-représentation de HK

est entièrement encodée dans le ϕ-module D(V ) associé sur AK . On dispose évidemment
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d'un analogue pour les représentations p-adiques. Si V est une représentation p-adique,

on pose D(V ) = (B ⊗Qp V )HK , et si D est un ϕ-module sur BK , on pose V (D) =

(B⊗BK D)ϕ=1.

Proposition 1.1.46. �

(1) Pour toute représentation p-adique V de HK, D(V ) est un ϕ-module étale ;

(2) les foncteurs D 7→ V (D) et V 7→ D(V ) sont quasi-inverses l'un de l'autre et

induisent une équivalence de catégories tannakiennes entre celle des représentations p-

adiques de HK et celle des ϕ-modules étales sur BK.

Démonstration. � C'est une conséquence immédiate de la proposition 1.1.45 et de la

proposition 1.1.13.

Dé�nition 1.1.47. � On appelle (ϕ,ΓK)-module sur AK (resp. sur BK) un module

sur AK (resp. sur BK) muni d'actions semi-linéaires continues de ϕ et ΓK qui commutent

l'une à l'autre.

On dit qu'un (ϕ,ΓK)-module sur AK ou BK est étale si le ϕ-module sous-jacent est

étale.

Si maintenant V est une Zp-représentation de GK , alors comme A est muni d'une

action semi-linéaire continue de GK qui commute à l'action de ϕ, D(V ) = (A ⊗Zp V )HK

est naturellement muni d'une action semi-linéaire continue de ΓK = GK/HK qui commute

à celle de ϕ, et donc est naturellement muni d'une structure de (ϕ,ΓK)-module sur AK .

Réciproquement, si D est un (ϕ,ΓK)-module sur AK (resp. sur BK), on note V (D) =

(A ⊗AK
D)ϕ=1 (resp. V (D) = (B ⊗BK D)ϕ=1) qui est alors une Zp-représentation de

GK (resp. une représentation p-adique de GK). On a alors les théorèmes d'équivalences

suivants, pour les Zp-représentations et les Qp-représentations :

Théorème 1.1.48. � Les foncteurs D 7→ V (D) et V 7→ D(V ) sont quasi-inverses l'un

de l'autre et réalisent une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des

représentations Zp-linéaires de GK et celle des (ϕ,ΓK)-modules étales sur AK.

Démonstration. � Voir [Fon90, Thm. A.3.4.3].

Théorème 1.1.49. � Les foncteurs D 7→ V (D) et V 7→ D(V ) sont quasi-inverses l'un

de l'autre et réalisent une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des

représentations Qp-linéaires de GK et celle des (ϕ,ΓK)-modules étales sur BK.

Démonstration. � Là encore, cela suit du théorème 1.1.48 et de la proposition 1.1.13.

Comme dans le cas de la caractéristique p, l'intérêt est de se ramener à des objets

a priori plus simples que les représentations galoisiennes, puisqu'ils relèvent de l'algèbre

semi-linéaire.

Les anneaux AK et BK contiennent comme sous-anneaux respectifs A†K et B†K , qui

correspondent à des anneaux de séries f(T ) =
∑

k∈Z akT
k, où les ak sont des éléments de

OK0 (respectivementK0) telles qu'il existe une couronne non vide de la forme {z ∈ Cp, r <
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|z| < 1} sur laquelle f(T ) converge et y est bornée. On appelle éléments surconvergents

les éléments de A†K et B†K et on va maintenant voir comment dé�nir ces anneaux.

Si r ∈ R+, on dé�nit B̃†,r = {x ∈ B̃ : lim
k→+∞

wk(x) + pr
p−1

k = +∞} et on note alors n(r)

le plus petit entier n tel que r ≤ pn−1(p− 1), et rn = pn−1(p− 1).

On pose également

B†,r = B ∩ B̃†,r, B̃† = ∪r≥0B̃
†,r et B† = ∪B†,r,

Ã†,r = {x ∈ B̃†,r ∩ Ã tels que ∀k, wk(x) +
pr

p− 1
k ≥ 0},

Ã† = B̃† ∩ Ã, A†,r = Ã†,r ∩A, A† = Ã† ∩A,

et en�n

B̃†,rK = (B̃†,r)HK , Ã†,rK = (Ã†,r)HK , B†,rK = (B†,r)HK et A†,rK = (A†,r)HK .

On peut munir les anneaux Ã†,r et B̃†,r d'une valuation vr en posant :

vr(x) = inf
k∈Z

(wk(x) +
pr

p− 1
k)

et Ã†,r est alors l'anneau des entiers de B̃†,r pour cette valuation.

Remarque 1.1.50. � Ces notations ne sont pas exactement les mêmes que celles de

Cherbonnier et Colmez dans [CC98], on a ici choisi de reprendre les notations de [Ber02].

Proposition 1.1.51. �

(1) Si r ≥ 0, les anneaux B̃†,r et Ã†,r sont des sous-anneaux de B̃ stables par GK.
(2) L'anneau B̃† est un corps, stable sous l'action de GK et par ϕ.

Démonstration. � Voir [CC98, Prop. II.1.2].

En particulier, B†K est aussi un corps. On dira à présent qu'un élément de B̃† est

surconvergent. Comme B† est un corps, si V est une représentation p-adique alors

dimB†K
D†(V ) ≤ dimQp V , et on dit que V est surconvergente si on a égalité, ce qui

est équivalent au fait que le BK-espace vectoriel D(V ) = (B⊗Qp V )HK possède une base

sur BK constituée d'éléments de D†(V ) = (B† ⊗Qp V )HK , c'est-à-dire s'il existe r ≥ 0 tel

que D(V ) possède une base sur BK constituée d'éléments de D†,r(V ) = (B†,r ⊗Qp V )HK .

On a alors deux résultats très importants sur les éléments surconvergents :

Théorème 1.1.52. � Toute représentation V de GK est surconvergente, i.e. il existe

r(V ) tel que D(V ) = BK ⊗B
†,r(V )
K

D†,r(V )(V ).

Démonstration. � C'est le théorème principal de [CC98].

Proposition 1.1.53. � Il existe n(K) ∈ N et uK ∈ A
†,rn(K)

K dont l'image modulo p est

une uniformisante uK de EK et tel queAK est unAK0-module libre dont (1, uK , · · · , ueK−1
K )

est une base, et si r > rn(K), alors tout élément x ∈ A†,rK peut s'écrire x =
∑

k∈Z aku
k
K

où ak ∈ OK0 et où la série
∑

k∈Z akT
k est holomorphe et bornée par 1 sur la couronne



30 CHAPITRE 1. THÉORIE DU CORPS DES NORMES, ANNEAUX DE FONTAINE ET (ϕ,Γ)-MODULES

{p−1/eKr ≤ |T | < 1}, et tout élément x ∈ B†,rK peut s'écrire x =
∑

k∈Z aku
k
K où ak ∈ K0 et

où la série
∑

k∈Z akT
k est holomorphe et bornée sur la couronne {p−1/eKr ≤ |T | < 1}.

Démonstration. � C'est une conséquence directe de [Col08, Prop. 7.5].

Remarque 1.1.54. � Si Ã†,r est bien l'anneau des entiers de B̃†,r pour la valuation vr,

il n'est pas l'anneau des entiers de B̃†,r pour la topologie p-adique, et on a notamment

Ã†,r 6= B̃†,r ∩ Ã. En fait, si on note Ã†∞ :=
⋃
r∈R+

Ã†,r, alors x ∈ Ã† si et seulement si il

existe n ∈ N tel que pnx ∈ Ã†,r∞ .

1.2. Anneaux de Fontaine et représentations p-adiques

1.2.1. L'anneau BdR et ses sous-anneaux. � On rappelle qu'on avait dé�ni dans la

partie 1.1.4 l'anneau Ã+ par Ã+ = W (Ẽ+) et que tout élément x de Ã+ s'écrit donc de

façon unique sous la forme x =
∑+∞

i=0 p
i[xi] avec les xi ∈ Ẽ+. On rappelle également qu'on

avait noté ε ∈ Ẽ+ une suite de racines compatibles pn-ièmes de l'unité et u = [ε]− 1. On

note également p̃ ∈ Ẽ+ une suite compatible de racines pn-ièmes de p.

On dispose d'une application θ : Ã+ → OCp en posant

θ

(∑

k≥0

pk[xk]

)
=
∑

k≥0

pkx
(0)
k .

Proposition 1.2.1. � L'application θ ainsi dé�nie est un morphisme surjectif d'anneaux.

Démonstration. � Le fait que θ est surjectif est ici trivial et découle des dé�nitions de Ẽ+,

Ã+ et θ. Ce qui est compliqué ici est la preuve que c'est bien un morphisme d'anneaux,

et on renvoie pour cela à la preuve du théorème 1.2.1 de [Fon94a].

On prolonge θ en un morphisme de B̃+ sur Cp par θ(
∑

k�−∞
pk[xk]) =

∑
k�−∞

pkx
(0)
k . La

surjectivité du morphisme θ nous donne alors Ã+/ker(θ) = OCp et B̃
+/ker(θ) = Cp.

On étend θ : B̃+ → Cp en une application θ : K ⊗K0 B̃
+ → Cp en posant pour λ ∈ K

et x ∈ B̃+, θ(λ⊗ x) = λθ(x). On �xe également πK une uniformisante de OK .

Proposition 1.2.2. � Le noyau de l'application θ ainsi dé�nie est engendré par n'importe

quel élément y ∈ OK ⊗OK0
Ã+ tel que θ(y) = 0 et vE(y) = vp(πK).

Démonstration. � En restreignant θ à OK ⊗OK0
Ã+ puis en réduisant modulo πK , θ

devient une application θ : Ẽ+ → OCp/πKOCp , donnée par x 7→ x(0) mod πK . Si x est

dans le noyau de θ, alors x est dans le noyau de θ, de sorte que vE(x) ≥ vp(πK) et donc

x/y ∈ Ẽ+, de sorte qu'il existe a ∈ OK⊗OK0
Ã+ tel que x−ay ∈ ker(θ)∩πK(OK⊗OK0

Ã+).

Par conséquent, l'inclusion y(OK ⊗OK0
Ã+) ⊂ ker(θ) est surjective modulo πK , et donc

surjective par le lemme de Nakayama.

En particulier, le noyau de θ est un idéal principal, engendré par [π̃K ] − πK . Dans le

premier cas considéré θ : B̃+ → Cp, le noyau de θ est également engendré par

ω =
π

ϕ−1(π)
= 1 + [ε1/p] + · · ·+ [ε1/p]p−1.
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L'opérateur θ commute à l'action de GK mais ker(θ) n'est pas stable par ϕ puisque par

exemple θ(ϕ([p̃] − p)) = pp − p 6= 0 (une autre façon de le voir est qu'on aurait alors un

Frobenius sur Cp).

On dé�nit à présent l'anneau B+
dR comme le complété de B̃+ pour la topologie ker(θ)-

adique. Autrement dit, en posant Bh = B̃+/(ker(θ))h, alors

B+
dR = lim←−Bh.

On a en particulier B+
dR/ker(θ) ' Cp et donc si x ∈ B+

dR est tel que θ(x) 6= 0 alors x est

inversible et donc ker(θ : B+
dR → Cp) est engendré par [ε]− 1. Comme ker(θ) est stable

par GQp , l'action de GQp sur B̃
+ s'étend par continuité à B+

dR.

On dé�nit l'élément t comme la somme de la série log([ε]) :

t :=
∑

k≥1

(−1)k−1 ([ε]− 1)k

k
.

Comme θ(t/([ε] − 1)) = 1 6= 0, t/([ε] − 1) est inversible dans B+
dR et donc le noyau de

θ dans B+
dR est aussi engendré par t. En particulier, si x ∈ B+

dR, x peut s'écrire sous la

forme x = x0t
k avec θ(x0) 6= 0, de telle sorte que BdR := B+

dR[1/t] est un corps.

On munit de plus BdR de la �ltration FiliBdR = tiB+
dR, �ltration qui reste stable sous

l'action de GF puisque g ∈ GF agit sur t par g(t) = χ(g)t.

Lemme 1.2.3. � Si x =
∑+∞

k=0 p
k[xk] ∈ Ã, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) la série
∑+∞

k=0 p
k[xk] converge dans B

+
dR ;

(2) la série
∑+∞

k=0 p
kx

(0)
k converge dans Cp ;

(3) k + vE(xk)→ +∞ quand k → +∞.

Démonstration. � Voir [Col08, Lemm. 5.18].

Cela nous permet de faire le lien avec les éléments surconvergents de B̃ de la façon

suivante :

Corollaire 1.2.4. � La série
∑
pk[xk] converge dans BdR si et seulement si

∑
pkx

(0)
k

converge dans Cp et on dispose alors pour les n ∈ N tels que rn := pn−1(p− 1) ≥ r d'une

application injective ιn = ϕ−n : B̃†,r → B+
dR donnée par

∑
pk[xk] 7→

∑
pk[xp

−n

k ] et on a

alors

B̃†,rn = {x ∈ B̃ tels que ϕ−n(x) converge dans B+
dR}.

Proposition 1.2.5. � Tout polynôme non constant P (T ) ∈ Qp[T ] a une racine dans

B+
dR.

Démonstration. � Sans perte de généralité, on peut supposer que les racines de P sont

simples. P (T ) admet une racine x dans Cp puisque Cp est algébriquement clos. Comme

B+
dR/tB

+
dR = Cp, le lemme de Hensel permet de relever cette racine dans B+

dR.

Corollaire 1.2.6. � On a une inclusion GQp-équivariante de Qp dans B+
dR, compatible

avec θ.

Proposition 1.2.7. � Si K est une extension �nie de Qp, alors B
GK
dR = K.
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Démonstration. � Pour k ∈ Z, on dispose d'une suite exacte

0→ tk+1B+
dR → tkB+

dR → Cp(k)→ 0

ce qui nous donne en prenant les invariants sous GK :

0→ (tk+1B+
dR)GK → (tkB+

dR)GK → Cp(k)GK .

Or Cp(k)GK = {0} pour k 6= 0 par le théorème 2 de [Tat67]. En appliquant ce résultat

pour k � 0, on trouve donc que BdR
GK = (B+

dR)GK . En appliquant le résultat pour k = 1

puis en incrémentant k, on trouve que (tkB+
dR)GK → (tB+

dR)GK est un isomorphisme, de

sorte que (tB+
dR)GK = {0}. Pour �nir, on prend k = 0. On trouve alors que l'application

(B+
dR)GK → CGKp est injective, mais comme CGKp = K et K ⊂ B+

dR, on en déduit que cette

application est un isomorphisme.

Cela va nous permettre de dé�nir une application K ⊗F B̃+ → B+
dR. En e�et, le fait

que K ⊂ B+
dR permet de dé�nir une application K ⊗F B̃+ → B+

dR par λ⊗ x 7→ λx, et on

a le résultat suivant :

Proposition 1.2.8. � L'application K ⊗K0 B̃
+ → B+

dR est injective.

Démonstration. � Il su�t de montrer que l'application naturelle OK⊗OF Ã+ → B+
dR est

injective. Mais cette application est obtenue en recollant les applications OK ⊗OF Ã+ →
Bh, de sorte que son noyau est ∩h≥1([π̃K ]− πK)h · OK ⊗OF Ã+ = {0}.

On peut déjà utiliser BdR pour commencer à classi�er les représentations, et on dit

qu'une représentation V de GK est de de Rham si elle est BdR-admissible. On rappelle

que par la dé�nition 1.1.19, cela est équivalent au fait que le K-espace vectoriel DdR(V ) =

(BdR ⊗Qp V )GK est de dimension dimQp(V ).

Fontaine a construit dans [Fon94a, �2] un sous-anneau de BdR, noté Acris, qu'on peut

dé�nir de la façon suivante :

Acris =





x ∈ BdR tels que x peut s'écrire sous la forme x =
+∞∑

n=0

xn
ωn

n!

où xn ∈ Ã+ et les xn → 0 dans Ã+ pour la topologie forte




,

et on pose B+
cris = Acris[1/p]. Remarquons que, comme ker(θ|Ã+) est un idéal principal

de Ã+, on peut remplacer ω dans la dé�nition par n'importe quel générateur de ker(θ).

On fera également attention au fait que si x =
∑+∞

n=0 xn
ωn

n!
∈ Acris avec xn → 0, une telle

écriture n'est pas unique.

Proposition 1.2.9. � Le Frobenius et l'action de GK sur Ã+ et B̃+ se prolongent na-

turellement en des actions sur Acris et B
+
cris.

Démonstration. � Le fait que Acris soit stable sous l'action de GK vient simplement du

fait que g(ω) = xω avec x ∈ Ã+ et de la dé�nition qu'on a donné de Acris.
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Pour le Frobenius, on va utiliser le fait que, si x ∈ Ã+, alors ϕ(x) ≡ xp mod p. En

particulier, on a

ϕ(ω) = ωp + px = p

(
x+ (p− 1)!

ωp

p!

)

avec x ∈ Ã+, et donc

ϕ(ωm) = pm
(
x+ (p− 1)!

ωp

p!

)m

soit

ϕ

(
ωm

m!

)
=
pm

m!

(
x+ (p− 1)!

ωp

p!

)m
∈ Ã+

[
ωp

p!

]
⊂ Acris.

Cela nous permet donc de dé�nir ϕ sur Acris et B
+
cris.

Proposition 1.2.10. � Le Frobenius ϕ : Acris → Acris ainsi dé�ni est injectif et c'est

aussi le cas du Frobenius ϕ sur B+
cris.

Démonstration. � Voir [BC09, Thm. 9.1.8].

Proposition 1.2.11. � On a t ∈ Acris.

Démonstration. � On écrit [ε]− 1 = xω avec x ∈ Ã+. Alors

([ε]− 1)n

n
= (n− 1)!xn

ωn

n!

et comme (n− 1)!→ 0 p-adiquement, on en déduit que t ∈ Acris.

Proposition 1.2.12. � On a tp−1 ∈ pAcris.

Démonstration. � Voir [Fon94a, 2.3.4].

Cela nous permet également de dé�nir Bcris par Bcris = B+
cris[1/t] (et on a aussi Bcris =

Acris[1/t] par la proposition 1.2.11) et d'étendre les actions de GK et du Frobenius à Bcris

en posant ϕ(1/t) = 1
pt
.

Remarquons cependant que ϕ ne se prolonge pas continûment à BdR tout entier, et

c'est d'ailleurs une des raisons pour lesquelles on dé�nit un anneau tel que Bcris. En e�et,

si un tel Frobenius existait, on devrait avoir ϕ(1/([p̃1/p] − p)) = 1/([p̃] − p). Or, comme

θ([p̃1/p]− p) 6= 0, on a [p̃1/p]− p inversible dans B+
dR, et donc 1/([p̃1/p]− p) ∈ B+

dR. Mais

θ([p̃] − p) = 0 donc on n'a pas 1/([p̃] − p) ∈ B+
dR. On peut sinon remarquer que comme

BGLdR = L pour toute extension �nie L de K, alors un tel Frobenius sur BdR impliquerait

l'existence d'un Frobenius : Qp → Qp, ce qui n'est pas le cas. Cependant, Bcris n'est

pas un corps puisque par exemple p − ω est un élément de Bcris, mais il ne possède pas

d'inverse dans Bcris. L'anneau Bcris possède un autre inconvénient : sa topologie n'est

pas très facile à manipuler. Par exemple, en reprenant l'exemple de Colmez dans [Col98,

III.2] la suite xn = ωp
n−1

(pn−1)!
ne tend pas vers 0 dans B+

cris par construction, mais la suite

de terme général ωxn = pn ωp
n

(pn)!
tend vers 0, de sorte que txn tend vers 0 dans B+

cris et

donc que xn tend vers 0 dans Bcris. C'est une des raisons pour laquelle on préfère parfois

travailler avec B+
max, anneau construit par Colmez dans [Col98, III.2] plutôt qu'avec B+

cris,

où B+
max := Amax[1/p] et l'anneau Amax étant dé�ni de la façon suivante :
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Amax =





x ∈ B+
dR tels que x peut s'écrire sous la forme x =

∑

n≥0

anω
n/pn

où an ∈ Ã+ est une suite qui tend vers 0 pour la topologie forte




.

Comme dans le cas de Bcris, on dispose des propriétés suivantes :

Proposition 1.2.13. �

(1) On a t ∈ B+
max ;

(2) les actions de ϕ et GK sur Ã+ s'étendent à B+
max.

Démonstration. � Voir [Col98, III.2].

Cela nous permet donc de dé�nir Bmax := B+
max[1/t] et d'étendre les actions de GK et

du Frobenius à Bmax en posant ϕ(1/t) = 1
pt
. Pour les mêmes raisons que précédemment,

ϕ ne se prolonge pas à BdR.

Proposition 1.2.14. �

(1) (B+
cris)

ϕ=1 = (B+
max)ϕ=1 = Qp ;

(2) (Bcris)
ϕ=1 = (Bmax)ϕ=1 ;

(3) ∩+∞
n=0ϕ

n(B+
max) = ∩+∞

n=0ϕ
n(B+

cris) ;

(4) ∩+∞
n=0ϕ

n(Bmax) = ∩+∞
n=0ϕ

n(Bcris).

Démonstration. � Voir [Col98, III.2].

Proposition 1.2.15. � On a Frac(Bcris)
GK = Frac(Bmax)GK = F .

Démonstration. � C'est une conséquence directe de [Fon94b, Prop. 5.1.2] et du fait que

ϕ(Bmax) ⊂ Bcris ⊂ Bcris par [Col98, III.2].

L'anneau
⋂+∞
n=0 ϕ

n(B+
max) sera appelé B̃+

rig conformément aux notations de Berger dans

[Ber02]. C'est aussi l'anneau B+
cont de Colmez dans [Col98].

L'intérêt de travailler avec Bmax est que B+
max peut être muni d'une structure d'espace

de Banach p-adique, en dé�nissant une norme sur Amax en posant ||x|| = 1 si et seulement

si x ∈ Amax \ pAmax (on renvoie à [Col98] pour les détails). On dispose en particulier de

la propriété suivante :

Proposition 1.2.16. � Si x, y ∈ B+
max, alors

1

p
||x|| · ||y|| ≤ ||xy|| ≤ ||x|| · ||y||.

Démonstration. � Voir [Col98, Prop. III.2.1].

Et donc notamment la division par un élément de B+
max est continue pour la topologie de

B+
max et donc que la topologie de B+

max induite par celle de t−nB+
max est toujours celle de

B+
max. La topologie de Bmax est donc bien plus agréable à manipuler que celle de Bcris.

Dé�nition 1.2.17. � On dit qu'une représentation V de GK est cristalline si elle est

Bcris-admissible, et on note Dcris le foncteur Dcris(V ) = (Bcris ⊗Qp V )GK .
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La raison pour laquelle on peut e�ectivement travailler avec Bmax plutôt que Bcris pour

l'étude des représentations p-adiques est que par dé�nition, on a

ϕ(Bmax) ⊂ Bcris ⊂ Bmax

et que les périodes des représentations p-adiques vivent dans des espaces de dimension

�nie et stables par ϕ, c'est-à-dire dans ∩+∞
n=0ϕ

n(Bcris) = B̃+
rig[1/t], et on dispose de la

propriété suivante :

Proposition 1.2.18. � Une représentation V de GK est cristalline si et seulement si

elle est Bmax-admissible si et seulement si elle est B̃
+
rig[1/t]-admissible, et on a

Dcris(V ) = (Bmax ⊗Qp V )GK = (B̃+
rig[1/t]⊗Qp V )GK .

Démonstration. � Voir [Ber02, �1.2].

Proposition 1.2.19. � Si V est cristalline, alors DdR(V ) = K⊗F Dcris(V ) et donc une

représentation cristalline est aussi de de Rham.

Démonstration. � Voir [Fon94b, 5.1.7].

On va à présent dé�nir une application x 7→ log[x] comme dans [Fon94a, 3.1.3], de Ẽ×

dans BdR, [x] désignant le représentant de Teichmüller de x dans Ã, véri�ant

log[xy] = log[x] + log[y].

Avant de construire cette application, commençons par rappeler comment on construit

le logarithme p-adique usuel : logp : C×p → Cp qui véri�e log(xy) = log(x) + log(y).

Pour x ∈ Cp tel que vp(x− 1) ≥ 1, on pose

log(x) :=
+∞∑

i=0

(−1)n+1 (x− 1)n

n

et cette série est bien convergente sur le domaine considéré, et véri�e l'identité

log(xy) = log(x) + log(y).

Si maintenant, x ∈ 1 + mCp , il existe m ∈ N tel que vp(xp
m − 1) > 1, et on pose alors

log(x) :=
1

pm
log(xp

m

).

On véri�e que cette dé�nition ne dépend pas du choix d'un tel m, et l'identité log(xy) =

log(x) + log(y) est toujours véri�ée. Remarquons également que log(x) = 0 si x ∈ µp∞ .
Si x ∈ O×Cp , alors x ∈ Fp, et x 6= 0. On a alors la décomposition

x = [x]y

avec y ∈ 1 + mOCp
, et on pose

log(x) := log(y).
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Pour étendre l'application log à Cp
× de sorte que l'identité log(xy) = log(x) + log(y)

soit toujours véri�ée, il su�t de remarquer que si x ∈ Cp
× avec vp(x) = r

s
avec r, s ∈ Z

et s ≥ 1, alors xs

pr
= y ∈ O×Cp , et la relation

log

(
xs

pr

)
= log(y) = s log(x)− r log(p),

et on a donc uniquement besoin pour dé�nir log(x) de dé�nir log(p).

Cette méthode nous permet donc de dé�nir un unique logarithme logp sur Cp une fois

qu'on a �xé la valeur de logp(p).

Revenons maintenant à l'application que nous voulions construire :

Proposition 1.2.20. � Il existe une unique application log : x 7→ log[x] de Ẽ× dans

B+
dR véri�ant log[xy] = log[x] + log[y], log[x] = 0 si x ∈ Fp,

log[x] =
∑

n>0

(−1)n+1 ([x]− 1)n

n

si vp(x(0) − 1) ≥ 1 et tel que

log[p̃] =
+∞∑

i=1

(−1)n+1
( [p̃]
p
− 1)n

n
.

Démonstration. � Si x ∈ Ẽ avec vE(x− 1) ≥ 1, alors on pose

log[x] =
∑

n>0

(−1)n+1 ([x]− 1)n

n
.

Cette série converge dans Acris puisqu'alors θ([x] − 1) = x(0) − 1, et donc ([x]−1)n

n!
∈ Acris

et

log[x] =
∑

n>0

(−1)n+1(n− 1)!
([x]− 1)n

n!

qui converge bien dans Acris puisque (n− 1)!→ 0 quand n→ +∞.

Cette application s'étend alors de façon unique en une application de 1 +mẼ dans B+
cris

en posant

log[x] :=
1

pm
log[xp

m

]

pour m tel que vE(xp
m − 1) ≥ 1, cette valeur ne dépendant pas du choix d'un tel m, et

on a bien que si x ∈ F
×
p , alors log[x] = 0.

Si x ∈ (Ẽ+)×, on peut écrire x = x0y avec x0 ∈ F
×
p et y ∈ 1 + mẼ, et on pose alors

log[x] := log[y].

Si x ∈ Ẽ× avec vE(x) = r
s
, r, s ∈ Z et s ≥ 1, alors xs

p̃r
= y ∈ (Ẽ+)×, de sorte que la

relation

log

(
[xs]

[p̃]r

)
= log[y] = s log[x]− r log[p̃]

nous donne

log[x] =
1

s
(r log[p̃] + log[y])
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et donc il nous su�t pour dé�nir log[x] de dé�nir log[p̃]. Il reste en fait donc à montrer

que l'écriture

log[p̃] =
+∞∑

i=0

(−1)n+1
( [p̃]
p
− 1)n

n

converge dans B+
dR, ce qui est bien le cas puisque θ( [p̃]

p
− 1) = 0.

Remarque 1.2.21. � Dans la preuve ci-dessus, on a en fait montré que si x ∈ (Ẽ+)×,

alors log[x] ∈ B+
cris.

Proposition 1.2.22. � L'élément log[p̃] est transcendant sur Frac(Bcris).

Démonstration. � Voir [Fon94a, 4.3.3].

Dé�nition 1.2.23. � On dé�nit Bst := Bcris[log[p̃]] comme la sous-Bcris-algèbre de BdR

engendrée par log[p̃], et B+
st := B+

cris[log[p̃]] comme la sous-B+
cris-algèbre de B

+
dR engendrée

par log[p̃].

On a en fait mieux que la proposition 1.2.22 :

Proposition 1.2.24. � Si b est un élément de Ẽ× \ (Ẽ+)×, alors log[b] est transcendant

sur Frac(Bcris), et le morphisme de B+
cris-algèbres de B+

cris[X] dans B+
st dé�ni par X 7→

log[b] est un isomorphisme.

Démonstration. � Voir [Fon94a, 3.1.5].

Le Frobenius s'étend de manière canonique àB+
st etBst, puisqu'on a l'égalité ϕ(log[x]) =

p · log[x] dans B+
cris pour tout x dans (Ẽ+)×, et donc il existe une et une seule manière

d'étendre ϕ en un morphisme de B+
st véri�ant ϕ(log[x]) = p · log[x] pour tout x ∈ Ẽ×. Le

Frobenius s'étend alors à Bst via l'égalité ϕ(1/t) = 1/(pt), et commute à l'action de GK .

Remarque 1.2.25. � Si b ∈ (Ẽ+)×, l'égalité ϕ(log[x]) = p · log[x] montre que log[x] est

en fait dans ∩n∈Nϕn(B+
cris) = B̃+

rig.

Proposition 1.2.26. � On a les résultats suivants :

(1) (B+
cris)

GK = (Bcris)
GK = (Bst)

GK = F ;

(2) Les applications K ⊗F B+
cris → B+

dR et K ⊗F B+
st → B+

dR sont injectives.

Démonstration. � Voir [Fon94b, Prop. 5.1.2] et [Fon94a, 4.1.3, Thm. 4.2.4].

Proposition 1.2.27. � Si v est une valuation sur K à valeurs dans Q, qu'on prolonge

en une valuation sur Cp, alors il existe une unique Bcris-dérivation N de Bst à valeurs

dans Bst telle que N(log[b]) = v(b(0)) pour tout b ∈ Ẽ×.

Démonstration. � Voir [Fon94a, 3.2.2].

Dé�nition 1.2.28. � On appelle la dérivation associée à v de la proposition 1.2.27

l'opérateur de monodromie associé à v.

Dans ce qui suit, on �xe une valuation v sur K et un opérateur de monodromie corre-

spondant sur Bst.
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Proposition 1.2.29. � L'opérateur de monodromie N véri�e

(1) gN = Ng pour tout g ∈ GF ;

(2) Nϕ = pϕN .

Démonstration. � Voir [Fon94a, 3.2.3].

Dé�nition 1.2.30. � On dit qu'une représentation V de GK est semi-stable si elle est

Bst-admissible, et on note Dst le foncteur Dst(V ) = (Bst ⊗Qp V )GK .

La propriété 1.2.18 montre que, pour l'étude des représentations p-adiques, on peut

travailler avec Bmax ou avec B+
rig[1/t] plutôt qu'avec Bcris. On peut ici aussi dé�nir deux

autres anneaux :

Dé�nition 1.2.31. � On dé�nit B′st := Bmax[log[p̃]] et (B′+st ) := B+
max[log[p̃]]. On pose

également B̃+
log := B̃+

rig[log[p̃]].

Proposition 1.2.32. � Une représentation V de GK est semi-stable si et seulement si

elle est B′st-admissible si et seulement si elle est B̃
+
log[1/t]-admissible, et on a

Dst(V ) = (B′st ⊗Qp V )GK = (B̃+
log[1/t]⊗Qp V )GK .

Démonstration. � Voir [Ber02, �1.2].

Proposition 1.2.33. � On dispose d'une suite exacte

0→ Bcris → Bst
N→ Bst → 0

de sorte qu'une représentation V est cristalline si et seulement elle est semi-stable et

N = 0 sur Dst(V ).

Démonstration. � Voir [Fon94a, 3.2.3].

Proposition 1.2.34. � Si V est semi-stable, alors DdR(V ) = K⊗F Dst(V ) et donc une

représentation semi-stable est aussi de de Rham.

Démonstration. � Voir [Fon94b, 5.1.7].

1.2.2. Les anneaux B̃I, B̃†rig et B̃†log. � Dans la suite, on se donne r ≤ s ∈ N[1/p]∪
{+∞}, et on notera [x]r pour [xr] même si r n'est pas un entier, et on pose la convention
p

[u]+∞
= 1

[u]
et [u]+∞

p
= 0. On dé�nit alors comme dans [Ber02, �2.1]

Ã[r;s] = Ã+

{
p

[u]r
,
[u]s

p

}

= Ã+{X, Y }/([u]rX − p, pY − [u]s, XY − [u]s−r)

et B̃[r;s] = Ã[r;s][1/p]

où A{X, Y } désigne la complétion de A[X, Y ].
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Lemme 1.2.35. � Tout élément de Ã[r;s] peut s'écrire sous la forme

∑

k≥0

(
p

[u]r

)k
ak +

∑

k≥0

(
[u]s

p

)k
bk.

avec (ak), (bk) suites de Ã+ qui tendent vers 0.

Démonstration. � Voir [Ber02, Lemm. 2.3].

Lemme 1.2.36. � Si ρ, σ ∈ Ẽ+ avec vE(ρ) = pr
p−1

et vE(σ) = ps
p−1

, alors Ã[r;s] =

Ã+{ p
[ρ]
, [σ]
p
}.

Démonstration. � Voir [Ber02, Lemm. 2.4].

Si r1 ≤ r2 ≤ s2 ≤ s1, on a alors une inclusion Ã+{ p
[π]r1

, [π]s1

p
} → Ã+{ p

[π]r2
, [π]s2

p
} qui se

prolonge en un morphisme Ã[r1;s1] → Ã[r2;s2] qui est toujours injectif. Cela nous permet

donc de dé�nir, si I est un intervalle de R ∪ {+∞}, B̃I = ∩[r;s]⊂IB̃
[r;s].

Pour I ⊂ J deux intervalles fermés, on dé�nit une valuation p-adique VI sur B̃J (on a

B̃J ⊂ B̃I) en posant VI(x) = 0 si et seulement si x ∈ ÃI \ pÃI et avec Im(VI) = Z(2).

Muni de cette valuation VI , B̃I est un espace de Banach p-adique et le complété de B̃J

pour VI est B̃I .

Une autre façon de voir les choses est de dé�nir une valuation V (·, r), pour r ≥ 0, sur

B̃+[1/[u]], en posant

V (x, r) = inf
k∈Z

(k +
p− 1

pr
vE(xk))

pour x =
∑

k�−∞ p
k[xk]. Si maintenant I est un sous-intervalle fermé de [0; +∞[, on pose

V (x, I) = infr∈I V (x, r).

Lemme 1.2.37. � Si I ⊂ [r; +∞] alors B̃†,r ⊂ B̃I et si x ∈ B̃†,r s'écrit x =
∑
pk[xk]

alors VI(x) = bV (x, I)c.

Démonstration. � Voir [Ber02, Lem. 2.7].

En particulier, B̃I est aussi la complétion de B̃+[1/[π]] pour la valuation V (·, I) si 0 6∈ I.
Si I = [0; r], B̃I est le complété de B̃+ pour V (·, I). Dans les deux cas, on peut alors

retrouver ÃI comme l'anneau des entiers de B̃I pour V (·, I).

Le groupe GF agit sur Ã+ et cette action s'étend à Ã+[ p
[π]r
, [π]s

p
] et le stabilise, donc

l'action de GF s'étend par continuité à tous les ÃI , B̃I . De même, le Frobenius ϕ s'étend

en un morphisme

ϕ : Ã+

[
p

[u]r
,
[u]s

p

]
→ Ã+

[
p

[u]pr
,
[u]ps

p

]

et se prolonge donc en une application de ÃI dans ÃpI quel que soit I.

Remarque 1.2.38. � On a Ã+ = Ã[0;+∞], B̃+ = B̃[0;+∞], Ã = Ã[+∞;+∞], B̃ = B̃[+∞;+∞]

Ã†,r = Ã[r;+∞], B̃†,r = B̃[r;+∞].

(2)Il y a ici un abus de langage, car VI n'est pas une valuation au sens propre du terme. Si I est de la forme

[r; r], on peut véri�er que VI est bien multiplicative, mais dans le cas général I = [r; s], on peut véri�er que VI
est seulement sous-multiplicative.
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On va à présent dé�nir des morphismes de Ã[r;s] et B̃[r;s] dans B+
dR. Pour n ≥ 0, on

pose Jn = [rn; rn]. Si x ∈ ÃJ0 , on peut alors écrire

x =
∑

k≥0

ak

(
p

[p̃]

)k
+
∑

j≥0

bj

(
[p̃]

p

)j

=
∑

k≥0

ak

[(
p

[p̃]
− 1

)
+ 1

]k
+
∑

j≥0

bj

[(
[p̃]

p
− 1

)
+ 1

]j

=
∑

`≥0

(
p

[p̃]
− 1

)`∑

k≥`

(
k

`

)
ak +

∑

m≥0

(
[p̃]

p
− 1

)m∑

j≥m

(
j

m

)
bj

et comme les aj et bk tendent vers 0, les séries

∑

k≥`

(
k

`

)
ak et

∑

j≥m

(
j

m

)
bj

convergent dans Ã+ et la série du haut est donc convergente pour la topologie ker(θ)-

adique et converge dans B+
dR vers un élément ι0(x) ∈ B+

dR. Cette application s'étend

naturellement en une application ι0 : B̃+ → B+
dR.

Proposition 1.2.39. � L'application x 7→ ι0(x) est un morphisme injectif de ÃJ0 dans

B+
dR et si I = [r, r0] avec r ≤ r0, alors le noyau du morphisme composé θ ◦ ι0 : ÃI → Cp

est ker(θ ◦ ι0 : ÃI → Cp) = ([p̃]/p− 1)ÃI .

Si r0 ∈ I, alors le noyau du morphisme composé θ ◦ ι0 : B̃I → Cp est ker(θ ◦ ι0 : B̃I →
Cp) = ([p̃]/p− 1)B̃I .

Démonstration. � Voir [Ber02, Prop. 2.11] et [Ber18, Page 2].

Proposition 1.2.40. � Si x ∈ ÃJn, on pose ιn(x) = ι0(ϕ−n(x)). L'application x 7→
ιn(x) est un morphisme injectif de ÃJn dans B+

dR et si I = [r, rn] avec r ≤ rn, alors le

noyau du morphisme composé θ◦ ιn : ÃI → Cp est ker(θ◦ ιn : ÃI → Cp) = ( [p̃p
n

]
p
−1)ÃI .

Si x ∈ B̃Jn, on pose ιn(x) = ι0(ϕ−n(x)). L'application x 7→ ιn(x) est un morphisme

injectif de B̃Jn dans B+
dR et si rn ∈ I, alors le noyau du morphisme composé θ◦ ιn : B̃I →

Cp est ker(θ ◦ ιn : B̃I → Cp) = ( [p̃p
n

]
p
− 1)B̃I .

De plus, si rn ∈ I, alors ιn réalise une injection de ÃI , B̃I dans B+
dR.

Démonstration. � Voir [Ber02, Prop. 2.12] et [Ber18, Page 2].

Proposition 1.2.41. � Soit r = r`, s = rk avec 1 ≤ ` ≤ k. On a

(1) pÃ[r;s] ∩ (ϕk([p̃])/p− 1) · Ã[r;s] = (ϕk([p̃])− p)Ã[r;s] ;

(2) pÃ[r;s] ∩ Ã[0;s] = pÃ[0;s].

Démonstration. � Si x ∈ Ã[r;s] avec px ∈ ker(θ ◦ ϕ−k), alors x ∈ ker(θ ◦ ϕ−k) et donc en
utilisant la proposition 1.2.40 cela montre le premier point. Pour le deuxième, si x ∈ Ã[r;s]

est tel que px ∈ Ã[0;s], alors x ∈ B̃[0;s] et V[s;s](x) ≥ V[r;s](x) ≥ 0, de sorte que x ∈ Ã[0;s] et

px ∈ pÃ[0;s].
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On dé�nit maintenant les anneaux B̃†rig et B̃†,rrig par B̃†,rrig = B̃[r;+∞[ et B̃†rig = ∪r≥0B̃
†,r
rig.

On munit B̃†,rrig de la topologie de Fréchet dé�nie par l'ensemble des VI où I parcourt

l'ensemble des intervalles fermés des [r; +∞[, et on dé�nit Ã†,rrig comme l'anneau des entiers

de B̃†,rrig pour la valuation V[r;r]. On peut aussi écrire B̃†rig sous la forme :

B̃†rig =
⋃

r≥0

⋂

s≥r

Ã+

{
p

[π]r
,
[π]s

p

}
[1/p].

Cela revient à dire que B̃†,rrig =
⋂
s≥r Ã

+{ p
[π]r
, [π]s

p
}[1/p]. On peut aussi voir B̃†,rrig comme la

complétion de B̃+[1/[π]] pour les valuations {V[r;s]}s≥r, ce qui est une conséquence directe
de [Ber02, Coro. 2.2]. En particulier, B̃†,rrig est complet pour sa topologie de Fréchet. On

peut également montrer (voir [Ber02, Prop. 2.19]) que B̃†,r en est un sous-anneau dense.

On dispose également d'un principe du maximum :

Proposition 1.2.42. � Pour x ∈ B̃†,rrig et I = [s, t] avec r ∈ I, on a

VI(x) = inf{V[s,s](x), V[t,t](x)}.

Démonstration. � Voir [Ber02, Coro. 2.20].

À partir de B̃†rig, on peut dé�nir B̃†rig,K = (B̃†rig)HK . On dé�nit également B†,rrig,K ,

l'anneau de Robba à coe�cients dans K, comme le complété de B†,rK pour la topologie de

Fréchet. On a en fait une description assez sympathique de B†,rrig,K pour r assez grand. En

e�et, la proposition 1.1.53 montrait qu'il existe n(K) ∈ N et uK ∈ A
†,rn(K)

K telle que uK
relève une uniformisante de EK , et tel que pour r > rn(K), tout élément x de B†,rK s'écrit

sous la forme x =
∑

k∈Z aku
k
K où les ak sont dans K0 et la série

∑
k∈Z akT

k est holomorphe

et bornée sur la couronne {p−1/eKr ≤ |T | < 1}. L'anneau B†,rK est en particulier muni

de la topologie induite par celle de B̃†,rrig, et B†,rrig,K est alors le complété de B†,rK pour

cette topologie, ce qui nous donne un isomorphisme entre B†,rrig,K et l'ensemble des séries

f =
∑

k∈Z akT
k où ak ∈ K0 et telles que pour tout ρ ∈ [p−1/eKr; 1[, lim

|k|→∞
|ak|ρk = 0, et

cet isomorphisme est donné par f 7→ f(uK).

Pour �nir, on va construire un anneau B̃†log, qui est à B̃
†
rig ce que Bst est à Bcris. Pour ce

faire, la construction est assez semblable : pour r ≥ 0, on pose B̃†,rlog := B̃†,rrig[log[p̃]]. Le fait

que log[x] ∈ B̃+
rig si x ∈ (Ẽ+)× par la remarque 1.2.25 et la construction de l'application

x ∈ Ẽ× 7→ log[x] ∈ B+
dR faite à la proposition 1.2.20 montrent que cette application log

est en fait à valeurs dans B̃+
log := B̃+

rig[log[p̃]], et donc a fortiori dans B̃†,rlog pour tout r ≥ 0.

Comme corollaire direct de la proposition 1.2.24, on en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.2.43. � Si b est un élément de Ẽ× \ (Ẽ+)×, alors le morphisme de B̃+
rig-

algèbres de B̃+
rig[X] dans B̃+

log dé�ni par X 7→ log[b] est un isomorphisme.

Là encore, le Frobenius et l'action de GK s'étendent de manière canonique à B̃†log,

toujours parce qu'on a l'égalité ϕ(log[x]) = p · log[x] dans B̃+
rig pour tout x dans (Ẽ+)×,

et donc il existe une et une seule manière d'étendre ϕ en un morphisme de B̃+
log véri�ant

ϕ(log[x]) = p · log[x] pour tout x ∈ Ẽ×.
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Proposition 1.2.44. � Si v est une valuation sur K à valeurs dans Q, qu'on prolonge

en une valuation sur Cp, alors il existe une unique B̃†rig-dérivation N de B̃†log à valeurs

dans B̃†log telle que N(log[b]) = v(b(0)) pour tout b ∈ Ẽ×.

Démonstration. � C'est un corollaire direct de la proposition 1.2.27.

On appelle encore la dérivation associée à v de la proposition 1.2.44 l'opérateur de

monodromie associé à v, et dans ce qui suit, on �xe une valuation v sur K et un opérateur

de monodromie correspondant sur Bst.

Proposition 1.2.45. � L'opérateur de monodromie N véri�e

(1) gN = Ng pour tout g ∈ GF ;

(2) Nϕ = pϕN .

Démonstration. � C'est une conséquence directe de la proposition 1.2.29.

Proposition 1.2.46. � On dispose d'une suite exacte

0→ B̃†rig → B̃†log

N→ B̃†log → 0.

Démonstration. � Là aussi c'est une conséquence directe de la proposition 1.2.33.

1.2.3. (ϕ,N)-modules �ltrés. � Les (ϕ,N)-modules �ltrés sont étudiés en détail au

paragraphe 4 de [Fon94b] et on ne va ici que rappeler les dé�nitions et résultats dont

on aura besoin par la suite. On note σ : F unr → F unr le Frobenius absolu, c'est-à-dire

relevant x 7→ xp sur ksepK .

Dé�nition 1.2.47. � On appelle (ϕ,N)-module un F -espace vectoriel de dimension

�nie D muni :

(1) d'une application injective, σ-semi-linéaire ϕ : D → D,

(2) d'une application linéaire N : D → D telle que Nϕ = pϕN .

Remarque 1.2.48. � La catégorie des (ϕ,N)-modules est abélienne. De plus, on peut

dé�nir des produits tensoriels dans cette catégorie, en posant :

� D1 ⊗D2 = D1 ⊗F D2 comme F -espace vectoriel ;

� ϕ(d1 ⊗ d2) = ϕ(d1)⊗ ϕ(d2) ;

� N(d1 ⊗ d2) = N(d1)⊗ d2 + d1 ⊗N(d2).

F est naturellement muni d'une structure de (ϕ,N)-module en prenant ϕ = σ et N = 0,

et on a alors

F ⊗D = D ⊗ F = D

de sorte que F est le neutre dans cette catégorie.

Dé�nition 1.2.49. � On appelle (ϕ,N)-module �ltré la donnée d'un (ϕ,N)-module D

et d'une �ltration décroissante, exhaustive et séparée FiliDK sur DK := K ⊗F D par des

sous-K-espaces vectoriels de DK , c'est-à-dire telle que :

(1) Fili+1DK ⊂ FiliDK ;
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(2) ∩i∈ZFiliK = 0 ;

(3) ∪i∈ZFiliDK = DK .

Un morphisme η : D1 → D2 de (ϕ,N)-modules �ltrés est un morphisme de (ϕ,N)-

modules respectant la �ltration, c'est-à-dire que l'application K-linéaire induite ηK :

K ⊗F D1 → K ⊗F D2 véri�e

ηK(FiliD1K) ⊂ FiliD2K pour tout i ∈ Z.

Remarque 1.2.50. � La catégorie des (ϕ,N)-modules �ltrés est une catégorie additive

mais pas abélienne. De plus, on peut dé�nir des produits tensoriels dans cette catégorie,

en posant :

� D1 ⊗D2 = D1 ⊗D2 comme (ϕ,N)-modules comme pour la remarque 1.2.48 ;

� Fili(D1K ⊗K D2K) =
∑

i1+i2=i Fili1D1K ⊗K Fili2D2K .

F est naturellement muni d'une structure de (ϕ,N)-module en prenant ϕ = σ et N = 0

et

Fili(K) =

{
K si i ≤ 0,

0 si i > 0.

et on a alors

F ⊗D = D ⊗ F = D

de sorte que F est le neutre dans cette catégorie.

Dé�nition 1.2.51. � Si D est un (ϕ,N)-module de dimension 1, on dé�nit tN(D) :=

vp(y), où y ∈ F× est la matrice de ϕ dans une certaine base. Cette valuation est indépen-

dante du choix de y puisque σ : F → F est un automorphisme.

Si D est un (ϕ,N)-module de dimension �nie d, on dé�nit tN(D) := tN(det(D)).

Remarque 1.2.52. � Dans la dé�nition précédente, si A est la matrice de ϕ dans une

certaine base de D, alors on dé�nit tN(D) := vp(detA).

Remarque 1.2.53. � Lorsque D est de dimension �nie, l'égalité Nϕ = pϕN montre

que N est nilpotent.

Dé�nition 1.2.54. � Si D est un (ϕ,N)-module �ltré de dimension 1, on dé�nit tH(D)

par tH(D) := max{i ∈ Z : FiliD = D}.
Si D est un (ϕ,N)-module �ltré de dimension �nie d, on dé�nit tH(D) par tH(D) :=

tH(det(D)).

De plus, on dit que D est e�ectif si Fil0D = D.

Dé�nition 1.2.55. � Un (ϕ,N)-module �ltré D est dit admissible si ϕ : D → D est

bijective et

(1) tH(D) = tN(D) ;

(2) pour tout sous-(ϕ,N)-module D′ de D, muni de la �ltration induite, tH(D′) ≤
tN(D′).
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Remarque 1.2.56. � Cette dé�nition correspond en fait à ce que Fontaine appelait en

fait dans [Fon94b, Déf. 4.4.3] faiblement admissible. Cependant, depuis la démonstration

de l'équivalence � faiblement admissible implique admissible � dans [CF00], il semble

plus naturel de dé�nir admissible de cette façon, sans rentrer en con�it avec la dé�nition

de (ϕ,N)-module �ltré admissible de Fontaine dans [Fon94b, 5.3.3].

Remarque 1.2.57. � Les notations tH(D) et tN(D) correspondent respectivement aux

pentes du polygone de Hodge et du polygone de Newton associés àD. Si un (ϕ,N)-module

�ltré est admissible alors son polygone de Hodge se situe en dessous de son polygone de

Newton.

Proposition 1.2.58. � La catégorie des (ϕ,N)-modules �ltrés admissibles est une sous-

catégorie pleine de la catégorie des (ϕ,N)-modules �ltrés, et elle est de plus abélienne.

Démonstration. � Voir [Fon94b, �4].

Si D est un (ϕ,N)-module �ltré, on peut dé�nir

Vst(D) := {v ∈ Bst ⊗D : ϕ(v) = v,Nv = 0, 1⊗ v ∈ Fil0(K ⊗F (Bst ⊗D))}.

C'est un sous Qp-espace vectoriel de Bst ⊗D, stable sous l'action de GK .
Théorème 1.2.59. �

(1) Si V est une représentation p-adique semi-stable de GK, alors Dst(V ) est un (ϕ,N)-

module �ltré admissible sur K.

(2) Si D est un (ϕ,N)-module �ltré admissible sur K, alors Vst(D) est une représenta-

tion p-adique semi-stable de GK.
(3) Le foncteur Dst, de la catégorie des représentations p-adiques semi-stables de GK

dans celle des (ϕ,N)-modules �ltrés admissibles, est une équivalence de catégories dont

Vst est un quasi-inverse.

Démonstration. � Voir [Fon94b, Thm. 5.3.5] et le théorème principal de [CF00].

On va également s'intéresser aux représentations potentiellement semi-stables, et on va

donc aussi dé�nir la notion de (ϕ,N,GM/K)-modules. Dans ce qui suit, M désigne une

extension galoisienne �nie de K, et on notera GM/K le groupe de Galois de M/K. On

note M0 l'extension maximale non rami�ée de F dans M , c'est-à-dire M0 = W (kM)[1/p].

Dé�nition 1.2.60. � Un (ϕ,N,GM/K)-module est un M0-espace vectoriel D de di-

mension �nie et muni d'une application σ-semi-linéaire injective ϕ : D → D tel que

Nϕ = pϕN et d'une action semi-linéaire de GM/K qui commute à ϕ et N .

Dé�nition 1.2.61. � Un (ϕ,N)-module �ltré est la donnée d'un (ϕ,N,GM/K)-module

D et d'une �ltration décroissante, exhaustive et séparée FiliDM sur DM = M ⊗M0 D par

des sous-M -espaces vectoriels stables par GM/K .

Remarque 1.2.62. � Il est équivalent de se donner une �ltration sur DK = D
GM/K
M .
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Dé�nition 1.2.63. � Comme précédemment, on dé�nit siD est un (ϕ,N,GM/K)-module

�ltré de dimension 1, tH(D) comme le plus grand entier i tel que FiliDM 6= 0, et si

y ∈ M×
0 est une base de ϕ dans une certaine base, alors vp(y) ne dépend pas du choix

de la base, et on dé�nit tN(D) = vp(y). En dimension supérieure, on dé�nit là encore

tN(D) := tN(detD) et tH(D) := tH(detD).

On dira qu'un (ϕ,N,GM/K)-module �ltré est admissible si tH(D) = tN(D) et si pour

tout sous-(ϕ,N,GM/K)-module de D, muni de la �ltration induite, on a tH(D′) ≤ tN(D′).

Proposition 1.2.64. � La catégorie des (ϕ,N,GM/K)-modules �ltrés admissibles est une

sous-catégorie pleine de la catégorie des (ϕ,N,GM/K)-modules �ltrés, et elle est de plus

abélienne.

Démonstration. � Voir [Fon94b, �4].

Théorème 1.2.65. �

Si V est une représentation p-adique de GK dont la restriction à GM est semi-stable, alors

Dst,M(V ) := (Bst ⊗Qp V )GL est un (ϕ,N,GM/K)-module �ltré admissible sur K.

Le foncteur Dst,L, de la catégorie des représentations p-adiques de GK dont la restric-

tion à GM est semi-stable dans celle des (ϕ,N,GM/K)-modules �ltrés admissibles, est une

équivalence de catégories.

Démonstration. � Voir [Fon94b, Prop. 5.3.6].





CHAPITRE 2

RELÈVEMENT DU CORPS DES NORMES ET GROUPES
DE LUBIN-TATE RELATIFS

Dans ce chapitre, on suppose que K est une extension �nie de Qp.

Comme on l'a déjà vu, une idée pour étudier des représentations p-adiques du groupe

de Galois absolu d'une extension �nie K de Qp est de dévisser l'extension Qp/K en

faisant intervenir une extension intermédiaire K∞/K APF a�n qu'on puisse appliquer la

construction du corps des normes de Fontaine et Wintenberger qu'on a rappelée dans la

partie 1.1.1. On rappelle que le corps des normes de l'extensionK∞/K, noté XK(K∞), est

un corps de caractéristique p. Lorsque K∞/K est galoisienne, XK(K∞) est muni d'une

action de ΓK := Gal(K∞/K) qui commute à celle du Frobenius, et lorsqu'on arrive à

relever ces actions en caractéristique 0, comme c'est le cas lorsque K∞/K est l'extension

cyclotomique, on dispose d'une théorie des (ϕ,ΓK)-modules à la Fontaine donnant lieu à

une équivalence de catégories tannakiennes entre représentations et (ϕ,ΓK)-modules.

Le but de ce chapitre est de tenter de caractériser les extensions pour lesquelles un tel

relèvement est possible, et donc de caractériser les extensions pour lesquelles on dispose

d'une théorie des (ϕ,ΓK)-modules. On s'intéressera tout d'abord dans la partie 2.1.1 aux

extensions et aux groupes formels de Lubin-Tate ainsi qu'à leurs application à la théorie

du corps de classes local, puis en 2.1.3 à la notion plus générale de groupe de Lubin-

Tate relatif, dûe à de Shalit [dS85]. On rappellera ensuite en 2.1.4 les constructions de

Fontaine, Kisin et Ren [Fon94b] [KR09] qui montrent qu'un tel relèvement existe et

qu'on dispose d'une théorie des (ϕq,ΓK)-modules pour les extensions de Lubin-Tate.

En dehors des extensions de Lubin-Tate, deux autres cas d'extensions spéci�ques nous

intéresseraient particulièrement, à savoir le cas où K∞/K est l'extension anticyclotomique

et le cas où K∞/K est la clôture galoisienne d'une extension de Kummer, notamment

parce qu'il s'agit des cas les plus simples d'extensions de Lie de dimension 1 et 2 qui ne

sont pas de Lubin-Tate.

Rappelons que l'extension anticyclotomique est dé�nie au-dessus de F = Qp2 , l'unique

extension non rami�ée de degré 2 de Qp, comme l'unique Zp-extension de F galoisienne

sur Qp telle que le Frobenius de Gal(F/Qp) agisse sur Gal(Fac/F ) par inversion. Le

compositum F∞ = Fcycl · Fac est alors égal à l'extension de Lubin-Tate de F rattachée

à l'uniformisante p par la théorie du corps de classes local. Si on note σ le Frobenius

de Gal(F/Qp), alors l'extension anticyclotomique est le sous-corps de F∞ invariant sous
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{g ∈ Gal(F∞/F ) : χp(g) = σ(χp(g))} et l'extension cyclotomique est celle invariante sous

{g ∈ Gal(F∞/F ) : χp(g) = (σ(χp(g)))−1}.
En ce qui concerne les extensions de Kummer, elles ne sont pas galoisiennes, et ce qu'on

entend par là est donc de savoir s'il existe une théorie des (ϕ,ΓK)-modules pour l'extension

K∞/K qui est la clôture de galoisienne d'une extension de Kummer, à savoir le composi-

tum de l'extension de Kummer considérée et de l'extension cyclotomique. Le groupe de

Galois de cette extension Gal(K∞/K) est un groupe de Lie p-adique de dimension 2.

On expliquera ensuite dans la partie 2.2 ce qu'on entend précisément par � relever le

corps des normes en caractéristique 0 �. On introduira une nouvelle classe d'extensions

en 2.2.1, les extensions ϕ-itérées, qui généralisent la notion d'extension de Lubin-Tate

et pour lesquelles on peut e�ectivement relever le corps des normes en caractéristique

0. On montrera ensuite dans la partie 2.2.2 que les extensions pour lesquelles on peut

relever le corps des normes en caractéristique 0 dans le cas � hauteur �nie � sont en

fait engendrées, à extension �nie près, par les points de torsion d'un groupe de Lubin-

Tate relatif. Pour �nir, on montrera en 2.2.3 comment construire certaines extensions

engendrées par les points de torsion d'un groupe de Lubin-Tate relatif et invariantes sous

l'action d'un groupe �ni, de façon ϕ-itérée, et donc pour lesquelles on a bien un relèvement

en caractéristique 0 de hauteur �nie.

2.1. Extensions de Lubin-Tate et (ϕq,ΓK)-modules

Dans le premier chapitre, on a détaillé la construction des (ϕ,Γ)-modules cyclotomiques.

Cependant, comme on l'a déjà mentionné, on souhaiterait étendre cette correspondance

entre représentations et (ϕ,Γ)-modules en dévissant par une autre extension que celle

cyclotomique. Un cas particulièrement intéressant est celui d'une extension de Lubin-

Tate, dont l'extension cyclotomique est un cas particulier. L'intérêt de travailler avec des

extensions de Lubin-Tate est qu'on dispose alors d'une correspondance avec le corps de

classes local qui est explicite.

La construction des (ϕ,Γ)-modules dans le cas Lubin-Tate avait déjà été e�ectuée par

Fontaine, puis reprise par Kisin et Ren dans [KR09]. On va dans un premier temps

rappeler ce que sont les extensions de Lubin-Tate et leur lien avec le corps de classes

local, ainsi que rappeler les constructions de Fontaine, Kisin et Ren.

2.1.1. Groupes formels et extensions de Lubin-Tate. � On rappelle qu'une loi

(commutative) de groupe formel (de dimension 1) sur un anneau commutatif unitaire A

est une série formelle F ∈ A[[X, Y ]] telle que

(1) F (X, Y ) = X + Y+ termes de degré ≥ 2

(2) F (X,F (Y, Z)) = F (F (X, Y ), Z)

(3) F (X, Y ) = F (Y,X)

et qu'un morphisme entre deux lois F et G de groupes formels sur A est une série

formelle h ∈ TA[[T ]] telle que

h(F (X, Y )) = G(h(X), h(Y )).
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Dé�nition 2.1.1. � Soit A = OK , où K est une extension �nie de Qp de corps résiduel

Fq, et soit π ∈ OK une uniformisante de OK . On dé�nit Fπ comme l'ensemble des

f(T ) ∈ OK [[T ]] telles que f(T ) = πT +O(T 2) et f(T ) ≡ T q mod mK

Exemple 2.1.2. �

(1) f(T ) = πT + T q ∈ Fπ
(2) si K = Qp et π = p alors f(T ) = (1 + T )p − 1 ∈ Fp

Théorème 2.1.3. � Si f ∈ Fπ, il existe une unique loi de groupe formel Sf à coe�cients

dans OK telle que f ∈ End(Sf ).

De plus, la classe d'isomorphisme de Sf ne dépend que de π (en particulier, si f, g ∈ Fπ,
Sf ∼= Sg).

Quel que soit a ∈ OK, il existe un unique endomorphisme [a]f : Sf → Sf tel que

[a]f (T ) = aT + O(T 2) et [a]f (T ) ∈ End(Sf ) (l'application a ∈ OK 7→ [a]f ∈ End(Sf ) est

un morphisme d'anneaux).

En particulier, f = [π]f

Démonstration. � Voir [LT65, Thm. 1].

Remarque 2.1.4. � Les Sf ainsi dé�nies sont appelées lois de groupes formels de Lubin-

Tate. Ce sont exactement les lois de groupes formels admettant un endomorphisme dont

la dérivée en 0 est une uniformisante deK et dont la réduction modulo mK est le Frobenius

T 7→ T q.

Exemple 2.1.5. � Pour K = Qp et π = p, f(T ) = (1 + T )p − 1 ∈ Fp et f ∈ End(F )

avec F (X, Y ) = X + Y +XY , donc F = Sf = Gm.

Dans ce cas, [a]f = (1 + T )a − 1 pour a ∈ Zp, où (1 + T )a =
∑

m≥0

(
a
m

)
Tm.

On �xe à présent une uniformisante π de K et un f dans Fπ, et donc f = [π]f . On

dé�nit alors Λn = {x ∈ K : [πn]f (x) = 0} et Λ =
⋃

Λn les points de torsion du groupe de

Lubin-Tate. Les Λn sont munis d'une structure de OK-module via a · x = [a]f (x). On se

donne également une suite (un) telle que u0 = 0 et pour n ≥ 0, f(un+1) = un avec u1 6= 0.

On pose Kn = K(un) et K∞ =
⋃
Kn. On a alors les résultats suivants :

Théorème 2.1.6. � Si π est une uniformisante de K et f ∈ Fπ, alors :
(1) Λn ' OK/πnOK en tant que OK-modules.
(2) Kn = K(Λn) et Kn ne dépend que du choix de π et pas de celui de f .

(3) Kn/K est galoisienne et Gal(Kn/K) ' (OK/mn
K)×.

(4) Si g ∈ Gal(K/K), il existe un unique χπ(g) ∈ O×K tel que pour tout λ ∈ Λ,

g(λ) = [χπ(g)]f (λ).

(5) Gal(K∞/K) ' O×K et cet isomorphisme est donné par g 7→ χπ(g).

(6) Gal(K∞/Kn) = {g ∈ Gal(K∞/K) : χπ(g) ∈ 1 + πnOF}.

Démonstration. � Voir [LT65, Thm. 2].
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L'application g 7→ χπ(g) dé�nit un caractère de Gal(K/K) dans O×K , appelé caractère
de Lubin-Tate associé à l'uniformisante π, et l'extension K∞/K engendrée par les points

de torsion du groupe de Lubin-Tate est appelée extension de Lubin-Tate.

L'exemple le plus classique et naturel d'extension de Lubin-Tate est celui de l'extension

cyclotomique engendrée par les racines pn-ièmes de l'unité. Pour K = Qp et π = p, on a

déjà mentionné que f(T ) = (1+T )p−1 était dans Fp et que F (X, Y ) = X+Y +XY = Sf .

On choisit alors (un) telle que u0 = 0 et f(un+1) = un comme précédemment avec u1 6= 0,

de telle sorte que ζn = 1+un est une racine primitive pn-ième de l'unité véri�ant ζpn+1 = ζn

et Qp(un) = Qp(ζn) et le caractère cyclotomique est alors égal au caractère de Lubin-Tate

dé�ni précédemment.

On dispose également, comme plus généralement pour les groupes formels (on renvoie

par exemple à [Haz78, �5.4] pour la construction dans le cadre des groupes formels), d'un

logarithme associé au groupe formel de Lubin-Tate :

Proposition 2.1.7. � Soit Ff une loi de groupe formel de Lubin-Tate. Il existe une

unique série formelle Lf (T ) ∈ K[[T ]] qui est holomorphe sur le disque unité et véri�e

(1) Lf (T ) = T +O(T 2) ;

(2) Lf ◦ [a]f = a · Lf (T ) pour tout a ∈ OK ;

(3) en écrivant f(T ) = T ·Q(T ), alors

Lf (T ) = lim
n→+∞

f ◦n(T )

f ′(0)n
= T ·

∏

n≥0

Q(f ◦n(T ))

Q(0)
.

On notera par la suite logLT ce logarithme et quand on considérera une extension de

Lubin-Tate associée à une loi de groupe formel de Lubin-Tate, on notera simplement [a]

plutôt que [a]f pour a ∈ OK , la loi étant sous-entendue.

2.1.2. Corps de classes local. � Cette partie a pour but de rappeler les principaux

résultats de la théorie du corps de classes local ainsi que les liens entre corps de classes

local et extensions de Lubin-Tate. Dans cette partie, K désignera une extension �nie de

Qp, d'anneau des entiers OK et de corps résiduel k de cardinal q = pn, et on se donne une

uniformisante π de OK . Comme d'habitude, on �xe une clôture algébrique Qp de Qp, et

les extensions algébriques de K seront considérées comme des sous-corps de Qp.

Comme le compositum de deux extensions abéliennes �nies de K est encore une ex-

tension abélienne de K, la réunion de toutes ces extensions est une extension abélienne,

l'extension abélienne maximale de K, dont le groupe de Galois s'identi�e au quotient de

Gal(Qp/Qp) par l'adhérence de son groupe dérivé, et on note Kab cette extension.

Si Kunr est l'extension maximale non rami�ée de K, alors tout K-automorphisme σ

de Kunr induit un automorphisme σ de k/k. De plus, l'application σ 7→ σ est un

isomorphisme Gal(Kunr/K) → Gal(k/k). Il existe donc un unique élément FrobK ∈
Gal(Kunr/K) qui induit x 7→ xq sur k, et l'application ` 7→ Frob`K : Ẑ → Gal(Kunr/K)

est un isomorphisme de groupes topologiques.
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Théorème 2.1.8. � Il existe un unique morphisme

ΦK : K× → Gal(Kab/K)

tel que :

(1) pour toute uniformisante $ de K, ΦK($) agit sur Kunr comme FrobK ;

(2) quelle que soit L/K extension abélienne �nie, NL/K(L×) est incluse dans le noyau

de a 7→ (ΦK)|L(a), et ΦK induit un isomorphisme

ΦL/K : K×/NL/K(L×)→ Gal(L/K).

Démonstration. � Voir [Iwa86, Thm. 6.10].

On appellera application d'Artin locale l'application ΦK .

Théorème 2.1.9. � Un sous-groupe N de K× est de la forme NL/K(L×) pour une cer-

taine extension abélienne L de K si et seulement si il est d'indice �ni et ouvert dans

K×.

Démonstration. � Voir [Iwa86, Thm. 7.1].

Ces deux théorèmes sont les résultats fondamentaux de la théorie du corps de classes

local, et ont un certain nombre de conséquences. En particulier, comme π est une uni-

formisante de OK , ΦK(π) agit sur Kunr comme FrobK , et si u ∈ O×K , uπ est aussi une

uniformisante de OK , de sorte que

ΦK(u)|Kunr = ΦK(uπ)|Kunr · (ΦK(π)|Kunr)−1 = id

et donc O×K est dans le noyau de a 7→ ΦK(a)|Kunr . De plus, ΦK(a)|Kunr = Frob
vK(a)
K

pour tout a ∈ K×, où vK est normalisée de sorte que vK(π) = 1. En d'autres termes,

l'application

ΦK : K× → Gal(Kunr/K)

se factorise en

K× → Z→ Gal(Kunr/K),

la première �èche étant donnée par vK et la deuxième par n 7→ FrobnK .

Remarque 2.1.10. � Si Km désigne l'extension non rami�ée de K de degré m, alors

NKm/K(K×m) = {a ∈ K× : m|vK(a)} = O×K · πmZ

puisque c'est le noyau de a 7→ ΦK(a)|Km .

Les morphismes

ΦL/K : K×/NL/K(L×)→ Gal(L/K)

forment un système projectif lorsque L parcourt les extensions abéliennes �nies de K

(où on munit l'ensemble des extensions abéliennes �nies de K de l'inclusion). Cela nous

donne, en passant à la limite, un isomorphisme

Φ̂K : (̂K×)→ Gal(Kab/K)
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où la complétion de K× se fait selon la topologie des normes, et on renvoie à [AT52] pour

les détails concernant cette topologie.

Le choix d'une uniformisante π dans O×K détermine une décomposition

K̂× = O×K · πẐ

de K̂× en deux sous-groupes fermés, et donc par Φ̂K une décomposition

Kab = Kπ ·Kunr

où Kπ est le sous-corps de Kab �xé par ΦK(π), et Kunr est le sous-corps �xé par ΦK(O×K).

En particulier, Kπ est la réunion de toutes les extensions abéliennes �nies L/K (néces-

sairement totalement rami�ées) telles que π ∈ NL/K(L×).

On va à présent faire le lien avec les extensions de Lubin-Tate. Soit K∞/K l'extension

de Lubin-Tate associée à l'uniformisante π, dé�nie par un certain groupe de Lubin-Tate.

Comme K∞/K est totalement rami�ée, K∞ et Kunr sont linéairement disjointes sur K,

de sorte que si on pose Lπ := K∞ ·Kunr, alors Gal(Lπ/K) est le produit de Gal(Kunr/K)

et de Gal(K∞/K). On peut en particulier dé�nir un morphisme fπ : K× → Gal(Lπ/K)

de la façon suivante :

(1) si u ∈ O×K , fπ(u) agit trivialement sur Kunr et agit via [u−1] sur les points de torsion

du groupe de Lubin-Tate.

(2) fπ(π) est l'identité sur K∞ et agit comme FrobK sur Kunr.

Théorème 2.1.11. � Le corps Lπ et l'application fπ ainsi dé�nis ne dépendent pas du

choix de π. On a Lπ = Kab, fπ = ΦK et K∞ = Kπ.

Démonstration. � Voir [LT65, Thm. 3] et son corollaire.

En particulier, le lien entre extensions de Lubin-Tate et corps de classes local est ex-

plicite.

2.1.3. Groupes de Lubin-Tate relatifs. � Les groupes de Lubin-Tate relatifs sont

une extension de la notion de groupes de Lubin-Tate et on aura besoin de ce degré de

généralité supplémentaire par la suite. On va tout d'abord rappeler la notion de groupe

formel de Lubin-Tate relatif dé�nie par de Shalit dans [dS85] ainsi que les principaux

résultats associés. Soit donc F une extension �nie de Qp, d'anneau des entiers OF et de

corps résiduel kF de cardinal q. Soit alors h ≥ 1 et soit E l'extension non rami�ée de

F de degré h. On note ϕq : E → E le Frobenius F -linéaire qui relève [x 7→ xq], et si

f(T ) =
∑

i≥0 fiT
i ∈ E[[T ]], on pose fϕq(T ) =

∑
i≥0 ϕq(fi)T

i.

Pour α ∈ OF tel que vF (α) = h, on note F rα l'ensemble des séries formelles f(T ) ∈
OE[[T ]] telles que f(T ) = πT + O(T 2) avec NE/F (π) = α et telles que f(T ) ≡ T q

mod mE[[T ]]. Alors F rα est non vide car NE/F (E×) = {x ∈ F×, vF (x) ∈ h · Z} (voir

la remarque 2.1.10), et on a les résultats suivants :

Théorème 2.1.12. � Si f(T ) ∈ F rα alors :

(1) Il existe une unique loi de groupe formel S(X, Y ) ∈ OE[[X, Y ]] telle que Sϕq◦(f, f) =

f ◦ S, et la classe d'isomorphisme de S ne dépend que du choix de α,
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(2) pour tout a ∈ OF , il existe une unique série formelle [a](T ) ∈ OE[[T ]] telle que

[a](T ) = aT +O(T 2) et [a](T ) ∈ End(S).

Soit x0 = 0 et pour m ≥ 1, soit xm ∈ Qp tel que xm = xm−1 avec x1 6= 0. On pose

alors Λm = {x ∈ Qp : [πm](x) = 0} et Λ = ∪Λm et on pose aussi Em = E(xm) et

ES
∞ = ∪m≥1Em. Alors

(1) Em = E(Λm) et les corps Em ne dépendent que du choix de α et pas de celui de

f(T ) ∈ F rα.
(2) L'extension Em/E est galoisienne et son groupe de Galois est isomorphe à (OF/mm

F )×.

(3) Si g ∈ Gal(Qp/E), il existe un unique χα(g) ∈ O×F tel que pour tout λ ∈ Λ,

g(λ) = [χα(g)]f (λ).

(4) Gal(ES
∞/E) ' O×F et cet isomorphisme est donné par g 7→ χα(g).

(5) ES
∞ ⊂ F ab et ES

∞ est le sous-corps de F ab découpé par 〈α〉 ⊂ F× par théorie du

corps de classes local.

Démonstration. � Il s'agit des résultats de [dS85].

Pour ne pas confondre les caractères de Lubin-Tate relatifs avec ceux classiques, on

notera s'il y a ambiguïté χFπ le caractère de Lubin-Tate classique associé à l'uniformisante

π sur F (si π ∈ OF bien sûr). Si u ∈ O×E , on notera µEu le caractère non rami�é de GE qui

envoie FrobE sur u.

Lemme 2.1.13. � Avec les notations qu'on vient de poser et celles du théorème 2.1.12,

on a χα(g) = χF$(g) · µEu (g) où α = $hu. En particulier, l'action de Gal(Qp/E) sur les

points de torsion de S est donnée par g(x) = [χF$ · µEu (g)](x).

Démonstration. � Soit π ∈ E tel que NE/F (π) = α = $hu. On note respectivement ϕ et

ϕ′ pour FrobF et FrobE. Soient f(T ) = $T + T q et f ′(T ) ∈ Fα. Par [Iwa86, Prop. 4.2],
il existe une unique loi de groupe formel Sf (X, Y ) (respectivement Sf ′(X, Y )) sur OQ̂unr

p

telle que f ◦ Sf = Sϕf ◦ f (respectivement f ′ ◦ Sf ′ = Sϕ
′

f ′ ◦ f ′). On note respectivement Λ

et Λ′ les points de torsion de Sf et de Sf ′ .

Par la discussion suivant la proposition 4.4 de [Iwa86] et [Iwa86, Prop. 4.5], il existe

une unique série formelle θ ∈ OQ̂unr
p

[[T ]] telle que θ(T ) = εT + O(T 2), où ε est une unité

de OQ̂unr
p
, et telle que

(1) f ′ ◦ θ = θϕ ◦ f ,
(2) Sθf = Sf ′ ,

(3) [a]θf = [a]f ′ pour tout a ∈ OF .
La série θ véri�e alors l'égalité

f ′ ◦ θ = θϕ ◦ f.

Comme θ dé�nit un isomorphisme Ff → Ff ′ (θ étant inversible dans OQunr
p

puisque

θ′(0) = ε est une unité), on a un isomorphisme Λ→ Λ′ de OF -modules, et on a l'égalité

[a]θf = [a]f ′
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De plus, on a

θϕ
′
= θ ◦ [u]f

d'après [Iwa86, Lemm. 5.14]. Soient maintenant x ∈ Λ et g ∈ Gal(Qp/E) tel que g agit

comme ϕ′k sur Qunr
p . Alors

g(θ(x)) = θϕ
′k ◦ g(x)

i.e.

[χπ(g)]f ′(θ(x)) = θ ◦ [u]kf ◦ [χ$(g)]f (x)

et donc cela étant véri�é pour tout x ∈ Λ,

[χπ(g)]f ′ = [χ$(g)uk]θf = [χ$(g)uk]f ′ .

Comme g agit sur Λ′, c'est-à-dire les points de torsion de S, via g(x) = [χπ(g)]f ′(x),

l'égalité précédente nous dit que g agit sur les points de torsion de S par [χ$(g)uk]f ′ =

[χF$(g)µEu (g)]f ′ , ce qu'on voulait démontrer.

2.1.4. (ϕq,ΓK)-modules. � On se donne désormais une extension �nie F de Qp,

d'anneau des entiers OF , d'uniformisante π et de corps résiduel kF de cardinal q = ph.

On note de plus F0 := W (kF )[1/p] l'extension maximale non rami�ée de Qp dans F , et

on note σ le Frobenius absolu sur F0. On note e l'indice de rami�cation de F , et on a

donc eh = [F : Qp].

On considère à présent une uniformisante π de OF et S une loi de OF -module formel

de Lubin-Tate associée à π telle que [π](T ) = T q + πT .

Pour a ∈ OF , on dispose donc de l'endomorphisme de multiplication par a, qu'on note

[a](T ). On dé�nit alors comme dans la partie 2.1.1 l'extension de Lubin-Tate associée F∞
en posant Fn = F ([πn]−1({0})) et F∞ = ∪Fn. On note également HF = Gal(Qp/F∞)

et ΓF = Gal(F∞/F ). Par le théorème 2.1.6, ΓF est isomorphe à O×F via le caractère de

Lubin-Tate χπ.

Si K/F est une extension �nie, on pose Kn = KFn et K∞ = KF∞, HK = Gal(Qp/K∞)

et ΓK = Gal(K∞/K). On pose aussi Γn = Gal(K∞/Kn). Le fait que Γn s'injecte dans

Gal(F∞/Fn) par g 7→ g|F∞ et le point (6) du théorème 2.1.6 (on fera attention au fait que

le corps K du théorème 2.1.6 correspond au corps F ici) montrent que

Γn = {g ∈ ΓK tels que χπ(g) ∈ 1 + πnOF}.

Soit u0 = 0 et, pour n ≥ 1, un ∈ Qp tel que [π](un) = un−1, u1 6= 0. On a alors

vp(un) = 1/qn−1(q − 1)e pour n ≥ 1 et Fn = F (un). Soit alors Qk(T ) le polynôme

minimal de uk sur F . On a Q0(T ) = T , Q1(T ) = [π](T )/T et Qn+1(T ) = Qn([π](T )) pour

n ≥ 1.

Finalement, soit logLT = T +O(T 2) ∈ F [[T ]] le logarithme de Lubin-Tate, qui converge

sur le disque unité ouvert et véri�e logLT([a](T )) = a · logLT(T ) pour a ∈ OF . On a

logLT(T ) = T ·∏k≥1Qk(T )/π par la proposition 2.1.7. On notera expLT l'inverse de logLT

pour la composition.
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On rappelle que, dans le cas cyclotomique, on avait construit certains anneaux de

périodes a�n de construire une théorie des (ϕ,Γ)-modules. Pour généraliser ces résultats

au cas Lubin-Tate, on va également avoir besoin d'une généralisation de certains anneaux

dé�nis dans la première partie. On fera attention au fait que les anneaux qu'on va à présent

dé�nir seront appelés de la même façon que dans le cas cyclotomique, mais ne seront pas

forcément les mêmes : ce sont une généralisation des anneaux construits précédemment.

La proposition 1.1.27 et le fait que hN est �ltrant dans N montrent que

Ẽ+ = lim←−
x 7→xq

OCp/π

= {(x0, x1, · · · ) avec xn ∈ OCp/π et xqn+1 = xn},

Ẽ+ désignant toujours l'anneau construit dans la partie 1.1.3.

On note à présent Ã+ = OF ⊗OF0
W (Ẽ+) et B̃+ = Ã+[1/π]. Ces anneaux sont stables

sous l'action du Frobenius ϕq = 1 ⊗ ϕh. Par la proposition 9.2 de [Col02], il existe un

unique u ∈ Ã+ dont l'image dans Ẽ+ est u = (u0, u1, · · · ) et tel que ϕq(u) = [π](u).

Ce u est dé�ni comme lim
n→+∞

[πn](ϕ−nq ([u])) et donc g(u) = [χπ(g)](u) si g ∈ ΓF . Tout

élément de B̃+[1/[u]] peut s'écrire sous la forme
∑

k�−∞ π
k[xk] où {xk}k∈Z est bornée et

les xk ∈ Ẽ.

On note également EF l'image du corps des normes de F∞/F dans Ẽ par l'application

ιF dé�nie à la proposition 1.1.31, de sorte que EF = kF ((u)), et si K/F est une extension

�nie, on note EK l'image du corps des normes de K∞/K dans Ẽ par ιK .

On note AF la complétion p-adique de OF [[u]][1/u] dans Ã et BF = AF [1/π], qui sont

stables sous l'action de ΓF et ϕq, et on a AF/πAF = EF .

Remarque 2.1.14. � Dans le cas cyclotomique, on a F = Qp et u = [ε] − 1, et on

retombe bien sur les anneaux dé�nis dans la première partie.

Proposition 2.1.15. � Si K est une extension �nie de F , alors il existe une unique

extension non rami�ée BK/BF , contenue dans B̃, de corps résiduel EK et telle que

Gal(BK/BF ) ' Gal(EK/EF ). On note AK son anneau des entiers pour la valuation

p-adique et A+
K = Ã+ ∩AK.

Démonstration. � La démonstration est exactement la même que celle de la proposition

1.1.38.

On note alors B la complétion p-adique de l'extension maximale non rami�ée de BF

à l'intérieur de B̃, et on pose A son anneau des entiers pour la valuation p-adique. On

peut à présent utiliser ces di�érents anneaux pour dé�nir les (ϕq,ΓK)-modules dans le cas

Lubin-Tate.

Dé�nition 2.1.16. � On appelle (ϕq,ΓK)-module D sur AK un AK-module de type

�ni muni d'actions semi-linéaires continues de ϕ et ΓK qui commutent.

Il est dit étale s'il est de type �ni et si ϕq(D) engendre D comme AK-module.
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Un (ϕq,ΓK)-module D sur BK est un BK-espace vectoriel de dimension �nie muni d'un

Frobenius semi-linéaire ϕq et d'une action compatible de ΓK , et on dit qu'un (ϕq,ΓK)-

module est étale s'il provient d'un (ϕq,ΓK)-module étale sur AK .

En spécialisant les constructions de Fontaine, Kisin et Ren ont alors montré les résultats

suivants :

Théorème 2.1.17. � Les foncteurs V 7→ (A ⊗OF V )HK et D 7→ (A ⊗AK
D)ϕq=1 sont

quasi-inverses l'un de l'autre et réalisent une équivalence de catégories tannakiennes entre

celle des représentations OF -linéaires de GK et celle des (ϕq,ΓK)-modules étales sur AK.

Les foncteurs V 7→ (B ⊗F V )HK et D 7→ (B ⊗BK D)ϕq=1 sont quasi-inverses l'un de

l'autre et réalisent une équivalence de catégories tannakiennes entre celle des représenta-

tions F -linéaires de GK et celle des (ϕq,ΓK)-modules étales sur BK.

Démonstration. � Voir [Fon90, A.1.2.6 et A.3.4.3] et [KR09, Thm. 1.6].

2.2. Relèvement du corps des normes

On va à présent expliquer ce qu'on entend exactement par � relever le corps des normes

en caractéristique 0 �. Soit K une extension �nie de Qp, et soit K∞/K une extension

galoisienne in�nie totalement rami�ée strictement APF. On peut appliquer à une telle

extension la construction de Fontaine et Wintenberger du corps des normes, rappelée en

1.1.1, qui associe à l'extension K∞/K un corps local de caractéristique p noté XK(K∞),

muni d'une valuation discrète pour laquelle il est complet, et de corps résiduel kK de

cardinal q. Ce corps s'identi�e donc à kK((πK)) où πK est une uniformisante du corps des

normes, et est muni d'une action de ΓK = Gal(K∞/K) et d'un Frobenius ϕq : x 7→ xq.

Ces deux actions commutent l'une à l'autre. Soit maintenant E une extension �nie de Qp

telle que kE = kK . On note AE la complétion $E-adique de OE[[T ]][1/T ], où $E est une

uniformisante de OE. On dira qu'on peut relever l'action de ΓK et du Frobenius sur le

corps des normes en caractéristique 0 s'il existe des séries {Fg(T )}g∈ΓK et P (T ) dans AE

telles que :

(1) F g(πK) = g(πK) et P (πK) = πqK ;

(2) Fg ◦ P = P ◦ Fg et Fg ◦ Fh = Fhg pour g, h ∈ ΓK ;

(3) Fid = T .

L'intérêt de relever les actions du corps des normes en caractéristique 0 est qu'on dispose

alors d'une théorie des (ϕ,Γ)-modules à la Fontaine pour étudier les OE-représentations
de GK , en remplaçant l'extension cyclotomique dans la théorie de Fontaine par l'extension

K∞.

On note conformément aux notations du chapitre 1 EK l'image de XK(K∞) dans Ẽ par

l'application ιK de la proposition 1.1.31, de sorte que AE/$EAE ' EK . La théorie du

corps des normes nous dit qu'à toute extension �nie L de K il correspond une extension

EL de EK , donnée par l'image du plongement ιL de la proposition 1.1.31 appliquée au

corps des normes de L∞/L avec L∞ = L · K∞. Réciproquement, toute extension �nie
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séparable de EK est de la forme EL où L est une extension �nie de K. De plus, à cette

extension EL/EK correspond une unique extension étale de $E-anneaux AL/AE. On

note A la complétion $E-adique de
⋃
L/K �nieAL. On a alors le théorème suivant :

Théorème 2.2.1. � Si on peut relever l'action de ΓK en caractéristique 0, on a alors

une équivalence de catégories

{(ϕq,ΓK)−modules sur AE} ↔ {représentations OE − linéaires de GK},

donnée par les foncteurs D 7→ (A ⊗AE
D)ϕq=1 et V 7→ (A ⊗OE V )HK , avec HK =

Gal(Qp/K∞).

Démonstration. � Voir [Ber14, Thm. 2.1].

Théorème 2.2.2. � Si on peut relever l'action de ΓK sur EK en caractéristique 0, alors

on peut relever l'action de ΓL sur EL en caractéristique 0.

Démonstration. � Voir [Ber14, Thm. 1.3].

Cependant, même dans des cas simples comme le cas cyclotomique, les séries P et Fg
peuvent être compliquées, notamment dans le cas où L/K est rami�ée, ce qu'illustre très

bien l'exemple 1.1.40.

Théorème 2.2.3. � Soit F∞ ⊂ K∞ une sous-extension galoisienne telle que K∞/F∞ est

�nie, et soit ΓF = Gal(F∞/K). Si on peut relever l'action de ΓK sur EK en caractéristique

0, alors on peut relever l'action de ΓF sur EF en caractéristique 0.

Démonstration. � Voir [Ber14, Thm. 1.4].

Dans [Ber14, Thm. 4.1], Berger a notamment montré le résultat suivant, dans le cas

où la série P (T ) associée au Frobenius est dans OK [[T ]] :

Théorème 2.2.4. � Si P (T ) ∈ OK [[T ]], alors il existe un caractère η : Gal(K∞/K)→
O×E dont les conjugués par Emb(K,Qp) sont tous de de Rham et à poids de Hodge-Tate

positifs.

On peut en fait généraliser la notion de relèvement du corps des normes en caractéris-

tique 0, en procédant de la façon suivante : soit E est une extension �nie de Qp telle

que kK ⊂ kE et soit d un entier qui soit une puissance de q. On note là encore AE la

complétion $E-adique de OE[[T ]][1/T ]. On fait plus généralement la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.2.5. � On dit qu'on peut relever l'action de ΓK et du Frobenius sur le

corps des normes en caractéristique 0 s'il existe des séries {Fg(T )}g∈ΓK et P (T ) dans AE

telles que :

(1) pour tout g ∈ ΓK , F g(πK) = g(πK) et P (πK) = πdK ;

(2) Fg ◦ P = P ◦ Fg et Fg ◦ Fh = Fhg pour g, h ∈ ΓK ;

(3) Fid = T .
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Dans ce cadre plus général, on n'a a priori pas de théorie des (ϕd,ΓK)-modules puisqu'on

n'a plus de raison d'avoir Aϕd=1 = OE.
Remarquons que si on peut relever l'action du corps des normes en caractéristique 0,

on dispose de séries Fg(T ) et P (T ) dans AE qui commutent l'une à l'autre, où P est une

série non inversible et les Fg le sont. Si, comme dans [Ber14], on impose que P (T ) soit en

fait une série dans A+
K := OE[[T ]], on parlera alors de relèvement de hauteur �nie. Si on se

place dans ce cadre, on peut alors montrer que, quitte à faire un changement de variable,

P (T ) ∈ T · OE[[T ]] et les séries Fg(T ) sont aussi dans T · OE[[T ]] (voir [Ber14, Lemm.

4.4] pour la première a�rmation et [Ber14, Prop 4.2] et le paragraphe concernant cette

proposition dans [Ber18] pour la seconde). Autrement dit, on se retrouve dans le cas de

�gure étudié par Lubin dans [Lub94] des systèmes dynamiques p-adiques, c'est-à-dire des

familles d'éléments de T · OE[[T ]] qui commutent l'un à l'autre pour la composition. Dans

[Lub94, Page 341], il avait remarqué que � experimental evidence seems to suggest that

for an invertible series to commute with a noninvertible series, there must be a formal

group somehow in the background �. Cette remarque, que certains auteurs ont appelé

la conjecture de Lubin (voir notamment [Sar10]), a suscité les travaux de nombreuses

personnes, qui ont montré un certain nombre de résultats dans cette direction (voir par

exemple [Ber17], [LMS02], [Sar10], [Spe18]). On montrera également que certains de

nos résultats font écho à cette observation de Lubin.

On va dans la suite tenter d'obtenir une caractérisation un peu plus précise que celle

de Berger des extensions pour lesquelles on peut réaliser un relèvement de hauteur �nie

du corps des normes. Remarquons déjà que le théorème 2.2.4 implique en particulier qu'il

n'existe pas de relèvement de hauteur �nie du corps des normes anticyclotomique, ni de

relèvement de hauteur �nie du corps des normes de la clôture galoisienne d'une extension

de Kummer.

2.2.1. Extensions ϕ-itérées. � Une généralisation possible des extensions de Lubin-

Tate est la notion d'extension ϕ-itérée, qui a été dé�nie de façon légèrement di�érente par

plusieurs auteurs (voir [Ber16a] et [CD15]), dont l'extension de Kummer est également

un cas particulier. On choisit ici de faire la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.2.6. � Soit u0 = π une uniformisante de OK , soit d une puissance de q et
soit P (T ) ∈ OK [[T ]] une série formelle véri�ant P (0) = 0 et P (T ) ≡ T d mod πOK . Soit
alors un+1 ∈ OK une racine de P (T )− un et soient Kn = K(un) et L =

⋃
Kn.

Une extension L/K de cette forme est dite ϕ-itérée.

Remarque 2.2.7. � Notre dé�nition est un peu plus générale que celle donnée par

Berger dans [Ber16a]. En e�et, Berger demande à ce que P (T ) soit en fait un polynôme

unitaire de la forme T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ a1T avec les ai dans mk pour 1 ≤ i ≤ d− 1.

La dé�nition 2.2.6 est quasiment la même que celle de Cais et Davis dans [CD15], à ceci

près qu'on s'autorise ici à prendre P (T ) ≡ T d mod π avec d une puissance de q plutôt

que d = q.
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Toutes les extensions K∞/K considérées jusqu'ici sont � presque � ϕ-itérées, comme le

montrent les exemples suivants :

Exemple 2.2.8. �

(1) En prenant P (T ) = T q et π une uniformisante de K, l'extension ϕ-itérée correspon-

dante K∞/K est l'extension de Kummer associée à π.

(2) Si LT est un groupe de Lubin-Tate formel sur OK attaché à π et qu'on note Kn =

K(Λn), alors l'extension K∞/K1 est ϕ-itérée avec ϕ(T ) = [π](T ).

(3) Si S est un groupe de Lubin-Tate relatif à une extension E/F et α ∈ F comme

dans la dé�nition, alors ES
∞/E1 est ϕ-itérée avec ϕ(T ) = [α](T ).

Cais et Davis montrent en fait le théorème suivant :

Théorème 2.2.9. � Soit K∞/K une extension ϕ-itérée. Alors il existe une sous-W (kK)-

algèbre de Ã+, notée A+
K∞/K

, de la forme A+
K∞/K

= W (kK)[[u]], telle que ιK(XK(K∞)) =

kK((u)), et W (kK)[[u]] est muni d'actions d'un Frobenius et de Aut(K∞/K) commutant

l'une à l'autre et relevant celles sur kK((u)).

Démonstration. � Voir [CD15, Thm. 1.2 et Thm. 1.4].

Dans leur article [CD15] sur le relèvement du corps des normes dans le cas d'extensions

ϕ-itérées, Cais et Davis ont besoin de faire l'hypothèse que cette extension est même

strictement APF, a�n d'obtenir des plongements dans les anneaux de Fontaine. Le

théorème suivant, qu'ils ont ensuite montré avec Lubin, montre que cette hypothèse est

en fait une conséquence de la dé�nition d'extension ϕ-itérée :

Théorème 2.2.10. � Une extension ϕ-itérée est strictement APF.

Démonstration. � Le théorème principal de [CDL16] montre que si L/K est une ex-

tension in�nie, totalement sauvagement rami�ée, alors L/K est strictement APF si et

seulement si il existe une tour d'extensions �nies {Ln}n≥2 de L1 := K dans L telles que

L =
⋃
Ln et une suite (πn)n≥1 d'uniformisantes de Ln telles que :

(1) NLn+1/Ln(πn+1) = πn ;

(2) la suite des degrés qn := [Ln+1 : Ln] est majorée ;

(3) il existe ε > 0 tel que si fn(x) = xqn + an,qn−1x
qn−1 + · · ·+ an,1x+ (−1)pπn ∈ En[x]

est le polynôme minimal de πn+1 sur Ln, alors les coe�cients non constants an,i de fn
véri�ent vK(an,i) > ε.

Par dé�nition, une extension ϕ-itérée véri�e ces conditions, ce qui montre le résultat.

LorsqueK∞/K est une extension ϕ-itérée qui est de plus galoisienne, les théorèmes 2.2.9

et 2.2.10 montrent qu'on peut relever l'action de ΓK = Gal(K∞/K) en caractéristique 0

avec le Frobenius de hauteur �nie.

2.2.2. Relèvement du corps des normes dans le cas hauteur �nie. � Comme

évoqué au début de cette section, une question intéressante serait de savoir pour quelles

extensions galoisiennes strictement APF K∞/K on peut relever les actions du Frobenius
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et de ΓK = Gal(K∞/K) en caractéristique 0. On rappelle que cela signi�e, en notant

kK((πK)) le corps des normes de K∞/K, qu'il existe une extension �nie E de Qp telle que

kK ⊂ kE, un entier d qui est une puissance de q et des séries {Fg(T )}g∈ΓK et P (T ) dans

AE telles que :

(1) pour tout g ∈ ΓK , F g(T ) ∈ kK((T )) et P (T ) ∈ kK((T )) ;

(2) F g(πK) = g(πK) et P (πK) = πdK ;

(3) Fg ◦ P = P ◦ Fg et Fg ◦ Fh = Fhg pour g, h ∈ ΓK ;

(4) Fid = T .

On va à présent s'intéresser à la même situation que Berger dans [Ber14], à savoir

qu'on supposera que le relèvement est de hauteur �nie, c'est-à-dire que P (T ) ∈ OE[[T ]].

On se propose ici d'a�ner un peu le résultat de Berger, en montrant qu'en fait une telle

extension est engendrée, à extension �nie près, par les points de torsion d'un groupe formel

de Lubin-Tate, ce qui fait écho à la � conjecture de Lubin � dans ce cas particulier. Ici,

c'est le relèvement du Frobenius qui joue le rôle de la série non inversible et les séries Fg
jouent le rôle des séries inversibles qui commutent à P .

Pour montrer le résultat voulu, on va utiliser des méthodes similaires à celles dévelop-

pées par Berger dans [Ber16a] lorsqu'il s'est intéressé aux extensions ϕ-itérées qui sont de

plus galoisiennes, mais il va d'abord nous falloir montrer un certain nombre de résultats

préliminaires.

Soit Ẽ l'anneau dé�ni dans la partie 1.1.3. Si on pose ẼK = ẼHK , oùHK = Gal(Qp/K∞),

on dispose alors d'un plongement GK-équivariant ιK : XK(K∞)→ ẼK dé�ni à la propo-

sition 1.1.31, dont on appelle EK l'image.

On note WE(·) = OE ⊗OE0
W (·) les $E-vecteurs de Witt. On pose Ã = WE(Ẽ), qu'on

munit du Frobenius OE-linéaire ϕd et de l'action OE-linéaire de GK provenant des actions

sur Ẽ. Soit ÃE = ÃHK de telle sorte que ÃE = WE(ẼK).

Proposition 2.2.11. � Si AE est muni d'une action de ΓK et d'un Frobenius ϕd qui

commute à l'action de ΓK, ces deux actions relevant celles sur le corps des normes

XK(K∞) alors on a un plongement AE → ÃE, compatible avec ϕd et ΓK-équivariant,

qui relève l'injection ιK : XK(K∞)→ ẼK.

Démonstration. � Voir [Fon90, A.1.3].

On notera par la suite u l'image de T dans ÃE par ce plongement, de sorte que ϕd(u) =

P (u) et que u relève ιK(πK).

Berger a alors montré le résultat suivant concernant cet élément u :

Lemme 2.2.12. � Si P (T ) ∈ OE[[T ]], alors u ∈ Ã+.

Démonstration. � Voir [Ber14, Lemm. 3.1].

Commençons par rappeler les résultats de la partie 4 de [Ber14], qui permettent

d'améliorer la régularité des séries P (T ) et Fg(T ) pour g ∈ ΓK :

Proposition 2.2.13. � Pour tout g ∈ ΓK, Fg(0) = 0.
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Démonstration. � Voir [Ber14, Prop. 4.2] et l'erratum [Ber18].

On peut à présent dé�nir un caractère η : ΓK → O×E par η(g) = F ′g(0).

Lemme 2.2.14. � Si P (T ) ∈ OE[[T ]], alors il existe a ∈ mE tel que si T ′ = T − a et

u′ = u− a, alors ϕd(u′) = Q(u′) avec Q(T ′) ∈ T ′ · OE[[T ′]].

Démonstration. � Voir [Ber14, Lemme 4.4].

On va considérer par la suite qu'on a e�ectué le changement de variable donné en 2.2.14

tout en gardant les notations précédentes, de sorte que P (0) = 0 et que P (u) = ϕd(u).

Lemme 2.2.15. � On a P ′(0) 6= 0.

Démonstration. � La démonstration est semblable à celle de Berger dans [Ber14, Lemm.

4.5]. On sait par la proposition 2.2.13 que Fg(T ) ∈ T · OE[[T ]] pour tout g ∈ ΓE. On

peut donc écrire Fg(T ) = η(g)T + O(T 2), et P (T ) = πkT
k + O(T k+1) avec πk 6= 0.

Comme Fg ◦ P = P ◦ Fg, on a η(g)πk = πkη(g)k, et donc pour k 6= 1, η(g)k−1 = 1. En

particulier, pour g ∈ η−1(1 + 2pOE), sous-groupe ouvert de ΓE, on doit avoir η(g) =

1. Pour un tel g ∈ ΓE, g 6= 1, on a g(v) 6= v et donc Fg(T ) 6= T , on peut alors

écrire Fg(T ) = T + T ih(T ) avec i ≥ 2 et h(0) 6= 0. Comme P ◦ Fg = Fg ◦ P , on a

P (T + T ih(T )) =
∑

j≥0(T ih(T ))jP (j)(T )/j!, et donc

P (T ) + P (T )ih(Q(T )) = Q(T ) + T ih(T )P ′(T ) +O(T 2i+k−2),

et donc P (T )ih(P (T )) = T ih(T )P ′(T ) +O(T 2i+k−2). Le terme de plus bas degré dans le

terme de gauche est de degré ki, alors que celui du terme de gauche est de degré i+k−1.

On en déduit ki = i+ k − 1, soit (k − 1)(i− 1) = 0, et donc k = 1.

Corollaire 2.2.16. � Le caractère η : ΓK → O×E est injectif.

Démonstration. � Ce corollaire découle de la proposition 1.1 de [Lub94], qui montre que

si Q′(0) ∈ mE \ {0}, alors une série f(T ) ∈ T · OE[[T ]] qui commute à Q est déterminée

par f ′(0). Par conséquent, Fg est entièrement déterminée par η(g). En particulier, on a

Fg(T ) = T si et seulement si g(u) = u et donc si et seulement si g = id.

Comme P ′(0) 6= 0, on peut à présent dé�nir un logarithme associé à P , comme dans

[Lub94] :

Proposition 2.2.17. � Il existe une unique série formelle LP (T ) ∈ E[[T ]], holomorphe

sur le disque unité ouvert, et qui véri�e :

(1) LP (T ) = T +O(T 2) ;

(2) LP ◦ P (T ) = P ′(0) · LP (T ) ;

(3) LP ◦ Fg(T ) = η(g) · LP (T ) pour g ∈ Γ.

Démonstration. � Il s'agit des propositions 1.1, 2.2 et 1.3 de [Lub94] qui montrent au

passage que

LP (T ) = lim
n→+∞

P ◦n(T )

P ′(0)n
= T ·

∏

n≥0

S(P ◦n(T ))

S(0)
,
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où P (T ) = T · S(T ).

On va utiliser ce logarithme pour construire des périodes cristallines pour η comme

dans [Ber16a, �4]. On note B̃+
rig la complétion de Fréchet de Ã+[1/p] pour la valuation

V (·, [0,+∞[) comme dans la partie 1.2.2, et on fera attention au fait que cet anneau n'est

pas le même que celui dé�ni dans la partie 1.2.2 mais en est une généralisation au même

titre que les anneaux dé�nis dans la partie 2.1.4. En fait, si B désigne l'anneau B̃+
rig du

premier chapitre, alors l'anneau B̃+
rig qu'on vient de dé�nir est en fait B̃+

rig = E ⊗E0 B. Si

u ∈ Ã+ est l'élément dé�ni à la suite du lemme 2.2.11 (et est bien dans Ã+ via le lemme

2.2.12, LP (u) converge dans B̃+
rig, et g(LP (u)) = η(g) · LP (u) par les propriétés de LP .

Un autre résultat de [Lub94] et qui va être utile par la suite est le suivant :

Proposition 2.2.18. � Si f(T ) ∈ T · OE[[T ]] est tel que f ′(0) ∈ mE \ {0}, on note

Λ(f) l'ensemble des zéros des itérés de f (dans mCp). Si g(T ) ∈ T · OE[[T ]] est tel que

g′(0) ∈ O×E et n'est pas une racine de l'unité, on note Λ(g) l'ensemble des points �xes de

tous les itérés de g.

Si g et f commutent, alors Λ(g) = Λ(f).

Démonstration. � Voir [Lub94, Prop. 3.2].

On note Σ l'ensemble des plongements de E dans Qp. Si τ ∈ Σ, soit n(τ) ∈ N tel que

τ = ϕn(τ) sur kK , et soit uτ = (τ ⊗ ϕn(τ))(u) ∈ Ã+
τ(E).

Pour F (T ) =
∑

i≥0 fiT
i ∈ E[[T ]], on note F τ (T ) =

∑
i≥0 τ(fi)T

i qui est dans τ(E)[[T ]].

On a alors g(LτP (uτ )) = τ(η(g)) ·LτP (uτ ) dans B̃
+
rig,τ(E). On a alors le résultat suivant, qui

est le théorème 4.1 de [Ber14] :

Proposition 2.2.19. � Le caractère η : ΓK → O×E est de Rham, à poids positifs.

Démonstration. � Voir [Ber14, Thm. 4.1].

Dans le cas où K = E et où K/Qp est galoisienne, on peut en fait déduire le résultat

suivant :

Proposition 2.2.20. � Si K = E et si K/Qp est galoisienne, alors η : Γ → O×K est

cristallin à poids positifs.

Démonstration. � La démonstration est la même que [Ber16a, Prop. 5.2].

De façon analogue à la proposition 5.6 de [Ber16a], on a également le résultat suivant,

où on note rτ le poids de η en τ pour τ ∈ Σ :

Proposition 2.2.21. � Si τ ∈ Σ, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) rτ ≥ 1 ;

(2) LτP (uτ ) ∈ Fil1BdR ;

(3) θ(uτ ) ∈ Qp ;

(4) θ(uτ ) ∈ Λ(P τ ).
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Démonstration. � Puisque g(LτP (uτ )) = τ(η(g))·LτP (uτ ), l'équivalence entre (1) et (2) est

immédiate. Si maintenant, LτP (uτ ) ∈ Fil1BdR, alors LτP (θ(uτ )) = 0 et donc θ(uτ ) ∈ Qp.

Il est clair que (4) implique (3). Supposons maintenant (3) et notons x = θ(uτ ), de telle

sorte que g(x) = F τ
g (x). Si g est assez proche de 1, alors g(x) = x donc x ∈ Λ(F τ

g ) =

Λ(P τ ) par la proposition 2.2.18, de sorte que (3) implique (4). Il ne reste donc plus

qu'à montrer que (4) implique (2). Si il existe n ≥ 0 tel que (P τ )◦n(θ(uτ )) = 0, alors

(P τ )◦n(θ(uτ )) ∈ Fil1BdR et donc LτP (uτ ) ∈ Fil1BdR par la proposition 2.2.17.

Remarque 2.2.22. � Cette proposition est très similaire à [Ber16a, Prop. 5.6]. On

remarque cependant une di�érence notable : dans le cas des extensions ϕ-itérées traitées

par Berger, on disposait d'un élément u canonique tel que ϕd(u) = P (u) et θ(u) ∈ Qp.

Ici, on dispose bien d'un élément canonique u tel que ϕd(u) = P (u), mais il n'y a aucune

raison pour qu'on ait θ(u) ∈ Qp.

Proposition 2.2.23. � Il existe τ ∈ Σ tel que θ(uτ ) ∈ Qp. De plus, si on note vn :=

θ ◦ ϕ−nd (uτ ), alors pour tout n ∈ N, θ ◦ ϕ−nd (uτ ) ∈ τ(E)∞ := τ(E) · K∞ et τ(E)∞ =⋃
n∈N τ(E)(vn).

Démonstration. � La première chose à remarquer est qu'il existe un τ ∈ Σ tel que rτ ≥ 1.

En e�et, le caractère η est à poids positifs ou nuls, donc si un tel τ n'existait pas, le

caractère aurait ses poids tous nuls, de sorte que la représentation donnée par ce caractère

serait Cp-admissible et donc η serait potentiellement non-rami�é par le théorème de Sen

[Sen73, �5]. Comme l'extension K∞/K est totalement rami�ée et in�nie, et que η est

injectif, c'est impossible.

Soit maintenant τ tel que rτ ≥ 1, c'est-à-dire tel que θ(uτ ) ∈ Qp par la proposition

2.2.21, et on va pour simpli�er les notations poser v = uτ dans ce qui suit. On note à

présent vn = θ ◦ ϕ−nd (v) et on note Kn = K(vn).

Si on note v = (vn)n∈N dans Ẽ+, alors vn = vn dans OCp/a
c
Cp

par [Fon94a, 1.2.3]. En

particulier, les vn sont dans OK∞ modulo acK∞ et donc sont dans OK̂∞ et invariants sous

Gal(Qp/K∞). Comme de plus, θ(v) ∈ Qp, on en déduit que les vn sont dans K∞. Les

vn véri�ent la relation P τ (vn+1) = vn puisque ϕd(v) = P τ (v). On va donc maintenant

montrer que τ(E)∞ =
⋃
n≥1 τ(E)(vn). Soit L =

⋃
τ(E)(vn) et soit g ∈ ΓK tel que

g|L = idL. Alors en particulier, g(vn) = vn pour tout n, et donc F τ
g (vn) = vn pour tout

n ≥ 0. Comme F τ
g (T ) − T est une série dans OE[[T ]], qui n'a donc qu'un nombre �ni de

zéros dans le disque unité. Comme ||vn|| → 1 avec pour tout n ≥ 0, ||vn|| < 1, on en

déduit que F τ
g (T ) = T et donc que g(u) = u, c'est-à-dire que g = id. On en conclut que

τ(E)∞ =
⋃
n≥1 τ(E)(vn).

Quitte à faire grossir E, ce qui ne change pas les hypothèses de départ sur le fait qu'on

puisse relever l'action de ΓK à AE, on peut supposer que E/Qp est galoisienne (donc

en particulier que τ(E) = E), que E contient K, et que l'extension E∞ := E · K∞ est

totalement rami�ée sur E. On considère donc à présent que E véri�e ces hypothèses.

Quitte à remplacer P par un de ses itérés P ◦m, on peut toujours supposer que d est
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une puissance du cardinal de kE, et on renumérote les vn en conséquence, c'est-à-dire

en prenant vn = θ ◦ ϕ−nd (uτ ) une fois qu'on a modi�é d. On note alors pour n ∈ N

En+1 := E(vn) (pour éviter toute confusion avec la notation E0 qui désigne l'extension

maximale non rami�ée de Qp dans E). On note également ΓE = Gal(E∞/E).

Lemme 2.2.24. � Pour tout n ∈ N∪{+∞}, l'extension En/E est galoisienne et on dis-

pose d'une injection Gal(En/E)→ Gal(Kn/K) donnée par g 7→ g|Kn. De plus, l'extension

E∞/E est strictement APF.

Démonstration. � Soit n ∈ N. L'extension Kn/K est engendrée par un certain élément

α, dont tous les conjugués sur K sont aussi dans Kn. L'extension En/E est donc aussi

engendrée par α, et comme K ⊂ E, les conjugués de α sur E sont a fortiori des conjugués

de α sur K, donc dans En. L'extension En/E est donc galoisienne pour tout n, de sorte

que c'est aussi le cas de E∞/E. Si maintenant n ∈ N ∪ {+∞}, soit g ∈ Gal(En/E)

tel que g|Kn = idKn . Alors comme g|E = idE, on a g|En = id|En , ce qui montre que

l'application Gal(En/E) → Gal(Kn/K) donnée par g 7→ g|Kn est injective. Le reste est

une conséquence directe de ce qu'on vient de montrer et du fait que K∞/K est strictement

APF (voir [Win83, Prop. 1.2.3]).

Proposition 2.2.25. � Il existe w ∈ Ã+ tel que

OE[[w]] = {x ∈ OE ⊗OE0
W (Ẽ+), θ ◦ ϕ−nd (x) ∈ OEn pour tout n ≥ 1}.

Démonstration. � Soit R = {x ∈ OE ⊗OE0
W (Ẽ+), θ ◦ ϕ−nd (x) ∈ OEn pour tout n ≥ 1}.

C'est une OE-algèbre, séparée et complète pour la topologie $E-adique, où $E est une

uniformisante de OE. De plus, si x ∈ R, son image dans Ẽ+ est en fait dans lim←−
x 7→xd

OEn/acEn .

La proposition 2.2.23 montre que uτ ∈ R, et donc en particulier, R/$ER contient

kE[[uτ ]]. On sait que lim←−
x 7→xd

OEn/acEn ' kE[[v]] pour un certain v ∈ Ẽ+, et on considère un

élément w ∈ R/$ER de valuation minimale parmi

{x ∈ R/$ER, vE(x) > 0}.

Cet ensemble est non vide puisqu'il contient uτ , et on peut e�ectivement choisir un élé-

ment de valuation minimale dedans puisque la valuation induite par celle de Ẽ+ sur

lim←−
x 7→xd

OEn/acEn est discrète. Alors R/$ER ' kE[[w]], et donc R = OE[[w]] pour w ∈ R

relevant w, puisque R est séparée et complète pour la topologie $E-adique.

Lemme 2.2.26. � L'anneau OE[[w]] est stable par ΓE et il existe une série Q(T ) ∈
OE[[T ]] telle que ϕd(w) = Q(w). De plus, il existe a ∈ mE tel que, si w′ = w− a, il existe
S(T ) ∈ T · OE[[T ]] telle que S(w′) = ϕd(w

′) et S(T ) ≡ T d mod mE.

Démonstration. � L'ensemble
{
x ∈ Ã+, θ ◦ ϕ−nd (x) ∈ OEn pour tout n ≥ 1

}
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est clairement stable par ϕd, et est égal à OE[[w]] par la proposition 2.2.25, de sorte que

ϕd(w) ∈ OE[[w]] et donc qu'il existe une série formelle Q ∈ OE[[T ]] telle que Q(w) = ϕd(w).

En particulier, on a Q(w) = wd et donc Q(T ) ≡ T d mod mE.

Soit maintenant R(T ) = Q(T + a) avec a ∈ mE et soit w′ = w − a. Alors ϕd(w′) =

ϕd(w−a) = Q(w)−a = R(w′)−a, et on note S(T ) = R(T )−a de sorte que ϕd(w′) = S(w′).

Pour que S(0) = 0, il su�t donc de trouver a ∈ mE tel que Q(a) = a. Un tel a existe bien

puisque comme Q(T ) ≡ T d mod mE, le polygone de Newton de Q(T )−T commence par

un segment de longueur 1 et de pente −vp(Q(0)).

Pour �nir, on a S(w′) = ϕd(w
′) et donc S(w′) = w′

d
, de sorte que S(T ) ≡ T d mod mE.

Le lemme 2.2.26 montre qu'on peut choisir w dans
{
x ∈ Ã+, θ ◦ ϕ−nd (x) ∈ OEn pour tout n ≥ 1

}

tel que ϕd(w) = Q(w) avec Q(T ) ∈ T · OE[[T ]], et on supposera par la suite avoir fait un

tel choix.

Lemme 2.2.27. � L'anneau OE[[w]] est stable par ΓE, et si g ∈ ΓE, il existe une série

Hg(T ) ∈ OE[[T ]] telle que g(w) = Hg(w).

Démonstration. � Comme En/E est galoisienne pour tout n par le lemme 2.2.24 et

comme l'action de GE commute à celle de ϕ et de θ, l'ensemble
{
x ∈ Ã+, θ ◦ ϕ−nd (x) ∈ OEn pour tout n ≥ 1

}

est stable sous l'action de ΓE, et d'après la proposition 2.2.25, cet ensemble est égal à

OE[[w]]. En particulier, si g ∈ ΓE, alors g(w) ∈ OE[[w]] donc il existe Hg(T ) ∈ OE[[T ]] telle

que Hg(w) = g(w).

On dispose des mêmes propriétés de régularité pour les séries Q et {Hg} que pour les
séries P et {Fg} précédemment :

Proposition 2.2.28. � On a Q′(0) 6= 0 et pour tout g ∈ ΓE, Hg(0) = 0.

Démonstration. � La démonstration est la même que pour la proposition 2.2.13 et le

lemme 2.2.15.

On dé�nit à présent κ(g) = H ′g(0), de telle sorte que g 7→ κ(g) est un caractère κ :

ΓE → O×E . Comme dans le cas de η, les propriétés de régularité des séries permettent de

montrer que κ est injectif :

Corollaire 2.2.29. � Le caractère κ : ΓE → O×E est injectif.

Démonstration. � Comme pour le corollaire 2.2.16, ce corollaire découle de la proposition

1.1 de [Lub94], qui montre que si Q′(0) ∈ mE \ {0}, alors une série f(T ) ∈ T · OE[[T ]] qui

commute à Q est déterminée par f ′(0). Par conséquent, Hg est entièrement déterminée

par κ(g). Il reste à montrer que l'action de g sur w détermine entièrement g, mais si g ∈ ΓE

agit trivialement sur w, alors comme il existe τ tel que uτ ∈ OE[[w]], on a g(uτ ) = uτ avec
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uτ comme à la proposition 2.2.23, de sorte que g agit trivialement sur E∞, ce qui permet

de conclure.

Comme Q′(0) 6= 0, on peut également dé�nir un logarithme associé à Q comme dans

la proposition 2.2.17 :

Proposition 2.2.30. � Il existe une unique série formelle LQ(T ) ∈ K[[T ]], holomorphe

sur le disque unité ouvert, et qui véri�e :

(1) LQ(T ) = T +O(T 2) ;

(2) LQ ◦Q(T ) = Q′(0) · LQ(T ) ;

(3) LQ ◦Hg(T ) = κ(g) · LQ(T ) pour g ∈ ΓE.

On dé�nit également des � conjugués � de la période w, qui sont à w ce que les uτ
étaient à u : on dé�nit, pour τ ∈ Σ = Gal(E/Qp), wτ = (τ⊗ϕn(τ))(w) ∈ Ã+, où n(τ) ∈ N

est tel que τ = ϕn(τ) sur kE.

Comme à la proposition 2.2.20, on dispose du résultat suivant :

Proposition 2.2.31. � Le caractère κ est cristallin à poids positifs.

Démonstration. � C'est encore la même démonstration que [Ber16a, Prop. 5.2].

On dé�nit également wnτ = θ ◦ ϕ−nd (wτ ) et wn,kτ = (Qτ )◦k(wp
n(τ)

n+k ). Ces éléments wn,kτ
vont permettre d'approximer les wnτ .

Lemme 2.2.32. � On a θ ◦ ϕ−nd (wτ ) = limk→+∞w
n,k
τ .

Démonstration. � L'image de wτ dans Ẽ+ est ϕn(τ)(w) = wp
n(τ)

et ϕd(wτ ) = Qτ (wτ ). Le

lemme est alors une conséquence de [Col02, Lemm. 9.3].

Lemme 2.2.33. � Pour M > 0, il existe j ≥ 0 tel que vE(wnτ − wn,jτ ) ≥ M pour tout

n ≥ 1.

Démonstration. � Voir [Ber16a, Lemm. 5.4].

Pour τ ∈ Σ, on note r′τ le poids de κ en τ . On a, de façon analogue à [Ber16a, Prop.

5.6] :

Proposition 2.2.34. � Si τ ∈ Σ, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) r′τ ≥ 1 ;

(2) LτQ(wτ ) ∈ Fil1BdR ;

(3) θ(wτ ) ∈ Qp ;

(4) θ(wτ ) ∈ Λ(Qτ ) ;

(5) wτ ∈ ∪j≥0ϕ
−j
d (OE[[w]]).

Démonstration. � L'équivalence entre les quatre premières propriétés a déjà été dé-

montrée à la proposition 2.2.21. Il reste donc à montrer l'équivalence avec (5). Si

wτ ∈ ∪j≥0ϕ
−j
d (OE[[w]]), alors comme ϕd(wτ ) = Qτ (wτ ) et comme OE[[w]] = {x ∈ Ã+, θ ◦

ϕ−n(x) ∈ OEn pour tout n ≥ 1} par 2.2.25, on en déduit que θ(wτ ) ∈ Qp. Réciproque-

ment, supposons θ(wτ ) ∈ Qp. Il su�t de montrer qu'il existe j ≥ 0 tel que wnτ ∈ OEn+j
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pour tout n par la caractérisation de OE[[w]] de 2.2.25. Soit maintenant M tel que

M ≥ 1 + vE((Qτ )′(wnτ )) pour tout n ≥ 0. Par le lemme 2.2.33, il existe j ≥ 0 tel que

vE(wnτ − wn,jτ ) ≥ M pour tout n ≥ 1. Alors comme wnτ est une racine de Qτ (T ) − wn−1
τ ,

wnτ − wn,jτ est une racine de Qτ (wn,jτ + T ) − wn−1
τ . Si wn−1

τ ∈ OEn+j−1
, alors Rn(T ) =

Qτ (wn,jτ + T ) − wn−1
τ est dans OEn+j

[T ], et véri�e vE(Rn(0)) ≥ M + vE(R′(0)). On en

déduit alors que Rn(T ) possède une unique racine de pente vE(Rn(0))− vE(R′n(0)) ≥M

par la théorie des polygones de Newton. Cette racine est donc dans En+j. En partic-

ulier, comme cette racine est wnτ − wn,jτ , on en déduit que wnτ ∈ OEn+j
, ce qui conclut la

preuve.

Remarque 2.2.35. � L'avantage de travailler dans OE[[w]] plutôt que dans OE[[u]] est

qu'on dispose cette fois d'un item 5 dans la proposition 2.2.34 (comparer avec la propo-

sition 2.2.21), qui nous permet d'exprimer les � bonnes � périodes de κ en fonction de

w.

Si τ satisfait ces conditions, on peut alors écrire wτ = fτ (ϕ
−jτ
d (w)) pour un certain

jτ ≥ 0 et un certain fτ ∈ OE[[T ]]. De façon analogue à [Ber16a, Lemm. 5.7], on a le

lemme suivant :

Lemme 2.2.36. � On a fτ (0) = 0, f ′τ (0) 6= 0, Qτ ◦ fτ (T ) = fτ ◦Q(T ), et Hτ
g ◦ fτ (T ) =

fτ ◦Hg(T ).

Démonstration. � Si wτ = fτ (ϕ
−j
d (w)), alorsQτ (wτ ) = Qτ◦fτ (ϕ−jd (w)), et alors ϕd(wτ ) =

ϕd(fτ ◦ ϕ−jd (w)) = fτ (ϕ
−j
d (ϕd(w))), de sorte que Qτ ◦ fτ (T ) = fτ ◦ Q(T ). De la même

façon, Hτ
g ◦fτ (T ) = fτ ◦Hg(T ). En évaluant maintenant en T = 0 la relation Qτ ◦fτ (T ) =

fτ ◦Q(T ), on obtient Qτ (fτ (0)) = fτ (0) et donc fτ (0) est une racine de Qτ (T )− T .
Comme Qτ (0) = 0 et comme Qτ (T ) ≡ T d mod mE, on a par la théorie des polygones

de Newton que soit fτ (0) est de valuation 0 soit fτ (0) = 0. Mais le premier cas ne peut

pas se produire puisque θ ◦ ϕ−nd (wτ ) = fτ (wn+j) et donc fτ (0) ∈ mE. De plus, f ′τ (0) 6= 0,

car si on écrit f(T ) = fkT
k +O(T k+1) avec fk 6= 0, alors comme Qτ ◦ fτ (T ) = fτ ◦Q(T ),

on a τ(Q′(0))fk = fkQ
′(0)k et donc τ(Q′(0)) = Q′(0)k, et donc k = 1 puisque vE(Q′(0)) >

0.

Là encore, on obtient un résultat similaire à celui de Berger et le lemme qui suit est

l'exact analogue de [Ber16a, Coro. 5.8].

Lemme 2.2.37. � Soit G = {τ ∈ Σ tels que r′τ ≥ 1}. Alors G est un sous-groupe de Σ

et si F = EG, alors κ(g) ∈ O×F . De plus, r′τ est indépendant de τ ∈ G.

Démonstration. � La proposition 2.2.25 montre que τ = id véri�e la condition (3) de la

proposition 2.2.34, de sorte que r′id ≥ 1. Si σ, τ véri�ent la condition (5) de la proposition

2.2.34, alors on peut écrire wσ = fσ(ϕ−jσd (w)) et wτ = fτ (ϕ
−jτ
d (w)), de sorte que wστ =

fστ ◦ fσ(ϕ−jτ−jσd (w)), et donc στ véri�e aussi la condition (5). Comme Σ est un groupe

�ni, cela montre que G est un sous-groupe de Σ.
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Par le lemme 2.2.36, Qτ ◦ fτ = fτ ◦ Q(T ), et donc (Qτ )◦n ◦ fτ = fτ ◦ Q◦n(T ), de telle

sorte que
1

Q′(0)n
(Qτ )◦n ◦ fτ (T ) =

1

Q′(0)n
fτ ◦Q◦n(T ),

et donc en passant à la limite, LτQ ◦ fτ (T ) = f ′τ (0) ·LQ(T ). Comme de plus, Hτ
g ◦ fτ (T ) =

fτ ◦Hg(T ), on a g(LτQ ◦ fτ (v)) = τ(η(g)) · (LτQ ◦ fτ (v)). On en déduit que τ(κ(g)) = κ(g)

puisque LτQ ◦ fτ (v) = f ′τ (0) · LQ(v). Ceci est vrai quel que soit τ ∈ H, donc κ(g) ∈ O×F .
Comme κ(g) ∈ O×F , son poids r′τ en τ ne dépend que de τ|F et est donc indépendant de

τ ∈ H.

Pour �nir, il nous faut utiliser un peu de théorie du corps de classes local : pour λ

une uniformisante de E, on note Eλ l'extension de E attachée à λ par théorie du corps

de classes local. Cette extension est engendrée par les points de torsion d'un groupe

de Lubin-Tate formel dé�ni sur E et attaché à λ, et on note χKλ : Gal(Eλ/E) → O×E
le caractère de Lubin-Tate correspondant. Comme E∞/E est abélienne et totalement

rami�ée, il existe λ uniformisante de OE telle que E∞ ⊂ Eλ.

Proposition 2.2.38. � On a κ =
∏

τ∈Σ τ(χEλ )r
′
τ .

Démonstration. � C'est la même preuve que [Ber16a, Prop. 6.1].

Théorème 2.2.39. � Il existe F ⊂ E et r ≥ 1 tels que η = NE/F (χEλ )r.

Démonstration. � Soit F le corps donné par le lemme 2.2.37 et r = r′τ pour τ ∈ G, qui
ne dépend pas du choix de τ ∈ G par le lemme en question. Le lemme 2.2.37 montre

au passage que G = Gal(E/F ), et donc en combinant ces résultats avec la proposition

2.2.38, on en déduit donc que η = NE/F (χEλ )r.

Tout cela couplé au lemme 2.1.13 permet �nalement de montrer le résultat suivant :

Théorème 2.2.40. � Si K est une extension �nie de Qp et si K∞/K est une extension

in�nie strictement APF et galoisienne, de groupe de Galois ΓK = Gal(K∞/K), et telle

qu'il existe une extension �nie E de Qp telle que kK ⊂ kE, un entier d puissance du

cardinal de kK et des séries {Fg(T )}g∈ΓK et P (T ) dans AK telles que :

(1) pour tout g ∈ ΓK, F g(T ) ∈ kK((T )) et P (T ) ∈ kK((T )) ;

(2) F g(πK) = g(πK) et P (πK) = πdK ;

(3) Fg ◦ P = P ◦ Fg et Fg ◦ Fh = Fhg pour g, h ∈ ΓK ;

(4) Fid = T ;

alors il existe une extension �nie L de E, un sous-corps F de L et un groupe de Lubin-

Tate S relatif à l'extension F unr ∩ L de F , tel que si LS∞ est l'extension de L engendrée

par les points de torsion de S, alors K∞ ⊂ LS∞ et LS∞/K∞ est une extension �nie.

Démonstration. � Soit L une extension �nie de E telle que L contienne K, L/Qp est

galoisienne et L∞/L est totalement rami�ée. Soit λ une uniformisante de L telle que

L∞ ⊂ Eλ, soit E ′ = F unr ∩L et soit π = NL/E′(λ) et α = NL/F (λ), de sorte que π est une

uniformisante de E ′ et α = NE′/F (π). Soit S le groupe de Lubin-Tate relatif associé à α,
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et soit LS∞ l'extension de L engendrée par les points de torsion de S. Si g ∈ Gal(Qp/L
S
∞),

alors NL/F (χEλ (g)) = 1 par le lemme 2.1.13, et donc par le théorème 2.2.39, κ(g) = 1. En

particulier, on a L∞ ⊂ LS∞. Par le théorème 2.2.39 et un peu de théorie de Galois, on a

alors :

(1) LS∞ est le corps découpé par {g ∈ GE : NL/F (χEλ (g)) = 1} ;
(2) L∞ est le corps découpé par {g ∈ GE : NL/F (χEλ (g))r = 1}.

de sorte que LS∞/L∞ est une extension galoisienne �nie dont le groupe de Galois s'injecte

dans {x ∈ O×F , xr = 1}. La conclusion suit du fait que L∞/K∞ est une extension �nie.

2.2.3. Réalisation d'extensions engendrées par les points de torsion d'un groupe

de Lubin-Tate comme extensions ϕ-itérées. � On montre dans cette partie com-

ment construire certaines extensions véri�ant la caractérisation du théorème 2.2.40, et

ce de façon ϕ-itérée. De façon plus générale, on se demande, si K est une extension

�nie de Qp, si K∞/K est l'extension engendrée par les points de torsion d'un groupe de

Lubin-Tate relatif, relatif à un sous-corps F de K, et si L est une extension de K incluse

dans K∞ telle que K∞/L soit �nie, peut-on réaliser L/K de façon ϕ-itérée ? De plus,

est-il possible dans certains cas de montrer que la série P (T ) correspondante est même

un polynôme ?

La plupart des résultats de cette partie sont issus de l'article [LMS02] de Laubie,

Movahhedi et Salinier. Dans cet article, ils montrent en particulier comment construire,

à partir d'une loi de groupe formel de Lubin-Tate sur OK , des séries qui sont des endo-
morphismes associés à une loi de groupe formel sur K appelée d-condensée et dérivée de

celle de Lubin-Tate.

SoientK∞/K une extension de Lubin-Tate associée à une uniformisante π, S(X, Y ) une

loi de Lubin-Tate associée à cette uniformisante, ΓK = Gal(K∞/K), χπ : ΓK → O×K le

caractère de Lubin-Tate associé et d un entier tel qu'il existe un sous-groupe multiplicatif

W d'ordre d dans O×K . On pose E = K((T )).

Pour a ∈ K on dé�nit [a] = [a](T ) ∈ E l'unique endomorphisme de la loi F sur K dont

la dérivée en 0 est a. On note P = [π].

Le groupe W agit sur E par composition à droite : (w,Q) 7→ w.Q = Q ◦ [w].

Par le théorème d'Artin, on sait que E/EW est galoisienne de groupe de Galois isomor-

phe à W , et on dé�nit alors V := NE/EW (T ) =
∏

w∈W [w](T ).

Lemme 2.2.41. � On a EW = K((V )).

Démonstration. � C'est le lemme 2.1 de [LMS02] et c'est une conséquence directe d'un

théorème plus général de Samuel [Sam66], qui a�rme que si O est un anneau local

intègre noethérien complet, et si G est un groupe �ni de O-automorphismes de O[[T ]], alors

l'anneau O[[T ]]G des invariants de G est le sous-anneau O[[f(T )]], où f =
∏

s∈G s · T .

Proposition 2.2.42. � Pour tout a dans K, il existe une unique série Γa telle que

Γa ◦ V = V ◦ [a] = NE/EW ([a])
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On a alors la relation Γa ◦ Γb = Γab et Γa est, pour a ∈ O×K une série formelle dont la

dérivée en 0 est ad.

Démonstration. � Le fait que pour tout a dans K, il existe une unique série Γa telle que

Γa ◦ V = V ◦ [a] = NE/EW ([a])

est une conséquence directe du lemme 2.2.41. La relation Γa ◦ Γb = Γab découle de ce

qu'on vient de dire et du fait que [a] ◦ [b] = [ab].

Il reste à montrer que Γ′a(0) = ad. On écrit donc Γa(T ) = α · T +O(T 2) (ce qu'on peut

bien faire puisqu'on a Γa(0) = 0 en évaluant la relation Γa ◦ V = V ◦ [a] en 0), et on écrit

V (T ) = (−1)d−1T d +O(T d+1). On a alors

Γa ◦ V = α(−1)d−1T d +O(T d+1)

et

V ◦ [a] = (−1)d−1(aT )d +O(T d+1)

de sorte qu'en identi�ant les coe�cients en T d, on a α = ad, ce qu'il fallait démontrer.

Les séries Γk pour k ∈ O×K sont entièrement déterminées par leur dérivée en 0 :

Lemme 2.2.43. � Soient k, ` ∈ O×K. On a Γk = Γ` si et seulement si Γ′k(0) = Γ′`(0).

Démonstration. � On prend le logarithme LP associé au groupe formel de Lubin-Tate

considéré comme à la proposition 2.2.17. Alors

LP (Γk ◦ V ) = LP (S ◦ [k]) = LP

(∏

w∈W

[wk]

)
= kd · LP

par le deuxième point de la proposition 2.2.17. En particulier, Γk = Γ` si et seulement si

`d = kd, ce qui correspond bien aux dérivées en 0 de Γ` et Γk par la proposition 2.2.42.

On peut également expliciter les coe�cients des séries Γa :

Lemme 2.2.44. � Si Γa(T ) =
∑∞

n=1 cn(a)T n alors cn(a) est le résidu en 0 de

V ◦ [a](T )

d

V ′(T )

V (T )n+1
.

Démonstration. � Voir [LMS02, Lemm. 2.4].

On va à présent considérer la série Γπ et l'utiliser pour construire une extension ϕ-itérée

de K. Pour ce faire, on a tout d'abord besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2.45. � La série Γπ véri�e les conditions suivantes :

(1) Γπ(0) = 0 et Γ′π(0) = πd ;

(2) Γπ(T ) ≡ T q mod mK.

Démonstration. � Le premier point a déjà été énoncé et démontré dans la proposition

2.2.42. Pour montrer le deuxième point, on utilise la relation Γπ ◦ V = V ◦ [π](T ), ce

qui nous donne en réduisant modulo π : Γπ(V ) = V (T q) mod π et donc Γπ(V ) = V (T )q

mod π. On en déduit que Γπ = T q mod π.
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Théorème 2.2.46. � Si K∞/K est une extension de Lubin-Tate et si W est un sous-

groupe d'ordre d, premier à p, de O×K, alors il existe une extension intermédiaire K ⊂
L ⊂ K∞, avec L/K �nie, une extension ϕ-itérée L∞/L telle que L∞ =

⋃
L(un) et une

famille {Fg(T )}g∈Gal(L∞/L) telles que g ∈ Gal(L∞/L) agit sur les un par g(un) = Fg(un)

avec Fg(0) = 0 et si on pose, pour g ∈ Gal(L∞/L), η(g) = F ′g(0), alors η dé�nit un

caractère Gal(L∞/L)→ O×K et véri�e η(g) = χπ(g)d. De plus, L∞ = KW
∞ .

Démonstration. � Soit x0 ∈ mK , x0 6= 0, tel que [π](x0) = 0 et soit u0 = S(x0). Comme

Γπ ◦ V = V ◦ [π], on a Γπ(u0) = 0.

Montrons à présent que u0 est une uniformisante de L := K(u0). Comme d est premier

à p, la discussion suivant la proposition 6.4 de [LMS02] montre que u0 = S(x0) est racine

de multiplicité d de Γπ et que les autres racines de Γπ autres que 0 sont aussi de multiplicité

d. En particulier, on en déduit que [K(u0) : K] ≤ q−1
d
. Mais S(x0) = u0 et V (T ) peut

s'écrire sous la forme V (T ) = (−1)d−1T d(1+V1(T )) avec V1(T ) série inversible dansOK [[T ]]

(voir la démonstration de [LMS02, Prop. 2.6]). En particulier, [K(x0) : K(u0)] ≤ d.

Or comme x0 engendre le premier niveau de l'extension de Lubin-Tate K1 sur K, on a

[K(x0) : K] = q−1. Par conséquent, les inégalités précédentes sur le degré des extensions

sont des égalités, et donc [K(x0) : K(u0)] = d. Comme de plus, K(x0)/K est totalement

rami�ée, c'est aussi le cas de K(x0)/K(u0), et comme vK(x0)(u0) = d par le fait que

V (T ) = (−1)d−1T d(1 + V1(T )) avec V1(T ) série inversible dans OK [[T ]], on en déduit bien

que u0 est une uniformisante de K(u0).

On dé�nit à présent une suite (xn) de telle sorte que [π](xn+1) = xn, et on pose un =

V (xn). Alors

Γπ(un) = Γπ ◦ V (xn) = V ◦ [π](xn) = V (xn−1) = un−1.

Comme la série Γπ véri�e les conditions de la dé�nition 2.2.6 et que u0 est une uni-

formisante de L, si on dé�nit Ln := L(un) et L∞ :=
⋃
Ln alors l'extension L∞/L est

ϕ-itérée. Comme un = V (xn), que K∞ =
⋃
K(xn) est une extension abélienne de K et

que L∞ =
⋃
K(un), L∞ est une sous-extension galoisienne de K∞/K.

De plus, Γk(un) = Γk ◦ V (xn) = V ◦ [k](xn) = V (g(xn)) si g ∈ Gal(K∞/K) est

tel que χπ(g) = k et V (g(xn)) = g(V (xn)) = g(un), et donc Γk(un) = g(un) pour

χπ(g) = k. Soit maintenant η : Gal(K∞/K) → O×K donné par g 7→ Γ′χπ(g)(0) = χπ(g)k.

Comme Gal(K∞/K) ' O×K via g 7→ χπ(g), ce caractère est surjectif sur l'ensemble Od :={
xd : x ∈ O×K

}
, qui est un sous-groupe d'indice d de O×K . Si g ∈ Gal(K∞/K) est tel que

η(g) = 1, alors χπ(g)d = 1 et donc Γχπ(g)(T ) = T puisque les séries Γk sont entièrement

déterminées par leur dérivée en 0 par le lemme 2.2.43. En particulier, Γχπ(g)(un) = un

pour tout n et donc g ∈ Gal(K∞/L∞). Réciproquement, si g ∈ Gal(K∞/L∞), alors

pour tout n, g(un) = un puisque L∞ est engendrée par les (un) sur K. Mais g(un) =

g(V (xn)) = V (g(xn)) = Γχπ(g)(un), et donc Γχπ(g)(T )− T est une série à coe�cients dans

OK [[T ]] qui s'annule en une in�nité de points du disque unité de Cp, à savoir tous les un,

donc Γχπ(g)(T ) = T et donc η(g) = 1.

En particulier, Gal(K∞/L∞) est un groupe �ni isomorphe à W .
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Les résultats de [LMS02] montrent que dans un cas précis, les séries Γk peuvent

s'exprimer en fonction des polynômes de Tchebychev. On a en particulier le résultat

suivant, où Tn désigne le n-ième polynôme de Tchebychev :

Proposition 2.2.47. � Dans le cas particulier d = 2 et K/Qp non rami�ée avec [p](T ) =

(1 + T )p − 1, les séries Γk s'expriment en fonction des polynômes de Tchebychev :

Γn = −[2Tn(−T/2 + 1)− 2].

Démonstration. � Voir [LMS02, �7].

Remarque 2.2.48. � Dans le cas d = 2 etK/Qp non rami�ée avec [p](T ) = (1+T )p−1,

l'extension K∞/K est l'extension cyclotomique et l'extension ϕ-itérée correspondante est

K
{±1}
∞ et engendrée par les racines successives de Γp = −[2Tp(−T/2 + 1) − 2]. Comme

Γp est un polynôme, cette extension est même ϕ-itérée au sens de la dé�nition de Berger

([Ber16a, Déf. 2.2]). C'est déjà ce que Berger remarquait pour K = Q3 dans [Ber16a,

Thm. 6.5].

Remarque 2.2.49. � Les séries Γa qui apparaissent ici sont des semi-conjugués, par

S, d'endomorphismes d'une loi de Lubin-Tate relative. Il serait intéressant de savoir si,

lorsqu'on dispose d'un relèvement du corps des normes de K∞/K en caractéristique 0

avec le Frobenius de hauteur �nie, les séries par l'intermédiaire desquelles ΓK agit sont

aussi des semi-conjuguées de certains endomorphismes d'une loi de Lubin-Tate relative (a

priori celle apparaissant dans le théorème 2.2.40).



CHAPITRE 3

VECTEURS LOCALEMENT ANALYTIQUES ET THÉORIE
DE SEN

Dans ce chapitre, on va s'intéresser à la théorie des vecteurs localement analytiques.

Cette théorie, développée par Schneider et Teitelbaum dans [ST02b] et [ST02a], a no-

tamment permis à Berger et Colmez de généraliser la théorie de Sen dans [BC16], théorie

de Sen qui fera l'objet de rappels dans la partie 3.1, et à Berger de montrer la surconver-

gence des représentations F -analytiques dans [Ber16b].

On exposera ensuite dans la partie 3.2 les dé�nitions de base des vecteurs localement

analytiques ainsi que les propriétés dont on aura besoin pour la suite. On s'intéressera

ensuite dans la partie 3.3 au cas des extensions de Kummer, on y dé�nira une notion

de vecteur localement analytique pour ces extensions, et plus généralement pour toute

extension incluse dans une extension de Lie p-adique, et on montrera que certains des

résultats de Berger et Colmez pour les vecteurs localement analytiques d'une extension

de Lie p-adique de dimension 1 se généralisent aux extensions de Kummer.

La dernière partie de ce chapitre est dédiée à l'exposition de la structure des vecteurs

localement analytiques dans les anneaux B̃I
K et B̃†rig,K dans le cas Lubin-Tate, structure

qui a été déterminée par Berger dans [Ber16b] et qui motivent certaines des constructions

du prochain chapitre, et on déduit de ce résultat qu'il n'existe pas de vecteurs localement

analytiques pour l'extension anticyclotomique dans les anneaux B̃I
K si 0 ∈ I, ce qui

implique qu'il n'existe pas de relèvement de hauteur �nie du corps des normes dans le cas

anticylotomique.

3.1. Théorie de Sen

Si V est une représentation p-adique de GK de dimension d, alors Cp ⊗Qp V est une

Cp-représentation semi-linéaire de dimension d. Sen a montré que l'étude de la Cp-

représentation obtenue fournit déjà des invariants intéressants de V . L'idée pour étudier

une telle représentation est de dévisser l'extension K/K via une extension intermédiaire

K∞/K qui soit profondément rami�ée au sens de [CG96], de sorte que K/K∞ soit

presque étale au sens de Faltings [Fal98]. Notons simplement que c'est en particulier le

cas des extensions auxquelles on s'est intéressé jusque là, à savoir les extensions de Lubin-

Tate (et donc en particulier l'extension cyclotomique) et les extensions de Kummer, et
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mentionnons qu'une extension presque totalement rami�ée et galoisienne dont le groupe

de Galois est un groupe de Lie p-adique est aussi profondément rami�ée.

Si K∞/K est une extension profondément rami�ée, on note HK = Gal(K/K∞) et, dans

le cas où K∞/K est galoisienne, on note ΓK le groupe de Galois Gal(K∞/K) = GK/HK .

L'intérêt d'opérer ce dévissage lorsque K/K∞ est presque étale apparaît à la lumière du

résultat suivant :

Théorème 3.1.1. � Si d ≥ 1, alors H1(HK , GLd(Cp)) = {1}.

Démonstration. � Voir [Sen80, Prop. 4].

Cela nous dit que si on part d'une Cp-représentation semi-linéaire X de dimension d de

GK , et donc notamment si X = Cp ⊗Qp V où V est une Qp-représentation linéaire de

GK de dimension d, alors l'application Cp ⊗K̂∞ XHK → X est un isomorphisme. Dans

le cas où K∞/K est galoisienne, W = XHK est une K̂∞-représentation semi-linéaire de

dimension d de ΓK , et donc on se ramène à étudier des K̂∞-représentations semi-linéaires

de dimension �nie de ΓK .

Sen s'est notamment intéressé dans [Sen80] au cas où l'extension K∞/K est presque

totalement rami�ée et galoisienne, de groupe de Galois un groupe de Lie p-adique de di-

mension 1. Il a notamment étudié les K̂∞-représentations semi-linéaires de dimension �nie

de ΓK pour généraliser la notion de poids de Hodge-Tate à une représentation quelconque,

et pour ce faire s'est intéressé aux vecteurs K-�nis de ces représentations.

Dé�nition 3.1.2. � Soit W une K̂∞-représentation semi-linéaire de dimension �nie de

ΓK . On dit que w ∈ W estK-�ni s'il appartient à un sous-K-espace vectoriel de dimension

�nie de W qui est stable par ΓK . On note W fin l'ensemble des vecteurs K-�nis de W .

C'est un sous-K∞-espace vectoriel de W .

L'intérêt de regarder les vecteurs K-�nis est que l'algèbre de Lie de ΓK agit semi-

linéairement sur W fin mais n'agit pas sur W . Le résultat suivant de Sen montre pourquoi

il su�t de s'intéresser aux vecteurs K-�nis de W :

Théorème 3.1.3. � Si ΓK est un groupe de Lie p-adique de dimension 1, alors K̂fin
∞ =

K∞, et si W est une K̂∞-représentation semi-linéaire de dimension �nie de ΓK, alors

l'application K̂∞ ⊗K∞ W fin → W est un isomorphisme.

Démonstration. � Voir [Sen80, Thm. 3].

Si K∞/K est l'extension correspondant à un caractère in�niment rami�é ψ : GK →
Z×p , c'est-à-dire que K∞ = Qp

kerψ
, on dé�nit ΓK = Gal(K∞/K), HK = GK∞ et Kn le

corps invariant sous ker(ψ mod pn). En particulier, si ψ = χcycl, K∞/K est l'extension

cyclotomique de K. Sen a alors montré le résultat suivant :

Théorème 3.1.4. � Si K∞/K est l'extension correspondant à un caractère in�niment

rami�é ψ : GK → Z×p et si X est une K∞-représentation semi-linéaire de dimension �nie
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de ΓK, alors il existe un unique endomorphisme K∞-linéaire ΘSen,X tel que pour tout

x ∈ X, il existe un sous-groupe ouvert Γx de ΓK tel que

g(x) = exp(log(ψ(g)) ·ΘSen,X)(x),

pour tout g ∈ Γx.

Démonstration. � Voir [Sen80, Thm. 2 et Thm. 4]

Remarque 3.1.5. �

(1) Si on choisit une K∞-base de X, la matrice de ΘSen,X dans cette base ne fait

intervenir qu'un nombre �ni d'éléments de K∞, et donc est à coe�cients dans Kn pour

un certain n. En particulier, le fait que K∞ ne soit pas complet ne pose pas de problème

quant à la convergence de la série dé�nie par exp(log(ψ(·)) ·ΘSen,X).

(2) Si g est assez proche de 1, on a log(ψ(g)) su�samment proche de 0, de sorte que

l'expression exp(log(ψ(g)) · ΘSen,X) a toujours un sens pour g dans un voisinage assez

petit de 1 (ce voisinage dépendant de ΘSen,X).

Dans le cas particulier où K∞/K est l'extension cyclotomique, et si V est une représen-

tation p-adique de GK , on note DSen(V ) l'espace des vecteurs K-�nis de W := (Cp ⊗Qp

V )HK . Le théorème 3.1.4 nous donne un opérateur K∞-linéaire ΘSen sur DSen(V ), et les

valeurs propres de cet opérateur généralisent la notion de poids de Hodge-Tate (cf. le

corollaire et sa preuve de [Sen80, Thm. 6]).

Les résultats suivants sont une conséquence des résultats de Sen qu'on a énoncés :

� L'application naturelle Cp ⊗K∞ DSen(V ) → Cp ⊗Qp V est un isomorphisme de

représentations Cp-semi-linéaires de GK .
� Si on étend ΘSen à Cp⊗K∞ DSen(V ) par Cp-linéarité, alors ΘSen commute à l'action

de GK (GK agissant diagonalement sur le produit tensoriel), et on a

(Cp ⊗K∞ DSen(V ))ΘSen=0 = Cp ⊗K (Cp ⊗Qp V )GK .

� ΘSen = 0 si et seulement si le sous-groupe d'inertie de GK agit à travers un quotient

�ni sur V (voir [Sen73, �5]).

� DSen(V ) admet pour n assez grand un unique sous-Kn-espace vectoriel, qu'on note

DSen,n(V ) (où Kn = K(µpn)), stable par ΓK et tel que l'application naturelle

K∞ ⊗Kn DSen,n(V )→ DSen(V )

soit un isomorphisme (et il en est alors de même pour Cp ⊗Kn DSen,n(V ) → Cp ⊗Qp V ).

Ce sous-espace est stable par ΘSen.

Cependant, dans le cas où dim(ΓK) ≥ 2, W fin n'est plus un objet adapté pour l'étude

des représentations de GK . On peut notamment citer la proposition 5.3 de [BC16] :

Proposition 3.1.6. � Soit ΓK un sous-groupe ouvert de SL2(Zp), et ±s les deux poids

de Hodge-Tate de la représentation déduite de GK → ΓK → SL2(Zp). Si s 6= 0, et si W

est une K̂∞-représentation semi-linéaire de dimension �nie de ΓK, on a :

(1) si W fin 6= 0, alors W a un poids de Hodge-Tate qui appartient à s · Z ;
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(2) si W fin contient une base de W , alors l'opérateur de Sen de W est semi-simple, à

valeurs propres dans s · Z.

3.2. Théorie des vecteurs localement analytiques

L'idée de Berger et Colmez, notamment développée dans [BC16], a été de remplacer

W fin par l'espace des vecteurs localement Qp-analytiques W la introduit par Schneider et

Teitelbaum (voir [ST02b]). On va dans un premier temps rappeler les di�érentes con-

structions et di�érents résultats de la théorie des vecteurs localement analytiques dont

nous aurons besoin, puis nous verrons un peu plus en détail les constructions de Berger et

Colmez et leur application à une généralisation de la théorie de Sen. On va se contenter

ici de rappeler les dé�nitions et résultats dont nous aurons besoin par la suite, et on ne

va donc pas détailler les constructions sous-jacentes à la théorie des vecteurs localement

analytiques. Pour les détails de ces constructions, on renvoie notamment aux articles de

Schneider et Teitelbaum [ST02b] [ST02a], au livre de Schneider sur les groupes de Lie

p-adiques [Sch11], à l'article de Lazard [Laz65] ainsi qu'au livre d'Emerton [Eme17].

On appellera dans la suite espace LB un espace topologique localement convexe qui est

limite inductive d'une famille dénombrable d'espaces de Banach, et espace LF un es-

pace topologique localement convexe qui est limite inductive d'une famille dénombrable

d'espaces de Fréchet.

3.2.1. Généralités sur la théorie des vecteurs localement analytiques. �

Dé�nition 3.2.1. � Soit K une extension �nie de Qp, soit d un entier positif, soit V

un K-espace de Banach et soit U un ouvert de Kd. On dit qu'une fonction f : U → V

est K-localement analytique, ou simplement localement analytique si K = Qp, si pour

tout x0 ∈ U , il existe une boule B(x0, r0) ⊂ U et une série entière F en d variables, à

coe�cients dans K et de rayon de convergence r0 telles que

∀x ∈ B(x0, r0), f(x) = F (x− x0).

On note Can(U, V ) le K-espace vectoriel de toutes les fonctions K-localement analy-

tiques f : U → V .

Dé�nition 3.2.2. � Soit K une extension �nie de Qp, soit V un K-espace de Banach

et soit M une K-variété. Une fonction f : M → V est dite K-localement analytique si

pour toute carte (U,ϕ) de M , f ◦ ϕ−1 ∈ Can(ϕ(U), V ).

On note Can(M,V ) le K-espace vectoriel des fonctions K-localement analytiques f :

M → V .

Dé�nition 3.2.3. � Un groupe de Lie p-adique G est uneQp-variété munie d'une struc-

ture de groupe telle que la multiplication

m : G×G → G

(x, y) 7→ xy.

soit localement analytique.
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Remarque 3.2.4. � On n'a pas besoin de supposer que l'inversion g 7→ g−1 est locale-

ment analytique car cela découle de la dé�nition (voir [Sch11, Prop. 13.6]).

Si G est un groupe de Lie p-adique, on considère TeG l'espace tangent en l'élément

neutre e de G. On peut naturellement munir le Qp-espace vectoriel TeG d'un crochet

de Lie, c'est-à-dire d'une application bilinéaire antisymétrique [·, ·] : TeG × TeG → TeG

véri�ant l'identité de Jacobi [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0. Cette construction est

faite en détail dans [Sch11, �13], mais on va rappeler brièvement comment procéder.

Pour g ∈ G, on dispose de l'application de conjugaison par g, cg : G → G donnée

par h 7→ ghg−1. La di�érentielle de cette application en le neutre de G nous donne une

application linéaire de(cg) : TeG→ TeG, et donc une application

ϕ :G→ L(TeG, TeG)

g 7→ ϕ(g) = de(cg).

Cette application est localement analytique (voir [Sch11, Prop. 13.9]), et ϕ(e) = id. En

di�érenciant ϕ en e, on obtient une application

deϕ : TeG→ Tid(L(TeG, TeG)) ' L(TeG, TeG)

puisque l'espace tangent en un point d'un espace vectoriel s'identi�e à l'espace en question.

On dé�nit alors le crochet de Lie comme

[·, ·] : TeG× TeG → TeG

(v, w) 7→ [(deϕ)(v)](w)

et on peut montrer (voir [Sch11, Prop. 12.5]) que cette application est antisymétrique et

véri�e l'identité de Jacobi évoquée plus haut.

Dé�nition 3.2.5. � On appelle (TeG, [·, ·]) l'algèbre de Lie de G et on la note Lie(G).

On dispose également d'applications exponentielle et logarithme faisant le lien entre G

et Lie(G).

Proposition 3.2.6. � Soit G un groupe de Lie p-adique. Il existe une application ex-

ponentielle expG, dé�nie sur un sous-groupe ouvert U du groupe additif Lie(G), véri�ant

les propriétés suivantes :

(1) expG(U) est un sous-groupe ouvert de G et expG est un isomorphisme de la variété

analytique U sur la variété analytique expG(U) ;

(2) expG(nx) = expG(x)n pour tout x ∈ U et tout x ∈ Z.

Démonstration. � Voir [Bou72, III.�7 Prop. 3].

Remarque 3.2.7. � Contrairement au cas réel, on n'a pas unicité d'une telle application

exponentielle, et cette application n'est pas dé�nie sur tout Lie(G). On parlera par

conséquent d'une exponentielle et non de l'exponentielle pour une application véri�ant la

proposition 3.2.6.

Proposition 3.2.8. � Soit G un groupe de Lie p-adique et soit Gf la réunion des sous-

groupes compacts de G. Alors :
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(1) Gf est un sous-groupe ouvert de G ;

(2) il existe une et une seule application logG : Gf → Lie(G) telle que :

(a) logG(xn) = n logG(x) pour tout x ∈ Gf et tout n ∈ Z ;

(b) il existe un voisinage ouvert V de e dans Gf tel que logG |V soit l'application

réciproque d'une exponentielle injective.

(3) L'application logG est analytique sur Gf .

(4) Le noyau de logG est le sous-groupe de torsion de Gf .

Démonstration. � Voir [Bou72, III.�7.6].

On dispose en fait d'une autre façon de construire l'algèbre de Lie Lie(G) de G en

utilisant l'application log usuelle.

Proposition 3.2.9. � Soit G un groupe de Lie p-adique. Alors on peut munir l'ensemble

L constitué des éléments log(g), g ∈ G, d'une structure d'algèbre de Lie telle que L '
Lie(G) comme algèbres de Lie.

Démonstration. � Voir [Laz65, Chap. 4, 3.2.4].

On ne détaille pas ici la façon de construire la structure d'espace vectoriel et le crochet

de Lie à partir des éléments log(g) pour g ∈ G. Ces constructions sont faites en détail

dans [Laz65, Chap. 4, �3.2] et utilisent notamment la formule de Hausdor�.

On va à présent s'intéresser plus précisément à la théorie des vecteurs localement

analytiques, et on �xe donc G un groupe de Lie p-adique de dimension d et W une

Qp-représentation de Banach de G. On utilisera la notation multi-indice suivante : si

c = (c1, · · · , cd) et si k = (k1, · · · , kd) ∈ Nd, alors ck := (ck1
1 , · · · , ckdd ). On pose aussi

k! = k1! × · · · × kd! et |k| = k1 + · · · kd. On note également 1j le d-uplet (k1, · · · , kd) où
ki = 0 si i 6= j et kj = 1.

Soit H un sous-groupe ouvert de G tel qu'il existe des coordonnées c1, · · · , cd : H → Zp

donnant lieu à une bijection analytique c : H → Zdp.

Dé�nition 3.2.10. � On dit que x ∈ W est un vecteur H-analytique si l'application

orbite H → W donnée par g 7→ g(x) est analytique.

On dit que x ∈ W est un vecteur localement analytique pour G si l'application orbite

G → W donnée par g 7→ g(x) est localement analytique, ou de façon équivalente, s'il

existe un ouvert H de G comme ci-dessus tel que x est H-analytique.

On note WH−an l'ensemble des vecteurs H-analytiques de W et W la l'ensemble des

vecteurs localement analytiques de W pour G.

Dans le cas particulier où U = Zdp ⊂ Qd
p, l'ensemble des fonctions analytiques f : Zdp →

W s'identi�e à l'ensemble des fonctions f : Zdp → W telles qu'il existe une suite (fk)k∈Nd

avec fk → 0 dans W , telle que f(x) =
∑

k∈Nd xkfk pour tout x ∈ Zdp. L'espace des

fonctions analytiques Zdp → W s'injecte dans l'espace Can(Zdp,W ) de la dé�nition 3.2.1,

et est muni d'une norme || · || donnée par ||f || = supk∈Nd ||fk|| qui en fait un espace de

Banach.
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De façon plus générale, si H est comme précédemment un sous-groupe ouvert de G tel

qu'il existe des coordonnées c1, · · · , cd : H → Zp donnant lieu à une bijection analytique

c : H → Zdp, et si w ∈ WH−an, alors il existe une suite (wk)k∈Nd avec wk → 0 dans

W , telle que g(w) =
∑

k∈Nd c(g)kwk pour tout g dans H. De plus, WH−an s'injecte dans

l'espace Can(H,W ). On peut montrer (voir �10 et �12 de [Sch11]) que Can(H,W ) est

naturellement muni d'une norme telle que, si || · ||H désigne la norme induite sur WH−an

via l'injection Can(H,W ) et si w ∈ WH−an, alors ||w||H = supk∈Nd ||wk||. Cela fait de

WH−an un espace de Banach. La dé�nition de W la montre que W la = ∪HWH−an où H

parcourt une suite de certains sous-groupes ouverts de G, et on munit W la de la topologie

de la limite inductive, ce qui fait de W la un espace LB.

Soient G,H deux groupes de Lie p-adiques et f : G→ H un morphisme analytique de

groupes. Si W est une représentation de H, on peut aussi voir W comme une représen-

tation de G et on a directement le lemme suivant :

Lemme 3.2.11. � Si w est un vecteur localement analytique pour H alors c'est un

vecteur localement Qp-analytique pour G.

Lemme 3.2.12. � Soient W,X deux Qp-espaces de Banach et soit π : W → X une

application linéaire continue. Si f : G→ W est une fonction localement analytique alors

π ◦ f : G→ X est localement Qp-analytique.

Démonstration. � Voir [BC16, Lemm. 2.2].

Proposition 3.2.13. � Soit B un G-anneau de Banach et soit W un B-module libre

de type �ni muni d'une action compatible de G. Si W admet une base w1, · · · , wd dans

laquelle g 7→ Mat(g) est une fonction analytique G→ GLd(B) ⊂Md(B), alors

(1) WH−an = ⊕dj=1B
H−an · wj si H est un sous-groupe ouvert de G.

(2) W la = ⊕dj=1B
la · wj.

Démonstration. � Voir [BC16, Prop. 2.3].

Soit W un espace de Fréchet, dont la topologie est dé�nie par une suite (pi)i≥1 de

semi-normes. On note Wi la complétion de W pour pi, de telle sorte que W = lim←−i≥1
Wi.

L'espace W la peut en fait être dé�ni si W est un espace de Fréchet (voir [Eme17] par

exemple), mais en général l'objet obtenu est trop petit, et on fait donc comme dans

[Ber16b, Déf. 2.3] la dé�nition suivante :

Dé�nition 3.2.14. � Si W = lim←−i≥1
Wi est une représentation de Fréchet de G, on dit

que w ∈ W est pro-analytique si son image πi(w) dans Wi est localement analytique pour

tout i. On note W pa l'ensemble de ces vecteurs.

On étend la dé�nition de W la et W pa aux cas où W est respectivement un espace LB

et un espace LF. Remarquons que si W est LB, alors W la = W pa. Si W est un espace

LF, alors W la ⊂ W pa mais W pa est en général plus gros.
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Proposition 3.2.15. � Soit B un G-anneau de Fréchet et soit W un B-module libre

de type �ni muni d'une action compatible de G. Si W admet une base w1, · · · , wd dans

laquelle g 7→ Mat(g) est une fonction pro-analytique G → GLd(B) ⊂ Md(B), alors

W pa = ⊕dj=1B
pa · wj.

Démonstration. � Si w ∈ W , on peut écrire w =
∑d

j=1 bjwj avec bj ∈ B. Si w ∈ W pa et

i ≥ 1, alors πi(bj) ∈ Bla
i pour tout i par la proposition 3.2.13 et donc bj ∈ Bpa.

Remarque 3.2.16. � Il est souvent pratique de pouvoir travailler avec une suite de sous-

groupes (Gn)n≥1 de G telle que G1 est un sous-groupe compact ouvert de G, Gn = Gpn−1

1

et Gn est un sous-groupe de G1 tel qu'il existe des coordonnées locales ci : G1 → Zp

telles que c(Gn) = (pnZp)
d. On peut toujours trouver un tel sous-groupe puisqu'il su�t

de se donner un sous-groupe compact ouvert G0 de G qui est p-valué et saturé (voir

[Sch11, �23,�26 et �27] pour la dé�nition et l'existence d'un tel sous-groupe), et de poser

Gn = Gpn

0 .

Si on dispose d'une suite de sous-groupes (Gn)n≥1 véri�ant les conditions exposées dans

la remarque 3.2.16, et si w ∈ W la, alors il existe n ≥ 1 tel que w ∈ WGn−an et on

peut écrire g(w) =
∑

k∈Nd c(g)kwk si g ∈ Gn, où (wk)k∈Nd est une suite de W telle que

pn|k|wk → 0. On pose alors ||w||Gn = supk∈Nd ||pn|k| ·wk||. Cette norme coïncide avec celle

qu'on déduit de l'inclusion WGn−an → Can(Gn,W ). Par le corollaire 3.3.6 de [Eme17],

l'inclusion (WGn−an)Gn−an → WGn−an est un isomorphisme topologique. En particulier,

si w ∈ WGn−an, alors wk ∈ WGn−an pour tout k ∈ Nd. Comme conséquence directe des

dé�nitions, on dispose du lemme et de la proposition suivants :

Lemme 3.2.17. � Si w ∈ WGn−an, alors

(1) w ∈ WGm−an pour tout m ≥ n.

(2) ||w||Gm+1 ≤ ||w||Gm si m ≥ n.

(3) ||w||Gm = ||w|| si m� 0.

Proposition 3.2.18. � L'espace WGn−an, muni de || · ||Gn, est un espace de Banach.

Lemme 3.2.19. � Si W est un anneau tel que ||xy|| ≤ ||x|| · ||y|| alors WH−an est aussi

un anneau et ||xy||H ≤ ||x||H · ||y||H pour x, y ∈ WH−an. Si de plus, w ∈ W×∩W la, alors
1
w
∈ W la. En particulier, si W est un corps, alors W la est aussi un corps.

Démonstration. � C'est exactement ce que montre la preuve du lemme 2.5 de [BC16].

Cependant, l'énoncé du lemme 2.5 d'ibid. ne prétend pas montrer que si w ∈ W× ∩W la,

alors 1
w
∈ W la, et on en redonne donc la preuve ici.

Soit w ∈ WGn−an \ {0} avec g(w) =
∑

k∈Nd c(g)kwk. On a alors

1

g(w)
=

1

w +
∑

k 6=0 c(g)kwk

=
1

w
· 1

1 +
∑

k 6=0 c(g)k · wk/w
.

En particulier, 1/w ∈ WGm−an dès que m ≥ n est assez grand pour que supk 6=0 ||pm|k| ·
wk/w|| < 1 de sorte que g(1/w) =

∑
j≥0(−1)j

(∑
k 6=0 c(g)kwk/w

)j
/w.
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Lemme 3.2.20. � Si D ∈ Lie(G) et n ≥ 1, alors D(WGn−an) ⊂ WGn−an et il existe

une constante CD telle que ||D(x)||Gn ≤ CD||x||Gn pour x ∈ WGn−an.

Démonstration. � Voir [ST02b, Prop. 3.2].

3.2.2. Le cas de Zp. � On va à présent s'intéresser aux vecteurs localement analytiques

du groupe de Lie p-adique Zp, ce qui se révèlera utile par la suite. On se donne τ un

générateur topologique de Zp, et si W est une Qp-représentation de Zp qui est de Banach,

on note log τ l'opérateur (−1) ·∑k≥1(1− τ)k/k. Cet opérateur n'est pas forcément dé�ni

en tout point de W .

Lemme 3.2.21. � Soit (W, || · ||) une Qp-représentation de Banach de Zp. Si x ∈ W ,

alors x ∈ WZp−an si et seulement si les conditions suivantes sont véri�ées :

(1) (log τ)i(x) est bien dé�ni pour tout i ≥ 0 ;

(2) ||(log τ)i(x)/i!|| → 0 quand i→ +∞ ;

(3) pour tout a ∈ Zp,

τa(x) =
∞∑

i=0

ai · (log τ)i(x)

i!
.

De plus, si ces conditions sont véri�ées, alors pour tout a ∈ Zp, on a (log τa)(x) =

a · log τ(x).

Démonstration. � Voir [ST02b, �4].

Le lemme qui suit donne une condition su�sante pour qu'un élément vivant dans une

Qp-représentation de Banach de Zp soit Zp-analytique.

Lemme 3.2.22. � Soit (W, || · ||) une Qp-représentation de Banach de Zp, telle que la

norme soit invariante, c'est-à-dire que pour tout g ∈ Zp, ||g · w|| = ||w||. Soit x ∈ W .

S'il existe r < inf{1/3, p−1/(p−1)}, R > 0 et k0 ∈ N tels que

‖(1− τa)k(x)‖ ≤ R, pour tout a ∈ Zp, 0 ≤ k < k0;(1)

‖(1− τa)k(x)‖ ≤ rk, pour tout a ∈ Zp, k ≥ k0,(2)

alors x ∈ WZp−an.

Démonstration. � Étape 1: Logarithmes tronqués. On va dans un premier temps utiliser

certaines propriétés des applications log tronquées dé�nies par Caruso dans [Car13, �

3.2.2], dont on rappelle maintenant la dé�nition. Si A est une Qp-algèbre, on note

logm a :=

pm−1∑

i=1

(1− a)i

i
∈ A.

Si de plus, A est de Banach et || (1−a)i

i
|| → 0 quand i → +∞, on note log a :=

(−1)
∑+∞

i=1
(1−a)i

i
et on dit que log a est bien dé�ni. Si a, b ∈ A sont tels que ab = ba, on

a l'identité :

(1− ab)i
i

=
(1− a)i

i
+

i∑

j=1

(
i− 1

j − 1

)
· aj(1− a)i−j · (1− b)j

j
.
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On a alors par [Car13, Equ. (3.4)]:

logm(ab) = logm a+

pm−1∑

j=1

(
aj ·

pm−1∑

i=j

(
i− 1

j − 1

)
· (1− a)i−j

)
· (1− b)j

j
.

Et on a en fait par l'équation juste en-dessous de [Car13, Equ. (3.4)]

(1−X)j ·
pm−1∑

i=j

(
i− 1

j − 1

)
X i−j ∈ 1 +Xpm−jZp[X].

En évaluant en X = 1− a, on a

(3) logm(ab)− logm a− logm b =

pm−1∑

j=1

fj(1− a) · (1− a)p
m−j · (1− b)j

j
,

où les fj(X) ∈ Zp[X] sont des polynômes.

Étape 2: Logarithmes. Les conditions (1) et (2) montrent directement que, pour tout

a ∈ Zp, (log τa)(x) est bien dé�ni. De plus, il existe r′ > 0 tel que

(4) ‖(log τa)(x)‖ < r′, pour tout a ∈ Zp.

On va maintenant montrer que

(5) (log τa)(x) = a · (log τ)(x), pour tout a ∈ Zp.

Pour montrer ce résultat, on va d'abord montrer que

(6) (log τα+β)(x) = (log τα)(x) + (log τβ)(x), ∀α, β ∈ Zp.

En utilisant (3), on a

(7)

(logm τ
α+β)(x)− (logm τ

α)(x)− (logm τ
β)(x) =

pm−1∑

j=1

fj(1−τα) · (1−τα)p
m−j · (1− τ

β)j

j
(x).

Comme ‖ · ‖ est invariante, on a

(8) ‖(f(τ))(w)‖ ≤ ‖w‖, pour tout w ∈ W, pour tout polynôme f(X) ∈ Zp[X].

Quand pm/2 ≥ k0 (donc max{j, pm − j} ≥ k0, pour tout j), la norme du terme de droite

de (7) est majorée par pmrp
m/2 en utilisant (2) et (8). En faisant tendre m vers l'in�ni,

cela prouve (6).

Maintenant, pour a ∈ Zp, on décompose a sous la forme a = am + pmbm avec am ∈
Z, bm ∈ Zp. Par (6),

(log τa)(x) = (log τam)(x) + (log τ p
mbm)(x) = am · (log τ)(x) + pm · (log τ bm)(x).

En utilisant (4) puis en faisant tendre m vers l'in�ni, cela prove (5).

Étape 3: Sommes. On considère à présent la série
∑∞

k=0
(log τa)k(x)

k!
avec a ∈ Zp. Le

terme général de la série est alors de la forme

1

k!

(1− τa)i1+···+ik(x)

i1 · · · ik
, où ij ≥ 1.
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Si
∑
ij = n, alors n ≥ k. On pose

rk := sup
n≥k

{
‖ 1

k!

(1− τa)n(x)

i1 · · · ik
‖, où

∑
ij = n

}
.

Remarquons qu'on a

‖ 1

k!

(1− τa)n(x)

i1 · · · ik
‖ ≤ rn · p k

p−1 · (n
k

)k, quand n ≥ k0.

À k �xé, on regarde la fonction f(y) = ry ·yk pour y ≥ k. Son logarithme est y ln r+k ln y,

dont la dérivée est ln r + k/y < 0 puisque r < 1/3 (ce qui montre au passage que le 1/3

n'est pas optimal, mais ça n'est pas dérangeant vis-à-vis du résultat souhaité). On en

déduit que

‖ 1

k!

(1− τa)n(x)

i1 · · · ik
‖ ≤ rk · p k

p−1 · (k
k

)k = (rp
1
p−1 )k, quand n ≥ k0.

Cela implique que pour tout k, rk < +∞. De plus

rk ≤ (rp
1
p−1 )k, when k ≥ k0,

et donc limk rk → 0 puisque r < p−
1
p−1 . Cela implique que

∑∞
k=0

(log τa)k(x)
k!

converge

absolument.

En utilisant cette dernière étape et l'équation (5) de la deuxième étape, on véri�e que

toutes les conditions du lemme 3.2.21 sont véri�ées, et donc x ∈ WZp−an.

3.2.3. Le cas Lubin-Tate et les vecteurs localement F -analytiques. � Soit

maintenant F une extension �nie de Qp et F∞/F une extension de Lubin-Tate asso-

ciée à une uniformisante π de OF . On note ΓF = Gal(F∞/F ) et Γn = Gal(F∞/Fn). Il

existe un rang n0 ∈ N tel que pour n ≥ n0, l'application ` : g 7→ logp(χπ(g)) dé�nisse une

bijection (Qp-)analytique entre Γn et πnOF , ce qui permet de munir Γn d'une structure

F -analytique. Si W est une représentation de Banach F -linéaire et n ≥ n0, alors on dit

que w ∈ W est F -analytique sur Γn s'il existe une suite (wk)k≥0 d'éléments de W avec

πnkwk → 0 tel que g(w) =
∑

k≥0 `(g)kwk pour tout g ∈ Γn. On note alors W Γn−an,F−la

l'ensemble de ces éléments, et on pose W F−la = ∪n≥1W
Γn−an,F−la.

Lemme 3.2.23. � W Γn−an,F−la = W Γn−an ∩W F−la.

Démonstration. � Voir [Ber16b, Lemme 2.5].

On reste dans le cadre Lubin-Tate, et on �xe E un corps de coe�cients contenant FGal.

On note Σ l'ensemble des plongements de F dans Qp. Pour τ ∈ Σ, on dispose d'un

opérateur de dérivation dans la direction τ , qui est un élément ∇τ ∈ E ⊗Qp Lie(ΓF ) (on

renvoie par exemple à [Ber16b, �2] pour les détails). On peut le construire de la façon

suivante : le E-espace vectoriel HomQp(F,E) est engendré par les éléments de Σ. Si W

est une E-représentation de Banach de ΓK et si w ∈ W la et g ∈ ΓK , alors il existe des

éléments {∇τ}τ∈Σ de E⊗Qp Lie(ΓF ) (ce sont même des éléments de FGal⊗Qp Lie(ΓF ), où

FGal est la clôture Galoisienne de F/Qp dans Qp) tels qu'on peut écrire

log g(w) =
∑

τ∈Σ

τ(`(g)) · ∇τ (w).
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Pour g ∈ Γm et k ∈ NΣ, on note `(g)k =
∏

τ∈Σ τ ◦ `(g)kτ . On dé�nit pour k ∈ NΣ,

∇k par ∇k(w) =
∏

τ∈Σ∇kτ
τ (w). Avec ces notations, il existe m � 0 et des éléments

{wk}k∈NΣ tels que si g ∈ Γm, alors g(w) =
∑

k∈NΣ `(g)kwk. On a aussi ∇τ (w) = w1τ

et wk = ∇k(w)/k!. En particulier, on en déduit que w ∈ W la est F -analytique si et

seulement si ∇τ (w) = 0 pour tout τ 6= id.

Lemme 3.2.24. � Si E/Qp est galoisienne et si h ∈ Gal(E/Qp) agit sur E⊗QpLie(ΓF ),

alors h(∇τ ) = ∇h◦τ . En particulier, ∇id ∈ F ⊗Qp Lie(ΓF ).

Démonstration. � Voir [Ber16b, Lemme 2.8].

Lemme 3.2.25. � Soient X, Y des représentations E-linéaires de Γn, soit g ∈ Gal(E/Qp)

et soit f : X → Y une application Γn-équivariante telle que f(ax) = g−1(a)f(x) pour

a ∈ E. Si x ∈ Xpa, alors ∇id(f(x)) = f(∇g|F (x)).

Démonstration. � Voir [Ber16b, Lemme 2.9].

3.3. Les extensions de Kummer

On va à présent s'intéresser aux cas des extensions de Kummer, et dé�nir les notations

et objets qu'on compte associer à de telles extensions. Dans ce qui suit, F désigne comme

au chapitre 1 le corps des fractions de l'anneau des vecteurs de Witt à coe�cients dans

un corps parfait k de caractéristique p, et K/F est une extension �nie totalement rami�ée

de F . On note toujours Cp le complété d'une clôture algébrique K de K.

3.3.1. Dé�nitions et propriétés. � Soit π0 = π une uniformisante de OK . On note

aussi E(X) ∈ OF [X] le polynôme minimal de π sur F qui est un polynôme d'Eisenstein,

et on note e = [K : F ]. On �xe également une suite compatible de racines pn-ièmes

de π, c'est-à-dire une suite (πn)n≥0 telle que pour tout n ∈ N, πpn+1 = πn. On pose

Kn = K(πn) et K∞ =
⋃
n∈NKn. On appelle extension de Kummer une telle extension

K∞/K. Les extensions Kn/K ne sont pas galoisiennes, en tout cas à partir du moment

où ζpn n'est pas dans K, et donc K∞/K n'est pas galoisienne. La clôture galoisienne

de K∞ est L = K∞ · Kcycl. On note G∞ = Gal(L/K) et H∞ = GL = Gal(K/L), et

Γ = Gal(L/K∞) qui s'identi�e à Gal(Kcycl/(K∞ ∩Kcycl)) et donc aussi à un sous-groupe

ouvert de Z×p . Pour g ∈ GK et pour n ∈ N, il existe un unique élément cn(g) ∈ Z/pnZ

tel que g(πn) = ζ
cn(g)
pn πn. Comme cn+1(g) = cn(g) mod pn, la suite (cn(g)) dé�nit donc

un élément c(g) de Zp. De façon équivalente, la suite (πn)n∈N dé�nit un élément π̃ de

l'anneau Ẽ+ dé�ni à la partie 1.1.3, et si g ∈ GK , il existe un unique élément c(g) ∈ Zp

tel que g(π̃) = εc(g)π̃.

L'application g 7→ c(g) est en fait un 1-cocycle (continu) de GK dans Zp(1), tel que

c−1(0) = Gal(K/K∞), et véri�e pour g, h ∈ Gal(K/K∞) :

c(gh) = c(g) + χcycl(g)c(h).
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Par conséquent, si ZpoZ×p désigne le produit semi-direct de Zp par Z×p et où Z×p agit sur

Zp par multiplication, l'application g ∈ GK 7→ (c(g), χcycl(g)) ∈ ZpoZ×p est un morphisme

de groupes de noyau H∞. Le cocycle c se factorise à travers H∞, ce qui nous donne un

cocycle qu'on note toujours c : G∞ → Zp et qu'on appelle le cocycle de Kummer de

l'extension K∞/K.

Comme H1(GK ,Cp(1)) = {0} (voir par exemple [Tat67, Thm. 2]), il existe α ∈ Cp tel

que pour tout g ∈ GK ,
c(g) = g(α)χcycl(g)− α.

Soit maintenant τ un générateur topologique de Gal(L/Kcycl) tel que c(τ) = 1 (c'est donc

l'élément correspondant à (1, 1) via l'isomorphisme g ∈ GL 7→ (c(g), χcycl(g)) ∈ Zp oZ×p ).

La relation entre τ et Γ est donnée par gτg−1 = τχcycl(g). On note également τn := τ p
n
.

Le cas p = 2 est légèrement di�érent des autres et le résultat suivant montre pourquoi

on devra faire attention et parfois modi�er légèrement les dé�nitions pour inclure ce cas

de �gure :

Proposition 3.3.1. � On a :

(1) Si K∞ ∩Kcycl = K, Gal(L/K∞) et Gal(L/Kcycl) engendrent topologiquement G∞ ;

(2) si K∞ ∩ Kcycl 6= K, alors nécessairement p = 2 et dans ce cas Gal(L/K∞) et

Gal(L/Kcycl) engendrent un sous-groupe ouvert de G∞ d'indice 2.

En particulier, si p 6= 2, alors K∞ ∩Kcycl = K.

Démonstration. � Pour le premier point, voir [Liu08, Lemm. 5.1.2]. Pour le deuxième,

voir [Liu10, Prop. 4.1.5].

Dé�nition 3.3.2. � Si W est une représentation de G∞, on note W τ=1 et W γ=1 pour

respectivement WGal(L/Kcycl)=1 et WGal(L/K∞)=1, et on note

W τ−la, W τn−an, W γ−la,

pour respectivement

WGal(L/Kcycl)−la, WGal(L/Kcycl(πn))−la, WGal(L/K∞)−la.

Si W est une représentation G∞-localement analytique, on dé�nit les opérateurs de

dérivation, respectivement dans la direction τ et la direction cyclotomique, par

∇τ :=
log τ p

n

pn
pour n� 0

et

∇γ :=
log g

logp(χcycl(g))
pour g ∈ Gal(L/K∞) assez proche de 1.

Remarque 3.3.3. � Contrairement à ce que la notation pourrait indiquer, γ n'est pas

un élément de Gal(L/K∞). Dans le cas où Gal(L/K∞) est pro-cyclique (et donc en

particulier lorsque p 6= 2), on peut en fait montrer qu'on peut choisir un générateur

topologique γ de Gal(L/K∞) et que les notations sont alors cohérentes avec ce choix. La
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notation n'est donc ambigüe que pour p = 2, néanmoins on fait ce choix par souci de

simpli�er les notations.

Pour ce qu'on souhaite faire par la suite, on aura également besoin du résultat suivant,

qui nous dit exactement ce qu'il faut rajouter à une représentation de GK∞/H∞ pour

dé�nir une représentation de GK/H∞ :

Proposition 3.3.4. � Si H est un groupe topologique et ρ : GK∞/H∞ → H est un

morphisme de groupe continu, alors se donner un prolongement continu ρ̃ : GK/H∞ →
H revient à se donner un élément τH ∈ H (qui est l'image de τ) tel que pour tout

g ∈ GK∞/H∞ tel que χ(g) ∈ N, on ait :

ρ(g) · τH = τ
χ(g)
H · ρ(τ−χ(g)gτ).

Démonstration. � Voir la proposition 1.3 de [Car13].

3.3.2. Généralisation des vecteurs localement analytiques pour certaines ex-

tensions non galoisiennes. � Avec les notations et dé�nitions employées précédem-

ment, on ne peut dé�nir des vecteurs localement analytiques pour une extension K∞/K

que lorsque celle-ci est galoisienne de groupe de Galois un groupe de Lie p-adique, ce qui

exclut notamment le cas de l'extension de Kummer. On va dans cette partie proposer une

généralisation de la notion de vecteur localement analytique pour n'importe quelle exten-

sion incluse dans une extension de Lie p-adique, ce qui permettra notamment d'inclure le

cas de l'extension de Kummer.

Dé�nition 3.3.5. � Soit K∞/K une extension telle qu'il existe une extension K ′/K

telle que L∞ := K ′ ·K∞ est une extension de Lie p-adique de K. On dit que x ∈ K̂∞ est

localement analytique relativement à l'extension K∞/K si x ∈ L̂la
∞.

Proposition 3.3.6. � La dé�nition précédente ne dépend pas du choix de l'extension

K ′.

Démonstration. � SoientK ′′/K ′/K deux extensions deK comme dans la dé�nition 3.3.5,

et soit x ∈ K̂∞. On va montrer que x ∈ K̂ ′ ·K∞
la
si et seulement si x ∈ K̂ ′′ ·K∞

la
.

Comme K ′ ·K∞/K est galoisienne, Gal(K ′′ ·K∞/K ′ ·K∞) est distingué dans Gal(K ′′ ·
K∞/K), et donc

(
(K̂∞ ·K ′′)Gal(K′′·K∞/K′·K∞)

)Gal(K′·K∞/K)−la

=
(

(K̂∞ ·K ′′)Gal(K′′·K∞/K)−la
)Gal(K′′·K∞/K′·K∞)

et on a donc le résultat lorsque K ′ ⊂ K ′′. Pour le cas général, si K ′/K et K ′′/K sont deux

extensions de K comme dans la dé�nition 3.3.5 et si on ne suppose plus K ′ ⊂ K ′′, alors en

posant K(3) = K ′′ ·K ′, ce qu'on vient de faire montre que la notion de vecteur localement

analytique relativement à l'extension K(3) coïncide à la fois avec celle relativement à K ′

et celle relativement à K ′′, ce qui conclut.
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3.3.3. Vecteurs localement analytiques dans K̂∞. � Le premier résultat de Berger

et Colmez a�n de généraliser la théorie de Sen à l'aide des vecteurs localement analytiques

est le suivant :

Théorème 3.3.7. � Si dim(ΓK) = 1 et si W est une K̂∞-représentation semi-linéaire

de dimension �nie de ΓK, alors W fin = W la.

Démonstration. � Voir [BC16, Thm. 3.2].

Le deuxième résultat fondamental de l'article de Berger et Colmez nous montre que

W la est un objet adapté pour l'étude des K̂∞-représentations semi-linéaires de ΓK :

Théorème 3.3.8. � Si ΓK est un groupe de Lie p-adique, et si W est une représentation

K̂∞-semi-linéaire de dimension �nie de ΓK, l'application naturelle

K̂∞ ⊗K̂la
∞
W la → W

est un isomorphisme.

Démonstration. � Voir [BC16, Thm. 3.4].

Avec un tel résultat reste la question de la description de K̂ la
∞, qui dans le cas où dim(ΓK) =

1 n'est autre que K∞ d'après le théorème 3.3.7 et les résultats de Sen mais est beaucoup

plus compliqué dans le cas général (on peut montrer, voir [BC16], que K̂ la
∞ contient

strictement K∞ si dim(ΓK) ≥ 2). Berger et Colmez ont là aussi montré plusieurs résultats

sur la question, en calculant notamment explicitement K̂ la
∞ dans les cas Lubin-Tate, SL2

et dans le cas de la composée de l'extension de Kummer et de l'extension cyclotomique.

De façon plus générale, ils ont montré (voir [BC16, Thm. 6.1 et Rem. 6.2]) que, si on

note G un groupe analytique dé�ni sur Qp tel que ΓK = G(Zp) (voir [Sch11, �27] et Γn =

G(pnZp), alors K̂Γn−an
∞ est un anneau de séries en d− 1 variables. Le cas des extensions

de Kummer nous intéressant particulièrement, on va rappeler le résultat de Berger et

Colmez sur la structure des vecteurs localement analytiques dans la clôture galoisienne

d'une extension de Kummer K∞/K [BC16, Prop. 4.12]. Soit α ∈ Cp trivialisant le

cocycle de Kummer associé, c'est-à-dire tel que c(g) = g(α)χcycl(g)− α pour tout g ∈ GK
(on a vu pourquoi un tel élément α existait dans la partie 3.3.1). Alors pour g ∈ GK , on
a

g(α) =
α

χcycl(g)
+

c(g)

χcycl(g)

et donc α ∈ L̂la. On choisit alors des éléments αn ∈ L tels que ||α − αn|| ≤ p−n,

où || · || désigne la norme sur Cp telle que ||p|| = 1/p. On note Lm := K(πm, ζpm) et

Gm = Gal(L/Lm). Par le lemme 3.2.17, il existe r(n) ≥ 1 tel que αn ∈ Lr(n) et tel que si

m ≥ r(n), alors α ∈ L̂Gm−an et ||α−αn||Gm = ||α−αn||. On peut sans perte de généralité

supposer que la suite {r(n)} est croissante.
Si maintenant m ≥ r(n) et (ak)k∈N est une suite d'éléments de Lm telle que pnkak −→ 0

quand k −→ +∞, alors ak(α−αn)k −→ 0 dans L̂Gm−an et donc la série
∑

k∈N ak(α−αn)k
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converge vers un élément de L̂Gm−an. On note alors Lm{{α−αn}}n l'ensemble des sommes

de ces séries, de sorte que Lm{{α− αn}}n ⊂ L̂Gm−an ⊂ L̂la.

Lemme 3.3.9. � On dispose d'une inclusion Lr(n){{α−αn}}n ⊂ Lr(n+1){{α−αn+1}}n+1.

Démonstration. � Soit f =
∑

k≥0 ak(α−αn)k ∈ Lr(n){{α−αn}}n. Soit βn = αn+1−αn ∈
Lr(n+1). On a alors ||βn|| ≤ p−n et

f =
∑

k≥0

ak

(
k∑

j=0

(
k

j

)
βk−jn (α− αn+1)j

)

et on peut intervertir les sommes puisque pour tout couple (k, j), ||βk−jn (α−αn+1)|| ≤ p−nk

et que pnkak −→ 0 quand k −→ +∞, de sorte que

f =
∑

j≥0

γj(α− αn+1)j

avec γj =
∑∞

k=j ak
(
k
j

)
βk−jn =

∑∞
i=0

(
i+j
j

)
ai+jβ

i
n et donc γj ∈ Lr(n+1) par complétude.

Comme pnkak −→ 0 quand k −→ +∞, on a bien p(n+1)jγj −→ 0 quand j −→ +∞ et

donc f ∈ Lr(n+1){{α− αn+1}}n+1.

Proposition 3.3.10. � L'application
⋃
Lr(n){{α − αn}}n → L̂la est un isomorphisme

d'espaces LB.

Démonstration. � C'est la proposition [BC16, Prop. 4.12], et on va redonner ici l'idée

de la preuve, qui servira de motivation à de nombreuses constructions du chapitre 4.

Soit x ∈ L̂Gn−an et soit ∇τ l'opérateur di�érentiel associé à τ . Soit alors

yi =
∑

k≥0

(−1)k(α− αm)k∇k+i
τ (x)

(
k + i

k

)

où les αm sont des éléments de L tels que α − αm ∈ pmOL̂. Berger et Colmez montrent

qu'il existe m ≥ n tel que yi ∈ L̂Gm−an pour tout i, et que x =
∑

i≥0 yi(α − αm)i dans

L̂Gm−an. Comme ∇τ (yi) = 0, yi ∈ K̂m(ζp∞)la et donc yi ∈ Km(ζpm).

Corollaire 3.3.11. � Si K∞/K désigne une extension de Kummer, alors K̂ la
∞ = K∞.

Démonstration. � Par [BC16, Prop. 6.3], il existe a ∈ Cp ⊗Zp Lie(Gal(L/K)) tel que

a = 0 sur L̂la. En particulier, on dispose d'une relation non triviale entre les opérateurs

de dérivation ∇τ et ∇γ, et comme ∇γ n'est pas identiquement nul sur L̂la (puisque par

exemple ∇γ(α) 6= 0), si ∇γ(y) = 0 alors ∇τ (y) = 0.

Par la démonstration de la proposition 3.3.10, si x ∈ L̂Gn−an, alors en posant

yi =
∑

k≥0

(−1)k(α− αm)k∇k+i
τ (x)

(
k + i

k

)
,

on a x =
∑

i≥0 yi(α − αm)i et les yi sont dans Km(ζpm). Si x ∈ K̂ la
∞, alors ∇γ(x) = 0 et

donc yi = 0 pour i ≥ 1 et y0 ∈ Km, ce qui montre le résultat.
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3.4. Vecteurs localement analytiques pour une extension de Lubin-Tate

Dans cette partie, on va redonner les résultats de Berger et Colmez sur la structure

des vecteurs localement analytiques dans K̂∞ et de Berger sur la structure des vecteurs

localement analytiques dans les anneaux de périodes B̃I
K , notamment car ces constructions

et résultats ont motivé une grande partie des constructions du chapitre 4. On montrera

également dans la sous-partie 3.4.3 comment utiliser les résultats sur la structure des

anneaux (B̃I
K)la pour montrer un résultat concernant le relèvement du corps des normes

dans le cas anticyclotomique.

Dans toute cette partie, on �xe F/Qp une extension �nie, et on �xe un corps de coe�-

cients E contenant FGal. On �xe également π une uniformisante de OF , et on considère

F∞/F l'extension de Lubin-Tate associée à π. On note Σ l'ensemble des plongements de

F dans Qp, et on note HF = Gal(Qp/F∞) et ΓF = Gal(F∞/F ). Si K/F est une extension

�nie, on note Kn = K · Fn, K∞ =
⋃
n∈NKn, HK = Gal(Qp/K∞) et ΓK = Gal(K∞/K).

3.4.1. Dans K̂ la
∞. � A�n de simpli�er les notations, on notera par la suite χτπ = τ ◦χπ

pour τ ∈ Σ. On a le théorème suivant, dû notamment à Tate dans [Tat67] (on pourra

également regarder [Fou09, � 3.2]) :

Théorème 3.4.1. � Si τ 6= id, alors il existe uτ ∈ F̂×∞ tel que g(uτ ) = χτπ(g) · uτ si

g ∈ GFGal. Si τ = id, un tel élément n'existe pas.

Soit Gn = 1 + pnOF pour n ≥ 1. On note Fn = FGn
∞ , de telle sorte que Fn est le corps

engendré sur F par les éléments de πen-torsion sous l'action du groupe de Lubin-Tate

formel, où e est l'indice de rami�cation absolu de F . Le log nous donne un isomorphisme

analytique de groupes log : Gn → pnOF pour n ≥ 1. Si g ∈ Gn, on note `(g) = logp χπ(g).

Le corps F̂ la
∞ est un sous-corps de F̂∞ qui contient F∞. Dans le cas où F 6= Qp, les

éléments uτ du théorème 3.4.1 sont des exemples d'éléments de F̂∞ qui sont localement

Qp-analytiques mais pas localement constants. On pose alors xτ = log(uτ ), de telle sorte

que g(xτ ) = xτ + logχτπ(g) si g ∈ ΓF . Pour tout plongement τ 6= id et n ≥ 1, soit

xn,τ un élément de F∞ tel que ||xτ − xn,τ || ≤ p−n, où || · || désigne la norme sur Cp

étendant celle associée à la valuation v de F (donnée par v(p) = e). Par le lemme 3.2.17,

il existe r(n) ≥ 1 tel que xn,τ ∈ Fr(n) et tel que si m ≥ r(n), alors xτ ∈ F̂Gm−an
∞ et

||xτ − xn,τ ||Gm = ||xτ − xn,τ ||. On peut sans perte de généralité supposer que {r(n)} est
croissante.

On note Σ0 = Σ \ {id}. On pose (x − xn)k =
∏

τ∈Σ0
(xτ − xτ,n)kτ . . Si m ≥ r(n)

et {ak}k∈NΣ0 est une suite d'éléments de Km telle que pn|k|ak → 0 quand |k| → +∞,

alors ak(x − xn)k → 0 dans K̂Gm−an
∞ et donc la série

∑
k∈NΣ−{id} ak(x − xn)k converge

vers un élément de K̂Gm−an
∞ . On note alors Km{{x − xn}}n l'ensemble des sommes de

ces séries, de sorte que Km{{x − xn}}n ⊂ K̂Gm−an
∞ ⊂ K̂ la

∞. On a aussi une inclusion

Kr(n){{x− xn}}n ⊂ Kr(n+1){{x− xn+1}}n+1.

Théorème 3.4.2. � L'application ∪n≥1Kr(n){{x − xn}}n → K̂ la
∞ est un isomorphisme

d'espaces LB.
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Démonstration. � Voir [BC16, Thm. 4.2].

Corollaire 3.4.3. � Si x ∈ K̂ la
∞, alors ∇id(x) = 0 et donc K̂F−la

∞ = K∞.

3.4.2. Dans les (B̃I
K)la. � Berger a calculé dans [Ber16b] les vecteurs localement

analytiques dans les anneaux B̃I
K pour une extension de Lubin-Tate. On va commencer

par dé�nir ces anneaux de périodes et on redonnera ensuite les principaux résultats de

Berger concernant la structure de leurs vecteurs localement analytiques.

On a dé�ni dans la partie 2.1.4 des anneaux B̃+ et B̃ généralisant les constructions

cyclotomiques de la partie 1.1.4 chapitre 1, et un élément u ∈ Ẽ+ dé�ni par une suite

compatible de points de πn torsion pour le OF -module formel de Lubin-Tate associé. On a

également dé�ni un élément u ∈ Ã+ relevant u tel que ϕq(u) = [π](u) et g(u) = [χπ(g)](u).

Si r ≥ 0, on dé�nit une valuation V (·, r) sur B̃+[1/[u]] en posant

V (x, r) = inf
k∈Z

(k +
p− 1

pr
vE(xk))

pour x =
∑

k�−∞ π
k[xk]. Si maintenant I est un sous-intervalle fermé de [0; +∞[, on pose

V (x, I) = infr∈I V (x, r). On dé�nit alors l'anneau B̃I comme le complété de B̃+[1/[u]]

pour la valuation V (·, I) si 0 6∈ I, et comme le complété de B̃+ pour V (·, I) si I = [0; r].

Si k ≥ 1, on note rk = pkh−1(p− 1). Si ρ > 0, on pose ρ̃ = ρ · e · p/(p− 1) · (q − 1)/q,

de sorte que r̃k = qn−1(q − 1) · e. Le fait que vE(u) = q/(q − 1)e et [Ber16b, Lemm. 3.4]

montrent que, si r > 1 et i ∈ Z, alors V (ui, r) = i/r̃.

Soit I un sous-intervalle de ]1,+∞[ ou bien tel que 0 ∈ I. Soit f(Y ) =
∑

k∈Z akY
k une

série entière avec les ak ∈ F et tels que vp(ak) + k/ρ′ → +∞ quand |k| → +∞ pour tout

ρ ∈ I. Alors la série f(u) converge dans B̃I , et on note BI
F l'ensemble des f(u) tels que

f(Y ) est de cette forme. C'est un sous-anneau de B̃I
F = (B̃I)HF qui est stable sous l'action

de ΓF . Le Frobenius ϕq sur B̃ dé�nit alors une application ϕq : BI
F → BqI

F . Si m ≥ 0,

on a ϕ−mq (BqmI
F ) ⊂ B̃I

F , et on pose BF,m = ϕ−mq (BqmI
F ), de sorte que BI

F,m ⊂ BI
F,m+1 pour

tout m ≥ 0.

On note tπ = logLT(u). Comme logLT converge sur le disque unité ouvert, on a tπ ∈
B

[0,+∞[
F , ϕq(tπ) = πtπ et g(tπ) = χπ(g)tπ si g ∈ GF .
On notera à présent B†,rrig,F pour B

[r;+∞[
F . C'est un sous-anneau de B

[r;s]
F pour tout

s ≥ r et on note B†,rF l'ensemble des f(u) ∈ B†,rrig,F tels que la suite (ak)k∈Z soit de

plus bornée. Soit B†F = ∪r�0B
†,r
F . C'est un corps Hensélien (voir [M+95, �2]) dont le

corps résiduel EF est isomorphe à Fq((u)). De plus, il existe par théorie du corps des

normes (voir partie 1.1.1) une extension séparable EK/EF de degré [K∞ : F∞]. Comme

B†F est Hensélien, il existe une unique extension �nie non rami�ée B†K/B
†
F de degré

f = [K∞ : F∞] de corps résiduel EK (voir [M+95, �3]). Il existe par conséquent r(K) > 0

et des éléments x1, · · · xf ∈ B
†,r(K)
K tels que B†,sK = ⊕fi=1B

†,s
F · xi pour tout s ≥ r(K). Si

r(K) ≤ min(I), on pose alors BI
K la complétion de B†,r(K)

K pour V (·, I), de telle sorte que

BI
K = ⊕fi=1B

I
F · xi. On note alors BI

K,m = ϕ−m(BpmI
K ) et BI

K,∞ = ∪m≥0B
I
K,m et donc en

particulier BI
K,m ⊂ B̃I

K .
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Proposition 3.4.4. � Si f(Y ) ∈ OF [Y ], alors ϕ−mq (f(u)) ∈ (B̃I
F )Gm+k−an,F−la.

Démonstration. � Voir [Ber16b, Prop. 4.1].

Soit à présent m0 tel que tπ, tπ/Qk sont dans (B̃I
F )Gm0−an,F−la.

Lemme 3.4.5. � Si m ≥ m0, si a ∈ B̃I
F , et si Qk · a ∈ (B̃I

F )Gm−an,F−la, alors l'élément

a est en fait dans (B̃I
F )Gm−an,F−la.

Démonstration. � Voir [Ber16b, Lemm. 4.3].

Théorème 3.4.6. �

(1) (B̃I
F )Gm+k−an,F−la ⊂ BI

F,m ;

(2) (B̃I
F )F−la = BI

K,∞ ;

(3) (B̃†,r`rig,K)F−pa = B†,r`rig,K,∞.

Démonstration. � Voir [Ber16b, Thm. 4.4] et l'erratum [Ber18].

On va à présent préciser un peu la structure de (B̃I
K)la. Si τ ∈ Σ et f(Y ) =

∑
k∈Z akY

k ∈
F [[Y ]], on pose f τ (Y ) =

∑
k∈Z τ(ak)Y

k, et on note ñ(τ) un relèvement de n(τ) ∈ Z/hZ

qui est dans {0, · · · , h − 1}. On rappelle que E est une extension �nie de F , contenant

FGal et que si τ ∈ Σ, on a ∇τ ∈ E⊗F Lie(ΓF ). C'est un corps de coe�cients de sorte que

GK agit E-linéairement ci-après.

Soit maintenant yτ = (τ ⊗ ϕñ(τ))(u) ∈ OE ⊗OF Ã+. On a alors g(yτ ) = [χπ(g)]τ (yτ )

et ϕq(yτ ) = [π]τ (yτ ) = τ(π)yτ + yqτ . On pose tτ = (τ ⊗ ϕñ(τ))(tπ) = logτLT (yτ ) et on

rappelle que W = {(τ, n) ∈ Gal(E/Qp) × Z tels que n(τ |F ) ≡ n mod h}. Pour g ∈ W
avec pn(g)−1(p − 1) ∈ I, on a une application ιg : E ⊗F B̃I → E ⊗F B+

dR donnée par

x 7→ (g−1 ⊗ (g|−1
F ⊗ ϕ−n(g)))(x).

Lemme 3.4.7. � Si g ∈ W et pn(g)−1(p−1) ∈ I avec g|F = τ et n(g)− ñ(τ) = kh, alors

ker(θ ◦ ιg : E ⊗F B̃I → E ⊗F Cp) = Qτ
k(yτ ) · E ⊗F B̃I .

Démonstration. � Voir [Ber16b, Lemm. 5.1].

On a ∇τ (yτ ) = tτ · vτ où vτ est une unité de A+
F = OF [[u]] (voir [KR09, Lemm.

2.1.4]. On pose alors ∂τ = t−1
τ v−1

τ ∇τ de telle sorte que ∂τ (yτ ) = 1. Pour τ, v ∈ Σ, on a

∂τ ◦ ∂v = ∂v∂τ , et ∂τ (yv) = 0 si τ 6= v.

Lemme 3.4.8. � On a ∂τ ((E ⊗F B̃†rig,K)pa) ⊂ (E ⊗F B̃†rig,K)pa.

Démonstration. � Voir [Ber16b, Lemm. 5.2].

Lemme 3.4.9. � Si x ∈ Ã+
F , I est un intervalle compact et n ≥ 1, alors il existe ` ≥ 0

et xn ∈ OF [ϕ−`q (u)] tel que x− xn ∈ pnÃI
F .

Démonstration. � Voir [Ber16b, Lemm. 5.3].

Si n ≥ 1 et I est un intervalle compact, le lemme 3.4.9 nous donne un élément yτ,n ∈
OE[ϕ−`q (u)] tel que yτ − yτ,n ∈ pnOE ⊗OF ÃI

F , et yτ , yτ,n ∈ (E ⊗F B̃I
F )la. On note 1τ



92 CHAPITRE 3. VECTEURS LOCALEMENT ANALYTIQUES ET THÉORIE DE SEN

l'uplet dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la τ -ième qui vaut 1. Soit (y−yn)k =∏
τ∈Σ0

(yτ − yτ,n)kτ et ∂k =
∏

τ∈Σ0
∂kτ . On a alors

∂τ (y − yn)k =

{
0 si kτ = 0,

kτ (y − yn)k−1τ si kτ ≥ 1.

Par le lemme 3.2.17, il existe m ≥ 1 tel que yτ−yτ,n ∈ (E⊗F B̃I
F )Γm−an et ||yτ−yτ,n||Γm ≤

p−n pour tout τ ∈ Σ0. Soit {xi}i∈NΣ0 une suite d'éléments de (E ⊗F B̃I
K)Γm−an,F−la telle

que ||pn|i|xi||Γm → 0 quand |i| → +∞. La série
∑

i∈NΣ0 xi(y − yn)i converge alors dans

(E ⊗F B̃I
K)Γm−an.

Théorème 3.4.10. � Si x ∈ (E⊗F B̃I
K)la et n0 ≥ 0, alors il existe m,n ≥ 1 et une suite

(xi)i∈NΣ0 dans (E ⊗F B̃I
K)Γm−an,F−la telle que ||p(n−n0)|i|xi||Γm → 0 et x =

∑
i∈NΣ0 xi(y −

yn)i.

Démonstration. � Voir [Ber16b, Thm. 5.4].

3.4.3. Application au relèvement du corps des normes dans le cas anticyclo-

tomique. � Le théorème 4.1 de [Ber14] a pour conséquence qu'il n'existe pas de relève-

ment de hauteur �nie du corps des normes anticyclotomique. On va en fait pouvoir mon-

trer, grâce au théorème de structure des vecteurs localement analytiques 3.4.10, qu'il n'y

a pas de vecteurs localement analytiques non triviaux dans B̃I
K pour l'action anticyclo-

tomique lorsque I = [0, r] avec r > 0, et on en déduira un résultat plus fort que dans le

cas du relèvement du corps des normes.

Commençons par rappeler le cadre anticyclotomique dans lequel on se place. Ici, on aura

F = Qp2 , et on note Fcycl l'extension cyclotomique de F . L'extension anticylotomique Fac

est dé�nie comme l'unique Zp-extension de F galoisienne sur Qp telle que le Frobenius de

Gal(F/Qp) agisse sur Gal(Fac/F ) par inversion. Le compositum Fcycl · Fac est alors égal

à l'extension de Lubin-Tate rattachée à l'uniformisante p par théorie du corps de classes

local, qu'on notera F∞, et on note χp le caractère de Lubin-Tate associé. Si on note σ

le Frobenius de Gal(F/Qp), alors l'extension anticyclotomique est le sous-corps de F∞
invariant sous Gσ := {g ∈ Gal(F∞/F ) : χp(g) = σ(χp(g))} et l'extension cyclotomique

est celle invariante sous G := {g ∈ Gal(F∞/F ) : χp(g) = (σ(χp(g)))−1}. On conserve les

notations de la partie 3.4.2. On note (B̃ac
F )I les invariants de B̃I

F sous Gσ.

Théorème 3.4.11. � Si I = [0; rk], alors ((B̃ac
F )I)la = F . Autrement dit, il n'existe

pas de vecteurs localement analytiques non triviaux dans B̃
[0,rk]
F pour l'extension anticy-

clotomique Fac/F .

Démonstration. � Soit x ∈ ((B̃ac
F )I)la. En particulier, x ∈ (B̃I

F )la.

Le lemme 3.4.9 montre qu'il existe `n ≥ 0 et yn = yσ,n ∈ OF [ϕ−`nq (u)] tels que yσ− yn ∈
pnB̃I

F , et on écrit yn = Pn(ϕ−`nq (u)) avec Pn ∈ OF [T ]. Or la démonstration de ce lemme

(voir [Ber16b, Lemm. 5.3]) utilise la densité de
⋃
n∈N ϕ

−n
q (Fq[[u]]) dans Ẽ+

F pour la

topologie u-adique et conclut par approximations successives, ce qui montre qu'on peut
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choisir les Pn de sorte que pour tout n ≥ 0, Pn(0) ∈ pOF , et on fait ces choix pour la

suite.

Le théorème 3.4.10 nous donne m,n ≥ 1 et une suite {xi}i∈N de (B̃I
F )F−la,Gm−an tels

que ||pnixi||Gm → 0 et x =
∑

i≥0 xi(yσ − yn)i. Or les xi sont dans (B̃I
F )F−la,Gm−an, qui est

inclus d'après le théorème 3.4.6 dans BI
F,m−k, et on note `′ = m − k. Pour tout i ∈ N,

on peut donc écrire xi = Qi(ϕ
−`′
q (u)) avec Qi ∈ F [[T ]]. Quitte à remplacer `n et `′ par

max(`n, `
′) et à changer m, les Qi et les Pn en conséquence, on peut supposer que `n = `′.

On considère à présent les ensembles

Xn,m =

{
x ∈ B̃I

F tels que x =
∑

i≥0

xi(uσ − yn)i avec les xi ∈ (B̃I
F,m−k)

F−la

}
,

où n ∈ N et m est tel que yσ − yn ∈ (B̃I
F )Gm−an.

Alors
⋃
Xn,m = (B̃I

F )la par le théorème 3.4.10. Si x ∈ Xn,m, on peut, par ce qu'on a fait

précédemment, écrire x =
∑

i≥0Qi(ϕ
−`
q (u))(uσ − Pn(ϕ−`q (u)))i pour ` = max(m − k, `n),

ce qui montre que ce ` ne dépend pas du choix de x dans Xn,m mais uniquement de n et

m. En écrivant uσ = ϕ−`q (([p]σ)◦`(uσ)) et en notant Pσ = ([p]σ)◦`, on peut alors écrire x

sous la forme

x = ϕ−`q

(∑

i≥0

Qi(u)(Pσ(uσ)− Pn(u))i

)

et comme Pn(0) ∈ pOF et Pσ(0) = 0, la série
∑

i≥0Qi(U)(Pσ(V ) − Pn(U))i dé�nit un

élément de F [[U, V ]], et on note fn,m : Xn,m → F [[U, V ]] l'application qui envoie

x = ϕ−`q

(∑

i≥0

Qi(u)(Pσ(uσ)− Pn(u))i

)
∈ Xn,m

sur la série correspondant à
∑

i≥0Qi(U)(Pσ(V ) − Pn(U))i dans F [[U, V ]]. On dé�nit une

action de Γ sur F [[U, V ]], F -linéaire, en posant g(U) = [χp(g)](U) et g(V ) = [χp(g)]σ(V ),

de sorte que l'application fn,m : Xn,m → F [[U, V ]] est Gm équivariante.

Comme expLT(0) = logLT(0) = 0, si on note T1 = logLT(U) et T2 = logσLT(V ), alors

F [[U, V ]] = F [[T1, T2]], et l'action de Γ sur T1 et T2 est donnée par g(T1) = χp(g) · T1 et

g(T2) = σ(χp(g)) · T2. En particulier, si i, j ≥ 0, g(T1T2) = χp(g)iσ(χp(g))jT1T2, de sorte

que l'action de Γ sur F [[T1, T2]] préserve les monômes.

Soit maintenant x ∈ ((B̃ac
F )I)la. Il existe alors n,m tels que x ∈ Xn,m, et fn,m(x) ∈

F [[T1, T2]]. On peut donc écrire fn,m(x) =
∑

i,j≥0 xijT
i
1T

j
2 . Comme x ∈ ((B̃ac

F )I)la ∩Xn,m

et que fn,m est Γm équivariante, on a pour tout g ∈ Γm ∩ {g ∈ Gal(F∞/F ) : χp(g) =

σ(χp(g))} :
g(fn,m(x)) = fn,m(x).

Comme l'action de Γ préserve les monômes, il nous su�t de montrer qu'il n'existe pas

de monôme T i1T
j
2 invariant sous l'action anticyclotomique pour (i, j) 6= (0, 0). Or, si pour

tout g ∈ Γm ∩ {g ∈ Gal(F∞/F ) : χp(g) = σ(χp(g))}, g(T i1T
j
2 ) = T i1T

j
2 , alors χp(g)i+j = 1

pour tout g dans le quotient par {g ∈ Gm : χp(g) = σ(χp(g))}. Or ce quotient est sans

torsion (puisque Fac/F est une Zp-extension) et χp est injectif, donc i+ j = 0.
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Proposition 3.4.12. � L'élément u ∈ Ã+
F , dé�ni dans la partie 2.1.4, est un vecteur

localement analytique de B̃I
F pour I = [0, r].

Démonstration. � Le lemme 2.14 de [BSX15] montre que, si V est un Qp-espace de

Banach, si ΓF agit continûment sur V et si H est un sous-groupe compact ouvert de Γ

tel que pour tout g ∈ H, |||g − 1||| < c avec c < p−
1
p−1 , alors l'action de Γ sur V est

localement analytique.

Comme I = [0, r], uk → 0 quand k → +∞, de sorte qu'il existe n ≥ 0 tel que, si χπ(g)−
1 ∈ pnOF , alors ||[χπ(g)](u)− u||I < c. Si on note Gn = {g ∈ ΓF : χπ(g) ∈ 1 + pnOF} =

Gal(F∞/Fn), c'est un sous-groupe compact ouvert de ΓF . Il nous su�t donc de montrer

que, pour tout g ∈ Gn, |||g − 1||| < c sur BI
F . Soit h(T ) =

∑
n≥0

anT
n tel que h(u) ∈ BI

F

avec ||h||I = 1, et soit g ∈ Gn. On écrit Fg pour [χπ(g)] et on a Fg(u) − u = f avec

f ∈ BI
F telle que ||f ||I ≤ c puisque g ∈ Gn. On a alors

(g − 1)(h(u)) =
∑

n≥0

an(Fg(u)n − un)

= (Fg(u)− u)
∑

n≥0

an(
n−1∑

k=0

Fg(u)kun−k)

= (Fg(u)− u)
∑

n≥0

an(
n−1∑

k=0

(u+ f)kun−k)

= (Fg(u)− u)
∑

n≥0

an(
n−1∑

k=0

un−k(
k∑

j=0

(
k

j

)
ujfk−j))

= (Fg(u)− u)

(
(
∑

n≥0

anu
n) +

∑

n≥0

an(
n−1∑

k=0

un−k(
k−1∑

j=0

(
k

j

)
ujfk−j))

)

= (Fg(u)− u)

(
(
∑

n≥0

anu
n) + F

)

avec ||F ||I ≤ c car ||u||I ≤ 1, ||f ||I ≤ c < 1 et car || · ||I est sous-multiplicative. On en

déduit donc que

||(g − 1)(h(u))|| ≤ c,

ce qui montre le résultat. On en déduit que u est localement analytique pour ΓF .

Corollaire 3.4.13. � Il n'existe pas de relèvement du corps des normes anticyclotomique

en caractéristique 0 de hauteur �nie.

Démonstration. � Raisonnons par l'absurde, et supposons qu'il existe un relèvement

du corps des normes anticyclotomique en caractéristique 0, de hauteur �nie. Alors en

reprenant les notations de la partie 2.2.2, il existe un plongement ΓF -équivariant de AE

(la complétion p-adique de OE[[T ]][1/T ], munie d'actions compatibles OE-linéaires de ΓF

et de ϕd) dans ÃE = (OE ⊗OE0
W (Ẽ))Gal(Qp/Fac). Soit u l'image de T par ce plonge-

ment, qui est en fait dans Ã+
E par la proposition 2.2.12. La proposition 3.4.12 montre

que, si I = [0, r], u est, en tant qu'élément de B̃I
F , un vecteur localement analytique. Le
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théorème 3.4.11 montre alors que u ∈ F , et donc g(u) = u pour tout g ∈ ΓF , ce qui est

impossible.





CHAPITRE 4

(ϕ, τ)-MODULES ET VECTEURS LOCALEMENT
ANALYTIQUES DANS B̃†rig

Caruso a développé dans [Car13] une théorie pour étudier les représentations p-adiques

de GK , où K est un corps p-adique, mais en remplaçant l'extension cyclotomique par

l'extension de KummerK∞/K. Comme dans le cas des (ϕ,Γ)-modules, les représentations

p-adiques et modulo p de GK∞ sont classi�ées par la catégorie des ϕ-modules étales (sur

des anneaux qu'on va dé�nir). En revanche, comme l'extension de Kummer n'est pas

galoisienne, on n'a pas de groupe Γ qui agit à proprement parler et on ne peut plus copier

la méthode de Fontaine pour obtenir des (ϕ,Γ)-modules. La stratégie de Caruso est alors

de construire des (ϕ, τ)-modules, c'est-à-dire d'ajouter au ϕ-module une action de τ , qui

est un générateur topologique de Gal(K∞ ·Kcycl/Kcycl), mais où τ agit après tensorisation

par ÃL, L étant le compositum de l'extension de Kummer et de l'extension cyclotomique.

Caruso a posé deux questions à la �n de son article. D'une part, la catégorie des

(ϕ, τ)-modules étales étant équivalente à celle des (ϕ,Γ)-modules étales puisque ces deux

catégories sont équivalentes à celle des représentations de GK , il s'est demandé s'il était

possible d'expliciter directement cette équivalence sans repasser par les représentations.

D'autre part, Caruso s'est demandé s'il existe un analogue du théorème de Cherbonnier-

Colmez, a�rmant que les (ϕ,Γ)-modules cyclotomiques sont surconvergents, dans le cas

des (ϕ, τ)-modules, après avoir dé�ni ce qu'on entend exactement par surconvergence des

(ϕ, τ)-modules.

La partie 4.1 de ce chapitre est dédiée à l'exposition des constructions et résultats de

Caruso concernant les (ϕ, τ)-modules. Les dé�nitions et constructions initiales de Caruso

ne fonctionnent cependant pas tout à fait dans le cas p = 2, et on montrera comment

étendre les notions de Caruso au cas p = 2 avec les dé�nitions de Gao et Liu [GL16].

Le reste du chapitre a pour but d'utiliser la théorie des vecteurs localement analy-

tiques pour faire le lien entre (ϕ,Γ)-modules et (ϕ, τ)-modules et de déduire du théorème

de Cherbonnier-Colmez la surconvergence des (ϕ, τ)-modules. Ainsi, la partie 4.2 de ce

chapitre se concentre sur la détermination de la structure des vecteurs localement ana-

lytiques dans les anneaux B̃I
L et B̃†rig,L, en utilisant des méthodes similaires à celles de

Berger dans [Ber16b] et des traces de Tate normalisées dans certains anneaux de périodes

a�n d'obtenir des lemmes d'approximation satisfaisants. La partie 4.3 de ce chapitre mon-

tre comment passer des (ϕ, τ)-modules aux (ϕ,Γ)-modules et inversement, et comment

en déduire la surconvergence des (ϕ, τ)-modules. La démonstration de la surconvergence
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utilisant de façon cruciale certains théorèmes de Kedlaya sur les ϕ-modules [Ked05], on

exposera aussi dans la sous-partie 4.3.1 les résultats principaux de Kedlaya dont nous

aurons besoin.

4.1. Généralités sur les (ϕ, τ)-modules

4.1.1. La théorie des (ϕ, τ)-modules. � Dans ce qui suit, on ne supposera plus

comme au chapitre 2 que K/Qp est une extension �nie, et on se place à nouveau dans

le cadre plus général exposé au chapitre 1, c'est-à-dire que K/F est une extension �nie

totalement rami�ée et F = W (k)[1/p] est le corps des fractions de l'anneau des vecteurs

de Witt à coe�cients dans k, un corps parfait de caractéristique p.

On va maintenant s'intéresser au cas où l'on choisit de dévisser l'extension K/K via

une extension de Kummer, en suivant la stratégie de Caruso [Car13], c'est-à-dire à l'aide

des (ϕ, τ)-modules. On va commencer par détailler un peu la construction de ces (ϕ, τ)-

modules et rappeler les principaux résultats de l'article de Caruso. On fera attention au

fait que nos notations di�èrent de celles de Caruso et on renvoie à nouveau à l'annexe

sur les anneaux de périodes pour faire le lien entre les notations utilisées ici et celles de

Caruso, rappeler les dé�nitions des anneaux en question et récapituler les relations entre

les di�érents anneaux.

Dans la suite, on �xe une extension de Kummer K∞/K et on conserve les notations de

la partie 3.3.1. En particulier, on �xe π une uniformisante de K, de polynôme minimal

E(X) sur F , et on se donne une suite compatible (πn)n∈N de racines pn-ièmes de π, de

sorte que π0 = π et πpn+1 = πn pour n ≥ 0. On note également L la clôture galoisienne de

K∞/K et on choisit τ un générateur topologique de Gal(L/Kcycl) tel que c(τ) = 1, où c

désigne le cocycle de Kummer associé à K∞/K.

Pour bien faire la di�érence avec les anneaux dé�nis dans le cadre cyclotomique, on

mettra en indice des anneaux relatifs à l'extension de Kummer un symbole τ . Il s'agit

simplement d'une notation, les anneaux ne dépendant pas du choix de l'élément τ mais

uniquement de l'extension de Kummer. On sera également amené à considérer dans les

parties suivantes à la fois des anneaux de Fontaine relatifs à l'extension Kcycl/K et à

l'extension K∞/K. A�n de pouvoir distinguer plus facilement les deux cas de �gure,

on notera HK = Gal(K/Kcycl) comme usuellement, et Hτ,K = Gal(K/K∞). On notera

également, si A est une algèbre munie d'une action de GK , AK = AHK et Aτ,K = AHτ,K .

Expliquons à présent comment construire les (ϕ, τ)-modules, en caractéristique p. On

peut, comme en 1.1.1, dé�nir le corps des normes de K∞/K et plonger celui-ci dans Ẽ.

La famille (ζpn) et la famille (πn) dé�nissent chacune un élément de Ẽ+, qu'on notera

respectivement ε et π̃. On pose u = ε− 1, et on rappelle que vE(u) = p
p−1

. On a alors un

plongement du corps des normes de K∞/K dans Ẽ, dont l'image est Eτ,K := k((π̃)). Soit

Eτ la clôture séparable de Eτ,K dans Ẽ. Comme Gal(K/K∞) agit trivialement sur Eτ,K ,

tout élément de Gal(K/K∞) stabilise Eτ , ce qui nous donne un morphisme Gal(K/K∞)→
Gal(Eτ/Eτ,K). Par le théorème 1.1.8, c'est même un isomorphisme, et on obtient alors
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une classi�cation des Fp-représentations de dimension �nie de Gal(K/K∞) par les ϕ-

modules étales sur Eτ,K . Il s'agit d'un cas particulier des constructions de la partie 1.1.1.

Rappelons simplement que, pour V une Fp-représentation de Gal(K/K∞), on dé�nit

D(V ) = (Eτ ⊗Fp V )Gal(K/K∞), qui est un Eτ,K-espace vectoriel muni d'un endomorphisme

ϕEτ,K -semi-linéaire ϕD(V ) induit par ϕEτ ⊗ 1. Réciproquement, si D est un ϕ-module

étale sur Eτ,K , on dé�nit V (D) comme le Fp-espace vectoriel (Eτ ⊗Eτ,K D)ϕ=1 muni de

l'action de Gal(K/K∞) induite par celle sur Eτ et où ϕ = ϕEτ ⊗ ϕD. Ces deux foncteurs

sont alors quasi-inverses l'un de l'autre et donnent lieu à une équivalence de catégories

tannakiennes entre celle des Fp-représentations de dimension �nie de Gal(K/K∞) et celle

des ϕ-modules étales sur Eτ,K .

Dans la théorie des (ϕ,Γ)-modules, on utilise le fait qu'une représentation de GK dé�nit

par restriction une représentation de GK∞ , ce qui permet d'associer à une représentation

de GK un ϕ-module, et on obtient alors un (ϕ,Γ)-module en munissant ce ϕ-module d'une

action de Γ compatible. Ici, K∞/K n'est pas galoisienne donc on n'a pas de groupe de

Galois qu'on pourrait faire agir sur le ϕ-module associé à la restriction d'une représentation

de GK à GK∞ . L'idée est d'utiliser l'action du groupe topologiquement engendré par τ ,

mais ce dernier agit sur toute l'extension L/K, où L = K∞ · Kcycl. Tout cela amène

Caruso à dé�nir un corps de coe�cients sur lequel τ agit : on note ẼL le sous-corps de

Ẽ formé des éléments �xes sous l'action de H∞. Il contient notamment (Eτ )
H∞ et donc

en particulier Eτ,K . Cela nous amène à la dé�nition de (ϕ, τ)-module de Caruso [Car13,

Déf. 1.7] :

Dé�nition 4.1.1. � Un (ϕ, τ)-module sur (Eτ,K , ẼL) est la donnée de :

(1) un ϕ-module étale D sur Eτ,K ;

(2) un endomorphisme τ -semi-linéaire τD : ẼL ⊗Eτ,K D → ẼL ⊗Eτ,K D qui commute à

ϕẼL
⊗ ϕD, et qui véri�e, pour tout g ∈ Γ tel que χcycl(g) ∈ N :

∀x ∈ D, (g ⊗ id) ◦ τD(x) = τ
χcycl(g)
D (x).

Remarque 4.1.2. � Comme le fait remarquer Caruso dans son article, la di�érence

entre la deuxième égalité de cette dé�nition et la proposition 3.3.4 s'explique par le fait

qu'on ne demande ici à cette égalité de n'être satisfaite que pour x ∈ D, et pas sur tout

ẼL⊗Eτ,K D. Cependant, comme τD est semi-linéaire, le fait que l'identité soit véri�ée sur

D montre qu'en fait on a l'égalité

(g ⊗ id) ◦ τD = τ
χcycl(g)
D ◦ ((τ−χcycl(g)gτ)⊗ id).

Remarque 4.1.3. � On peut aussi utiliser des corps plus petits que le corps ẼL, comme

par exemple la clôture séparable de k((π̃, ε)) dans Ẽ. Cette approche est également

suggérée par Caruso dans son article, l'intérêt étant que l'étude des points �xes de ce

corps plus petit sous l'action de certains sous-groupes de Gal(Qp/K∞) est parfois plus

simple.
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Si maintenant V est une Fp-représentation de GK de dimension �nie d, on rappelle qu'on

a dé�ni D(V ) = (Eτ ⊗Fp V )Gal(Qp/K∞) le ϕ-module associé. Par la théorie de Fontaine,

D(V ) est de dimension d sur Eτ,K . Pour dé�nir une structure de (ϕ, τ)-module sur D(V ),

il reste juste à construire un automorphisme τD de ẼL⊗Eτ,K D(V ). Pour ce faire, le point

de départ est le lemme suivant qui nous donne une autre description de cet espace :

Lemme 4.1.4. � L'application naturelle ẼL ⊗Eτ,K D(V ) → (Ẽ ⊗Fp V )H∞ est un iso-

morphisme.

Démonstration. � Voir [Fon90, A.1.2.6 et A.1.2.7].

Or (Ẽ ⊗Fp V )H∞ est naturellement muni d'une action de GK qui est semi-linéaire rela-

tivement à la structure de ẼL-espace vectoriel. On dé�nit alors l'application τD comme

l'automorphisme de ẼL ⊗Eτ,K D(V ) correspondant à l'action de τ sur (Ẽ ⊗Fp V )H∞ via

l'isomorphisme ẼL ⊗Eτ,K D(V )→ (Ẽ⊗Fp V )H∞ . On obtient alors bien un (ϕ, τ)-module

puisque le sous-groupe H∞ de GK agit trivialement sur ẼL et que GK∞ agit trivialement

sur D(V ).

Réciproquement, si D est un (ϕ, τ)-module sur (Eτ,K , ẼL), alors il fournit en particulier

un ϕ-module sur Eτ,K et la représentation V (D) associée à ce ϕ-module est V (D) =

(Eτ ⊗Eτ,K D)ϕ=1. Il reste à expliquer comment on étend l'action de GK∞ sur V (D) en une

action de GK tout entier. Pour ce faire, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1.5. � L'application

(Eτ ⊗Eτ,K D)ϕ=1 → (Ẽ⊗ẼL
(ẼL ⊗Eτ,K D))ϕ=1

déduite de l'extension des scalaires de Eτ,K à ẼL est un isomorphisme.

Démonstration. � Voir [Car13, Lemm. 1.10].

On peut alors appliquer la proposition 3.3.4, ce qui nous dit qu'il existe une unique action

de GK/H∞ sur ẼL ⊗Eτ,K D pour laquelle les éléments g ∈ GK∞/H∞ agissent par (g ⊗ id)

et l'élément τ ∈ GK/H∞ agit via l'automorphisme τD. En composant par la projection

canonique GK → GK/H∞, on obtient alors une action de GK sur ẼL⊗Eτ,K D. Comme par

ailleurs GK agit sur Ẽ et donc sur (Eτ ⊗Eτ,K D)ϕ=1 → (Ẽ ⊗ẼL
(ẼL ⊗Eτ,K D))ϕ=1, on en

déduit que l'action qu'on vient de dé�nir sur D(V ) prolonge celle de GK∞ . Caruso montre

alors le théorème suivant [Car13, Thm. 1.11] :

Théorème 4.1.6. � Les deux foncteurs D et V dé�nis précédemment induisent une

équivalence de catégories tannakiennes entre celle des Fp-représentations de dimension

�nie de GK et celle des (ϕ, τ)-modules sur (Eτ,K , ẼL).

Démonstration. � Le théorème 1.1.22 pour les ϕ-modules garantit que les morphismes

canoniques

D 7→ D(V (D))

et

V 7→ V (D(V ))
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sont des isomorphismes, pour tout (ϕ, τ)-module D sur (Eτ,K , ẼL) et pour n'importe

quelle Fp-représentation V de dimension �nie de GK . Il su�t alors de véri�er que le

premier morphisme commute à l'action du groupe topologiquement engendré par τ et que

le second est GK-équivariant, ce qui est direct.

Pour dé�nir les (ϕ, τ)-modules en caractéristique 0, il faut relever les di�érents anneaux

considérés précédemment en caractéristique 0. On va travailler dans Ã = W (Ẽ) et B̃ =

Ã[1/p], mais il nous reste à dé�nir un relèvement des corps Eτ,K et ẼL. On dé�nit donc

un anneau Aτ,K à l'intérieur de Ã de la façon suivante :

Aτ,K = {
∑

i∈Z

ai[π̃]i, ai ∈ OF lim
i→−∞

ai = 0}.

Muni de la valuation p-adique vp(
∑

i∈Z ai[π̃]i) = mini∈Z vp(ai), Aτ,K est un anneau de

valuation discrète qui admet Eτ,K comme corps résiduel. Si M/K est une extension �nie,

on note Eτ,M l'extension de Eτ,K correspondant à M · K∞/K∞ par la théorie du corps

des normes.

Proposition 4.1.7. � Si M est une extension �nie de K, alors Eτ,M est une extension

séparable de Eτ,K et il existe une unique extension non rami�ée Bτ,M/Bτ,K, contenue

dans Ã, de corps résiduel Eτ,M et telle que Gal(Bτ,M/Bτ,K) ' Gal(Eτ,M/Eτ,K). On note

Aτ,M son anneau des entiers pour la valuation p-adique et A+
τ,M := Ã+ ∩Aτ,M .

Démonstration. � La démonstration est la même que pour la proposition 1.1.38.

Comme Eτ =
⋃
M/F Eτ,M est la clôture séparable de Eτ,K , l'extension maximale non

rami�ée Bunr
τ,K de Bτ,K dans B̃ est aussi la réunion des Bτ,M quand M parcourt les ex-

tensions �nies de K. On note alors Bτ l'adhérence de Bunr
τ,K dans B̃ pour la topologie

p-adique, et on note Aτ son anneau des entiers (qui est aussi le complété de l'anneau

des entiers de Bunr
τ,K pour la topologie p-adique). On a donc Aτ/pAτ = Eτ . Comme

Bunr
τ,K est stable sous l'action de GK∞ , c'est aussi le cas de Bτ et on a Gal(Bunr

τ,K/Bτ,M) '
Gal(Eτ/Eτ,M) ' Hτ,M := Gal(K/M ·K∞). SiM est une extension �nie de K, le théorème

d'Ax-Sen-Tate (voir [Tat67, Thm. 1]) montre alors que B
Hτ,M
τ = (Bunr

τ )HM = Bτ,M et

donc que Aτ,M = AHτ,M .

Le Frobenius déduit de la fonctorialité des vecteurs de Witt sur B̃ dé�nit par restriction

des endomorphismes deAτ,K ,Bτ,K ,Aτ et Bτ , et envoie notamment [π̃] sur [π̃]p. On dé�nit

à présent un ϕ-module étale surAτ,K (resp. surBτ,K) comme la donnée d'unAτ,K-module

de type �ni (respectivement d'un Bτ,K-espace vectoriel de dimension �nie) D muni d'une

application ϕ : D → D semi-linéaire par rapport au Frobenius et dont la matrice dans

une base est dans GLd(Aτ,K). On a alors les mêmes résultats qu'en caractéristique p

concernant les représentations de GK∞ :

Théorème 4.1.8. � Pour V une Zp-représentation de GK∞, on note D(V ) = (Aτ ⊗Qp

V )GK∞ , et si D est un ϕ-module étale sur Aτ,K, on note V (D) = (Aτ ⊗Aτ,K
D)ϕ=1. Les

foncteurs D 7→ V (D) et V 7→ D(V ) sont alors quasi-inverse l'un de l'autre et donnent
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lieu à une équivalence de catégories tannakiennes entre celle des Zp-représentations libres

de type �ni de GK∞ et celle des ϕ-modules étales sur Aτ,K.

Théorème 4.1.9. � Pour V une Qp-représentation de GK∞, on note D(V ) = (Bτ ⊗Qp

V )GK∞ , et si D est un ϕ-module étale sur Bτ,K, on note V (D) = (Bτ ⊗Bτ,K D)ϕ=1. Les

foncteurs D 7→ V (D) et V 7→ D(V ) sont alors quasi-inverse l'un de l'autre et donnent lieu

à une équivalence de catégories tannakiennes entre celle des représentations Qp-linéaires

de dimension �nie de GK∞ et celle des ϕ-modules étales sur Bτ,K.

Comme dans le cas de la caractéristique p, il faut dé�nir à nouveau un corps de coe�-

cients sur lequel τ va agir. On va pour cela considérer ÃL = ÃH∞ (comme ẼL est parfait,

on a aussi ÃL = W (ẼL)) et B̃L = ÃL[1/p]. Ces anneaux sont munis d'un endomorphisme

de Frobenius qui provient de celui sur B̃. On peut alors dé�nir les (ϕ, τ)-modules étales

comme en caractéristique p :

Dé�nition 4.1.10. � Un (ϕ, τ)-module étale sur (Aτ,K , ÃL) (resp. (Bτ,K , B̃L)) est la

donnée de

(1) un ϕ-module étale D sur Aτ,K (resp. Bτ,K) ;

(2) un endomorphisme τ -semi-linéaire τD : ÃL ⊗Aτ,K
D → ÃL ⊗Aτ,K

D qui commute

à ϕAτ,K
⊗ ϕD, et qui véri�e, pour tout g ∈ Γ tel que χcycl(g) ∈ N :

∀x ∈ D, (g ⊗ id) ◦ τD(x) = τ
χcycl(g)
D (x).

On a à nouveau les résultats suivants :

Théorème 4.1.11. � On dispose d'une équivalence de catégories entre celle des Zp

représentations libres de type �ni de GK et celle des (ϕ, τ)-modules étales sur (Aτ,K , ÃL).

Démonstration. � Voir [Car13, Thm. 1].

Remarque 4.1.12. � Les résultats restent vrais en remplaçant Zp-représentations par

Qp-représentations et Aτ par Bτ .

4.1.2. Généralisation à p = 2 et notion de surconvergence. � On va à présent

montrer comment généraliser ces dé�nitions au cas p = 2 en reprenant les dé�nitions de

Gao et Liu dans [GL16].

Proposition 4.1.13. � Dans le cas p 6= 2, la donnée d'un (ϕ, τ)-module étale (D, τD)

sur (Aτ,K , ÃL) est équivalente à la donnée d'un triplet (D′, ϕD′ , G) où :

(1) (D,ϕD) = (D′, ϕD′) en tant que ϕ-modules sur Aτ,K ;

(2) G est une action G∞-semi-linéaire sur ÃL de G∞ sur M := ÃL ⊗Aτ,K
D′ telle que

G commute à ϕM := ϕÃL
⊗ ϕD′ et l'action de τ ∈ G∞ coïncide avec celle de τD sur M ;

(3) en tant que sous Aτ,K-module de M , D ⊂MGal(L/K∞).

Démonstration. � Voir [GL16, 2.1.6].
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Cela nous amène à généraliser la dé�nition des (ϕ, τ)-modules de la façon suivante,

dé�nition qui est bien équivalente à celle classique dans le cas p 6= 2 par la proposition

4.1.13.

Dé�nition 4.1.14. � On appelle (ϕ, τ)-module étale sur (Aτ,K , ÃL) (resp. (Bτ,K , B̃L))

tout triplet (D,ϕD, G) où :

(1) (D,ϕD) est un ϕ-module étale sur Aτ,K (resp. Bτ,K) ;

(2) G est une action G∞-semi-linéaire de G∞ sur M := ÃL ⊗Aτ,K
D (resp. sur M :=

B̃L⊗Bτ,KD) telle que G commute à ϕM := ϕÃL
⊗ϕD (resp. ϕM := ϕB̃L

⊗ϕD), c'est-à-dire
que pour tout g ∈ G∞, gϕM = ϕMg ;

(3) en tant que sous Aτ,K-module de M , D ⊂MGal(L/K∞).

En particulier, si (D,ϕD, G) est un (ϕ, τ)-module étale sur (Aτ,K , ÃL), on dé�nit

V (D) := (Ã ⊗ÃL
D)ϕ=1 := (Ã ⊗ÃL

(ÃL ⊗Aτ,K
D))ϕ=1 comme la Zp-représentation de

GK où GK agit sur ÃL ⊗Aτ,K
D via G et GK agit diagonalement sur le produit tensoriel

Ã⊗ÃL
(ÃL ⊗Aτ,K

D).

Proposition 4.1.15. � Le foncteur qui à un (ϕ, τ)-module étale (D,ϕD, G∞) associe la

Zp-représentation de GK
V (D) := (Ã⊗ÃL

D)ϕ=1,

induit une équivalence de catégories entre la catégorie des (ϕ, τ)-modules étales et celle

des Zp-représentations de GK.

Démonstration. � Voir [GL16, Prop. 2.1.7].

Cette dé�nition plus générale englobe donc à la fois celle de Caruso et le cas p = 2,

et on dispose toujours d'une équivalence de catégories tannakiennes entre représentations

p-adiques de GK et (ϕ, τ)-modules. On considère donc par la suite avoir fait ce choix de

dé�nition pour les (ϕ, τ)-modules.

Caruso avait posé plusieurs questions dans son article, dont les deux suivantes :

(1) quel lien peut-on faire entre (ϕ, τ)-modules et (ϕ,Γ)-modules, sachant que les deux

catégories sont équivalentes puisqu'équivalentes à celle des représentations galoisiennes de

GK ? On souhaiterait bien évidemment pouvoir répondre à cette question sans repasser

par les représentations de GK .
(2) Dans le cas des (ϕ,Γ)-modules, on dispose du théorème de Cherbonnier-Colmez qui

a�rme que tout (ϕ,Γ)-module (cyclotomique) est surconvergent. Ce résultat se révèle

extrêmement précieux dans l'étude des représentations galoisiennes, et on aimerait avoir

un analogue de ce théorème dans le cas des (ϕ, τ)-modules (si jamais un tel analogue était

possible).

Gao et Liu ont en fait répondu à cette deuxième question dans le cas où le corps résiduel

k de K était �ni, et montré dans [GL16] que les (ϕ, τ)-modules sont e�ectivement sur-

convergents. On propose ici de donner une méthode pour passer des (ϕ, τ)-modules aux
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(ϕ,Γ)-modules (et inversement) et d'en déduire une autre façon de montrer la surconver-

gence des (ϕ, τ)-modules, sans cette fois supposer que k est �ni. Expliquons exactement ce

qu'on entend par le fait qu'un (ϕ, τ)-module est surconvergent, en reprenant la dé�nition

de [GL16] :

Dé�nition 4.1.16. � On rappelle que si V est une Qp-représentation de GK , le (ϕ, τ)-

module associé à V sur (Bτ,K , B̃L) est la donnée du ϕ-module D(V ) = (Bτ ⊗Qp V )GK∞

et d'une action semi-linéaire de G∞ sur M(V ) = (B̃⊗Qp V )GL .

Pour r ≥ 0, on dé�nit D†,r(V ) = (B†,rτ ⊗Qp V )GK∞ et M †,r(V ) = (B̃†,r ⊗Qp V )GL .

On dit alors que le (ϕ, τ)-module D associé à V est surconvergent s'il existe r ≥ 0 tel

qu'on ait

D(V ) = Bτ,K ⊗B†,rτ,K
D†,r(V )

et

M(V ) = B̃L ⊗B̃†,rL
M †,r(V ).

où B†,rτ,K = Bτ,K ∩ B̃†,r.

4.1.3. (ϕ, τM)-modules. � On a vu dans la partie 4.1.1 comment associer à une

représentation p-adique V de GK un (ϕ, τ)-module. Pour ce qu'on souhaite faire en-

suite, on aura besoin de savoir ce que devient le (ϕ, τ)-module associé à la restriction de

V à GM , où M est une extension �nie de K.

Si on pose M∞ := K∞ ·M , LM := L ·M et Hτ,M := Gal(K/M∞), alors M∞/M et

LM/M sont strictement APF par la proposition 1.1.2. Si V est une représentation p-

adique de GM , on peut dé�nir D(V ) := (Bτ ⊗Qp V )Hτ,M qui est naturellement muni d'une

structure de ϕ-module étale sur Bτ,M , et D̃(V ) := (B̃ ⊗Qp V )GLM , qui est naturellement

muni d'une structure de ϕ-module étale sur B̃LM , muni d'une action de Gal(LM/M) qui

commute à l'action de ϕ.

Dé�nition 4.1.17. � On appelle (ϕ, τM)-module sur (Bτ,M , B̃LM ) la donnée d'un triplet

(D,ϕD,Gal(LM/M)),

où :

(1) (D,ϕD) est un ϕ-module sur Bτ,M ;

(2) Gal(LM/M) est une action Gal(LM/M)-semi-linéaire sur B̃LM de Gal(LM/M) sur

D̂ := B̃LM ⊗Bτ,M D telle que cette action commute à ϕ := ϕB̃LM
⊗ ϕD ;

(3) en tant que sous Bτ,M -module de D̂, on a D ⊂ D̂Hτ,M .

Si (D,ϕD,Gal(LM/M)) est un tel (ϕ, τM)-module, on dé�nit V (D) := (Bτ⊗Bτ,M D)ϕ=1

et

Ṽ (D) := (B̃⊗Bτ,M D)ϕ=1 = (B̃⊗B̃LM
D̂)ϕ=1.

Comme habituellement, un (ϕ, τM)-module est dit étale si le ϕ-module sous-jacent est

étale.

Proposition 4.1.18. �
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(1) Les foncteurs D 7→ V (D) et V 7→ D(V ) sont quasi-inverses l'un de l'autre et

induisent une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des ϕ-modules

étales sur Bτ,M et celle des représentations p-adiques de GM∞ ;

(2) Ṽ (D)|GM∞ ' V (D) ;

(3) Les foncteurs D 7→ Ṽ (D) et V 7→ D̃(V ) sont quasi-inverses l'un de l'autre et in-

duisent une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des (ϕ, τM)-modules

étales sur (Bτ,M , B̃LM ) et celle des représentations p-adiques de GM .

Démonstration. � Le premier point est la proposition A.1.2.6 de [Fon90]. Le deuxième

point est une conséquence directe de [GL16, Lemm. 2.1.4] et de notre dé�nition de

(ϕ, τM)-module. Pour le dernier point, on renvoie à la preuve de [GL16, Prop. 2.1.7].

Si on était parti au départ d'une représentation p-adique V de GK dont on a considéré

la restriction à GM , et si de plus on suppose que M∞/K∞ est galoisienne, alors (Bτ ⊗Qp

V )Hτ,M est naturellement muni d'une action de Hτ,K/Hτ,M ' Gal(M∞/K∞). Comme

de plus, (B̃ ⊗Qp V )GL ⊂ (B̃ ⊗Qp V )GLM , l'action de GM/GLM en tant que sous-groupe

de GK/GL sur (B̃ ⊗Qp V )GLM coïncide avec celle de GM/GLM sur (B̃ ⊗Qp V|GM )GLM . Ces

considérations nous amènent à faire la dé�nition suivante :

Dé�nition 4.1.19. � Si M/K est une extension galoisienne �nie telle que M et K∞
soient linéairement disjointes au-dessus de K, et si D = (D,ϕD,Gal(LM/M)) est un

(ϕ, τM)-module sur (Bτ,M , B̃LM ), on dit que D est muni d'une action de Gal(M/K) si GK
agit sur D̂ := B̃LM ⊗Bτ,M D et si :

(1) D en tant que sous ensemble de D̂ est stable sous l'action de HK ⊂ GK ;

(2) GLM agit trivialement sur D̂, et Hτ,M agit trivialement sur D ;

(3) l'action de GM/GLM ⊂ GK/GL coïncide avec l'action de Gal(LM/M) sur D̂.

4.2. Vecteurs localement analytiques dans B̃I
L et B̃†rig,L

Soit B̃L = B̃HL où HL = Gal(Qp/L). Comme Gal(B̃L/B̃K) ' G∞, B̃L est naturelle-

ment muni d'une action de Γ = Gal(Kcycl/K) identi�é à Gal(L/K∞) et d'une action de

τ (et de τZp).

L'intérêt de l'anneau B̃L est qu'il permet de faire le lien entre les (ϕ,Γ)-modules et les

(ϕ, τ)-modules, via la notion de (ϕ,G∞)-module suivante :

Dé�nition 4.2.1. � On appelle (ϕ,G∞)-module sur ÃL (resp. sur B̃L) un module sur

ÃL (resp. sur B̃L) muni d'actions semi-linéaires continues de ϕ et G∞ qui commutent.

On dit qu'un (ϕ,G∞)-module sur ÃL ou B̃L est étale s'il existe une base de D dans

laquelle Mat(ϕ) ∈ GLd(ÃL).

Dé�nition 4.2.2. � Soit V une Zp-représentation de GK . On dé�nit alors le (ϕ,G∞)-

module DL(V ) associé à V par :

DL(V ) = (Ã⊗Zp V )GL .
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Et pour un (ϕ,G∞)-module D étale sur ÃL, on pose

VL(D) = (Ã⊗ÃL
D)ϕ=1.

Remarquons que, si on note D(V ) le (ϕ,Γ)-module cyclotomique associé à V (donc

D(V ) = (A⊗ZpV )GKcycl ), alors DL(V ) et D(V )⊗AK
ÃL sont des (ϕ,G∞)-modules sur ÃL,

et le second est étale. Le théorème suivant montre que ces deux objets sont isomorphes.

Théorème 4.2.3. �

(1) L'application naturelle D(V )⊗AK
ÃL → DL(V )

est un isomorphisme de (ϕ,G∞)-modules étales sur ÃL.

(2) Les foncteurs DL et VL sont quasi-inverses l'un de l'autre et donnent lieu à une

équivalence de catégories entre la catégorie des Zp-représentations de GK et celle des

(ϕ,G∞)-modules sur ÃL.

Démonstration. � Voir [TR08, Thm. 1.2].

Corollaire 4.2.4. � Le foncteur

{(ϕ,Γ)−modules étales sur AK} → {(ϕ,G∞)−modules étales sur ÃL}
D 7→ D ⊗AK

ÃL

est une équivalence de catégories.

Remarque 4.2.5. � On a évidemment les mêmes résultats pour les Qp-représentations

en se plaçant sur B̃.

On a également le même résultat pour les (ϕ, τ)-modules, c'est-à-dire qu'on a le théorème

suivant :

Théorème 4.2.6. � Le foncteur

{(ϕ, τ)−modules étales sur (Aτ,K , ÃL)} → {(ϕ,G∞)−modules étales sur ÃL}
M 7→M ⊗Aτ,K

ÃL

est une équivalence de catégories.

Démonstration. � C'est une conséquence directe de la dé�nition 4.1.14 qu'on a présentée

dans la partie 4.1.2.

On a donc un moyen très simple de passer d'un (ϕ, τ)-module à un (ϕ,G∞)-module ou

d'un (ϕ,Γ)-module à un (ϕ,G∞)-module, qui consiste à tensoriser par B̃L, mais on n'a

pas de moyen facile de � redescendre �, c'est-à-dire de passer d'un (ϕ,G∞)-module à un

(ϕ,Γ)-module ou à un (ϕ, τ)-module, sans repasser par les représentations.

On va maintenant calculer les vecteurs localement analytiques dans les anneaux B̃I
L

et B̃†rig,L pour l'action de G∞. Pour alléger les notations, si W est une représentation

de Banach de G∞, on notera simplement W la les vecteurs G∞-localement analytiques

de W , et si W est une représentation de Fréchet de G∞, on notera W pa les vecteurs

G∞-pro-analytiques de W .
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On rappelle que pour n ≥ 1, on a dé�ni au corollaire 1.2.4 rn = pn−1(p − 1). On �xe

à présent r = r` et s = rk avec ` ≤ k, et on pose I = [r; s]. On va à présent calculer

les vecteurs pro-analytiques de B̃†rig,L en passant par le calcul des vecteurs localement

analytiques de B̃I
L pour un tel I. Pour simpli�er les notations, on notera u = [ε]− 1.

Dans le cas oùK∞∩Kcycl = K, alors par la proposition 3.3.1, Gal(L/K) est topologique-

ment engendré par deux éléments τ et γ (γ étant un générateur topologique de Gal(L/K∞)).

Dans le cas contraire, la même proposition nous dit que τ et γ engendrent un sous-groupe

ouvert d'indice 2 de G∞, qu'on notera G′∞.

Dans les deux cas, on dispose de deux opérateurs de dérivation, l'un dans la direction

τ , l'autre dans la direction cyclotomique, opérateurs qu'on notera respectivement ∇τ et

∇γ et qui sont des éléments de Lie(Gal(L/K)) et agissent sur les représentations G∞-

localement analytiques.

On pose à présent τn := τ p
n
et γn := γp

n
, et on note Gn ⊂ G∞ le sous-groupe engendré

topologiquement par τn et γn. Les Gn véri�ent la propriété énoncée à la remarque 3.2.16.

Dé�nition 4.2.7. � SiW est uneQp-représentation de Banach de G∞, on dé�nitW τ−la

(resp. W γ−la) comme l'ensemble des vecteurs Gal(L/Kcycl)-localement analytiques (resp.

Gal(L/K∞)-localement analytiques).

On dé�nit également W τ−an (resp. W τn−an, W γ−an et W γn−an) comme l'ensemble des

vecteurs Gal(L/Kcycl)- analytiques (resp. Gal(L/Kcycl(πn))-, Gal(L/K∞)-,Gal(L/K∞(εn))-

analytiques).

Lemme 4.2.8. � Soit W τ−la,γ=1 := W τ−la ∩W γ=1 et soit W γ−la,τ=1 := W γ−la ∩W τ=1.

Alors

W τ−la,γ=1 ⊂ W la

et

W γ−la,τ=1 ⊂ W la

Démonstration. � Tout élément g ∈ G∞, ou g ∈ G′∞ si p = 2 peut s'écrire de façon unique

comme un produit g1τ
b avec g1 ∈ Gal(L/K∞) et b = c(g) ∈ Zp. Si x ∈ W τ−la,γ=1 et si

g ∈ G′∞, on écrit g = g1τ
c(g) = τ c(g)χ(g1)g1 = τ c(g)χ(g)g1, de sorte que g(x) = τ c(g)χ(g)(x).

Comme x ∈ W τ−la et comme χ(g) ∈ Z×p , on en déduit que x ∈ W la, ce qui montre le

premier point.

Le deuxième point se déduit du fait que

W γ−la,τ=1 =
(
WGal(L/Kcycl)

)Gal(Kcycl/K)−la ⊂ W la

puisque Gal(L/Kcycl) est distingué dans G∞.

Remarque 4.2.9. � L'inclusion W la ⊂ W γ−la∩W τ−la n'a a priori aucune raison d'être

une égalité. À titre d'exemple, si G1 = G2 = Zp et G = G1 × G2, et qu'on considère W

l'espace des fonctions continues de G à valeurs dans Qp sur lequel G agit par translation,

alors la fonction f : G → Qp, dé�nie par f(x, y) = 0 si (x, y) = 0 et f(x, y) = (x2 ·
y2)/(x2 + py2) sinon, véri�e f ∈ WG1−la ∩WG2−la mais f 6∈ WG−la.
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Le lemme suivant montre qu'on connaît déjà un certain nombre d'éléments localement

analytiques dans les anneaux B̃I
L.

Lemme 4.2.10. � Si f(Y ) ∈ OF [Y ], alors ϕ−mf(u) ∈ (B̃I
L)Gm+k−an.

Démonstration. � C'est le lemme 3.4.4 en remarquant que le cas cyclotomique est un cas

particulier du cas Lubin-Tate.

Soit I un sous-intervalle de ]1,+∞[ ou tel que 0 ∈ I. Soit f(Y ) =
∑

k∈Z akY
k une série

formelle telle que ak ∈ F et vp(ak)+k/ρ→ +∞ quand |k| → +∞ pour tout ρ ∈ I. La série
f(u) converge dans B̃I et on note BI

F l'ensemble des f(u) avec f comme précédemment.

C'est un sous-anneau de B̃I
F , qui est stable sous l'action de Γ. Le Frobenius dé�nit une

application ϕ : BI
F → BpI

F . Si m ≥ 0, alors ϕ−m(BpmI
F ) ⊂ B̃I

F et on note BI
F,m =

ϕ−m(BpmI
F ), de telle sorte qu'on ait BI

F,m ⊂ BI
F,m+1 pour tout m ≥ 0.

On notera à présent B†,rrig,F pour B[r;+∞[
F . C'est un sous-anneau de B[r;s]

F pour tout s ≥ r

et on note B†,rF l'ensemble des f(u) ∈ B†,rrig,F tels que la suite (ak)k∈Z soit de plus bornée.

Soit B†F = ∪r�0B
†,r
F . C'est un corps Hensélien (voir [M+95, �2]) dont le corps résiduel

EF est isomorphe à Fq((u)). De plus, il existe par théorie du corps des normes (voir partie

1.1.1) une extension séparable EK/EF de degré [K∞ : F∞]. Comme B†F est Hensélien, il

existe une unique extension �nie non rami�ée B†K/B
†
F de degré f = [K∞ : F∞] de corps

résiduel EK (voir [M+95, �3]), et on note B†,rK = B†K ∩ B̃†,rK . Il existe par conséquent

r(K) > 0 et des éléments x1, · · ·xf ∈ B
†,r(K)
K tels que B†,sK = ⊕fi=1B

†,s
F · xi pour tout

s ≥ r(K). Si r(K) ≤ min(I), on pose alors BI
K la complétion de B

†,r(K)
K pour V (·, I), de

telle sorte que BI
K = ⊕fi=1B

I
F ·xi. On note alors BI

K,m = ϕ−m(BpmI
K ) et BI

K,∞ = ∪m≥0B
I
K,m

et donc en particulier BI
K,m ⊂ B̃I

K .

Soit I un sous-intervalle de ]1,+∞[ ou tel que 0 ∈ I. Soit f(Y ) =
∑

k∈Z akY
k une

série formelle telle que ak ∈ F et vp(ak) + p−1
pe
k/ρ → +∞ quand |k| → +∞ pour tout

ρ ∈ I. La série f([π̃]) converge dans B̃I et on note BI
τ,K l'ensemble des f([π̃]) avec f

comme précédemment. C'est un sous-anneau de B̃I
K . Le Frobenius dé�nit une application

ϕ : BI
τ,K → BpI

τ,K . Si m ≥ 0, alors ϕ−m(BpmI
τ,K ) ⊂ B̃I

K et on note BI
τ,K,m = ϕ−m(BpmI

τ,K ), de

telle sorte qu'on ait BI
τ,K,m ⊂ BI

τ,K,m+1 pour tout m ≥ 0.

On notera à présent B†,rτ,rig,K pour B
[r;+∞[
τ,K . C'est un sous-anneau de B

[r;s]
τ,K pour tout

s ≥ r et on note B†,rτ,K l'ensemble des f(u) ∈ B†,rτ,rig,K tels que la suite (ak)k∈Z soit de plus

bornée. Soit B†τ,K = ∪r�0B
†,r
τ,K . C'est un corps Hensélien dont le corps résiduel EK est

isomorphe à Fq((π̃)). On note BI
τ,K,m = ϕ−m(BpmI

τ,K ) et BI
τ,K,∞ = ∪m≥0B

I
τ,K,m et donc en

particulier BI
τ,K,m ⊂ B̃I

K .

Pour M extension �nie de K, il existe par la théorie du corps des normes (voir partie

1.1.1) une extension séparable Eτ,M/Eτ,K de degré [M∞ : K∞]. Comme B†τ,K est Hen-

sélien, il existe une unique extension �nie non rami�éeB†τ,M/B
†
τ,K de degré f = [M∞ : K∞]

de corps résiduel EM (voir [M+95]). Il existe par conséquent r(M) > 0 et des élé-

ments x1, · · ·xf ∈ B
†,r(M)
τ,M tels que B†,sτ,M = ⊕fi=1B

†,s
τ,K · xi pour tout s ≥ r(M). Si
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r(M) ≤ min(I), on pose alors BI
M la complétion de B

†,r(M)
τ,M pour V (·, I), de telle sorte

que BI
τ,M = ⊕fi=1B

I
τ,K · xi.

Remarque 4.2.11. � De façon générale, si M/K est une extension �nie et si I est un

intervalle quelconque, alors on n'a pas dé�ni l'anneau BI
M ou l'anneau BI

τ,M , puisqu'on

s'est contenté de dé�nir ces objets lorsque min(I) ≥ r(M). En revanche, il existe un

entier mM ≥ 0 tel que, pour tout n ≥ mM , min(I) ≥ pnr(M), et on peut donc dé�nir

les anneaux BI
M,n ou Bτ,M,n, pour n ≥ mM . On note alors BI

M,∞ = ∪n≥mMBI
M,n et

BI
τ,M,∞ = ∪n≥mMBI

τ,M,n.

Remarquons que, comme le Frobenius dé�nit des bijections ÃI → ÃpI (et B̃I → B̃pI ,

de même que AI
K → ApI

K , A
I
τ,K → ApI

τ,K , . . . ), il su�t en fait d'étudier ÃI et B̃I pour I

de la forme I = [r`, rk] et I = [0, rk]. En particulier, dans tout ce qui suit, on supposera

que I est de la forme I = [r`, rk] ou I = [0, rk].

Comme [π̃] est invariant sous l'action de Γ, le lemme 4.2.10 montre en particulier

que BI
τ,K,∞ ⊂ ((B̃I

L)la)γ=1. De même, on a BI
K,∞ ⊂ ((B̃I

L)la)τ=1. En fait, connaît déjà

((B̃I
L)la)τ=1 puisque ((B̃I

L)la)τ=1 = (B̃I
K)la et donc ((B̃I

L)la)τ=1 = (BI
K,∞)la comme dans le

théorème 3.4.6. On dispose donc de la proposition suivante, qui est la reformulation du

théorème 3.4.6 ici :

Proposition 4.2.12. � Soient I = [r`; rk] avec ` ≤ k et m ≥ 0 tels que t, t
Qk
∈

(B̃I
L)Gm+k−an.

(1) ((B̃I
L)Gm+k)τ=1 ⊂ BI

K,m ;

(2) ((B̃I
L)la)τ=1 = BI

K,∞ ;

(3) ((B̃†,r`rig,L)pa)τ=1 = B†,r`rig,K,∞.

On peut donc se demander si on a également ((B̃I
L)la)γ=1 = BI

τ,K,∞, et c'est ce qu'on

va maintenant montrer.

On va d'abord avoir besoin d'un analogue du lemme 3.1 et de la proposition 3.3 de

[Ber16b] dans le cas Kummer. On rappelle que E(X) est le polynôme minimal de π sur

F et que c'est un polynôme d'Eisenstein, de sorte que E(0) = pc avec c ∈ O×F . Pour

simpli�er les notations, on note Ek = ϕk(E([π̃]))/E(0).

Lemme 4.2.13. � Si y ∈ Ã[0;rk], alors il existe une suite {ai}i≥0 d'éléments de Ã+,

tendant vers 0 pour la topologie p-adique, telle que y =
∑

i≥0 ai · Ei
k.

Démonstration. � C'est l'équivalent de [Ber16b, Lemm. 3.1]. Le lemme 2.3 de [Ber02]

montre que tout élément y de Ã[0;s] peut s'écrire sous la forme y =
∑

i≥0 bi · ([p̃]p
k
/p)i, où

les bi sont des éléments de Ã+ qui tendent vers 0 pour la topologie p-adique, et on peut

donc réécrire cela sous la forme y =
∑

i≥0 ai · (([p̃]p
k−p)/p)i avec les ai ∈ Ã+ tendant vers

0 pour la topologie p-adique. De plus, comme [p̃] − p est un générateur de ker(θ) dans

Ã+ et que c'est aussi le cas de E(π̃) (puisque vE(E(π̃)) = 1 et que E(π̃) appartient bien

à ker(θ)), on en déduit qu'il existe α ∈ (Ã+)× tel que E(π̃) = α · ([p̃] − p), et donc qu'il
existe β ∈ (Ã+)× tel que ϕk(E(π̃)) = β · ϕk([p̃] − p). Finalement, comme E(0) = pc où
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c ∈ O×F , on en déduit que (ϕk(E([π̃]))/E(0))/(([p̃] − p)/p) est une unité de Ã+, d'où le

résultat.

Proposition 4.2.14. � Soient 0 ≤ r ≤ s avec r = r`, s = rk. Si y ∈ Ã[0;s] + p · Ã[r;s], et

si (yi)i≥0 est une suite d'éléments de Ã+ telle que y−∑j−1
i=0 yi ·Ei

k soit dans ker(θ ◦ϕ−k)j
pour tout j ≥ 1, alors il existe j ≥ 1 tel que y −∑j−1

i=0 yi · Ei
k ∈ pÃ[r;s].

Démonstration. � Par le lemme 4.2.13, il existe j ≥ 1 et des éléments a0, · · · , aj−1 de

Ã+ tels que

(A) y −
(
a0 + a1 · Ek + · · ·+ aj−1 · Ej−1

k

)
∈ pÃ[r;s].

On a a0, y0 ∈ Ã+ et θ ◦ ϕ−k(y0 − a0) ∈ pOCp en appliquant les identités pour j = 1. Par

conséquent, il existe c0, d0 ∈ Ã+ tels que a0 = y0 + Ekc0 + pd0. En particulier, (A) reste

vrai en remplaçant a0 par y0.

On suppose à présent que f ≤ j − 1 est tel que (A) est vrai en remplaçant ai par yi
pour i ≤ f − 1. Alors

(
a0 + a1 · Ek + · · ·+ aj−1 · Ej−1

k

)
−
(
y0 + y1 · Ek + · · ·+ yj−1 · Ej−1

k

)

est dans pÃ[r;s] + Ej
kÃ

[r;s]. Si ai = yi pour i ≤ f − 1, alors
(
af + af+1 · Ek + · · ·+ aj−1 · Ej−1−f

k

)
−
(
yf + yf+1 · Ek + · · ·+ yj−1 · Ej−1−f

k

)

est dans pÃ[r;s] +Ej−f
k Ã[r;s] puisque pÃ[r;s]∩Ef

k Ã
[r;s] = pEf

k Ã
[r;s] en appliquant su�sam-

ment de fois le premier point de 1.2.41 et en utilisant que ϕk(E(π̃)) est égal à ϕk([p̃]− p)
à une unité de Ã+ près. On a alors af , yf ∈ Ã+ et θ ◦ ϕ−kq (yf − af ) ∈ pOCp . Il existe

donc cf , df ∈ Ã+ tels que af = yf + pEkcf + πdf et donc (A) reste vrai en remplaçant af
par yf . Par récurrence sur f , on obtient donc que y− (y0 + y1 ·Ek + · · ·+ yj−1 ·Ej−1

k ) est

dans pÃ[r;s], d'où le résultat.

Lemme 4.2.15. � Soit I = [r`, rk] ou I = [0, rk]. Alors :

(1) Il existe m0 ≥ 0 tel que

t

ϕk(E([π̃]))
∈ (B̃I

L)τm0−an.

(2) Pour tout n ≥ 0, ϕ−n([π̃]) ∈ (B̃I
L)τn+k−an et ϕ−n([π̃]) ∈ (B̃I

L)la.

(3) Si x ∈ B̃I
L est tel que tx ∈ (B̃I

L)τn−an, alors x ∈ (B̃I
L)τn−an.

(4) Pour m ≥ m0, on a

(B̃I
L)τm−an,γ=1 ∩ ϕk(E([π̃]))B̃I

L = ϕk(E([π̃]))(B̃I
L)τm−an,γ=1.

Démonstration. � Commençons par montrer le premier point. Pour simpli�er les nota-

tions, on note Q := ϕk(E([π̃])). Comme Q est un générateur de ker(θ ◦ ιk : B̃I → Cp),

on a t
Q
∈ B̃I

L. Soit m0 � 0 tel que, pour a ∈ pm0Zp, il existe d > 0 et H ∈ Zp[[X]] tels

que :

(9) (1− τa)([π̃]) = [π̃](1− [ε]a) = [π̃]pdt ·H(pdt).
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Quitte à augmenter m0, on peut supposer que VI(pd · tQ) = α > 0. On va à présent

montrer par récurrence que, pour tout a ∈ pm0Zp et pour tout s ≥ 0, il existe une série

fs(X, Y ) ∈ F [[X, Y ]], dépendant de a, telle que

(10) (1− τa)s( t
Q

) =
t(pdt)s · fs([π̃], pdt)∏s

i=0 τ
ai(Q)

.

Pour s = 0, f0 = 1 convient. Soit maintenant s ≥ 1 tel que (10) soit vraie pour s − 1.

Alors

(1− τa)s( t
Q

) = t(pdt)s−1 · τ
as(Q) · fs−1 −Q · τa(fs−1)∏s

i=0 τ
ai(Q)

Remarquons que

τas(Q) · fs−1 −Q · τa(fs−1) = (τas − 1)(Q) · fs−1 −Q · (τa − 1)(fs−1).

De plus, on a (τas − 1)(Q) = pdt · G([π̃], pdt) et (τa − 1)(fs−1) = pdt · K([π̃], pdt) avec

G,K ∈ F [[X, Y ]], de sorte que

fs :=
τas(Q) · fs−1 −Q · τa(fs−1)

pdt

convient, ce qui montre l'identité (10).

Par (10), on a maintenant

VI((1− τa)s)(
t

Q
)) ≥ VI(p

−d · (p
dt

Q
)s+1) ≥ sα,

et donc les conditions du lemme 3.2.22 sont véri�ées pour le groupe topologiquement

engendré par pm0τ (qui est ' Zp), ce qui termine la démonstration du premier point.

On va maintenant montrer le deuxième point, en utilisant une démonstration similaire

à celle de [Ber16b, Prop. 4.1]. Soit a ∈ Zp. On a

τa(ϕ−n([π̃])) = ϕ−n ([π̃] · [ε]a) = ϕ−n([π̃] · (1 + u)a) = ϕ−n([π̃]) · ϕ−n
(
∞∑

m=0

(
a

m

)
um

)
.

Pour simpli�er les notations, on écrit à présent cm(T ) pour
(
T
m

)
. Les cm(T ) sont des

polynômes de degré au plus m et tels que cm(Zp) ⊂ Zp. Par [Ami64, Thm. 3] (voir

aussi [Col10, Thm. I.4.7]), les gm(T ) :=
[
m
ph

]
! · cm(T ) forment une base orthonormée de

Banach de LAh(Zp,M) pour tout sous-corps fermé M de Cp, où LAh(Zp,M) est l'espace

de Banach des fonctions sur Zp qui sont analytiques sur le disque fermé de rayon |p|h.
Il nous faut maintenant montrer que l'application Zp → B̃I

L donnée par

a 7→
∑

m≥0

cm(a) · ϕ−n(u)m

est analytique sur le disque fermé de rayon |p|h, avec h = n + k. Soit ‖·‖rk la norme

sur B̃I donnée par ‖x‖rk = V[rk,rk](x). Par le principe du maximum (c'est le corollaire

2.20 de [Ber02] et notre proposition 1.2.42), on a ‖ϕ−n(u)‖I = ‖ϕ−n(u)‖rk . On a donc

‖ϕ−n(u)m‖rk = ‖um‖rk+n
= |p|m/ph−1(p−1) puisque V[rh,rh](u

m) = m/(ph−1(p− 1) · e). Cela
implique

‖ck‖LAh(Zp,Cp) · ‖ϕ−n(u)m‖rk ≤ |p|
m

(ph−1(p−1) |[m
ph

]!|
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de sorte que ‖cm‖LAh(Zp,Cp) · ‖ϕ−n(u)m‖rk → 0 quand m→ +∞, et on a bien la propriété

d'analycité.

Pour le troisième point, on peut supposer que n = 0, le cas général se démontrant de

la même façon. On écrit I = [r, s] pour traiter les deux cas considérés à la fois. Comme

VI = min{V[r,r], V[s,s]} et comme les valuations V[r,r] et V[s,s] sont multiplicatives, on en

déduit qu'il existe une constante c(I) > 0 ne dépendant que de I telle que pour tout

y ∈ B̃I
L,

VI(y) ≥ VI(ty)− c(I),

et on a en fait c(I) = max(V[r,r](t), V[s,s](t)). Comme de plus, (1− τa)(tx) = t · (1− τa)(x),

on en déduit que si tx véri�e les conditions du lemme 3.2.21, alors x les véri�e aussi.

Pour le dernier point, soit y ∈ B̃I
L tel que Q · y ∈ (B̃I

L)τm−an. Il su�t de montrer que

y ∈ (B̃I
L)τm−an, ce qui est direct en utilisant les deux points précédents.

Avant de passer à la suite, on aura besoin d'un équivalent de [CC98, Lemm. II.2.2]

dans le cas Kummer :

Lemme 4.2.16. � Soit r ≥ 1 et soit x =
∑

n∈Z an[π̃]n ∈ Aτ,K (i.e. les an sont dans OF
avec a−n → 0 quand n→ +∞). Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) x ∈ A†,rτ,K ;

(2) vp(an) + np−1
epr
≥ 0 pour tout n ∈ Z et vp(an) + knp−1

epr
→ +∞ quand n→ −∞.

Et pour montrer ce lemme, on aura besoin du résultat suivant :

Lemme 4.2.17. � Soient s ≥ 0 et (uk)k∈N, (vk)k∈N deux suites de nombres réels véri-

�ant les conditions suivantes :

(1) vk ≥ inf0≤i≤k ui + s(k − i) ;
(2) vk = uk si uk < ui + s(k − i) quel que soit 0 ≤ i ≤ k − 1.

Alors on a :

(1) uk ≥ 0 quel que soit k ∈ N si et seulement si vk ≥ 0 pour tout k ∈ N.

(2) Si s > 0, alors limuk = +∞ si et seulement si lim vk = +∞.

Démonstration. � Voir [CC98, Lemm. II.2.3].

Démonstration du lemme 4.2.16. � La démonstration est sensiblement la même que celle

de [CC98]. Commençons par remarquer que x =
∑

n∈Z an[π̃]n est dans A†,rτ,K si et

seulement si x′ =
∑

n<0 an[π̃]n est dans A†,rτ,K , et on supposera donc pour la suite que

x =
∑

n<0 an[π̃]n. Pour k ∈ N, on note yk = p−k
∑

n<0,vp(an)=k an[π̃]n et nk = inf{n <

0|vp(an) = k}.
Avec ces notations, on a yk = [π̃]nkv où

v =
ank
pk

(1 +
∑

n>nk,vp(an)=vp(ank )

an
ank

[π̃]n−nk),

de sorte que v est une unité de Ã+. On en déduit les formules w0(yk) = vE(yk) =

nk
1
e
et wi(yk) ≥ vE(yk) − i si i ≥ 1. De plus, comme x =

∑+∞
i=0 p

iyi, on a wk(x) ≥
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inf0≤i≤k wk(p
iyi) = inf0≤i≤k wk−i(yi) avec égalité si et seulement si wk(yk) < wk−i(yi) pour

tout 0 ≤ i ≤ k − 1.

Le lemme 4.2.17 appliqué à s = r− 1 et aux suites vk = wk(x) + rk et uk = vE(yk) + rk

montre que x ∈ A†,rτ,K si et seulement si vE(yi)+ri ≥ 0 pour tout i ∈ N et vE(yi)+ri→ +∞
quand i→ +∞.

Pour terminer la démonstration, on utilise le fait que vE(yk) = infvp(an)=k nk/e, ce qui

implique en particulier que � wk(yk) + kr ≥ 0 pour tout k ∈ N et wk(yk) + kr → +∞
� équivaut à � vp(an) + np−1

epr
≥ 0 pour tout n < 0 et vp(an) + np−1

epr
→ +∞ �. D'autre

part, la condition lim
k→+∞

vE(yk) + rk = +∞ équivaut à infvp(an)=k n
p−1
epr

+ vp(an) → +∞
quand k → +∞ et donc (puisque vp(an) → +∞ quand n → −∞) aussi à la condition

lim
n→−∞

vp(an) + np−1
epr

= +∞, ce qui permet de conclure.

Proposition 4.2.18. � Soit I = [r`; rk] ou I = [0, rk], et soit m ≥ m0 avec m0 comme

au lemme 4.2.15.

(1) (ÃI
L)τm+k−an,γ=1 ⊂ AI

τ,K,m pour m ≥ m0 ;

(2) (ÃI
L)τ−la,γ=1 = AI

τ,K,∞ ;

(3) (B̃†,r`τ,rig,L)τ−pa,γ=1 = B†,r`τ,rig,K,∞.

Démonstration. � C'est l'équivalent de [Ber16b, Thm. 4.4]. Une erreur �gurait dans la

preuve originale, et on renvoie à l'erratum [Ber18] pour sa correction.

Comme dans la preuve du lemme 4.2.15, on notera Q := ϕk(E([π̃])). Soit x ∈
(ÃI

L)τm+k−an,γ=1, et soit kn ≥ 0 tel que

xn := (
[π̃]ep

k

p
)knx ∈ Ã[0,rk] + pnÃI .

Dans le cas particulier où I = [0, rk], on peut choisir kn = 0. Par les lemmes 4.2.15 et

3.2.19, xn ∈ (ÃI
L)τm+k−an,γ=1. On a donc

θ ◦ ιk(xn) ∈ (OL̂)τm+k−an,γ=1 = OK(πm+k),

d'après la proposition 3.3.10 et le corollaire 3.3.11.

Comme θ ◦ ιk(ϕ−m([π̃])) = πm+k, il existe yn,0 ∈ OF [ϕ−m[π̃]] tel que

θ ◦ ιk(xn) = θ ◦ ιk(yn,0).

Le lemme 1.2.40 montre que xn − yn,0 = (Q/p) · xn,1 avec xn,1 ∈ ÃI .

Par le lemme 4.2.15, on a xn,1 ∈ (ÃI
L)τm+k−an,γ=1. En appliquant à nouveau ce procédé,

on obtient par récurrence une suite {yn,i}i≥0 où yn,i ∈ OF [ϕ−m(u)] telle que

xn −
(
yn,0 + (Q/p)yn,1 + · · ·+ (Q/p)i−1yn,i−1

)
∈ (Q/p)iÃI

L.

Par le lemme 4.2.14, il existe j � 0 tel que

(11) xn −
(
yn,0 + (Q/p)yn,1 + · · ·+ (Q/p)j−1yn,j−1

)
∈ pÃI

L.

Le membre de gauche de (11) est dans Ã
[0,rk]
L + pnÃI

L (puisque yn,i et Q/p sont dans

Ã
[0,rk]
L ), et donc est dans

(Ã
[0,rk]
L + pnÃI

L) ∩ pÃI
L = p(Ã

[0,rk]
L + pn−1ÃI

L), par le lemme 1.2.41 .
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Soit

xn −
(
yn,0 + (Q/p)yn,1 + · · ·+ (Q/p)j−1yn,j−1

)
= px′n.

Par le lemme 4.2.15, yn,i ∈ (ÃI
L)τm+k−an,γ=1, et donc x′n ∈ (ÃI

L)τm+k−an,γ=1. En appliquant

à x′n le même procédé qu'on a appliqué à xn, et en procédant par récurrence, on obtient

{ỹn,i}i≤jn pour un certain jn � 0 où ỹn,i ∈ OF [ϕ−m(u)], et

yn = ỹn,0 + (Q/p)ỹn,1 + · · ·+ (Q/p)jn−1ỹn,jn−1,

de sorte que xn − yn ∈ pnÃI .

Soit maintenant zn := ( p

[π̃]epk
)knyn. On a alors zn ∈ ϕ−m(A

pm[rk,rk]
τ,K ) et zn converge vers

x dans Ã[rk,rk].

On a donc x ∈ ϕ−m(A
pm[rk,rk]
τ,K ), et donc

x ∈ ϕ−m(A
pm[rk,rk]
τ,K ) ∩ ÃI .

Si I = [rk, rk], on a x ∈ ϕ−m(A
pm[rk,rk]
τ,K ) ∩ ÃI = AI

τ,K,m et la preuve est terminée.

Si r` < rk, ce qu'on a fait montre qu'on a x = ϕ−m(f([π̃])) avec f qui converge sur la

couronne correspondant à [pmrk; p
mrk]. On peut donc écrire f(Y ) = f+(Y ) + f−(Y ), où

f+ est la partie positive et converge sur [0, pmrk] et f− est la partie négative et converge

et est bornée sur [pmrk,+∞[. Alors x− := ϕ−m(f−([π̃])) appartient à la fois à B̃[r`,rk]

puisque x− = x− x+, et à B̃†,rk , et donc il appartient à B̃†,r` .

Comme f−(Y ) converge sur la couronne [pmrk,+∞[ et f−([π̃]) est dans B̃†,p
mr` , le

lemme 4.2.16 montre que f−(Y ) converge sur la couronne [pmr`,+∞[. Cela implique que

f(Y ) converge sur la couronne correspondant à [pmr`, p
mrk] et donc que x ∈ ϕ−m(A

pm[r`,rk]
τ,K ).

La démonstration du troisième point est analogue à celle du troisième point de [Ber16b,

Thm. 4.4]. On commence par construire une application ψ : B
[r`,rk]
τ,K → B

[r`/p,rk/p]
τ,K telle

que ψ(ϕ(x)) = x. Pour ce faire, on dé�nit une application ψ : A+
τ,K → A+

τ,K par ψ :=
1
p
ϕ−1TrA+

τ,K/ϕ(A+
τ,K). Par construction, c'est un inverse à gauche de ϕ. En remarquant

que A
[r`,rk]
τ,K = A+

τ,K

{
p

[π̃]ep`
, [π̃]ep

k

p

}
, on étend ψ à A

[r`,rk]
τ,K en posant ψ( p

[π̃]ep`
) = p

[π̃]ep`−1 et

ψ( [π̃]ep
k

p
) = [π̃]ep

k−1

p
, et par construction c'est encore un inverse à gauche de ϕ.

Si maintenant x ∈ (B̃†,rτ,rig,K)pa, alors le deuxième point montre que l'image de x dans

B̃
[r`,rk]
τ,K est dans B

[r`,rk]
τ,K,m pour un certain m. Si t = rk′ ≥ rk, alors de même il existe

m(t) ≥ m tel que l'image de x dans B̃
[r`,rk′ ]
τ,K soit dans B

[r`,t]
τ,K,m(t) de sorte que ϕm(t)(x) ∈

B
[pm(t)r`,p

m(t)t]
τ,K . Or ϕm(x) = ψm(t)−mϕm(t)(x) ∈ B

[pmr`,p
mt]

τ,K et donc x ∈ B
[r`,t]
τ,K,m pour tout

t ≥ rk. La conclusion vient alors du fait que B†,r`τ,rig,K,m = lim←−t≥r` B
[r`,t]
τ,K,m.

Par la suite, on aura également besoin de prendre les invariants non pas sous l'action

de τ ou de γ, mais sous les opérateurs ∇τ et ∇γ. On aura en particulier besoin du lemme

suivant :

Lemme 4.2.19. �

(1) ((B̃I
L)la)∇τ=0 =

⋃
m≥0((B̃I

L)la)τm=1

(2) ((B̃I
L)la)∇γ=0 =

⋃
m≥0((B̃I

L)la)γm=1
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Démonstration. � Il su�t de montrer que si ∇τ (x) = 0, alors il existem tel que τ p
m

(x) =

x. Si x est un vecteur localement analytique dans B̃I
L tué par ∇τ , alors il existe m0 ≥ 0 tel

que x est Gm-analytique pour tout m ≥ m0. De plus, il existe m ≥ m0 tel que l'opérateur

exp(pm∇τ )

soit bien dé�ni sur (B̃I
L)Gm0−an, et il coïncide alors avec τ p

m
par dé�nition de l'opérateur

∇τ . Donc, si x est tué par ∇τ , alors il existe m ≥ 0 tel que τ p
m

(x) = x. La démonstration

du deuxième point est similaire.

Le lemme 4.2.19 n'est pas complètement satisfaisant puisqu'on n'a pas vraiment décrit

les anneaux ((B̃I
L)la)τm=1 et ((B̃I

L)la)γm=1. On va en fait montrer le théorème suivant :

Théorème 4.2.20. � Soient 0 < r ≤ s < +∞, soit I = [r, s] et soit M∞ (resp. M ′
∞)

une extension galoisienne �nie de K∞ (resp. de Kcycl) telle que M∞ = M ·K∞ avec M/K

galoisienne �nie (resp. M ′
∞ = M ′ ·Kcycl avec M ′/K galoisienne �nie). Alors :

(1) (B̃I
L)τ−la,Gal(L/M)=1 = BI

τ,M,∞ ;

(2) (B̃†,rrig,L)τ−pa,Gal(L/M)=1 = B†,rτ,rig,M,∞ ;

(3) (B̃I
L)γ−la,Gal(L/M ′)=1 = BI

M ′,∞ ;

(4) (B̃†,rrig,L)γ−pa,Gal(L/M ′)=1 = B†,rrig,M ′,∞.

Avant de montrer ce théorème, on va devoir revenir un peu plus en détail sur la con-

struction des BI
M ′ et B

I
τ,M .

Dans le cas Kummer. Soit M∞/K∞ une extension galoisienne �nie et M/K ga-

loisienne �nie telle que M∞ = M · K∞ comme dans l'énoncé du théorème 4.2.20. On

note M0 l'extension maximale non rami�ée de F dans M∞, k′ le corps résiduel de M0,

fM = [k′ : k] et Eτ,M l'image du corps des normes de M∞/K dans Ẽ via le plonge-

ment dé�ni en 1.1.31. Il existe πM une uniformisante de Eτ,M , de polynôme minimal PM

sur Eτ,M0 . Soit PM ∈ A+
τ,M0

[X] dont la réduction modulo p est PM . Par le lemme de

Hensel, PM a une unique racine πM dans Ãτ,M dont la réduction modulo p est πM , et

Aτ,M := Aτ,M0 [πM ] est un AM0-module libre dont (1, πM , · · · , πeM−1
M ) est une base, où eM

est l'indice de rami�cation de Eτ,M/Eτ,M0 . En particulier, si on choisit v1, · · · , vf ′ une
base de OM0/OF et si xa+fM b := va · πbM pour 1 ≤ a ≤ fM et 0 ≤ b ≤ eM − 1, alors

Aτ,M = ⊕eMfMi=1 Aτ,K · xi
et

Ãτ,M = ⊕eMfMi=1 Ãτ,K · xi.
Dans le cas où Eτ,M/Eτ,K est non rami�ée, on prendra πM = πK = [π̃], de sorte que

PM = X − [π̃].

Le lemme suivant est l'analogue de [Col08, Lemm. 6.4] dans le cas Kummer.

Lemme 4.2.21. � On a wk(πM) ≥ −(2k − 1)vE(dEτ,M/Eτ,M0
) pour tout k ≥ 1.

Démonstration. � On écrit πM =
∑+∞

n=0 p
n[xn]. On va montrer par récurrence sur k qu'on

a vE(xk) ≥ −(2k − 1)vE(P ′M(πM)). Soit zk =
∑k

n=0 p
n[xn]. On a par construction que
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PM(zk) ∈ pk+1ÃM . De plus, comme PM est à coe�cients dans A+
τ,M0

, on a par hypothèse

de récurrence que, si n ≥ k + 1, alors

wn(PM(zk)) ≥ inf
1≤ij≤k,i1+···is=n

s∑

j=1

−(2ij − 1)vE(P ′M(πM))

= − sup
1≤ij≤k,i1+···is=n

(2n− s)vE(P ′M(πM)) ≥ −(2n− 2)vE(P ′M(πM)),

puisque s ≥ 2 car n ≥ k + 1 et les ij ≤ k. On a donc en particulier wk+1(PM(zk)) ≥
−2kvE(P ′M(πM)) et vE(yk+1) ≥ −2kvE(P ′M(πM)), où yk+1 est l'image de p−k−1PM(zk)

modulo p. Comme PM(zk+1) ∈ pk+2ÃM , on a alors yk+1 + P ′M(πM)xk+1 = 0, d'où

l'inégalité pour k + 1.

On dé�nit à présent rM par rM = (2vE(dEτ,M/Eτ,K ))(p− 1)/p (en particulier, rM = 0 si

Eτ,M/Eτ,K est non rami�ée). On a alors le lemme suivant, qui est l'analogue de [Col08,

Lemm. 6.5].

Lemme 4.2.22. � Si r > rM , alors πM ∈ A†,rM et

(1) πM
[πM ]

est une unité de l'anneau des entiers de Ã†,rM ,

(2) P ′M (πM )

[P ′M (πM )]
est une unité de l'anneau des entiers de Ã†,rM .

Démonstration. � Le premier point est évident dans le cas non rami�é puisqu'alors
πM

[πM ]
= 1. Le lemme 4.2.21 permet de conclure pour le cas rami�é.

Pour le deuxième point, on a wk(P ′M(πM)) ≥ −(2k − 1)vE(dEτ,M/Eτ,K ) si k ≥ 1 par le

lemme 4.2.21, de sorte qu'on a

w0(
P ′M(πM)

[P ′M(πM)]
) = 0 et wk(

P ′M(πM)

[P ′M(πM)]
) ≥ −krMp/(p− 1) si k ≥ 1,

d'où le résultat.

Soit fi = πi−1
M si 1 ≤ i ≤ eM . Les fi forment une base de Aτ,M sur Aτ,M0 et on note (f ∗i )

la base de Aτ,M sur Aτ,M0 duale de (fi) pour la forme bilinéaire (x, y) 7→ TM/M0(xy) =∑
σ∈HM0

/HM
σ(xy). Le lemme suivant est l'analogue de [Col08, Lemm. 6.9].

Lemme 4.2.23. � Si 1 ≤ i ≤ eM , alors f ∗i ∈ P ′M(πM)−1A+
τ,M0

[πM ].

Démonstration. � On a

TM/M0(P ′M(πM)−1πjM) = 0 si j ≤ eM − 2

et

TM/M0(P ′M(πM)−1πjM) = 1 si j = eM − 1.

De plus, πeMM s'écrit comme une combinaison linéaire à coe�cients dans A+
τ,M0

en les πjM ,

pour 0 ≤ j ≤ eM − 1, ce qui permet de montrer que f ∗i est de la forme P ′M(πM)−1Qi(πM),

où Qi ∈ A+
τ,M0

[X] est unitaire de degré eM − 1− i.

Corollaire 4.2.24. � Si r > rM , alors f ∗i ∈ A†,rτ et vr(f ∗i ) ≥ −vE(dEτ,M/Eτ,K ).

Démonstration. � C'est une conséquence directe des lemmes 4.2.22 et 4.2.23 est c'est

l'analogue de [Col08, Coro. 6.10].
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En particulier, on a pour I = [r`, rk] ou I = [r`,+∞] avec r` > rM ,

B̃I
τ,M = ⊕eMfMi=1 B̃I

τ,K · xi

et l'anneau

BI
τ,M := ⊕eMfMi=1 BI

τ,K · xi
est celui qu'on avait dé�ni à la suite du lemme 4.2.10.

Lemme 4.2.25. � Si I = [r`, rk] avec r` > rM , alors xi ∈ (ÃI
L)τ−la.

Démonstration. � Il su�t d'après le lemme 3.2.19 de montrer que πM ∈ (ÃI
L)τ−la. Soit

PM(X) le polynôme minimal de πM . Pour τa ∈ Gal(L/Kcycl) avec a ∈ Zp, (τa ◦
PM)(τa(πM)) = 0. Comme les coe�cients de PM sont dans A+

τ,M0
⊂ (ÃI

L)τ−la, les co-

e�cients de τa ◦ PM sont des fonctions localement analytiques de a ∈ Zp.

On dé�nit maintenant une application f : Zp × ÃI
L par f(a, x) = (a, (τa ◦ PM)(x)).

Les coe�cients de τa ◦ PM étant des fonctions localement analytiques de a ∈ Zp, il existe

n ≥ 0 tel que f|pnZp×ÃI
L
est analytique. Comme P ′M(πM) 6= 0, on peut appliquer à

f le théorème de la fonction inverse pour les fonctions analytiques (voir [Ser92, Inverse

Function Theorem, Page 73]), de sorte qu'il existe un voisinageW de (a, πM) dans pnZp×
ÃI
L et un voisinage W ′ de (0, 0) tels que f induise une bijection entre W et W ′ dont

l'inverse est analytique. Par dé�nition de f , quitte à restreindre W et W ′, il existe

n ≥ 0, un ouvert Ω contenant 0 de ÃI
L et un ouvert Ω′ contenant 0 de ÃI

L tels que

W = pnZp × Ω et W ′ = pnZp × Ω′. De plus, il existe g : W ′ → Ω telle que pour tout

(a, x) ∈ W ′, f−1(a, x) = (a, g(a, x)) et cette fonction est analytique. En particulier, on a

(τa ◦ PM)(x) = 0 si et seulement si x = g(a, 0). On en déduit que τa(πM) = g(a, 0) et

donc est une fonction analytique de a ∈ pnZp, ce qui montre bien que πM ∈ (ÃI
L)τ−la.

Dans le cas cyclotomique.

Ce qui suit a déjà été étudié et traité par Colmez dans [Col08, �6.2 et �6.3], mais avec

des anneaux légèrement di�érents, et on ne va que rappeler les principaux résultats de cet

article pour les anneaux que nous considérons ici.

SoitM∞/Kcycl une extension galoisienne �nie etM/K galoisienne �nie telle queM∞ =

M · K∞ comme dans l'énoncé du théorème 4.2.20. On note M0 l'extension maximale

non rami�ée de F dans M∞, k′ le corps résiduel de M0, fM = [k′ : k] et EM l'image du

corps des normes de M∞/K dans Ẽ via le plongement dé�ni en 1.1.31. Il existe uM une

uniformisante de EM , de polynôme minimal PM sur EM0 . Soit PM ∈ A+
M0

[X] dont la

réduction modulo p est PM . Par le lemme de Hensel, PM a une unique racine uM dans

ÃM dont la réduction modulo p est uM , et A=M := AM0 [uM ] est un AM0-module libre

dont (1, uM , · · · , ueM−1
M ) est une base, où eM est l'indice de rami�cation de EM/EM0 . En

particulier, si on choisit v1, · · · , vf ′ une base de W (k′)/OF et si xa+fM b := va · πbM pour

1 ≤ a ≤ fM et 0 ≤ b ≤ eM − 1, alors

AM = ⊕eMfMi=1 AK · xi
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et

ÃM = ⊕eMfMi=1 ÃK · xi.

Lemme 4.2.26. � On a w0( u
[u]

) = 0 et wk( u
[u]

) ≥ −k si k ≥ 1.

Démonstration. � Voir [Col08, Lemm. 6.2].

Corollaire 4.2.27. � Si r > 1, alors u
[u]

est une unité de l'anneau des entiers de Ã†,r.

Démonstration. � C'est le corollaire 6.3 de [Col08] reformulé pour les anneaux qu'on

considère.

Lemme 4.2.28. � On a wk(uM) ≥ −(2k − 1)vE(dEM/EF ) pour tout k ≥ 1.

Démonstration. � Voir [Col08, Lemm. 6.4].

On dé�nit à présent comme dans [Col08, �6.2] rM par rM = 0 si EM/EF est non

rami�ée et rM = (2vE(dEM/EF ))(p− 1)/p sinon.

Lemme 4.2.29. � Si r > rM , alors uM ∈ A†,rM et

(1) uM
[uM ]

est une unité de l'anneau des entiers de Ã†,rK ,

(2) P ′M (uM )

[P ′M (uM )]
est une unité de l'anneau des entiers de Ã†,rK .

Démonstration. � C'est [Col08, Lemm. 6.5] pour nos anneaux A†,rM plutôt que les A(0,r]
M

de Colmez.

Le premier point est une conséquence direct du corollaire 4.2.27 dans le cas non rami�é

et du lemme 4.2.28 pour le cas rami�é.

Pour le deuxième point, on a wk(P ′M(uM)) ≥ −(2k − 1)vE(dEM/EF ) si k ≥ 1 par le

lemme 4.2.28, de sorte qu'on a

w0(
P ′M(uM)

[P ′M(uM)]
) = 0 et wk(

P ′M(uM)

[P ′M(uM)]
) ≥ − k

ρM
si k ≥ 1,

d'où le résultat.

Soit fi = ui−1
M si 1 ≤ i ≤ eM . Les fi forment une base de AM sur AM0 et on note

(f ∗i ) la base de AM sur AM0 duale de (fi) pour la forme bilinéaire (x, y) 7→ TM/M0(xy) =∑
σ∈HM0

/HM
σ(xy).

Lemme 4.2.30. � Si 1 ≤ i ≤ eM , alors f ∗i ∈ P ′M(uM)−1A+
M0

[uM ].

Démonstration. � Voir [Col08, Lemm. 6.9].

Corollaire 4.2.31. � Si r > rM , alors f ∗i ∈ A†,r et vr(f ∗i ) ≥ −vE(dEM/EM0
).

Démonstration. � C'est une conséquence directe des lemmes 4.2.29 et 4.2.30 et l'équivalent

de [Col08, Coro. 6.10].
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En particulier, on a pour I = [r`, rk] ou I = [r`,+∞] avec r` > rM ,

B̃I
M = ⊕eMfMi=1 B̃I

K · xi
et l'anneau

BI
M := ⊕eMfMi=1 BI

K · xi
est celui qu'on avait dé�ni précédemment.

Lemme 4.2.32. � Si I = [r`, rk] avec r` > rM , alors xi ∈ (ÃI
L)γ−la.

Démonstration. � Il su�t d'après le lemme 3.2.19 de montrer que uM ∈ (ÃI
L)γ−la.

Soit PM(X) le polynôme minimal de uM . Pour τa ∈ Gal(L/K∞) avec a ∈ Zp, (γa ◦
PM)(γa(uM)) = 0. Comme les coe�cients de PM sont dans A+

M0
⊂ (ÃI

L)γ−la, les co-

e�cients de γa ◦ PM sont des fonctions localement analytiques de a ∈ Zp. Comme

P ′M(uM) 6= 0, on conclut de façon similaire à la preuve du lemme 4.2.25 en utilisant

le théorème de la fonction inverse pour les fonctions analytiques (voir [Ser92, Inverse

Function Theorem, Page 73]).

On peut à présent démontrer le théorème 4.2.20 :

Démonstration. � Il su�t de montrer les premier et troisième points, les deuxième et

quatrième se déduisant des deux autres.

Comme ϕ induit une bijection entre (B̃I
L)τ−la,Gal(L/M)=1 et (B̃pI

L )τ−la,Gal(L/M)=1, il su�t

de considérer le cas où r > rM . Dans ce cas,

(B̃I
L)τ−la,Gal(L/M)=1 = (B̃I

M)τ−la

= (⊕eMfMi=1 B̃I
τ,K · xi)τ−la

= ⊕eMfMi=1 (B̃I
τ,K)τ−la · xi,

par la proposition 3.2.13 et le lemme 4.2.25, et on conclut alors avec le théorème 4.2.18

pour le cas M = K∞.

La démonstration du deuxième point est en tout point similaire : comme ϕ induit une

bijection entre (B̃I
L)γ−la,Gal(L/M ′)=1 et (B̃pI

L )γ−la,Gal(L/M ′)=1, il su�t de considérer le cas où

r > r′M . Dans ce cas,

(B̃I
L)γ−la,Gal(L/M ′)=1 = (B̃I

M ′)
γ−la

= (⊕eM′fM′i=1 B̃I
K · xi)γ−la

= ⊕eM′fM′i=1 (B̃I
K)γ−la · xi,

par la proposition 3.2.13 et le lemme 4.2.32, et on conclut alors avec le théorème 3.4.6

pour le cas M = Kcycl.

On va maintenant montrer comment obtenir une description des vecteurs localement

analytiques dans les anneaux B̃I
L analogue à celle qu'on obtient pour les vecteurs lo-

calement analytiques dans L̂. On rappelle qu'on a déjà calculé les vecteurs localement

analytiques pour L̂ dans Cp à la proposition 3.3.10. La description est la suivante :

comme H1(GK ,Cp(1)) = {0}, il existe α ∈ Cp tel que c(g) = g(α)χcycl(g) − α (où c est
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le cocycle de Kummer). Si on se donne des éléments αn ∈ L tels que ||α − αn|| ≤ p−n

pour la valuation p-adique, alors les αn sont dans Lr(n) pour un certain r(n) ∈ N et on

peut sans perte de généralité supposer que la suite (r(n))n∈N est croissante. On a alors

L̂la = ∪n≥1Lr(n){{α− αn}}n.
Comme on connaît déjà des vecteurs localement analytiques dans B̃I

L par le lemme

4.2.10, on souhaiterait remplacer le α du paragraphe précédent par un des vecteurs locale-

ment analytiques déjà exhibé. Comme u est invariant sous τ et que γ(u) = (1+u)χcycl(γ)−1,

un rapide calcul nous donne :

∇τ (u) = 0 et ∇γ(u) = t · (1 + u).

De même, comme [π̃] est invariant sous l'action de Γ, et que τ([π̃]) = [π̃][ε], on en déduit

que

∇τ ([π̃]) = t · [π̃] et ∇γ([π̃]) = 0.

Le problème est que, pour faire marcher la même démonstration que dans le cas L̂la, on

a besoin d'avoir un élément x tel que ∇τ (x) = 1, ce qui n'est pas le cas avec les vecteurs

localement analytiques qu'on a déjà exhibés. On pourrait également normaliser nos opéra-

teurs en remplaçant ∇τ par ∂τ = 1
t
· ∇τ par exemple, mais on doit alors normaliser nos

opérateurs en divisant par t, qui n'est pas inversible dans B̃†rig. Dans le cas cyclotomique,

on peut en fait diviser par t car ∇(x) est toujours divisible par t si x ∈ B†rig,K , mais

ce n'est plus vrai si x ∈ (B̃†rig,L)la. On va donc devoir exhiber de nouveaux vecteurs lo-

calement analytiques qui nous serviront pour décrire l'ensemble des vecteurs localement

analytiques de B̃I
L.

Lemme 4.2.33. � Il existe r > 0 et bτ ∈ B†,rL tel que (τ −1)(bτ ) = 1 et tel que bτ est un

vecteur localement analytique pour Gal(L/K) dans B̃I
L dès que I est un intervalle compact

tel que min(I) ≥ r.

Démonstration. � Tavares Ribeiro montre dans [TR12] comment construire un élément

b ∈ BL tel que (τ − 1)b = 1. Pour ce faire, il dé�nit T2 comme le Zp-module Zp ⊕ Zpe de

base (1, e) muni de l'action g(1) = 1, g(e) = e+c(g)
χcycl(g)

. L'action de GK sur T2 se factorise par

Gal(L/K), et on considère la représentation V2 = Qp⊗Zp T2, représentation à laquelle on

associe son (ϕ,Γ)-module D(V2). Calculons à présent une base de D(V2). 1⊗ 1 est stable

par HK , et un vecteur non colinéaire s'écrit alors a⊗ e− b⊗ 1 avec a 6= 0, de telle sorte

que, quitte à diviser par a, on peut supposer a = 1. L'élément b est alors uniquement

déterminé modulo BK et véri�e (h− 1)b = c(h) pour tout h ∈ HK .

On peut en fait montrer que b est surconvergent : on utilise le théorème de Cherbonnier

et Colmez qui dit que toutes les représentations p-adiques de GK sont surconvergentes.

En particulier, cela signi�e que D(V2) admet une base (x ⊗ 1 + y ⊗ e, w ⊗ 1 + z ⊗ e)

où x, y, z, w ∈ B†. Mais comme w, x ne peuvent être simultanément nuls, on peut donc

obtenir une base de la forme (1⊗1, a⊗ e+ c⊗1) avec a et c surconvergents, et avec a non

nul nécessairement, et c/a est l'élément b dé�ni précédemment, et est donc surconvergent.

En particulier, il existe r > 0 tel que b ∈ B†,rL .
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Il reste à montrer que b, vu dans BI
L pour I intervalle compact tel que min(I) ≥

r, est localement analytique pour l'action de Gal(L/K). On a d'après ce qu'on a fait

précédemment, (τ − 1)b = 1, et donc τn(b) = b + n, donc l'action de τZp sur b est

localement analytique.

Si maintenant γ est un générateur topologique de Γ, alors γτ = τχcycl(γ)γ, et donc

(τχcycl(γ)−1)(γ(b)) = 1. Autrement dit, γ(b)− b
χcycl(γ)

est invariant sous τχcycl(γ) donc sous

τ puisque χcycl(γ) ∈ Z×p . On note à présent α = γ(b)− b
χcycl(γ)

. Comme b était dans BI
L,

α ∈ BI
K . Par le théorème 3.4.6, l'action de Γ sur BI

K est localement analytique, et donc

l'action de Γ sur α est localement analytique. De plus,

γ(b) = α +
b

χcycl(γ)
.

Montrons à présent par récurrence sur n que

γn(b) = (
n−1∑

k=0

γk(α)χcycl(γ)k−(n−1)) +
b

χcycl(γ)n
.

Le calcul précédent montre que c'est vrai pour n = 1. Soit donc n ≥ 1 tel que

γn(b) = (
n−1∑

k=0

γk(α)χcycl(γ)k−(n−1)) +
b

χcycl(γ)n
.

Alors on a

γn+1(b) = γ((
n−1∑

k=0

γk(α)χcycl(γ)k−(n−1)) +
b

χcycl(γ)n
)

et donc

γn+1(b) = (
n−1∑

k=0

γk+1(α)χcycl(γ)k+1−n) +
α

χ(γ)n
+

b

χ(γ)n+1

de sorte que

γn+1(b) = (
n∑

k=0

γk(α)χcycl(γ)k−n) +
b

χ(γ)n+1
,

ce qui montre le résultat par récurrence. On a donc

γn(b) =
1

χcycl(γ)n−1

χcycl(γ)nγn(α)− α
χcycl(γ)γ(α)− α +

b

χcycl(γ)n
.

Si maintenant g ∈ G∞ (ou G′∞ si Kcycl ∩K∞ 6= {0}), on peut écrire g de façon unique

sous la forme g = γχcycl(g)τ c(g). On a alors

g(b) = (τ c(g)χcycl(g)γχcycl(g))(b)

et donc

g(b) = (τ c(g)χcycl(g))(
1

χcycl(γ)χcycl(g)−1

χcycl(γ)χcycl(g)γχcycl(g)(α)− α
χcycl(γ)γ(α)− α +

b

χcycl(γ)χcycl(g)
)

de sorte que

g(b) =
1

χcycl(γ)χcycl(g)−1

χcycl(γ)χcycl(g)γχcycl(g)(α)− α
χcycl(γ)γ(α)− α +

1

χcycl(γ)χcycl(g)
(b+ c(g)χcycl(g))

et comme l'action de Γ sur α est localement analytique, on en déduit que b ∈ (BI
L)la.
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Soit λ :=
∏

n≥0 ϕ
n(E([π̃])/E(0)) ∈ B+

τ,rig,K l'élément dé�ni par Kisin dans [Kis06,

�1.1.1]. Si bγ := t
pλ
, alors bγ est exactement l'élément t de [Liu08, Example 3.2.3], et

bγ ∈ Ã+
L . Comme B†L est un corps, il existe rb > 0 tel que 1/bγ ∈ B̃†,rbL . De plus, comme

λ est invariant sous l'action de γ, on a γ(bγ) = χcycl(γ) · bγ.

Lemme 4.2.34. � Soit I = [r`, rk]. Si r` ≥ rb, alors bγ, 1/bγ ∈ (B̃I
L)la.

Démonstration. � Si r` ≥ rb, alors bγ et 1/bγ sont dans B̃I
L et il su�t donc d'après le

lemme 3.2.19 de montrer le résultat pour 1/bγ. Tout d'abord, γ agit sur 1/bγ via la

multiplication par χcycl(γ)−1. De plus, t ·1/bγ = pλ ∈ B+
τ,rig,K est un vecteur τ -localement

analytique. Le lemme 4.2.15 montre alors que 1/b est τ − la.

Pour conclure la preuve, on utilise le fait que tout élément g de G∞ (ou de G′∞ si p = 2)

s'écrit de façon unique comme un produit γaτ b avec a, b ∈ Zp. Alors

g(1/bγ) = χ(γ)−aτ b(1/bγ)

et donc comme 1/bγ est τ − la, cela montre que 1/bγ est bien localement analytique, d'où

le résultat.

Remarque 4.2.35. � Comme bγ ∈ B̃+
rig, on devrait sûrement pouvoir montrer que

bγ ∈ (B̃I
L)la pour n'importe quel sous intervalle I compact de [0,+∞[. Cependant, la

démonstration faite ici utilise de façon cruciale l'action sur 1/bγ, ce qui nous oblige à

restreindre les intervalles I considérés.

Dans le cas des vecteurs localement analytiques dans L̂, on avait vu qu'il existait α ∈ L̂
tel que, pour tout g ∈ GL, g(α) = α+c(g)

χ(g)
. En particulier, α est un vecteur localement

analytique pour l'action de Gal(L/K), et on a ∇τ (α) = 1 et ∇γ(α) = −α. Comme L

est dense dans L̂ par dé�nition, il existe des éléments αn ∈ L tels que (α − αn) ∈ pnOL̂.
La preuve de la proposition 3.3.10 utilisait le fait que si x ∈ L̂Gm−an, alors en posant

yi =
∑

k≥0(−1)k(α − αn)∇k+i
τ (x)

(
k
k+i

)
, il existait n ≥ m tel que yi ∈ L̂Gn−an pour tout

i et qu'alors x =
∑

i≥0 yi(α − αn)i dans L̂Gn−an, et on avait ∇τ (yi) = 0 et donc yi ∈
K̂n(ζp∞)

Gn−an
, soit yi ∈ Kn. On peut en fait utiliser l'opérateur ∂γ = −∇γ

α
plutôt que

∇τ , en posant zi =
∑

k≥0(−1)k(α−αn)k∂k+i
γ (x)

(
k
k+i

)
, et de même, il existe n ≥ m tel que

zi ∈ L̂Gn−an pour tout i et alors x =
∑

i≥0 zi(α − αn)i dans L̂Gn−an, et on a ∂γ(zi) = 0

donc zi ∈ Kn.

Remarquons qu'on retrouve en fait exactement le même résultat et que changer de point

de vue en changeant l'opérateur ∇τ en ∂γ ne change rien ici puisque (L̂la)∇τ=0 = K∞ =

(L̂la)∇γ=0. Dans le cas des anneaux B̃I
L en revanche, on n'a pas du tout égalité entre

((B̃I
L)la)∇τ=0 et ((B̃I

L)la)∇γ=0, et changer l'opérateur aura donc une grande importance.

Les éléments bγ et bτ qu'on a dé�nis vont jouer le rôle du α précédent, suivant qu'on

décide de travailler avec l'opérateur∇τ ou ∇γ. On a∇τ (bτ ) = 1 et ∇γ(bγ) = −bγ. Remar-

quons que α jouait un double rôle dans L̂, ce qui explique qu'on doive considérer cette fois

deux éléments : α encodait à la fois l'action de Gal(L/Kcycl) au-dessus de l'extension cy-

clotomique et celle de Gal(L/K∞) au-dessus de l'extension de Kummer, c'est-à-dire qu'un
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élément de Gal(L/K∞) ou de Gal(L/Kcycl) est entièrement déterminé par son action sur

α. De la même façon ici, bτ encode l'action de Gal(BL/BK) ' Gal(L/Kcycl) au-dessus de

BK , et bγ encode l'action de Gal(Bτ,L/Bτ,K) ' Gal(L/K∞) ' Gal(Kcycl/K) au-dessus de

Bτ,K .

On va maintenant montrer qu'on a une description des vecteurs localement analytiques

dans B̃I
L analogue à celle de L̂la, c'est-à-dire des séries en (b∗− bn) avec bn assez proche de

b∗, où b∗ est l'un des deux éléments qu'on vient de construire. On va donc avoir besoin de

construire de tels éléments bn. Pour cela, on va construire des traces de Tate dans ÃM , où

M est une extension �nie de Qp, et relativement à l'extension de Kummer et à l'extension

cyclotomique. Colmez a déjà construit [Col08] de telles traces dans le cas cyclotomique,

et on va rappeler cette construction et s'en inspirer pour faire la même chose du côté

Kummer.

4.2.1. Traces de Tate dans Ã†K. � Le calcul des traces de Tate dans les anneaux

ÃK , c'est-à-dire dans le cas cyclotomique, a déjà été traité par Colmez dans [Col08].

Cependant, Colmez dé�nit ses traces de Tate sur des anneaux légèrement di�érents des

nôtres, et on redonnera donc les démonstrations ici lorsqu'il y aura des di�érences, même

si elles sont extrêmement similaires à celles de Colmez dans [Col08, �8]

Dans ce qui suit, M est une extension �nie de F et on travaille avec le corps des

normes de la tour cyclotomique EF , et on note comme d'habitude EM l'extension de EF

qui correspond à M∞/F (µp∞), avec M∞ := M(µp∞). On note également M0 l'extension

non rami�ée maximale de M contenue dans M∞. On note aussi HM = Gal(Qp/M∞), et

ẼM = ẼHM , ÃM = ÃHM .

On rappelle qu'on a construit à la partie précédente des éléments uM tels queAM est un

AM0-module libre dont (1, uM , · · · , ueM−1
M ) est une base, où eM est l'indice de rami�cation

de EM/EM0 , avec uM = u si EM/EF est non rami�ée.

On note I = p−∞Z ∩ [0, 1[ et pour n ∈ N, on note In = {i ∈ I : vp(i) ≥ −n}. I est un

système de représentants de Qp/Zp et est la réunion croissante des In pour n ∈ N. Soit

EM,n = ϕ−n(EM). C'est un sous-corps de ẼM et EM,∞ =
⋃
EM,n est la clôture radicielle

de EM .

Lemme 4.2.36. � Les εi, pour i ∈ In, forment une base de E+
F,n sur E+

F .

Démonstration. � Voir [Col08, Lemm. 8.2].

Proposition 4.2.37. � Il existe une constante cM ne dépendant que de M telle que :

(1) tout élément x de EM,m s'écrit de manière unique sous la forme x =
∑

i∈In ε
iai(x),

où (ai(x)) ∈ EM si i ∈ Im, et on a l'encadrement

vE(x)− cM < inf
i∈I

vE(ai(x)) ≤ vE(x);



124 CHAPITRE 4. (ϕ, τ)-MODULES ET VECTEURS LOCALEMENT ANALYTIQUES DANS B̃†rig

(2) tout élément x de ẼM s'écrit de manière unique sous la forme x =
∑

i∈I ε
iai(x), où

(ai(x))i∈I est une suite d'éléments de EM tendant vers 0 suivant le �ltre des complémen-

taires des parties �nies, et on a l'encadrement

vE(x)− cM < inf
i∈I

vE(ai(x)) ≤ vE(x).

Démonstration. � Voir [Col08, Prop. 8.3].

Remarque 4.2.38. � Si de plus, M/F est non rami�ée, on peut en fait montrer que

ai(x) ∈ E+
M si x ∈ Ẽ+

M .

Pour n ∈ N, on note AM,n = ϕ−n(AM), qui est un sous-anneau de ÃM et véri�e

AM,n/pAM,n = EM,n. On a de plus une inclusion évidente AM,n ⊂ AM,n+1.

Proposition 4.2.39. �

(1) Tout élément x de AM,m s'écrit de façon unique sous la forme x =
∑

i∈In [εi]ai(x),

où ai(x) ∈ AM si i ∈ In.
(2) Tout élément x de ÃM peut s'écrire de façon unique sous la forme x =

∑
i∈I [ε

i]ai(x),

où (ai(x))i∈I est une famille d'éléments de AK tendant vers 0 (pour la topologie faible)

quand i tend vers l'in�ni.

Démonstration. � Voir [Col08, Prop. 8.5].

Remarque 4.2.40. � Si M/F est non rami�ée, on peut montrer que si x ∈ Ã+
M , alors

ai(x) ∈ A+
M pour tout i ∈ I.

La remarque suivante est la remarque 8.6 de [Col08].

Remarque 4.2.41. � L'unicité de cette décomposition entraîne que les ai : ÃM → AM

sont AM -linéaires.

On dé�nit à présent comme à la suite de la remarque 8.6 de [Col08] un opérateur ψ

par ψ = 1
p
ϕ−1 ◦ TrB/ϕ(B). C'est un inverse à gauche de ϕ qui commute à l'action de GK .

De plus, dans la base (1, [ε], · · · , [εp−1]) de A sur ϕ(A), cet opérateur est donné par la

formule

ψ(ϕ(x0) + ϕ(x1)[ε] + · · ·+ ϕ(xp)[ε
p−1]) = x0.

On dé�nit à présent, pour n ∈ N, une application RM,n : ÃM → ÃM (en fait à valeurs

dans AM,n) dé�nie par

RM,n(x) =
∑

i∈In

[εi]ai(x).

Lemme 4.2.42. � Pour m ≥ n et pour x ∈ AM,m, on a RM,n(x) = ϕ−nψm−nϕm(x).

Démonstration. � Voir [Col08, Lemm. 8.7].

Proposition 4.2.43. �

(1) lim
n→∞

RM,n(x) = x

(2) Si n ∈ N, alors RM,n = ϕ−n ◦RM,0 ◦ ϕn.
(3) RM,n est une section AM,n-linéaire continue de l'inclusion AM,n → ÃM .

(4) Si g ∈ GK, alors g ◦RM,n = RMg ,n ◦ g, et donc RM,n commute à l'action de ΓM .
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Démonstration. � Voir [Col08, Prop. 8.8].

On va à présent dé�nir des applications traces sur A†,rM . On dé�nit donc A†,rM,n =

AM,n ∩ Ã†,rM . Remarquons qu'on a aussi A†,rM,n = ϕ−n(A†,rM ). On a toujours l'inclusion

A†,rM,n ⊂ A†,rM,n+1.

Lemme 4.2.44. � Si α ∈ Ẽ est tel que vE(α) ≥ −lvE(u), alors on peut écrire [α]

de manière unique sous la forme [α] =
∑+∞

n=0
pn

ul+a(n) [βn], où a(n) est le plus petit entier

≥ p
p−1

n, et βn ∈ Ẽ+ pour tout n ∈ N.

Démonstration. � Voir [Col08, Lemm. 8.9].

On sait qu'il existe rM > 0 et uM relevant une uniformisante de EM tels que uM ∈ A†,rMM

et que AM est un AM0-module libre dont (1, uM , · · · , ueM−1
M ) est une base.

Si r > rM , soit cM(r) = cM + inf(0, p(r − 1)). En particulier, si EM/EF est rami�ée,

on a rM > (p−1)vE(π)
p

= 1 et cM(ρ) = cM .

Proposition 4.2.45. � Si r > rM et si x ∈ Ã†,rM , alors ai(x) ∈ A†,rM quel que soit i ∈ I
et on a

vr(ai(x)) ≥ vr(x)− cM(r) et lim
i→+∞

vr(ai(x)) = +∞.

Démonstration. � C'est la version de la proposition 8.10 de [Col08] pour nos anneaux

Ã†,rM .

Si x = 0 le résultat est évident, et on supposera donc par la suite x 6= 0.

Si EM/EF est non rami�ée et si x = [α], avec α ∈ ẼM , on note l ∈ Z le plus petit

entier tel que −lvE(π) ≤ vE(α). D'après le lemme 4.2.44, on peut écrire α sous la forme

[α] =
∑+∞

n=0
pn

ul+a(n) [βn], où les βn ∈ Ẽ+, et même les βn ∈ Ẽ+
M car invariants sous l'action

de HM . On a donc ai([α]) =
∑+∞

n=0
pn

ul+a(n)ai([βn]), avec ai([βn]) ∈ A+
M puisque EM/EF est

non rami�ée. En écrivant n = pk + i avec 0 ≤ i ≤ p− 1, on a a(n) = (p− 1)k + i et

vr(
pn

ul+a(n)
) =

nrp

p− 1
− (l + a(n)) = pk(r − 1) + i(r − 1).

Comme on a r > p/(p − 1), on a pk(r − 1) + i(r − 1) → +∞ quand k → +∞ et

0 ≤ i ≤ p − 1, et atteint son minimum inf(0, p(r − (p − 1)) pour k = 0 et i = p − 1

ou k = i = 0. La série
∑+∞

n=0
pn

ul+a(n)ai([βn]) converge donc dans Ã†,rM et sa somme ai([α])

véri�e donc

vr(ai([α])) ≥ −lvE(u) + inf(0, p(r − (p− 1)) ≥ vr([α])− vE(u) + inf(0, p(r − (p− 1)),

d'où le résultat quand x = [x] et EM/EF non rami�ée.

Si EM/EF est non rami�ée et si x =
∑+∞

k=0 p
k[xk] dans ÃM , alors la série converge dans

Ã†,rM et on a ai(x) =
∑+∞

k=0 p
kai([xk]), et donc on peut utiliser ce qu'on vient de montrer

et conclure par convergence uniforme.

Dans le cas général, on a ai(x) =
∑eM

j=1 ai(TM/M0(πj−1
M x))f ∗j et vr(TM/M0(uj−1

M x)) ≥
vr(x). On utilise alors le corollaire 4.2.31, ce qui permet de conclure.
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Corollaire 4.2.46. � Si r > 0 et si p−nr > rM , alors RM,n(x) ∈ A†,rM,n, la suite de

terme général RM,n(x) tend vers x dans Ã†,rM pour la topologie induite par vr et on a

vr(RM,n(x)) ≥ vr(x)− p−ncM(r) si x ∈ Ã†,rM .

Démonstration. � C'est l'analogue de [Col08, Coro. 8.11] pour nos anneaux. Si n ≥ 0,

alors RM,n(x) = ϕ−n(RM,0(ϕn(x))). Comme ϕn(x) ∈ Ã†,p
nr, comme RM,0 = a0 et comme

pnr > rM , la proposition 4.2.45 montre que l'on a RM,n(x) ∈ A†,rM,n, et

vr(RM,n(x)) = p−nvpnr(a0(ϕn(x))) ≥ p−n(vpnr(ϕ
n(x))− cM(r)) ≥ vr(x)− p−ncM(r).

Pour �nir, si pnr > rM et n ≥ n0, alors

x−RM,n(x) = ϕ−n0(ϕn0(x)−RM,n−n0(ϕn0(x))) = ϕn0(
∑

i∈I\In−n0

[εi]ai(ϕ
n0(x))).

La convergence de RM,n(x) vers x est alors une conséquence de la proposition 4.2.45

qui nous dit que limi→∞ vpn0r(ai(ϕ
n0(x))) = +∞.

Corollaire 4.2.47. � L'anneau A†,rM,∞ est dense dans Ã†,rM pour la topologie induite par

vr.

C'est en fait de ce résultat dont on aura besoin par la suite.

4.2.2. Traces de Tate dans Ã†τ,K. � On va à présent montrer des résultats similaires

à ceux de la partie précédente mais dans le cas Kummer. Cette fois, M est toujours

une extension �nie de F , mais on travaille avec le corps des normes de l'extension de

Kummer, qu'on avait noté Eτ,K . On note alors Eτ,M l'extension de Eτ,K qui correspond

à l'extension M(π1/p∞)/F (π1/p∞) par la théorie du corps des normes. On note également

M0 l'extension non rami�ée maximale de M contenue dans M∞ = M(π1/p∞). On note

aussi Hτ,M = Gal(Qp/M∞), et Ẽτ,M = ẼHτ,M , Ãτ,M = ÃHτ,M .

On rappelle qu'on a également construit à la suite du théorème 4.2.20 des éléments πM
tels que Aτ,M est un Aτ,M0-module libre dont (1, πM , · · · , πeM−1

M ) est une base, où eM est

l'indice de rami�cation de Eτ,M/Eτ,M0 , avec πM = [π̃] si Eτ,M/Eτ,K est non rami�ée.

On note à nouveau I = p−∞Z∩ [0, 1[ et pour n ∈ N, on note In = {i ∈ I : vp(i) ≥ −n}.
L'ensemble I est un système de représentants de Qp/Zp et est la réunion croissante des In
pour n ∈ N. Soit Eτ,M,n = ϕ−n(Eτ,M). C'est un sous-corps de Ẽτ,M et Eτ,M,∞ =

⋃
Eτ,M,n

est la clôture radicielle de Eτ,M .

Lemme 4.2.48. � Les π̃i, pour i ∈ In, forment une base de ϕ−n(E+
τ,K) sur E+

τ,K.

Démonstration. � C'est l'analogue de [Col08, Lemm. 8.2].

Comme π̃ est une uniformisante de Eτ,K , tout élément de E+
τ,K peut s'écrire de manière

unique sous la forme
+∞∑

m=0

amπ̃
m =

pn−1∑

k=0

π̃kϕn(bk)

où les am sont des éléments de kF et bk =
∑+∞

j=0 ϕ
−n(ak+jpn)π̃j. Les π̃k, 0 ≤ k ≤ pn − 1

forment donc une base de E+
τ,K sur ϕn(E+

τ,K). En appliquant ϕ−n, on déduit le résultat.
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Proposition 4.2.49. � Il existe une constante cM ne dépendant que de M telle que :

(1) tout élément x de Ẽτ,M,m s'écrit de manière unique sous la forme x =
∑

i∈Im π̃
iai(x),

où (ai(x)) ∈ Eτ,M si i ∈ Im, et on a l'encadrement

vE(x)− cM < inf
i∈I

vE(ai(x)) ≤ vE(x);

(2) tout élément x de Ẽτ,M s'écrit de manière unique sous la forme x =
∑

i∈I π̃
iai(x),

où (ai(x))i∈I est une suite d'éléments de Eτ,M tendant vers 0 suivant le �ltre des complé-

mentaires des parties �nies, et on a l'encadrement

vE(x)− cM < inf
i∈I

vE(ai(x)) ≤ vE(x).

Démonstration. � C'est l'analogue de [Col08, Prop. 8.3].

Une base de E+
τ,K,m sur E+

τ,K est aussi une base de Eτ,K,m sur Eτ,K . De plus, on sait

que l'extension Eτ,K,m/Eτ,K est radicielle et que Eτ,M/Eτ,K est séparable, de sorte qu'une

base de Eτ,K,m sur Eτ,K est aussi une base de Eτ,M,m sur Eτ,M . L'écriture existe donc et

est bien unique.

L'inégalité infi∈I vE(ai(x)) ≤ vE(x) est directe, et il reste à montrer l'autre inégalité.

Lorsque M = K, on a infi∈I vE(ai(x)) ≥ 0 si vE(x) ≥ 0 puisque les π̃i forment une base

de E+
τ,K,m sur E+

τ,K . De plus, par unicité de l'écriture, on a ai(π̃kx) = π̃kai(x) si k ∈ Z.

Cela montre l'inégalité voulue lorsque M = K.

Dans le cas général, soit d = [M∞ : K∞] = [Eτ,M : Eτ,K ], et soit δM = vE(dEM/EF ), où

dEM/EF désigne la di�érente de Eτ,M/Eτ,K . Soit (e1, · · · , ed) une base de E+
τ,M sur E+

τ,K ,

et soit (e∗1, · · · , e∗d) la base de Eτ,M sur Eτ,K duale de (e1, · · · , ed) pour la forme bilinéaire

(x, y) 7→ Tr(Eτ,M/Eτ,K)(xy). En particulier, les e∗i forment une base de d−1
Eτ,M/Eτ,K

sur

E+
τ,K , et on a donc vE(e∗i ) ≥ −δM . Si m ∈ N, alors (e1, · · · , ed) et (e∗1, · · · , e∗d) sont aussi

des bases de FM,m sur F0,m duales l'une de l'autre pour (x, y) 7→ TrEτ,M,m/Eτ,K,m(xy). Et

donc, si x ∈ Eτ,M,m, on a

x =
d∑

k=1

TrEτ,M,m/Eτ,K,m(xek) · e∗k

et

ai(x) =
d∑

k=1

ai(TrEτ,M,m/Eτ,K,m(xek)) · e∗k

pour i ∈ Im. Comme de plus, vE(TrEτ,M,m/Eτ,K,m(xek)) ≥ vE(x), on en déduit le résultat

du cas M = K.

Pour �nir, on sait que
⋃
m∈NEτ,M,m est dense dans Ẽτ,M , par densité de Eτ dans Ẽ par

la théorie du corps des normes et par le théorème d'Ax [Ax70]. L'inégalité vE(ai(x)) >

vE(x)− cM , où cM = vE(dEτ,M/Eτ,K ) + vE(π̃), montre que ai s'étend par continuité en une

application Fp-linéaire continue de ẼM dans Eτ,M , ce qui permet de déduire le deuxième

point par passage à la limite.

Remarque 4.2.50. � Si de plus, M/F est non rami�ée, on peut en fait montrer que

ai(x) ∈ E+
τ,M si x ∈ Ẽ+

τ,M .
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Pour n ∈ N, on note Aτ,M,n = ϕ−n(Aτ,M), qui est un sous-anneau de Ãτ,M et véri�e

Aτ,M,n/pAτ,M,n = Eτ,M,n. On a de plus une inclusion évidente Aτ,M,n ⊂ Aτ,M,n+1.

Proposition 4.2.51. �

(1) Tout élément x de Aτ,M,n s'écrit de façon unique sous la forme x =
∑

i∈In [π̃i]ai(x),

où ai(x) ∈ Aτ,M si i ∈ In.
(2) Tout élément x de ÃM peut s'écrire de façon unique sous la forme x =

∑
i∈I [π̃

i]ai(x),

où (ai(x))i∈I est une famille d'éléments de Aτ,M tendant vers 0 (pour la topologie faible)

quand i tend vers l'in�ni.

Démonstration. � C'est l'analogue de [Col08, Prop. 8.5].

Les deux résultats se démontrent de la même façon. Soit D le Aτ,M -module des familles

(ai(x))i∈I d'éléments de Aτ,M tendant vers 0 quand i tend vers l'in�ni. Pour démontrer

le deuxième point, il faut donc prouver que l'application (ai)i∈I 7→
∑

i∈I [π̃
i]ai est un

isomorphisme de D sur ÃM , ce qu'il su�t de véri�er modulo p puisque les modules

considérés sont sans p-torsion et complets pour la topologie p-adique. La proposition

4.2.49 nous permet alors de conclure. Le premier point se démontre en remplaçant I par

Im dans la démonstration qu'on vient de faire.

Remarque 4.2.52. � Si M/F est non rami�ée, on peut montrer que si x ∈ Ã+
M , alors

ai(x) ∈ A+
τ,M pour tout i ∈ I.

Remarque 4.2.53. � L'unicité de cette décomposition entraîne que les ai : ÃM →
Aτ,M sont Aτ,M -linéaires.

On dé�nit à présent un opérateur ψ par ψ = 1
p
ϕ−1 ◦ TrBτ/ϕ(Bτ ). C'est un inverse à

gauche de ϕ qui commute à l'action de GK . De plus, dans la base (1, [π̃], · · · , [π̃p−1]) de

Aτ sur ϕ(Aτ ), cet opérateur est donné par la formule

ψ(ϕ(x0) + ϕ(x1)[π̃] + · · ·+ ϕ(xp)[π̃
p−1]) = x0.

On dé�nit à présent, pour n ∈ N, une application RM,n : ÃM → ÃM dé�nie par

RM,n(x) =
∑

i∈In

[π̃i]ai(x).

Lemme 4.2.54. � Pour m ≥ n et pour x ∈ Aτ,M,m, on a RM,n(x) = ϕ−mψn−mϕn(x).

Démonstration. � C'est l'analogue de [Col08, Lemm. 8.7].

Soit j ∈ Z et soit z ∈ Aτ,M . Alors ψm−n([π̃j]ϕm(z)) vaut [π̃p
n−mj]ϕn(z) si pm−n divise

j et 0 si pm−n ne divise pas j. On en déduit le résultat en utilisant le premier point de la

proposition 4.2.51.

Proposition 4.2.55. �

(1) lim
n→∞

RM,n(x) = x

(2) Si n ∈ N, alors RM,n = ϕ−n ◦RM,0 ◦ ϕn.
(3) RM,n est une section Aτ,M,n-linéaire continue de l'inclusion Aτ,M,n → ÃM .

(4) Si g ∈ GF , alors g ◦RM,n = RMg ,n ◦ g.
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Démonstration. � C'est l'analogue de [Col08, Prop. 8.8].

Le premier point est une conséquence directe du deuxième point de la proposition 4.2.51.

Le deuxième et le dernier points sont des conséquences du lemme 4.2.54 par continuité,

et du fait que l'action de GF commute à l'action de ϕ et de ψ. Pour �nir, RM,0 = a0 est

Aτ,M -linéaire, et la Aτ,M,m-linéarité de RM,n découle de la Aτ,M -linéarité de RM,0 et du

deuxième point.

On va à présent dé�nir nos applications traces sur A†,rτ,M . On dé�nit donc A†,rτ,M,n =

Aτ,M,n ∩ Ã†,rM . Remarquons qu'on a aussi A†,rτ,M,n = ϕ−n(A†,p
nr

τ,M ). On a toujours l'inclusion

A†,rτ,M,n ⊂ A†,rτ,M,n+1.

Lemme 4.2.56. � Si α ∈ Ẽ est tel que vE(α) ≥ −lvE(π̃), alors on peut écrire [α] de

manière unique sous la forme [α] =
∑+∞

n=0
pn

[π̃]l+a(n) [βn], où a(n) est le plus petit entier

≥ vE(π̃)n, et βn ∈ Ẽ+ pour tout n ∈ N.

Démonstration. � C'est l'analogue de [Col08, Lemm. 8.9].

On peut déjà remarquer que, si x =
∑+∞

k=0 p
k[αk] ∈ Ã, et si b ∈ N, alors

v(p−1)/p(
[π̃]b

p
(x− [α0])) = inf

k≥0
(bvE(π̃) + vE(αk+1) + k) ≥ bvE(π̃)− 1 + v(p−1)/p(x).

On dé�nit à présent les βn par récurrence, en posant x0 = [π̃]l[α] et β0 = x0, et :

xn+1 =
π̃a(n+1)−a(n)

p
(xn − [βn]),

et βn+1 = xn+1.

La remarque du début montre alors que

v(p−1)/p(xn+1) ≥ (a(n+ 1)− a(n))vE(π̃)− 1 + v(p−1)/p(xn)

et l'hypothèse vE(α) ≥ −lvE(π̃) donne v(p−1)/p(x0) ≥ 0. Par conséquent, on obtient

v(p−1)/p(xn) ≥ a(n)vE(π̃)− n pour tout n ∈ N. Il reste à voir que a(n)vE(π)− n ≥ 0 par

dé�nition de a(n), de sorte que vE(βn) ≥ 0, ce qui permet de conclure.

On a vu qu'il existe rM ≥ 0 et πM relevant une uniformisante de Eτ,M tels que πM ∈
A†,rmτ,M et que Aτ,M est un Aτ,M0-module libre dont (1, πM , · · · , πeM−1

M ) est une base. Quitte

à changer rM , on peut supposer rM > (vE(π̃)2)p/(p− 1).

Proposition 4.2.57. � Si r > rM , et si x ∈ Ã†,rτ,M , alors ai(x) ∈ A†,rτ,M pour tout i ∈ I
et on a

vr(ai(x)) ≥ vr(x)− cM
et

lim
i→∞

vr(ai(x)) = +∞.

Démonstration. � C'est l'analogue de [Col08, Prop. 8.10].

Si x = 0 le résultat est évident, et on supposera donc par la suite x 6= 0.

Si EM/EF est non rami�ée et si x = [α], avec α ∈ Ẽτ,M , on note l ∈ Z le plus petit

entier tel que −lvE(π̃) ≤ vE(α). D'après le lemme 4.2.56, on peut écrire x sous la forme
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[α] =
∑+∞

n=0
pn

[π̃]l+a(n) [βn], où les βn ∈ Ẽ+, et même les βn ∈ Ẽ+
τ,M car invariants sous l'action

de Hτ,M . On a donc ai([α]) =
∑+∞

n=0
pn

[π̃]l+a(n)ai([βn]), avec ai([βn]) ∈ A+
τ,M puisque EM/EF

est non rami�ée. On a alors

vr(
pn

π̃l+a(n)
) =

nrp

p− 1
− vE(π̃)(l + nvE(π̃)).

Comme on a r > vE(π̃)(p− 1)/p, la série
∑+∞

n=0
pn

πl+a(n)ai([βn]) converge donc dans Ã†,rM
et sa somme ai([α]) véri�e

vr(ai([α])) ≥ −lvE(π) ≥ vr([α])− vE(π̃)

d'où le résultat quand x est un teichmüller et EM/EF non rami�ée.

Si EM/EF est non rami�ée et si x =
∑+∞

k=0 p
k[xk] dans ÃK , alors la série converge dans

Ã†,rK et on a ai(x) =
∑+∞

k=0 p
kai([xk]), et donc on peut utiliser ce qu'on vient de montrer

et conclure par convergence uniforme.

Dans le cas général, on a ai(x) =
∑eM

j=1 ai(TM/M0(πj−1
M x))f ∗j et vr(TM/M0(πj−1

M x)) ≥
vr(x). On utilise alors le corollaire 4.2.24 pour conclure.

Corollaire 4.2.58. � Si r > 0 et si pnr > rM , alors RM,n(x) ∈ A†,rτ,M,n, la suite de

terme général RM,n(x) tend vers x dans Ã†,rM et on a vr(RM,n) ≥ vr(x) − p−ncM(r) si

x ∈ Ã†,rM .

Démonstration. � C'est l'analogue de [Col08, Coro. 8.11].

Si n ≥ 0, alors RM,n(x) = ϕ−n(RM,0(ϕn(x))). Comme ϕn(x) ∈ Ã†,p
nr, comme RM,0 =

a0 et comme pnr > rM , la proposition 4.2.57 montre que l'on a RM,n(x) ∈ A†,rτ,M,n, et

vr(RM,n(x)) = p−nvpnr(a0(ϕn(x))) ≥ p−n(vpnr(ϕ
n(x))− cM) ≥ vr(x)− p−ncM .

Pour �nir, si pn0r > rM et n ≥ n0, alors

x−RM,n(x) = ϕ−n0(ϕn0(x)−RM,n−n0(ϕn0(x))) = ϕn0(
∑

i∈I\In−n0

[εi]ai(ϕ
n0(x))).

La convergence de RM,n(x) vers x est alors une conséquence de la proposition 4.2.57

qui nous dit que limi→∞ vpn0r(ai(ϕ
n0(x))) = +∞.

Corollaire 4.2.59. � L'anneau A†,rτ,M,∞ est dense dans Ã†,rM pour la topologie induite

par vr.

4.2.3. Lemmes d'approximation. � On va maintenant utiliser les corollaires 4.2.47

et 4.2.59 pour construire les éléments bn dont on a parlé précédemment. On rappelle

qu'on avait construit l'anneau A dans la première partie comme le complété de Asep, où

Asep était la réunion des anneaux AM , avec M/F �nie. De même, Aτ est le complété

de Asep
τ , où Asep

τ est la réunion des Aτ,M pour M/F �nie. On va ici utiliser ces anneaux

Asep et Asep
τ plutôt que leur complété, ou plus précisément Asep

L =
⋃
M/F �nie, M⊂LAM et

Asep
τ,L =

⋃
M/F �nie, M⊂LAτ,M . La raison en est la suivante :

Lemme 4.2.60. �

(1) si x ∈ (Asep
L )I , alors ∇τ (x) = 0,
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(2) si x ∈ (Asep
τ,L)I , alors ∇γ(x) = 0.

Démonstration. � Si x ∈ (Asep
L )I , il existe une extension M/F �nie telle que x ∈ AI

τ,M

et x est algébrique sur BI
M0
. De plus, ∇τ = 0 sur BI

M0
puisque ∇τ (u) = 0. Soit P ∈

(BI
M0

)[X] annulant x avec P ′(x) 6= 0 (ce qu'on peut toujours supposer puisqu'on est en

caractéristique 0), alors (∇τ (P ))(x) +∇τ (x) · P ′(x) = 0 et donc ∇τ (x) = 0.

La démonstration du deuxième point est exactement la même en changeant le point

de vue : il existe une extension M/F �nie telle que x ∈ AI
τ,M et x est algébrique sur

BI
τ,M0

. De plus, ∇γ = 0 sur BI
τ,M0

puisque ∇γ([π̃]) = 0. Si P ∈ (BI
τ,M0

)[X] annule x, alors

(∇γ(P ))(x) +∇γ(x) · P ′(x) = 0 et donc ∇γ(x) = 0.

Comme précédemment, on notera également

Asep
L,n = ϕ−n(Asep

L ), Asep,†,r
L = Asep

L ∩ Ã†,r,

Asep,†,r
L,n = ϕ−n(Asep,†,pnr

L ) = ϕ−n(Asep
L ) ∩ Ã†,r

et Asep,†,r
L,∞ =

⋃
Asep,†,r
L,n . On note aussi

Asep
τ,L,n = ϕ−n(Aτ,L), Asep,†,r

τ,L = Asep
τ,L ∩ Ã†,r,

Asep,†,r
τ,L,n = ϕ−nAsep,†,pnr

τ,L = ϕ−n(Asep
τ,L) ∩ Ã†,r

et Asep,†,r
τ,L,∞ =

⋃
Asep,†,r
τ,L,n .

Proposition 4.2.61. � On a :

(1) (ÃI
L)la,∇γ=0 = (Asep

τ,L,∞)I ;

(2) (ÃI
L)la,∇τ=0 = (Asep

L,∞)I .

Démonstration. � Soit x ∈ (ÃI
L)la,∇γ=0. Le lemme 4.2.19 montre qu'il existe m ≥ 0 tel

que x ∈ (ÃI
L)la,γm=1 et donc il existe une extension �nieM de K, incluse dans L, telle que

x ∈ (ÃI
L)τ−la,Gal(L/M∞)=1, où M∞ = M ·K∞. Sans perte de généralité, on peut supposer

que M/K est galoisienne (il su�t de remplacer M par sa clôture galoisienne sur K). Le

théorème 4.2.20 nous dit alors que x ∈ AI
τ,M,∞ ⊂ (Asep

τ,L,∞)I . Le sens réciproque est le

deuxième point du lemme 4.2.60.

Le deuxième point se démontre de la même façon. Soit x ∈ (ÃI
L)la,∇τ=0. Le lemme

4.2.19 montre qu'il existe m ≥ 0 tel que x ∈ (ÃI
L)la,τm=1 et donc il existe une extension

�nie M ′ de K, incluse dans L, telle que x ∈ (ÃI
L)γ−la,Gal(L/M ′∞)=1, où M ′

∞ = M ′ · Kcycl.

Sans perte de généralité, on peut supposer que M ′/K est galoisienne. Le théorème 4.2.20

nous dit alors que x ∈ AI
M ′,∞ ⊂ (Asep

L,∞)I . Le sens réciproque est le premier point du

lemme 4.2.60.

Lemme 4.2.62. � Si x ∈ A†,rL et si k, n ∈ N, alors il existe y ∈ Asep,†,r
L,∞ tel que x− y ∈

pnÃ†,r + ukÃ+.
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Démonstration. � Soit x ∈ A†,rL . En particulier, x ∈ AL. En réduisant modulo p,

x ∈ EL. Or EL = ∪EM oùM parcourt les extensions �nies de K incluses dans L (puisque

E est la clôture séparable de EK dans Ẽ). En particulier, il existe une extension M0 �nie

de K, incluse dans L, et y0 ∈ AM0 tels que x− y0 ∈ pAL, puisque AM0 ⊂ AL. De même,
x−y0

p
∈ AL, et donc il existe une extension M1 �nie de K, incluse dans L, et y1 ∈ AM1

tels que x−y0

p
− y1 ∈ pAL, soit x − y0 − py1 ∈ p2AL, et on peut sans perte de généralité

supposer que M0 ⊂ M1. Par récurrence, on trouve donc y0, y1, · · · , yn dans AMn , avec

Mn extension �nie de K incluse dans L, tels que x − y0 − py1 − · · · − pnyn ∈ pn+1AL.

Soit alors zn = y0 + · · · + pnyn. On note
∑

i≥0 p
i[xi] l'écriture de x dans ÃL. Alors

x(n) :=
∑n

i=0 p
i[xi] est tel que x − x(n) ∈ pn+1ÃL, et donc x(n) − zn ∈ pn+1ÃL. En

particulier, comme zn ∈ ÃMn par construction, on en déduit que les xi sont tous dans

ẼMn pour i ≤ n, et donc a fortiori x(n) ∈ ÃMn .

Comme x ∈ Ã†,rL , alors en particulier x(n) ∈ Ã†,rL , et donc, par ce qu'on a fait précédem-

ment, x(n) ∈ Ã†,rMn
. Comme Mn est une extension �nie de K, on peut utiliser le corollaire

4.2.47, à savoir que A†,rMn,∞ est dense dans Ã†,rMn
pour la topologie induite par vr. On

peut donc trouver y ∈ A†,rMn,∞ tel que x(n) − y ∈ pnÃ†,r + ukÃ+. Finalement, on a

x− y = (x− x(n)) + (x(n) − y) ∈ pnÃ†,r + ukÃ+.

Lemme 4.2.63. � Si x ∈ Ã+
L , si r > 0, si n ∈ N et si k ∈ N avec k ≥ e(n + 1), alors

il existe y ∈ Asep,†,r
τ,L,∞ tel que x− y ∈ pnÃ†,r + [π̃]kÃ+.

Démonstration. � Soit x ∈ Ã+
L . En réduisant modulo p, on obtient x ∈ ẼL. Le corollaire

4.3.4 de [Win83] montre que
⋃
k∈Z≥0 ϕ−k((XK(K∞)sep)GL) est dense dans ẼL pour la

topologie π̃-adique. En particulier, il existe y0 ∈
⋃
k∈Z≥0 ϕ−k(((XK(K∞)sep)+)GL) tel que

x−y0 ∈ π̃kẼ+
L . Mais (XK(K∞)sep)GL =

⋃
Eτ,M oùM parcourt les extensions �nies de K∞

incluses dans L. Il existe par conséquent une extensionM0 de K∞, �nie et incluse dans L,

qu'on peut supposer sans perte de généralité être galoisienne sur K∞, et y0 := [y0] ∈ Ã+
M0

tels que x− y0 ∈ pÃ+
L + [π̃]kÃ+.

On a à présent x − y0 = px1 + z1 avec z1 ∈ ukÃ+ et x1 ∈ Ã+
L . En répétant ce qu'on

vient de faire avec x1 à la place de x, cela nous donne y1 ∈ Ã+
M1
, où M1 est une extension

galoisienne �nie de K∞ incluse dans L (et on peut supposer que M0 ⊂ M1), tels que

x−y0−py1 ∈ p2Ã+
L +[π̃]kÃ+. Par récurrence, on obtientMn extension galoisienne �nie de

K∞ incluse dans L et y0, · · · , yn ∈ ÃMn tels que x−y0−py1−· · ·−pnyn ∈ pn+1Ã+
L+[π̃]kÃ+.

Soit maintenant y := y0 + py1 + · · · pnyn. Par construction, y appartient à Ã+
Mn
⊂ Ã+

L

et on a x − y ∈ pn+1Ã+
L + [π̃]kÃ+. On utilise à présent le fait que A†,rMn,∞ est dense

dans Ã†,rMn
pour la topologie induite par vr par la proposition 4.2.47. En particulier, il

existe une suite (zn) d'éléments de A†,rMn,∞ telle que vr(zn − y) → +∞. On peut donc

choisir N ∈ N, N ≥ (n + 1), tel qu'il existe z ∈ A†,rMn,∞ avec vr(y − z) ≥ N et tel que

y− z ∈ pn+1ÃL + [π̃]kÃ+. On écrit alors y− z = pn+1z1 + [π̃]kz2 une telle décomposition.

On veut montrer que z1 ∈ Ã†,rL . On a juste besoin de montrer que vr(z1) ≥ 0 puisque y, z
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et [π̃]kz2 appartiennent tous à Ã†,rL . Or on a

vr(z1) = vr(y − z − [π̃]kz2)− (n+ 1)

de sorte que

vr(z1) ≥ inf(vr(y − z), kvr([π̃]))− (n+ 1) ≥ inf(N − (n+ 1), 0)

puisque k ≥ n+1
v
Ẽ

(π̃)
, et puisqu'on a choisi N ≥ n+ 1, on a vr(z1) ≥ 0 et donc z1 ∈ Ã†,rL . On

a donc x− z ∈ pn+1Ã†,r + [π̃]kÃ+, comme voulu.

4.2.4. Structure des (B̃I
L)la. � Les lemmes d'approximation 4.2.62 et 4.2.63 nous

permettent donc de trouver, si n ≥ 1 et I est un intervalle fermé tel que bγ ∈ B̃I
L, des

éléments bτn ∈ (Asep
τ,L,∞)I tels que bγ − bτn ∈ pnÃI

L ; et si I est un intervalle fermé tel que

bτ ∈ B̃I
L, des éléments bγn ∈ (Asep

L,∞)I tels que bτ − bγn ∈ pnÃI
L. De plus, d'après le lemme

4.2.60, ces éléments sont localement analytiques et véri�ent ∇γ(b
τ
n) = 0 et ∇τ (b

γ
n) = 0.

Comme ∇τ (bτ ) = 1, on a ∇τ (bτ − bγn)k = k(bτ − bγn)k−1, et par le lemme 3.2.17, il

existe m ≥ 1 tel que bτ − bγn ∈ (B̃I
L)Gm−an et ||bτ − bγn||Gm ≤ p−n. Si {xi} est une suite

d'éléments de (B̃I
L)Gm−an,∇τ=0 telle que ||pnixi||Gm → 0 quand i → +∞, alors la série∑

i∈N xi(bτ − bγn)i converge dans (B̃I
L)Gm−an.

Théorème 4.2.64. � Si x ∈ (B̃I
L)la, si r(bτ ) ≤ min(I) et si n0 ≥ 0, alors il existe

n,m ≥ 1 et une suite {xi} de ((B̃I
L)Gm−an)∇τ=0 tels que ||p(n−n0)ixi||Gm → 0 et x =∑

i≥0 xi(bτ − bγn)i.

Démonstration. � Soit m ≥ 1 tel que x ∈ (B̃I
L)Gm−an. L'application ∇τ : (B̃I

L)Gm−an →
(B̃I

L)Gm−an est continue et donc il existe n ≥ 1 tel que ||∇k
τ (x)||Gm ≤ p(n−n0−2)k||x||Gm

pour tout k ∈ N. Si i ∈ N, on pose

xi =
1

i!

∑

k∈N

(−1)k
(bτ − bγn)k

k!
∇k+i
τ (x).

Cette série converge dans (B̃I
L)Gm−an vers un élément xi véri�ant ∇τ (xi) = 0, de telle

sorte que xi ∈ ((B̃I
L)Gm−an)∇τ=0 . De plus, ||xi||Gm ≤ p(n−n0−1)i · |pi/i!|p · ||x||Gm et donc

||p(n−n0)ixi||Gm → 0, de sorte que la série
∑

i≥0 xi(bτ − bγn)i converge et on note S sa

somme.
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Alors

S =
∑

i≥0

xi(bτ − bγn)i =
∑

i≥0

(bτ − bγn)i
1

i!

∑

k∈N

(−1)k
(bτ − bγn)k

k!
∇k+i
τ (x)

=
∑

k≥0

(−1)k
∑

i≥0

(bτ − bγn)i+k

i!k!
∇i+k
τ (x)

=
∑

≥0

(−1)k
∑

i≥0

(
k + i

k

)
(bτ − bγn)i+k

(i+ k)!
∇i+k
τ (x)

=
∑

k≥0

(−1)k
∑

j≥k

(
j

k

)
(bτ − bγn)j

j!
∇j
τ (x)

=
∑

j≥0

(bτ − bγn)j

j!
∇j
τ (x)

j∑

k=0

(
j

k

)
(−1)k.

Or
∑j

k=0

(
j
k

)
(−1)k = 0 sauf si j = 0, de sorte que S = x.

Corollaire 4.2.65. � Si r(bτ ) ≤ min(I), alors ∇τ : (B̃I
L)la → (B̃I

L)la est surjectif.

Démonstration. � On écrit x =
∑

i≥0 xi(bτ − bγn)i comme dans le théorème 4.2.64 en

prenant n0 = 1. Comme ∇τ (xi(bτ − bγn)i) = xii(b − bγn)i−1 pour i ≥ 1, on a x = ∇τ (z)

avec

z =
∑

i∈N

xi
i+ 1

(bτ − bγn)i+1.

Cette série converge puisque ||xi||Gm ≤ pni||x||Gm .

On souhaiterait à présent montrer le même genre de résultat en utilisant cette fois bγ
et les bτn, et l'opérateur ∇γ. Cependant, on n'a pas ici ∇γ(bγ) = 1 mais ∇γ(bγ) = −bγ.
On dé�nit donc l'opérateur ∂γ par ∂γ = − 1

bγ
∇γ. Cet opérateur est bien dé�ni sur (B̃I

L)la

dès que rb ≤ min(I).

On dé�nit donc l'opérateur ∂γ = − 1
bγ
∇γ pour tout intervalle I tel que min(I) ≥ rb, et

on a alors ∂γ(bγ) = 1. On a donc ∂γ(bγ − bτn)k = k(bγ − bτn)k−1, et par le lemme 3.2.17, il

existe m ≥ 1 tel que bγ − bτn ∈ (B̃I
L)Gm−an et ||bγ − bτn||Gm ≤ p−n. Si {xi} est une suite

d'éléments de (B̃I
L)Gm−an,∇γ=0 telle que ||pnixi||Gm → 0 quand i → +∞, alors la série∑

i∈N xi(bγ − bγn)i converge dans (B̃I
L)Gm−an.

Théorème 4.2.66. � Si x ∈ (B̃I
L)la, si r(bγ), r(1/bγ) ≤ min(I) et si n0 ≥ 0, alors il

existe n,m ≥ 1 et une suite {xi} de ((B̃I
L)Gm−an)∇γ=0 tels que ||p(n−n0)ixi||Gm → 0 et

x =
∑

i≥0 xi(bγ − bτn)i.

Démonstration. � Soit m ≥ 1 tel que x ∈ (B̃I
K)Gm−an. L'application ∂γ : (B̃I

L)Gm−an →
(B̃I

L)Gm−an est continue et donc il existe n ≥ 1 tel que ||∂kγ (x)||Gm ≤ p(n−n0−2)k||x||Gm
pour tout k ∈ N. Si i ∈ N, on pose

xi =
1

i!

∑

k∈N

(−1)k
(bγ − bτn)k

k!
∂k+i
γ (x).
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Cette série converge dans (B̃I
L)Gm−an vers un élément xi véri�ant ∇γ(xi) = 0, de telle

sorte que xi ∈ ((B̃I
L)Gm−an)∇γ=0 . De plus, ||xi||Gm ≤ p(n−n0−1)i · |pi/i!|p · ||x||Gm et donc

||p(n−n0)ixi||Gm → 0, la série
∑

i≥0 xi(bγ − bτn)i converge et on note S sa somme.

Alors

S =
∑

i≥0

xi(bγ − bτn)i =
∑

i≥0

(bγ − bτn)i
1

i!

∑

k∈N

(−1)k
(bγ − bτn)k

k!
∂k+i
γ (x)

=
∑

k≥0

(−1)k
∑

i≥0

(bγ − bτn)i+k

i!k!
∂i+kγ (x)

=
∑

≥0

(−1)k
∑

i≥0

(
k + i

k

)
(bγ − bτn)i+k

(i+ k)!
∂i+kγ (x)

=
∑

k≥0

(−1)k
∑

j≥k

(
j

k

)
(bγ − bτn)j

j!
∂jγ(x)

=
∑

j≥0

(bγ − bτn)j

j!
∂jγ(x)

j∑

k=0

(
j

k

)
(−1)k.

Or
∑j

k=0

(
j
k

)
(−1)k = 0 sauf si j = 0, de sorte que S = x.

Corollaire 4.2.67. � Si r(bγ), r(1/bγ) ≤ min(I), alors ∂γ : (B̃I
L)la → (B̃I

L)la est sur-

jectif.

Démonstration. � La démonstration est analogue à celle du corollaire 4.2.65.

4.3. Surconvergence des (ϕ, τ)-modules

4.3.1. Pentes de Kedlaya et théorèmes de descente. � On va commencer par

rappeler les théorèmes de Kedlaya de [Ked05] dont on aura besoin par la suite. Les no-

tations de Kedlaya étant di�érentes des nôtres, on signale que l'anneau Γan,con de Kedlaya

est un anneau générique dont B†rig,K et B†τ,rig,K sont des spécialisations. De même, B†τ,K et

B†K sont des spécialisations de l'anneau Γcon[π−1] de Kedlaya. Comme dans [Ked05, Déf.

3.1.5], on dé�nit, si M est un ϕ-module sur B̃†rig et si n ∈ Z, M(n) comme le B̃†rig-module

M où l'action du Frobenius est multipliée par pn. Pour faciliter les notations, si D est un

ϕ-module sur un anneau A, on notera ϕ∗(D) le sous-A-module de D engendré par ϕ(D).

Proposition 4.3.1. � Soit D un ϕ-module de rang 1 sur B̃†rig. Alors il existe n ∈ Z tel

que D ' B̃†rig(n).

Démonstration. � Voir [Ked05, Prop. 3.3.2].

On dé�nit maintenant la notion de pente d'un ϕ-module comme dans [Ked05, Déf.

3.4.1].

Dé�nition 4.3.2. � Soit D un ϕ-module de rang 1 sur B†τ,rig,K (resp. B†rig,K). On

dé�nit le degré de D comme l'unique entier n tel que

D ⊗ B̃†rig ' B̃†rig(n)
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donné par la proposition 4.3.1. Si D est un ϕ-module de rang d sur B†τ,rig,K (resp. B†rig,K),

on dé�nit son degré comme celui de ΛdD.

On dé�nit la pente de D comme le rapport µ(D) := deg(D)/rang(D).

On dé�nit maintenant comme dans [Ked05, Déf. 3.4.5] la notion de ϕ-module semi-

stable (qui n'a rien à voir avec celle de représentation semi-stable).

Dé�nition 4.3.3. � Un ϕ-module D sur B†τ,rig,K (resp. B†rig,K) est dit semi-stable si

µ(D) ≤ µ(D′) pour tout sous-ϕ-module non nul D′ de D. On dit que D est stable si

µ(D) < µ(D′) pour tout sous-ϕ-module propre D′ de D.

On peut à présent dé�nir la �ltration de Harder-Narasimhan comme dans [Ked05,

�3.5].

Dé�nition 4.3.4. � Si S désigne un ensemble multivalué de n nombres réels, on dé�nit

le polygone de Newton de S comme le graphe de la fonction a�ne par morceaux dé�nie

sur [0, n] envoyant 0 sur 0 et dont la pente sur [i− 1, i] est le i-ième plus petit élément de

S. Réciproquement, étant donné un tel graphe, on dé�nit son ensemble de pentes comme

l'ensemble (multivalué) des pentes de la fonction a�ne par morceaux dé�nissant le graphe

sur les segments [i− 1, i] pour i ∈ {1, · · · , n}.

Dé�nition 4.3.5. � Si M est un B†τ,rig,K- (resp. B
†
rig,K-) module libre, on dit que N ⊂

M est saturé s'il est de type �ni et siM/N est sans torsion. Si N ⊂M est un sous-module,

il existe un plus petit sous-module saturé de M contenant N (qui est donc unique), et on

l'appelle saturation de N .

Dé�nition 4.3.6. � Soit D un ϕ-module sur B†τ,rig,K (resp. B†rig,K). On appelle �ltra-

tion semi-stable de D une �ltration exhaustive

0 = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dl = D

de D par sous-ϕ-modules saturés, telle que chaque quotient successif Di/Di−1 est semi-

stable de pente si. Une �ltration de Harder-Narasimhan deD est une �ltration semi-stable

telle que s1 < · · · < sl.

Remarque 4.3.7. � Si une �ltration de Harder-Narasimhan existe, elle est unique.

Dé�nition 4.3.8. � Soit D un ϕ-module sur B†τ,rig,K (resp. B†rig,K). Si 0 = D0 ⊂ · · · ⊂
Dl = D est une �ltration semi-stable de D, on considère l'ensemble multivalué donné

par l'ensemble des pentes µ(Di/Di−1) avec multiplicité rang(Mi/Mi−1). On l'appelle

l'ensemble multivalué de la �ltration, et on appelle le polygone de Newton correspondant

le polygone des pentes de la �ltration. Si D admet une �ltration de Harder-Narasimhan,

on appelle ensemble multivalué de Harder-Narasimhan de D l'ensemble multivalué de la

�ltration et polygone de Harder-Narasimhan le polygone de Newton.

La proposition suivante montre que tout ϕ-module admet bien une �ltration de Harder-

Narasimhan :
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Proposition 4.3.9. � Tout ϕ-module sur B†τ,rig,K (resp. B†rig,K) admet une �ltration de

Harder-Narasimhan.

Démonstration. � Voir [Ked05, Prop. 4.2.5].

Conformément à [Ked05, Déf. 4.1.1], on note Dc,d le ϕ-module sur B̃†rig libre de rang

d, dont une base est e1, · · · , ed et dont le Frobenius dans cette base est donné par

ϕ(e1) = e2, · · · , ϕ(ed−1) = ed et ϕ(ed) = pce1.

Ce ϕ-module est stable de pente c/d par [Ked05, Lemm. 3.4.9], et on appelle ϕ-module

standard tout ϕ-module de cette forme.

Dé�nition 4.3.10. � On appelle décomposition de Dieudonné-Manin d'un ϕ-module

D sur B̃†rig une décomposition en somme directe

D = ⊕mi=1Dci,di

deD en ϕ-modules standards. L'ensemble multivalué des pentes d'une telle décomposition

est la réunion des ensembles multivalués consistant en les ci/di avec multiplicité di pour

i ∈ {1, · · · ,m}.

Théorème 4.3.11. � Soit D un ϕ-module sur B̃†rig. Alors :

(1) il existe une décomposition de Dieudonné-Manin pour D ;

(2) si D = ⊕mj=1Dcj ,dj est une décomposition de Dieudonné-Manin deM , soient s1, · · · , sl
les éléments distincts de l'ensemble multivalué des pentes de la décomposition. Pour

i = 1, · · · , l, soit Di la somme directe des Dcj ,dj sur l'ensemble des j tels que cj/dj ≤ si.

Alors la �ltration 0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dl = D coïncide avec la �ltration de Harder-

Narasimhan de D ;

(3) l'ensemble multivalué de n'importe quelle décomposition de Dieudonné-Manin de D

consiste en l'ensemble des pentes de Harder-Narasimhan de D. En particulier, l'ensemble

multivalué des pentes ne dépend pas du choix de la décomposition.

Démonstration. � Voir [Ked05, Thm. 4.5.7].

Dé�nition 4.3.12. � Soit D un ϕ-module sur B̃†rig. On dit que D est isocline de pente

s si les pentes de Harder-Narasimhan de D sont toutes égales à s.

Soit D un ϕ-module sur B†τ,rig,K (resp. B†rig,K). On dit que D est isocline de pente s si

B̃†rig ⊗D est isocline de pente s.

La proposition suivante est un des résultats clés de Kedlaya :

Proposition 4.3.13. � Un ϕ-module sur B̃†rig est étale si et seulement si il est isocline

de pente 0. En particulier, si V est une représentation p-adique de GK, alors B̃†rig ⊗Qp V

est isocline de pente 0.

Démonstration. � La proposition découle du théorème 4.5.7 de [Ked05] et de la dé�ni-

tion d'isocline de pente 0.

On aura également besoin des théorèmes suivants :
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Théorème 4.3.14. � Le foncteur de changement de base, de la catégorie des ϕ-modules

isoclines de pente s sur B†τ,K (respectivement B†K) vers la catégorie des ϕ-modules isoclines

de pente s sur B†τ,rig,K (respectivement B†rig,K) est une équivalence de catégories.

Démonstration. � Il s'agit du théorème 6.3.3 de [Ked05].

Théorème 4.3.15. � Si M est un ϕ-module sur B†τ,rig,K ou B†rig,K, alors M admet une

unique �ltration {0} = M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Ml = M par des sous-ϕ-modules telle que :

(1) pour i = 1, · · · , l, le quotient Mi/Mi−1 est isocline de pente si ;

(2) s1 < s2 < · · · < sl ;

De plus, cette �ltration coïncide avec la �ltration de Harder-Narasimhan de M .

Démonstration. � C'est le théorème 6.4.1 de [Ked05].

Dans la partie 4.1.3, on a généralisé la notion de (ϕ, τ)-module pour notamment

s'intéresser aux cas où on restreint une représentation de GK à GM , avec M une ex-

tension �nie de K. On montre ici comment appliquer ces dé�nitions dans le cadre de

(ϕ, τ)-modules sur (B†τ,rig,M , B̃
†
rig,LM

).

Dé�nition 4.3.16. � On appelle (ϕ, τM)-module sur (B†τ,rig,M , B̃
†
rig,LM

) la donnée d'un

triplet (D,ϕD,Gal(LM/M)), où :

(1) (D,ϕD) est un ϕ-module sur B†τ,rig,M ;

(2) Gal(LM/M) est une action Gal(LM/M)-semi-linéaire sur B̃†rig,LM de Gal(LM/M)

sur D̂ := B̃†rig,LM ⊗B†τ,rig,M
D telle que cette action commute à ϕ := ϕB̃†rig,LM

⊗ ϕD ;

(3) en tant que sous B†τ,rig,M -module de D̂, on a D ⊂ D̂Hτ,M .

Dé�nition 4.3.17. � Si M/K est une extension galoisienne �nie telle que M et K∞
soient linéairement disjointes au-dessus de K, et si D = (D,ϕD,Gal(LM/M)) est un

(ϕ, τM)-module sur (B†τ,rig,M , B̃
†
rig,LM

), on dit que D est muni d'une action de Gal(M/K)

si GK agit sur D̂ et si :

(1) D en tant que sous ensemble de D̂ est stable sous l'action de HK ⊂ GK ;

(2) GLM agit trivialement sur D̂, et Hτ,M agit trivialement sur D ;

(3) l'action de GM/GLM ⊂ GK/GL coïncide avec l'action de Gal(LM/M) sur D̂.

On dé�nit la notion équivalente pour les (ϕ,ΓM)-modules conformément à [Ber08, Déf.

I.3.1]. On note, pour M extension �nie de K, Mcycl l'extension cyclotomique de M et

ΓM = Gal(Mcycl/M) le groupe de Galois associé et HM = Gal(K/Mcycl).

Dé�nition 4.3.18. � SiM/K est une extension galoisienne �nie, et siD est un (ϕ,ΓM)-

module sur B†rig,M , on dit que D est muni d'une action de Gal(M/K) si GK agit sur D et

si :

(1) HM ⊂ GK agit trivialement sur D ;

(2) l'action de GM/HM ⊂ GK/HM induite coïncide avec celle de ΓM .

On dispose d'un résultat de descente galoisienne pour les (ϕ,ΓM)-modules :
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Proposition 4.3.19. � Si M/K est une extension �nie et si D est un (ϕ,ΓM)-module

sur B†rig,M muni d'une action de Gal(M/K), alors DHK est un (ϕ,ΓK)-module et

D = B†rig,M ⊗B†rig,K
DHK .

Démonstration. � Voir [Ber08, Prop. I.3.2].

On dispose également d'un résultat de descente galoisienne pour les (ϕ, τM)-modules :

Proposition 4.3.20. � Si D = (D,ϕD,Gal(LM/M)) est un (ϕ, τM)-module sur B†τ,rig,LM
muni d'une action de Gal(M/K), avec M/K une extension galoisienne �nie, alors DHτ,K

est un (ϕ, τ)-module sur (B†τ,rig,K , B̃
†
rig,L) et D = B†τ,rig,M ⊗B†τ,rig,K

DHτ,K .

Démonstration. � La démonstration est similaire à celle de [Ber08, Prop. I.3.2].

Le fait que D = B†τ,rig,M ⊗Bτ,rig,K D
Hτ,K en tant que ϕ-modules suit de [Ked04, Lemm.

2.6]. On va maintenant montrer que ϕ∗(DHτ,K ) = DHτ,K . Soit (yi) une base de D sur

B†τ,rig,M contenue dans DHτ,K , et soit x ∈ DHτ,K . On peut alors écrire x =
∑d

i=1 xiϕ(yi)

avec xi ∈ B†τ,rig,M , et comme les yi et x sont �xés par Hτ,K , on a également que les

xi ∈ B†τ,rig,K , et donc x ∈ ϕ∗(DHτ,K ).

Il reste à montrer que B̃†rig,L ⊗B†τ,rig,K
DHτ,K est bien muni d'une action de Gal(L/K)

véri�ant les bonnes conditions, ce qui découle de la dé�nition 4.3.17.

4.3.2. Descente et monodromie. � On va maintenant montrer comment descendre

d'un (B̃†rig,L)pa-module à un ((B̃†rig,L)pa)∇γ=0-module, ou à un ((B̃†rig,L)pa)∇τ=0-module, en

s'inspirant des méthodes de Berger dans [Ber16b, �6]. Soit maintenant M un (B̃†rig,L)pa-

module libre de rang d, muni d'un Frobenius surjectif ϕq : M → M et d'une action

pro-analytique de Gal(L/K). On a alors les résultats suivants :

Lemme 4.3.21. � Soit r ≥ 0 tel que M et toutes ses structures soient dé�nis sur

(B̃†,rrig,L)pa et tel que bγ, 1
bγ
∈ B̃†,rrig,L. Soit m1, · · · ,md une base de M . Si I est un in-

tervalle fermé avec I ⊂ [r,+∞[, on note M I = ⊕(B̃I
L)la · mi. Alors (M I)∇γ=0 est un

(B̃I
L)∇γ=0-module libre de rang d tel que

M I = (B̃I
L)la ⊗((B̃IL)la)∇γ=0 (M I)∇γ=0.

Démonstration. � Soit Dγ = Mat(∂γ). Pour montrer le lemme, il su�t de montrer qu'il

existe H ∈ GLd((B̃
I
L)la) telle que ∂γ(H) +DγH = 0.

Pour k ∈ N, on note Dk = Mat(∂kγ ). Pour n assez grand, la série donnée par

H =
∑

k≥0

(−1)kDk
(bγ − bτn)k

k!

converge dans Md((B̃
I
L)la).

Alors H = Mat(
∑

k≥0(−1)k (bγ−bτn)k

k!
∂kγ ) et si x ∈M I , on a

0 = ∂γ(
∑

k≥0

(−1)k
(bγ − bτn)k

k!
∂kγ (x))
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et

0 = ∂γ(
∑

k≥0

(−1)k
(bγ − bτn)k

k!
∂kγ (x))

= ∂γ(H · x) = ∂γ(H) · x+DγH · x,

de sorte que H est une solution de l'équation ∂γ(H) + DγH = 0. De plus, si n est assez

grand, on a ||Dk(bγ − bτn)k/k!|| < 1 pour k ≥ 1, de sorte que H ∈ GLd((B̃
I
L)la).

Théorème 4.3.22. � Si M est un (B̃†rig,L)pa-module libre de rang d, muni d'un Frobe-

nius bijectif ϕ et d'une action pro-analytique compatible de Gal(L/K), tel que ∇γ(M) ⊂
M , alors M∇γ=0 est un ((B̃†rig,L)pa)∇γ=0-module libre de rang d et on a

M = ((B̃†rig,L)pa)⊗((B̃†rig,L)pa)∇γ=0 M∇γ=0.

Démonstration. � Le lemme 4.3.21 nous permet de trouver des solutions sur chacun des

intervalles I tels que I ⊂ [r,+∞[, mais il nous faut maintenant recoller ces solutions.

On va utiliser le Frobenius comme dans la démonstration du théorème 6.1 de l'article

[Ber16b] pour montrer qu'on peut rester à niveau �ni.

Soit I tel que I ∩ pI 6= ∅ et soit J = I ∩ pI. Soit m1, · · · ,md une base de (M I)∇γ=0. Le

Frobenius ϕ dé�nit des bijections ϕk : (M I)∇γ=0 → (MpkI)∇γ=0 pour tout k ≥ 0. Soit

P ∈Md((B̃
J
L)la) la matrice de (ϕ(m1), · · · , ϕ(md)) dans la base (m1, · · · ,md).

Comme (m1, · · · ,md) est une base de M I par le lemme 4.3.21, c'est aussi une base de

MJ , de sorte que MJ = (B̃J
L)la ⊗B̃IL

M I . Mais M I = (B̃I
L)la ⊗((B̃IL)la)∇γ=0 (M I)∇γ=0, donc

MJ = (B̃J
L)la ⊗((B̃IL)la)∇γ=0 (M I)∇γ=0.

On a alors

(MJ)∇γ=0 = ((B̃J
L)la ⊗((B̃IL)la)∇γ=0 (M I)∇γ=0)∇γ=0

et donc

(MJ)∇γ=0 = ((B̃J
L)la)∇γ=0 ⊗((B̃IL)la)∇γ=0 (M I)∇γ=0

de sorte que (m1, · · · ,md) est aussi une base de (MJ)∇γ=0. De même, (ϕ(m1), · · · , ϕ(md))

est une base de (MJ)∇γ=0 et donc P ∈ GLd((B̃
I
L)la)∇γ=0).

Or, par le lemme 4.2.19, ((B̃I
L)la)∇γ=0) = ∪N,nBI

N,n, où N parcourt les extensions �nies

de K incluses dans L, donc il existe une extension �nie N de K, incluse dans L, et n ≥ 0

tels que P ∈ GLd(B
I
N,n). Pour k ≥ 0, on pose Ik = pkI et Jk = Ik ∩ Ik+1, et on dé�nit

Ek = ⊕di=1B
Ik
N,n · ϕk(mi). Comme P ∈ GLd(B

I
N,n), on a ϕk(P ) ∈ GLd(B

Jk
N,n), et donc

BJk
N,n ⊗B

Ik
N,n

Ek = BJk
N,n ⊗B

Ik+1
N,n

Ek+1

pour tout k ≥ 0. Les {Ek}k≥0 forment donc un �bré vectoriel au-dessus de B
[r;+∞[
N,n

pour r = min(I). Le théorème 2.8.4 de [Ked05] a�rme alors qu'il existe n1, · · · , nd des
éléments de ∩k≥0Ek ⊂ M tels que Ek = ⊕di=1B

Ik
N,n · ni pour tout k ≥ 0. Ces éléments

nous donnent donc une base de M∇γ=0 au-dessus de (B̃†rig,N)pa,∇γ=0, et donc une base de

M sur (B̃†rig,L)pa, d'où le résultat.
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On va à présent montrer les mêmes résultats en � remplaçant τ par γ �, c'est-à-dire en

prenant les invariants sous l'opérateur ∇τ plutôt que sous l'opérateur ∇γ.

Lemme 4.3.23. � Soit r ≥ 0 tel que M et toutes ses structures soient dé�nis sur

(B̃†,rrig,L)pa et tel que bτ ∈ B̃†,rrig,L. Soit m1, · · · ,md une base de M . Si I est un inter-

valle fermé avec I ⊂ [r,+∞[, on note M I = ⊕(B̃I
L)la · mi. Alors (M I)∇τ=0 est un

(B̃I
L)∇τ=0-module libre de rang d tel que

M I = (B̃I
L)la ⊗((B̃IL)la)∇τ=0 (M I)∇τ=0.

Démonstration. � La démonstration de ce lemme est identique à celle du lemme 4.3.21.

Soit Dτ = Mat(∇τ ). Pour montrer le lemme, il su�t de montrer qu'il existe H ∈
GLd((B̃

I
L)la) telle que ∇τ (H) +DτH = 0.

Pour k ∈ N, on note Dk = Mat(∇k
τ ). Pour n assez grand, la série donnée par

H =
∑

k≥0

(−1)kDk
(bτ − bγn)k

k!

converge dans Md((B̃
I
L)la).

Alors H = Mat(
∑

k≥0(−1)k (bτ−bγn)k

k!
∇k
τ ) et si x ∈M I , on a

0 = ∇τ (
∑

k≥0

(−1)k
(bτ − bγn)k

k!
∇k
τ (x))

et

0 = ∇τ (
∑

k≥0

(−1)k
(bτ − bγn)k

k!
∇k
τ (x))

= ∇τ (H · x) = ∇τ (H) · x+DτH · x,

de sorte que H est une solution de l'équation ∇τ (H) +DτH = 0. De plus, si n est assez

grand, on a ||Dk(bτ − bγn)k/k!|| < 1 pour k ≥ 1, de sorte que H ∈ GLd((B̃
I
L)la).

Théorème 4.3.24. � Si M est un (B̃†rig,L)pa-module libre de rang d, muni d'un Frobe-

nius bijectif ϕ et d'une action pro-analytique compatible de Gal(L/K), tel que ∇τ (M) ⊂
M , alors M∇τ=0 est un ((B̃†rig,L)pa)∇τ=0-module libre de rang d et on a

M = ((B̃†rig,L)pa)⊗((B̃†rig,L)pa)∇τ=0 M
∇τ=0.

Démonstration. � La démonstration est là encore identique à celle du théorème 4.3.22.

Le lemme 4.3.23 nous permet de trouver des solutions sur chacun des intervalles I tels

que I ⊂ [r,+∞[, mais il nous faut maintenant recoller ces solutions. On va utiliser

le Frobenius comme dans la démonstration du théorème 6.1 de l'article [Ber16b] pour

montrer qu'on peut rester à niveau �ni.

Soit I tel que I ∩ pI 6= ∅ et soit J = I ∩ pI. Soit m1, · · · ,md une base de (M I)∇τ=0. Le

Frobenius ϕ dé�nit des bijections ϕk : (M I)∇τ=0 → (MpkI)∇τ=0 pour tout k ≥ 0. Soit

P ∈Md((B̃
J
L)la) la matrice de (ϕ(m1), · · · , ϕ(md)) dans la base (m1, · · · ,md).
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Comme m1, · · · ,md est une base de M I par le lemme 4.3.23, c'est aussi une base de

MJ , de sorte que MJ = (B̃J
L)la ⊗B̃IL

M I . Mais M I = (B̃I
L)la ⊗((B̃IL)la)∇τ=0 (M I)∇τ=0, donc

MJ = (B̃J
L)la ⊗((B̃IL)la)∇τ=0 (M I)∇τ=0.

On a alors

(MJ)∇τ=0 = ((B̃J
L)la ⊗((B̃IL)la)∇τ=0 (M I)∇τ=0)∇τ=0

et donc

(MJ)∇τ=0 = ((B̃J
L)la)∇τ=0 ⊗((B̃IL)la)∇τ=0 (M I)∇τ=0

de sorte que (m1, · · · ,md) est aussi une base de (MJ)∇τ=0. De même, (ϕ(m1), · · · , ϕ(md))

est une base de (MJ)∇τ=0 et donc P ∈ GLd((B̃
I
L)la)∇τ=0).

Or, par le lemme 4.2.19, ((B̃I
L)la)∇τ=0) = ∪N,nBI

N,n, où N parcourt les extensions �nies

de K incluses dans L, donc il existe une extension �nie N de K, incluse dans L, et n ≥ 0

tels que P ∈ GLd(B
I
τ,N,n). Pour k ≥ 0, on pose Ik = pkI et Jk = Ik ∩ Ik+1, et on dé�nit

Ek = ⊕di=1B
Ik
τ,N,n · ϕk(mi). Comme P ∈ GLd(B

I
τ,N,n), on a ϕk(P ) ∈ GLd(B

Jk
τ,N,n), et donc

BJk
τ,N,n ⊗B

Ik
τ,N,n

Ek = BJk
τ,N,n ⊗B

Ik+1
τ,N,n

Ek+1

pour tout k ≥ 0. Les {Ek}k≥0 forment donc un �bré vectoriel au-dessus de B
[r;+∞[
N,n

pour r = min(I). Le théorème 2.8.4 de [Ked05] a�rme alors qu'il existe n1, · · · , nd des
éléments de ∩k≥0Ek ⊂ M tels que Ek = ⊕di=1B

Ik
τ,N,n · ni pour tout k ≥ 0. Ces éléments

nous donnent donc une base de M∇τ=0 au-dessus de (B̃†τ,rig,N)pa,∇τ=0, et donc une base

de M sur (B̃†rig,L)pa, d'où le résultat.

Cette méthode ne permet pour l'instant pas tout à fait de redescendre à un module

sur B†rig,K ou sur B†τ,rig,K , mais seulement à un module sur B†rig,N ou sur B†τ,rig,N , où N

est une extension �nie de K incluse dans L, puisqu'on rappelle qu'on a (B̃†rig,L)pa,∇γ=0 =⋃
N B†τ,rig,N,∞ et (B̃†rig,L)pa,∇τ=0 =

⋃
N B†rig,N,∞, où N parcourt les extensions �nies de K

incluses dans L.

Cependant, une fois qu'on est redescendu à niveau �ni en prenant les invariants sous

∇τ = 0 ou sous ∇γ = 0, on peut appliquer les résultats de descente que sont les propo-

sitions 4.3.19 et 4.3.20 pour complètement redescendre à un module sur B†rig,K ou sur

B†τ,rig,K :

Théorème 4.3.25. � Si M est un (B̃†rig,L)pa-module libre de rang d, muni d'un Frobe-

nius bijectif ϕ et d'une action pro-analytique compatible de Gal(L/K), tel que ∇τ (M) ⊂
M , alors M τ=1 est un B†rig,K,∞-module libre de rang d et on a M = ((B̃†rig,L)pa)⊗B†rig,K,∞

M τ=1.

Démonstration. � Le théorème 4.3.22 montre queM∇τ=0 est un ((B̃†rig,L)pa)∇τ=0-module

de rang d, tel que

M = B̃†rig,L ⊗((B̃†rig,L)pa)∇τ=0 M
∇τ=0

en tant que (ϕ,G∞)-modules sur B̃†rig,L. Le lemme 4.2.19 montre que ((B̃†rig,L)pa)∇τ=0 =⋃
n,N B†rig,N,n. Il existe donc une extension �nieN deK, incluse dans L, n ≥ 0 et s1, · · · , sd

une base deM∇τ=0 tels que Mat(ϕ),Mat(γ) ∈ GLd(B
†
rig,N,n). Sans perte de généralité, on
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peut supposer que N/K et Ncycl sont galoisiennes. Si on note MN = ⊕di=1(B†rig,N) ·ϕn(si),

alors MN est un ϕ-module muni d'une action de ΓN compatible (puisque Ncycl/K est

galoisienne) sur B†rig,N , tel que M
∇τ=0 = (B̃†rig,L)pa,∇τ=0 ⊗B†rig,N

MN .

De plus, comme

M = (B̃†rig,L)pa ⊗((B̃†rig,L)pa)∇τ=0 M
∇τ=0,

on a

M = (B̃†rig,L)pa ⊗B†rig,N
MN ,

ce qui permet de munir MN d'une structure de (ϕ,ΓN)-module sur B†rig,N muni d'une

action de Gal(L/N), au sens de la dé�nition 4.3.18, en dé�nissant l'action de Gal(Ncycl/K)

sur MN comme celle provenant de l'action de Gal(L/K) sur M = (B̃†rig,L)pa ⊗B†rig,N
MN .

En particulier, MK := MHK
N = M τ=1

N est un (ϕ,ΓK)-module sur B†rig,K tel que M =

(B̃†rig,L)pa⊗B†rig,K
MK . De plus, par construction, on a MK ⊂M τ=1 de sorte que M τ=1 est

un ϕ-module sur (B̃†rig,L)pa,τ=1 de rang d, et donc

M = (B̃†rig,L)pa ⊗(B̃†rig,L)pa,τ=1 M
τ)=1.

Comme on a (B̃†rig,L)pa,τ=1 = B†rig,K,∞ par le théorème 4.2.18, on en déduit le résultat.

Théorème 4.3.26. � Si M est un (B̃†rig,L)pa-module libre de rang d, muni d'un Frobe-

nius bijectif ϕ et d'une action pro-analytique compatible de Gal(L/K), tel que ∇τ (M) ⊂
M , alors Mγ=1 est un B†τ,rig,K,∞-module libre de rang d et on a M = ((B̃†rig,L)pa)⊗B†τ,rig,K,∞

Mγ=1.

Démonstration. � Le théorème 4.3.24 montre queM∇γ=0 est un ((B̃†rig,L)pa)∇γ=0-module

de rang d, tel que

B̃†rig,L ⊗((B̃†rig,L)pa)∇γ=0 M∇γ=0 = M

en tant que (ϕ,G∞)-modules sur B̃†rig,L. Par le lemme 4.2.19, on a l'égalité ((B̃†rig,L)pa)∇γ=0 =⋃
n,N B†τ,rig,N,n. Il existe donc une extension �nie N de K, incluse dans L, n ≥ 0 et

s1, · · · , sd une base de M∇γ=0 tels que Mat(ϕ) ∈ GLd(B
†
τ,rig,N,n). Sans perte de général-

ité, on peut supposer que N/K est galoisienne. Si on note MN = ⊕di=1(B†τ,rig,N) · ϕn(si),

alors MN est un ϕ-module sur B†τ,rig,N , tel que M
∇γ=0 = (B̃†rig,L)pa,∇γ=0 ⊗B†τ,rig,N

MN .

De plus, comme

M = (B̃†rig,L)pa ⊗((B̃†rig,L)pa)∇γ=0 M∇γ=0,

on a

M = (B̃†rig,L)pa ⊗B†τ,rig,N
MN ,

ce qui permet de munir MN d'une structure de (ϕ, τN)-module sur (Bτ,rig,N , B̃
†
rig,L) muni

d'une action de Gal(N/K) (car N ⊂ L donc LN = L selon les notations de la dé�nition

4.3.17) en dé�nissant l'action de GK sur B̃†rig,L ⊗B†τ,rig,N
MN comme celle dé�nie sur le

membre de gauche du produit tensoriel

B̃†rig,L ⊗(B̃†rig,L)pa M = B̃†rig,L ⊗B†τ,rig,N
MN

de façon diagonale.
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En particulier, MK := M
Hτ,K
N = Mγ=1

N est un (ϕ, τ)-module sur (Bτ,rig,K , B̃
†
rig,L) tel que

M = (B̃†rig,L)pa ⊗B†τ,rig,K
MK . De plus, par construction, on a MK ⊂ Mγ=1 de sorte que

Mγ=1 est un ϕ-module sur (B̃†rig,L)pa,γ=1 de rang d, et donc

M = (B̃†rig,L)pa ⊗(B̃†rig,L)pa,γ=1 M
γ=1.

Comme on a (B̃†rig,L)pa,γ=1 = B†τ,rig,K,∞ par le théorème 4.2.18, on en déduit le résultat.

4.3.3. Surconvergence des (ϕ, τ)-modules. � Le résultat de descente du théorème

4.3.25 va nous permettre, en utilisant le théorème de Cherbonnier-Colmez, de redémontrer

le résultat de Gao et Liu a�rmant que les (ϕ, τ)-modules sont surconvergents, mais sans

faire l'hypothèse que K/Qp est �nie.

Au vu des parties précédentes, on va maintenant travailler avec ce que Berger ap-

pelle dans [Ber16b] des (ϕ,Γ)-modules en plusieurs variables sur (B̃†rig,L)pa (ce qui est

l'équivalent de nos (ϕ,G∞)-modules sur B̃†rig,L). Pour V une représentation p-adique de

GK , on dé�nit

D̃
[r;s]
L := (B̃[r;s] ⊗Qp V )GL et D̃†,rrig,L(V ) := (B̃†,rrig ⊗Qp V )GL .

Ces deux espaces sont des représentations topologiques de G∞. De plus, le théorème de

Cherbonnier-Colmez nous dit que V est surconvergente, et donc le B†K-espace vectoriel

D†(V ) = ∪r�0D
†,r(V ) a la même dimension que V , où D†,r(V ) = (B†,r⊗QpV )Gal(Qp/Kcycl).

On note D[r;s](V ) et D†,rrig,K(V ) les complétions de D†,r(V ) pour les topologies correspon-

dantes.

Lemme 4.3.27. � Les éléments de D[r,s](V ) sont localement analytiques.

Démonstration. � Voir [Ber16b, Thm. 8.1] et [KR09, �2.1].

On dispose du résultat suivant, qui est le théorème 9.1 de [Ber16b] :

Proposition 4.3.28. �

(1) D̃[r;s]
L (V )la = (B̃[r;s])la ⊗

B
[r;s]
K

D[r;s](V ) ;

(2) D̃†,rrig,L(V )pa = (B̃†,rrig,L)pa ⊗B†,rrig,K
D†,rrig,K(V ).

Démonstration. � Pour le premier point, comme B̃[r;s]⊗Qp V = B̃[r;s]⊗
B

[r;s]
K

D[r;s](V ), on

a D̃[r;s]
L (V ) = B̃[r;s]⊗

B
[r;s]
K

D[r;s](V ) et le résultat découle alors de la proposition 3.2.13. Le

deuxième point se montre de la même façon.

La stratégie qu'on va utiliser pour montrer que les (ϕ, τ)-modules sont surconvergents

est la suivante : utiliser le théorème de Cherbonnier-Colmez et la proposition 4.3.28

pour travailler avec des (ϕ,G∞)-modules sur (B̃†rig,L)pa, puis utiliser notre théorème de

monodromie 4.3.24 pour descendre à un ϕ-module sur B†τ,rig,K,n. On montrera ensuite

comment passer d'un ϕ-module sur B†τ,rig,K à un ϕ-module sur B†τ,K , et on aura pour cela

besoin des résultats de [Ked05] énoncés dans la partie 4.3.1.
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Théorème 4.3.29. � Soit V une Qp-représentation de GK. Alors le (ϕ, τ)-module as-

socié (D,ϕD, D̃) sur (Bτ,K , B̃L) est surconvergent.

Démonstration. � Soit V une représentation p-adique de GK de dimension d et soit

(Dτ (V ),Mτ (V )) le (ϕ, τ)-module associé à V sur (Bτ,K , B̃L). Pour r ≥ 0, on dé�nit

D†,rτ (V ) = (B†,rτ,K ⊗Qp V )GK∞ et M †,r
τ (V ) = (B̃†,rL ⊗Qp V )GL .

On doit montrer deux choses : d'une part que

Dτ (V ) = Bτ,K ⊗B†,rτ,K
D†,rτ (V )

et d'autre part que

Mτ (V ) = B̃L ⊗B̃†,rL
M †,r

τ (V ).

où B†,rτ,K = Bτ,K ∩ B̃†,r.

Remarquons que la deuxième chose à montrer est en fait une conséquence directe de

ce qu'on a fait précédemment : par le théorème de Cherbonnier-Colmez, si V est une

représentation p-adique de GK , alors elle est surconvergente et donc D(V ) = BK ⊗B†K

(B† ⊗Qp V )GKcycl . Par le théorème 4.2.6, Mτ (V ) est l'extension des scalaires de D(V )

par B̃L, de sorte que Mτ (V ) est engendré, comme (ϕ,G∞)-module, par des éléments

surconvergents puisque D(V ) l'est. Cela prouve donc le deuxième point.

On va maintenant démontrer le premier point. Soit M = D̃†rig,L(V )pa. La proposition

4.3.28 montre queM est un (B̃†rig,L)pa-module stable sous les actions de G∞ et de ϕ. Par le

théorème 4.3.25,Mγ=1 est un (B̃†rig,L)pa,γ=1-module de rang d, tel qu'on ait l'isomorphisme

B̃†rig,L ⊗(B̃†rig,L)pa,γ=1 M
γ=1 ' (B̃†rig ⊗Qp V )GL

en tant que (ϕ,G∞)-modules sur B̃†rig,L. Par le théorème 4.2.18, (B̃†rig,L)pa,γ=1 = B†τ,rig,∞.

Il existe donc n ≥ 0 et s1, · · · , sd une base de Mγ=1 tels que Mat(ϕ) ∈ GLd(B
†
τ,rig,K,n). Si

on note D†τ,rig = ⊕di=1(B†τ,rig,K) · ϕn(si), alors D
†
τ,rig est un ϕ-module sur B†τ,rig,K tel que

Mγ=1 = (B̃†rig,L)pa,γ=1 ⊗B†τ,rig,K
D†τ,rig.

Ce module D†τ,rig est en fait entièrement déterminé par cette condition. En e�et, si

D1, D2 sont deux B†τ,rigK-modules qui véri�ent cette condition, et si X est la matrice de

passage et P1, P2 les matrices de ϕ, alors X ∈ GLd(B
†
τ,rig,K,n) pour n assez grand, mais X

véri�e aussi X = P−1
2 ϕ(X)P1, et donc X ∈ GLd(B

†
τ,rig,K).

Comme on a un isomorphisme B̃†rig ⊗B†τ,rig,K
D†τ,rig = B̃†rig ⊗Qp V et que B̃†rig ⊗Qp V est

isocline de pente 0, on en déduit par le théorème 4.3.15 que D†τ,rig est isocline de pente 0.

Le théorème 4.3.14 couplé à la proposition 4.3.13 nous dit alors qu'il existe un ϕ-module

étale D†τ sur B
†
τ,K tel que D†τ,rig = B†τ,rig,K ⊗B†τ,K

D†τ .

Comme D†τ est étale, il existe par le théorème 4.1.9 une représentation W de Hτ,K telle

que B̃†rig ⊗B†τ,K
D†τ = B̃†rig ⊗W en tant que ϕ-modules sur B̃†rig. En prenant les invariants

sous ϕ de B̃†rig ⊗Qp W = B̃†rig ⊗Qp V , on obtient que V = W en tant que représentations

de Hτ,K , et donc le ϕ-module D(V ) sur Bτ,K associé à V par la théorie des (ϕ, τ)-modules

est engendré par D†τ , ce qui montre le résultat.
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Cette démonstration a deux conséquences intéressantes, en plus de montrer la surcon-

vergence des (ϕ, τ)-modules.

Lemme 4.3.30. � Soit V une représentation p-adique de GK et soit D†τ (V ) := (B†τ ⊗
V )HK le ϕ-module surconvergent associé, et soit r ≥ 0 tel que D†τ (V ) = B†τ,K ⊗B†,rτ,K

((B†,rτ ⊗Qp V )HK ). Alors pour tout intervalle I compact tel que r ≤ min(I), les éléments

de D†τ (V ) vus comme des éléments de D̃I
τ (V ) sont des vecteurs localement analytiques

pour G∞.

Démonstration. � On rappelle qu'on a dé�ni au début de la partie 4.3.3 D̃[r;s]
L (V ) par

D̃
[r;s]
L (V ) = (B̃[r;s] ⊗Qp V )GL

et D̃†,rrig,L(V ) par

D̃†,rrig,L(V ) = (B̃†,rrig ⊗Qp V )GL .

Dans la démonstration du théorème 4.3.29, on a construit le module D†τ (V ) comme un

sous-objet de D̃†rig,L(V )pa, de sorte que

D†,rτ (V ) ⊂ D̃†,rrig,L(V )pa ⊂ D̃
[r;s]
L (V )la

pour s ≥ r, ce qui montre le résultat.

La démonstration du théorème 4.3.29 permet également de faire le lien entre (ϕ, τ)-

modules et (ϕ,Γ)-modules. Plus précisément, elle montre comment passer d'un (ϕ,Γ)-

module à un (ϕ, τ)-module. On peut en fait utiliser nos résultats des parties précédentes

pour réciproquement montrer comment passer d'un (ϕ, τ)-module à un (ϕ,Γ)-module.

Soit V une représentation p-adique de GK , et soit D†(V ) (resp. D†τ (V )) le (ϕ,Γ)-module

(respectivement (ϕ, τ)-module) surconvergent associé à V . Cela a bien un sens puisque

les représentations p-adiques sont toutes surconvergentes, au sens des (ϕ,Γ)-modules par

le théorème de Cherbonnier-Colmez et au sens des (ϕ, τ)-modules par notre théorème

4.3.29. On peut associer à ce (ϕ,Γ)-module D†(V ) un module di�érentiel D†rig(V ) qu'on

dé�nit par

D†rig(V ) := B†rig,K ⊗B†K
D†(V ).

De même, on associe au (ϕ, τ)-moduleD†τ (V ) un module di�érentielD†τ,rig(V ) qu'on dé�nit

par

D†τ,rig(V ) := B†τ,rig,K ⊗B†τ,K
D†τ (V ).

Le théorème suivant, qui est une conséquence des théorèmes 4.3.25 et 4.3.26 appliqués

respectivement à (B̃†rig,L ⊗B†τ,rig,K
D†τ,rig(V ))pa,τ=1 et (B̃†rig,L ⊗B†rig,K

D†rig(V ))pa,γ=1, montre

comment passer de l'un de ces modules di�érentiels à l'autre :

Théorème 4.3.31. �

(1) (B̃†rig,L ⊗B†τ,rig,K
D†τ,rig(V ))pa,τ=1 = B†rig,K,∞ ⊗B†rig,K

D†rig(V ) ;

(2) (B̃†rig,L ⊗B†rig,K
D†rig(V ))pa,γ=1 = B†τ,rig,K,∞ ⊗B†τ,rig,K

D†τ,rig(V ).
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On va maintenant s'intéresser à des conséquences de la démonstration de la surconver-

gence des (ϕ, τ)-modules et principalement concernant l'élément bγ. On rappelle qu'on

a dé�ni un élément bγ ∈ Ã+
L (l'élément t de [Liu08, Exemple 3.2.3]) par bγ := t

pλ
, et

qu'on a montré au lemme 4.2.34 que si I est un sous-intervalle de R avec min(I) assez

grand, alors bγ ∈ (B̃I
L)la. La surconvergence des (ϕ, τ)-modules nous permet de montrer

des résultats plus précis concernant cet élément, et d'obtenir la conséquence suivante :

Proposition 4.3.32. � On a t ∈ λ ·B†τ,L.

Démonstration. � Soit V = Qp(−1) comme représentation de GK . La surconvergence des
(ϕ, τ)-modules montre en particulier que le (ϕ, τ)-module associé à V est surconvergent,

et donc (B†τ ⊗Qp V )Hτ,K est de dimension 1. En particulier, (B†τ ⊗Qp V )Hτ,K est engendré

par un élément de la forme z ⊗ a 6= 0, et, quitte à diviser par un élément de Q×p , on

peut supposer que a = 1. Il existe donc z ∈ B†τ , z 6= 0, tel que, pour tout g ∈ Hτ,K ,

g(z) = χ(g)z. On en déduit donc que z est invariant sous l'action de K∞ ·Kcycl = L, et

donc z ∈ B†τ,L. On �xe désormais un r > 0 tel que z ∈ B†,rτ,L et tel que 1/bγ ∈ B̃†,rL . Le

lemme 4.3.30 montre que z⊗ 1 est pro-analytique pour Gal(L/K), et donc z ∈ (B̃†,rrig,L)pa.

Or, si γ est un générateur topologique de Gal(L/K∞), on a γ(bγ) = χ(γ)bγ, de sorte que

z/bγ ∈ B̃I
L est invariant sous γ. De plus, z et 1/bγ étant des vecteurs pro-analytiques de

B̃†,rrig,L, c'est encore le cas de z/bγ. En particulier, on en déduit que z/bγ ∈ (B̃†,rrig,L)pa,γ=1.

Or (B̃†,rrig,L)pa,γ=1 = B†,rτ,rig,K,∞ par la proposition 4.2.18, de sorte que z/bγ ∈ B†,rτ,rig,K,∞.

Il existe donc un entier n tel que z/bγ ∈ ϕ−n(B†,p
nr

τ,rig,K), et donc ϕn(z/bγ) ∈ B†,p
nr

τ,rig,K .

Mais z et bγ sont des éléments bornés, appartenant à B̃†L et B̃†L ∩ B†,p
nr

τ,rig,K = B†,p
nr

τ,K , de

sorte que ϕn(z/bγ) ∈ B†τ,K . Comme bγ = t
pλ
, on en déduit que ϕn(t) = pnt ∈ ϕn(λ) ·B†τ,L,

et comme ϕn(λ) = 1∏n−1
k=0 ϕ

k(E([π̃])/E(0)
· λ, on a bien t ∈ λ ·B†τ,L.

En particulier, bγ ∈ B†τ,L ⊂ B†τ , et donc on dispose d'un moyen très simple pour

passer du (ϕ, τ)-module d'une certaine représentation p-adique V de GK à sa tordue V (d)

pour un certain entier d. On rappelle que V (d) est la représentation p-adique de GK
telle que V (d) = V en tant que Qp-espaces vectoriels, et si x ∈ V (d) et g ∈ GK , alors
g · x = χcycl(g)d(g · x)V , où (g · x)V désigne l'élément g · x dans V .

Proposition 4.3.33. � Si V est une représentation p-adique de GK, si d est un entier

relatif et si D(V ) désigne le (ϕ, τ)-module associé à V , alors

D(V (−d)) = bdγ ·D(V ).

Démonstration. � C'est une conséquence directe de la proposition 4.3.32, puisque si

(e1, · · · , en) est une base du ϕ-module associé à V , alors (bdγe1, · · · , bdγen) est bien une

base du ϕ-module associé à V (−d) puisque bγ ∈ Bτ .





CHAPITRE 5

(ϕ, τ)-MODULES À CONNEXION ET REPRÉSENTATIONS
SEMI-STABLES

On a vu au chapitre précédent les théorèmes 4.1.9 et 4.3.29, qui nous donnent re-

spectivement une équivalence de catégories tannakiennes entre (ϕ, τ)-modules étales sur

(Bτ , B̃L) et représentations p-adiques de GK , et la surconvergence de ces (ϕ, τ)-modules.

Cela va nous permettre d'associer à toute représentation p-adique V un (ϕ, τ)-module

étale sur (B†τ , B̃
†
L) puis un (ϕ, τ)-module étale sur (B†τ,rig,K , B̃

†
rig,L) et un (ϕ, τ)-module

à connexion sur (B†τ,rig,K , (B̃
†
rig,L)pa), la connexion provenant de l'action in�nitésimale de

τZp , c'est-à-dire de l'opérateur ∇τ de dérivation dans la direction τ .

Ce chapitre est dédié à l'étude de ces (ϕ, τ)-modules, et on va en particulier montrer

dans la partie 5.1 comment retrouver les invariants Dcris et Dst associés à une représen-

tation p-adique à partir du (ϕ, τ)-module. Dans la partie 5.2, on montrera comment as-

socier à une représentation p-adique un module à connexion sur (B†τ,rig,K , (B̃
†
rig,L)pa) dont

la connexion provient de l'action in�nitésimale de τZp , et dans la partie 5.3 on montrera

comment caractériser les représentations semi-stables à l'aide de cette connexion.

Puisqu'on va utiliser et généraliser certains des résultats de Kisin dans [Kis06], on

rappelle qu'on a choisi comme convention que le caractère cyclotomique a pour poids de

Hodge-Tate 1, comme Berger dans [Ber02], contrairement à Kisin dans [Kis06] pour qui

V = Zp(1) a pour poids de Hodge-Tate −1.

5.1. (ϕ, τ)-modules et invariants Dcris et Dst

On va maintenant montrer comment récupérer les invariants Dcris(V ) et Dst(V ) d'une

représentation à partir de son (ϕ, τ)-module. Pour cela, on va tout d'abord avoir besoin

d'introduire un anneau B†τ,log,K et de montrer certaines propriétés concernant le foncteur

Dst et l'anneau B̃†log qu'on avait dé�ni dans la partie 1.2.2.

5.1.1. B̃†log, B
†
τ,log,K et vecteurs localement analytiques. � Dans ce qui suit, on

�xe une valuation v sur K par v(p) = e, de sorte que par la proposition 1.2.27 l'opérateur

de monodromie N sur B̃†log = B̃†rig[log[p̃]] = B̃†rig[log[π̃]] associé soit donné par

N(
n∑

i=0

ai log[π̃]i) = −
n∑

i=1

iai log[π̃]i−1.
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On pose B̃†τ,log,K := B̃†τ,rig,K [log[π̃]] = (B̃†log)Hτ,K . On dé�nit également un anneau

B†τ,log,K , en posant B†τ,log,K = B†τ,rig,K [log[π̃]]. Cet anneau est stable sous l'action de ϕ

puisque ϕ(log[π̃]) = p · log[π̃] par dé�nition, et est un sous-anneau de B̃†log. On dé�nit

également un anneau B†,rτ,log,K par B†,rτ,log,K = B†,rτ,rig,K [log[π̃]]. Comme le Frobenius induit

une bijection de B̃†,rrig,K sur B̃†,prrig,K , il induit également une bijection de B̃†,rτ,log,K sur B̃†,prτ,log,K .

En particulier, ϕ(B̃†,rτ,log,K) ⊂ B̃†,prτ,log,K . On dé�nit alors

B†,rτ,log,K,n = ϕ−n(B†,p
nr

τ,log,K)

et

B†,rτ,log,K,∞ =
⋃

n≥0

B†,rτ,log,K,n,

qui sont des sous-anneaux de B̃†,rτ,log,K .

On aura besoin par la suite du calcul des vecteurs localement analytiques dans B̃†τ,log,K :

Proposition 5.1.1. � On a (B̃†,rτ,log,K)pa = B†,rτ,log,K,∞.

Démonstration. � On rappelle qu'on a déjà calculé les vecteurs pro-analytiques dans

B̃†,rτ,rig,K au théorème 4.2.18, et on y avait montré que (B̃†,rrig,K)pa = B†,rτ,rig,K,∞. Remarquons

également que log[π̃] ∈ (B̃†,rτ,log,K)pa, puisque log[π̃] est invariant sous l'action de γ et qu'on

a τ k(log[π̃]) = kt+ log[π̃].

Si maintenant x ∈ (B̃†,rτ,log,K)pa, on peut écrire x =
∑n

k=0 xk log[π̃]k. Comme

N : B̃†,rτ,log,K → B̃†,rτ,log,K

est une application B̃†,rrig,K-linéaire continue, le lemme 3.2.12 montre queN(x) ∈ (B̃†,rτ,log,K)pa.

En itérant n fois l'opérateur N , on trouve que xn ∈ (B̃†,rτ,log,K)pa. Comme log[π̃] ∈
(B̃†,rτ,log,K)pa, on en déduit que x− xn log[π̃]n ∈ (B̃†,rτ,log,K)pa. En appliquant le même résul-

tat à x − xn log[π̃]n, on en déduit que xn−1 est aussi dans (B̃†,rτ,log,K)pa, et par récurrence

descendante sur k ∈ {0, · · · , n}, on en déduit que chacun des xk appartient à (B̃†,rrig,K)pa.

Comme (B̃†,rrig,K)pa = B†,rτ,rig,K,∞, on en déduit le résultat.

5.1.2. Utilisation des (ϕ, τ)-modules. � Soit

D†τ,rig(V ) = B†τ,rig,K ⊗B†τ,K
D†τ (V ) et D†τ,log(V ) = B†τ,log,K ⊗B†τ,K

D†τ (V ).

Le théorème 4.3 montre que D†τ,rig(V ) et D†τ,log(V ) sont respectivement des B†τ,rig,K- et

B†τ,log,K-modules libres de rang d = dimQp(V ). Le but de cette partie est de montrer

comment récupérer Dcris(V ) et Dst(V ) à partir de ces modules. On aura besoin pour cela

des résultats de la partie 3.2 de [Ber02], qu'on va maintenant rappeler.

On rappelle que (voir par exemple la discussion précédant [Ber02, Prop. 3.4]), si

on pose D+
st(V ) = (B+

st ⊗Qp V )GK , alors D+
st(V ) = (B̃+

log ⊗Qp V )GK . De plus, si V est

à poids de Hodge-Tate négatifs, alors D+
st(V ) = Dst(V ), et dans le cas général, on a

Dst(V ) = t−dD+
st(V (−d)) pour d assez grand.
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Proposition 5.1.2. � Si V est une représentation p-adique, alors (B̃†log ⊗Qp V )GK est

un F -espace vectoriel de dimension �nie, et le morphisme induit par l'inclusion de B̃+
log

dans B̃†log

D+
st(V )→ (B̃†log ⊗Qp V )GK

est un isomorphisme de (ϕ,N)-modules.

Démonstration. � Voir [Ber02, Prop. 3.4].

En particulier, une représentation V à poids négatifs est semi-stable si et seulement

si elle est B̃†log-admissible, et elle est cristalline si et seulement si elle est B̃†rig-admissible

puisque ses périodes sont tuées par N . Si les poids de Hodge-Tate de V ne sont pas

négatifs, on peut tordre V et on en déduit alors que V est semi-stable si et seulement

si elle est B̃†log[1/t]-admissible et elle est cristalline si et seulement si elle est B̃†rig[1/t]-

admissible.

Proposition 5.1.3. � Si V est semi-stable, on a un isomorphisme de comparaison :

B̃†log[1/t]⊗F Dst(V ) = B̃†log[1/t]⊗Qp V.

Démonstration. � Voir [Ber02, Prop. 3.5].

On note à présent D†log(V ) = B†log,K⊗B†K
D†(V ) et D†rig(V ) = B†rig,K⊗B†K

D†(V ). Berger

a montré le théorème suivant :

Théorème 5.1.4. � Si V est une représentation p-adique, alors

Dst(V ) = (D†log(V )[1/t])ΓK et Dcris(V ) = (D†rig(V )[1/t])ΓK .

Démonstration. � Voir [Ber02, Thm. 3.6].

On se propose de montrer un résultat analogue à ce dernier, mais en utilisant les

modulesD†τ,log(V ) etD†τ,rig(V ). Pour simpli�er les notations, on notera (D†τ,log(V )[1/λ])τ=1

(resp. (D†τ,rig(V )[1/λ])τ=1) les éléments de D†τ,log(V )[1/λ] (resp. D†τ,rig(V )[1/λ]) qui sont

invariants sous l'action de τ en tant qu'éléments de (B̃†log ⊗B†τ,log
D†τ,log(V ))[1/λ] (resp.

(B̃†rig ⊗B†τ,rig
D†τ,rig(V ))[1/λ]) via l'identi�cation x 7→ 1 ⊗ x. Remarquons en fait que,

comme les éléments de B†τ,log,K , de B†τ,rig,K et de D†τ (V ) sont invariants sous l'action de

Hτ,K , les éléments de (D†τ,log(V )[1/λ])τ=1 (resp. (D†τ,rig(V )[1/λ])τ=1) sont, considérés en

tant qu'éléments de (B̃†log ⊗B†τ,log
D†τ,log(V ))[1/λ] (resp. (B̃†rig ⊗B†τ,rig

D†τ,rig(V ))[1/λ]), à la

fois invariants par τ et par Hτ,K donc par GK .

Théorème 5.1.5. � Si V est une représentation p-adique, alors

Dst(V ) = (D†τ,log(V )[1/λ])τ=1 et Dcris(V ) = (D†τ,rig(V )[1/λ])τ=1.

Démonstration. � On aD†τ,log(V )[1/λ] ⊂ B̃†log[1/λ]⊗QpV etD†τ,rig(V )[1/λ] ⊂ B̃†rig[1/λ]⊗Qp

V . Comme inverser λ dans B̃†rig revient à inverser t puisque λ/t ∈ B̃† par le lemme 4.2.34,

on en déduit que (D†τ,log(V )[1/λ])τ=1 = (D†τ,log(V )[1/λ])GK est inclus dans Dst(V ), et de

même que (D†τ,rig(V )[1/λ])τ=1 = (D†τ,rig(V )[1/λ])GK est inclus dans Dcris(V ).
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On va maintenant montrer que Dst ⊂ (D†τ,log(V )[1/λ])τ=1 et on va également montrer

que Dcris ⊂ (D†τ,rig(V )[1/λ])τ=1. On va en fait se contenter de démontrer le premier point,

le deuxième s'en déduisant en faisant N = 0. Dans un premier temps, on va supposer que

V est à poids négatifs, de sorte que Dst(V ) = (B̃†log⊗Qp V )GK par la proposition 5.1.2. De

plus, comme D†τ (V ) a la bonne dimension, on a (B̃†log ⊗Qp V )HK = B̃†τ,log,K ⊗B†τ,K
D†τ (V ).

On en déduit donc que Dst(V ) = (B̃†τ,log,K ⊗B†τ,K
D†τ (V ))τ=1. Or GK agit trivialement

sur Dst(V ), ce qui fait que Dst(V ) est constitué de vecteurs localement analytiques. En

particulier, (B̃†τ,log,K⊗B†τ,K
D†τ (V ))τ=1 est constitué de vecteurs localement analytiques (ou

pro-analytiques) de B̃†τ,log,K⊗B†τ,K
D†τ (V ) invariants par τ . Mais le lemme 3.2.13 montre que

(B̃†τ,log,K⊗B†τ,K
D†τ (V ))pa = (B̃†τ,log,K)pa⊗B†τ,K

D†τ (V ). Le calcul des vecteurs pro-analytiques

de B̃†τ,log,K e�ectué en 5.1.1 montre que (B̃†,rτ,log,K)pa = B†,rτ,log,K,∞. En particulier, il existe

un entier n et une base (e1, · · · , ed) de D†τ (V ) tels que Dst(V ) = (⊕di=1B
†,r
τ,log,K,n · ei)τ=1.

Mais comme ϕ : Dst(V ) → Dst(V ) est bijective et commute à l'action de Galois, on en

déduit que ϕn(Dst(V )) = Dst(V ) et donc que Dst(V ) = (⊕di=1B
†,pnr
τ,log,K · ϕn(ei))

τ=1, ce qui

montre que Dst(V ) ⊂ (D†τ,log(V )[1/λ])τ=1.

Ce qu'on vient de faire montre que, si d est assez grand, on a l'inclusion Dst(V (−d)) ⊂
(D†τ,log(V (−d))[1/λ])τ=1. On a D†τ,log(V (−d)) = td

λd
D†τ,log(V ) par la proposition 4.3.33 et

on a aussi Dst(V (−d)) = tdDst(V ). On a donc D†τ,log(V (−d))[1/λ] ⊂ tdD†τ,log(V )[1/λ], et

donc

Dst(V (−d)) ⊂ (D†τ,log(V (−d))[1/λ])τ=1 ⊂ (tdD†τ,log(V )[1/λ])τ=1 = td(D†τ,log(V )[1/λ])τ=1

puisque t est invariant sous τ . Comme Dst(V (−d)) = tdDst(V ), on obtient alors

Dst(V ) = t−dDst(V (−d)) ⊂ t−dtd(D†τ,log(V )[1/λ])τ=1 = (D†τ,log(V )[1/λ])τ=1.

On en déduit donc le résultat pour V quelconque.

Proposition 5.1.6. � On a les isomorphismes de comparaison suivants :

(1) si V est semi-stable, alors

B†τ,log,K [1/λ]⊗B†τ,K
D†τ (V ) = B†τ,log,K [1/λ]⊗F Dst(V )

(2) si V est cristalline, alors

B†τ,rig,K [1/λ]⊗B†τ,K
D†τ (V ) = B†τ,rig,K [1/λ]⊗F Dcris(V )

Démonstration. � Là aussi, montrer le cas semi-stable su�t puisqu'on obtient le cas

cristallin en faisant N = 0. Par la proposition 5.1.5, on a Dst(V ) = (D†τ,log(V )[1/λ])τ=1,

donc a fortiori Dst(V ) ⊂ D†τ,log(V )[1/λ] ⊂ B̃†τ,log,K [1/λ] ⊗B†τ,K
D†τ (V ). Réciproquement,

[Ber02, Prop. 3.5] nous dit que comme V est semi-stable, B̃†log[1/t] ⊗F Dst(V ) =

B̃†log[1/t]⊗Qp V , et donc puisqu'inverser t dans B̃
†
log revient à inverser λ et que D†τ (V ) ⊂

D†τ,log(V ) ⊂ B̃†log[1/λ] ⊗Qp V , on en déduit en prenant les invariants sous Hτ,K que

D†τ,log(V ) ⊂ (B̃†log[1/λ] ⊗F Dst(V ))Hτ,K = B̃τ,log,K [1/λ] ⊗F Dst(V ). En particulier, on

a donc

B̃†τ,log,K [1/λ]⊗B†τ,K
D†τ (V ) = B̃†τ,log,K [1/λ]⊗F Dst(V )
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et donc, en choisissant des bases {di} de Dst(V ) et {ei} de D†τ (V ), il existe une matrice

A ∈ GLd(B̃
†
τ,log,K [1/λ]) telle que (ei) = A(di).

En particulier, il existe n ≥ 0 tel que λnA ∈ Md(B̃
†
τ,log,K), et il existe m ≥ 0 tel que

λmA−1 ∈ Md(B̃
†
τ,log,K). On note (aij) les coe�cients de A et (bij) ceux de A−1. Alors

pour tout i,

λnei =
∑

j

(λnaij)dj

et

λmdi =
∑

j

(λmbij)ej.

Comme les (ei) et (di) sont des vecteurs pro-analytiques pour l'action de Gal(L/K) et

invariants sous γ (et λ aussi), c'est aussi le cas des (λnaij) et des (λmbij) par le lemme

3.2.19, de sorte qu'il existe r ≥ 0 et ` ≥ 0 tels que les (λnaij) et les (λmbij) soient tous

dans B†,rτ,log,K,` par la proposition 5.1.1. Comme ϕ dé�nit un isomorphisme sur Dst(V )

et comme ϕ(D†τ (V )) engendre D†τ (V ), les (ϕ`(ei)) et les (ϕ`(di)) forment également une

base respectivement de Dst(V ) et de D†τ (V ), et ϕ`(A) ∈ GLd(B
†
τ,log,K), ce qui permet de

conclure.

5.2. Modules à connexion et (ϕ,N)-modules �ltrés

Berger a montré dans [Ber02] comment associer à une représentation p-adique un

(ϕ,Γ)-module à connexion sur l'anneau de Robba, et comment on pouvait utiliser cette

connexion pour retrouver si la représentation était semi-stable ou cristalline. Il a ensuite

construit dans [Ber08] une équivalence de catégories entre (ϕ,N)-modules �ltrés et (ϕ,Γ)-

modules sur l'anneau de Robba dont la connexion est localement triviale, et montré que

la sous-catégorie des (ϕ,N)-modules �ltrés admissibles (qui paramètre les représentations

p-adiques semi-stables de GK) était équivalente à la sous-catégorie des (ϕ,Γ)-modules sur

l'anneau de Robba dont la connexion est localement triviale qui sont en plus étales.

On se propose à présent de montrer le même genre de résultats mais dans le cadre

des (ϕ, τ)-modules. Il faut sur ce point signaler que Kisin a déjà montré dans [Kis06]

une grande partie de ces résultats, en utilisant la notion de (ϕ,N∇)-modules sur B+
τ,rig,K ,

en se restreignant aux représentations semi-stables à poids négatifs. On commencera

par s'intéresser aux modules à connexion sur B†τ,rig,K avant de retrouver des résultats

analogues à ceux de Berger dans [Ber08], en reprenant les constructions de Berger dans

[Ber08] appliquées à des objets similaires à ceux dé�nis par Kisin dans [Kis06]. Les

notations utilisées étant di�érentes de celles utilisées par Kisin, on renvoie à l'annexe sur

les anneaux de périodes pour faire le lien entre les di�érentes notations.

5.2.1. Modules à connexion sur B†τ,rig,K et théorie de Kisin. � Si V est une

représentation p-adique, on peut associer à son (ϕ,Γ)-module cyclotomique sur l'anneau

de Robba D†rig(V ) une connexion provenant de l'action in�nitésimale de Γ, ce que Berger a
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étudié dans [Ber02]. La théorie des vecteurs localement analytiques rend cette construc-

tion directe puisque les éléments de D†rig(V ) sont localement analytiques par le lemme

4.3.27 et puisque la connexion ainsi associée n'est autre que l'opérateur de dérivation

dans la direction cyclotomique ∇γ : D†rig(V ) → D†rig(V ), dé�ni par ∇γ(x) := lim
γ→1

(γ−1)x
logχ(γ)

(voir [Ber02] pour plus de détails). C'est une connexion au-dessus de l'opérateur ∇γ :

B†rig,K → B†rig,K , et cet opérateur ∇γ sur B†rig,K n'est autre que l'opérateur d
du

si K = F

(on rappelle que u = [ε]− 1).

En gardant cette vision localement analytique des choses, la dé�nition analogue dans

le cas des (ϕ, τ)-modules serait de simplement remplacer la connexion ∇γ sur D†rig(V )

dans le cas cyclotomique par la connexion ∇τ sur D†τ,rig(V ) au-dessus de l'opérateur

∇τ : B†τ,rig,K → B†τ,rig,K . Le problème est que l'action de τ ne se fait qu'après avoir

tensorisé au-dessus de B̃†rig,L, et qu'on n'a même pas ∇τ (B
†
τ,rig,K) ⊂ B†τ,rig,K . On dispose

en revanche d'un espace naturel sur lequel l'opérateur ∇τ est dé�ni, à savoir (B̃†rig,L)pa, et

plus généralement on peut dé�nir une connexion∇τ sur (B̃†rig,L⊗D†τ,rig(V ))pa = (B̃†rig,L)pa⊗
D†τ,rig(V ).

Pour des raisons évidentes, on souhaiterait néanmoins renormaliser l'opérateur ∇τ

de façon à avoir ∇τ (B
†
τ,rig,K) ⊂ B†τ,rig,K . On dé�nit donc un nouvel opérateur N∇ sur

(B̃†rig,L)pa, en posant N∇ := −λ
t
∇τ . Remarquons que, comme λ

t
∈ B̃†L et est localement

analytique d'après le lemme 4.2.34, l'opérateurN∇ : (B̃†rig,L)pa → (B̃†rig,L)pa est bien dé�ni,

et plus généralement, la connexion N∇ : (B̃†rig,L ⊗ D†τ,rig(V ))pa → (B̃†rig,L ⊗ D†τ,rig(V ))pa

est bien dé�nie. De plus, comme ∇τ ([π̃]) = t[π̃] et comme λ ∈ B†τ,rig,K , on a bien

N∇(B†τ,rig,K) ⊂ B†τ,rig,K , et le choix du signe est fait pour que l'opérateur qu'on vient de

dé�nir sur B†τ,rig,K coïncide avec l'opérateur N∇ dé�ni par Kisin dans [Kis06], puisqu'on

a avec cette dé�nition N∇([π̃]) = −λ[π̃].

Dé�nition 5.2.1. � On appelle (ϕ, τ)-module à connexion sur (B†τ,rig,K , (B̃
†
rig,L)pa) ou

(ϕ,N∇)-module la donnée d'un (ϕ, τ)-module D sur (B†τ,rig,K , (B̃
†
rig,L)pa), et d'une connex-

ion N∇ : (B̃†rig,L)pa⊗B†τ,rig,K
D → (B̃†rig,L)pa⊗B†τ,rig,K

D où la connexion N∇ est donnée par
−λ
t
∇τ .

Dé�nition 5.2.2. � On appelle (ϕ,N∇)-cristal sur B†τ,rig,K un B†τ,rig,K-module libre D

muni d'un Frobenius et d'une connexion N∇ : D → D au-dessus de N∇ : B†τ,rig,K →
B†τ,rig,K , c'est-à-dire que pour tout m ∈ D et pour tout x ∈ B†τ,rig,K , N∇(x ·m) = N∇(x) ·
m+ x ·N∇(m).

Remarque 5.2.3. � On fera attention au fait que ce qu'on appelle ici (ϕ,N∇)-cristal

correspond plutôt à ce que Kisin appelle (ϕ,N∇)-module dans [Kis06].

Même avec cette renormalisation, si V est une représentation p-adique de GK , on n'a

aucune raison de supposer a priori que N∇(D†τ,rig(V )) ⊂ D†τ,rig(V ), ce qui signi�e qu'on ne

peut a priori pas toujours associer à une représentation un (ϕ,N∇)-cristal. On peut en

revanche montrer qu'on peut attacher un (ϕ,N∇)-cristal à un certain nombre de représen-

tations, dont évidemment la représentation triviale. Kisin a notamment montré dans



5.3. CARACTÉRISATION DES REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES 155

[Kis06] comment associer à une représentation semi-stable à poids de Hodge-Tate négat-

ifs un (ϕ,N∇)-cristalD surB+
τ,rig,K . Plus particulièrement, Kisin construit deux foncteurs,

D 7→ M(D) etM 7→ D(M), respectivement de la catégorie des (ϕ,N∇)-cristaux de E-

hauteur �nie (c'est une condition sur l'image du Frobenius) sur B+
τ,rig,K dans la catégorie

des (ϕ,N)-modules �ltrés e�ectifs et de la catégorie des (ϕ,N)-modules �ltrés e�ectifs

dans celle des (ϕ,N∇)-cristaux sur B+
τ,rig,K de E-hauteur �nie. Il montre [Kis06, Thm.

1.2.15] que ces deux foncteurs sont quasi-inverses l'un de l'autre et donnent lieu à une

équivalence de catégories. De plus, le (ϕ,N)-module �ltré D est faiblement admissible si

et seulement siM(D) est étale.

L'idée est de généraliser ces constructions et celles de Berger dans [Ber08] pour carac-

tériser les représentations semi-stables en fonction de la connexion associée à leur (ϕ, τ)-

module.

5.3. Caractérisation des représentations semi-stables

On va maintenant montrer comment utiliser les résultats de la partie précédente pour

généraliser les résultats de Kisin dans [Kis06] et récupérer des résultats analogues à ceux

de Berger dans [Ber08] dans le cas des (ϕ, τ)-modules.

5.3.1. Construction de (ϕ,N∇)-cristaux et de (ϕ, τ)-modules. � On va dans

un premier temps rappeler comment Kisin dans [Kis06] construit des (ϕ,N∇)-cristaux

sur B+
τ,rig,K associés à des (ϕ,N)-modules �ltrés e�ectifs. On montrera ensuite comment

étendre ces résultats en associant à un (ϕ,N)-module �ltré un (ϕ, τ)-modules à connexion

sur B†τ,rig,K .

On dé�nit X̃n comme le complété de Kn⊗OF A+
τ,K pour la topologie ([π̃]− πn)-adique.

L'anneau X̃n est muni de sa ([π̃]− πn)-�ltration, qui s'étend en une �ltration sur le corps

des fractions de X̃n qu'on notera Ỹn := X̃n[1/([π̃]− πn)].

On dispose pour tout n ∈ N d'applications naturelles B+
τ,K → B+

τ,rig,K → X̃n données

par u 7→ 1⊗ u, et on peut étendre cette dernière application à B+
τ,log,K en envoyant log[π̃]

sur

log

((
[π̃]− πn
πn

)
+ 1

)
:=

∞∑

i=1

(−1)i−1

i

(
[π̃]− πn
πn

)i
∈ X̃n.

L'anneau A+
τ,K est muni d'un Frobenius ϕ qui envoie [π̃] sur [π̃]p et agit comme le

Frobenius absolu sur OF . On notera ϕF : A+
τ,K l'application Zp[[[π̃]]]-linéaire qui agit

sur OF via le Frobenius absolu de OF , et ϕπ : A+
τ,K → A+

τ,K l'application OF -linéaire
envoyant [π̃] sur [π̃]p. Ces applications induisent des applications ϕF et ϕπ sur BI

τ,K pour

tout I et sur B†τ,rig,K . On récupère bien sûr ϕ via ϕ = ϕF ◦ϕπ sur chacun de ces anneaux.

Toutes les dé�nitions de ces objets sont faites par Kisin dans [Kis06, �1.1.1], mais on

en a changé les notations ici.

Lemme 5.3.1. � Soit M un BI
τ,K-module libre de type �ni et soit N ⊂ M un sous-

module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) N ⊂M est fermé ;
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(2) N est de type �ni ;

(3) N est libre de type �ni.

Démonstration. � Voir [Kis06, Lemme 1.1.5].

Soit maintenantD un (ϕ,N)-module �ltré e�ectif. On rappelle que, suivant la dé�nition

1.2.49, la �ltration de D est donnée sur DK = K ⊗F D. Pour n ≥ 0, on dé�nit ιn
l'application composée :

B+
τ,log,K ⊗F D

ϕ−nF ⊗ϕ
−n

−→ B+
τ,log,K ⊗F D −→ X̃n ⊗F D = X̃n ⊗K DK

qu'on étend en une application

ιn : B+
τ,log,K [1/λ]⊗F D −→ Ỹn ⊗K DK .

On dé�nit maintenant

M(D) :=
{
x ∈ (B+

τ,log,K [1/λ]⊗F D)N=0 : ιn(x) ∈ Fil0(Ỹn ⊗K DK) pour tout n ≥ 0
}
.

On remarque au passage que (B+
τ,log,K [1/λ] ⊗F D)N=0 est un B+

τ,rig,K-module muni d'un

Frobenius semi-linéaire déduit de ceux sur D et B+
τ,log,K [1/λ], et d'un opérateur di�érentiel

N∇ induit par N∇ ⊗ 1 sur B+
τ,log,K [1/λ]⊗F D.

Lemme 5.3.2. � Si on munit X̃n d'une structure de B+
τ,rig,K-module via ϕ

−n
F , alors :

(1) l'application X̃n ⊗B+
τ,rig,K

(B+
τ,log,K ⊗F D)N=0 −→ X̃n ⊗K DK induite par ιn est un

isomorphisme ;

(2) On a

X̃n ⊗B+
τ,rig,K

M(D)−̃→
∑

j≥0

([π̃]− πn)−jX̃n ⊗K FiljDK

et ([π̃]− πn)−jX̃n ⊗K FiljDK = ϕnπ(E([π̃]))−jX̃n ⊗K FiljDK.

Démonstration. � Voir [Kis06, Lemme 1.2.1].

Lemme 5.3.3. � Les opérateurs ϕ et N∇ sur (B+
τ,log,K [1/λ] ⊗F D)N=0 induisent sur

M(D) une structure de (ϕ,N∇)-cristal sur B+
τ,rig,K. De plus, on a un isomorphisme de

B+
τ,rig,K-modules

coker(1⊗ ϕ : ϕ∗M(D)→M(D))→̃ ⊕i≥0 (B+
τ,rig,K/E([π̃])i)hi ,

où hi = dimK griDK.

Démonstration. � Voir [Kis06, Lemme 1.2.2].

On dit qu'un ϕ-moduleM surB+
τ,rig,K est deE-hauteur �nie si le conoyau de l'application

B+
τ,rig,K-linéaire ϕ : ϕ∗M → M est tuée par une puissance de E([π̃]), et on dit qu'un

(ϕ,N∇)-cristal sur B+
τ,rig,K est de E-hauteur �nie s'il l'est en tant que ϕ-module.

Si M est un ϕ-module de E-hauteur �nie, Kisin dé�nit dans [Kis06, �1.2.5] un ϕ-

module �ltré associé, noté D(M), de la façon suivante : le F -espace vectoriel sous-jacent
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de D(M) est M/[π̃]M, et l'opérateur ϕ est induit par celui de M. Il dé�nit ensuite une

�ltration décroissante sur ϕ∗M par :

Filiϕ∗M :=
{
x ∈ ϕ∗M : 1⊗ ϕ(x) ∈ E([π̃])iM

}
.

Le lemme 5.3.1 montre que c'est une �ltration par des B+
τ,rig,K-modules libres de type �ni,

dont les parties graduées successives sont des modules de E([π̃])-torsion. Par transport

de structure, cela dé�nit une �ltration sur (1 ⊗ ϕ)(ϕ ∗M). Kisin montre ensuite dans

[Kis06, �1.2.7] comment construire à partir de cette �ltration une �ltration sur D(M)K .

Si maintenant, M est un (ϕ,N∇)-cristal sur B+
τ,rig,K de E-hauteur �nie, on munit D(M)

d'un opérateur K0-linéaire N , en réduisant l'opérateur N∇ modulo [π̃], ce qui munit

�nalement D(M) d'une structure de (ϕ,N)-module �ltré. Kisin montre alors le théorème

suivant :

Théorème 5.3.4. � Les foncteurs D 7→ M(D) et M 7→ D(M) sont exacts et quasi-

inverses l'un de l'autre et induisent une équivalence de catégories tannakiennes entre les

(ϕ,N)-modules �ltrés e�ectifs et la catégorie des (ϕ,N∇)-cristaux de E-hauteur �nie sur

B+
τ,rig,K.

Démonstration. � Voir [Kis06, Thm. 1.2.15].

On va maintenant généraliser ces constructions pour associer à un (ϕ,N)-module �ltré

un (ϕ, τ)-module à connexion sur B†τ,rig,K .

On pose, pour n ≥ 0, Xn le complété de Kn ⊗OF OF [[ϕ−n([π̃])]] pour la topologie

(ϕ−n([π̃])−πn)-adique, et Yn := Xn[1/(ϕ−n([π̃])−πn)] son corps des fractions. On dispose

évidemment d'applications ϕnπ : Xn → X̃n et ϕnπ : Yn → Ỹn, données par ϕ−n([π̃]) 7→ [π̃]

et réciproquement, d'applications ϕ−nπ : X̃n → Xn et ϕ−nπ : Ỹn → Yn, données par

[π̃] 7→ ϕ−n([π̃]). La composée des applications B+
τ,log,K

[π̃]7→[π̃]

−−−−−−→ X̃n

ϕ−nπ
−−−−−−→ Xn dé�nit

un élément log(ϕ−n([π̃])) = ϕ−n(log[π̃]) dans Xn, et on appellera toujours log[π̃] l'élément

pn log(ϕ−n([π̃])).

On rappelle qu'on a dé�ni dans la partie 1.2.1 n(r) comme le plus petit entier n tel que

pn−1(p− 1) ≥ r, et que ϕ−n(B̃†,rrig) ⊂ B+
dR pour n ≥ n(r).

Proposition 5.3.5. � Les Xn sont des sous-anneaux fermés de B
+
dR tels que Xn ⊂ Xn+1,

et si n ≥ n(r), alors ϕ−n(B†,rτ,rig,K) ⊂ Xn.

Démonstration. � La proposition 1.2.8 montre queKn⊗F B̃+ s'identi�e à un sous-anneau

de B+
dR, de sorte que c'est aussi le cas pour Kn⊗OF OF [[ϕ−n([π̃])]] qui est un sous-anneau

de Kn⊗F B̃+. Le lemme 1.2.2 montre que ϕ−n([π̃])−πn engendre ker(θ) dans OKn⊗OF Ã+

et donc que la topologie (ϕ−n([π̃]) − πn)-adique sur Kn ⊗OF OF [[ϕ−n([π̃])]] coïncide avec

la topologie ker(θ)-adique, de sorte que Xn est le complété de Kn⊗OF OF [[ϕ−n([π̃])]] dans

B+
dR. En particulier, c'en est un sous-anneau fermé. Le fait que Xn ⊂ Xn+1 provient

simplement du fait que Kn ⊂ Kn+1 et que ϕ−n([π̃]) ∈ Xn+1.

Il reste à montrer que ϕ−n(B†,rτ,rig,K) ⊂ Xn. Comme ϕ−n(B̃†,rrig) ⊂ B+
dR pour n ≥ n(r),

on sait déjà que ϕ−n(B†,rτ,rig,K) ⊂ B+
dR, et que les éléments de B†,rτ,rig,K sont de la forme
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∑
k∈Z ak[π̃]k tels que ak ∈ F et vp(ak) + p−1

pe
k/ρ → +∞ quand k → ±∞ pour tout

ρ ∈ [r,+∞[. De plus, on a

ϕ−n([π̃]) = [π̃p
−n

] = πn exp(
log[π̃]

pn
) ∈ Xn.

Si maintenant x ∈ B†,rτ,rig,K , on écrit x =
∑

k∈Z ak[π̃]k et on a :

ϕ−n(x) =
∑

k∈Z

ϕ−n(ak)ϕ
−n([π̃])k =

∑

k∈Z

akπ
k
n exp(

k log[π̃]

pn
)

=
∑

k∈Z

akπ
k
n

∞∑

i=0

(k log[π̃])i

pnii!

=
∞∑

i=0

(log[π̃])i

pnii!
(
∑

k∈Z

kiakπ
k
n).

Comme la somme
∑

k∈Z k
iakπ

k
n converge pour tout i ∈ N puisque n ≥ n(r) et comme

log[π̃] ∈ (ϕ−n([π̃])−πn)Xn par dé�nition, on en déduit que ϕ−n(x) dé�nit bien un élément

de Xn, ce qui termine la preuve.

On notera par la suite ιn : B†,rτ,rig,K −→ Xn l'application dé�nie par ϕ−n pour n ≥ n(r).

Proposition 5.3.6. � Si I est un idéal principal de B†,rτ,rig,K qui divise λh pour h ≥ 0,

alors I est engendré par un élément de la forme
∏+∞

n=n(r)

(
ϕn(E([π̃]))

E(0)

)jn
avec les jn ≤ h.

Démonstration. � On a λ =
∏+∞

n=0

(
ϕn(E([π̃]))

E(0)

)
. De plus, on a B†,rτ,rig,K/ϕ

n(E([π̃])) ' Kn,

de sorte que les ϕn(E([π̃])) sont des idéaux maximaux. Si maintenant x est un générateur

de I, x|λh et donc par [Laz62, Prop. 10], x est le produit d'une unité par un élément de

la forme
∏+∞

n=n(r)

(
ϕn(E([π̃]))

E(0)

)jn
.

Théorème 5.3.7. � Si D est un ϕ-module sur B†τ,rig,K, alors il existe r(D) ≥ 0 tel que

pour tout r ≥ r(D), il existe un unique sous B†,rτ,rig,K-module Dr de D tel que :

(1) D = B†τ,rig,K ⊗B†,rτ,rig,K
Dr ;

(2) le B†,prτ,rig,K-module B†,prτ,rig,K ⊗B†,rτ,rig,K
Dr a une base contenue dans ϕ(Dr).

Démonstration. � Ce résultat est une variante d'un résultat de Cherbonnier [Che96], et

la version dans le cas des B†τ,rig,K-modules du théorème I.3.3. de [Ber08]. Comme D est

un B†τ,rig,K-module libre de rang d, il en existe une base, qu'on note e1, · · · , ed. Il existe
donc r = r(D) tel que la matrice de ϕ dans cette base soit dans GLd(B

†,r
τ,rig,K), et donc

en posant Dr = ⊕di=1B
†,r
τ,rig,Kei, les deux conditions du théorème sont véri�ées. Il reste à

montrer l'unicité. Soient maintenant D(1)
r et D(2)

r deux B†,rτ,rig,K-modules véri�ant les deux

conditions du théorème. On choisit des bases de ces deux modules, et on noteM la matrice

de passage d'une base à l'autre et P1, P2 les matrices de ϕ dans les bases correspondantes.

Ces matrices véri�ent alors la relation ϕ(M) = P−1
1 MP2, avec P1, P2 ∈ GLd(B

†,pr
τ,rig,K),

et M ∈ Md(B
†,s
τ,rig,K) pour un certain s. Mais si s ≥ pr, alors P−1

1 MP2 appartient à

Md(B
†,s
τ,rig,K) et donc on a également ϕ(M) ∈Md(B

†,s
τ,rig,K). Mais

ϕ(B†,sτ,rig,K) ∩ B̃†,sτ,rig,K = ϕ(B†,sτ,rig,K ∩ ϕ−1(B̃†,sτ,rig,K)) = ϕ(B
†,s/p
τ,rig,K)
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puisque ϕ−1(B̃†,sτ,rig,K) = B̃
†,s/p
τ,rig,K et que B†,sτ,rig,K ∩ B̃†,s

′

τ,rig,K = B†,s
′

τ,rig,K si s′ ≤ s par le lemme

4.2.16. On a donc ϕ(B†,sτ,rig,K) ∩B†,sτ,rig,K ⊂ ϕ(B
†,s/p
τ,rig,K) mais réciproquement il est clair que

ϕ(B
†,s/p
τ,rig,K) ⊂ ϕ(B†,sτ,rig,K) ∩B†,sτ,rig,K d'où l'égalité ϕ(B†,sτ,rig,K) ∩B†,sτ,rig,K = ϕ(B

†,s/p
τ,rig,K).

En particulier, si M ∈Md(B
†,s
τ,rig,K) avec s ≥ pr, on peut remplacer s par s/p, de sorte

que M est en fait dans M(B†,rτ,rig,K), et on peut appliquer le même raisonnement à M−1,

de sorte que M ∈ GLd(B
†,r
τ,rig,K) et donc D(1)

r = D
(2)
r .

Si D est un ϕ-module sur B†τ,rig,K et si n ≥ n(r) avec r ≥ r(D), l'application ιn :

B†,rτ,rig,K → Xn confère une structure de ιn(B†,rτ,rig,K)-module àXn et la formule ιn(µ)·x = µx

donne une structure de ιn(B†,rτ,rig,K)-module à Dr et on note alors ce module ιn(Dr). Cela

nous permet donc de dé�nirXn⊗ιn(B†,rτ,rig,K)ιn(Dr), qu'on écriraXn⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr a�n d'alléger

les notations.

Proposition 5.3.8. � Si D est un ϕ-module de rang d sur B†τ,rig,K et si D(1), D(2) sont

deux sous B†τ,rig,K-modules libres de rang d et stables par ϕ de D[1/λ] = B†τ,rig,K [1/λ]⊗B†τ,rig,K

D tels que :

(1) D(1)[1/λ] = D(2)[1/λ] = D[1/λ] ;

(2) Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

D
(1)
r = Xn ⊗ιn

B†,rτ,rig,K
D

(2)
r pour tout n� 0 ;

alors D(1) = D(2).

Démonstration. � C'est l'analogue de [Ber08, Prop. I.3.4].

On a D(1)[1/λ] = D(2)[1/λ] donc il existe h ≥ 0 tel que λhD(2) ⊂ D(1). Soit maintenant

r ≥ max(r(D(1)), r(D(2))) et tel que :

Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

D(1)
r = Xn ⊗ιn

B†,rτ,rig,K
D(2)
r

pour tout n ≥ n(r). Les diviseurs élémentaires de λhD(2) ⊂ D(1) sont des idéaux de

B†,rτ,rig,K qui divisent λh donc qui sont de la forme
∏+∞

n=n(r)

(
ϕn(E([π̃]))

E(0)

)jn,i
pour i = 1, · · · , d

par la proposition 5.3.6. Le calcul des diviseurs élémentaires commutant à la localisation,

ceux de l'inclusion

λhXn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

D(2)
r ⊂ Xn ⊗ιn

B†,rτ,rig,K
D(1)
r

sont donnés par les idéaux (λjn,i), et donc jn,i = h pour tous i et n, et doncD(1) = D(2).

Lemme 5.3.9. � Si D est un ϕ-module sur B†τ,rig,K, on dispose d'une application

ϕn : Yn+1 ⊗Yn
(
Yn ⊗ιn

B†,rτ,rig,K
Dr

)
−→ Yn+1 ⊗ιn+1

B†,rτ,rig,K
Dr

donnée par ϕn(un+1 ⊗ un ⊗ ιn(x)) = un+1un ⊗ ιn+1(ϕ(x)).

Démonstration. � Cela découle du fait qu'on a les inclusions ϕ(Dr) ⊂ B†,prτ,rig,K⊗B†,rτ,rig,K
Dr,

ιn+1(B†,prτ,rig,K) ⊂ Xn+1 et ιn+1(ϕ(µ)) = ιn(µ) si µ ∈ B†,rτ,rig,K .

De façon analogue à [Ber08, Déf. II.1.1], on dé�nit une notion de suite ϕ-compatible :
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Dé�nition 5.3.10. � Soit D un ϕ-module sur B†τ,rig,K et soit r ≥ r(D). Si {Mn}n≥n(r)

est une suite de Xn-réseaux de Yn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr, on dit que c'est une suite ϕ-compatible si

ϕn(Xn+1 ⊗Xn Mn) = Mn+1.

Lemme 5.3.11. � Si M est un sous-ϕ-module de rang maximal d'un ϕ-module D sur

B†τ,rig,K, alors lesMn := Xn⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Mr déterminent une suite ϕ-compatible de Xn-réseaux

de Yn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr.

Démonstration. � Cela découle de la dé�nition 5.3.10 et de la construction des ϕn.

On dispose également d'un analogue du théorème II.1.2 de [Ber08] :

Théorème 5.3.12. � Si D est un ϕ-module sur B†τ,rig,K, si r ≥ r(D) et si {Mn} est une
suite ϕ-compatible de réseaux de Yn⊗ιn

B†,rτ,rig,K
Dr, alors il existe un unique sous ϕ-module M

de D[1/λ] tel que Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Mr = Mn pour tout n ≥ n(r). De plus, M [1/λ] = D[1/λ].

Si D est un (ϕ, τ)-module sur (B†τ,rig,K , B̃
†
rig,L) tel que les BGLdR ⊗Xn Mn sont stables sous

l'action induite de G∞, alors M est aussi un (ϕ, τ)-module.

L'unicité d'un tel M est une conséquence directe de la proposition 5.3.8, et on va avoir

besoin d'un certain nombre de résultats avant de démontrer son existence. Dans ce qui

suit, on a donc �xé un ϕ-module D sur B†τ,rig,K , un r ≥ r(D) et une suite ϕ-compatible

{Mn} de réseaux de Yn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr.

Lemme 5.3.13. � Il existe un entier h ≥ 0 tel que pour tout n ≥ n(r) on ait :

(ϕ−n([π̃])− πn)hXn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr ⊂Mn ⊂ (ϕ−n([π̃])− πn)−hXn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr.

Démonstration. � C'est l'analogue de [Ber08, Lemm. II.1.3]. Comme Mn(r) est un

réseau deXn(r)⊗ιn(r)

B†,rτ,rig,K
Dr, il existe h tel que l'inclusion du lemme soit vraie pour n = n(r).

Comme de plus, ϕn(Xn+1 ⊗Xn Mn) = Mn+1, (ϕ−n([π̃]) − πn)Xn+1 = (ϕ−(n+1)([π̃]) −
πn+1)Xn+1 et

ϕn(Xn+1 ⊗Xn Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr) = Xn+1 ⊗ιn+1

B†,rτ,rig,K
Dr,

l'inclusion reste vraie pour n+ 1 si elle l'est pour n, ce qui permet de conclure.

On �xe maintenant h comme dans le lemme précédent, et on a un analogue de [Ber08,

Lemm. II.1.4] :

Lemme 5.3.14. � On poseMr =
{
x ∈ λ−hDr tels que ιn(x) ∈Mn pour tout n ≥ n(r)

}
.

Alors Mr est un B†,rτ,rig,K-module libre de rang d.

Démonstration. � Comme les applications ιn : λ−hDr → Mn[1/λ] sont continues, Mr

est fermé dans λ−hDr donc est libre de rang �ni par le lemme 5.3.1. Comme de plus,

λhDr ⊂Mr par le lemme 5.3.13, Mr est un B†,rτ,rig,K-module libre de rang d.

Lemme 5.3.15. � On a Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Mr = Mn pour tout n ≥ n(r).
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Démonstration. � C'est l'analogue de [Ber08, Lemm. II.1.5].

Comme Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Mr et Mn sont complets pour la topologie (ϕ−n([π̃])− πn)-adique,

il su�t de montrer que l'application naturelle

Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Mr →Mn/(ϕ
−n([π̃])− πn)hMn = Mn/λ

hMn

est surjective pour tout n.

Si x ∈Mn, le lemme 5.3.13 montre qu'il existe y ∈ λ−hDr tel que ιn(y)− x ∈ λhMn.

La solution du problème des � parties principales � (cf [Laz62, �8]) montre que, si

` ≥ 1, il existe λn,` ∈ B†,rτ,rig,K tel que

ιn(λn,`) ∈ 1 + (ϕ−n([π̃])− πn)`Xn

et

ιm(λn,`) ∈ (ϕ−m([π̃])− πm)`Xm

si m 6= n. On pose alors z = λn,3hy, de sorte que :

ιn(z)− ιn(y) ∈ (ϕ−n([π̃])− πn)2hXn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Mr ⊂ (ϕ−n([π̃])− πn)hMn = λhMn

et, si m 6= n,

ιm(z) ∈ λ2hXm ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr ⊂ λhMm ⊂Mm

et donc z ∈Mr et l'application naturelle

Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Mr → (ϕ−n([π̃])− πn)hMn

est bien surjective.

Démonstration du théorème 5.3.12. � Soit

Mr :=
{
x ∈ λ−hDr tels que ιn(x) ∈Mn pour tout n ≥ n(r)

}
.

Les lemmes 5.3.14 et 5.3.15 montrent que Mr est un B†,rτ,rig,K-module libre de rang d et

que Xn⊗B†,rτ,rig,K
Mr = Mn pour tout n ≥ n(r). On dé�nit donc M := B†τ,rig,K ⊗B†,rτ,rig,K

Mr.

Comme la suite de réseaux {Mn} est ϕ-compatible, on en déduit que ϕ(M) ⊂ M et

que Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

ϕ∗(M)pr = Mn pour tout n ≥ n(pr). La proposition 5.3.8 appliquée à M

et ϕ∗(M) montre que ϕ∗(M) = M , et on a bien M [1/λ] = D[1/λ] par le lemme 5.3.14.

Ce M véri�e donc toutes les conditions, ce qui termine la preuve de l'existence.

Dans le cas où D est un (ϕ, τ)-module tel que les BGLdR⊗XnMn sont stables sous l'action

induite de G∞, la dé�nition de Mr montre que B̃†rig,L⊗B†τ,rig,K
M est muni d'une action de

G∞ commutant à celle de ϕ, ce qui conclut.

On va maintenant utiliser ces résultats pour associer à un (ϕ,N)-module �ltré un

(ϕ, τ)-module sur B†τ,rig,K .

Si D est un (ϕ,N)-module �ltré, on pose D = (B†τ,log,K ⊗F D)N=0.

Lemme 5.3.16. � On a

B†τ,log,K ⊗B†τ,rig,K
D = B†τ,log,K ⊗F D.
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Démonstration. � Par dé�nition de D, on a D ⊂ B†τ,log,K ⊗F D et il su�t donc de

montrer que les éléments de D engendrent B†τ,log,K ⊗F D. Comme N est nilpotent sur D,

il existe une base (e1, · · · , ed) dans laquelle Mat(N) est sous forme de Jordan, c'est-à-dire

qu'il existe une partition de d : d1 + · · · + dr = d telle que pour tout i ∈ {1, · · · , r}, le
F -espace vectoriel Edi = VectF (ed1+···+di , ed1+···+di+1, · · · , ed1+···+di+1−1) est stable par N

et qu'on ait N(ed1+···+di) = 0 pour tout i et N(ed1+···+di+k) = ed1+···+di+(k−1) pour tout

k ∈ {1, · · · , di+1}.
Comme les Ei sont stables par N , il su�t de montrer que pour chacun des Ei, il existe

une base de B†τ,log,K ⊗B†τ,rig,K
Ei tuée par N . Montrons le pour E1, la démonstration étant

la même pour les autres.

On a N(e1) = 0 donc e′1 = 1 ⊗ e1 est un élément de B†τ,log,K ⊗B†τ,rig,K
E1 tué par N .

On a N(e2) = e1 donc N(1 ⊗ e2 − log[π̃] ⊗ e1) = 0 et donc e′2 = 1 ⊗ e2 − log[π̃] ⊗ e1 est

tué par N . De même, si on pose e′j =
∑j

k=1(−1)j−k log[π̃]j−k ⊗ ek pour j ∈ {1, · · · , d1},
alors comme N(ei+1) = ei pour tout i, e′j est bien tué par N . Pour conclure, il su�t de

remarquer que comme (e1, · · · , ed1) est une base de E1, la famille (e′1, · · · , e′d1
) est libre

dans B†τ,log,K ⊗B†τ,rig,K
E1.

En particulier, ce lemme montre que D est un ϕ-module sur B†τ,rig,K .

Pour n ∈ Z, on a ϕ−n(F ) = F ⊂ K, ce qui confère àK, et àD, une structure de ϕ−n(F )-

module. On note ιn(D) le ϕ−n(F )-module ainsi obtenu, et on écrira K ⊗ιnF D plutôt que

K ⊗ϕ−n(F ) ιn(D) a�n d'alléger les notations. L'application ξn : K ⊗F D → K ⊗ιnF D,

envoyant µ⊗x sur µ⊗ ιn(ϕn(x)) est un isomorphisme puisque ιn = ϕ−n, ce qui permet de

munir Dn
K := K⊗ιnF D de la �ltration image par cette application ξn. On dé�nit également

une �ltration sur Yn par FiliYn = (ϕ−n([π̃])− πn)iYn, ce qui nous donne une �ltration sur

Yn ⊗K Dn
K , et on pose Mn(D) := Fil0(Yn ⊗K Dn

K). Le foncteur D 7→ Mn(D) est alors un

⊗-foncteur exact. Comme de plus,

B†τ,log,K ⊗B†τ,rig,K
D = Bτ,log,K ⊗F D

et ιn(B†,rτ,log,K) ⊂ Yn pour n ≥ n(r), on trouve que

Yn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr = Yn ⊗K Dn
K

pour n ≥ n(r), et donc Mn(D) est un réseau de Yn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr.

Proposition 5.3.17. � La famille de réseaux {Mn} de Yn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr dé�nie par

Mn(D) = Fil0(Yn ⊗K Dn
K)

est ϕ-compatible.

Démonstration. � C'est l'analogue de [Ber08, Prop. II.2.1]. Le Xn-module Mn(D) =

Fil0(Yn ⊗K Dn
K) est libre de rang d et engendré par une base de la forme (ϕ−n([π̃]) −

πn)−hi ⊗ ξn(ei), où e1, · · · , ed est une base de DK adaptée à la �ltration, et hi = tH(ei),

de sorte que Mn+1(D) = ϕn(Xn+1 ⊗Xn Mn(D)) puisque ξn+1 = ϕn ⊗ ξn sur DK .



5.3. CARACTÉRISATION DES REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES 163

Le théorème 5.3.12 nous permet de dé�nir un (ϕ, τ)-module, de façon analogue à

[Ber08, Déf. II.2.2].

Dé�nition 5.3.18. � Si D est un (ϕ,N)-module �ltré, on dé�nit M(D) le (ϕ, τ)-

module obtenu à partir du théorème 5.3.12 à partir des réseaux

Mn(D) = Fil0(Yn ⊗K Dn
K)

pour le (ϕ, τ)-module D = (B†τ,log,K ⊗F D)N=0.

Proposition 5.3.19. � Si D est un (ϕ,N,GM/K)-module �ltré et si D′ est le (ϕ,N)-

module �ltré relatif à M qu'on en déduit par oubli de l'action de GM/K, alorsM(D′) est

un (ϕ, τM)-module sur (B†,rτ,rig,M , B̃
†,r
rig,LM

) muni d'une action de GM/K.

Démonstration. � C'est une conséquence directe de la dé�nition 4.3.17.

Dé�nition 5.3.20. � Si D est un (ϕ,N,GM/K)-module �ltré, on dé�nit M(D) par

M(D) =M(D′)Hτ,K .

Proposition 5.3.21. � Si D est un (ϕ,N,GM/K)-module �ltré, et si on poseMn(DK) :=

Fil0(Yn ⊗K Dn
K), alors Xn ⊗ιn

B†,rτ,rig,K
M(D)r = Mn(DK) pour tout n ≥ n(r).

Démonstration. � C'est l'analogue de [Ber08, Prop. II.2.5].

Par construction, Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

M(D)r ⊂ Fil0(YM,n ⊗M Dn
M)Hτ,K . Par [Fon94b, 4.3.2],

on a

Fil0(YM,n ⊗M Dn
M)Hτ,K = Fil0(Yn ⊗K Dn

K),

et donc Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

M(D)r ⊂Mn(DK).

Si maintenant x ∈Mn(DK), alors x ∈ (XM,n⊗ιn
B†,rτ,rig,M

M(D)r)
Hτ,K = Xn⊗ιn

B†,rτ,rig,K
M(D)r,

et donc l'application

Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

M(D)r →Mn(DK)

est un isomorphisme.

On dispose d'un théorème analogue à [Ber08, Thm. II.2.6] :

Théorème 5.3.22. � Le foncteur D 7→ M(D) est un foncteur exact de la catégorie tan-

nakienne des (ϕ,N,GK)-modules �ltrés dans la catégorie tannakienne des (ϕ, τ)-modules

sur B†τ,rig,K, et le rang deM(D) est égal à la dimension de D.

Démonstration. � La dé�nition 5.3.18 montre que les Mn(D) ont même rang que la

dimension de D, et doncM(D) a pour rang la dimension de D.

Si on a une suite exacte

0→ D1 → D2 → D3 → 0,

on va montrer que M(D2) → M(D3) est surjectif. Comme D 7→ Mn(D) est ⊗-exact,
Mn(D2) → Mn(D3) est surjectif pour tout n, de sorte que l'image M de M(D2) dans

M(D3) véri�e

Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Mr = Mn(D3)
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et donc par l'unicité dans le théorème 5.3.12, l'image deM(D2) dansM(D3) estM(D3),

ce qui prouve la surjectivité.

Les mêmes arguments montrent queM(D1 ⊗D2) =M(D1)⊗M(D2).

On va maintenant montrer que ce foncteur D 7→ M(D) étend celui de Kisin :

Proposition 5.3.23. � Si D est un (ϕ,N)-module �ltré e�ectif, et si M(D) désigne

le (ϕ,∇)-cristal sur B+
τ,rig,K obtenu à partir de D via le lemme 5.3.3, alors M(D) '

B†τ,rig,K ⊗B+
τ,rig,K

M(D) en tant que (ϕ,N∇)-cristaux.

Démonstration. � Soit D un (ϕ,N)-module �ltré e�ectif. On a dé�niM(D) comme

M(D) =
{
x ∈ (B†τ,log,K [1/λ]⊗F D)N=0 : ιn(x) ∈ Fil0(Yn ⊗K Dn

K)
}

et M(D) était dé�ni comme

M(D) =
{
x ∈ (B+

τ,log,K [1/λ]⊗F D)N=0 : jn(x) ∈ Fil0(Ỹn ⊗K DK)
}
.

Comme (ιn)|B+
τ,log,K

est la composée de jn et de l'application ϕ−nπ : X̃n → Xn et que

ϕ−nπ (Yn) = Ỹn, on a M(D) ⊂ M(D). On pose M†(D) := B†τ,rig,K ⊗B+
τ,rig,K

M(D), et

l'inclusion précédente nous donne M†(D) ⊂M(D).

Soit r ≥ r(M(D)), et soit pour n ≥ n(r) :

Mn := Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

M†
r(D).

La suite Mn est donc ϕ-compatible pour M(D)† et donc pour M(D) puisque M(D) et

M(D) ont même rang (égal à la dimension de D). De plus, par dé�nition de M(D) et

comme on a un isomorphisme

Xn ⊗B+
τ,rig,K

(B+
τ,log,K ⊗F D)N=0 ' Xn ⊗K Dn

K

en appliquant ϕ−nπ au (1) du lemme 5.3.2, on en déduit que Mn = Fil0(Yn ⊗K Dn
K). Or

M(D) est dé�ni par la suite ϕ-compatible Mn = Fil0(Yn ⊗K Dn
K), ce qui conclut par

l'unicité dans le théorème 5.3.12.

5.3.2. Construction de (ϕ,N)-modules �ltrés. � On va maintenant montrer com-

ment on peut associer à certains (ϕ, τ)-modules sur B†τ,rig,K un (ϕ,N)-module �ltré, cette

construction étant un inverse de celle de la partie précédente. Avant cela, on va avoir

besoin de quelques dé�nitions et rappels sur les modules à connexion qu'on va être amené

à considérer.

Comme dans [Ber08, Déf. III.1.2], on dé�nit la notion de connexion localement triv-

iale :

Dé�nition 5.3.24. � Soit D un (ϕ, τ)-module sur B†τ,rig,K tel que la connexion associée

N∇ dé�nisse un (ϕ,N∇)-cristal. On dit que l'opérateur N∇ est localement trivial sur D

s'il existe r tel que :

Xn(r) ⊗ιn(r)

B†,rτ,rig,K
Dr = Xn(r) ⊗Kn(r)

(Xn(r) ⊗ιn(r)

B†,rτ,rig,K
Dr)

N∇=0.
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Soit M un Yn-espace vectoriel de dimension d, muni d'une connexion N∇ : M → M

qui étend celle sur Yn. On appelle section horizontale de M un élément de MN∇=0.

La connexion N∇ est dite régulière si M possède un Xn-réseau M0 tel que N∇(M0) ⊂
M0, et on dit que la connexion est triviale si M possède un Xn-réseau M0 tel que

N∇(M0) ⊂ (ϕ−n([π̃])− πn)M0.

Lemme 5.3.25. � SoitM un Yn-espace vectoriel de dimension d, muni d'une connexion

N∇ : M →M qui étend celle sur Yn. On a alors :

(1) dimKnM
N∇=0 ≤ d ;

(2) si M0 est un Xn-réseau de M tel que N∇(M0) ⊂ (ϕ−n([π̃])− πn)M0, alors M
N∇=0
0

est un Kn-espace vectoriel de dimension d et M0 = Xn ⊗Kn MN∇=0
0 .

Démonstration. � Pour montrer le premier point, il su�t de montrer qu'une famille

d'éléments de MN∇=0 libre sur Kn l'est encore sur Yn. On va procéder par récurrence sur

le nombre d'éléments. S'il n'y en a qu'un seul, il n'y a rien à faire. Sinon, soit n ≥ 2 et

soient x1, · · · , xn des éléments de MN∇=0 formant une famille libre sur Kn. Si λ1, · · · , λn
sont des éléments non tous nuls de Yn tels que

∑
λixi = 0

alors par hypothèse de récurrence on peut supposer qu'ils sont tous non nuls, et quitte à

diviser par λn, on peut réécrire cette égalité sous la forme

xn =
∑

λ′ixi.

En appliquant N∇, on trouve ∑
N∇(λ′i)xi = 0

de sorte que pour tout i, N∇(λ′i) = 0 et donc λ′i ∈ Kn. L'identité

xn =
∑

λ′ixi

contredit alors la liberté des xi sur Kn, ce qui conclut la preuve.

Pour le deuxième point, soit M0 un Xn-réseau de M tel que N∇(M0) ⊂ (ϕ−n([π̃]) −
πn)M0. En particulier, si on note ∂ = 1

λ
N∇, alors ∂(M0) ⊂M0. Soit alors Dk = Mat(∂k)

pour k ∈ N dans une certaine base de M0. Le même calcul qu'en 4.3.21 montre que

H =
∑

k≥0(−1)kDk
(ϕ−n([π̃])−πn)k

k!
converge vers une solution de ∂(H) +D1H = 0, de sorte

que MN∇=0
0 est un Kn-espace vectoriel de dimension d tel que M0 = Xn⊗Kn MN∇=0

0 .

En particulier, la connexion est triviale si et seulement si dimKnM
N∇=0 = d, et dans

ce cas M0 = Xn ⊗Kn MN∇=0 est l'unique Xn-réseau de M tel que N∇(M0) ⊂ (ϕ−n([π̃])−
πn)M0.

Lemme 5.3.26. � Si N est un sous-Yn-espace vectoriel de M stable par N∇ et si N∇
est triviale sur M , alors elle est triviale sur N .

Démonstration. � C'est un analogue de [Ber08, Lemm. III.1.3].

Si M0 est un Xn-réseau de M tel que N∇(M0) ⊂ (ϕ−n([π̃])− πn)M0, alors M0 ∩N est

un Xn-réseau de N tel que N∇(M0 ∩N) ⊂ (ϕ−n([π̃])− πn)(M0 ∩N).
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Lemme 5.3.27. � Soient D et r comme dans la dé�nition 5.3.24. Si N∇ est localement

triviale sur D, alors N∇ est triviale sur Yn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr pour tout n ≥ n(r).

De plus, si Dn est le réseau de Yn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr tel que N∇(Dn) ⊂ (ϕ−n([π̃]) − πn)Dn,

alors Dn+1 = ϕn(Xn+1 ⊗Xn Dn).

Démonstration. � C'est un analogue de [Ber08, Lemm. III.1.4].

Si Dn = Xn ⊗Kn (Yn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr)
N∇=0, alors N∇(Dn(r)) ⊂ (ϕ−n([π̃]) − πn)Dn(r) par

hypothèse. Si n ≥ n(r) et N∇(Dn) ⊂ (ϕ−n([π̃]) − πn)Dn, alors en notant Dn+1 le réseau

de Yn+1⊗ιn+1

B†,rτ,rig,K
Dr donné par Dn+1 = ϕn(Xn+1⊗XnDn), on a N∇(Dn+1) ⊂ (ϕ−(n+1)([π̃])−

πn+1)Dn+1 puisque N∇ commute à ϕn.

Lemme 5.3.28. � Si D est un (ϕ,N,GL/K)-module �ltré, alors N∇ est localement triv-

iale surM(D).

Démonstration. � C'est l'analogue de [Ber08, Prop. III.1.5].

La proposition 5.3.21 montre que

Yn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

M(D)r = Yn ⊗K Dn
K ,

et donc N∇ = 0 sur Dn
K puisque GM/K est �ni.

En particulier, le lemme 5.3.28 montre que siM est dans l'image de D 7→ M(D), alors

N∇ est localement triviale sur M. On va maintenant s'intéresser à la réciproque, et on

va déterminer l'image essentielle du foncteur D 7→ M(D).

Avant cela, on va avoir besoin de faire quelques rappels sur les équations di�érentielles

p-adiques et notamment la conjecture de monodromie p-adique, dans le cas qui nous

intéresse.

Dé�nition 5.3.29. � SiD est un ϕ-module sur B†τ,rig,K muni d'un opérateur di�érentiel

∂D qui étend l'opérateur ∂ : f 7→ X df
dX

et tel que ∂D ◦ ϕ = p · ϕ ◦ ∂D, alors on dit que D

est une équation di�érentielle p-adique avec structure de Frobenius.

Remarque 5.3.30. � De façon plus générale, on appelle équation di�érentielle p-adique

avec structure de Frobenius tout ϕ-module D sur l'anneau de Robba RK associé à un

corps p-adique K (et sur lequel on a choisi un Frobenius), muni d'un opérateur di�érentiel

∂D qui étend n'importe quelle dérivation continue ∂ et tel que ∂D ◦ ϕ = ∂(ϕ(T ))
ϕ(∂T )

· ϕ ◦ ∂D.

En particulier, si D est un (ϕ, τ)-module sur B†τ,rig,K et si D est stable par l'opérateur

∂D = 1
λ
N∇, alors D est une équation di�érentielle avec structure de Frobenius.

Le théorème suivant, connu dans le cas général de la remarque 5.3.30 sous le nom de

conjecture de monodromie p-adique, a été conjecturé par Crew et démontré par André

[And02], Kedlaya [Ked04] et Mebkhout [Meb02] :

Théorème 5.3.31. � Si D est une équation di�érentielle p-adique avec structure de

Frobenius, alors il existe une extension �nie M/K telle que l'application naturelle :

B†τ,rig,M [log[π̃]]⊗M ′0 (B†τ,rig,M [log[π̃]]⊗B†τ,rig,K
D)∂D=0 −→ B†τ,rig,M [log[π̃]]⊗B†τ,rig,K

D



5.3. CARACTÉRISATION DES REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES 167

soit un isomorphisme, M ′
0 étant l'extension maximale non rami�ée de K0 dans M∞ :=

M ·K∞.

Remarque 5.3.32. � Pour plus de détails sur les conjectures de monodromies p-adiques,

on renvoie également au séminaire Bourbaki de Colmez [Col].

Si maintenant D est un (ϕ, τ)-module sur B†τ,rig,K , stable sous l'action de ∂D = 1
λ
N∇, on

pose SM(D) = (B†τ,rig,M [log[π̃]] ⊗B†τ,rig,K
D)∂D=0. C'est un M ′

0-espace vectoriel, et comme

∇τ = 0 sur SM(D), quitte à étendre les scalaires à une extension �nie de M , on peut

supposer que Gal((M · L)/Mcycl) agit trivialement sur SM(D). En particulier, on a alors

M0 = M ′
0. Sans perte de généralité, on peut aussi supposer que M∞/K∞ est galoisienne.

Sous ces hypothèses, SM(D) est un (ϕ,N,GM/K)-module tel que

B†τ,rig,M [log[π̃]]⊗M0 SM(D) = B†τ,rig,M [log[π̃]]⊗B†τ,rig,K
D.

On dispose d'un analogue du théorème III.2.3 de [Ber08] :

Théorème 5.3.33. � Si M est un (ϕ, τ)-module sur B†τ,rig,K tel que N∇ est localement

triviale, alors il existe un unique (ϕ, τ)-module D ⊂M[1/λ] tel que D[1/λ] = M[1/λ] et

tel que ∂M(D) ⊂ D. De plus, la donnée de M détermine une �ltration sur M ⊗M0 SM(D)

et donc une structure de (ϕ,N,GM/K)-module �ltré sur SM(D) telle que M =M(SM(D)).

Avant de démontrer ce résultat, on aura besoin du lemme suivant, qui est le lemme 7.6

de [Ber13] :

Lemme 5.3.34. � Soit D un F -espace vectoriel, et soit W un B+
dR-réseau de BdR⊗F D

stable sous l'action de GF , où GF agit trivialement sur D. Si on pose FiliD = D ∩ ti ·W ,

alors W = Fil0(BdR ⊗F D).

Démonstration du théorème 5.3.33. � Puisque N∇ est localement triviale, il existe une

famille de réseaux Dn de Yn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Mr tels que N∇(Dn) ⊂ (ϕ−n([π̃])− πn)Dn. Comme

de plus, Dn+1 = ϕn(Xn+1⊗XnDn) par le lemme 5.3.27, la famille {Dn} est ϕ-compatible.

Le théorème 5.3.12 nous donne alors un (ϕ, τ)-module D tel que Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr = Dn.

Or N∇(Dn) ⊂ (ϕ−n([π̃]) − πn)Dn pour tout n, et donc N∇(D) ⊂ λD, ce qui conclut la

démonstration de l'existence d'un tel D. L'unicité vient alors du fait qu'on a forcément

Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Dr = Dn pour tout n ≥ n(r).

Le théorème 5.3.31 de monodromie p-adique et la discussion qui suit montrent qu'il

existe une extension �nie M de K telle que M∞/K∞ est galoisienne, Gal((M · L)/Mcycl)

agit trivialement sur SM(D) et SM(D) est un (ϕ,N,GM/K)-module tel que

B†τ,rig,M [log[π̃]]⊗M0 SM(D) = B†τ,rig,M [log[π̃]]⊗B†τ,rig,K
D.

Dans ce qui suit et pour simpli�er les notations, on noteraD = SM(D) et YM,n = Yn ·M ,

XM,n = Fil0(YM,n). On va maintenant construire une �ltration sur DM = M ⊗M0 D. On

dispose d'isomorphismes

YM,n ⊗M Dn
M = YM,n ⊗ιn

B†,rτ,rig,K
Dr ' YM,nr ⊗ιn

B†,rτ,rig,K
Mr
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qu'on utilise pour dé�nir FiliDn
M = Dn

M ∩ (ϕ−n([π̃])− πn)iYM,n ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Mr, et on dé�nit

alors FiliDM comme le tiré en arrière de la �ltration FiliDn
M par l'isomorphisme DM →

Dn
M .

Par dé�nition, l'isomorphisme DM ' Dn
M est donné par µ ⊗ x 7→ µ ⊗ ιn(ϕn(x)), de

sorte que la �ltration induite sur DM ne dépend pas de n.

Pour �nir, on a Xn ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

Mr = Fil0(Yn ⊗K Dn
K) de sorte que M = M(D) =

M(SM(D)) par le lemme 5.3.34.

Comme conséquence directe, on obtient le théorème suivant :

Théorème 5.3.35. � Le foncteur D 7→ M(D), de la catégorie des (ϕ,N,GM/K)-modules

�ltrés, vers la catégorie des (ϕ, τ)-modules sur B†τ,rig,K dont la connexion associée est lo-

calement triviale, est une équivalence de catégories.

Corollaire 5.3.36. � Si D est un (ϕ,N,GM/K)-module �ltré, et si M′ est un sous-

(ϕ, τ)-module saturé de M = M(D), alors il existe un sous-objet D′ ⊂ D tel que M′ =

M(D′).

Démonstration. � Le lemme 5.3.26 montre que la connexion N∇ est localement triviale

sur M′, et donc on peut écrire M′ =M(D′) où D′ est un (ϕ,N,GM ′/K)-module �ltré avec

M ′/K �nie mais su�samment grande. Il reste à montrer que comme M′ ⊂M et M′ ⊂M

est saturé (le résultat est faux sans cette hypothèse), on obtient une inclusion D′ ⊂ D

comme (ϕ,N,GM ′/K)-modules �ltrés, de sorte que GM ′/M agit trivialement sur D′ et donc

que D′ est un sous-(ϕ,N,GM/K)-module �ltré de D, ce qui permettra de conclure. Comme

M′ ⊂M est saturé, on en déduit que M/M′ est muni d'une structure de (ϕ, τ)-module,

et on dispose d'une suite exacte

0→M′ →M→M/M′ → 0

et donc d'une suite exacte

0→ D′ → D

dans la catégorie des (ϕ,N,GM ′/K)-modules �ltrés.

5.3.3. Calcul des pentes. � Dans cette partie, on va s'intéresser au calcul des pentes

de Frobenius du (ϕ, τ)-module M(D) associé au (ϕ,N)-module �ltré D. Ces résultats

sont un analogue de ceux de la partie IV de Berger dans [Ber08].

Théorème 5.3.37. � Si D est un (ϕ,N,GM/K)-module �ltré, alors la pente de detM(D)

est égale à tN(D)− tH(D).

Démonstration. � C'est l'analogue de [Ber08, Thm. IV.2.1].

Le foncteur D 7→ M(D) étant exact et compatible aux produits tensoriels, on a

detM(D) = M(detD). De plus, par dé�nition, on a tN(D) = tN(detD) et tH(D) =

tH(detD), de sorte qu'il su�t de montrer le résultat lorsque D est de rang 1.
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Soit D de rang 1 et e une base de D telle que ϕ(e) = pνλ0 · e, avec λ0 ∈ O×K0
, et on note

η = tH(e). AlorsM(D) = B†τ,rig,Kλ
−η ⊗ e, et ϕ(λ−η ⊗ e) = (E([π̃])/E(0))ηpνλ0λ

−η ⊗ e et
donc la pente deM(D) est égale à ν − η, c'est-à-dire tN(D)− tH(D).

Proposition 5.3.38. � Si D est un (ϕ,N,GM/K)-module �ltré, alors D est admissible

si et seulement siM(D) est un (ϕ, τ)-module étale.

Démonstration. � C'est la même démonstration que [Ber08, Prop. IV.2.2.].

On va commencer par montrer le sens direct. Supposons donc que D est admissible.

Le théorème 4.3.15 montre queM(D) admet une �ltration canonique par des sous (ϕ, τ)-

modules isoclines de pentes croissantes. La somme de ces pentes est, avec multiplicité,

la pente de detM(D), c'est-à-dire tN(D)− tH(D) = 0. Il su�t donc de montrer que les

pentes de M(D) sont toutes ≥ 0. Le corollaire 5.3.36 nous dit que tout sous-objet de

M(D) est de la formeM(D′) oùD′ ⊂ D et la pente de detM(D′) est tN(D′)−tH(D′) ≥ 0

puisqueD est admissible. En particulier,M(D) ne peut pas contenir de sous-objet isocline

de pente < 0, et doncM(D) est étale.

Pour l'autre sens, supposons à présent queM(D) est étale. La pente de detM(D) est

nulle et donc tN(D) − tH(D) = 0. Si D′ est un sous-objet de D, de dimension d′, alors

det(D′) est de dimension 1 dans Λd′D et M(detD′) est un sous-ϕ-module de rang 1 de

M(Λd′D). La proposition [Ber08, Prop. IV.1.3] et le fait queM(Λd′D) = Λd′M(D) est

étale montrent que la pente deM(detD′) est positive, de sorte que tN(D′)− tH(D′) ≥ 0,

et donc D est admissible.

En particulier, ce résultat permet de caractériser les représentations potentiellement

semi-stables en fonction de la connexion associée à leur (ϕ, τ)-module sur B†τ,rig,K : ce

sont celles dont la connexion est localement triviale. On peut également montrer que

le (ϕ,N,GM/K)-module �ltré qu'on récupère à partir du (ϕ, τ)-module associé à une

représentation V est exactement Dst(V ) :

Proposition 5.3.39. � Si V est une représentation p-adique de GK, dont la restriction

à GM est semi-stable, alorsM(Dst,M(V )) = D†τ,rig(V ).

Démonstration. � Soit D un (ϕ,N,GM/K)-module �ltré admissible. Le théorème 5.3.38

montre qu'il existe une représentation p-adique V de GK telle queM(D) = D†τ,rig(V ). Or,

le théorème 5.1.5 appliqué aux (ϕ, τM)-modules nous donne que

Dst,M(V ) = (B†τ,log,M [1/λ]⊗B†τ,rig,K
D†τ,rig(V ))τM=1.

Comme de plus, on a

B†τ,log,M [1/λ]⊗Bτ,rig,KM(D) = B†τ,log,M [1/λ]⊗M0 D

et que (B†τ,log,M [1/λ])τM=1 = M0, on a alors D = (B†τ,log,M [1/λ]⊗Bτ,rig,K D
†
τ,rig(V ))τM=1 et

donc que D = Dst,M(V ) en tant que (ϕ,N,GM/K)-modules.

Il reste à voir que les �ltrations sur D et Dst,M(V ) coïncident. La �ltration surM⊗M0D

est par construction la même que celle sur SM(M(D)), et il faut donc voir qu'elle coïncide

avec celle provenant de l'isomorphisme (M⊗M0Dst,M(V ))GM/K = DdR(V ). Or, si n ≥ n(r),
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l'application ιn envoie B
†,r
τ,log,M ⊗B†,rτ,rig,K

D†,rτ,rig(V ) dans BdR⊗Qp V et donc YM,n⊗M DM ⊂
BdR ⊗Qp V . Mais pour r tel que D†,rτ,rig engendre D†τ,rig et n ≥ n(r), si on pose

W = B+
dR ⊗XM,n (XM,n ⊗ιn

B†,rτ,rig,K
D†,rτ,rig(V )),

alorsW est un B+
dR-réseau de BdR⊗QpV = BdR⊗M (M⊗M0Dst,M(V )), stable sous Galois,

de sorte que par le lemme 5.3.34, on a W = Fil0(BdR ⊗M (M ⊗M0 Dst,M(V ))) et donc

XM,n ⊗ιn
B†,rτ,rig,K

D†,rτ,rig(V ) = Fil0(YM,n ⊗K DdR(V ))

de sorte que la �ltration surD construite dans le théorème 5.3.33 coïncide avec la �ltration

provenant de celle de DdR(V ), d'où l'égalité D = Dst,M(V ) en tant que (ϕ,N,GM/K)-

modules �ltrés.

Dans [Kis06], la condition qui apparaissait et caractérisait les représentations semi-

stables à poids négatifs en fonction du ϕ-module à connexion sur B+
τ,rig,K qu'on leur asso-

ciait était celle de E-hauteur �nie, c'est-à-dire qu'on demandait au conoyau du Frobenius

d'être tué par une puissance de E([π̃]). Bien évidemment, lorsqu'on travaille avec des

ϕ-modules sur B†τ,rig,K pour pouvoir prendre en compte toutes les représentations semi-

stables indépendamment de leurs poids, cette condition ne peut plus être la bonne puisque

E([π̃]) est inversible dans B†τ,rig,K . Il serait intéressant de voir comment généraliser cette

condition pour prendre en compte les ϕ-modules sur B†τ,rig,K , et voir si cette condition

plus générale est équivalente au fait d'être potentiellement semi-stable.

Si V est une représentation semi-stable de GK , alors il existe d ≥ 0 tel que V (−d)

soit à poids négatifs, et dans ce cas D†τ,rig(V ) = b−dγ D†τ,rig(V (−d)) en tensorisant le ré-

sultat de la proposition 4.3.33 par B†τ,rig,K au-dessus de B†τ,K . De plus, comme V est

semi-stable, on a M(Dst(V )) = D†τ,rig(V ) et D†τ,rig(V (−d)) = M(Dst(V (−d))). Comme

V (−d) est semi-stable à poids négatifs, le théorème 5.3.4 et la proposition 5.3.23 montrent

qu'alors M(Dst(V (−d))) = B†τ,rig,K ⊗B+
τ,rig,K

M(Dst(V (−d))), où M(Dst(V (−d))) est un

(ϕ,N∇)-cristal sur B+
τ,rig,K de E-hauteur �nie. En particulier, si V est semi-stable à poids

quelconques, alors il existe d ≥ 0 tel que λ−dD†τ,rig(V ) contienne un sous-(ϕ,N∇)-cristal

sur B+
τ,rig,K de E-hauteur �nie qui engendre λ−dD†τ,rig(V ). Cela peut être un bon point de

départ pour tenter de généraliser la notion de E-hauteur �nie.



ANNEXE : ANNEAUX DE PÉRIODES

Cette annexe récapitule brièvement les constructions des di�érents anneaux de périodes

et les liens entre ces di�érents anneaux, et revient aussi sur les di�érences de notations

entre celles utilisées ici et celles utilisées par d'autres auteurs. Le premier diagramme

rappelle les anneaux utilisés dans la théorie des (ϕ,Γ)-modules et leurs relations entre eux,

le deuxième fait la même chose mais pour les (ϕ, τ)-modules et le troisième diagramme

récapitule les relations entre les principaux anneaux de périodes apparaissant en théorie

de Hodge p-adique et les autres principaux anneaux de périodes. Le dernier diagramme

illustre le calcul des vecteurs localement analytiques dans le complété du compositum

d'une extension de Kummer et de l'extension cyclotomique de K et le calcul des vecteurs

pro-analytiques dans l'anneau B̃†rig,L.

Dans les trois diagrammes qui suivent, les �èches qui se terminent par // // sont

surjectives et toutes les autres sont injectives. La �èche en pointillés dans le dernier

diagramme est la limite inductive des morphismes ιn(r) dé�nis sur les sous-anneaux B̃†,rlog.

La coloration des �èches indique comment obtenir l'anneau d'arrivée à partir de celui de

départ : la �èche est verte si on obtient l'anneau d'arrivée en réduisant modulo p, bleue

si on obtient l'anneau d'arrivée en inversant p, violette si on obtient l'anneau d'arrivée en

� ajoutant un logarithme � et rouge si l'image est dense.

Dans le premier diagramme, on a supposé que K = F pour plus de simplicité. Si on ne

fait pas cette hypothèse, alors la �èche A+
K −→ E+

K n'est plus forcément surjective. En

revanche, le reste du diagramme ne change pas. On peut en fait montrer que, si M/F est

une extension �nie, alors la �èche A+
M −→ E+

M n'est surjective que si M∞/F∞ est non

rami�ée (on rappelle que l'anneau A+
M est dé�ni comme l'intersection des anneaux AM

et Ã+).
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Diagramme 1: Anneaux intervenant dans la théorie des (ϕ,Γ)-modules.

E+
K A+

K

Ẽ+
K Ã+

K B̃+
K

A†,r
K

AK

A

EK

E

Ã†,r
K

ÃK

Ã

ẼK

Ẽ

B̃†,r
K

B̃K

B̃

Diagramme 2: Anneaux intervenant dans la théorie des (ϕ, τ)-modules.

E+
τ,K

E+
τ,L

Ẽ+
L

Ẽ+

Eτ,K

Eτ,L

ẼL

Ẽ

A+
τ,K

A+
τ,L

Ã+
L

Ã+

A†,r
τ,K

A†,r
τ,L

Ã†,r
L

Ã†,r

Aτ,K

Aτ,L

ÃL

Ã

B+
τ,K

B+
τ,L

B̃+
L

B̃+

B†,r
τ,K

B†,r
τ,L

B̃†,r
L

B̃†,r

Bτ,K

Bτ,L

B̃L

B̃
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Diagramme 3: Anneaux intervenant en théorie de Hodge p-adique.

Ẽ

Ã

B̃

Ã†

B̃†

B̃†
rig

B̃†
log

Ã†,r

B̃†,r

B̃†,r
rig

B̃†,r
log

Ẽ+

Ã+

B̃+

B̃+
rig

B̃+
log

OCp/pOCp

OCp

Cp

B+
cris

B+
st

B+
dR

ιn(r
)

θ

θ

θ

θ

Diagramme 4: Calcul des vecteurs localement analytiques et pro-analytiques dans L̂la

et B̃†rig,L respectivement.

K

K∞ Kcycl

L

L̂la

L̂

Cp

B†
τ,rig,K B†

rig,K

B†
τ,rig,K,∞ B†

rig,K,∞

B†,sep
τ,rig,K,∞ B†,sep

rig,K,∞

(B̃†
rig,L)

pa

B̃†
rig,L

B̃†
rig
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Dans ce dernier diagramme, on rappelle que l'extension L qui intervient est le compositum

d'une extension de Kummer, notée K∞, et de l'extension cyclotomique, notée Kcycl. Dans

le cas des sous-anneaux de B̃†rig, les anneaux sans tilde et avec un τ en indice sont ceux

liés à l'extension de Kummer K∞, alors que les anneaux sans tilde et qui n'ont pas de

τ en indice sont ceux liés à l'extension cyclotomique. Il faut lire le diagramme de la

façon suivante : si deux anneaux sont reliés par un trait, alors l'anneau du dessous est

un sous-anneau de celui du dessus, et la couleur du trait indique le lien entre les deux

anneaux qu'il relie : la couleur du trait est rouge si on passe de l'anneau du dessus à

celui en dessous en prenant les invariants sous Gal(K/L), orange en prenant les éléments

tués par ∇γ, bleue en prenant les éléments tués par ∇τ , violette en prenant les vecteurs

localement analytiques ou pro-analytiques. Le trait est de couleur verte si on passe de

l'anneau du dessous à celui de dessus en � perfectisant � l'anneau du dessous, c'est-à-dire

que l'anneau B du dessus s'écrit comme
⋃
k≥0 ϕ

−k(A), où A est l'anneau du dessous. En�n,

le trait est pointillé et bleu si on obtient l'anneau du dessous en prenant les invariants

sous Gal(L/Kcycl) et pointillé et orange si on obtient l'anneau du dessous en prenant les

invariants sous Gal(L/K∞).

En particulier, on remarque que dans le cas des vecteurs localement analytiques dans

L̂, l'extension L joue à la fois le rôle des anneaux B†,sepτ,rig,K,∞ et de B†,seprig,K,∞ dans le cas du

calcul des vecteurs pro-analytiques dans B̃†rig,L.
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On va maintenant rappeler les di�érents anneaux de séries formelles qui interviennent.

Pour plus de simplicité, on va rester ici dans le cas K = F . On note respectivement C[r; 1[

la couronne
{
z ∈ Cp, p

−1/r ≤ |z|p < 1
}
et C ′[r; 1[ la couronne

{
z ∈ Cp, p

− p−1
pr ≤ |z|p < 1

}
.

Avec l'identi�cation X ←→ ε− 1 ou X ←→ [ε]− 1, on a alors :

E+
F = k[[X]]

A+
F = OF [[X]]

B+
F = OF [[X]][1/p]

EF = k((X))

AF = ̂OF [[X]][X−1]

BF = ̂OF [[X]][X−1][1/p]

A†,rF = {séries de Laurent f(X), qui convergent sur C[r; 1[,

et y sont bornées par 1}
B†,rF = {séries de Laurent f(X), qui convergent sur C[r; 1[,

et y sont bornées}

B†,rrig,F = {séries de Laurent f(X), qui convergent sur C[r; 1[}
B†,rlog,F = B†,rrig,F [log(X)]

B+
rig,F = {f(X) ∈ F [[X]], f(X) converge sur le disque ouvert D[0; 1[}

B+
log,F = B+

rig,F [log(X)]

et avec l'identi�cation Y ←→ π̃ ou Y ←→ [π̃], on a :
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E+
τ,F = k[[Y ]]

A+
τ,F = OF [[Y ]]

B+
τ,F = OF [[Y ]][1/p]

Eτ,F = k((Y ))

Aτ,F = ̂OF [[Y ]][Y −1]

Bτ,F = ̂OF [[Y ]][Y −1][1/p]

A†,rτ,F = {séries de Laurent f(Y ), qui convergent sur C ′[r; 1[,

et y sont bornées par 1}
B†,rτ,F = {séries de Laurent f(Y ), qui convergent sur C ′[r; 1[,

et y sont bornées}

B†,rτ,rig,F = {séries de Laurent f(Y ), qui convergent sur C ′[r; 1[}
B†,rτ,log,F = B†,rτ,rig,F [log(Y )]

B+
τ,rig,F = {f(X) ∈ F [[Y ]], f(Y ) converge sur le disque ouvert D[0; 1[}

B+
τ,log,F = B+

τ,rig,F [log(Y )]

Pour �nir, on va revenir sur les di�érences de notations avec d'autres auteurs :

Notre anneau Ẽ+ correspond à l'anneau O[Cp de la théorie de Scholze et à l'anneau R ou

R(Cp) selon les notations de Fontaine, Wintenberger et Caruso, et l'anneau Ã+ = W (Ẽ+)

est l'anneau Ainf dans les notations de Fontaine et Scholze. L'anneau B̃+
rig apparaît aussi

sous le nom de Bcont dans certains articles de Fontaine.

Les anneaux Aτ,K et AK (resp. Bτ,K et BK , resp. B et Bτ ) sont appelés E int (resp. E ,
resp. Eunr) par Fontaine et Caruso.

L'anneau A+
τ,K apparaît en tant que S dans les notations de Kisin et Caruso. Ce que

Kisin appelle O et Ŝn correspond à nos notations B+
τ,rig,K et X̃n respectivement.

En�n, l'anneau Γan,con de Kedlaya correspond aux anneauxB
†
rig,K etB†τ,rig,K , et l'anneau

Γcon[π−1] de Kedlaya correspond aux anneaux B†τ,K et B†K .
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