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M. Patrice Abry Directeur de recherche, ENS de Lyon Directeur
M. Pierre-Olivier Amblard Directeur de recherche, GIPSA-lab Rapporteur
M. Jean-François Aujol Professeur, IMB Examinateur
M. Franck Picard Directeur de recherche, LBBE Rapporteur
Mme. Nelly Pustelnik Chargée de recherche, ENS de Lyon Encadrante
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Résumé

L’invariance d’échelle repose sur l’intuition que les dynamiques temporelles ne sont pas
gouvernées par une (ou quelques) échelle(s) caratéristique(s). Cette propriété est massivement
utilisée dans la modélisation et l’analyse de données univariées issues d’applications réelles.
Son utilisation pratique se heurte pourtant à deux difficultés dans les applications modernes :
les propriétés d’invariance d’échelle ne sont plus nécessairement homogènes en temps ou
espace ; le caractère multivarié des données rend fortement non linéaires et non convexes les
fonctionnelles à minimiser pour l’estimation des paramètres d’invariance d’échelle.

La première originalité de ce travail est d’envisager l’étude de l’invariance d’échelle in-
homogène comme un problème conjoint de détection/segmentation et estimation et d’en
proposer une formulation par minimisation de fonctionnelles vectorielles, construites autour
de pénalisation par variation totale, afin d’estimer à la fois les frontières délimitant les chan-
gements et les propriétés d’invariance d’échelle de chaque région. La construction d’un algo-
rithme de débruitage par variation totale vectorielle à la volée est proposée.

La seconde originalité réside dans la conception d’une procédure de minimisation de fonc-
tionnelle non convexe type ≪ branch and bound ≫ pour l’identification complète de l’ex-
tension bivariée, du mouvement brownien fractionnaire, considéré comme référence pour la
modélisation de l’invariance d’échelle univariée. Cette procédure est mise en oeuvre en pra-
tique sur des données de trafic Internet dans le contexte de la détection d’anomalies.

Dans un troisième temps, nous proposons des contributions spécifiques au débruitage par
variation totale : modèle poissonnien d’attache aux données en relation avec un problème de
détection d’états pour la fluorescence intermittente ; sélection automatique du paramètre de
régularisation.
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2.3.3 Choix du filtre passe-bas gaussien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.4 Extension bidimensionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.4.1 Problème non convexe ℓ0-TV 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.4.2 Problème convexe ℓ1-TV 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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4.3.1.2 Règles de mise à jour & Règle 1 . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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4.3.2.4 Commencer un nouveau segment . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.4 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.4.1 Configuration expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.4.2 Conception de Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.4.3 Performances hors ligne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.4.4 Performances en ligne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.5 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91



TABLE DES MATIÈRES 7
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A Définitions utiles en optimisation convexe 169

B Algorithme de segmentation vectorielle couplée 171
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Introduction

Invariance d’échelle : contexte. L’invariance d’échelle est une propriété omniprésente dans
une grande variété d’applications réelles et offre une description parcimonieuse de nombreux
phénomènes naturels (e.g., turbulence [95], rythme cardiaque [71]) et humains (e.g., trafic
internet [83, 2], art [119]). Le paradigme de l’invariance d’échelle repose sur l’hypothèse
que la dynamique temporelle des données n’est pas déterminée par une ou quelques échelles
caractéristiques, mais par un large continuum d’échelles. L’objectif de l’analyse d’échelle est
alors de modéliser, d’estimer et de valider la relation entre les différentes échelles.

Un modèle d’invariance d’échelle couramment utilisé est celui de l’autosimilarité [184]
énonçant qu’un processus X ne peut pas être distingué de ses copies dilatées, i.e.,

X(t) = aHX(t/a) , ∀a > 0 (1)

L’information clef sur la dynamique de X réside alors dans un seul paramètre H, appelé ex-
posant de Hurst. Dans ce cas, pour rendre compte du fait qu’un seul exposant de loi d’échelle
décrit entièrement X, le processus est dit monofractal. Une méthode efficace en pratique pour
estimer H repose sur l’utilisation de quantités multi-échelles T (a, t) dépendant à la fois de la
position t et de l’échelle a (e.g., accroissements, coefficients d’ondelettes, coefficients d’onde-
lettes dominants) [128, 213]. L’autosimilarité de X se traduit ainsi par un comportement en
loi de puissance en fonction de l’échelle d’analyse a de la fonction de partition suivante

Sq(a) = E|T (a, ·)|q ∼
a→0

aqH . (2)

Plus récemment, des modèles plus riches ont été développés, i.e., processus multifractals,
où la quantité H est remplacée par un ensemble de quantités locales h(t), dites exposants de
Hölder [114]. Il advient alors que

Sq(a) = E|T (a, ·)|q ∼
a→0

aζ(q), (3)

où ζ est une fonction concave non linéaire étroitement liée à la répartition géométrique
des (h(t))t∈R. En pratique, l’information sur la dynamique de X est décrite par le vecteur

(c1, . . . , cp) des coefficients du développement polynomial de ζ en 0, i.e., ζ(q) = c1q + c2
q2

2 +

. . . + cp
qp

p! [13]. L’estimation de ζ à partir de (3) est une procédure d’estimation appelée
formalisme multifractal.

Invariance d’échelle : limitations et questions ouvertes. Dans sa formulation actuelle,
le formalisme multifractal suppose a priori que les propriétés d’invariance d’échelle de l’objet
étudié sont homogènes en t, c’est-à-dire, queH et (c1, . . . , cp) ne varient pas au cours du temps.
Cependant, en pratique,H et (c1, . . . , cp) peuvent varier. De plus, dans nombre d’applications,
l’information peut davantage être contenue dans le changement des propriétés multifractales
que dans les valeurs des paramètres qui les caractérisent. Ce phénomène est notamment visible
dans le cas où l’estimation de l’exposant de l’Hölder h du rythme cardiaque foetal au cours

11



12 INTRODUCTION

du temps permettrait de surveiller en temps réel l’état de santé du foetus [190]. La même
question se pose également dans le cadre bidimensionnel, par exemple pour distinguer sur
une image deux textures, e.g., nuage et neige, chacune caractérisée par sa propre collection
de coefficients (c1, . . . , cp) [181].

Une autre limitation de l’actuel formalisme multifractal est due au fait que la plupart
des contextes d’applications modernes implique l’enregistrement de séries temporelles multi-
variées qui nécessitent alors d’être analysées conjointement. Cependant, leur analyse multi-
résolution se heurte à une difficulté majeure : une extension multivariée de la fonction de
structure Sq(a) pour M signaux monofractals implique a priori le mélange de plusieurs lois
de puissance faisant intervenir différents exposants H1 ≤ . . . ≤ HM [4]. De surcrôıt, Sq(a)
est dominée par la loi de puissance ayant l’exposant le plus élevé, limitant ainsi l’application
des méthodes univariées à la seule estimation de HM . En dépit de son importance théorique
et pratique, la construction d’un paradigme d’estimation multivarié complet est toujours un
problème ouvert dans la littérature.

Optimisation : contexte. L’optimisation est présente dans différents contextes applicatifs
de traitement du signal et de l’image allant de l’estimation de données manquantes [32, 14,
7, 8] à la reconstruction, en passant par l’apprentissage de dictionnaires, de classifieurs ou de
modèles.

La formulation générique en optimisation consiste à savoir résoudre

min
x∈X

f(x) (4)

où X est l’espace de recherche et f le critère permettant d’évaluer chaque élément x ∈ X .
Selon la nature de f , nous pouvons classifier les problèmes en deux catégories : les problèmes
où f est convexe, qui disposent d’un cadre théorique bien défini et dont les algorithmes associés
permettent de trouver efficacement le minimum, et les problèmes où f est non convexe,
qui sont sensiblement plus difficiles en raison de l’existence potentielle de multiples minima
locaux, et dont la résolution constitue un axe majeur de la recherche actuelle.

D’un côté, l’optimisation convexe a connu un nouvel essor ces dernières années avec le
développement de méthodes proximales pour résoudre des problèmes où f est non lisse (i.e.,
non différentiable sur tout son domaine) [49, 38, 50]. En pratique, la non-différentialité de f
peut être due à l’utilisation de normes qui favorisent la parcimonie (e.g., norme ℓ1).

De l’autre côté, la plupart des problèmes d’optimisation non convexe sont difficiles à
résoudre en temps polynomial. Certains problèmes peuvent être résolus exactement et effica-
cement par des algorithmes de programmation dynamique (cf., e.g., [217, 216, 192, 93, 193]).
Lorsque le problème implique une pluralité d’inconnues de diverses natures, les algorithmes
de séparation–évaluation (≪ branch and bound ≫) [120, 44, 160] permettent d’obtenir un en-
cadrement de la solution globale avec toutefois un temps de calcul plus élevé. Autrement,
une solution locale peut être obtenue efficacement par mises à jour alternées des variables.

Optimisation : limitations et questions ouvertes. En pratique et selon l’application,
le critère f est généralement choisi sous la forme

f(x) =
∑

k

λkfk(x) (5)

où les fonctions fk peuvent modéliser des mesures d’attache aux données y ou peuvent im-
poser des conditions de régularité à la solution (e.g, parcimonieuse, constante par morceaux,
linéaire par morceaux). Les hyperparamètres λk sont des scalaires permettant de relativiser
la contribution des différents fk.
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Les hyperparamètres λk sont souvent choisis a priori mais leurs choix sont cruciaux
étant donné qu’ils impactent fortement la qualité de la solution. On retrouve par ailleurs,
dans la littérature de sélection de paramètres, différents critères pour leur estimation (cf.
e.g., validation croisée, périodogramme cumulé normalisé, courbe-L [103], risque généralisé
de Stein [59]). Il a récemment été proposé d’inclure leur estimation au sein d’algorithmes de
Monte-Carlo par châınes de Markov [165] mais la solution s’avère trop coûteuse en temps de
calcul pour des problèmes de grande dimension. Ainsi, l’estimation rapide et non supervisée
des hyperparamètres (λk)k représente encore un défi de taille.

Généralement, un coût de calcul élevé est nécessaire pour résoudre le problème (4), en
raison de la nature itérative des algorithmes mis en oeuvre. Cependant, dans de nombreux cas
pratiques, connâıtre la solution au fur et à mesure de l’acquisition des données y en temps
réel pourrait s’avérer décisif [97, 190]. La solution pourrait être calculée sur une fenêtre
glissante mais cette technique engendre le double inconvénient d’introduire une échelle de
temps arbitraire et de ne pas permettre la reconstruction de la solution sur la totalité de
l’enregistrement. Afin de contourner ces limitations, les algorithmes dits à la volée peuvent
être utilisés, lorsque les données sont scalaires, i.e., X = R

N , en introduisant une fenêtre
de taille variable au-delà de laquelle la solution ne sera pas modifiée [52]. Toutefois, leur
extension au cadre vectoriel demeure difficile [58].

Contributions. Le travail effectué dans cette thèse consiste à formaliser l’analyse des pro-
cessus invariants d’échelle multivariés et non homogènes par la résolution de problèmes d’op-
timisation.

La Partie I dresse un état de l’art concernant les deux outils mathématiques déclinés tout
au long de ce travail. Le premier est celui de l’invariance d’échelle homogène dont la descrip-
tion fait l’objet du Chapitre 1. Nous y présenterons le mouvement Brownien fractionnaire
(fBm) comme processus autosimilaire univarié de référence ainsi que le formalisme multi-
fractal permettant d’estimer dans la pratique la quantité scalaire/vectorielle caractérisant les
propriétés mono/multi-fractales de processus univariés. Le second outil consiste à modéliser
un signal ou une image comme un ensemble de régions de supports disjoints, chacune ca-
ractérisée par des propriétés statistiques (e.g. propriétés d’invariance d’échelle) différentes.
Le Chapitre 2 établit alors une revue de l’état de l’art des approches variationnelles repo-
sants sur l’utilisation de la variation totale (TV) pour détecter les discontinuités, quand leurs
nombres et positions sont inconnus, comme le sont les propriétés sur chaque région.

Le problème d’estimation de discontinuités dans des signaux ou images vectorielles est
ensuite abordé dans la Partie II. Nous envisageons d’employer les approches TV au Chapitre 3
combinées à une version locale du formalisme multifractal afin de déterminer les changements
de propriétés de processus multifractals homogènes par morceaux. Dans les différents cas
considérés, nous discuterons de l’apport des approches TV vectorielles. Ainsi, motivé par
l’existence d’un algorithme à la volée dans le cas scalaire, le Chapitre 4 élabore un algorithme
à la volée permettant de détecter les discontinuités communes à toutes les composantes de
séries temporelles vectorielles.

La Partie III se concentre sur l’étude de l’extension multivariée du modèle d’autosimilarité.
L’identification paramétrique complète des mouvements Browniens opérateurs fractionnaires
(OfBm), définis comme l’extension multivariée du fBm, est obtenue par la résolution d’un
problème d’optimisation non convexe que nous détaillons au Chapitre 5. Un algorithme de
séparation-évaluation est également développé et validé pour l’analyse d’OfBms bivariés (Biv-
OfBm). La méthode est ensuite évaluée et testée au Chapitre 6 sur des données réelles issues
du trafic internet modélisées par les incréments d’un Biv-OfBm dont la valeur des paramètres
permet d’identifier la présence d’anomalies dans le trafic.
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Dans la Partie IV, nous rapportons divers développements méthodologiques autour de la
TV afin de répondre à plusieurs questions soulevées tout au long de ce manuscrit. Notam-
ment, un cas pratique est abordé au Chapitre 7 motivé par le phénomène de fluorescence
intermittente où l’intensité d’émission d’un processus poissonien alterne aléatoirement entre
deux états. La question visant à analyser la distribution des durées de ces deux états est ici
revisitée par les approches TV pour détecter en amont les discontinuités d’intensité. Cepen-
dant, les performances d’estimation des méthodes TV dépendent fortement du réglage d’un
paramètre de régularisation a priori inconnu. C’est dans ce contexte que se place le Cha-
pitre 8 qui propose l’estimation rapide et non supervisée de ce paramètre via la conception
d’une procédure variationnelle bayésienne.



Première partie

Etat de l’art
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Chapitre 1

Analyse multifractale homogène
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Invariance d’échelle. L’invariance d’échelle est aujourd’hui reconnue comme une propriété
omniprésente dans une grande variété d’applications réelles de différentes natures (cf., e.g.
[144] en turbulence, [181] en géophysique, [118] en imagerie médicale et [145] en finance). Le
paradigme de l’invariance d’échelle est basé sur l’hypothèse que la dynamique temporelle ou
spatiale des données n’est pas déterminée par une ou quelques échelles caractéristiques, mais
par une large gamme d’échelles. Par conséquent, l’analyse des données ne doit pas reposer sur
l’utilisation de plusieurs échelles caractéristiques mais doit au contraire permettre d’identifier,
d’estimer et de valider les mécanismes reliant les échelles entre elles.

Fractales. Les fractales constituent l’exemple phare de l’invariance d’échelle [142, 143, 146].
Ce sont des objets mathématiques déterministes autosimilaires desquels il émerge à chaque
échelle une structure identique au tout, à un facteur de dilation près. Elles sont conçues
comme le point fixe d’opérations relatant les échelles de l’objet entre elles. L’adjectif fractal a
été introduit par Mandelbrot pour décrire leur complexité géométrique qui ne pouvait pas être
caractérisée par une dimension entière. La dimension fractale fournit alors une description
globale de leur complexité et de leur irrégularité.

Analyse multifractale. La notion d’autosimilarité peut être étendue au cadre stochas-
tique [184] où la dimension fractale est alors directement liée à l’exposant de Hurst qui
mesure la régularité du processus (voir Section 1.1).

Le modèle multifractal se présente comme une généralisation de l’autosimilarité où la
régularité peut fluctuer ponctuellement. Les processus multifractals ne sont alors plus décrits
par un seul exposant mais par tout le spectre des dimensions fractales des ensembles des
points de même régularité, appelé spectre multifractal, et décrit à la Section 1.2.
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L’invariance d’échelle se manifeste également par le comportement en lois de puissance de
quantités multi-résolution. Une méthode efficace en pratique, appelée formalisme multifractal,
vise à estimer l’exposant de cette loi de puissance qui est intimement liée au spectre mul-
tifractal. De nombreux travaux promeuvent l’utilisation des coefficients d’ondelettes comme
quantité multi-résolution [5, 13, 114]. Plus récemment, il a été proposé l’utilisation des coeffi-
cients d’ondelettes dominants [128, 213] afin de reconstruire l’entièreté du spectre multifractal.
La présentation de ce formalisme fait l’objet de la Section 1.3.

1.1 Invariance d’échelle et autosimilarité

Les processus stochastiques autosimilaires constituent le cadre mathématique fondamental
pour la modélisation des phénomènes d’invariance d’échelle. L’autosimilarité énonce qu’un
signal X ne peut pas être distingué de ses copies dilatées, i.e.,

Définition 1.1 (Autosimilarité [184]). Un processus {X(t)}t∈Rd est dit autosimilaire s’il
vérifie

{X(t)}t∈Rd

d.d.f.
= {aHX(t/a)}t∈Rd (∀a > 0), (1.1)

où
d.d.f.
= représente l’égalité entre les distributions à dimension finie. L’information clef sur

la dynamique d’invariance d’échelle est résumé par un seul paramètre 0 < H < 1, appelé
exposant d’autosimilarité ou exposant de Hurst.

En particulier, le mouvement brownien fractionnaire, i.e., le seul processus gaussien, au-
tosimilaire, à accroissements stationnaires, a largement été utilisé comme le processus de
référence pour modéliser les propriétés d’échelle de signaux univariés issus du monde réel.
Nous rappelons ci-dessous sa définition et nous nous intéresserons à son extension multi-
variée au Chapitre 5.

Définition 1.2 (Mouvement brownien fractionnaire (fBm) [146, 5]). Le mouvement brownien
fractionnaire {X(t)}t∈R d’exposant 0 < H < 1 est le processus gaussien de moyenne nulle tel
que {

X(0) = 0,

X(t+ δ)−X(t)
d.d.f.
= N (0, σ|δ|H), (∀t ∈ R) (∀δ ∈ R).

(1.2)

Il apparâıt donc que {X(t)
d.d.f.
= N (0, σ|t|H)}t∈R est un processus gaussien, autosimilaire, à

accroissements stationnaires entièrement caractérisé par sa fonction de covariance

(∀t ∈ R) (∀s ∈ R) EX(t)X(s) =
σ2

2

(
|t|2H + |s|2H − |t− s|2H

)
(1.3)

où σ2 = EX(1)2.

Nous remarquons que la Définition 1.2 correspond à celle du mouvement brownien lorsque
H = 1/2. Tout comme le processus des accroissements d’un mouvement brownien est un bruit
blanc gaussien, nous définissons le bruit gaussien fractionnaire dont nous ferons usage dans
le cadre multivarié au Chapitre 6.

Définition 1.3 (Bruit gaussien fractionnaire (fGn)). Nous appelons bruit gaussien fraction-
naire, le processus des accroissements {Xδ(t) ≡ X(t+1)−X(t)}t∈R où X est un mouvement
brownien fractionnaire.
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Remarque 1.1. Nous pouvons montrer que la corrélation entre les accroissements successifs
d’un fBm {X}t∈R, i.e.,

(∀t ∈ R) EXδ(t)Xδ(t+ 1) = σ2
(
22H−1 − 1

)
(1.4)

est positive si H > 1/2, négative si H < 1/2 et nulle si H = 1/2.

Deux exemples de fBm unidimensionnels sont illustrés sur la Figure 1.1 pour H = 0.25
(gauche) et H = 0.75 (droite). On observe que la réalisation pour H = 0.25 (voir Figure 1.1,
gauche) apparâıt visuellement plus irrégulière que celle pour H = 0.75 (voir Figure 1.1,
droite). En effet, puisque les réalisations d’un fBm sont des courbes fractales dont la dimension
de Hausdorff vaut 2−H, le comportement de X est d’autant plus irrégulier que H est proche
de 0. De plus, nous remarquons que la variance de X est d’autant plus grande que H → 1
(cf. Définition 1.2 et Remarque 1.1).

Dans le cas bidimensionnel, nous aurions employé l’adjectif ≪ rugueux ≫ pour désigner
des textures invariantes d’échelle. Il apparâıt alors que la notion de régularité (et de rugosité)
est intrinsèquement liée aux propriétés d’invariance d’échelle. Ce lien fait l’objet de la section
suivante.

1.2 Analyse multifractale

Cependant, la condition d’autosimilarité (1.1) est très restrictive. Une condition plus
souple est la suivante

{X(t)}t∈Rd

d.d.f.
= {ωaX(t/a)}t∈Rd (∀a > 0), (1.5)

où ωa = ah(t) est une variable aléatoire dépendant de l’échelle a. La condition (1.5) peut être
interprétée comme une extension de la condition d’autosimilarité (1.1) où H est remplacé
par une quantité stochastique h caractérisant la régularité locale et dont la description fait
l’objet de cette section.

1.2.1 Exposant de Hölder

Il existe diverses façons de mesurer la régularité locale d’un processus autour d’un point
donné. Dans cette section, nous nous concentrerons sur l’exposant de régularité ponctuelle
de Hölder dont nous rappelons la définition. Le lecteur peut se référer à [185, 114] et les
références qui y sont mentionnées pour une étude détaillée.

Définition 1.4 (Classe Cα). Soit un processus continu {X(t)}t∈Rd. Pour tout t ∈ R
d, X ∈

Cα(t) s’il existe une constante C > 0 et un polynome de degré plus petit que la partie entière
de α tels que, pour tout s dans le voisinage de t,

|X(t)− P (s− t)| ≤ C|s− t|α. (1.6)

Définition 1.5 (Exposant de Hölder [114]). On appelle régularité ou exposant de Hölder en
un point t ∈ R

d de X, la quantité

h(t) = sup{α ≥ 0 | X ∈ Cα(t)}. (1.7)

L’exposant de Hölder est défini en chaque point t ∈ R
d et décrit les fluctuations de

régularité (ou singularité) locale deX. Pour certains processus, h peut varier de façon continue
voire discontinue d’un point à l’autre. Dans ce dernier cas, le calcul numérique de h est
instable. Nous préférons à l’information locale h, une description globale décrite dans la
section suivante.



20 CHAPITRE 1. ANALYSE MULTIFRACTALE HOMOGÈNE
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Figure 1.1 – Exemples de processus monofractals unidimensionnels. Haut : Deux
réalisations de mouvements browniens fractionnaires. Bas : spectre multifractal correspon-
dant. Deux valeurs de H sont examinées : à gauche, H = 0.25 et à droite H = 0.75.

1.2.2 Spectre multifractal

Afin d’analyser la collection des {h(t)}t∈Rd , on s’intéresse au spectre multifractal D,
également appelé spectre des singularités, qui fournit une description globale de la répartition
géométrique des {h(t)}t∈Rd .

Définition 1.6 (Spectre multifractal [142, 80],). Soit un processus {X(t)}t∈Rd ainsi que
{h(t)}t∈Rd l’ensemble de ses exposants de Hölder. Soit l’ensemble iso-Hölder E(h) = {t ∈
R
d | h(t) = h}. On appelle spectre multifractal D la collection des dimensions de Hausdorff

de (E(h))h≥0 i.e.,
D(h) = dimE(h). (1.8)

Lorsque l’exposant de Hölder h vaut H en tout point, le processus est dit monofractal et le
support du spectre multifractal est réduit à un singleton. En particulier, les processus autosi-
milaires (voir Définition 1.1) forment une famille de processus monofractals (voir a contrario
les processus de Lévy [113]). Pour les fBm (voir Définition 1.2), le spectre multifractal prend
la forme suivante :

Exemple 1.1 (Spectre multifractal d’un fBm). Soit un fBm {X(t)}t∈R caractérisé par l’ex-
posant de Hurst 0 < H < 1, alors son spectre multifractal D s’écrit :

(∀h ≥ 0) D(h) =
{
1 , si h = H,

−∞ , sinon.
(1.9)

Deux réalisations de fBm unidimensionnels sont illustrées par la Figure 1.1 pour H =
0.25 (gauche) et H = 0.75 (droite). Les spectres multifractals correspondants, également
représentés, sont tout deux des diracs en H.
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Figure 1.2 – Exemples de processus multifractals unidimensionnels. Haut : Deux
réalisations de marches aléatoires multifractales. Bas : spectre multifractal correspondant.
Pour c1 = 0.5, deux valeurs de c2 sont examinées : à gauche, c2 = −0.0025 et à droite
c2 = −0.04.

Alors que les processus monofractals sont caractérisés par un seul exposant H, les ex-
posants de Hölder h pour des processus multifractals peuvent varier (de manière continue
ou discontinue) d’un point à un autre, i.e., le support du spectre multifractal correspondant
n’est plus réduit à un singleton. En outre, les processus satisfaisant (1.5) forment une fa-
mille de processus multifractals. En particulier, nous nous intéresserons dans le Chapitre 3
aux marches aléatoires multifractales, qui ont la particularité d’avoir un spectre multifractal
parabolique.

Exemple 1.2 (Spectre multifractal d’une marche aléatoire multifractale (MRW) [179, 3]).
Soit une marche multifractale aléatoire de dimension d caractérisée par les paramètres κ et
λ. Alors son spectre multifractal est une parabole d’équation :

(∀h ≥ 0) D(h) = d+
(h− c1)2

2c2
, (1.10)

où c1 = κ + λ2/2 et c2 = −λ2. Deux exemples de MRW unidimensionnels sont illustrés par
la Figure 1.2 pour (c1, c2) = (0.5,−0.0025) (gauche) et (c1, c2) = (0.5,−0.04) (droite).

1.3 Formalisme multifractal

En pratique, il est difficile voire impossible d’estimer le spectre D par la mesure de h (cf.,
e.g., [134] pour une revue de diverses méthodes). Dans cette section, nous présentons une
méthode d’estimation efficace basée sur le formalisme multifractal.
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1.3.1 Fonction de partition et fonction d’échelle

Le formalisme multifractal repose sur l’utilisation de coefficients multirésolution de X,
notés T (a, t), dépendant à la fois de l’échelle a et de la position t. Ces coefficients pouvant
être par exemple les accroissements de X, i.e., T (a, t) = X(a+ t)−X(t), les coefficients d’on-
delettes [139] voire les coefficients d’ondelettes dominants [114, 213]. Une propriété nécessaire,
est que ces coefficients doivent reproduire localement l’exposant de Hölder dans la limite des
petites échelles [112, 115, 139], i.e.,

|T (a, t)| ∼
a→0

ah(t). (1.11)

Plutôt que mesurer ponctuellement h à chaque position t, le formalisme multifractal
a recours à une approche statistique reposant sur l’utilisation de la fonction de partition
suivante décrivant les propriétés statistiques de X.

Définition 1.7 (Fonction de partition). Soit T (a, t) des coefficients multirésolution dépendant
de l’échelle a > 0 et de la position t ∈ R

d. On appelle fonction de partition à l’ordre q ∈ Z
∗,

la quantité définie par
Sq(a) = E|T (a, ·)|q = Eeq lnT (a,·) (1.12)

L’invariance d’échelle d’un processus se traduit par le comportement en loi de puissance
suivant de sa fonction de partition :

Définition 1.8 (Fonction d’échelle). Si X est invariant d’échelle, alors sa fonction de par-
tition possède le comportement en loi de puissance suivant

Sq(a) ∼
a→0

aζ(q) (1.13)

où la fonction q 7→ ζ(q) est appelée fonction d’échelle. En particulier, pour une certaine
gamme a ∈ [amin, amax] et q ∈ [qmin, qmax], on peut considérer en première approximation
qu’il existe F tel que

Sq(a) = F (q)aζ(q). (1.14)

La forme concave de la fonction d’échelle ζ, observée expérimentalement en [95] peut être
expliquée à partir des fluctuations de la régularité locale :

Proposition 1.1 (Lien entre fonction d’échelle et spectre multifractal). Soit un processus
caractérisé par le spectre multifractal D et la fonction d’échelle ζ. Alors D et ζ sont liés par
la transformation de Legendre suivante :

ζ(q) = inf
h
(qh−D(h) + d) . (1.15)

Donc ζ est concave (voir Définition 2.3 et Remarque 2.6). Par conséquent, à partir de ζ, le
spectre multifractal peut être obtenu par

D(h) ≤ inf
q 6=0

(qh− ζ(q) + d) , (1.16)

où l’égalité est obtenue dans (1.16) pour certains processus.

Remarque 1.2. Le résultat de la Proposition 1.1 peut être compris par l’heuristique suivante.
Pour tout t ∈ R

d, il y a environ |a|−D(h0) bôıtes de volume |a|d pour lesquelles h(t) ≡ h0 et
par conséquent |T (a, t)| ∼ |a|h0. Dès lors,

Sq(a) ≈
∫

Rd

|T (a, t)|qdt ∼
∫

h
|a|qh|a|−D(h)|a|ddh =

∫

h
|a|qh−D(h)+ddh (1.17)
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Lorsque a→ 0, la contribution dominante dans (1.17) est donnée par

ζ(q) = inf
h
(qh−D(h) + d) . (1.18)

Selon la nature mono/multi-fractal d’un processus, nous pouvons distinguer deux catégories
de fonctions d’échelles : pour les processus monofractals, ζ varie linéairement avec q alors que
pour les processus multifractals, ζ est une fonction non linéaire concave.

En pratique, on utilise des relations comme (1.16) permettant de relier des quantités, par
exemple la fonction d’échelle ζ, au spectre multifracal D. Les relations de ce type sont appelées
formalisme multifractal. Dans la suite, nous détaillons comment appliquer ce formalisme en
pratique à partir des coefficients d’ondelettes dominants.

1.3.2 Processus monofractal et coefficients d’ondelettes

Pour les processus monofractals où D est de la forme (1.9), on peut montrer par l’intermé-
diaire de la Proposition 1.1 que

q 7→ ζ(q) = qH (1.19)

est une fonction linéaire. Dans ce cas, et quel que soit q ∈ Z
∗,

H = lim
a→0

lnSq(a)

q ln a
, (1.20)

ce qui suggère que H peut être estimé par régression linéaire de lnSq(a) vs. q ln a. En parti-
culier, une méthode réputée efficace repose sur l’utilisation des coefficients de la transformée
en ondelettes discrète comme quantité multi-résolution [82, 5, 115].

Définition 1.9 (Transformée en ondelettes discrète [139]). Soit ψ0 une ondelette mère, à
savoir, ψ0 ∈ L2(R) et

(∀l ∈ {0, . . . , Nψ − 1})
∫

R

tlψ0(t)dt ≡ 0 (1.21)

où Nψ désigne le nombre de moments nuls de ψ0. Notons également

{ψj,k(t) = 2−j/2ψ0(2
−jt− k)}j∈Z,k∈N (1.22)

la collection des versions dilatées et translatées de ψ0 qui forment une base orthogonale de
L2(R). Le coefficient d’ondelette de {X(t)}t∈R à l’échelle a = 2j et à la position t = 2jk est
alors représenté de manière non redondante par la quantité D(j, k), où

D(j, k) = 〈ψj,k, X〉 =
∫

R

2−j/2ψ0(2
−jt− k)X(t)dt. (1.23)

Le lecteur est invité à se référer à [12] pour une introduction aux ondelettes bidimensionnelles.

En guise d’exemple, nous proposons de détailler comment estimer H via (1.20) à partir
des coefficients d’ondelettes pour les fBm. Le même raisonnement sera généralisé au cadre
multivarié dans le Chapitre 5.

Exemple 1.3 (Mouvement brownien fractionnaire [82]). Soit un fBm {X(t)}t∈R de pa-
ramètres σ2 > 0 et 0 < H < 1. Etant donné que X est entièrement caractérisé par ses
propriétés statistiques d’ordre 2, nous considérons sa fonction de partition à l’ordre q = 2
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exprimée à partir des coefficients d’ondelettes, également appelée spectre en ondelettes, qui
s’écrit

Sq=2(2
j) ≡ ED(j, ·)D(j, ·)∗ = σ2ηH2

2j(H+1/2), (1.24)

où

ηH = −1

2

∫

R

|u|2Hdu
∫

R

ψ0(v)ψ0(v − u)∗dv. (1.25)

Dès lors, H (ou plutôt 2H+1) peut être estimé comme le coefficient de régression linéaire de
lnSq=2(2

j) vs. ln 2j, et σ2 (ou plutôt σ2ηH) peut ensuite être déduit via l’ordonnée à l’origine.

Démonstration. A partir de (1.3),

ED(j, ·)D(j, ·)∗ =
∫

R2

ψj,k(t)ψj,k(s)EX(t)X(s)∗dtds (1.26)

= −σ
2

2

∫

R2

ψj,k(t)ψj,k(s)
∗|t− s|2Hdtds (1.27)

= −σ
2

2

∫

R2

ψj,k(v)ψj,k(v − u)∗|u|2Hdvdu (1.28)

D’après la définition des ondelettes ψj,k(v) = 2−j/2ψ0(v2
−j − k), il s’en suit donc que

ED(j, ·)D(j, ·)∗ = −σ
2

2
2−j

∫

R2

ψ0(v2
−j − k)ψ0((v − u)2−j − k)∗|u|2Hdvdu (1.29)

= −σ
2

2
2−j

∫

R2

ψ0(v)ψ0(v − u)∗|2ju|2H
(
2jdv

) (
2jdu

)
(1.30)

= σ222j(H+1/2)

(
−1

2

∫

R

|u|2Hdu
∫

R

ψ0(v)ψ0(v − u)∗dv
)

(1.31)

Remarque 1.3. En pratique, pour l’analyse d’invariance d’échelle il est parfois d’usage
d’utiliser des coefficients d’ondelettes re-normalisés par la norme ℓ1, i.e.,

d(j, k) = 2−j/2D(j, k) (1.32)

afin de faire disparâıtre l’exposant 1/2 dans (1.24) (cf. [16]).

1.3.3 Processus multifractal et coefficients dominants

Pour les processus multifractals, le support de D n’est plus réduit à un singleton et son
estimation est alors plus délicate. Plusieurs conséquences découlent de la transformée de Le-
gendre reliant ζ à D (voir Proposition 1.1). Premièrement, la dérivée de ζ en q ∼ 0 donne
la position du maxima de D, tel qu’illustré par la Figure 1.3 en pointillés. Deuxièmement,
les dérivées de ζ pour q > 0 (resp. q < 0) permettent de mesurer la partie croissante (resp.
décroissante) de D. Afin de caractériser entièrement D, il est alors nécessaire d’examiner ζ,
et par conséquent la fonction de structure Sq (voir (1.13)), pour des moments q négatifs et
positifs.

Cependant, puisque la décomposition en ondelettes deX possède nécessairement un grand
nombre de coefficients D(j, k) proches de 0, la fonction de partition Sq(2

j) = E|D(j, ·)|q est
susceptible de diverger pour q < 0. C’est, entre autres, afin de pallier cette limitation, que
les coefficients d’ondelettes dominants ont été introduits [114, 128, 213, 115]. Dans la suite,
afin d’étudier les processus multifractals, nous utiliserons systématiquement comme quantité
multi-résolution, les coefficients d’ondelettes dominants définis comme suit :



1.3. FORMALISME MULTIFRACTAL 25

q

ζ(q)

︸ ︷︷ ︸
q<0

h

D(h)

︸ ︷︷ ︸
q>0

Figure 1.3 – Illustration de la correspondance entre ζ et D. La dérivée de ζ en q = 0
donne la position du maxima de D (pointillés). La partie croissante de D est obtenue à partir
de la connaissance de ζ pour q > 0, alors que sa partie décroissante est liée aux valeurs pour
q < 0.

Définition 1.10 (Coefficients d’ondelettes dominants [114]). Le coefficient d’ondelettes do-
minant autour de la position k et à l’échelle j, noté L(j, k), est défini comme le supremum
local autour d’un voisinage spatial, de tous les coefficients d’ondelettes à travers les échelles
plus fines 2j

′ ≤ 2j. Formellement,

L(j, k) = sup
ωj′,k′⊂Ωj,k

|D(j′, k′)|, (1.33)

où ωj,k = [k2j , (k+1)2j) et Ωj,k = ∪p∈{−1,0,1}ωj,k+p. Une illustration est disponible Figure 1.4
où L(j, k) est indiqué par une croix noire et où le voisinage Ωj,k est affiché en vert.

A présent, si l’on considère le développement polynomial de ζ en 0, i.e.,

Définition 1.11 (Coefficients (cp)p [13]).

ζ(q) =
q∼0

∞∑

p=1

cp
qp

p!
, (1.34)

où c1 correspond à la partie linéaire de ζ, où c2 quantifie la première déviation de la linéarité,
et où les coefficients (cp)p≥3 correspondent à des ordres de nonlinéarité plus élevés.

alors le spectre multifractal peut être approché à partir des coefficients (cp)p∈N∗ . En parti-
culier, dans la suite nous considérons souvent l’approximation parabolique du spectre multi-
fractal suivante :

Proposition 1.2 (Développements du spectre multifractal en log-cumulants). Soient (cp)p∈N∗

les coefficients définis en (1.34). Alors en première approximation, nous pouvons considérer
que

D(h) ≈ d+ c2
2!

(
h− c1
c2

)2

(1.35)

où c1 peut être interprété comme la position du maximum de D et c2 sa largeur.

Afin d’estimer ces coefficients, nous considèrons la quantité lnSq(2
j) similaire à l’énergie

libre en physique statistique. Tout comme les cumulants d’ordre 1 et 2 de l’énergie libre
donnent l’énergie moyenne et la chaleur, nous considérons le développement en cumulants
suivant
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Figure 1.4 – Coefficients d’ondelettes dominants. Le coefficient d’ondelette dominant
(croix noire) est défini comme le suprémum local de tous les coefficients d’ondelettes présents
dans un voisinage spatial et à travers toutes les échelles les plus fines (vert). Figure empruntée
à [212].

Définition 1.12 (Coefficients (Cp)p∈N∗).

ln
(
Eeq lnL(j,·)

)
=

+∞∑

p=1

Cp(2
j)
qp

p!
, (1.36)

où Cp(2
j) est le cumulant d’ordre p de lnL(j, ·).

Les coefficients (Cp)p∈N∗ sont directement liés aux coefficients (cp)p∈N∗ permettant de ca-
ractériser le spectre multifractal comme suit :

Proposition 1.3 (Relation entre Cp et cp [213].). Soient Cp(2
j) le cumulant d’ordre p de

lnL(j, ·) et cp le coefficient d’expansion polynomial d’ordre p de q 7→ ζ(q) en 0 (cf. (1.34)).
Alors

Cp(2
j) = c0,p + ln(2j)cp. (1.37)

Démonstration. A partir de la Définition 1.8, nous obtenons

ln (E|L(j, ·)|q) = lnF (q) + ζ(q) ln(2j). (1.38)

Dès lors, si l’on considère d’un côté le développement en cumulant (Cp) de lnL(j, ·) dérivé
en (1.36), et de l’autre les développements de Taylor de q → 0 de ζ (cf. (1.34)) et lnF :

lnF (q) =
∞∑

p=1

c0,p
qp

p!
, (1.39)

alors nous pouvons alors montrer que

Cp(2
j) = c0,p + ln(2j)cp. (1.40)

Remarque 1.4. Les coefficients (cp)p≥1 sont appelés log-cumulants de lnL(j, ·).

A partir de la relation (1.37), il apparâıt que les log-cumulants peuvent être obtenus par
régression linéaire de Cp(2

j) vs. ln(2j) [213].
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1.4 Questions ouvertes

La formulation actuelle du formalisme multifractal repose sur l’hypothèse que les pro-
priétés multifractales du processus d’intérêt X sont homogènes, c’est-à-dire que D décrit les
propriétés de X(t) pour tout t ∈ R

d. Mais dans de nombreuses situations, il se peut que
celles-ci puissent varier dans le temps ou spatialement. On retrouve par exemple cette situa-
tion lors de l’analyse de photographies satellitaires comprenant à la fois des textures de nuage
et de neige [181]. Bien qu’il soit difficile de les distinguer visuellement, ces deux textures sont
connues pour être invariantes d’échelle et caractérisées par un spectre multifractal différent.
Dans ce cas, la fonction de partition Sq ne doit pas être calculée sur la totalité de l’enre-
gistrement disponible mais sur chacune des régions où les propriétés multifractales puissent
être considérées homogènes. Cependant, ces régions sont a priori inconnues et doivent être
estimées conjointement avec D, ce qui complique la procédure d’estimation. Cette question
sera abordée au Chapitre 3 à l’aide des approches variationnelles basées sur la variation totale
décrites au Chapitre 2.

Dans ce chapitre nous avons présenté le formalisme multifractal pouvant s’appliquer à
tout processus univarié, qu’il prenne par exemple la forme d’un signal ou d’une image X.
Cependant, avec le développement des méthodes d’acquisition et l’accès à un plus grand
nombre de capteurs, les processus enregistrés sont de plus en plus multivariés par nature, i.e.,
X = (X1, . . . , XM )⊤. Dès lors, analyser leurs propriétés d’invariance d’échelle conjointement
permettrait de mieux comprendre les mécanismes sous-jacents à leur élaboration. Un premier
pas dans cette direction consiste à étendre la définition de l’autosimilarité (voir Définition 1.1)
aux processus multivariés. Dans ce cas, la fonction de partition est un mélange de plusieurs
lois de puissance que les techniques d’estimation univariées ne permettent pas de démélanger.
La conception d’un paradigme d’estimation multivarié complet reste un problème ouvert dans
la littérature. C’est dans ce contexte que le Chapitre 5 apporte sa contribution en proposant,
à notre connaissance, le premier procédé d’estimation complet de processus bivariés autosi-
milaires. La méthode sera appliquée sur des données réelles issues du trafic internet dans le
Chapitre 6.
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Quelques grandes classes de méthodes pour détecter les discontinuités. Une
première classe de méthodes linéaires permettant de détecter les discontinuités des pro-
priétés statistiques consiste à filtrer les données de façon à éliminer le bruit présent dans les
hautes fréquences en appliquant un filtre passe bas. Toutefois, la solution débruitée présente
des oscillations au voisinage des discontinuités (phénomène de Gibbs) [116]. Des filtres non
linéaires allant du filtre médian glissant [199, 101, 218] au seuillage des coefficients d’onde-
lettes [140, 46, 70] ont alors été développés. Cependant, la première classe de méthodes a
tendance à lisser le signal, masquant ainsi la détection précise de la position des disconti-
nuités. Quant à la seconde, reposant sur des opérations de seuillage dur (norme ℓ0) ou doux
(norme ℓ1) des coefficients d’ondelettes, elle implique une perte des détails [46, 77].

29
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En parallèle, une grande partie de la littérature dédiée aux problèmes de détection de
discontinuités s’est développée en inférence bayésienne et tests d’hypothèses. Les méthodes
fréquentistes, telles que l’approche Cusum, reposent sur un test d’hypothèse à partir du
rapport de vraisemblance [210, 163, 106, 61, 135]. Les méthodes bayésiennes permettent
d’incorporer des a priori supplémentaires comme par exemple la distribution des disconti-
nuités. La première méthode bayésienne pour détecter des discontinuités a été développée
en [96] pour le contrôle de qualité des machines. La maintenance des appareils est décidée
quand la distribution postérieure d’être dans un état défectueux dépasse un certain seuil
[186, 187, 170, 171]. Notons que ces approches permettent une détection des discontinuités
en ligne. Lorsque la distribution postérieure ne possède pas d’expression explicite, des algo-
rithmes de Monte Carlo par Châınes de Markov (MCMC) doivent être envisagés, pouvant
conduire, pour certains problèmes, à des temps de calcul élevés [68, 151].

Approches variationnelles. Le problème de détection de discontinuités peut également
être considéré du point de vue des approches variationnelles où la solution débruitée minimise
un critère composé d’un terme d’attache aux données et d’un terme de régularisation. Dans ce
second chapitre, nous nous intéressons à l’utilisation de la variation totale (TV) comme terme
de régularisation. Pénaliser la variation totale par une norme favorisant la parcimonie, e.g. ℓ1
(dit ℓ1-TV ou seulement TV) ou ℓ0 (noté ℓ0-TV par abus de langage), permet à la solution
restaurée de préserver un nombre restreint de discontinuités. Le terme variation totale a été
introduit en débruitage d’image dans [182] où la variation totale ℓ1-TV de l’image analysée est
minimisée sous contrainte que le bruit soit de moyenne nulle et de variance connue a priori. Les
contraintes sont introduites à l’aide de multiplicateurs de Lagrange et l’algorithme proposé
permet de résoudre les équations de stationnarité d’Euler Lagrange à l’aide d’une méthode de
descente de gradient. D’un côté, les récents travaux autour de l’opérateur proximal permettent
de résoudre le problème ℓ1-TV plus rapidemment et avec davantage de flexibilité [38, 209].
De l’autre côté, le problème ℓ0-TV, pourtant non convexe, peut être résolu de manière exacte
et efficacement par des algorithmes de programmation dynamique [217, 216, 192, 93, 193],
mais son extension à différents espaces ou à des critères génériques impliquants la présence
d’un terme ℓ0-TV n’est pas systématique.

Les premières contributions de la ℓ1-TV dans la communauté du traitement du signal
ont été formulées dans le cadre de la théorie ≪ taut-string ≫ [58, 76]. Les méthodes ≪ taut-
string ≫, ainsi que les méthodes ≪ run ≫, reposent sur l’encadrement du signal à analyser par
des bornes locales. Le signal débruité est ensuite défini à partir des positions et des valeurs
pour lesquelles les bornes sont égales. Il a plus tard été montré en [141] que la solution
≪ taut-string ≫ est également la solution du problème de régularisation ℓ1-TV. Des travaux
récents continuent d’être développés pour calculer directement la solution [52], étendue à
différents espaces non nécessairement vectoriels [194] et pour divers problèmes de régression
TV (régression de Poisson, TV pondérée) [76, 19, 121]. Si les méthodes en ligne Cusum,
≪ run ≫ et ≪ taut-string ≫ possèdent l’avantage de pouvoir calculer la solution à la volée, leur
extension au cadre vectoriel ou à des problèmes impliquant des contraintes sur la dynamique,
s’avère cependant beaucoup plus compliquée.

Dans la Section 2.1, nous formaliserons les problèmes ℓ0-TV et ℓ1-TV pour les signaux, et
nous rappellerons diverses notions d’optimisation convexe non lisse (i.e., non différentiable)
qui seront utiles tout au long de ce manuscrit. Nous en profiterons pour donner plusieurs
algorithmes proximaux permettant de résoudre le problème ℓ1-TV et les comparererons dans
la Section 2.2. Puis, nous définirons dans la Section 2.3 un critère permettant d’évaluer la
qualité de l’estimation des discontinuités de signaux constants par morceaux. Pour finir, nous
discuterons dans la Section 2.4 de l’extension des problèmes ℓ0-TV et ℓ1-TV aux images.
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2.1 Introduction aux problèmes ℓ0-TV et ℓ1-TV

2.1.1 Problème non convexe ℓ0-TV

Considérons une observation y = x+ b ∈ R
N d’un signal constant par morceaux x ∈ R

N

corrompu par un bruit additif b ∈ R
N . Dans la suite du manuscrit, sauf mention contraire,

nous supposerons que b est un bruit blanc gaussien centré de variance σ2 inconnue, i.e.,
b ∼ N (0, σ2✶N ).

Afin d’obtenir une solution débruitée constante par morceaux, nous pouvons maximiser
la vraisemblance p(y|x) = (2πσ2)−N/2 exp

(
−‖y − x‖2/2σ2

)
ou de manière équivalente mi-

nimiser l’anti-log-vraisemblance, sous contrainte que le nombre de discontinuités soit limité,
i.e.,

x̂ = arg min
x∈RN

1

2
‖y − x‖22 sujet à

N−1∑

n=1

δ(xn+1 − xn) ≤ K, (2.1)

où δ est la fonction de Dirac égale à 0 si son argument est nul et 1 sinon, et K est le
nombre maximal de discontinuités autorisé. Une méthode reposant sur le critère de Schwarz
a été proposée pour estimer K efficacement [131, 219]. Le problème (2.1) peut être réécrit de
manière équivalente

x̂ = arg min
x∈RN

1

2
‖y − x‖22 sujet à ‖Lx‖0 ≤ K, (2.2)

où la pseudo-norme ℓ0 compte le nombre d’éléments non nuls et où L est l’opérateur de
premières différences, défini par

(∀n ∈ {1, . . . , N − 1}), (Lx)n = xn+1 − xn. (2.3)

Le problème contraint (2.2) peut également être reformulé sous forme régularisée, ce qui mène
au problème suivant :

Problème 2.1 (Problème ℓ0-TV). Soient y ∈ R
N et χ ≥ 0. On appelle problème ℓ0-TV le

problème consistant à trouver

x̂χ = arg min
x∈RN

1

2
‖y − x‖22 + χ‖Lx‖0 (2.4)

où L est l’opérateur linéaire de premières différences défini en (2.3).

Remarque 2.1. Le Problème 2.1, également appelé problème de Pott univarié, est connu
sous le nom de problème de Mumford-Shah constant par morceaux dans le cadre continu et
bidimensionnel.

L’hyperparamètre χ est appelé paramètre de régularisation et permet de relativiser les
contributions du terme d’attache aux données et du terme de régularisation. En divisant le
second membre de (2.4) par σ2, nous remarquons qu’il varie naturellement comme χ = σ2χ̃.
Pour χ→ 0, seul le terme d’attache aux données contribue significativement dans le critère et
par conséquent x̂χ ≈ y est composé d’une multitude de segments. A l’inverse, pour χ→ +∞,
quasiment seul le terme de régularisation contribue et x̂χ est composé d’un seul segment. Par
conséquent, le choix de χ impacte fortement la qualité de l’estimateur x̂χ. Dans ce chapitre,
nous considérons que χ est connu. Son estimation sera discutée dans le Chapitre 8.
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Bien que le Problème 2.1 (ℓ0-TV) soit non convexe, il peut être résolu de manière exacte
à l’aide de méthodes de programmation dynamique [217, 216, 192, 93, 193]. Le principe de

l’algorithme réside sur le fait que la solution x̂(n)
χ ∈ R

n sur (y1, . . . , yn) peut être obtenue

en temps polynomial O(n2) à condition que les solutions (x̂(1)
χ , x̂(2)

χ , . . . , x̂(n−1)
χ ) sur chaque

observation partielle {(y1), (y1, y2), . . . , (y1, . . . , yn−1)} soient connues. Afin de calculer x̂(n)
χ ,

n solutions candidates {x(1), . . . ,x(n)} définies par

(∀r ∈ {1, . . . , n}) x(r) = ( x̂(r−1)⊤
χ︸ ︷︷ ︸

taille r − 1

, µ[r,n]✶
⊤
n−r+1︸ ︷︷ ︸

taille n− r + 1

)⊤, (2.5)

où µ[r,n] est la moyenne des observations (yr, . . . , yn), sont proposées. La solution retenue
est alors celle possédant le critère (2.4) le plus faible. Une implémentation efficace repo-
sant sur la technique d’accélération proposée dans [192, Algorithme 2] est disponible à l’ad-
dresse pottslab.de.

Le problème peut également est résolu de manière exacte lorsque le terme d’attache
aux données ‖y − x‖22 est remplacé par ‖y − x‖1 (i.e., bruit Laplacien b) [194] ou par la
divergence de Kullback-Leibler entre x et y (i.e., bruit Poissonien b) [75]. Toutefois, l’ex-
tension du Problème 2.1 (ℓ0-TV) au cadre bidimensionnel, discutée plus en détails dans la
Section 2.4, reste NP difficile. D’un côté, diverses stratégies ont été proposées pour approcher
le Problème 2.1 (ℓ0-TV) par un problème plus simple où par exemple le nombre de valeurs
Q prises par x est supposé connu a priori. D’un autre côté, une partie de la littérature s’est
intéressée à la relaxation convexe du Problème 2.1 en remplaçant la pseudo-norme ℓ0 par la
norme convexe ℓ1 [36, 18, 209, 52]. Dans la suite, nous nous intéresserons à cette seconde
classe de méthodes.

2.1.2 Problème convexe ℓ1-TV

Une relaxation convexe du Problème 2.1 s’écrit

Problème 2.2 (Problème ℓ1-TV). Soient y ∈ R
N et λ ≥ 0. On appelle problème ℓ1-TV le

problème consistant à trouver

x̂λ = arg min
x∈RN

1

2
‖y − x‖22 + λ‖Lx‖1 (2.6)

où L est l’opérateur linéaire de premières différences défini en (2.3) et où ‖Lx‖1 est la
variation totale de x [182].

Remarque 2.2. Si les amplitudes des discontinuités de x sont de même ordre de grandeur
δx, alors les Problèmes 2.1 et 2.2 sont équivalents pour χ ∼ δxλ.

L’emploi de la norme ℓ1 permet de sélectionner un nombre restreint de discontinuités,
donnant par conséquent à x̂λ un aspect constant par morceaux. En contrepartie, la norme ℓ1
introduit un biais sur l’estimation des valeurs de x sur chaque segment. En effet, considérons
la réalisation y ∈ R

N (N = 103) illustrée sur la Figure 2.1 (haut) en gris. La solution x̂λ=1

(rouge) du Problème 2.2 est composée de nombreux segments alors que x̂λ=10 (jaune) et
x̂λ=100 (violet) comportent moins de segments mais leur estimation des valeurs de x (noir)
est davantage biaisée.

La Figure 2.1 (bas) illustre ce compromis en fonction de λ avec à gauche le nombre
de discontinuités, i.e. ‖Lx̂λ‖0, et à droite l’erreur quadratique relative MSE[x̂λ,x] = ‖x̂λ −
x‖2/‖x‖2. La valeur λMSE qui permet de minimiser la MSE conduit à une solution surestimant
d’un ordre de grandeur le nombre de discontinuités de x. A l’inverse, la solution obtenue pour
λSeg détient le bon nombre de segments mais possède un biais important.

pottslab.de
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Figure 2.1 – Illustration de x̂λ solution du Problème 2.2 . Haut : x̂λ pour λ = 1
(rouge), 10 (jaune) et 100 (violet). Bas : compromis entre le biais et le nombre de segment.
Bas gauche : le nombre de discontinuités de x̂λ décrôıt avec λ. Bas droite : erreur quadratique
relative entre x̂λ et x en fonction de λ. La valeur λMSE qui permet de minimiser la MSE
conduit à une solution surestimant d’un ordre de grandeur le nombre de discontinuités de x.
A l’inverse, la solution obtenue pour λSeg détient le bon nombre de segments mais possède
un biais important.

Remarque 2.3 (Effet d’escalier). L’emploi de la variation totale est susceptible de causer à
la solution x̂λ un effet d’escalier. Cet effet se traduit par x̂λ présentant plusieurs ≪ marches
d’escalier ≫ au niveau des discontinuités de x. Cet effet est illustré Figure 2.1 (haut, encadré).
Par conséquent, cet effet implique qu’il est difficile de quantifier la qualité d’un estimateur
x̂λ de x seulement à partir de leur nombre de discontinuités respectif. En effet, la solution
x̂λ=100, illustrée Fig. 2.1 (haut, violet) possède le même nombre de discontinuités que x,
mais possède une MSE relative élevée. Afin de mesurer les performances d’estimation, nous
promouvons l’utilisation de l’indice de Jaccard décrit dans la Section 2.3.

En pratique, il est souvent préférable d’avoir un estimateur non biaisé x̂λ. Une méthode
näıve consiste à ré-estimer x̂λ a posteriori sur chacun de ses segments. Récemment, une
méthode a été introduite en [60] pour supprimer une partie du biais de x̂λ inhérente à
l’utilisation de la norme ℓ1. Notons également que sous certaines conditions sur x et sur
σ2, la solution du Problème 2.2 garantit de retrouver exactement le support de Lx [202, 201].

Il est bien connu et largement documenté dans la littérature que l’unique solution du
Problème 2.2 peut être obtenue par des algorithmes de points fixes [18, 209]. Cependant,
résoudre ce problème nécessite de traiter la non-différentiabilité de la norme ℓ1. Une première
approche consiste à ajouter un paramètre additionnel pour lisser la norme ℓ1 [208]. Une
seconde passe par la mise en oeuvre d’algorithmes proximaux dont le principe est rappelé
dans la section suivante.
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2.1.3 Schémas itératifs d’optimisation convexe

Le Problème 2.2 est un problème de minimisation d’une fonction

f : RN −→]−∞,+∞] (2.7)

x 7−→ 1

2
‖y − x‖2 + ‖Lx‖1 (2.8)

appartenant à la classe Γ0(R
N ) des fonctions convexes, semi-continues inférieurement et

propres de RN dans ]−∞,+∞] 1. Il fait partie du problème générique d’optimisation convexe
suivant :

Problème 2.3. Soit une fonction f ∈ Γ0(R
N ). Le problème générique d’optimisation convexe

consiste à trouver

x̂ ∈ Argmin
x∈RN

f(x), (2.9)

où la notation Arg indique que x̂ est un minima global de f . Lorsque f est strictement
convexe, i.e., unicité du minimiseur, nous adopterons la notation

x̂ = arg min
x∈RN

f(x). (2.10)

Lorsque f est différentiable et de gradient β-Lipschitz, l’algorithme de descente de gradient
garantit de trouver le minimum x̂ à condition que le pas γk à chaque itération k soit choisi
tel que γk ∈ ]0, 2/β[. Les itérations sont de la forme

(∀k ∈ N) x[k+1] = (✶− γk∇f) (x[k]) (2.11)

⇔ (∀k ∈ N) x[k+1] = x[k] − γk∇f(x[k]). (2.12)

Lorsque f n’est pas différentiable en x[k], i.e., lorsque f est non lisse, le gradient ∇f(x[k])
n’est plus défini et f est caractérisé en x[k] par un ensemble de sous-gradients appelé sous-
différentielle et défini comme suit

Définition 2.1 (Sous-différentielle de Moreau [155, 156]). Soit une fonction propre f : RN →
]−∞,+∞]. La sous-différentielle de f , notée ∂f , est l’ensemble défini par

(∀u ∈ R
N ), ∂f(u) = {w ∈ R

N |(∀v ∈ R
N ) 〈v − u,w〉+ f(u) ≤ f(v)}. (2.13)

Remarque 2.4 ([156]). Si f est différentiable en u, alors ∂f(u) = {∇f(u)}.

Dès lors, chaque étape de descente de gradient (2.12) peut être remplacée par une descente
de sous-gradient où ∇f(x[k]) est remplacé par un élément w[k] de la sous-différentielle de f
en x[k], i.e.,

(∀k ∈ N) x[k+1] = x[k] − γkw[k] où w[k] ∈ ∂f(x[k]) (2.14)

⇔ (∀k ∈ N) x[k+1] ∈ (✶− γk∂f)(x[k]). (2.15)

Ce type d’algorithme est appelé algorithme de sous-gradient et a été introduit en [188]. Le
lecteur pourra se référer à [169, 25, 157, 159] pour des travaux plus récents.

1. Les définitions des fonctions convexes, semi-continues inférieurement et propres sont rappelées en An-
nexe A.
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Figure 2.2 – Algorithme de sous-gradient pour minimiser f = | · |. Pour x[0] = −1.5
et (γk)k∈N = γ = 1.

Exemple 2.1 (Algorithme de sous-gradient pour minimiser f = |·|). Considérons le problème
visant à minimiser la fonction f : x ∈ R 7→ |x| illustrée Figure 2.2 (gauche) en bleu. Le
problème de point fixe de l’algorithme de sous-gradient est représenté Figure 2.2 (droite)
pour la suite constante (γk)k∈N = γ = 1. Les itérées x[k] pour l’initialisation x[0] = −1.5
sont quant à elles représentées en orange. On remarque que si le pas est constant, les suites
(x[2k+1])k∈N = −0.5 et (x[2k])k∈N∗ = 0.5 sont constantes et l’algorithme ne converge pas vers
la solution x̂ = 0.

Des garanties de convergence sont obtenues pour un pas décroissant conduisant à des
problèmes numériques sur la solution estimée. Afin d’obtenir des résultats de convergence
applicables en pratique, on considère des algorithmes de sous-gradient implicite, i.e., w[k] ∈
∂f(x[k+1]), conduisant à l’algorithme du point proximal :

(∀k ∈ N) x[k+1] = x[k] − γkw[k] où w[k] ∈ ∂f(x[k+1]) (2.16)

⇔ (∀k ∈ N) x[k+1] = proxγk f (x
[k]) (2.17)

où proxγk f est l’opérateur proximal de la fonction γkf . Le passage de (2.16) à (2.17) utilise
la caractérisation sous-différentielle de l’opérateur proximal rappelée à la Proposition 2.1. La
notion d’opérateur proximal introduit en [156] est rappelée ci-dessous.

Définition 2.2 (Opérateur proximal [156, Notation 3.b]). Soit une fonction f ∈ Γ0(R
N ).

L’opérateur proximal de f en u ∈ R
N , noté proxf (u) est l’unique point qui minimise f +

1
2‖ · −u‖2, i.e.,

proxf : R
N → R

N (2.18)

u 7→ arg min
x∈RN

1

2
‖u− x‖22 + f(x), (2.19)

Il est une généralisation de la projection PC(u) de u ∈ R
N sur un ensemble convexe

C ⊂ R
N , i.e., PC(u) = proxıC (u) où ıC est la fonction indicatrice sur C.

Exemple 2.2 (Opérateur proximal de la norme ℓ1 [40]). Soit γ ∈]0,+∞[ et une fonction
R
N → R : u 7→ γ‖u‖1. On a alors, pour tout u = (un)1≤n≤N ∈ R

N , proxγ‖·‖1 (u) =
(ζn)1≤n≤N avec

(∀n ∈ {1, . . . , N}), ζn =





un − γ si un > γ,

0 si un ∈ [−γ, γ],
un + γ si un < −γ.

(2.20)
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Figure 2.3 – Algorithme proximal pour minimiser f = | · |. Pour x[0] = −1.5 et
(γk)k∈N = γ = 1.

L’opérateur proxγ‖·‖1 correspond à l’opérateur de seuillage doux noté softγ = sign(·)max{| ·
| − γ, 0}, illustré Figure 2.3 (droite, en bleu) pour γ = 1.

Exemple 2.3 (Algorithme proximal pour minimiser f = |·|). Considérons le problème visant
à minimiser la fonction f : x ∈ R 7→ |x| illustrée Figure 2.3 (gauche) en bleu. Le problème de
point fixe de l’algorithme proximal correspondant est représenté Figure 2.3 (droite) pour la
suite constante (γk)k∈N = γ = 1. Les itérées x[k] pour l’initialisation x[0] = −1.5 sont quant
à elles représentées en orange. Contrairement à l’algorithme de sous-gradient, l’algorithme
proximal converge en deux itérations vers x̂ = 0 pour un pas constant.

La caractérisation de l’opérateur proximal à partir de la sous-différentielle est due à Mo-
reau [156, Proposition 6.a] et s’énonce ainsi :

Proposition 2.1 (Caractérisation sous-différentielle de l’opérateur proximal [156, Proposi-
tion 6.a]). Soient une fonction f ∈ Γ0(R

N ) et p ∈ R
N , alors

p = proxf x ⇔ x− p ∈ ∂f(p) ⇔ p = (✶+ ∂f)−1(x) (2.21)

où l’application (✶+ ∂f)−1 est appelée résolvante de l’opérateur ∂f .

2.2 Résolution du problème ℓ1-TV

Dans cette section, nous détaillerons et motiverons les principaux algorithmes permettant
de résoudre le Problème 2.2. Nous avons pris le parti de présenter les algorithmes proximaux
pour leur flexibilité par rapport aux méthodes en ligne et car nous les utiliserons à plusieurs
reprises dans ce manuscrit comme méthodes de référence.

D’après la Définition 2.2 de l’opérateur proximal d’une fonction, le minimiseur x̂λ de (2.6)
peut se formuler comme suit

x̂λ = arg min
x∈RN

1

2
‖y − x‖22 + λ‖Lx‖1︸ ︷︷ ︸

g◦L(x)

= proxg◦L (y), (2.22)

de gradient Lipschitz, où g = λ‖ · ‖1 est une fonction convexe non lisse et L est un opérateur
linéaire. De nombreux opérateurs proximaux possèdent une forme explicite (voir [40, 49])
dont celui de la norme ℓ1 rappelé à l’Exemple 2.2.

Cependant, la difficulté provient ici de l’opérateur linéaire L. En effet, proxg◦L possède
une forme explicite si L satisfait la condition faisant l’objet de la proposition suivante
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Proposition 2.2 (Voir [48, Proposition 11]). Soient g ∈ Γ0(R
M ) et L ∈ R

M×N un opérateur
linéaire. Si

LL∗ = ν✶ où ν ∈]0,+∞[ (2.23)

alors g ◦ L ∈ Γ0(R
N ) et

proxg◦L = ✶+ ν−1L∗ ◦ (proxνg − ✶) ◦ L. (2.24)

Or, cette condition n’est pas vérifiée pour L défini en (2.3). Afin de pallier cette difficulté,
nous allons voir différentes méthodes d’éclatement proximales (≪ splitting ≫) permettant de
converger vers x̂λ. Trois approches sont possibles.

La première repose sur la formulation du problème dual associé à (2.6) afin de déplacer
L dans le terme différentiable. Le problème peut ensuite ensuite être résolu à l’aide d’un
algorithme forward-backward (Section 2.2.1).

La deuxième consiste à augmenter la dimensionnalité du problème en incluant des va-
riables additionnelles. Nous présenterons à cet effet l’algorithme de Douglas-Rachford (Sec-
tion 2.2.2) et l’algorithme ADMM (Section 2.2.3).

La troisième cherche à résoudre conjointement le problème primal et le problème dual à
l’aide d’un algorithme primal-dual (Section 2.2.4).

2.2.1 Passage au dual

Une première stratégie pour trouver le minimiseur de (2.6) consiste à résoudre son problème
dual au sens de la dualité de Fenchel-Moreau-Rockafellar [81, 156, 180] de façon à déplacer
l’opérateur L dans le terme différentiable.

En optimisation convexe, à chaque problème peut être associé un problème dual impli-
quant les fonctions conjuguées du problème initial, appelé par opposition problème primal.
Nous suivrons ici les définitions du problème primal et du problème dual suivantes :

Définition 2.3 (Conjugué de Fenchel [81]). Le conjugué de Fenchel d’une fonction f : RN →
]−∞,+∞] est la fonction f∗ : RN →]−∞,+∞] définie par :

(∀u ∈ R
N ) f∗(u) = sup

v∈dom f
(〈u,v〉 − f(v)) (2.25)

où dom f est le domaine de la fonction f (voir Définition A.3).

Problème 2.4 (Problème de minimisation composite f + g ◦L [221]). Soient deux fonctions
f : RN →] −∞,+∞] et g : RM →] −∞,+∞] et une matrice L ∈ R

M×N . Nous appellerons
problème primal

min
x∈RN

f(x) + g(Lx), (2.26)

et problème dual

− min
u∈RM

f∗(L∗u) + g∗(−u), (2.27)

où f∗ et g∗ sont respectivement les conjugués de Fenchel de f et g.

Remarque 2.5. Notons que la formulation duale usuelle implique −u à la place de u

dans (2.27). Nous choisissons cette définition par soucis de cohérence avec les résultats obte-
nus en [52] que nous étendrons au cadre vectoriel au Chapitre 4.

Remarque 2.6 (Voir [81]). Le conjugué de Fenchel d’une fonction différentiable est également
appelé transformée de Legendre.
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Proposition 2.3 (Voir [81]). Le conjugué de Fenchel d’une fonction est nécessairement
convexe.

En effet, f∗ est convexe puisqu’il est défini en chaque point u comme le supremum d’une
famille de fonction affines (donc convexes) en u.

Afin d’obtenir le problème dual associé au Problème 2.2, nous avons besoin de connaitre
les fonctions conjuguées de f = 1

2‖y − ·‖22 et g = λ‖ · ‖1. Pour se faire, nous présentons les
conjugués de Fenchel des deux fonctions suivantes [30, 22] :

Exemple 2.4 (Conjugué de la norme ℓpp [22, Exemple 13.2]). Soit ‖ · ‖p une norme ℓp avec

p ∈]1,+∞[. Le conjugué de Fenchel de f = 1
p‖ · ‖

p
p est la fonction f∗ = 1

p∗ ‖ · ‖
p∗

p∗ telle que
1
p +

1
p∗ = 1.

Exemple 2.5 (Conjugué de la norme ℓp [22, Exemple 13.3]). Soit ‖ · ‖p une norme ℓp avec
p ≥ 1 et un paramètre λ ≥ 0. Le conjugué de Fenchel de f = λ‖ · ‖p est la fonction indicatrice
sur la boule ℓp∗ de rayon λ telle que 1

p +
1
p∗ = 1, i.e.,

(∀u ∈ R
N ) f∗(u) = ı‖·‖p∗≤λ(u) ≡

{
0 si ‖u‖p∗ ≤ λ,
+∞ sinon.

(2.28)

Par conséquent, nous obtenons directement que g∗ = ı‖·‖∞≤λ et f∗ = 1
2‖y+·‖22. Nous pouvons

alors définir le problème dual associé au Problème 2.2.

Problème 2.5 (Problème ℓ1-TV dual). Soient y ∈ R
N et λ ≥ 0. On appelle problème ℓ1-TV

dual le problème consistant à trouver

ûλ ∈ Argmin
u∈RN−1

1

2
‖y + L∗u‖22 + ı‖.‖∞≤λ(u). (2.29)

Finalement, le Problème 2.5 consiste à minimiser la somme de deux fonctions convexes

û ∈ Argmin
u∈RN−1

φ(u) + ψ(u) (2.30)

où φ = 1
2‖y + L∗ · ‖22 est dérivable et de gradient β-Lipschitz avec β = ‖L‖2, où ‖ · ‖ est la

norme d’opérateur défini par

‖L‖ = sup
u∈RN ,u 6=0N

‖Lu‖2
‖u‖2

, (2.31)

et ψ = ı‖.‖∞≤λ est non lisse. Puisque φ + ψ ∈ Γ0(R
N−1) est coercive 2, alors (2.30) admet

au moins une solution û [51, Proposition 3.1]. D’après la règle de Fermat, û est entièrement
caractérisé par

0 ∈ ∂(φ+ ψ)(û) = {∇φ(û)}+ ∂ψ(û) (2.32)

⇔ −∇φ(û) ∈ ∂ψ(û) (2.33)

⇔ (û− γ∇φ(û))− û ∈ γ∂ψ(û) (2.34)

⇔ û = proxγψ (û− γ∇φ(û)) (2.35)

La dernière équation suggère que û peut-être obtenu comme le point fixe d’une certaine
application impliquant proxγψ et ∇φ = L(L∗ ·+y). Lorsque proxγψ n’est pas connu, l’identité
de Moreau est utile pour calculer l’opérateur proximal d’une fonction à partir de celui de son
conjugué, et inversement.

2. La définition de la coercivité est rappelée en Annexe A.
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Proposition 2.4 (Identité de Moreau [156, Proposition 6.c]). Soient τ ≥ 0, f : R
N →

]−∞,+∞] et f∗ son conjugué de Fenchel, alors

(∀u ∈ R
N ) u = proxτf∗ (u) + τproxf/τ (u/τ) (2.36)

Dans notre cas où ψ = g∗ = ı‖.‖∞≤λ avec g = λ‖ · ‖1, nous obtenons ainsi que proxγψ =
· − γsoftλ/γ (·/γ).

Le Problème 2.2 (ℓ1-TV) peut être résolu par l’algorithme forward-backward qui combine
une étape explicite (descente de gradient) et une étape implicite (itération proximale) [47, 51].
Les itérations sont présentées par l’Algorithme 1.

Algorithme 1 Résolution du Problème 2.2 (ℓ1-TV) basée sur l’algorithme forward-backward

Entrée : Paramètres β = ‖L‖2 et ǫ ∈]0,min(1, 1/β)].
1: Pour k=0,1,. . . faire
2: γk ∈ [ǫ, 2/β − ǫ]
3: αk ∈ [ǫ, 1]

4: u[k+ 1
2 ] = u[k] − γkL(L∗u[k] + y)

5: u[k+1] = u[k] + αk(u
[k+ 1

2 ] − γksoftλ/γk (u[k+ 1
2 ]/γk)− u[k])

Sortie : x̂λ = y + L∗ûλ avec ûλ = limk→+∞ u[k].

Sous certaines conditions énoncées dans le théorème de Fenchel-Rockafellar, et reprises
dans le lemme suivant, la borne inférieure du problème primal est égale au minimum du
problème dual. On dit alors que le saut de dualité est nul.

Lemme 2.1 (Formule de dualité de Fenchel-Rockafellar [221, Corollaire 2.8.5]). Soient deux
fonctions f ∈ Γ0(R

N ), g ∈ Γ0(R
M ) et L ∈ R

M×N tel que 0 ∈ sri (L(dom f)− dom g) 3. On a
alors

inf
x∈RN

f(x) + g(Lx) = − min
u∈RM

f∗(L∗u) + g∗(−u). (2.37)

De plus, x̂ ∈ R
N est un minimiseur de f + g ◦ L si et seulement si il existe û ∈ R

M tel que
L∗û ∈ ∂f(x̂) et −û ∈ ∂g(Lx̂).

Cette condition a l’avantage de pouvoir nous permettre de calculer la solution x̂λ du Problème 2.2
(primal) à partir de la solution ûλ du Problème 2.5 (dual) :

x̂λ = y + L∗ûλ. (2.38)

2.2.2 Augmentation de la dimensionnalité

Une autre stratégie consiste à introduire une variable auxiliaire z assujettie à la contrainte
z = Lx. Par conséquent, si nous définissons un nouvel opérateur linéaire A = [L,−✶N−1] ∈
R
(N−1)×(2N−1), la contrainte z = Lx peut se réécrire (x, z) ∈ KerA et être introduite dans

le problème variationnel comme suit :

min
(x,z)∈RN×RN−1

1

2
‖y − x‖22
︸ ︷︷ ︸

f(x)

+λ‖z‖1
︸ ︷︷ ︸
g(z)

+ ıKerA(x, z)
︸ ︷︷ ︸

ψ(x,z)

(2.39)

3. La définition de l’intérieur relatif fort (sri) d’un ensemble est rappelé dans l’Annexe A
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Cette réécriture du problème ℓ1-TV peut alors s’interpréter comme un problème de mini-
misation de la somme de deux fonctions φ = f+g et ψ dépendant chacune de deux variables,
i.e.,

min
(x,z)∈RN×RN−1

φ(x, z) + ψ(x, z) (2.40)

où φ(x, z) = f(x) + g(z) est une fonction séparable en x et z. Les opérateurs proximaux
associés à φ et ψ possèdent une forme explicite connue [49]. En effet, pour γ > 0,

proxγφ (x, z) =
(
proxγf (x), proxγg (z)

)
=

(
x+ γy

1 + γ
, softγλ (z)

)
, (2.41)

proxγψ (x, z) = (x, z)−A∗(AA∗)−1A(x, z). (2.42)

Dans cette situation, l’algorithme de Douglas-Rachford permet de converger vers la solu-
tion (x̂, ẑ) de (2.39) en utilisant alternativement proxγφ et proxγψ . Les itérations correspon-
dantes pour résoudre le Problème 2.2 (ℓ1-TV) sont présentées dans l’Algorithme 2.

Algorithme 2 Résolution du Problème 2.2 (ℓ1-TV) basée sur l’algorithme de Douglas-
Rachford

Entrée : Paramètres ǫ ∈]0, 1[ et γ > 0.
1: Pour k=0,1,. . . faire
2: αk ∈ [ǫ, 2− ǫ]
3: (x[k+ 1

2 ], z[k+ 1
2 ]) = (x[k], z[k])−A∗(AA∗)−1A(x[k], z[k])

4:

(
x[k+1]

z[k+1]

)
=

(
x[k]

z[k]

)
+ αk

(
(1 + γ)−1(2x[k] − x[k+ 1

2 ] + γy)− x[k]

softγλ (2z
[k] − z[k+ 1

2 ])− z[k]

)

Sortie : x̂λ = limk→+∞ x[k]

Contrairement à l’algorithme forward-backward, l’algorithme de Douglas-Rachford est
adapté au cas où les deux fonctions à minimiser sont non lisses. L’algorithme de Douglas-
Rachford a originellement été introduit en [74] pour résoudre numériquement le problème
de conduction de la chaleur à 2 et 3 dimensions. Plus récemment, des améliorations et des
résultats généraux sur la convergence de l’algorithme de Douglas-Rachford ont été développés
dans [78, 48, 47].

2.2.3 Lagrangien augmenté

Les méthodes de directions alternées des multiplicateurs, communément appelées ADMM,
sont une classe d’algorithmes permettant de résoudre des problèmes de minimisation sous
contraintes. Elles reposent sur la décomposition du problème de minimisation en plusieurs
problèmes séparables et sur une adaptation de la méthode des multiplicateurs de Lagrange
[209, 29]. Dans cette section, nous présenterons comment résoudre le problème ℓ1-TV via un
algorithme ADMM [29, 209, 193].

Le problème formulé en (2.39) peut être réécrit de manière équivalente

min
x∈RN ,z∈RN−1,r∈RN ,s∈RN−1

f(x) + g(z) + ıKerA(r, s) sujet à

{
r = x,

s = z.
(2.43)

où cette fois-ci le critère à minimiser est la somme de 3 fonctions qui dépendent chacune de
variables différentes.
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Le Lagrangien augmenté associé à (2.43) est la somme du Lagrangien du problème non
contraint et d’un terme de pénalisation quadratique supplémentaire. Si nous introduisons des
variables duales ũ et t̃ respectivement associées aux contraintes r = x et s = z, celui-ci
s’écrit

L(x, z, r, s, ũ, t̃) = f(x) + g(z) + ıKerA(r, s) + ũ⊤(x− r) + t̃
⊤
(z − s)

+
ρ

2
‖x− r‖2 + ρ

2
‖z − s‖2

︸ ︷︷ ︸
pénalisation

(2.44)

où ρ > 0 est un paramètre de pénalisation fixé. Si l’on fait intervenir les variables duales
mises à l’échelle u = ũ/ρ et t = t̃/ρ alors (2.44) peut-être réécrit sous la forme

L(x, z, r, s,u, t) = f(x) +
ρ

2
‖x− r + u‖2 − ρ

2
‖u‖2

+ g(z) +
ρ

2
‖z − s+ t‖2 − ρ

2
‖t‖2 (2.45)

+ ıKerA(r, s).

Finalement, le problème consiste à résoudre

max
(u∈RN ,t∈RN )

inf
(x∈RN ,z∈RN−1,r∈RN ,s∈RN−1)

L(x, z, r, s,u, t). (2.46)

A chaque itération, le Lagrangien augmenté est minimisé en alternant la minimisation
par rapport à x (Algorithme 3, étape 3), z (Algorithme 3, étape 4), r et s (Algorithme 3,
étape 6).

Les variables duales u et t sont quant à elle obtenues par ascension de gradient (Algo-
rithme 3, étapes 8 et 9).

Algorithme 3 Résolution du Problème 2.2 (ℓ1-TV) basée sur l’algorithme ADMM

Entrée : Paramètre ρ > 0.
1: Pour k=1,. . . faire
2: Mise à jour des variables primales :

3: x[k+1] = argmin
x∈RN f(x) + ρ

2‖x− r[k] + u[k]‖22 = y+ρ(z[k]−u
[k])

1+ρ

4: z[k+1] = argmin
z∈RN−1 g(z) + ρ

2‖z − s[k] + t[k]‖22 = softλ/ρ (s
[k] − t[k])

5: Projection sur l’ensemble des contraintes :
6:

(
r[k+1], s[k+1]

)
= PKerA

(
x[k+1] + u[k], z[k+1] + t[k]

)

7: Mise à jour des variables duales :
8: u[k+1] = u[k] + (x[k+1] − r[k+1])
9: t[k+1] = t[k] + (z[k+1] − s[k+1])

Sortie : (x̂λ, ûλ) = limk→+∞(x[k],u[k])

2.2.4 Algorithme primal-dual

Une troisième méthode consiste à combiner une minimisation dans l’espace primal et
l’espace dual. A partir de la Définition 2.3 du conjugué de Fenchel, nous pouvons remarquer
qu’il est également possible d’exprimer

g(Lx) = sup
u∈RN−1

〈u |Lx〉 − g∗(u). (2.47)
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Par conséquent, les problèmes primal et dual énoncés dans le Problème 2.4 peuvent être
combinés en un seul problème

min
x∈RN

sup
u∈RN−1

L̃(x,u) où L̃(x,u) = 〈Lx |u〉+ f(x)− g∗(u), (2.48)

appelé problème primal-dual. Ainsi, pour f = 1
2‖y − ·‖22 et g∗ = ı‖·‖∞≤λ nous obtenons le

problème ℓ1-TV primal dual suivant

Problème 2.6 (Problème ℓ1-TV primal-dual). Soient y ∈ R
N et λ ≥ 0. On appelle problème

ℓ1-TV primal-dual le problème consistant à trouver

(x̂λ, ûλ) = arg min
x∈RN

sup
u∈RN−1

(Lx)⊤u+
1

2
‖y − x‖22 − ı‖·‖∞≤λ(u). (2.49)

La nouvelle formulation (2.48) montre que la solution (x̂, û) est le point scelle du Lagran-
gien L̃, i.e., 0 ∈ ∂L̃(x̂, û). Afin de mettre au point un algorithme proximal, il est important
de remarquer que pour τ > 0 et σ > 0,

0 ∈ ∂L̃(x̂, û) ⇔
{
0 ∈ {L∗û}+ ∂f(x̂)

0 ∈ {Lx̂} − ∂g∗(û)
(2.50)

⇔
{
−L∗û ∈ ∂f(x̂)
Lx̂ ∈ ∂g⋆(û)

(2.51)

⇔
{
(x̂− τL∗û)− x̂ ∈ τ∂f(x̂)
(û+ σLx̂)− û ∈ σ∂g∗(û)

(2.52)

⇔
{
x̂ = proxτf (x̂− τL∗û)

û = proxσg∗ (û+ σLx̂)
(2.53)

A partir de la dernière équation, il apparâıt que x̂ (resp. û) est le point fixe d’une application
dépendant de û (resp. x̂). Une stratégie pour obtenir (x̂, û) consiste à alterner des étapes de
descente proximale comme énoncé dans l’Algorithme 4 suivant [38, 53].

Algorithme 4 Résolution du Problème 2.2 (ℓ1-TV) basée sur l’algorithme primal-dual

Entrée : Paramètres 0 ≤ θ ≤ 1, τ et σ tels que τσ‖L‖22 < 1.
1: Pour k=0,1,. . . faire
2: x[k+1] = 1

1+τ

(
x[k] − τL∗(u[k]) + τy

)

3: u[k+1] = (u[k] + σL(x̃[k])− γsoftλ/γ ((u[k] + σL(x̃[k])/γ)

4: x̃[k+1] = x[k+1] + θ(x[k+1] − x[k])

Sortie : (x̂λ, ûλ) = limk→+∞(x[k],u[k])

2.2.5 Comparaison des algorithmes

Dans cette section, nous comparons les performances des quatre algorithmes présentés
précédemment pour résoudre le Problème 2.2.

2.2.5.1 Choix des paramètres des algorithmes

Jusqu’à présent, nous n’avons pas précisé comment choisir les paramètres des algorithmes
ℓ1-TV afin d’obtenir la meilleure vitesse de convergence. Par souci de simplicité, nous nous
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Figure 2.4 –Algorithme forward-backward. Influence des paramètres α et γ. Paramètres
optimaux α = 0.5 et γ = 0.99.
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Figure 2.5 –Algorithme Douglas-Rachford. Influence des paramètres α et γ. Paramètres
optimaux α = 1.99 et γ = 0.01.

restreignons à des paramètres constants au fil des itérations et nous déciderons qu’un algo-
rithme a suffisamment convergé lorsque ‖x[k] − x[∞]‖2/‖x[∞]‖2 ≤ 10−4, où x[∞] est obtenu
en pratique pour 108 itérations.

Les résultats qui suivent sont obtenus pour une même réalisation y ∈ R
N (N = 103) et

pour λ = 20. Des résultats similaires ont été observés pour différents λ et différents rapports
signal sur bruit.

Considérons l’Algorithme 1 forward-backward et les suites constantes αk ≡ α et γk ≡ γ
assujetties respectivement à α ∈ [ǫ, 1] et γ ∈ [ǫ, 2/β−ǫ] où ǫ ∈]0,min(1, 1/β)] et β = ‖L‖ = 2.
L’impact des paramètres α et γ sur la vitesse de convergence de l’algorithme est illustré
Figure 2.4. A γ fixé, la Figure 2.4 (gauche) montre que le choix α = 0.5 permet au critère de
converger plus rapidement. De même, pour α = 0.5 fixé, la Figure 2.4 (droite) montre que
γ = 0.99 (i.e., γ → 1) permet de stabiliser le critère en moins d’itérations. Dans la suite nous
choisirons donc α = 0.5 et γ = 0.99.

L’algorithme 2 Douglas-Rachford dépend des paramètres α ∈ [ǫ, 2−ǫ] et γ > 0 où ǫ ∈]0, 1[.
L’influence du paramètre α est étudié Figure 2.5 (gauche) à γ fixé, et montre que le choix
α = 1.99 (i.e., α → 2) permet de converger plus rapidement. Différentes gammes de γ sont
examinées Figure 2.5 (droite). Nous trouvons que les paramètres optimaux sont α = 1.99 et
γ = 0.01.

L’algorithme 3 ADMM dépend quant à lui seulement du paramètre ρ. Différentes gammes
sont étudiées Figure 2.6 et les résultats montrent que le choix optimal est ρ = 100.
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Figure 2.6 – Algorithme ADMM. Influence du paramètre ρ. Paramètre optimal : ρ = 100.
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Figure 2.7 – Algorithme Primal-Dual. Influence des paramètres τ̃ = τ/‖L‖2 et σ̃ =
σ/‖L‖2. Paramètres optimaux τ̃ = 0.0099 et σ̃ = 100.

L’algorithme 4 Primal-Dual dépend de trois paramètres θ, τ et σ vérifiant 0 ≤ θ ≤ 1 et
τσ‖L‖22 < 1. Notons τ̃ = τ‖L‖2 et σ̃ = σ‖L‖2. Nous choisissons θ = 0. L’impact du produit
τ̃ σ̃ < 1 est illustré Figure 2.7 (gauche) et montre que τ̃ σ̃ = 0.99 (i.e., τ̃ σ̃ → 1) permet
au critère de converger plus rapidement. Le rapport entre τ̃ et σ̃ est quant à lui examiné
Figure 2.7 (droite) et les valeurs optimales retenues sont τ̃ = 0.099 et σ̃ = 100.

2.2.5.2 Coût de calcul

Le temps d’exécution de chaque algorithme est représenté Figure 2.8 (gauche) en fonction
de λ. On remarque que le temps de calcul de chaque algorithme dépend peu de λ excepté
l’algorithme forward-backward dont le temps d’exécution crôıt notablement avec λ. Pour
λ = 20, les critères correspondants sont représentés Figure 2.8 (droite) en fonction du nombre
d’itérations.

Les temps de calcul sont également comparés Figure 2.9 en fonction de la taille N de
l’observation pour λ = 10 (gauche) et λ = 100 (droite). On observe que le temps de calcul crôıt
de la même manière en fonction de N , quel que soit l’algorithme. Globalement, l’algorithme
Douglas-Rachford et l’algorithme ADMM sont les plus rapides. Des résultats identiques sont
obtenus pour différents rapport signal sur bruit.

2.3 Evaluation des performances d’estimation

Soit une observation y = x+b ∈ R
N d’un signal constant par morceaux x ∈ R

N corrompu
par un bruit additif gaussien b ∈ R

N . Nous avons vu que la solution x̂χ du Problème 2.1 (resp.
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Figure 2.9 – Comparaison des algorithmes ℓ1-TV (2). Temps de calcul en fonction de
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x̂λ du Problème 2.2) est constante par morceaux et par conséquent fournit une estimation
de x pour un choix de χ (resp. λ) donné. Notons x̂ l’une de ces solutions.

Afin de quantifier la qualité de l’estimateur x̂ de x, nous pouvons par exemple comparer
le nombre de segments de x̂ et x. Cependant, nous avons vu que cela ne constitue pas un
bon critère de performance à cause de l’effet d’escalier (voir Remarque 2.3).

Une seconde idée consiste à mesurer l’erreur quadratique moyenne relative entre x̂ et x,
i.e.,

MSEr(x̂,x) =
‖x̂− x‖2
‖x‖2 . (2.54)

Cependant, cette mesure ne permet pas de mesurer si les positions des discontinuités de x

ont été correctement estimées.
Une troisième idée consiste donc à considérer non pas x̂ et x mais leur vecteur d’indica-

trices des discontinuités r̂ et r définis comme suit :

Définition 2.4 (Indicatrice des discontinuités). Soit un x ∈ R
N un signal constant par

morceaux. Alors on définit le vecteur d’indicatrices des discontinuités r ∈ R
N−1 comme suit :

(∀n ∈ {1, . . . , N − 1}) rn =

{
1, si xn 6= xn+1,

0, sinon.
(2.55)

Dès lors, la première mesure qui nous viendrait à l’esprit est la suivante

S(r̂, r) =
‖r̂ − r‖0
‖r‖0

. (2.56)
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n = 1 2 3 4 5 J(α, ·)

αn 1 0 0 0 1 1

β
(1)
n 1 0 0 0 0 1/2

β
(2)
n 1 1 0 0 0 1/3

β
(3)
n 1 1 0 0 1 2/3

β
(4)
n 1 1 0 1 1 1/2

Table 2.1 – Valeurs typiques de l’indice de Jaccard.

Cependant S est une mesure très sévère qui ne permet de prendre ne compte que les estimées
parfaitement localisées. Mais en pratique, si les discontinuités de x̂ sont localisées proches de
celles de r, alors x̂ est un estimateur satisfaisant dans une certaine mesure.

Dans la section suivante, nous montrons comment utiliser l’indice de Jaccard pondéré afin
de mesurer la similarité entre r et r̂.

2.3.1 Rappels sur l’indice de Jaccard

L’indice de Jaccard a été introduit pour la première fois dans [110] pour mesurer la
similarité entre deux ensembles. Il est défini comme suit :

Définition 2.5 (Indice de Jaccard [110]). Soient deux ensembles α et β. Alors l’indice de
Jaccard entre α et β vaut

J(α,β) =
Card(α ∩ β)

Card(α ∪ β)
, (2.57)

où Card désigne l’opérateur de cardinalité. J(α,β) varie entre 0, lorsque α ∩ β = ∅, et 1,
lorsque α = β

L’indice de Jaccard associé à 4 différents exemples est reporté dans la Table 2.1. Nous re-
marquons que l’indice de Jaccard est un score très sévère. En particulier, si β a correctement
identifié la moitié des valeurs non nulles de α et mal identifié l’autre moitié (voir cas β(2)),
alors J(α,β) = 1/3.

Récemment, l’indice de Jaccard a connu un regain d’intérêt au sein de la communauté de
traitement de graphes afin de mesurer la similarité entre deux noeuds α et β d’un graphe.
En particulier, une extension de l’indice de Jaccard a été proposé dans [100] afin de mesurer
la similarité entre deux noeuds d’un graphe pondéré :

Définition 2.6 (Indice de Jaccard entre deux noeuds d’un graphe pondéré [100]). Soient
deux noeuds α ∈ V et β ∈ V d’un graphe pondéré G = (V, E) dont l’ensemble des noeuds et
des arêtes sont respectivement notés V et E. Alors l’indice de Jaccard entre α et β vaut :

Jw(α,β) =
N(α,β)

D(α,β)
(2.58)

où N(α,β) représente le poids total des arêtes w ∈ E reliant des noeuds γ ∈ V communs à
α et β, i.e.,

N(α,β) = 2wα,β +
∑

γ∈V
γ∼α
γ∼β

min(wα,γ , wβ,γ), (2.59)
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β(r̂)

1 2 3 654

α(r)

Figure 2.10 – Exemple de graphe tripartite. Une arête est créée entre chaque noeud
n et α(r) (resp. β(r̂)) si rn > 0 (resp. r̂n > 0). Dans cet exemple, r = (1, 0, 1, 0, 1, 0)⊤ et
r̂ = (0, 1, 1, 0, 1, 0)⊤.

et où D(α,β) représente le poids total des arêtes reliant tous les noeuds voisins de α et β,
i.e.,

D(α,β) = 2wα,β +
∑

γ∈V
γ∼α
γ∼β

wα,γ + wβ,γ

2
+
∑

γ∈V
γ∼α
γ≁β

wα,γ +
∑

γ∈V
γ≁α
γ∼β

wβ,γ . (2.60)

2.3.2 Application à la détection de discontinuité

Mesurer la similarité entre les vecteurs d’indicatrices r ∈ R
N−1 et r̂ ∈ R

N−1 peut être
interprété comme mesurer la similarité entre deux noeuds d’un graphe tripartite G = (V, E).
Nous présentons comment construire ce graphe illustré par la Figure 2.10.

Ensemble des noeuds V. Le graphe est formé de N +1 noeuds composés des (N − 1) pas
de temps et des deux noeuds α(r) et β(r̂) dont nous cherchons à mesurer la similarité.

Ensemble des arêtes E. Pour chaque indice n ∈ {1, . . . , N − 1} une arête de poids rn
(resp. r̂n) est créée entre les noeuds n et α(r) (resp. β(r̂)), i.e.,

wα(r),n = rn

(
resp. w

β(r̂),n = r̂n

)
. (2.61)

Etant donné qu’il n’existe aucune arête reliant α(r) et β(r̂), l’indice de Jaccard pondéré
(défini en (2.58)) entre les noeuds α(r) et β(r̂) peut se réécrire comme suit :

Définition 2.7 (Indice de Jaccard entre r et r̂). Soient r ∈ R
N−1
+ et r̂ ∈ R

N−1
+ deux vecteurs

à valeurs non négatives. Soient les deux noeuds α(r) et β(r̂) du graphe pondéré tripartite
G = (V, E) défini précédemment. Alors l’indice de Jaccard entre α(r) et β(r̂) vaut :

Jw(α
(r),β(r̂)) =

∑
1≤n≤N−1min(rn, r̂n)∑

1≤n≤N−1
rn>0
r̂n>0

rn+r̂n
2 +

∑
1≤n≤N−1
r̂n=0

rn +
∑

1≤n≤N−1
rn=0

r̂n
. (2.62)

De même, nous définissons l’erreur de Jaccard : Jerror(α
(r),β(r̂)) = 1− Jw(α(r),β(r̂)).

Remarque 2.7. Dans la suite ce manuscrit, nous simplifierons la notation de l’indice de
Jaccard comme suit :

Jw(r, r̂) = Jw(α
(r),β(r̂)). (2.63)
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Figure 2.11 – Exemples d’estimées constantes par morceaux. Haut : Exemples d’es-
timées constantes par morceaux x̂(1) et x̂(2) de x. Bas : indicatrices des discontinuités cor-
respondantes convoluées avec un filtre passe-bas gaussien à support compact G d’écart type
3 et de taille 15 points.

Afin de prendre en compte mais pénaliser les discontinuités de x̂ proches de celles de x,
nous proposons de mesurer la similarité non pas entre r ∈ {0, 1}N−1 et r̂ ∈ {0, 1}N−1, mais
entre G(r) ∈ R

N−1
+ et G(r̂) ∈ R

N−1
+ où G modélise un filtre passe-bas gaussien à support

compact. Le choix du support et de l’écart-type de G est discuté dans la section suivante.

2.3.3 Choix du filtre passe-bas gaussien

Considérons l’exemple illustré par la Figure 2.11 (haut gauche) où x̂(1) (rouge) est une
estimée d’un signal constant par morceaux x (noir) qui a mal localisé la seule discontinuité de

x d’une distance d(1) = 10. Par conséquent, J(r, r̂(1)) = 0. Afin de quantifier cette imprécision

autrement que par 0, nous considérons G(r̂(1)) et G(r) rapportés Figure 2.11 (bas gauche) pour
G de support K = 15 et d’écart type σ = 4. Pour de telles valeurs, Jw(G(r),G(r̂(1))) = 0.09.

Une seconde estimée x̂(2) (bleu) est également considérée et illustrée par la Figure 2.11

(haut droite). Elle contient deux discontinuités respectivement localisés à distance d
(2)
1 = 5

et d
(2)
2 = 5 de la véritable discontinuité. Nous noterons d(2) = d

(2)
1 + d

(2)
2 . Cet exemple est

motivé par l’effet d’escalier des solutions du Problème 2.2 (voir Remarque 2.3). Pour un filtre

G identique et pour d(1) = d(2) = d, on obtient Jw(G(r),G(r̂(2))) = 0.56.

Cependant, en pratique, on peut préférer la solution x̂(1) à x̂(2) puisqu’elle est composée
d’une seule discontinuité. Dans la suite, nous examinons comment choisir K et σ afin de
favoriser x̂(1) ou x̂(2).

Les quantités J1 = Jw(G(r),G(r̂(1))) et J2 = Jw(G(r),G(r̂(2))) sont rapportées dans la
Figure 2.12 en fonction de K/d et σ/K. Comme attendu, J1 n’augmente pas selon K/d et
σ/K. Toutefois, la discussion est plus subtile pour J2. En effet, en présence de discontinuités

proches l’une de l’autre, tel que modélisé par r̂(2), et pour K et σ assez grands, |(G(r̂(2)))n−
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Figure 2.12 – Indice de Jaccard pondéré. J1 (gauche) et J2 (droite).

0 20 40 60 80 100
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0 20 40 60 80 100
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Figure 2.13 – Impact du filtre passe-bas G sur deux discontinuités proches l’une
de l’autre. Le filtre passe-bas est gaussien à support compact de taille K = 50 et d’écart
type σ = 4 (gauche) et σ = 6 (droite).

(G(r))n| ≫ 0 pour certains indices n à cause de la convolution. La même conclusion est

obtenue K et σ suffisamment faibles puisque d
(2)
1 > 0 et d

(2)
2 > 0. De plus, nous rappelons

que d’après la Définition 2.7, plus αn 6= βn pour tout n, plus J(α,β) est proche de 0. Il s’en
suit que J2 atteint sa plus grande valeur pour des régions intermédiaires (K/d,σ/K). Par
souci d’illustration, deux configurations sont rapportées par la Figure 2.13 pour K fixé et σ
faible (gauche) et σ grand (droite).

Le diagramme de phase indiquant les régions où J1 > J2 est illustré par la Figure 2.14
(gauche). Il est intéressant de remarquer qu’une condition nécessaire pour avoir J1 > J2 est
de choisir K au moins 4 fois supérieur à la distance d.

Pour finir, nous relâchons d(1) = d(2) et examinons comment varie la frontière du dia-
gramme de phase en fonction de d(1) − d(2). En pratique, d(2) = 10 et d = d(1) varie de 5 à
15. Les résultats correspondants sont rapportés par la Figure 2.14 (droite), et fournissent à
l’utilisateur une façon de choisir σ et K selon la configuration qu’il souhaite privilégier.

2.4 Extension bidimensionnelle

Dans cette section, nous nous intéressons à la détection des discontinuités dans les images
monovaluées. En d’autre termes, nous chercherons à partitionner une image en régions où
l’intensité moyenne peut être considérée constante.

Dans la suite, nous considérons l’observation bidimensionnelle notée y ∈ R
|Ω|, où Ω =

{1, . . . , Nh} × {1, . . . , Nv}.
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Figure 2.14 – Diagramme de phase. Comparaison entre J1 et J2 pour différentes valeurs
de K/d et σ/K..

2.4.1 Problème non convexe ℓ0-TV 2D

Le problème consistant à étiqueter une image y ∈ R
|Ω| en partition distinctes Ω =

⋃+∞
q=1 Ωq

ayant chacune pour valeur moyenne vq, peut être formulé via le problème suivant :

Problème 2.7 (Problème ℓ0-TV 2D). Soit une image y ∈ R
|Ω|, alors le problème ℓ0-TV 2D

consiste à trouver x constant par morceaux, i.e., x =
∑+∞

q=1 vqiΩq avec comme convention
vq ≤ vq+1, tel que

x̂ ∈ Argmin
x=

∑+∞
q=1 vqiΩq∈R

|Ω|

1

2

+∞∑

q=1

i⊤Ωq
(y−vq)2+λ|C| sujet à

{⋃+∞
q=1 Ωq = Ω,

(∀q 6= p), Ωq ∩ Ωp = ∅,
(2.64)

où C = Ω
(⋂⋃+∞

q=1 ∂Ωq

)
est l’ensemble des contours du partitionnement Ω =

⋃∞
q=1Ωq défini

par les vecteurs d’indicatrices

(∀q ≥ 1) (∀ℓ ∈ Ω) iΩq ,ℓ =

{
1 si ℓ ∈ Ωq,

0 sinon.
(2.65)

Remarque 2.8. Le Problème 2.7 est couramment appelé problème de Potts et problème de
Mumford-Shah constant par morceaux dans le cadre continu.

Remarque 2.9. Si y peut être décrit par Q lignes de niveau, alors pour tout q ≥ Q + 1,
vq = +∞ et iΩq = 0Ω.

Le critère présent dans (2.64) est composé de la somme d’un terme d’attache aux données
quantifiant l’appartenance de chaque pixel ℓ à une ligne de niveau Ωq et d’un terme de
pénalisation

|C| = 1

2

+∞∑

q=1

|∂Ωq| =
1

2

+∞∑

q=1

Per(Ωq) (2.66)

imposant aux partitions Ωq d’avoir un périmètre Per(Ωq) minimal. Les contraintes assurent
que les différentes partitions ne se chevauchent pas. L’hyperparamètre λ permet de relativiser
la contribution de ces deux termes. Choisir λ élevé permet de favoriser la formation d’un petit
nombre de large régions Ωq.
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Remarque 2.10. Le Problème 2.7 est une généralisation mutlidimensionnelle du Problème 2.1.
En effet, nous pouvons considérer en première approximation que [133, 168]

Per(Ωq) ≈ TV(iΩq), (2.67)

où TV désigne la variation totale bidimensionnelle définie par

TV(iΩq) =

|Ω|∑

ℓ=1

√
(DhiΩq)

2
ℓ + (DviΩq)

2
ℓ =

|Ω|∑

ℓ=1

‖(DiΩq)ℓ‖2, (2.68)

où Dh (resp. Dv) est l’opérateur discret de premières différences dans la direction horizontale
(resp. verticale) et D = [Dh, Dv].

Remarque 2.11. La TV définie en (2.68) est largement utilisée et donne dans la pratique des
résultats satisfaisants, mais elle souffre de plusieurs défauts : elle n’est pas rigoureusement
isotropique et elle a tendance à lisser les contours. Le lecteur est invité à se référer à [54]
pour une nouvelle définition de la TV isotropique pour les images discrètes.

Cependant, le Problème 2.7 est NP difficile et ne peut pas être résolu de manière exacte.
Afin de contourner cette limitation, des solutions approchées reposant sur l’utilisation d’al-
gorithmes de ≪ graph-cut ≫ ont été proposées [79, 17]. Une partie de la littérature s’est
également intéressée à la résolution exacte de deux problèmes approchés que nous détaillerons
dans la suite : le premier étant une relaxation convexe du Problème 2.7 (voir Section 2.4.2)
et le second étant un problème plus simple où le nombre de régions Q est supposé connu a
priori (voir Section 2.4.3).

2.4.2 Problème convexe ℓ1-TV 2D

Une relaxation convexe du Problème 2.7 consiste à estimer x̂ comme suit :

Problème 2.8 (Problème ℓ1-TV bidimensionnel). Soient y ∈ R
|Ω| et λ ≥ 0. On appelle

problème ℓ1-TV bidimensionnel le problème consistant à trouver

x̂λ = arg min
x∈R|Ω|

1

2
‖y − x‖2 + λTV(x), (2.69)

où la TV bidimensionnelle est définie en (2.68).

Le Problème 2.8 apparâıt donc comme une extension bidimensionnelle du Problème 2.2
où la seule différence notable réside dans le fait que la variation totale a été remplacée par son
homologue bidimensionnel. Par conséquent, les algorithmes proximaux décrits à la Section 2.2
peuvent également être employés pour résoudre le Problème 2.8 (cf., e.g., [35, 23, 150]).

2.4.3 Problème convexe ℓ0-TV 2D à Q niveaux

Afin de simplifier le Problème 2.7, nous pouvons également supposer que le nombre de
partitions Q et les valeurs des niveaux (v1, . . . , vQ) sont connus a priori. Ainsi, le Problème 2.7
se réduit au Problème de ℓ0-TV à Q niveaux suivant

Problème 2.9 (Problème ℓ0-TV 2D à Q niveaux). Soit une image y ∈ R
|Ω| et un ensemble

de valeurs moyennes (vq)1≤q≤Q avec comme convention vq ≤ vq+1. Alors le Problème ℓ0-TV
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(a) iΩ = (iΩ1 , . . . , iΩQ
) (b) u (c) θ = (θ1, . . . ,θQ+1)

Figure 2.15 – Illustration des trois variables d’étiquetage. Dans cet exemple, les Q = 3
régions peuvent être étiquetées soit à partir de iΩ (a), u (b) ou θ (c).

à Q niveaux consiste à trouver

(̂iΩ1 , . . . , îΩQ
) = argmin

(iΩ1
,...,iΩQ

)⊤∈{0,1}Q×|Ω|

Q∑

q=1

i⊤Ωq
(y − vq)2 + λ

Q∑

q=1

TV(iΩq)

sujet à

Q∑

q=1

iΩq = ✶Ω (2.70)

Un exemple de vecteur iΩ est illustré Figure 2.15(a) pour Q = 3 régions, i.e., iΩ vaut (1, 0, 0)
dans la première région, (0, 1, 0) dans la deuxième et (0, 0, 1) dans la troisième.

Bien que le critère dans (2.70) soit convexe en iΩ, le Problème reste non-convexe du à
la contrainte et au caractère binaire de iΩ. Afin de convexifier la contrainte, il a été proposé
(cf. [39, 206] pour Q = 2 et [168] pour Q ≥ 2) d’augmenter la dimension du problème en
remplaçant la minimisation sur iΩ ∈ {0, 1}Q×|Ω| par θ ∈ {0, 1}(Q+1)×|Ω|. La bijection entre
ces deux problèmes, illustrée par la Figure 2.15, peut être interprétée via par l’intermédaire
de l’étiquette u :

Définition 2.8 (Etiquette u). Soit le vecteur d’indicatrices (iΩ1 , . . . , iΩQ
)⊤ ∈ {0, 1}Q×|Ω|

caractérisant le partionnement en Q régions (Ω1, . . . ,ΩQ) tels que
⋃Q
q=1Ωq = Ω et (∀q 6=

p), Ωq ∩ Ωp = ∅. On appelle étiquette u ∈ {1, . . . , Q}|Ω|, la quantité

u =

Q∑

q=1

qiΩq . (2.71)

Par conséquent, (∀ℓ ∈ Ω), uℓ = q si ℓ ∈ Ωq et 0 sinon.

Dès lors, une bijection entre u défini sur un simplexe et des variables binaires θ = (θ1, . . . ,θQ+1)
peut être établie comme suit :

Proposition 2.5 (Bijection entre u et θ). Soit une étiquette u ∈ {1, . . . , Q}|Ω| défini sur un
simplexe de taille Q et soit Q+ 1 variables binaires (θ1, . . . ,θQ+1)

⊤ ∈ {0, 1}(Q+1)×|Ω| telles
que

(∀ℓ ∈ Ω), 1 = θ1,ℓ ≥ θ2,ℓ ≥ . . . ≥ θQ,ℓ = 0. (2.72)

Alors il existe une bijection entre u et θ :

(∀ℓ ∈ Ω) θq,ℓ =

{
1, si uℓ ≥ q,
0, sinon,

(2.73)
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qui peut être inversée en (cf. ≪ layer cake formula ≫)

(∀ℓ ∈ Ω) uℓ =

Q∑

q=1

θq,ℓ. (2.74)

On remarque que le vecteur d’indicatrices iΩ peut être exprimé entièrement à partir de θ,
i.e.,

Proposition 2.6 (Correspondance entre iΩ et θ). Soit iΩ défini en (2.65) et θ défini à la
Proposition 2.5. Alors,

(∀q ∈ {1, . . . , Q}) iΩq = (θq − θq+1). (2.75)

Finalement, afin d’obtenir un problème convexe, on relâche la nature binaire de θ et l’on
suppose que θ⊤ ∈ [0, 1](Q+1)×|Ω|, i.e.,

Problème 2.10 (Relaxation convexe du problème ℓ0-TV à Q niveaux [37, 192]). Soit une
image y ∈ R

|Ω| et un ensemble de valeurs moyennes (vq)1≤q≤Q avec comme convention vq ≤
vq+1. Alors le problème consiste à trouver θ⊤ = (θ1, . . . ,θQ+1)

⊤ ∈ [0, 1](Q+1)×|Ω| tel que

θ̂ = argmin
θ⊤∈[0,1](Q+1)×|Ω|

Q∑

q=1

(θq − θq+1)
⊤ (y − vq)2 + λ

Q∑

q=1

TV(θq − θq+1)

sujet à





θ1 ≡ 1,

θQ+1 ≡ 0,

1 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θQ ≥ 0.

(2.76)

Le Problème 2.10 étant convexe, un algorithme proximal a été proposé en [168, 55] pour
trouver efficacement le minimiseur global. Il a également été montré dans [168, Théorème

2] que quelque soit le seuil µ, la solution seuillée, θ̂
thr

= 1 si θ̂ ≥ µ et 0 sinon, définit une
solution îΩ qui est un minimiseur du Problème 2.9.

2.5 Questions ouvertes

Dans ce second chapitre, nous avons présenté deux problèmes variationnels permettant
d’estimer les discontinuités dans un signal constant par morceaux corrompu par un bruit
additif gaussien. Résoudre le Problème 2.1 (non-convexe) permet d’obtenir une solution non-
biaisée alors que la solution du Problème 2.2 (convexe) est biaisée due à l’utilisation de la
norme ℓ1. La résolution de chacun des problèmes nécessite de minimiser la somme d’un terme
quadratique d’attache aux données et d’un terme de régularisation (ℓ0 ◦L ou ℓ1 ◦L). Le poids
accordé à chacun des termes est contrôlé par un hyperparamètre (χ ou λ) qui impacte forte-
ment la qualité de la solution. Une attention plus spécifique a été portée sur le Problème 2.2
pour lequel nous avons comparé différentes solutions algorithmiques en termes de temps
d’éxécution. Nous avons également introduit une mesure basée sur l’indice de Jaccard pondéré
afin de quantifier la qualité d’estimation d’un signal constant par morceaux. Pour terminer,
nous avons présenté le Problème 2.10, en guise d’extension 2D du Problème 2.1, dont la
résolution permet de segmenter une image en Q classes.

Pour l’instant, nous avons seulement considéré le cas où y est une quantité scalaire,
mais nous pouvons également étendre la définition et la résolution du Problème 2.2 et du
Problème 2.10 lorsque y est remplacé par une quantité vectorielle y = (y1, . . . ,yM )⊤.
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Le Chapitre 3 sera dédié à l’application des méthodes d’estimation et de segmentation
vectorielle pour les problèmes posés par l’analyse non homogène des processus multifractals.

Motivé par [52], nous proposerons dans le Chapitre 4 un algorithme à la volée permettant
d’estimer les discontinuités présentes dans des signaux vectoriels au fur et à mesure de leur
acquisition.

Dans le Chapitre 7, nous examinerons un cas pratique motivé par l’expérience de scin-
tillement de bôıtes quantiques où la question consiste cette fois-ci à détecter les changements
d’intensité d’un processus poissonien. Nous y détaillerons comment prendre en compte cette
information dans le problème variationnel et dans quelles mesures la solution du Problème 2.2
est acceptable.

Enfin, nous nous intéresserons dans le Chapitre 8 au choix du paramètre de régularisation
dans le cadre du Problème 2.1 et proposerons un modèle hybride bayésien-variationnel pour
l’estimation de χ de manière automatique.
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Travaux préliminaires : processus monofractal par morceaux. Comme rappelé
au Chapitre 1, les propriétés d’invariance d’échelle de tout objet z sont quantifiées par la
régularité locale, mesurée en pratique par le concept d’exposant de Hölder [114]. Alors que
les premières études [181] supposaient que la régularité locale était homogène à travers le
signal ou l’image (i.e., monofractal), de récentes contributions ont considéré un modèle plus
réaliste de processus monofractal par morceaux où la régularité locale peut être hétérogène.
Ce modèle complique le procédé d’estimation puisqu’il nécessite en plus de segmenter z en
régions a priori inconnues où la régularité locale peut être considérée homogène. A cet ef-
fet, des approches variationnelles efficaces reposant sur l’utilisation de la variation totale ont
récemment été mises en oeuvre dans [176, 158]. Les bonnes performances d’estimation et de
segmentation scalaire, à la fois sur des données simulées et des données réelles, ouvrent la voie
vers l’analyse de modèles d’invariance d’échelle constants par morceaux plus riches. C’est le
sujet de ce chapitre.

Contribution : processus multifractal par morceaux. Dans [176, 158], les résultats
étaient obtenus pour l’analyse de processus monofractals par morceaux. Ici, nous suggérons
d’étendre cette étude au cas des processus multifractals par morceaux z ∈ R

|Ω|, pouvant être
unidimensionnels (signaux) ou bidimensionels (images), dont les propriétés multifractales
ne sont pas homogènes sur Ω mais homogènes à l’intérieur de plusieurs régions distinctes
Ω1 ∩ . . .∩ΩQ = ∅ formant un partitionnement de Ω = Ω1 ∪ . . .∪ΩQ. L’objectif est d’estimer
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Figure 3.1 – Exemples de processus invariants d’échelle non homogènes. Deux
processus, l’un monofractal par morceaux (b) et l’autre multifractal par morceaux (c) sont
caractérisés par un spectre multifractal dans la région ΩA (blanc) différent de celui dans la
région ΩB (noir).

à la fois les régions (Ω1, . . . ,ΩQ) et le spectre multifractal (voir Section 1.2.2) à l’intérieur de
chacune d’entre d’elles.

Ce problème est significativement plus difficile étant donné que pour un processus mul-
tifractal dont les propriétés multifractales sont constantes par morceaux, la régularité locale
peut varier significativement d’une position à l’autre au sein d’une même région. Au lieu de
considérer la régularité, nous nous intéresserons aux quantités vectorielles (C1,j)j∈Z, (C2,j)j∈Z,
c1 et c2 permettant de définir le spectre multifractal (voir Chapitre 1). Le modèle de proces-
sus multifractal par morceaux est décrit dans la Section 3.1 et la définition des estimateurs
locaux des quantités (C1,j)j∈Z, (C2,j)j∈Z, c1 et c2 fait l’objet de la Section 3.2.

Nous proposons ensuite deux applications, l’une unidimensionnelle appliquée à l’estima-
tion vectorielle des discontinuités de (c1, c2) et décrite à la Section 3.3 et l’autre bidimension-
nelle reposant sur la segmentation de (C1,j , C2,j)j∈Z détaillée à la Section 3.4.

Références. Ce chapitre s’appuie sur les contributions [90, 91, 92] et est le résultat d’une
collaboration avec H. Wendt.

3.1 Modèle de processus multifractals par morceaux

3.1.1 Processus monofractal par morceaux

Nous considérons le cas où z est un processus autosimilaire par morceaux caractérisé
par l’exposant de Hurst Hq sur chaque région Ωq (∀q ∈ {1, . . . , Q}). Le modèle que nous
adopterons dans la suite est illustré par un exemple de signal et de texture sur la Figure 3.1 (b)



3.2. FORMALISME MULTIFRACTAL LOCAL 59

pour Q = 2. Dans ce cas, l’exposant de Hölder h vaut

(∀ℓ ∈ ΩA) hℓ = HA, (3.1)

(∀ℓ ∈ ΩB) hℓ = HB, (3.2)

avec HA 6= HB et Ω = ΩA ∪ΩB séparable en deux régions distinctes, i.e., ΩA ∩ΩB = ∅, selon
le masque présenté dans la Figure 3.1 (a). Dans l’exemple proposé, HA = 0.6 et HB = 0.4.
Un comportement plus lisse est alors observé pour ℓ ∈ ΩA que pour ℓ ∈ ΩB.

3.1.2 Processus multifractal par morceaux

Considérons à présent le cas illustré par la Figure 3.1 (c) où z modélise un processus
multifractal par morceaux où

(∀ℓ ∈ ΩA) hℓ est décrit par DA, (3.3)

(∀ℓ ∈ ΩB) hℓ est décrit par DB. (3.4)

Dans la suite, pour des raisons pratiques, nous supposerons que le spectre multifractal peut
être approché par une parabole (voir Proposition 1.2)

D(h) = 2 + (h− c1)2/(2c2). (3.5)

Dans l’exemple présenté, (c1, c2)A = (0.6,−0.05) et (c1, c2)B = (0.4,−0.05). Nous remarquons
qu’il est bien plus difficile de distinguer visuellement les deux régions ΩA et ΩB que dans le
cas monofractal par morceaux. Cela est dû au fait que la régularité locale peut fluctuer au
sein d’une même région.

3.2 Formalisme multifractal local

Dans cette section, nous rappelons comment établir des estimateurs locaux de h et D à
partir du formalisme multifractal basé sur les coefficients dominants décrit à la Section 1.3.

Dans la suite, nous supposons que z est invariant d’échelle sur la gamme {j1, . . . , j2} de
taille J = j2 − j1 + 1 et nous notons Lj,k le coefficient d’ondelette dominant de z à l’échelle
2j et à la position ℓ = 2jk (voir Définition 1.10).

Définition 3.1 (Estimateur local ĥ de l’exposant de Hölder). L’exposant de Hölder peut être
estimé par régression linéaire des coefficients d’ondelettes dominants, i.e.,

(∀ℓ ∈ Ω) ĥℓ =
∑

j∈{j1,...,j2}

wj,k log2 Lj,k, tel que ℓ = 2jk (3.6)

et où w ∈ [0, 1]J×|Ω| désigne des poids de régression vérifiant

{∑j2
j=j1

jwj,· = 1,∑j2
j=j1

wj,· = 0,
(3.7)

afin d’obtenir un estimateur non biaisé [213].

Afin d’estimer le spectre multifractal D, l’estimation strictement ponctuelle de h doit être
remplacée par une estimation locale de C1 et C2 dans un voisinage W.
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Définition 3.2 (Estimateurs locaux Ĉ1 et Ĉ2 des cumulants.). Les quantités C1 et C2

sont estimées localement par des moyennes en temps dans un voisinage glissant :

(∀j ∈ {j1, . . . , j2}) (∀ℓ ∈ Ω) Ĉ1,j,ℓ =
1

|Wj,ℓ|
∑

k∈Wj,ℓ

lnLj,k, (3.8)

(∀j ∈ {j1, . . . , j2}) (∀ℓ ∈ Ω) Ĉ2,j,ℓ =
1

|Wj,ℓ| − 1

∑

k∈Wj,ℓ

(
lnLj,k − Ĉ1,j,ℓ

)2
, (3.9)

où |Wj,ℓ| est le nombre de coefficients dans le voisinage Wj,ℓ centré en ℓ à l’échelle 2j.

A partir de la Proposition 1.3, des estimateurs locaux de c1 et c2 peuvent ensuite être
obtenus par régression linéaire à travers les échelles.

Définition 3.3 (Estimateurs locaux ĉ1 et ĉ2 des log-cumulants.). Soient les estimateurs
locaux empiriques des cumulants Ĉ1 et Ĉ2. Alors c1 et c2 peuvent être estimés localement
comme suit

(∀p ∈ {1, 2}) (∀ℓ ∈ Ω) ĉp,ℓ = (log2 e)

j2∑

j=j1

wjĈp,j,ℓ, (3.10)

où les poids de régression wj vérifient (3.7).

L’estimation de C1, C2, c1 et c2 est d’autant meilleure que la taille du voisinage |Wj,ℓ|
augmente, mais une mesure glissante en temps reposant sur un grand voisinage produit des
estimées fortement dépendantes, compliquant ainsi la localisation fine des discontinuités.

3.3 Estimation vectorielle par approche TV (1D)

Dans cette section, nous allons nous intéresser au cas unidimensionel où z ∈ R
N est

un signal invariant d’échelle dont les propriétés multifractales sont caractérisées localement
par un ensemble de M signaux notés y = (ym)1≤m≤M pouvant par exemple modéliser les
quantités (ĉ1, ĉ2)

⊤, i.e., M = 2, décrites précédemment.
La question posée est alors de pouvoir détecter les portions où les propriétés multifractales

de z sont homogènes en estimant les discontinuités présentes dans l’observation vectorielle y.
Pour y parvenir, nous présentons et quantifions dans la Section 3.3.1 l’apport d’une extension
vectorielle du Problème 2.2 sur des données synthétiques. Puis, les performances d’estimation
sont évaluées dans la Section 3.3.2 dans le cas d’une marche aléatoire multifractale à partir
de (ĉ1, ĉ2)

⊤.

3.3.1 Estimation vectorielle

3.3.1.1 Présentation et résolution du problème ℓ1,2-TV

Considérons une observation y = (y1, . . . ,yM )⊤ ∈ R
M×N d’un signal constant par mor-

ceaux x = (x1, . . . ,xM )⊤ ∈ R
M×N corrompu par un bruit additif b ∈ R

M×N supposé blanc
gaussien centré de variance diag(σ21, . . . , σ

2
M ).

Par analogie avec le Problème 2.2, nous pouvons obtenir une solution constante par mor-
ceaux en résolvant par exemple le problème variationnel suivant

x̂λ = argmin
x=(x1,...,xM )⊤

1

2

M∑

m=1

‖xm − ym‖2 + λ

M∑

m=1

N−1∑

n=1

|(Lxm)n|. (3.11)
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Puisque (3.11) est séparable en m ∈ {1, . . . ,M}, résoudre (3.11) revient à résoudre le
Problème 2.2 indépendamment pour chacune des observation ym (m ∈ {1, . . . ,M}) pour
le même paramètre de régularisation λ.

En pratique, la notation vectorielle x = (x1, . . . ,xM )⊤ est utilisée pour suggérer une
dépendance entre les composantes. Nous supposerons ici que x1, . . . ,xM sont des signaux
constants par morceaux partageant les mêmes positions de discontinuité. Afin de prendre en
compte cette information supplémentaire, nous considérons le problème suivant :

Problème 3.1 (Problème ℓ1,2-TV). Soient y = (y1, . . . ,yM )⊤ ∈ R
M×N et λ ≥ 0. On appelle

problème ℓ1,2-TV le problème consistant à trouver

x̂λ = argmin
x=(x1,...,xM )⊤

1

2

M∑

m=1

‖xm − ym‖2 + λ

N−1∑

n=1

√√√√
M∑

m=1

|(Lxm)n|2, (3.12)

où L est l’opérateur linéaire de premières différences défini en (2.3).

Remarque 3.1. Lorsque M = 1, le Problème 3.1 se réduit au Problème 2.2.

Le second terme dans le membre de droite de (3.12) est la norme mixte ℓ1,2 de Lx, dont
nous rappelons ci-dessous la définition générale.

Définition 3.4 (Norme mixte ℓp,q [24]). Soient u = (um,n)1≤m≤M,1≤n≤N ∈ R
M×N , p ≥ 1 et

q ≥ 1. On appelle norme mixte ℓp,q de u, la quantité définie par

‖u‖p,q =




N∑

n=1

(
M∑

m=1

|um,n|q
)p/q


1/p

. (3.13)

L’utilisation de la norme mixte permet de considérer une structure par blocs, où la norme ℓ2
est appliquée à chaque bloc, i.e., ‖Lx1‖2, . . . , ‖LxM‖2, et où la norme ℓ1 est ensuite appliquée
selon la direction des blocs. A partir des conditions de Karush-Kuhn-Tucker, nous rappelerons
dans la Section 4.2 que l’emploi de la norme ℓ1,2 permet d’assurer une parcimonie de groupe
sur (Lx̂1, . . . , Lx̂M )⊤. Ce résultat est d’ailleurs illustré Figure 3.2 où pour une réalisation de
x (noir) et y (gris) donnée (N = 500, M = 4), la solution x̂λ du Problème 3.1 est calculée
et représentée pour λ = 10 (rouge), 50 (jaune) et 100 (violet). Quelque soit λ, x̂λ partage
les mêmes positions de discontinuités sur chacune de ses quatre composantes tracées sur la
Figure 3.2 de haut en bas.

La forte analogie entre le Problème 2.2 et le Problème 3.1 nous permet de facilement
étendre les algorithmes présentés à la Section 2.2 pour résoudre le Problème 3.1. En effet,
il suffit de substistuer les quantités scalaires dans les Algorithmes 2-4 par leur homologue
vectoriel, e.g. y et x remplacés par y et x, et de remplacer toute occurence de L par L tel que
Lx = (Lx1, . . . , LxM )⊤ et proxγ‖·‖1 = softγ par proxγ‖·‖1,2 dont la définition est rappelée
ci-dessous :

Exemple 3.1 (Opérateur proximal de la norme ℓ1,2 [122, Théorème 3]). Soit γ ∈]0,+∞[ et
une fonction R

M×N → R : u 7→ γ‖u‖1,2. On a alors, pour tout u ∈ R
M×N , proxγ‖·‖1,2 (u) =

(ζn)1≤n≤N avec

(∀n ∈ {1, . . . , N}), ζn =

{
(1− γ

‖un‖2
)un si ‖un‖2 > γ,

0 sinon.
(3.14)

En particulier, nous détaillons dans l’Algorithme 5 les itérations de l’algorithme ADMM
pour résoudre le Problème 3.1 proposé dans [209].
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Figure 3.2 – Illustration de x̂λ solution du Problème 3.1. x (noir), y (gris) et x̂λ
pour λ = 10 (rouge), 50 (jaune) et 100 (violet). De haut en bas : 1ère jusqu’à la M = 4ème
composante.
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Algorithme 5 Résolution du Problème 3.1 basée sur l’algorithme ADMM

Entrée : Paramètre ρ > 0.
1: Pour k=1,. . . faire
2: Mise à jour des variables primales :

3: x[k+1] = y+ρ(z[k]−u
[k])

1+ρ

4: z[k+1] = proxλ
ρ
‖·‖1,2

(s[k] − t[k])

5: Projection sur l’ensemble des contraintes :
6:

(
r[k+1], s[k+1]

)
= PKerA

(
x[k+1] + u[k], z[k+1] + t[k]

)

7: Mise à jour des variables duales :
8: u[k+1] = u[k] + (x[k+1] − r[k+1])
9: t[k+1] = t[k] + (z[k+1] − s[k+1])

Sortie : (x̂λ, ûλ) = limk→+∞(x[k],u[k])

3.3.1.2 Apport de l’estimation vectorielle

Dans cette section, nous examinons les configurations où la solution du Problème 3.1
appliquée à y = (y1, . . . ,yM )⊤ présente de meilleures performances d’estimation que les
solutions obtenues en résolvant le Problème 2.2 indépendamment pour chacune des compo-
santes ym (m ∈ {1, . . . ,M}). Par souci de présentation des résultats, nous limitons l’étude
au cas M = 2 choisi comme le plus simple représentatif de M > 0 et utilisé dans la section
suivante pour l’analyse de (ĉ1, ĉ2)

⊤.

Configuration expérimentale. Premièrement, on génère x = (x1,x2)
⊤ ∈ R

2×N (N =
103) constant par morceaux tel que x1 et x2 partagent les mêmes discontinuités. Pour se faire,
les longueurs de chaque segment sont tirées selon une loi de Pareto de paramètre d’échelle 50
et de paramètre de forme 1. Par conséquent, l’indicatrice des discontinuités r de x est égale
à celle de x1 et x2 (voir Définition 2.4). Ensuite, les amplitudes absolues des discontinuités
de x1 et x2 sont tirées indépendamment selon une gaussienne de moyenne 1 et de faible
dispersion, e.g. 0.1. Le signe de chaque amplitude est ensuite tiré de manière équiprobable.

Deuxièmement, on génère y = (y1,y2)
⊤ tel que y1 = x1 + b1 et y2 = x2 + b2 avec

b1 ∼ N (0, σ1✶N ) et b2 ∼ N (0, σ2✶N ). Puisque les amplitudes des discontinuités de x1 et
x2 varient légèrement autour de 1, on définit les rapports signal sur bruit SNR1 = 1/σ1 et
SNR2 = 1/σ2. Pour une même réalisation de (x1,x2, b1, b2), différents SNR1 et SNR2 allant
de −10 dB à +10 dB sont examinés en multipliant b1 et b2 par un facteur d’échelle.

Critère de performance. Nous cherchons à connâıtre le régime (SNR1, SNR2), dans lequel
la solution du Problème 3.1 appliqué à y fournie une meilleure estimation des positions des
discontinuités de x, que les deux solutions obtenues en résolvant deux fois le Problème 2.2
pour y = y1 et y = y2. Pour se faire, nous allons quantifier la qualité des différentes estimées
de r à l’aide de l’erreur de Jaccard (voir Définition 2.7).

Etant donné que la qualité de l’estimation dépend fortement du choix de λ, nous balayons
dans chacun des cas une gamme Λ de 100 valeurs de λ (équidistantes en échelle logarithmique)
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Figure 3.3 – Apport de l’estimation vectorielle ℓ1,2-TV vs. deux estimations

scalaires ℓ1-TV.. Haut : J
(ℓ1−TV)
1 − J (ℓ1,2−TV) et J

(ℓ1−TV)
2 − J (ℓ1,2−TV) en fonction de

(SNR1, SNR2). Bas : J
(ℓ1−TV) − J (ℓ1,2−TV) en fonction de (SNR1, SNR2).

allant de 10−1 à 102, retenons l’erreur de Jaccard la plus faible, et notons :

J
(ℓ1−TV)
1 = min

λ∈Λ
Jerror

(
G
(
r̂
(ℓ1−TV)
1,λ

)
,G (r1)

)
, (3.15)

J
(ℓ1−TV)
2 = min

λ∈Λ
Jerror

(
G
(
r̂
(ℓ1−TV)
2,λ

)
,G (r2)

)
, (3.16)

J (ℓ1−TV) = min
λ1∈Λ

min
λ2∈Λ

Jerror

(
G
(
[r̂

(ℓ1−TV)
1,λ1

, r̂
(ℓ1−TV)
2,λ2

]
)
,G ([r1, r2])

)
, (3.17)

J (ℓ1,2−TV) = min
λ∈Λ

Jerror

(
G
(
r̂
(ℓ1,2−TV)
λ

)
,G (r)

)
, (3.18)

où G est un filtre passe-bas gaussien à support compact de taille 5 et d’écart-type 0.5. Les

quantités J
(ℓ1−TV)
1 −J (ℓ1,2−TV), J

(ℓ1−TV)
2 −J (ℓ1,2−TV) et J (ℓ1−TV)−J (ℓ1,2−TV) sont moyennées

sur 50 réalisations et représentées Figure 3.3 en fonction de (SNR1, SNR2).

Apport de l’estimation vectorielle. Les régions où J
(ℓ1−TV)
1 − J (ℓ1,2−TV) > 0 (resp.

J
(ℓ1−TV)
2 −J (ℓ1,2−TV) > 0) correspondent aux configurations où l’estimation vectorielle donne

de meilleures performances d’estimation de r que la seule estimation de r1. (resp. r2). Nous
remarquons Figure 3.3 (haut) que dès que la composante y1 (resp. y2) est significativement
plus informative que la seconde, alors l’estimation scalaire donne globalement une erreur de
Jaccard plus faible. Autrement, l’estimation vectorielle donne systématiquement de meilleurs
résultats.

3.3.2 Quantification des performances

Maintenant que nous avons illustré l’intérêt d’une estimation vectorielle par rapport à
plusieurs estimations scalaires dans un cadre simple de signaux dégradés par un bruit blanc
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gaussien, nous allons à présent étudier les performances dans le cadre de l’estimation du
spectre D de signaux multifractals par morceaux. Dans ce contexte, nous considérons l’ob-
servation y = (ĉ1, ĉ2)

⊤ ∈ R
2×N (voir Définition 3.3).

Configuration expérimentale. Considérons une marche aléatoire multifractale z de taille
N = 29, dont les propriétés multifractales sont homogènes par morceaux et changent à la
position ℓ = 28, selon une configuration motivée par exemple par l’observation de données
d’activités cérébrales, où l’on passe du repos (longue mémoire c1 ≡ 0.6 > 0.5 et faiblement
multifractal c2 ≡ −0.0125 ≃ 0) à une tache (faible corrélation c1 ≡ 0.5 mais forte multifracta-
lité c2 ≡ −0.0250 < 0) (cf. e.g., [43]). Les quantités ĉ1 et ĉ2, définies en (3.10), sont estimées
à travers les octaves j1 = 2 et j2 = 4. Les performances d’estimation des deux méthodes
seront évaluées et comparées, comme moyenne sur 100 réalisations, pour différentes tailles de
fenêtres d’estimation |Wj,ℓ| variant de 22 à 28 échantillons.

Estimateurs proposés. Nous proposons de raffiner les estimateurs (ĉ1, ĉ2)
⊤ ∈ R

2×N par
une approche variationnelle faisant intervenir un terme de variation totale permettant de
favoriser les solutions constantes par morceaux.

Une première approche consiste à résoudre indépendamment les deux Problèmes 2.2 sui-
vants :

̂̂c1,λ1 = argmin
u1∈RN

‖ĉ1 − u1‖2 + λ1

N−1∑

ℓ=1

|(Du1)ℓ| (3.19)

̂̂c2,λ2 = argmin
u2∈RN

‖ĉ2 − u2‖2 + λ2

N−1∑

ℓ=1

|(Du2)ℓ| (3.20)

où D ∈ R
(N−1)×N représente l’opérateur de premières différences défini en (2.3). Les solutions

̂̂c1,λ1 et ̂̂c2,λ2 étant biaisées (voir Section 2.1.2), nous définissons ̂̂cdisj1,λ1 et ̂̂cdisj2,λ2 les solutions
de (3.19) et (3.20) ré-estimées a posteriori sur chaque segment.

Il est plus réaliste dans les applications de considérer que l’ensemble du spectre multifrac-
tal (donc a priori à la fois c1 et c2) change à un instant donné. Pour favoriser la détection de
discontinuités conjointes dans les estimées ĉ1 et ĉ2, nous considérons le Problème 3.1 appliqué
à la quantité (ĉ1, ĉ2), i.e., :

(̂̂c1, ̂̂c2)λ = argmin
(u1,u2)∈R2×N

2∑

p=1

‖ĉp − up‖2 + λ
N−1∑

ℓ=1

√√√√
2∑

p=1

|(Dup)ℓ|2. (3.21)

Afin d’assurer que les termes d’attaches aux données contribuent de manière égale dans le
critère (3.21), il est nécessaire de normaliser au préalable la dynamique de ĉ1 et ĉ2. De la

même manière, nous noterons (̂̂c1, ̂̂c2)conjλ , la solution de (3.21) ré-estimées a posteriori sur
chaque segment.

Illustration. La Figure 3.4 illustre la procédure : En haut, le signal multifractal par mor-
ceaux et le spectre multifractal associé sur chaque région, au centre (resp. en bas), c1, ĉ1,

̂̂cdisj1,λJmax
, ̂̂cconj1,λJmax

(resp. c2, ĉ2, ̂̂c
disj

2,λJmax
, ̂̂cconj2,λJmax

) pour |Wj,ℓ| = 28. Cet exemple montre que
l’estimation conjointe (rouge) permet de gagner en précision sur la localisation de la discon-
tinuité, comparée à une estimation disjointe (bleu).
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Figure 3.4 – Illustration. Comparaison entre les estimées ̂̂cdisj1,λJmax
, ̂̂cdisj2,λJmax

et (̂̂c1, ̂̂c2)conjλJmax

de (c1, c2).

Paramètre de régularisation. Les performances d’estimation dépendent fortement du
choix de (λ1, λ2) et λ qui n’ont pas le même poids dans (3.19)-(3.20) et (3.21). Cette ques-
tion importante lorsque l’on fait face à des signaux réels a été discutée à la Section 3.3.1.2
pour un modèle de signal constant par morceaux corrompu par un bruit additif gaussien.
Dans le cas présent, nous proposons de comparer les performances des deux approches pour
deux valeurs différentes. Pour chaque problème (3.19)-(3.21), nous définissons :

λ2seg correspondant à la plus grande valeur de λ telle que la solution possède au moins 2
segments.

λJmax est la plus grande valeur de λ telle que la solution maximise l’indice de Jaccard
(voir Section 2.3).

Pour notre étude, si nous notons r̂disj1,λ , r̂
disj
2,λ , r̂

conj
λ et r les vecteurs d’indicatrices des discon-

tinuités respectivement associés à ĉ
disj
1,λ , ĉ

disj
2,λ , (

̂̂c1, ̂̂c2)conjλ et (c1, c2), l’indice de Jaccard sera
mesuré entre les quantités G(r̂•) et G(r) où G modélise un filtre passe-bas gaussien à support
compact. Pour favoriser les solutions avec peu de segments, nous choisissons G de taille 28

points et de largeur à mi-hauteur 27 points.

Indice de Jaccard et nombre de segments. La Figure 3.5 montre que l’estimation
conjointe permet d’atteindre un indice de Jaccard plus élevé quelque soit la taille de la
fenêtre d’estimation |Wj,ℓ|. Par conséquent, elle bénéficie d’une meilleure estimation de la
position de la discontinuité. De plus, elle conduit également à un nombre de segments plus
faible, ce qui dans notre cas est préférable.

Distance à la discontinuité. La Figure 3.6 compare les performances en terme de dis-
tance entre les discontinuités pour λ = λ2seg (Figure 3.6(a)) et λ = λJmax (Figure 3.6(b)).

Pour l’estimation disjointe, ̂̂cdisj1,λ montre une meilleure localisation de la détection que ̂̂cdisj2,λ . De
plus, l’estimation conjointe, bénéficiant de l’information sur les deux composantes, présente
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systématiquement une meilleure localisation de la détection des discontinuités.

Erreur quadratique relative moyenne. La Figure 3.7 compare, pour λ = λ2seg (a) et
λ = λJmax (b), les performances d’estimation en terme d’erreur quadratique relative moyenne
(MSEr)

MSEr [(ĉ1, ĉ2), (c1, c2)] = Ê

[‖ĉ1 − c1‖2
‖c1‖2

+
‖ĉ2 − c2‖2
‖c2‖2

]
(3.22)

où Ê est un estimateur empirique de la moyenne calculé sur 100 réalisations. Quelque soit la
taille de la fenêtre d’estimation |Wj,ℓ|, on constate que

MSEr[(̂̂c1, ̂̂c2)conjλ , (c1, c2)] ≤ MSEr[(̂̂c1, ̂̂c2)disjλ , (c1, c2)].

Pour |Wj,ℓ| = 28, la MSEr des deux méthodes est sensiblement la même. Cependant, ce
résultat doit être nuancé avec les résultats présentés Figure 3.6 et Figure 3.5. En effet, à
MSEr égale, (̂̂c1, ̂̂c2)conjλ détecte moins de segments et localise la discontinuité 15% plus près

que ̂̂cdisj1,λ et ̂̂cdisj2,λ .

Influence de |Wj,ℓ|. Plus |Wj,ℓ| est grand, plus les estimées ĉ1 et ĉ2 sont lisses. Inversement,
pour |Wj,ℓ| faible, les estimées sont fortement variables. Dans les deux cas, cela rend difficile
la détection et la localisation de la discontinuité. Les résultats expérimentaux que nous rap-
portons montrent que les détections de discontinuités de c1 et c2 sont mieux estimées par
l’utilisation d’une grande fenêtre d’estimation. La segmentation vectorielle assure de locali-
ser le plus précisément possible ces estimées pourtant fortement lissées au cours temps, un
résultat peu intuitif a priori.

3.4 Segmentation vectorielle par approche TV (2D)

Dans cette section, nous considérons le cas bidimensionnel où z ∈ R
|Ω| désigne une image

avec un total de |Ω| pixels.

Par analogie avec la Section 3.3, nous pouvons estimer (C1,j)j∈Z et (C2,j)j∈Z localement
dans le voisinage de chaque pixel ℓ, concevoir les estimateurs locaux ĉ1 et ĉ2, puis appli-
quer un procédé de segmentation vectorielle de (ĉ1, ĉ2). Cependant, cette méthode repose
sur l’hypothèse forte que les textures ou les signaux issus du monde réel suivent précisément
le comportement d’échelle prescrit à la Proposition 1.3. Dans cette section, nous choisissons
de relâcher cette contrainte et de segmenter directement les quantités vectorielles Ĉ1 et/ou
Ĉ2 à travers les échelles.

Dans la suite, nous considérons la quantité y = (y1, . . . ,yM )⊤ ∈ R
M×|Ω| pouvant soit

modéliser ĥ (i.e., M = 1), Ĉ1 ou Ĉ2 (i.e., M = J), ou leur concaténation (Ĉ1, Ĉ2)
⊤ (i.e.,

M = 2J).

3.4.1 Segmentation vectorielle

Une extension vectorielle du Problème 2.10 peut être formulée à l’aide de θ qui dépend à
la fois de m ∈ {1, . . . ,M} et de la partition q ∈ {1, . . . , Q+ 1} de la manière suivante :

Problème 3.2 (Problème ℓ0-TV 2D vectoriel àQ niveaux). Soit une quantité y = (y1, . . . ,yM )⊤ ∈
R
M×|Ω| et un ensemble de valeurs de niveaux (vq,m)1≤q≤Q,1≤m≤M avec comme convention
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vq,m ≤ vq+1,m. Alors le problème consiste à trouver le vecteur θ = (θ1, . . . ,θQ+1)
⊤ ∈

[0, 1](Q+1)×M×|Ω| tel que

min
θ∈[0,1](Q+1)×M×|Ω|

Q∑

q=1

M∑

m=1

(θq,m − θq+1,m)⊤(ym − vq,m)2 + λ
M∑

m=1

Q∑

q=1

TV(θq,m − θq+1,m)

sujet à (∀m ∈ {1, . . . ,M})





θ1,m ≡ 1,

θQ+1,m ≡ 0,

1 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θQ ≥ 0,

(3.23)

avec λ ≥ 0 et où TV désigne la variation totale définie en (2.68).

Remarque 3.2. Dans toute la suite, les niveaux vq,m ∈ R seront choisis de manière équidistante
entre minℓ∈Ω ym,ℓ et maxℓ∈Ω ym,ℓ.

Il apparait clairement que le critère (3.23) est séparable en m, et aucun couplage entre les
composantes m ∈ {1, . . . ,M} n’est imposé. Par conséquent, résoudre le Problème 3.2 revient
à trouver le meilleur étiquetage des régions (Ω1,m, . . . ,ΩQ,m) indépendamment sur chacune
des composantes m ∈ {1, . . . ,M}.

Cependant, nous devons garder à l’esprit que nous ne souhaitons pas seulement segmenter
le vecteur des caractéristiques y mais nous cherchons avant tout à segmenter la texture z.
En d’autre termes, nous souhaiterions obtenir un partitionnement (Ω1, . . . ,ΩQ) commun à
toutes les composantes (ym)1≤m≤M .

Pour se faire, nous considérons l’extension du Problème 2.10 au cadre vectoriel proposé
dans [37] pour l’étiquetage d’images RGB (i.e., M = 3). Il repose sur l’utilisation d’une
seule variable θ qui est cette fois-ci commune à toutes les composantes, i.e., θq ≡ θq,m
(∀m ∈ {1, . . . ,M}).

Problème 3.3 (Relaxation convexe du problème ℓ0-TV 2D vectoriel à Q niveaux). Soit y =
(y1, . . . ,yM ) ∈ R

M×|Ω| et un ensemble de valeurs de niveaux (vq)1≤q≤Q avec comme conven-
tion vq ≤ vq+1. Alors le problème consiste à trouver θ = (θ1, . . . ,θQ+1)

⊤ ∈ [0, 1](Q+1)×|Ω| tel
que

min
θ∈[0,1](Q+1)×|Ω|

Q∑

q=1

(θq − θq+1)
⊤

M∑

m=1

(ym − vq,m)2 + λ

Q∑

q=1

TV(θq − θq+1)

sujet à





θ1 ≡ 1,

θQ+1 ≡ 0,

1 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θQ ≥ 0,

(3.24)

avec λ ≥ 0 et où TV désigne la variation totale définie en (2.68).

Remarque 3.3. Pour que tous les termes d’attache aux données soient du même ordre de
grandeur dans le critère 3.24, il est important de normaliser y composante par composante.

Afin d’estimer efficacement θ, nous utilisons la stratégie algorithmique proposée dans [55]
qui consiste à utiliser une méthode d’éclatement proximal couplée à une stratégie efficace
pour calculer les opérateurs proximaux. Le lecteur peut se référer à [55] pour des détails
quant à la stratégie algorithmique.
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3.4.2 Quantification des performances

Configuration expérimentale. Les performances de la solution du Problème 3.3 sont
évaluées sur des données synthétiques, produites numériquement par l’inclusion d’un patch
2D ΩA d’une réalisation de marche aléatoire multifractale (voir Exemple 1.2) de paramètres
(c1, c2)A sur un fond ΩB de paramètres (c1, c2)B. Le fond et le patch sont normalisés afin
d’assurer que la variance locale ne dépende pas de la position de l’image.

Les simulations sont conduites en utilisant la transformée standard des coefficients d’on-
delettes 2D avec le tenseur orthogonal produit de Daubechies à 2 moments nuls sur J = 3
échelles. Le procédé de segmentation est appliqué pour Q = 2, λ = 1 et M = J = 3. Pour
chaque composante m ∈ {1, . . .M}, les (vq,m)1≤q≤Q sont initialement choisis de manière
équidistante entre minℓ∈Ω ym,ℓ et maxℓ∈Ω ym,ℓ. Puis, nous alternons la minimisation de (3.24)
et la ré-estimation (vq,j)1≤q≤Q 5 fois.

Segmentation scalaire vs. vectorielle. Considérons le patch ΩA et le fond ΩB respec-
tivement représentés par la Figure 3.8 (b) en blanc et en noir. Une réalisation de texture
multifractale par morceaux z est fournie Figure 3.8 (a) où les paramètres du patch sont
(c1, c2)A ≡ (0.4,−0.001) et ceux du fond sont (c1, c2)B ≡ (0.5,−0.1).

La segmentation scalaire de y = ĥ, originellement envisagée pour l’analyse des processus
monofractal par morceaux [176], est illustrée par la Figure 3.8-(c)). Nous observons que
segmenter ĥ fournit de mauvais résultats. En effet, puisque le processus z est multifractal,
toutes les valeurs de régularité locale h du support de D sont présentes dans tout interval
ouvert de z pour des données de taille finie. Par conséquent, l’estimation locale de h n’est
pas pertinente. De plus, puisque le support de DA et DB se recouvrent, la seule quantité h

ne peut pas permettre de discriminer entre ΩA et ΩB.

Cette limitation démontre le besoin d’examiner des quantités multi-échelles liées au spectre
multifractal, à savoir C1 et C2. En effet, les résultats de segmentation vectorielle de Ĉ1, Ĉ2 et
(Ĉ1, Ĉ2)

⊤, respectivement illustrés Figure 3.8-(d), Figure 3.8-(e) et Figure 3.8-(f), montrent
que le masque est cette fois-ci estimé de façon satisfaisante.

Performances de segmentation. Pour le même masque représenté par la Figure 3.8 (b),
nous avons considéré 8 configurations reportées dans la Figure 3.9 permettant de modéliser
différents écarts de c1 et c2 entre les régions ΩA et ΩB. De plus, nous avons également
examiné davantage l’impact de c2 : les résultats en bleu correspondent à un spectre DB à
support étendu alors que ceux en orange sont associés à un spectre DB à support serré. Les
performances d’estimation sont quantifiées en termes de pixels mal classés et sont moyennés
sur 20 réalisations.

Sans surprise, segmenter ĥ offre dans chaque configuration de mauvaises performances
d’estimation. Par contre, les résultats de segmentation vectorielle de Ĉ1, Ĉ2 et (Ĉ1, Ĉ2)

⊤

sont systématiquement satisfaisantes. De plus, toutes ces expériences reproduisent le com-
portement espéré suivant : les performances de segmentations associées à Ĉ1 (resp. Ĉ2) sont
d’autant meilleures que la différence de c1 (resp. c2) entre ΩA et ΩB est grande. Cependant,
une inspection plus minitieuse des résultats montre qu’une plus grande différence de c1 ne
mène pas nécessairement à de meilleurs résultats de segmentation de Ĉ2, comme le montre
la ligne orange dans la Figure 3.9 (graphes de gauche). Globalement, on observe que plus y
est informatif (e.g., y = (Ĉ1, Ĉ2)

⊤), meilleure sera la segmentation.

Finalement, il convient également de noter que la segmentation scalaire de ĥ est seulement
2 fois plus rapide que la segmentation vectorielle de Ĉ1, Ĉ2 ou (Ĉ1, Ĉ2)

⊤. En pratique, les
simulations durent moins d’une minute par image de taille |Ω| = 29 × 29 pixels.
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(a) z multifractal par morceaux (b) Masque

(c) Segmentation basée sur ĥ (d) Segmentation basée sur Ĉ1

Pixels mal classés : 29.0 % Pixels mal classés : 5.7 %

(e) Segmentation basée sur Ĉ2 (f) Segmentation basée sur (Ĉ1, Ĉ2)
Pixels mal classés : 3.0 % Pixels mal classés : 0.96 %

Figure 3.8 – Illustration des résultats de segmentation conjointe. L’image ≪ multi-
fractale par morceaux ≫ z est présentée en (a) et a été générée à partir du masque en (b).
La solution du Problème 3.2 pour y = ĥ est illustrée en (c). Les solutions du Problème 3.3
pour y = Ĉ1, Ĉ2 et (Ĉ1, Ĉ2)

⊤ sont respectivement illustrées en (d), (e) et (f).
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ĥ Ĉ1 Ĉ2 (Ĉ1, Ĉ2)

M
is
cl
as
si
fi
ca
ti
on

ra
te

0

5

10

15

20

25

30

35

40
(0.4,−0.005)A, (0.7,−0.04)B
(0.4,−0.005)A, (0.7,−0.1)B

h

-0.5 0 0.5 1 1.5

0

0.5

1

1.5

2

DA

DB

DB
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M
is
cl
as
si
fi
ca
ti
on

ra
te

0

5

10

15

20

25

30

35

40
(0.4,−0.005)A, (0.5,−0.04)B
(0.4,−0.005)A, (0.5,−0.1)B

Figure 3.9 – Performances de segmentation conjointe. Comparaison des performances
de segmentation selon le choix de la quantité y indiquée en abscisse. Chaque graphe représente
deux configurations (bleu et orange) de (c1, c2) choisis sur ΩA et ΩB.
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3.5 Conclusion et perspectives

Ce chapitre propose une première tentative visant à analyser des processus multifractals
par morceaux caractérisés par des propriétés multifractales homogènes différentes sur plu-
sieurs régions distinctes. Elle repose sur l’estimation locale dans une fenêtre glissante des
quantités multi-échelles c1 et c2, voire C1 et C2, impliquées dans la formulation du spectre
multifractal, combinée à un procédé d’estimation ou de segmentation.

L’apport des approches TV vectorielles par rapport aux approches scalaires a tout d’abord
été évalué sur des signaux constants par morceaux corrompus par un bruit Gaussien. Nous
avons montré que lorsque le SNR est du même ordre de grandeur sur chacune des compo-
santes, alors les approches vectorielles bénéficient d’une erreur de Jaccard plus faible, ce qui
quantifie une meilleure localisation des positions des discontinuités. Des résultats similaires
ont ensuite également été obtenus pour l’analyse d’une marche aléatoire multifractale par
morceaux produit synthétiquement et reproduisant un cas d’intérêt pratique.

Nous avons montré dans le cas unidimensionel que l’estimation doit être conduite dans
des voisinages W de grande taille. Cependant, la corrélation (temporelle ou spatiale) de
ĉ1, ĉ2, Ĉ1 et Ĉ2, inhérente à la nécessité d’estimer ces quantités dans des voisinages de
taille significative, est susceptible de compliquer a priori les méthodes d’estimation et de
segmentation utilisées, reposant sur une formulation par variation totale, qui sont adéquates
lorsque les signaux à régulariser ne sont pas corrélés. Nous envisageons de poursuivre ce travail
en modifiant les termes d’attache aux données présents dans les équations (3.21), (3.24) et
(B.1) afin de prendre en compte ces corrélations.

De récentes études [72, 73, 190] ont montrées l’intérêt d’analyser les propriétés multifrac-
tales du rythme cardiaque foetal (RCF) pour caractériser l’état de santé du foetus. Nous
envisageons alors la possibilité d’estimer les discontinuités de (ĉ1, ĉ2)

⊤ comme un moyen de
quantifier l’évolution de la santé du foetus au cours du temps. Afin d’offrir une estimation
des discontinuités au fur et à mesure de l’acquisition du RCF, nous proposons dans le cha-
pitre suivant une solution algorithmique permettant de fournir une solution approchée du
Problème 3.1 à la volée.

Le procédé de segmentation proposé au Problème 3.3 démontre des performances très
satisfaisantes mais repose sur la forte hypothèse que θq ≡ θq,m (∀m ∈ {1, . . . ,M}). D’un
côté, cela a l’avantage de définir des partitions (Ω1, . . . ,ΩQ) communes à toutes les M com-
posantes. De l’autre côté, cela implique que les performances sont très sensibles au choix
arbitraire et à l’ordre des niveaux vq,m. Afin de pallier cette limitation, différents termes
de régularisation sont actuellement envisagés pour permettre une stratégie de segmentation
plus flexible. Un premier pas dans cette direction peut par exemple être lié à l’utilisation
du tenseur de structure de la variation totale, dont la méthode est décrite dans l’Annexe B,
qui permet d’introduire des corrélations entre les composantes sans toutefois permettre une
segmentation conjointe.
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Extension vectorielle. Dans le chapitre précédent, nous avons démontré l’intérêt de
considérer des approches TV vectorielles pour détecter les régions où le spectre multifrac-
tal diffère via l’estimation des discontinuités conjointes à (ĉ1, ĉ2) voire (Ĉ1,j , Ĉ2,j)j . L’ex-
tension vectorielle émerge également dans de nombreux contextes comme par exemple dans
certaines applications biomédicales où l’objectif est d’extraire les discontinuités conjointes
présentes dans des données multivariées, e.g., données EEG [98]. Ce type de problème s’ap-
plique également aux données à valeurs complexes qui peuvent naturellement s’interpréter
comme une quantité vectorielle, i.e., la partie réelle et la partie complexe des données. D’un
point de vue bayésien, des solutions élégantes ont été proposées en [69, 167] et des stratégies
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itératives efficaces ont récemment été introduites en [26, 107].

Algorithmes à la volée. Afin d’adresser le problème lié au temps de calcul dû à la nature
itérative des algorithmes proximaux pour résoudre le Problème 2.2, des procédés alternatifs
ont été étudiés, tel quel l’algorithme ≪ taut string ≫ utilisé communément dans la littérature
statistique [141]. Très récemment, un algorithme rapide reposant sur la formulation duale et
l’analyse des conditons de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) a été proposé en [52] pour résoudre
le Problème 2.2. Contrairement à l’algorithme ≪ taut string ≫ , ce dernier permet d’éviter des
sommes cumulées, pouvant potentiellement mener à des valeurs excessives et par conséquent
à des erreurs numériques. Une autre spécificité de cet algorithme concerne son comportement
à la volée, c’est-à-dire qu’il ne nécessite pas l’observation de toute la série temporelle avant
de fournir une solution sur une sous-partie. Les algorithmes à la volée pourraient être d’un
intérêt crucial pour les problèmes de surveillance en temps réel rencontrés notamment dans
le milieu médical [97, 33].

Contribution Dans ce contexte, le présent chapitre élabore à partir de [52] un algorithme
à la volée permettant de résoudre le Problème 3.1. Nous illusterons en premier lieu le com-
portement non local du problème vectoriel par opposition au caractère local du problème
scalaire, ce qui démontre que tout algorithme à la volée pour résoudre le Problème 3.1 ne
fournira seulement une solution approchée. A partir de cette observation et de la réécriture
des conditions de KKT résultant de la formulation duale du Problème 3.1 spécifiées à la
Section 4.2, un algorithme rapide et à la volée est dérivé à la Section 4.3. Les performances
en termes de qualité de la solution et de gains de temps de calcul sont présentées dans la
Section 4.4.

Référence. Ce chapitre s’appuie sur la contribution [87] et est le résultat d’une collabora-
tion avec L. Condat. Une vidéo démontrant le caractère à la volée de l’algorithme ainsi que
les routines Matlab correspondantes sont disponibles à l’adresse http://perso.ens-lyon.
fr/jordan.frecon.

Notations. Soit u = (um,n)1≤m≤M,1≤n≤N ∈ R
M×N un signal multivarié, où pour chaque

m ∈ {1, . . . ,M}, um = (um,n)1≤n≤N ∈ R
N correspond à la m-ème composante alors que la

n-ème valeur sera raccourcie en un = (um,n)1≤m≤M ∈ R
M . Pour tout n ∈ {1, . . . , N}, nous

utiliserons également les fonctions suivantes : abs(un) = (|um,n|)1≤m≤M ∈ R
M et sgn(un) =(

sgn(um,n)
)
1≤m≤M

∈ R
M .

4.1 Nature non locale du problème ℓ1,2-TV

Il existe une différence de nature fondamentale entre l’estimation scalaire (M = 1) et
vectorielle (M > 1). La première est intrinsèquement de nature locale [52, 136] alors que la
seconde est non locale. Nous entendons par local le fait que la solution à une position donnée
ne dépend pas du signal localisé avant (resp. après) la discontinuité précédente (resp. sui-
vante). Afin d’expliquer cette notion, nous proposons l’expérience suivante dont les résultats
sont illustrés Figure 4.1. Les résultats associés à l’estimation scalaire (resp. vectorielle) sont
présentés sur le graphe de gauche (resp. droite).

Premièrement, considérons la quantité scalaire y ∈ R
N (N = 180), composée de la

somme d’un signal constant par morceaux et d’un bruit blanc Gaussien (gris, graphe en
haut à droite). La solution x̂ du Problème 2.2 est affichée en traits pleins rouges. Nous

http://perso.ens-lyon.fr/jordan.frecon
http://perso.ens-lyon.fr/jordan.frecon
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Figure 4.1 – Nature non locale (ℓ1,2-TV) vs. locale (ℓ1-TV). Gauche : solutions du
Problème 3.1 pourM = 2 (haut : 1ère composante, bas : 2ème composante). Droite : solutions
du Problème 2.2. Observations y (gris), solution x̂ (rouge), concaténation des solutions x̂−

et x̂+ (bleu pointillés).

considérons également les solutions du Problème 2.2 appliqués à deux partitions de y obte-
nues en scindant y en deux, i.e., y

−
= (yn)1≤n≤N/2 et y+ = (yn)N/2+1≤n≤N . Les solutions

x̂
−

et x̂+ du Problème 2.2 respectivement associées à y
−

et y+ sont concaténées en une
solution représentée Figure 4.1 en traits pointillés bleus. Nous observons qu’il n’existe aucune
différence entre x̂ et la concaténation de x̂

−
et x̂+, illustrée Figure 4.1, mis à part pour le seg-

ment qui contient le point de concaténation. La différence autour du point de concaténation
est en effet attendue car x̂ utilise une information (la continuité entre y

−
et y+) qui n’est

pas disponible lorsque les solutions x̂
−

et x̂+ sont calculées. Le fait qu’il n’existe aucune
différence ailleurs illustre la nature locale de la solution du Problème 2.2.

Cette expérience est maintenant reconduite pourM = 2 car c’est le plus simple représentatif
du cas vectorielM > 1. Nous considérons cette fois-ci une quantité vectorielle y = (y1,y2)

⊤ ∈
R
2×N (N = 180) également composée de la somme de signaux constants par morceaux

et de bruits blancs Gaussien (en gris, Figure 4.1, 1ère et 3ème lignes). Deux partitions
y− = (y1,n, y2,n)1≤n≤N/2 et y+ = (y1,n, y2,n)N/2+1≤n≤N obtenues en scindant y en deux
sont également considérées. Les solutions du Problème 3.1, appliqué à y,y−,y+, respective-
ment notées x̂, x̂− et x̂+ sont obtenues pour λ = 20 via l’Algorithme 5. Les solutions x̂− et
x̂+ respectivement associées à y− et y+ sont concaténées et représentées Figure 4.1 en traits
bleus pointillés, tandis que x̂ est illustré en rouge. Contrairement au cas M = 1, la différence
entre x̂ et la concaténation de x̂− et x̂+, affichée en noir sur le graphique du bas, est différente
de 0 sur l’ensemble du support de y, montrant clairement la nature non locale de x̂ lorsque
M > 1.

Dans le cas scalaire, la nature locale de la solution permet de mettre au point un algo-
rithme à la volée, dit ≪ taut-string ≫, qui consiste à trouver la corde (≪ string ≫) de longueur
minimale (appelée ≪ taut string ≫ ) contenue dans le tube de rayon λ autour de la primitive
de y. La solution x̂ du Problème 2.2 (ℓ1-TV) est ensuite obtenue en calculant la dérivée de
la ≪ taut string ≫. Une stratégie efficace a été proposée en [58] afin de déterminer directe-
ment (i.e., sans itérations) les points de contact entre la ≪ taut string ≫ et le tube. Bien que
cette approche puisse être généralisée au cadre vectoriel, la détection des points de contact
requiert en plus l’angle du contact entre la ≪ taut string ≫ et le tube. Or, cette information
est justement non locale, ce qui implique que minimiser le Problème 3.1 à la volée est un
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problème difficile qui ne peut pas être résolu localement. Cette interprétation sera discutée
plus en détail dans la Section 4.2.2.

La nature non locale du Problème 3.1 implique que l’on ne puisse pas espérer trouver la
solution exacte à l’aide d’un algorithme à la volée. Par conséquent, dans ce chapitre, nous
présenterons un algorithme à la volée permettant de fournir une approximation de bonne
qualité de la solution exacte du Problème 3.1. Un paramètre de contrôle |Q|, qui sera défini
dans la Section 4.2.3, permettra de contrôler le compromis entre la qualité de l’approximation
et le temps d’exécution.

4.2 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker

4.2.1 Formulation duale

Nous rappelons ci-dessous la formulation duale du Problème 3.1 au sens de la dualité de
Fenchel-Moreau-Rockafellar (voir Section 2.2.1 et [81, 156, 180]) :

Problème 4.1 (Problème ℓ1,2-TV dual). Soient y = (y1, . . . ,yM )⊤ ∈ R
M×N et λ ≥ 0. On

appelle problème ℓ1,2-TV dual le problème consistant à trouver

û = argmin
u=(u1,...,uM )⊤∈RM×(N−1)

1

2

M∑

m=1

‖ym + L∗um‖2 assujetti à

(∀n ∈ {1, . . . , N − 1}) ‖un‖ ≤ λ, (4.1)

où, pour tout m ∈ {1, . . . ,M} et n ∈ {2, . . . , N − 2},

(L∗ûm)n = ûm,n−1 − ûm,n (4.2)

et {
(L∗ûm)1 = −ûm,1,
(L∗ûm)N = ûm,N−1.

(4.3)

Remarque 4.1. Notons que la formulation duale usuelle implique −um à la place de um

dans (4.1). Nous choisissons cette définition par souci de cohérence avec les résultats obtenus
en [52].

D’après le Lemme 2.1, les solutions optimales û ∈ R
M×(N−1) et x̂ ∈ R

M×N du Problème 4.1
dual et du Problème 3.1 primal sont reliées par

{
(∀m ∈ {1, . . . ,M}) x̂m = ym + L∗ûm,

(∀n ∈ {1, . . . , N − 1}) ûn ∈ −λ∂‖ · ‖(x̂n+1 − x̂n).
(4.4)

A partir de (4.4), nous obtenons directement les conditions nécessaires et suffisantes d’opti-
malité :

Proposition 4.1. Les solutions du Problème 4.1 dual et du Problème 3.1 primal satisfont
les conditions nécessaires et suffisantes suivantes. Pour tout m ∈ {1, . . . ,M},

x̂m = ym + L∗ûm, (4.5)

et, pour tout n ∈ {1, . . . , N − 1},
{
si x̂n = x̂n+1 alors ‖ûn‖ ≤ λ,
si x̂n 6= x̂n+1 alors ûn = −λ x̂n+1−x̂n

‖x̂n+1−x̂n‖
.

(4.6)
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û1,n > 0

ûn

λ

û2,n > 0

ûn = (0, λ)

λ

Figure 4.2 – Comparaison entre les discontinuités simultanées et non-simultanées
dans l’espace dual. Gauche : la position n est appropriée pour introduire un changement
d’amplitude négatif sur les deux composantes. Droite : la position n est appropriée pour
introduire un changement d’amplitude négatif sur la 2ème composante seulement.

La première condition dans (4.6) correspond au cas où toutes les composantes m ∈
{1, . . . ,M} gardent la même valeur à l’instant n+1 que celle à l’instant n. Cette configuration
est illustrée Figure 4.2 (graphe de gauche) pour M = 2. La seconde condition modélise les
situations où certaines composantes m de x̂ admettent une discontinuité entre les instants n
et n+1. Entre autre, la configuration où toutes les composantes de x̂ ne changent pas simul-
tanément de valeur est particulièrement intéressante (voir Figure 4.2 graphe de droite). En
effet, en présence de bruit cette condition est très rarement rencontrée. Par conséquent, dans
la suite de ce chapitre nous ne considérerons que le cas où les discontinuités sont simultanées
sur toutes les composantes.

Remarque 4.2. La Proposition 4.1 pour M = 1 mène aux conditions de KKT usuellement
associées au Problème 2.2 (ℓ1-TV) :





si x̂n > x̂n+1 alors ûn = +λ,

si x̂n < x̂n+1 alors ûn = −λ,
si x̂n = x̂n+1 alors ûn ∈ [−λ,+λ].

(4.7)

Par ailleurs, l’algorithme à la volée proposé en [52] et permettant de résoudre le Problème 2.2
(ℓ1-TV) est dérivé à partir des Conditions (4.7).

4.2.2 Réécriture des conditions de KKT

Contrairement aux Conditions (4.7) pour l’estimation scalaire, les conditions dans le cadre
vectoriel dérivées dans la Proposition 4.1 ne sont pas directement utilisables en pratique pour
mettre au point un algorithme à la volée car x̂n+1 − x̂n est a priori inconnu à l’instant n.

Par conséquent, nous proposons de réécrire la seconde condition de (4.6) par l’intermédiaire
de variables auxiliaires non-négatives (ẑn)1≤n≤N−1 telles que

{
si x̂n = x̂n+1 alors ‖ûn‖ ≤ λ,
si x̂n 6= x̂n+1 alors ûn = −sign(x̂n+1 − x̂n) ◦ ẑn,

(4.8)

où ẑn = λabs(x̂n+1−x̂n)
‖x̂n+1−x̂n‖

et où ◦ est le produit matriciel de Hadamard. Dès lors, la Proposi-
tion 4.1 peut être reformulée composante par composante comme suit :

Proposition 4.2. Les solutions du Problème 3.1 primal et du Problème 4.1 dual satisfont les
conditions nécessaires et suffisantes suivantes. Il existe des variables auxiliaires non-négatives
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(ẑn)1≤n≤N−1 telles que, pour tout m = {1, . . . ,M} et n ∈ {1, . . . , N − 1},




si x̂m,n > x̂m,n+1 alors ûm,n = +ẑm,n,

si x̂m,n < x̂m,n+1 alors ûm,n = −ẑm,n,
si x̂m,n = x̂m,n+1 alors ûm,n ∈ [−ẑm,n,+ẑm,n],

(4.9)

avec ‖ẑn‖ = λ et
x̂m = ym + L∗ûm. (4.10)

La comparaison entre les équations (4.7) et (4.9) souligne la similarité entre les conditions
nécessaires et suffisantes du Problème 2.2 et du Problème 3.1. En effet, les conditions impli-
quant λ dans le cas scalaire impliquent le vecteur auxiliaire ẑ dans le cas vectoriel. Le fait
que ẑ varie pour chaque paire (m,n) peut s’interpréter dans les procédures ≪ taut string ≫

comme la variation de l’angle de contact entre le tube de rayon λ et la ≪ taut string ≫. C’est
justement le manque de connaissance sur ẑ qui augmente drastiquement la difficulté pour
mettre au point un algorithme à la volée.

4.2.3 Solution approchée

Si l’on suppose que ẑ est connu a priori de telle manière que, pour tout n ∈ {1, . . . , N−1},
‖ẑn‖ = λ, alors le problème primal associé aux Conditions (4.9) s’énonce ainsi

min
x=(x1,...,xM )∈RM×N

M∑

m=1

(
1

2
‖ym − xm‖2 +

N−1∑

n=1

ẑm,n|(Lxm)n|
)

(4.11)

et peut être interprété commeM Problèmes 2.2 (ℓ1-TV) ayant des paramètres de régularisation
variant dans le temps, c-à-d, (ẑm)1≤m≤M .

L’approximation que nous faisons ici consiste à restreindre l’estimation des valeurs de ẑ
à partir d’un ensemble prédéfini Q = {ζ(1), . . . , ζ(|Q|)} choisi de façon à ce que pour tout

q ∈ {1, . . . , |Q|}, ζ(q) = (ζ
(q)
m )1≤m≤M ∈ R

M satisfasse ‖ζ(q)‖ = λ.

La stratégie la plus naive consisterait donc à résoudre M Problèmes 2.2 (ℓ1-TV) pour
les |Q| valeurs candidates de ẑ, c’est-à-dire trouver pour chaque m = {1, . . . ,M} et q =
{1, . . . , |Q|},

x̂(q)
m = arg min

xm∈RN

1

2
‖ym − xm‖2 + ζ(q)m ‖Lxm‖1 (4.12)

et mettre au point une méthode pour choisir la solution parmi les |Q| possibles. Par exemple,
choisir celle qui maximise quelque critère de qualité f que ce soit, i.e.,

x̂ = x̂(q∗) où q∗ = arg max
1≤q≤|Q|

f(x̂(q)). (4.13)

Bien que cette méthode pourrait être mise en oeuvre en parallélisantM algorithmes à la volée
résolvant le Problème 2.2 (ℓ1-TV), cette situation correspondrait au cas où l’estimée de z est
constante, c-à-d, z̃ = ζ(q

∗)
✶N . Par conséquent, les changements de valeurs moyennes seraient

traitées indépendamment sur chacune des composantes et aucune parcimonie de groupe ne
serait imposée sur (Lx̂1, . . . , Lx̂M )⊤.

Afin de pouvoir bénéficier à la fois d’une implémentation à la volée et de la parcimonie
de groupe, nous proposons une solution algorithmique basée sur un estimateur constant par
morceaux de ẑ détaillé dans la prochaine section.
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4.3 Solution algorithmique à la volée

Dans la suite, nous commençons par étendre au cadre vectoriel l’algorithme à la volée
proposé en [52] tout en supposant que ẑ est connu a priori. Cette hypothèse forte, irréaliste
en pratique, nous permet de décrire facilement les étapes de l’algorithme. Puis, nous nous
sommes intéressés à la question de l’estimation automatique et à la volée de ẑ parmi les valeurs
présentes dans Q. De fait, nous introduisons par conséquent le paramètre |Q| contrôlant la
qualité de l’approximation. Les principales étapes de l’algorithme à la volée sont résumées
dans l’Algorithme 6. Tout comme dans [52], la méthode proposée est également basée sur
l’encadrement conjoint des solutions primales et duales x̂ et û par des bornes inférieures et
supérieures mises à jour au fur et à mesure que l’observation y est parcourue.

Algorithme 6 Principe de l’algorithme à la volée pour résoudre le Problème 4.1 (ℓ1,2-TV).

1: Fixer n0 = 1.
2: Tant que n0 < N faire
3: Fixer n← n0
4: Initialiser les bornes primales et duales
5: Tant que Règle 1 est satisfaite faire
6: Fixer n← n+ 1
7: Pour m ∈ {1, . . . ,M} faire
8: Mettre à jour les bornes primales et duales
9: Si Règle 2 n’est pas satisfaite alors

10: Recalculer les bornes primales et duales
11: Estimer la discontinuité nrupt
12: Estimer (x̂j)n0≤j≤nrupt

13: Fixer n0 ← nrupt + 1
Sortie : Solution x̂approx

La conception de l’Algorithme 6 repose sur la spécification de la Règle 1 et de la Règle 2
permettant respectivement de détecter une discontinuité et de trouver sa position grâce à la
Proposition 4.2..

4.3.1 Cas idéal où ẑ est connu

4.3.1.1 Bornes inférieures et supérieures

D’après la Proposition 4.2, la solution du problème primal, la solution du problème dual
et la variable auxiliaire doivent satisfaire, pour tout n ∈ {0, . . . , N − 1}





ûn+1 = yn+1 + ûn − x̂n+1,

abs(ûn+1) ≤ ẑn+1,

‖ẑn+1‖ = λ.

(4.14)

avec û0 = ûN = 0. Si l’on considère les deux premières conditions, la condition de prolonga-
tion x̂n+1 = x̂n mène à {

yn+1 ≥ x̂n − ẑn+1 − ûn,

yn+1 ≤ x̂n + ẑn+1 − ûn.
(4.15)

En suivant le même raisonnement dérivé dans [52] pour le cas scalaire, on peut vérifier si la
condition de prolongation (4.15) est satisfaite en raisonnant sur en encadrement de ûn et x̂n.
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Définition 4.1 (Bornes locales inférieures et supérieures de ûn et x̂n). Pour tout n ∈
{1, . . . , N − 1}, on définit les bornes inférieures et supérieures de x̂n, notées respectivement
xn et xn, telles que

xn ≤ x̂n ≤ xn, (4.16)

et l’on note un et un comme suit :

(∀m ∈ {1, . . . ,M})
{
ûm,n = um,n si x̂m,n = xm,n,

ûm,n = um,n si x̂m,n = xm,n,
(4.17)

où un et un sont respectivement la bornes supérieure et inférieure de ûn, i.e.

un ≤ ûn ≤ un, (4.18)

Démonstration. D’après la relation primale-duale (4.4), pour tout m ∈ {1, . . . ,M} et n ∈
{1, . . . , N − 1},

ûm,n = ym,n + ûm,n−1 − x̂m,n, (4.19)

et par définition des bornes inférieures et supérieures de x̂m,n et ûm,n, nous obtenons

um,n = ym,n + ûm,n−1 − xm,n, (4.20)

um,n = ym,n + ûm,n−1 − xm,n. (4.21)

En soustrayant (4.20) à (4.19) nous obtenons

ûm,n − um,n = xm,n − x̂m,n < 0 (4.22)

en conséquence de (4.16). De la même manière, on montre que ûm,n > um,n.

4.3.1.2 Règles de mise à jour & Règle 1

La condition de prolongation x̂n+1 = x̂n, qui a mené à (4.15), peut être réécrite à l’aide
des bornes sur x̂n et ûn comme suit :

{
yn+1 ≥ xn − ẑn+1 − un,

yn+1 ≤ xn + ẑn+1 − un.
(4.23)

Si cette dernière condition, appelée Règle 1, est vérifiée, alors d’après la relation primale-
duale (4.10), nous pouvons mettre à jour les bornes inférieures et supérieures à la position
n+ 1 comme suit : {

un+1 = yn+1 + un − xn,

un+1 = yn+1 + un − xn,
(4.24)

et {
xn+1 = xn,

xn+1 = xn.
(4.25)

Remarque 4.3. De manière équivalente, on peut systématiquement mettre à jour les bornes
primales (resp. duales) selon (4.24) (resp. (4.25)) puis ensuite vérifier si la réécriture suivante
de la condition de prolongation (4.23) est vérifiée :

{
un+1 ≥ −ẑn+1,

un+1 ≤ +ẑn+1.
(4.26)

C’est le choix que nous adopterons dans la suite de ce chapitre.
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4.3.1.3 Prolongation du signal & Règle 2

Si la Règle 1 (i.e. Condition (4.23) ou de manière équivalente (4.26)) est vérifiée, alors
l’hypothèse x̂n+1 = x̂n est valide. Par contre, les bornes supérieures et inférieures doivent
peut-être être mises à jour afin de respecter ûn+1 ∈ [−ẑn+1,+ẑn+1]. D’après (4.18), cette
condition nécessite de vérifier que la Règle 2 suivante soit valide :

{
un+1 ≤ +ẑn+1,

un+1 ≥ −ẑn+1.
(4.27)

Pour tout m ∈ {1, . . . ,M}, trois configurations peuvent être rencontrées :

— Si les deux Conditions (4.27) sont satisfaites, les bornes sont inchangées.

— Si um,n+1 = um,n + ym,n+1 − xm,n > +ẑm,n+1, alors les règles de mises à jour spécifiées
en (4.25) ont sous-évaluées la borne supérieure

νm ≡ xm,j (∀j ∈ {n0, . . . , n+ 1}) (4.28)

où n0 est la position de départ du dernier segment. Puisque um,n+1 est délimité supérieu-
rement par +ẑm,n+1 et, que pour une telle valeur on peut montrer que

νm = xm,n +
um,n+1 − ẑm,n+1

n− n0 + 1
, (4.29)

nous proposons d’effectuer les mises à jour suivantes
{
(∀j ∈ {n0, . . . , n+ 1}) xm,j = νm,

um,n+1 = +ẑm,n+1.
(4.30)

— Si um,n+1 < −ẑm,n+1, alors la borne inférieure

νm ≡ xm,j (∀j ∈ {n0, . . . , n+ 1}) (4.31)

a été sur-évaluée. De la même manière, puisque um,n+1 est borné inférieurement par
−ẑm,n+1, nous pouvons montrer que la borne supérieure

νm = xm,n +
um,n+1 + ẑm,n+1

n− n0 + 1
, (4.32)

permet d’assurer la cohérence des mises à jour suivantes
{
(∀j ∈ {n0, . . . , n+ 1}) xm,j = νm,

um,n+1 = −ẑm,n+1.
(4.33)

Démonstration. Pour tout m ∈ {1, . . . ,M} et n ∈ {n0, . . . , N − 2}, si

um,n+1 = um,n + ym,n+1 − xm,n > +ẑm,n+1, (4.34)

alors les règles de mise à jour de xm,n, spécifiées en (4.25), ont sous-évaluées sa valeur νm.
D’un côté, afin de modifier les bornes inférieures (xm,n)k0≤j≤n+1, on considère la somme

cumulée des observations qui, selon (4.4), mène à

n+1∑

j=n0+1

ym,j = um,n+1 − um,n0 + (n− n0 + 1)xm,n+1, (4.35)
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et qui, si um,n+1 = +ẑm,n+1, mènerait à

n+1∑

j=n0+1

ym,j = ẑm,n+1 − um,n0 + (n− n0 + 1)νm, (4.36)

par définition de xm,n+1 = νm.
D’un autre côté, les règles de mise à jour (4.24) et (4.25) ont menées à

um,n+1 = um,n0
+

n+1∑

j=n0+1

ym,j − (n− n0 + 1)xm,n. (4.37)

La combinaison de (4.36) et (4.37) conduit à

νm = xm,n +
−um,n0

+ um,n+1 − ẑm,n+1 + ûm,n0

n− n0 + 1
. (4.38)

Puisque xm,n a été sous-évaluée et que par définition ûm,n0 ≤ um,n0
, nous pouvons ainsi

proposer la valeur suivante

νm = xm,n +
um,n+1 − ẑm,n+1

n− n0 + 1
, (4.39)

afin d’ajuster les bornes inférieures, i.e.,

(∀j ∈ {n0, . . . , n+ 1}) xm,j = νm. (4.40)

En plus, en conséquence de ûm,n+1 ∈ [−ẑm,n+1,+ẑm,n+1] et d’après l’inégalité (4.18), nous
assignons

um,n+1 = +ẑm,n+1. (4.41)

La démonstration est similaire dans le cas um,n+1 < −ẑm,n+1.

4.3.1.4 Estimer la position de la discontinuité nrupt

Si la Règle 1 n’est pas vérifiée à la position n, une discontinuité doit être introduite
dans l’intervalle {n0, . . . , n}. Afin d’estimer sa position nrupt, nous avons besoin de distinguer
trois cas pour tout m ∈ {1, . . . ,M} :
— Si um,n+1 = um,n + ym,n+1 − xm,n < −ẑm,n+1, alors, puisque um,n est borné, cela

implique que xm,n est surévalué et par conséquent un changement d’amplitude négatif
doit être introduit sur la m-ème composante afin de décrôıtre sa valeur. A partir de la
Proposition 4.2 et de l’Equation (4.18), l’ensemble des positions κm appropriées pour
introduire une discontinuité sur la m-ème composante est

κm = {j ∈ {n0, . . . , n} | um,j = +ẑm,j}. (4.42)

Ces positions correspondent aux indices j pour lesquels la borne um,j a été mise à jour
afin de vérifier la condition ûm,j ∈ [−ẑm,j , ẑm,j ] (voir paragraphe précédent).

— Si um,n+1 > +ẑm,n+1, alors un changement d’amplitude positif doit être introduit sur
la m-ème composante. L’ensemble des positions κm appropriées pour introduire une
discontinuité sur la m-ème composante est

κm = {j ∈ {n0, . . . , n} | um,j = −ẑm,j}. (4.43)

Ces positions correspondent aux indices j pour lesquels la borne um,j a été mise à jour
afin de vérifier la condition ûm,j ∈ [−ẑm,j , ẑm,j ].
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— Sinon, lam-ème composante satisfait (4.15) et aucun changement ne doit être introduit.
Cependant, puisque l’on considère le cas où les discontinuités ont lieu simultanément
sur toutes les composantes, on définit κm = {n0, . . . , n}.

La position de la discontinuité nrupt correspond à la dernière position pour laquelle on
peut introduire le changement d’amplitude adéquat sur chacune des composantes, i.e.,

nrupt = max
j∈∩M

m=1κm
j. (4.44)

Une fois que nrupt a été estimé, nous pouvons définir la valeur (x̂j)n0≤j≤nrupt
. Lorsqu’un

changement d’amplitude négatif est détecté sur la m-ème composante, on assigne

(∀j ∈ {n0, . . . , nrupt}) x̂m,j = xm,n+1, (4.45)

en accord avec (4.17). De la même manière, lorsqu’un changement d’amplitude positif est
détecté, on assigne

(∀j ∈ {n0, . . . , nrupt}) x̂m,j = xm,n+1. (4.46)

4.3.1.5 Commencer un nouveau segment

Lorsqu’un segment est créé, on commence la détection d’un nouveau segment à partir
de n0 = nrupt + 1 tant que n0 < N .

D’après (4.4) et par définition des bornes, pour tout n ∈ {1, . . . , N}
{
xn = yn − un + ûn−1,

xn = yn − un + ûn−1.
(4.47)

En particulier, pour n = n0, combiner (4.9), (4.16), (4.17) et (4.24) nous permet de dériver
la procédure d’initialisation suivante

{
un0

= +ẑn0 ,

un0 = −ẑn0 ,{
xn0

= yn0 − ẑn0 + ûn0−1,

xn0 = yn0 + ẑn0 + ûn0−1,

(4.48)

où la valeur de ûn0−1 est donnée par la Proposition 4.2. De plus, d’après la réécriture de
(4.14), û0 = 0.

4.3.2 Estimation du vecteur auxiliaire ẑ

Afin de présenter les étapes de l’algorithme, nous avons jusqu’à présent supposé ẑ connu
a priori. Dans cette section, nous montrons comment modifier l’algorithme pour estimer
simultanément ẑ et x̂.

Pour obtenir une solution approchée à la volée, nous proposons de :

— construire un estimateur constant par morceaux z̃ de ẑ,

— considérer seulement les discontinuités conjointes sur toutes les composantes m ∈
{1, . . . ,M}.
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4.3.2.1 Estimateur constant par morceaux de ẑ

Nous proposons un estimateur constant par morceaux dont les valeurs entre chaque dis-
continuités appartiennent à un ensemble prédéfini Q introduit à la Section 4.2.3. Pour chaque
valeur candidate ζ(q) où q ∈ {1, . . . , |Q|}, on associe des bornes supérieures et inférieures

notées u
(q)
n , u

(q)
n , x

(q)
n , et x

(q)
n . Elles sont initialisées à chaque position de départ n0 d’un

nouveau segment et mises à jour indépendamment pour chaque q ∈ {1, . . . , |Q|} selon (4.24)
et (4.25) jusqu’a ce que la condition de prolongation

{
u
(q)
n+1 ≥ −ζ(q),

u
(q)
n+1 ≤ +ζ(q),

(4.49)

basée sur (4.26), ne soit plus vérifiée. Dans la suite, nous examinons comment modifier l’al-
gorithme décrit à la Section 4.3.1, afin de prendre en compte la sélection automatique de z̃
parmi Q. L’algorithme qui en résulte est l’Algorithme 7.

4.3.2.2 Estimer les positions candidates de la discontinuité n
(q)
rupt

Pour chaque q ∈ {1, . . . , |Q|}, on estime les positions des discontinuités n
(q)
rupt tel que

nous l’avons précédemment décrit à la Section 4.3.1.4. Toutefois, la principale différence ici est
que nous nous restreignons à des discontinuités simultanées sur toutes les composantes. Nous
avons déjà détaillé avant la Proposition 4.1 que la création de discontinuités non-simultanées
avait une probabilité quasi nulle de se produire. Dès lors, la restriction aux discontinuités
simultanées ne va pas impacter la solution.

Par conséquent, pour chaque q ∈ {1, . . . , |Q|}, dès qu’au moins une composante m ∈
{1, . . . ,M} ne vérifie pas la condition de prolongation (4.49), une discontinuité doit être

créee. Par exemple, si u
(q)
m,n+1 < −ζ

(q)
m (resp. u

(q)
m,n+1 > ζ

(q)
m ), alors l’ensemble des positions

κ
(q)
m appropriées pour introduire une discontinuité sur la m-ème composante est

κ(q)m = {j ∈ {n0, . . . , n} | u(q)m,j = +ζ(q)m } (4.50)

(resp. κ(q)m = {j ∈ {n0, . . . , n} | u(q)m,j = −ζ(q)m }). (4.51)

Pour les composantes vérifiant (4.49), nous proposons l’heuristique suivante pour déterminer
le type de discontinuité et les positions de discontinuité le plus probable : ∀m− 6= m tel que

u
(q)
m−,n+1 + u

(q)
m−,n+1 < 0, alors

κ(q)m−
= {j ∈ {n0, . . . , n} | u(q)m−,j

= +ζ(q)m } (4.52)

et, ∀m+ 6= m tel que u
(q)
m+,n+1 + u

(q)
m+,n+1 ≥ 0, alors

κ(q)m+
= {j ∈ {n0, . . . , n} | u(q)m+,j

= +ζ(q)m }. (4.53)

Un exemple pour M = 2 et pour lequel la seconde composante viole la Condition (4.49)

est illustré Figure 4.3. La position de la discontinuité n
(q)
rupt et la valeur assignée à x̂(q) sur

le segment en cours sont toutes deux estimées comme précédemment, voir (4.44), (4.45) et
(4.46).
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u
(q)
2,n+1

▽△
u
(q)
2,n+1

⊲
u
(q)
1,n+1

u
(q)
1,n+1

⊳

u
(q)
2,n+1

▽△

⊳⊲

u
(q)
2,n+1

u
(q)
1,n+1

u
(q)
1,n+1

Figure 4.3 – Exemple de configurations menant à la détection d’une discontinuité.

Dans cet exemple M = 2, ζ
(q)
1 = ζ

(q)
2 = λ/

√
2. Puisque u

(q)
2,n+1 > ζ

(q)
2 , la condition (4.49) est

violée. Le graphique de gauche (resp. droite) illustre la configuration u
(q)
1,n+1 + u

(q)
1,n+1 < 0

(resp. u
(q)
1,n+1 + u

(q)
1,n+1 ≥ 0) décrite à la Section 4.3.2.2.

4.3.2.3 Estimer la position de la discontinuité nrupt.

D’après le paragraphe précédent, la procédure d’estimation mène à plusieurs positions
candidates pour la discontinuité (au plus |Q|). Parmi ces différentes positions, nous proposons
de choisir celle indexée par q∗ pour laquelle les bornes x(q∗) et x(q∗) sont le plus proches
possibles, i.e.,

q∗ ∈ Argmin
1≤q≤|Q|

∥∥∥∥
(
x
(q)

n
(q)
rupt

− x
(q)

n
(q)
rupt

)
σ−1

∥∥∥∥
2

, (4.54)

avec
σ = diag(σ1, . . . , σM ), (4.55)

où, pour tout m ∈ {1, . . . ,M}, σm est l’écart-type de ym. Le facteur σ−1 permet d’assurer
que toutes les composantes contribuent également dans le critère (4.54) indépendamment de
leur ordre de grandeur. Lorsque le minimiseur de (4.54) n’est pas unique, nous choisissons

l’indice q∗ pour lequel n
(q∗)
rupt est le plus élevé. En d’autre termes, nous choisissons l’ensemble de

variable auxiliaires permettant de valider la condition de prolongation (4.49) le plus longtemps
possible.

Par conséquent, nous obtenons finalement un indice q∗ qui nous permet d’estimer nrupt =

n
(q∗)
rupt et,

(∀j ∈ {n0, . . . , nrupt}) z̃j = ζ(q
∗), x̂j = x̂

(q∗)
j . (4.56)

La position de départ du prochain segment est fixé à n0 = nrupt + 1, et l’algorithme se
répète tant que n0 < N .

4.3.2.4 Commencer un nouveau segment

Considérons la position de départ n0 d’un nouveau segment. Pour tout q ∈ {1, . . . , |Q|},
l’étape d’initialisation peut se réécrire

{
u
(q)
n0 = +ζ(q), u

(q)
n0 = −ζ(q),

x
(q)
n0 = yn0 − ζ(q) + ûn0−1, x

(q)
n0 = yn0 + ζ(q) + ûn0−1,

(4.57)

avec û0 = 0.

Remarque 4.4. L’étape d’initialisation (4.57) dépend implicitement de l’estimation de ẑ
faite sur le segment précédent à travers le terme ûn0−1. Nos simulations ont montrées que
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Algorithme 7 Résolution approchée du Problème 3.1 basée sur un algorithme à la volée.

Entrée : Ensemble Q = {ζ(1), . . . , ζ(|Q|)}.
1: Fixer n0 = 1.
2: Tant que n0 < N faire
3: Pour q = 1, . . . , |Q| faire
4: Fixer n← n0

5: Initialiser les bornes primales et duales selon (4.58)
6: Tant que (4.49) est satisfaite faire
7: Fixer n← n+ 1
8: Pour m = 1, . . . ,M faire
9: Mettre à jour les bornes primales et duales

10: Si u
(q)
m,n+1 > +ζ

(q)
m or u

(q)
m,n+1 < −ζ

(q)
m alors

11: Recalculer les bornes primales et duales

12: Estimer les valeurs candidates de la position de la discontinuité n
(q)
rupt et de valeur prise sur

chaque segment (x̂
(q)
j )

n0≤j≤n
(q)
rupt

selon la Section 4.3.2.2

13: Estimer la discontinuité nrupt ∈ (n
(q)
rupt)1≤q≤|Q| selon la Section 4.3.2.3

14: Estimer (x̂j)n0≤j≤nrupt
et (z̃j)n0≤j≤nrupt

selon (4.56)
15: Fixer n0 ← nrupt + 1
Sortie : Solution x̂

l’initialisation (4.57) peut mener à une solution inconsistente x̂ dès que ẑ est mal estimé sur
un segment. Empiriquement, une meilleure approximation de la solution itérative est obtenue
si chaque segment est traité indépendament, i.e.,

{
u
(q)
n0 = +ζ(q), u

(q)
n0 = −ζ(q),

x
(q)
n0 = yn0 − ζ(q), x

(q)
n0 = yn0 + ζ(q).

(4.58)

4.4 Résultats

4.4.1 Configuration expérimentale

Dans cette section résultat, sauf mention contraire, nous considérons que les données
sont M signaux constants par morceaux x ∈ R

M×N (trait plein noir) partageant les mêmes
discontinuités, auxquels sont ajoutés des bruits blancs gaussiens centrés : y = x+b ∈ R

M×N .

Le signal x est généré comme suit. Premièrement, la longueur de chaque segment est tiré
selon une loi normale repliée N (12.5, 16.25). Puis, pour chaque m ∈ {1, . . . ,M}, le change-
ment d’amplitude pour chaque discontinuité est tiré indépendamment selon une distribution
gaussienne N (2, 0.4).

Le minimiseur exact du Problème 3.1, noté x̂, est calculé à partir l’Algorithme 5. Les
itérations sont arrêtées dès que la différence relative de critère est plus faible que 10−10. La
solution proposée est quant à elle notée x̂approx,Q pour indiquer qu’elle a été calculée à partir
de l’ensemble prédéfini Q.

Dans un second ensemble de simulations (voir 4.4.4), l’algorithme à la volée proposé sera
comparé à une solution à la volée de l’Algorithme 5 itératif ADMM.

4.4.2 Conception de Q
Nous proposons de comparer les solutions x̂approx,Q obtenues pour deux ensembles différents

Q = {ζ(1), . . . , ζ(|Q|)} dans le cadre bivarié (i.e., M = 2) pour N = 104. Pour les deux solu-
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Figure 4.4 – Influence du choix de Q. Deux conceptions différentes de Q sont comparées
sur 100 réalisations. La première consiste à recouvrir la boule ℓ2 de manière homogène alors
que la seconde est un recouvrement aléatoire (rouge). Deux configurations expérimentales
sont examinées selon que y1 est un ordre de grandeur plus grand que y2 (gauche) ou si y1 et
y2 sont du même ordre de grandeur (droite). Haut : MSE(x̂approx,Q, x̂) en fonction de |Q|. Bas
(2ème et 3ème lignes) : distributions de θq∗ où q∗ est l’indice sélectionné par le critère (4.54)
pour |Q| = 127.

tions, nous adopterons la paramétrisation suivante

(∀q ∈ {1, . . . , |Q|}) ζ(q) = (λ cos(θq), λ sin(θq)) (4.59)

avec θq ∈ [0, π/2] à préciser.

La première solution est obtenue en choisissant un recouvrement homogène de l’ensemble
[0, π/2]. Soit un entier positif R ∈ N∗, on définit alors θq = qπ/2R+1 et |Q| =∑R−1

q′=0 2
q′ .

La seconde solution est obtenue pour un ensemble Q de même taille mais où les valeurs
(θq)1≤q≤|Q| sont tirées uniformément sur l’ensemble [0, π/2].

Deux configurations expérimentales sont examinées. Dans la première, y1 est un ordre de
grandeur plus grand que y2 (Fig. 4.4, à gauche) alors que dans la seconde, les deux sont du
même ordre de grandeur (Fig. 4.4, à droite).

Les performances d’estimation en terme d’erreur quadratique moyenne MSE(x̂approx,Q, x̂) =

Ê[ 1N ‖x̂approx,Q−x̂‖2] (où Ê est l’estimateur empirique de la moyenne calculé sur 100 réalisations)
sont rapportées Figure. 4.4 (première ligne). Les résultats montrent qu’un recouvrement
aléatoire de l’ensemble [0, π/2] donne des résultats équivalent à un recouvrement homogène
jusqu’à la limite de |Q| faible.

Sur les 2ème et 3ème lignes, les distributions de θq∗ , où q∗ est l’indice sélectionné par
le critère (4.54), sont rapportées pour |Q| = 127. Ces histogrammes démontrent l’impact de
l’amplitude relative des composantes de y sur la distribution θq∗ . Si les composantes sont
du même ordre de grandeur alors la distribution est symétrique alors qu’elle est asymétrique
pour des composantes avec des ordres de grandeur différents.

Remarque 4.5. Si l’on prend par exemple la Figure 4.4 (à droite), il apparait plus sensé de
générer θq selon une distribution gaussienne plutôt que selon une distribution uniforme. Par
conséquent, si l’on possède des connaissances a priori concernant l’amplitude des composantes



90 CHAPITRE 4. ESTIMATION ℓ1,2-TV À LA VOLÉE
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Figure 4.5 – Impact qualitatif de |Q| sur x̂approx,Q. Pour des raisons de visibilité, seules
3 composantes parmi les M = 10 sont affichées. SNR = 4dB. x̂approx,Q pour |Q| = 5 × 104

est une solution plus satisfaisante que |Q| = 103 puisqu’elle a davantage de discontinuités en
commun avec x̂.

de y, celles-ci peuvent être incorporées pour mieux concevoir Q. Cela permet également de
décrôıtre le temps d’exécution discuté à la Section 4.4.4.

Dans la suite, nous nous restreignons au cas où Q est obtenu par recouvrement aléatoire
de la boule ℓ2 de rayon λ.

4.4.3 Performances hors ligne

Dans cette section, nous nous intéresserons aux performances hors ligne de la solution
proposée, c’est-à-dire sans prendre en compte son caractère à la volée. Nous évaluerons les
performances pour M = 10 et pour deux rapports signal sur bruit : 4dB et 10dB.

Impact qualitatif de |Q| sur x̂approx,Q. Pour une réalisation de bruit donné, x̂approx,Q et
x̂ sont tracées Figure. 4.5 pour λ = 29, ajusté afin d’obtenir le meilleur rendu visuel. La solu-
tion x̂approx,Q pour |Q| = 5×104 (traits pleins orange clair) fourni visuellement une meilleure
approximation de x̂ (traits pointillés bleus) que pour |Q| = 103 (traits mixtes rouges).

Performances d’estimation x̂approx,Q vs. x̂. La qualité de l’approximation est davantage
quantifiée Figure 4.6 en termes de MSE(x̂approx,Q, x̂) en fonction λ pour différents |Q|. Les
résultats montrent que la MSE décrôıt systématiquement lorsque |Q| augmente. De plus,
pour les exemples présentés ici et selon λ, utiliser |Q| ≥ 104 n’améliore pas significativement
la qualité de la solution, ce qui montre que la sélection de |Q| ne requiert pas de procédure
de réglage compliquée.

Performances d’estimation x̂ vs. x et x̂approx,Q vs. x. Comparons à présent la qua-
lité absolue des solutions vis-à-vis du signal non bruité x. MSE(x̂,x) et MSE(x̂approx,Q,x)
pour différents |Q|, sont rapportées Figure 4.7. Les MSEs obtenues sont cohérentes avec le
paragraphe précédent. Elles montrent qu’augmenter |Q| jusqu’à un certain seuil permet de
décrôıtre significativement la MSE. Cependant, x̂ possède une erreur d’estimation plus faible
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de gauche (resp. droite).

que x̂approx,Q.

4.4.4 Performances en ligne

Dans cette section, nous nous intéressons cette fois-ci à la comparaison en ligne de deux
solutions. La première est dérivée à partir de l’algorithme à la volée proposé précédemment
alors que la seconde est obtenue via l’Algorithme 5 itératif ADMM.

La comparaison est effectuée pour différentes valeurs de λ pour un signal x ∈ R
M×N

(N = 400) auquel a été ajouté un bruit gaussien tel que SNR = 3dB. Les performances sont
fournies pour M = 2 et M = 5 composantes.

Solution proposée en ligne x̂online,Q. Au fur et à mesure que la position n augmente,
x̂approx,Q n’est calculé seulement jusqu’à la dernière position n0 et l’algorithme n’a pas encore
fourni de solution sur l’ensemble {n0+1, . . . , n}. C’est en ce sens que la solution est dite à la
volée. Cependant, nous pouvons également obtenir une approximation en ligne de x jusqu’à
n, notée x̂online,Q, en choisissant d’imposer à la solution des conditions limites en n, i.e.,

(∀q ∈ {1, . . . , |Q|}) û(q)
n = 0.

Solution itérative sur une fenêtre glissante x̂win,K . Nous considérons une version en
ligne naive de l’Algorithme 5 où pour chaque pas de temps n, une solution x̂win,K est calculée
en optimisant sur les K échantillons précédents. Le choix de K est critique. D’un côté, si
K est trop faible, alors l’observateur peut manquer la détection de discontinuités. De l’autre
côté, si K est trop grand, alors le temps d’exécution devient trop élevé pour obtenir une
solution en temps réel. Dans la suite, nous comparons l’influence de trois tailles de fenêtre,
respectivement K = 20, 50 et 80.
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Figure 4.8 – Performances en ligne. La solution proposée x̂online,Q est affichée en traits
pleins alors que la solution ADMM ≪ en ligne ≫ x̂win,K est affichée en traits pointillés. Les
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J(r̂online,Q, r) pour différentes valeurs de |Q| et K.

Temps d’exécution. Les comparaisons des temps d’exécutions médian par échantillon (en
secondes), calculées sur 10 réalisations de bruit, sont rapportées Figure 4.8 (à gauche) en
fonction de λ. Comme attendu, nous observons que le temps d’exécution augmente avec
la taille de Q. Par conséquent, le choix de |Q| permet de balancer le compromis entre le
temps d’exécution et la MSE. Toutefois, le temps d’exécution de x̂online,Q est plusieurs ordres
de grandeurs plus faible que celui associé à la solution ADMM en ligne. Il est intéressant
de remarquer que les temps de calcul pour M = 2 (haut gauche) et M = 5 (bas gauche)
sont comparables. Nous avons également examiné l’impact d’une initialisation à chaud sur le
temps de calcul de la solution ADMM en ligne, et nous avons obtenu que les temps affichés
Figure 4.8 ne sont réduits que d’un facteur deux.

Le temps de calcul de x̂online,Q pourrait encore être réduit de plusieurs manières. Premiè-
rement, l’ensemble Q pourrait être conçu selon les connaissances a priori sur la dynamique de
chaque composante (voir 4.4.2). Deuxièmement, on pourrait mettre à profit la forme séparable
de l’algorithme pour calculer les solutions x̂(q) en parallèle pour chaque q ∈ {1, . . . , |Q|}.

Précision de la détection des discontinuités. L’indice de Jaccard (voir Définition 2.7)
est utilisé pour mesurer la similarité entre les positions des discontinuités de x et celles
obtenues pendant le calcul en ligne de x̂win,K et x̂online,Q. Pour cela, nous considérons le
vecteur d’indicatrices des discontinuités r = (rn)1≤n≤N−1 de x (ainsi que r̂win,K et r̂online,Q
respectivement associés à x̂win,K et x̂online,Q) (voir Définition 2.4). Afin d’incorporer un niveau
de tolérance sur la localisation des discontinuités, r, r̂win,K et r̂online,Q sont d’abord convolués
avec un filtre passe-bas gaussien à support compact de taille 10 et d’écart-type 3.

J(r̂win,K , r) et J(r̂online,Q, r) sont moyennés sur 10 réalisations de bruit et illustrés Fi-
gure 4.8 (right plots) en fonction de λ pour différents |Q| et différentes tailles de fenêtre
K.
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Les performances montrent que J(r̂online,Q, r) ≥ J(r̂win,K , r) pour pratiquement tous les
λ et |Q|. Par conséquent, x̂online,Q permet une meilleure détection en ligne des discontinuités
de x. Les résultats montrent également que J(r̂online,Q, r) ne varie pas significativement avec
|Q| mais décrôıt légèrement avec M . En effet, plus M est élevé, plus la condition de prolon-
gation (4.49) est susceptible d’être violée, créant ainsi davantage de discontinuités.

4.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons développé le premier algorithme ℓ1,2-TV à la volée pour la
détection de discontinuités dans des données vectorielles. Les performances d’estimation de
la solution proposée sont comparées à une solution näıve où la solution du Problème 3.1 est
calculée dans une fenêtre glissante, et montrent un gain significatif en temps de calcul ainsi
qu’une meilleure localisation des discontinuités.

Hormis une examination minutieuse des conditions de KKT du Problème 3.1, l’étape clef
de l’algorithme réside dans la mise à jour et le contrôle des bornes inférieures et supérieures
de la variable duale à l’intérieur d’un tube de rayon λ. Un algorithme à la volée est dérivé en
découplant les conditions KKT grâce à l’introduction d’un vecteur auxiliaire ẑ, nécessitant
d’être estimé, qui fournit l’information sur l’angle de contact entre la ≪ taut string ≫ et le
tube. Son estimation affecte fortement la qualité de la solution. Actuellement, son estimation
à la volée est accomplie en sélectionnant (selon un critère) une valeur parmi un ensemble
prédéfini Q. Nous avons montré que la taille de Q permet de régler le compromis désiré entre
la qualité de la solution et le temps de calcul inhérent à l’application d’intérêt.

De plus, la méthode proposée pourrait également s’étendre à d’autre choix de norme de
pénalisation ℓ1,p (p > 1) dans le membre de droite de (3.12), mais nécessiterait toujours
l’estimation de ẑ à l’intérieur d’une boule ℓp de rayon λ. Il serait également intéressant
de développer une méthode d’estimation à la volée lorsque l’hypothèse selon laquelle ẑ est
constant par morceaux est relâchée.
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Régression non linéaire pour
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l’invariance d’échelle puisque la plupart des contextes d’application modernes impliquent l’en-
registrement de séries temporelles multivariées qui nécessitent alors d’être analysées conjoin-
tement. Le mouvement Brownien opérateur fractionnaire (OfBm) est une extension multi-
variée naturelle des fBms. Il a été récemment défini et étudié dans [9, 65, 64, 45] comme
le seul processus multivarié gaussien autosimilaire à accroissements stationnaires. Pour un
processus {X(t)}t∈R où X(t) = (X1(t), . . . , XM (t))⊤, l’autosimililarité multivariée implique
que l’exposant de Hurst H fasse maintenant place à une matrice de Hurst

H =WdiagHW−1 (5.1)

oùW représente une matrice de mélangeM×M inversible, et H est un vecteur de dimension
M composé des exposants de Hurst. Les OfBm sont alors caractérisés entièrement par la
connaissance de H, W et la matrice de covariance ΣX = EX(1)X(1)∗.

Travaux préliminaires. Les OfBm ont pour l’instant été très rarement utilisés dans les
applications, surtout parce que leur utilisation dans le cadre général requiert l’estimation de
M +M2+M(M − 1)/2 paramètres de natures très différentes. Toutefois, dans le cas où l’in-
variance d’échelle se produit composante par composante (cas correspondant àW diagonale),
l’identification des OfBm a été minutieusement étudiée [9] et souvent utilisée en applications
(cf. e.g., [6, 43]). L’identification a également été récemment achevée pour W non diagonale,
mais avec des hypothèses plus restrictives sur ΣX [63]. Encore plus récemment, un estimateur
général du vecteur des exposants de Hurst H dans le cadre bivarié, i.e., M = 2, a été proposé
dans [4], mais il requiert des hypothèses supplémentaires pour l’estimation des paramètres
W et ΣX . La construction d’un paradigme d’estimation multivarié complet reste toujours un
problème ouvert dans la littérature.

Contribution. La contribution de ce chapitre est double. Premièrement, l’identification
complète des OfBm bivariés (M = 2, Biv-OfBm) est formulée comme un problème de
régression non linéaire dans le domaine des ondelettes. Deuxièmement, une solution algo-
rithmique est établie grâce à une procédure de séparation-évaluation, qui est essentielle due
à la nature hautement non convexe du problème d’optimisation proposé.

Les définitions et propriétés des OfBm sont rappelées à la Section 5.1. Une paramétrisation
parcimonieuse du processus est également proposée et permet de prévenir de potentielles
indéterminations paramétriques des OfBm [65]. Dans la Section 5.2, les propriétés du modèle
paramétrique et du spectre en ondelettes des Biv-Ofbms sont explicitement établies et cal-
culées. Cela constitue un cadre mathématique pour la méthode d’estimation proposée. L’iden-
tification complète des Biv-OfBm est formulée comme un problème de minimisation dont la
solution est développée à partir d’une stratégie de séparation-évaluation (cf. Section 5.3). La
consistance et la normalité asymptotique de l’estimateur proposé sont établies théoriquement
dans le cas général multivarié (cf. Section 5.4), et évaluées numériquement dans le cadre bi-
varié à l’aide de simulations de Monte Carlo conduites sur un grand nombre de Biv-OfBm
synthétiques (cf. Section 5.5). Les comparaisons avec les estimateurs des exposants de Hurst
proposés en [4] sont également rapportées.

Référence. Ce chapitre s’appuie sur la contribution [85] et est le résultat d’une collaboration
avec G. Didier. Les routines Matlab pour l’identification et la synthèse des Biv-OfBm sont
disponibles à l’adresse suivante http://perso.ens-lyon.fr/jordan.frecon.

http://perso.ens-lyon.fr/jordan.frecon
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5.1 Autosimilarité multivariée et OfBm

5.1.1 Autosimilarité multivariée

Nous avons vu (voir Définition 1.1) que la propriété d’autosimilarité d’un processus uni-
varié X est définie par :

{X(t)}t∈R
d.d.f.
= {aHX(t/a)}t∈R (∀a > 0). (5.2)

Par analogie, si X = (X1, . . . , XM )⊤ désigne à présent un processus multivarié, l’extension
vectorielle de (5.2) prend la forme suivante :

Définition 5.1 (Autosimilarité multivariée). Soit un X = (X1, . . . , XM )⊤ un processus mul-
tivarié. X est dit autosimilaire s’il vérifie la relation suivante :

{X(t)}t∈R
d.d.f.
= {aHX(t/a)}t∈R (∀a > 0), (5.3)

où l’exposant d’échelle est la matrice de Hurst

H =WdiagHW−1 (5.4)

et où

aH :=
+∞∑

k=0

logk(a)Hk/k!. (5.5)

Dans l’expression (5.4) ci-dessus, H = (H1, . . . , HM ) ∈]0, 1[M désigne le vecteur des expo-
sants de Hurst et W ∈ R

M×M est une matrice de mélange.

5.1.2 Mouvement Brownien opérateur fractionnaire

ConsidéronsM mouvements Brownien fractionnaires X = (X1, . . . , XM )⊤ d’exposants de
Hurst respectifs H = (H1, . . . HM ) et tels que (voir Définition 1.2)

(∀m ∈ {1, . . . ,M}) ΣXm ≡ EXm(1)Xm(1) = σ2m. (5.6)

Une première extension multivariée du modèle fBm consiste à considérer que les M com-
posantes puissent être corrélées. On parle de mouvement Brownien fractionnaire multivarié
(mfBm) [10]. Dans ce cas, la matrice de covariance

ΣX ≡ EX(1)X∗(1) = (σxmσxnρxm,xn)1≤m≤M,1≤n≤M (5.7)

où ρxm,xn désigne la corrélation entre les composantes Xm et Xn. Il a été montré dans [10, 64]
que le processus X est correctement défini (i.e., la matrice de covariance EX(t)X∗(s) est
toujours définie positive) sous certaines conditions sur H et ΣX , rappelées dans la proposition
suivante :

Proposition 5.1 (Condition d’existence des mfBms [10, 64].). Soit un fBm multivarié
X = (X1, . . . , XM )⊤ caractérisé par les exposants de Hurst H = (H1, . . . , HM ), les variances
(σ2x1 , . . . , σ

2
xM

) et les corrélations inter-composantes (ρxn,xm)1≤m≤M,1≤n≤M . Alors X est cor-
rectement défini si et seulement si

det
(σxmσxn

2π
ρxn,xm sin

(π
2
(Hm +Hn)

)
Γ(Hm +Hn + 1)

)
1≤m≤M
1≤n≤M

> 0. (5.8)
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Lorsque X est bien défini, la propriété d’autosimilarité (voir Définition 5.1) se simplifie
en :

{X1(at), . . . , XM (at)}t∈R
d.d.f.
= {aH1X1(t), . . . , a

HMXM (t)}t∈R, ∀a > 0. (5.9)

Dans ce cas, la matrice de mélange W est diagonale et X est invariant d’échelle composante
par composante. L’estimation des paramètres peut alors être conduite indépendamment sur
chacune des auto-composantes et composantes croisées (cf. [9, 45] pour une étude théorique
des performances d’estimation, ou [43] pour méthode d’estimation basée sur les ondelettes et
appliqué sur des données réelles).

Cependant, dans le cas général l’autosimilarité multivariée peut être couplée à travers
les composantes. Les définitions les plus générales des OfBm ont été formulées en [9, 65,
64, 45] comme étant le seul processus Gaussien multivarié autosimilaire à accroissements
stationnaire :

Définition 5.2 (Mouvement Brownien opérateur fractionnaire (OfBm)). Soit W ∈ R
M×M

une matrice inversible et {X(t)}t∈R un fBm multivarié avec pour exposants de Hurst H =
(H1, . . . , HM ) ∈]0, 1[M . On appelle OfBm, le processus {Y (t)}t∈R défini par

{Y (t)}t∈R = {WX(t)}t∈R. (5.10)

Alors Y est un processus gaussien autosimilaire à accroissements stationnaires avec pour
matrice de Hurst H =WdiagHW−1 entièrement caractérisé par sa fonction de covariance

EY (t)Y (s)∗ =WEX(t)X(s)∗W ∗, (5.11)

avec (∀m,n ∈ {1, . . . ,M})

EXm(t)Xn(s)
∗ =

σxmσxnρxm,xn
2

(
|t|Hm+Hn + |s|Hm+Hn − |t− s|Hm+Hn

)
, (5.12)

où σxmσxnρxm,xn = EXm(1)Xn(1)
∗.

Lorsque W n’est pas diagonale, le comportement en échelle sur chacune des composantes
de Y consiste en une somme de lois de puissances. Par conséquent, la conception d’estima-
teurs dans le cadre multivarié ne peut pas reposer sur une extension directe des procédures
univariées usuelles.

Pour finir, notons que les propositions et définitions présentées ici correspondent à une
sous-famille de fBm et d’OfBm. Dans la suite de ce manuscrit nous considérons donc que les
hypothèses suivantes sont satisfaites.

Proposition 5.2 (Hypothèses sur l’OfBm {Y (t)}t∈R).
(OFBM1) {Y (t)}t∈R est un OfBm à valeurs dans R

M ayant pour paramètre de Hurst H,
non nécessairement diagonalisable, dont les valeurs propres satisfont 0 < ℜ(Hm) < 1,
(∀m ∈ {1, . . . ,M}).

(OFBM2) EY (t)Y (t)∗, t 6= 0, est une matrice de plein rang.

(OFBM3) {Y (t)}t∈R est un processus stochastique réversible dans le temps.
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5.1.3 Modèle paramétrique et indéterminations

Puisque Y =WX est inversible, nous pouvons montrer que

Σy(t) ≡ EY (t)Y (t)∗ =WEX(t)X(t)∗W ∗ ≡WΣx(t)W
∗ (5.13)

révèle trois formes d’indétermination dans le modèle paramétrique introduit à la Définition 5.2.
Ces dernières sont rassemblées dans la proposition suivante.

Proposition 5.3 (Indéterminations dans le modèle paramétrique des OfBm). Soit Y =WX
un OfBm défini en Définition 5.2. Alors Y possède les indéterminations suivantes :

1. Soient TX = diag(σx1 , . . . , σxM ) et ΣX = TXCXT
∗
X la matrice de covariance de X où

CX ≡ (ρxm,xn)1≤m≤M,1≤n≤M . Alors,

Y =WX =W ′X ′, (5.14)

où W ′ =WTX et X ′ = T−1
X X.

2. Soit Π ∈ {0, 1}M×M une matrice de permutation, i.e., qui ne contient qu’un seul élément
non-nul et valant 1 par colonne et par ligne. Alors,

Y =WX =W ′X ′, (5.15)

où W ′ =WΠ et X ′ = ΠTX.

3. Soient S une matrice diagonale ayant pour entrées ±1 et X ′ = SX. Alors,

Y =WX =W ′X ′, (5.16)

où W ′ ≡WS.

Afin de lever les trois indéterminations mentionnées précédemment, nous adopterons dans
toute la suite les trois conventions suivantes :

Proposition 5.4 (Conventions sur W et H).

1. Les colonnes de W sont normalisées à 1.

2. Les exposants de Hurst vérifient H1 ≤ ... ≤ HM .

3. Les entrées diagonales de W sont positives.

5.2 Analyse en ondelettes des Biv-OfBm

Dans cette section, nous commençons par particulariser les définitions et conventions
précédentes au cas bivarié, i.e., M = 2. Puis, nous présentons un modèle paramétrique du
spectre en ondelettes en guise d’extension bivariée de l’Exemple 1.3.

5.2.1 Modèle paramétrique des Biv-OfBm

Lorsque M = 2, la condition d’existence des mfBms (voir Proposition 5.1) se réduit à la
condition suivante :

Proposition 5.5 (Condition d’existence des Biv-fBms [10, 64]). Soit un Biv-fBm X =
(X1, X2)

⊤ caractérisé par les exposants de Hurst H = (H1, H2) ∈]0, 1[2 et la corrélation
inter-composantes ρx ≡ ρx1,x2. Alors X est correctement défini si et seulement si

g(H1, H2, ρx) ≡ Γ(2H1 + 1)Γ(2H2 + 1) sin(πH1) sin(πH2)

− ρ2xΓ(H1 +H2 + 1)2 sin2(π(H1 +H2)/2) > 0. (5.17)
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(a) Biv-fBm X (b) Biv-OfBm Y =WX

Figure 5.1 – Exemple de réalisation d’OfBm. (a) Biv-fbm X de paramètres (H1 =
0.4, H2 = 0.6, σx1 = 2, σx2 = 1, ρx = 0.5). (b) Biv-OfBm Y = WX avec W défini pour
β = 0.6 et γ = −0.2 (cf. (5.19)).

L’ensemble des régions pour lesquelles (H1, H2, ρx) satisfait (5.17) est illustré par la Fi-
gure 5.4 (gauche). Un exemple de Biv-fBm est également représenté par la Figure 5.1 (a)
pour (H1 = 0.4, H2 = 0.4, σx1 = 2, σx2 = 1, ρx = 0.5).

A présent, nous arrivons à la définition générique à 7 paramètres des Biv-OfBm que nous
utiliserons dans la suite de ce manuscrit :

Proposition 5.6 (Modèle paramétrique des Biv-OfBm). Soit {X(t)}t∈R un Biv-fBm avec
pour exposant de Hurst H = (H1, H2), où 0 < H1 ≤ H2 < 1, et tel que

EX(1)X(1)∗ =

(
σ2x1 σx1σx2ρx

σx1σx2ρx σ2x2

)
, (5.18)

et soit une matrice de mélange définie par

W =




1√
1+γ2

β√
1+β2

−γ√
1+γ2

1√
1+β2


 où

{
β ∈ [−1, 1],
γ ∈ [−1, 1].

(5.19)

Alors le Biv-OfBm {Y (t) ≡ WX(t)}t∈R introduit à la Définition 5.2 est entièrement ca-
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ractérisé par les 7 paramètres suivants

Θ = (H1, H2, ρx, σx1 , σx2 , β, γ). (5.20)

Un exemple de Biv-OfBm est illustré par la Figure 5.1 (b) pour Θ = (H1 = 0.4, H2 =
0.4, σx1 = 2, σx2 = 1, ρx = 0.5, β = 0.6, γ = −0.2). Nous remarquons qu’il est difficile de
reconnaitre après le mélange (cf. Figure 5.1 (b)) les composantes du Biv-fBm avant le mélange
(cf. Figure 5.1 (a)).

5.2.2 Spectre en ondelettes

Nous proposons de nous intéresser ici à la fonction de partition de Y à l’ordre 2 (voir
Définition 1.7) définie à partir des coefficients d’ondelettes, également appelée spectre en
ondelette, que nous noterons

E(2j) ≡ EDy(j, ·)Dy(j, ·)∗ (5.21)

où Dy désigne les coefficients d’ondelettes bivariés de Y :

Définition 5.3 (Coefficients d’ondelettes bivariés). Les coefficients d’ondelettes discrets bi-
variés de {Y (t) = (Y1(t), Y2(t))}t∈R à l’échelle 2j et à la position 2jk sont définis par

(Dy(j, k)) ≡ (Dy1(j, k), Dy2(j, k)), (5.22)

où Dy1(j, k) et Dy2(j, k) sont respectivements les coefficients d’ondelettes de Y1 et Y2 (voir
Définition 1.9). Pour une introduction détaillée aux transformées en ondelettes, nous invitons
le lecteur à se référer à, e.g., [139].

Dans la suite, nous supposerons que l’ondelette mère ψ0 choisie pour le calcul des coeffi-
cients d’ondelettes vérifie les conditions suivantes :

Proposition 5.7 (Hypothèses sur l’ondelette mère ψ0 ∈ L1(R)).

(W1) Nψ ≥ 2.

(W2) supp(ψ0) est un intervalle compact.

(W3) supt∈R |ψ0(t)|(1 + |t|)α <∞ pour α > 1.

Les propriétés des coefficients d’ondelettes des OfBm ont été étudiées en détail dans le
cadre multivarié dans [4]. Dans la suite cette section, nous rappellerons seulement quelques
propriétés élémentaires et développerons le nécessaire pour l’identification complète des Biv-
OfBm.

5.2.2.1 Mélange de lois de puissance

A partir de (5.9) et Y =WX, nous pouvons montrer que le spectre en ondelette s’écrit [4,
85] :

EDy(j, ·)Dy(j, ·)∗ =W2j(H+Id/2)E02
j(H∗+Id/2)W ∗ (5.23)

où

E0 ≡ EDx(0, ·)Dx(0, ·)∗ =
(

σ2x1ηH1 ρxσx1σx2ηH1+H2
2

ρxσx1σx2ηH1+H2
2

σ2x2ηH2

)
(5.24)

et

ηh = −1

2

∫

R

|u|2hdu
∫

R

ψ0(v)ψ0(v − u)∗dv > 0. (5.25)

A partir de la paramétrisation des Biv-OfBm introduite à la Proposition 5.6, le spectre
en ondelettes possède la forme explicite suivante :
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Proposition 5.8 (Modèle paramétrique du spectre en ondelettes des Biv-OfBm). Soit un
Biv-OfBm {Y (t)}t∈R entièrement paramétré par Θ = (H1, H2, ρx, σx1 , σx2 , β, γ) (c.f. Propo-
sition 5.6), alors son spectre en ondelettes à l’échelle 2j possède la forme suivante

EDy(j, ·)Dy(j, ·)∗ ≡ E(2j ,Θ) =

(
E11(2

j ,Θ) E12(2
j ,Θ)

E12(2
j ,Θ) E22(2

j ,Θ)

)
, (5.26)

avec

E11(2
j ,Θ) = (1 + γ2)−1 σ2x1ηH12

j(2H1+1)

+ 2β(1 + β2)−1/2(1 + γ2)−1/2 ρxσx1σx2ηH1+H2
2

2j(H1+H2+1)

+ β2(1 + β2)−1 σ2x2ηH22
j(2H2+1), (5.27)

E12(2
j ,Θ) =− γ(1 + γ2)−1 σ2x1ηH12

j(2H1+1)

+ (1− βγ)(1 + β2)−1/2(1 + γ2)−1/2 ρxσx1σx2ηH1+H2
2

2j(H1+H2+1)

+ β(1 + β2)−1 σ2x2ηH22
j(2H2+1), (5.28)

E22(2
j ,Θ) = γ2(1 + γ2)−1 σ2x1ηH12

j(2H1+1)

− 2γ(1 + β2)−1/2(1 + γ2)−1/2 ρxσx1σx2ηH1+H2
2

2j(H1+H2+1)

+ (1 + β2)−1 σ2x2ηH22
j(2H2+1). (5.29)

5.2.2.2 Indétermination supplémentaire

Les équations (5.27), (5.28) et (5.29) révèlent que |E11(2
j ,Θ)|, |E12(2

j ,Θ)| et |E22(2
j ,Θ)|

sont invariants par la transformation (β, γ, ρx) → −(β, γ, ρx). Par conséquent, dans la suite
nous restreindrons la définition de ρx à ρx ≥ 0.

5.2.2.3 Spectre en ondelettes empirique

Pour une réalisation Y ∈ R
N donnée, nous ferons usage de l’estimateur de la variance

d’échantillon de EDy(j, ·)Dy(j, ·)∗ :

S(2j) =
1

Nj

Nj∑

k=1

Dy(j, k)Dy(j, k)
∗, Nj =

N

2j
, (5.30)

où Nj désigne le nombre de coefficients d’ondelettes à l’échelle 2j . La Figure 5.2 illustre que
S(2j) est un estimateur satisfaisant de EDy(j, ·)Dy(j, ·)∗.

5.3 Régression non linéaire pour l’identification d’OfBm

5.3.1 Formulation variationnelle du problème d’identification d’OfBm

Estimer le vecteur Θ des paramètres de Biv-OfBm est un problème difficile puisque les
entrées du spectre en ondelettes (ou de Fourier) sont un mélange de lois de puissance (cf.
Eqs. (5.27)-(5.29)). Par conséquent, nous pouvons écarter l’extension directe des techniques
univariées usuelles car elles ne permettraient d’estimer seulement l’exposant de Hurst domi-
nant [205], i.e., H2. Pour cette raison, nous proposons de formuler l’identification complète
de Biv-OfBm (i.e., l’estimation de Θ) comme le problème de minimisation suivant :
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Figure 5.2 – Spectre en ondelettes. Superposition de log2 |Ep,p′(2j ,Θ)| (rouge, ’+’) et
log2 |Sp,p′(2j)| (noir) (avec (p, p′) = (1, 1), (1, 2), (2, 2) de gauche à droite) pour une réalisation
de Biv-OfBm avec Θ = (H1 = 0.4, H2 = 0.8, ρx = 0.1, σx1 = 1, σx2 = 1, β = 0.5, γ = 0.5). La
différence absolue entre les données et le modèle est représentée en bleu pointillé.

Problème 5.1 (Régression non linéaire pour l’identification de Biv-OfBm). Soient une
réalisation d’un Biv-OfBm Y = (Y1, . . . , YM )⊤ ∈ R

M×N et (j1, j2) tels que 1 ≤ j1 <
j2 ≤ log2N . Le problème d’identification de Biv-OfBm est formulé comme le problème de
régression non linéaire des coefficients d’ondelettes suivant 1

Θ̂M
N = argmin

Θ∈Q0

CN (Θ), (5.31)

avec

CN (Θ) ≡
2∑

i1,i2=1
i1≤i2

j2∑

j=j1

(
log2 |Si1,i2(2j)| − log2 |Ei1,i2(2j ,Θ)|

)2
, (5.32)

où S(2j) et E(2j ,Θ) désignent respectivement l’estimateur empirique (5.30) et le modèle
paramétrique (5.27)-(5.29) du spectre en ondelettes de Y à l’échelle 2j.

Remarque 5.1. L’utilisation de log2 permet d’assurer que toutes les échelles 2j (∀j ∈
{j1, . . . , j2}) contribuent également au critère CN .

L’espace de recherche Q0 permet d’incorporer les informations a priori sur le vecteur
paramétrique Θ = (H1, H2, ρx, σx1 , σx2 , β, γ) sous formes de contraintes. Nous résumons ci-
dessous l’ensemble des contraintes et conventions :

— Condition g(H1, H2, ρx) > 0 (cf. Proposition 5.5)

— Condition ρx ∈ [0, 1] (cf. Section 5.2.2.2)

— Conditions 0 < H1 ≤ H2 < 1 et (β, γ) ∈ [−1, 1]2 (cf. Proposition 5.6)

Remarque 5.2. La contrainte g(H1, H2, ρx) > 0 implique que 0 < H1 < 1 et 0 < H2 < 1.

Dans un souci de faisabilité, nous restreignons davantage (σx1 , σx2) ∈ [0, σmax]
2, avec

σmax =
√
σ̂2y1 + σ̂2y2 , où σ̂2ym désigne l’estimateur de la variance des accroissements de Ym.

Nous aboutissons finalement à l’espace de recherche suivant :

Q0 =
{
Θ = (H1, H2,ρx, σx1 , σx2 , β, γ) ∈ R

7 |
Θ ∈ [0, 1]3 × [0, σmax]

2 × [−1, 1]2,
g(H1, H2, ρx) > 0, H1 ≤ H2

}
. (5.33)

1. L’exposant ·
M a été ajouté afin de faire référence au M -estimateur dont nous apporterons des détails

théoriques dans la Section 5.4.
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Figure 5.3 – Illustration de l’algorithme séparation-évaluation.

Le Problème 5.1 est un problème de minimisation compliqué pour deux raisons. La
première, car il consiste à démélanger plusieurs lois de puissances, ce qui mène à une fonction-
nelle à minimiser CN (Θ) hautement non convexe. La deuxième, car les paramètres à estimer
dans Θ (exposants d’échelle, paramètres de mélange, variances et corrélations) sont de na-
tures très différentes. Nous détaillons dans la section suivante une méthode originale pour
trouver le minimum global du Problème 5.1 à l’aide d’un algorithme séparation-évaluation
(≪ branch-bound ≫).

5.3.2 Algorithme séparation-évaluation pour les problèmes de minimisa-
tion globale

Les algorithmes séparation-évaluation sont essentiellement des méthodes d’énumération
intelligentes. Ils permettent de résoudre une large variété de problèmes d’optimisation non
convexes sous contraintes [109, 120, 152, 178].

Dans le contexte du problème d’identification d’OfBm, nous cherchons le minimiseur
global du Problème 5.1. Pour se faire, l’algorithme consiste à partitionner (≪ branching ≫)
l’espace de recherche Q0 en des sous-régions de plus en plus petites, à borner le minimum
global de CN sur chacune des ces sous-régions, puis à identifier celles susceptibles de contenir
le minimum global. Cette procédure peut être reformulée en 4 étapes répétées jusqu’à ce
qu’un critère d’arrêt soit atteint :
- Sélection. Choisir une région R de l’espace de recherche et la relaxer en un ensemble convexe
fermé (i.e., un intervalle) tel qu’illustré en pointillés sur la Figure 5.3.
- Séparation. Diviser R en deux plus petites régions Ra et Rb telles que R = Ra ∪ Rb et
Ra ∩Rb = ∅.
- Encadrement. Calculer les bornes inférieures et supérieures de CN sur Ra et Rb. Les
bornes supérieures sont obtenues en évaluant CN n’importe où dans la région d’intérêt. Les
bornes inférieures sont calculées en ayant recours aux techniques d’arithmétique par inter-
valles [153, 117, 154]), qui combinent des opérations élémentaires afin d’obtenir une borne
inférieure grossière d’une fonction, ici CN sur n’importe quel intervalle.
- Elaguement. L’élaguement est guidé par trois mécanismes : éliminer les régions ne satis-
faisant pas les contraintes (infaisabilité) ; éliminer les régions dont la borne inférieure est
plus grande que la plus petite borne supérieure sur toute autre région de Q0 puisqu’elles ne
peuvent pas contenir le minimum global (borne) ; éliminer les régions dont la taille, selon tous
les paramètres, a atteint la précision fixée par l’utilisateur (taille).

Le principe de l’algorithme est illustré Figure 5.3. A l’étape d’initialisation (k = 0,
gauche), Q0 est relaxé en un ensemble convexe (pointillés) sur lequel sont calculées les bornes
(L0, U0) du minimum global de CN , i.e., L0 ≤ minΘ∈Q0 CN (Θ) ≤ U0. A la première itération
(k = 1, centre) Q0, est scindée en R1 et R2, et les bornes (L1, U1) et (L2, U2) sont calculées
sur leur relaxation convexe respective. A la deuxième itération (k = 2, droite), la région
R2, apparaissant la plus prometteuse car L2 < L1 (stratégie de recherche ≪ best-first ≫), est
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Figure 5.4 – Illustration de la contrainte de faisabilité des OfBm. Ensemble{
(H1, H2, ρx) ∈ [0, 1]3 | g(H1, H2, ρx) > 0

}
(gauche) et son approximation intérieure P ≡

∪∆2

i=1Pi (droite) pour ∆ = 50.

scindée en R21 et R22. De la même manière, des bornes (L21, U21) et (L22, U22) sont calculées
sur leur relaxation convexe respective. On observe que puisque L1 > min(U21, U22), alors R1

ne peut pas contenir le minimum global et peut être éliminée avec certitude de l’espace de
recherche. Le raisonnement est identique pour les itérations suivantes.

Les performances de l’algorithme de séparation-évaluation dépendent fortement de deux
étapes clefs : la relaxation convexe et l’encadrement du minimum de CN . Dans la suite, nous
nous intéressons à ces deux étapes particularisées à la résolution du Problème 5.1.

5.3.3 Algorithme séparation-évaluation pour l’identification de Biv-OfBm

5.3.3.1 Relaxation convexe

Par nature, les techniques d’encadrement basées sur l’arithmétique par intervalles s’ap-
pliquent seulement à des intervalles, c’est-à-dire à des ensembles convexes fermés. Par consé-
quent, l’utilisation de cette technique dans une procédure de séparation-évaluation, nécessite
de relaxer chaque sous-région R en un ensemble convexe. En particulier, ceci est vrai dès
l’étape d’initialisation où nous devons fournir une relaxation convexe de l’espace de recherche
Q0, illustrée Figure 5.3 (gauche) en traits pointillés. Cependant, dans le cas présent, nous ne
pouvons pas relaxer la contrainte non convexe g(H1, H2, ρx) > 0 car elle assure la faisabi-
lité de la solution (cf. Proposition 5.5). A la place, nous proposons d’approcher Q0 par une
relaxation convexe intérieure détaillée dans la proposition suivante :

Proposition 5.9 (Approximation S0 de l’espace de recherche Q0). Soient Q0 l’ensemble
défini en (5.33) et ∆ ∈ N

∗. Alors Q0 peut être approché par une relaxation convexe intérieure

S0 composé de l’union de ∆2 ensembles convexes Ci, i.e.,
(
S0 ≡ ∪∆2

i=1Ci
)
⊂ Q0 et ∩∆2

i=1Ci = ∅,
définis par

Ci =
{
Θ = (H1, H2, ρx, σx1 , σx2 , β, γ) ∈ R

7 |

Θ ∈ Pi × [0, σmax]
2 × [−1, 1]2, H1 ≤ H2

}
, (5.34)

et où
(
P ≡ ∪∆2

i=1Pi
)
⊂
{
(H1, H2, ρx) ∈ [0, 1]3 | g(H1, H2, ρx) > 0

}
est obtenu en divisant

(H1, H2) ∈ [0, 1]2 en carrés Ti à partir du pas de discrétisation ∆−1 et en définissant
Pi = Ti × [0, ρi] où ρi est la plus grande valeur telle que (∀(H1, H2) ∈ Ti), g(H1, H2, ρi) > 0.
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(a) Décomposition en arbre de calcul (noir) et obtention des bornes
par propagation des intervalles (bleu).

(b) Raffinement de la borne supérieure (rouge).

Figure 5.5 – Illustration de la méthode d’encadrement par l’arithmétique par
intervalles.

La relaxation convexe intérieure proposée à l’avantage de nécessairement satisfaire la
contrainte g(H1, H2, ρx) > 0, ce qui est un bénéfice majeur en pratique car les régions infai-
sables ne seront pas explorées par l’algorithme.

La Figure 5.4 illustre la qualité de l’approximation P pour ∆ = 50 que nous utiliserons
dans la suite.

5.3.3.2 Encadrement via l’arithmétique par intervalles

Les techniques basées sur l’arithmétique par intervalles sont utilisées en pratique pour
calculer la borne inférieure d’une fonctionnelle CN sur un ensemble convexe R [153, 117, 154].
Elles reposent sur la décomposition explicite de CN en plusieurs fonctions élémentaires telles
la somme, le produit, l’inverse, le carré, le logarithme, l’exponentielle, ..., appelée arbre de
calcul.

Par souci de lisibilité, nous ne détaillerons pas l’arbre de calcul associé au critère CN
mais seulement celui associé au premier terme de (5.27), illustré sur la Figure 5.5 (noir).
Les feuilles de l’arbre (la ligne du bas en noir) consistent en une ou plusieurs occurences des
variables présentes dans Θ. Chaque noeud du graphe correspond à une fonction élémentaire
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s’appliquant à son ou ses fils. Par conséquent, (1 + γ2)−1σ2x1ηH12
j(2H1+1) peut être formé en

parcourant l’arbre depuis les feuilles jusqu’à la racine.
Supposons à présent que nous cherchons à borner (1+γ2)−1σ2x1ηH12

j(2H1+1) sur un inter-
valle R où γ ∈ [0.3, 0.5], σx1 ∈ [1, 2] et H1 ∈ [0.5, 0.7]. De la même manière, un encadrement
peut être obtenu en propageant les intervalles depuis les feuilles jusqu’à la racine (voir Fi-
gure 5.5a en bleu). La littérature sur l’arithmétique par intervalles fournit un encadrement
pour la plupart des fonctions élémentaires dont certaines sont rappelées ci-dessous :

Exemple 5.1 (Opérations usuelles en arithmétique par intervalles).

— [x, x] + [y, y] = [x+ y, x+ y]

— [x, x]− [y, y] = [x− y, x− y].
— [x, x]× [y, y] = [min{x× y, x× y, x× y, x× y},max{x× y, x× y, x× y, x× y}]
— [x, x]÷ [y, y] = [x, x]× [ 1y ,

1
y ], si 0 6∈ [y, y]

— log([x, x]) = [log(x), log(x)], si 0 6∈ [x, x]

— exp([x, x]) = [exp(x), exp(x)]

La seule fonction non-élémentaire présente dans la décomposition de CN est h 7→ ηh,
définie in (5.25) et illustrée Figure 5.6, pour l’ondelette orthogonales de Daubechies la moins
asymétrique ψ0 avec Nψ = 2. A partir de l’étude de sa monotonicité, nous pouvons dériver
l’encadrement empirique suivant :

Proposition 5.10 (Fonction η en arithmétique par intervalles). Soient un ensemble [h, h] ⊆
[0, 1] et la fonction h 7→ ηh défini en (5.25) pour l’ondelette orthogonale de Daubechies la
moins asymétrique ψ0 avec Nψ = 2 moments nuls. Alors

η[h,h] =





[ηh, ηh], si h < 0.3,

[ηh, ηh], si h ≥ 0.3,

[min(ηh, ηh), 0.071], autrement.

(5.35)

La propagation des intervalles permet d’obtenir un encadrement grossier du minimum
global de CN sur chaque région R. Notons qu’une simple évaluation de CN pour n’importe
quel valeur Θ ∈ R, et en particulier au milieu de R, produit également une borne supérieure
du minimum global. En pratique, cela permet de raffiner l’estimation obtenue par propagation
d’intervalles comme illustré Figure 5.5b (rouge).

5.3.3.3 Algorithme séparation-évaluation

L’identification complète des Biv-Ofbm est obtenue via la séquence des opérations de
l’Algorithme 8.

5.4 Performances d’estimation : étude théorique asymptotique

Dans cette section, les propriétés asymptotiques de la solution exacte Θ̂M
N (voir (5.31))

sont étudiées théoriquement dans le cadre général des OfBm multivariés [9, 65, 64]. En
d’autre mots, les résultats qui seront énoncés ne sont pas restreints au cadre bivarié de la
Section 5.1. Nous généralisons donc la somme dans la fonction objective (5.32) aux indices
i1, i2 = 1, . . . ,M ≥ 2.

L’ensemble des énoncés présentés dans cette section sont dus à G. Didier. Les démonstrations
peuvent être retrouvées dans l’Annexe C.1.
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Figure 5.6 – Illustration de la fonction h 7→ ηh. Elle est ici représentée pour l’ondelette
orthogonale de Daubechies la moins asymétrique ψ0 avec Nψ = 2 moments nuls.

Algorithme 8 séparation-évaluation pour l’identification de Biv-OfBm

Entrée : Spectre en ondelette empirique S(2j), j = j1, . . . , j2.
Modèle paramétrique du spectre en ondelette E(2j ,Θ).
Précision maximale δ sur chacun des paramètres de Θ.
Paramètre de relaxation convexe intérieure ∆.

1: Fixer Ŝ = ∅, S0 = ∪∆2

i=1Ci et k = 0.
2: Calculer les bornes inférieures li de CN sur Ci (∀i = 1, . . . ,∆2).
3: Calculer les bornes supérieures ui de CN sur Ci (∀i = 1, . . . ,∆2).
4: Fixer U = min(u1, . . . , u∆2) et L = min(l1, . . . , l∆2).
5: Tant que Sk 6= ∅ faire
6: (Sélection) Sélectionner la région R ⊂ Sk avec la borne inférieure la plus faible L (stratégie de

recherche ≪ best-first ≫).
7: (Séparation) Diviser R en Ra et Rb tels que R = Ra ∪ Rb et Ra ∩ Rb = ∅, selon son plus

long côté, où la longueur d’un côté est défini relativement à la précision maximum δ fixée par
l’utilisateur.

8: (Encadrement inférieur) Calculer les bornes inférieures de CN sur Ra et Rb, à l’aide de
l’arithmétique par intervalles.

9: (Encadrement supérieur) Calculer la borne supérieure de CN sur Ra (resp. Rb), en évaluant
CN (Θ) pour Θ choisi au centre de Ra (resp. Rb).

10: (Branchement) Mettre à jour le partitionnement Sk+1 = (Sk\R) ∪Ra ∪Rb,
11: (Elaguement) Supprimer d’éventuelles régions R∗ de Sk+1 soit par non optimalité, infaisablité

ou par taille, i.e. Sk+1 ← Sk+1\R∗. Rajouter dans Ŝ les régions de Sk+1 qui ont été supprimées

par taille ; Supprimer les régions Ŝ par non-optimalité.
12: Fixer k ← k + 1

Sortie : Liste des régions candidates Ŝ obtenue pour la précision δ.
Région Ŝmin ∈ Ŝ avec la borne inférieure la plus faible.
L’estimateur à la précision δ est le milieu de Ŝmin et est noté

Θ̂M,BB
N . (5.36)

5.4.1 Normalité asymptotique du spectre d’ondelettes

Le comportement asymptotique de l’estimateur Θ̂M
N tire partie de la normalité asympto-

tique (à échelle fixe) de la variance des ondelettes. Sous les hypothèses (OFBM1-3) et (W1-3),
la normalité asymptotique du spectre d’ondelettes peut être établie à partir d’un argument
pratiquement identique à celui utilisé en [4, Théorème 3.1]. Pour le confort du lecteur, nous
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rappelons l’affirmation ci-dessous :

Théorème 5.1. Supposons que les hypothèses (OFBM1-3) et (W1-3) soient vérifiées. Soit

F ∈ S(P (P+1)
2 m,R) 2 la matrice de covariance asymptotique énoncée en [4, Proposition 3.3].

Alors, (√
Kj(vecSS(2

j)− vecSE(2j ,Θ))
)
j=j1,...,j2

d.d.f→ Z, (5.37)

lorsque N →∞, où j1 < . . . < j2 et m = j2 − j1 + 1 et Z
d.d.f
= NP (P+1)

2
×m

(0, F ), où vecS est

l’opération qui rassemble en un vecteur la partie triangulaire haute d’une matrice symétrique :

vecS(S) = (s11, . . . , s1P ; . . . ; sP−1,P−1, sP−1,P ; sP,P )
∗. (5.38)

5.4.2 Consistance de l’estimateur Θ̂M
N

Soit Θ le vecteur des vrais paramètres. Afin de prouver la consistance de l’estimateur Θ̂M
N ,

nous avons besoin d’introduire les hypothèses suivantes sur la paramétrisation Θ :

Proposition 5.11 (Hypothèses sur le vecteur paramétrique Θ).

(P1) L’espace de recherche Ξ ⊆ Q0 (voir (5.33)) est un ensemble compact à dimension finie
et

Θ ∈ intΞ. (5.39)

(P2) Pour un j∗ ∈ {j1, . . . , j2},

Θ 6= Θ′ ⇒ |Ei∗1,i∗2(2
j∗ ,Θ)| 6= |Ei∗1,i∗2(2

j∗ ,Θ′)| (5.40)

pour un couple (i∗1, i
∗
2).

(P3) (∀i1, i2 ∈ {1, . . . , P}), (∀j ∈ {j1, . . . , j2}),

Ei1,i2(2
j ,Θ) 6= 0. (5.41)

(P4) L’application
Θ 7→ E(2j ,Θ) (5.42)

est trois fois continûment différentiable sur intΞ.

Sous l’hypothèse (P3), les fonctions log2 |Ei1,i2(2j ,Θ)|, (∀i1, i2 ∈ {1, . . . ,M}), sont bien
définies. Ce fait et le Théorème 5.1 impliquent alors que les fonctions log2 |Si1,i2(2j)|, (∀i1, i2 ∈
{1, . . . ,M}), sont bien définies avec probabilité tendant vers 1.

Pour sa part, l’hypothèse (P2) implique que la valeur absolue de chaque entrée de la ma-
trice cible E(2j

∗
,Θ) est (paramétriquement) identifiable, c’est-à-dire, qu’il existe une fonction

injective Ξ ∋ Θ 7→ |E(2j
∗
,Θ)|.

La fonction objectif Θ 7→ CN (Θ) est une fonction de N , tout comme S(2j), (∀j ∈
{j1, . . . , j2}). Puisque CN est continue et que Ξ est compact alors, pour tout N , un minimum
Θ̂N est atteint asymptotiquement, d’où la formation de la séquence suivante

{Θ̂M
N }N∈N. (5.43)

Toute séquence (5.43) définie un M -estimateur de Θ, e.g., [203, Chapitre 5]. Le théorème
suivant montre que la séquence d’estimateur (5.43) est consistant.

2. S(n,R) est l’espace des matrices symétriques réelles de taille n× n.
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Théorème 5.2 (Consistance de l’estimateur Θ̂M
N ). Supposons que les hypothèses (OFBM1-

3), (W1-3) et (P1-4) soient vérifiées. Alors, la séquence des minima (5.43) est un estimateur
consistant, i.e.,

Θ̂M
N → Θ en probabilité. (5.44)

Remarque 5.3. L’unicité de Θ̂M
N pour un N donné n’est pas assurée par les conditions

(P1-4). Cependant, elle n’est pas requise parmi les hypothèses du Théoreme 5.2.

5.4.3 Normalité asymptotique de l’estimateur Θ̂M
N

Contrairement à la consistance de l’estimateur, la démonstration de sa normalité asymp-
totique requiert une hypothèse supplémentaire énoncé dans la suite

Proposition 5.12 (Hypothèse additionnelle sur le vecteur paramétrique Θ).

(P5) det
( j2∑

j=j1

∑

1≤i1≤i2≤M

Λi1,i2(2
j ,Θ)Λi1,i2(2

j ,Θ)∗
)
> 0, (5.45)

où l’on défini le vecteur Λi1,i2(2
j ,Θ)∗ = ∇Θ log2 |Ei1,i2(2j ,Θ)|.

Théorème 5.3. Supposons que les hypothèses (OFBM1-3), (W1-3) et (P5) soient vérifiées.
Soit {Θ̂M

N }N∈N une séquence consistante de minima respectivement associé à {CN}N∈N. Alors

√
N(Θ̂M

N −Θ)
d.d.f→ W, N →∞, avec (5.46)

W
d.d.f
=
( j2∑

j=j1

∑

1≤i1≤i2≤M

Λi1,i2(2
j ,Θ)Λi1,i2(2

j ,Θ)∗
)−1

·
( j2∑

j1=1

2j/2

log 2

∑

1≤i1≤i2≤M

Zi1,i2(2
j)
Λi1,i2(2

j ,Θ)

Ei1,i2(2
j ,Θ)

)
, (5.47)

où Z = (Zi1,i2(2
j))j est un vecteur aléatoire dont la distribution est obtenue dans la limite

faible (5.37).

Le résultat suivant est un corollaire du Théorème 5.2 et du Théorème 5.3.

Corollaire 5.1. Supposons que les hypothèses (OFBM1-3), (W1-3) et (P1-5) soient vérifiées.
Soit {Θ̂M

N }N∈N une séquence consistante de minima respectivement associé à {CN}N∈N. Soit

également {Θ̂M,BB
N }N∈N un estimateur de la forme (5.36) satisfaisant

‖Θ̂M
N − Θ̂M,BB

N ‖ ≤ C

N1/2+ε
a.s. (5.48)

pour certaines constantes C > 0 et ε > 0. Alors,

√
N(Θ̂M,BB

N −Θ)
d.d.f→ W, N →∞,

où le vecteur aléatoire W est donné en (5.47).

Remarque 5.4. La Condition (5.48) est facilement satisfaite en pratique, puisque sur un
ensemble compact et pour un faible coût de calcul, l’algorithme séparation-évaluation garantit
de fournir une solution à une distance contrôlée du vrai minimum.

Remarque 5.5. La condition technique (5.45) devrait être satisfaite dans de nombreux cas
d’intérêts discutés dans l’Annexe C.3.
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5.5 Performances d’estimation : étude empirique

5.5.1 Configurations expérimentales

Des simulations de Monte Carlo ont été réalisées pour quantifier les performances à taille
finie de l’estimateur Θ̂M,BB

N .

Configurations expérimentales. Afin d’examiner l’influence de Θ sur les performances
d’estimation, 9 différentes valeurs de Θ ont été utilisées. Elles sont obtenues en variant la
corrélation entre les composantes (ρx = 0.1, 0.45 et 0.8) et les paramètres de mélange (aucun
mélange, β = γ = 0 ; mélange orthogonal, β = γ = 0.5, et β = −γ = 0.5, appelé mélange anti-
orthogonal). Trois tailles d’observations (court, N = 210, moyen, N = 214 et long, N = 218)
sont examinées. Les résultats sont rapportés ici pour (H1, H2) = (0.4, 0.8). Des conclusions
similaires sont obtenues pour différents choix de (H1, H2).

Pour chaque configuration Θ, les performances d’estimation sont évaluées à partir de
diagrammes en bôıte calculés sur 100 copies indépendantes d’OfBm. La synthèse des OfBm
est réalisée à l’aide de la toolbox multivarié mise au point dans [104, 105], cf. www.hermir.org.
Le coût de calcul est quant à lui quantifié en terme de pourcentage du nombre d’itérations que
nécessiterait un algorithme de recherche exhaustif sur grille. L’analyse en ondelettes est menée
à partir des ondelettes orthogonales de Daubechies les moins asymétriques [139]. Toutes les
échelles sont utilisées pour calculer CN : j1 = 1 ≤ j ≤ j2 = log2N−Nψ−1. Les résultats sont
rapportés pour Nψ = 2. Il a été observé qu’augmenter Nψ n’améliorait pas les performances
d’estimation.

L’algorithme de séparation-évaluation proposé est mis en oeuvre pour S0 = ∪∆2

i=1Ci avec
∆ = 50. L’impact de la précision δ a également été étudié et est discuté dans la Section 5.5.4.

Etat de l’art. Les performances de Θ̂M,BB
N , re-labellisé Θ̂M , sont comparées contre deux

autres procédures d’estimation.

Dans la première, les exposants d’échelle (H1, H2) sont estimés à l’aide de l’estimateur uni-
varié du paramètre d’Hurst appliqué indépendamment sur log2 S11(2

j) et log2 S22(2
j) [205].

L’estimateur univarié de H1 (resp. H2) est obtenu en prenant le minimum (resp. maximum)
des coefficients de régression linéaire de log2 S11(2

j) et log2 S22(2
j) contre j ∈ J fs (resp.

j ∈ Jcs), avec J fs = {j1, . . . , ⌊ j1+j22 ⌋} (petites échelles) et Jcs = {⌊ j1+j22 ⌋+1, . . . , j2} (grandes
échelles). On note (ĤU

1 , Ĥ
U
2 ) les estimées correspondantes.

Dans la deuxième, les paramètres (H1, H2, β) sont estimés à l’aide d’un estimateur mul-
tivarié semi-paramétrique (ĤW

1 , ĤW
2 , β̂W) proposé en [4], qui repose sur la structure propre

multi-échelle de S(2j).

Les statistiques de Θ̂M, (ĤW
1 , ĤW

2 , β̂W) et (ĤU
1 , Ĥ

U
2 ) sont comparées Figure 5.8 à Fi-

gure 5.11 en jaune, bleu et magenta respectivement.

Bien que la paramétrisation complète des Biv-OfBm requiert un vecteur paramètre à 7
dimensions Θ = (H1, H2, ρx, σx1 , σx2 , β, γ), pour simplifier l’exposé nous nous intéresserons
aux 5 paramètres les plus intéressants (H1, H2, ρx, β, γ). Cela fait suite à la littérature uni-
variée qui se concentre sur l’estimation de H pour les fBms, tout en négligeant le paramètre
le moins intéressant σ2.

5.5.2 Performances d’estimation

Estimation de l’exposant d’échelle dominant H2 (Figure 5.7). Comme attendu, toutes
les méthodes produisent une estimation précise du plus grand exposant H2. Alors que toutes
les méthodes montrent des performances comparables pour un grand nombre d’échantillons,

www.hermir.org
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il est intéressant de remarquer que ĤM
2 affiche de meilleures performances (biais et dispersion

plus faibles) pour un faible nombre d’échantillons que ĤW
2 et ĤU

2 . L’impact de la corrélation
ρx et des paramètres du mélange (β, γ) sur les performances est faible.

Estimation de l’exposant d’échelle non dominant H1 (Fig. 5.8). Estimer le plus faible
exposant d’échelle H1 est intrinsèquement plus difficile à cause du mélange de lois de puis-
sance qui masque la valeur de l’exposant de Hurst non dominant. Comme attendu, l’analyse
univariée n’arrive pas à estimer correctement H1 (excepté quand il n’y a pas de mélange
β = γ = 0). Alors que ĤM

1 et ĤW
2 montrent essentiellement les mêmes performances pour un

grand nombre d’échantillon, il est intéressant de remarquer que ĤM
1 affiche des performances

largement supérieures (biais et dispersion plus faible) pour un faible nombre d’échantillons.
Cependant, on observe que ĤM

1 est biaisé pour β = −γ = 0.5 et ρx = 0.1, ce qui montre

que ĤM
1 est davantage affecté par la conjonction de faible corrélation et de mélange anti-

orthogonal que ĤM
2 .

Estimation du paramètre de mélange β (Fig. 5.9). Un avantage significatif de β̂M est
qu’il est robuste à un faible nombre d’échantillons, alors que β̂W ne l’est pas. Alors que les
paramètres du mélange ne semblent pas avoir un impact sur les performances de β̂M, une
faible corrélation ρx détériore ses performances. Des expériences additionnelles montrent que
les performances d’estimation de β̂M sont robustes à une diminution de H2 −H1, alors que
les performances de β̂W sont drastiquement détériorées pour H2 −H1 → 0.

Estimation du paramètre de mélange γ (Fig. 5.10). Les performances de γ̂M sont très
satisfaisantes, bien qu’on observe qu’elles sont affectées par une faible corrélation.

Estimation de la corrélation ρx (Fig. 5.11). Le paramètre ρx semble être le plus difficile
à estimer, avec un biais significatif pour une faible corrélation et un mélange anti-orthogonal.
Ce résultat est cohérent avec [9].

ρx = 0.1 ρx = 0.45 ρx = 0.8
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β
=
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0
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Figure 5.7 – Performances d’estimation de H2 en fonction de log2N .
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Figure 5.8 – Performances d’estimation de H1 en fonction de log2N .
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Figure 5.9 – Performances d’estimation de β en fonction de log2N .

5.5.3 Coût de calcul

Le coût de calcul de l’algorithme d’identification proposé et décrit à la Section 5.3.3.3
est reporté Figure 5.12 (figures du haut) en fonction de log2N pour chaque configuration
de paramètres. Le coût de calcul est significativement plus faible que celui d’un algorithme
de recherche exhaustif sur grille. La Figure 5.12 montre également clairement que plus la
corrélation entre les composantes est faible, plus la minimisation de la fonctionnelle CN est
facile, ce qui indique que le terme croisé joue un rôle significatif dans l’identification des
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Figure 5.10 – Performances d’estimation de γ en fonction de log2N .
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Figure 5.11 – Performances d’estimation de ρx en fonction de log2N .

Biv-OfBm. Bien que surprenant à première vue, la nette décroissance du coût de calcul
avec l’augmentation du nombre d’échantillons peut être interprétée comme le fait qu’il est
évidement plus facile de démélanger trois lois de puissance lorsqu’un grand nombre d’échelles
2j est disponible, c’est-à-dire pour un grand nombre d’échantillons. Il convient de noter que le
mélange orthogonal, qui semblait intuitivement être le plus facile, apparâıt être celui le plus
coûteux en terme de nombre d’itérations requis pour minimiser CN . Sans surprise, le coût de
calcul augmente quand la précision δ requise sur les estimées augmente (δ → 0) Figure 5.13
(gauche).
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(ĥ

M 2
)

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

δ = 0.05
δ = 0.01
δ = 0.005
δ = 0.001

Figure 5.13 – Précision. Coût de calcul en secondes (gauche) et dispersion des estimées de
H2 (droite), en fonction de la précision δ.

5.5.4 Nombre d’échantillons vs. précision.

Les Figures 5.7 à 5.11 suggèrent qu’augmenter la taille des échantillons N améliore les per-
formances de (ĤU

1 , Ĥ
U
2 ) et (Ĥ

W
1 , ĤW

2 , β̂W), comme le montre la décroissance du biais et de la

variance médiane avec N . La Figure 5.13 (right) indique que N a davantage d’impact sur Θ̂M.
Tant que la dispersion des estimées reste plus grande que la précision choisie δ (sélectionnée
indépendament de N), on observe la décroissance attendue du biais et de la dispersion lorsque
N augmente. Puisque la minimisation est arrêtée lorsque la précision choisie δ est atteinte,
augmenter N sans décroitre δ n’apporte pas de gain de performance, ce qui montre que la
précision doit décroitre lorsque la taille de l’échantillon augmente (empiriquement comme
N−1/4) pour améliorer les performances.

5.5.5 Normalité asymptotique de Θ̂

Pour une étude rigoureuse de la normalité, Θ est restreint à (H1, H2), alors que les
autres paramètres sont fixés a priori et supposé connus. Les moyennes sont obtenues sur 103

réalisations indépendantes de Biv-OfBm pour chaque nombre d’échantillon. La Figure 5.14
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Figure 5.14 – Normalité asymptotique. Paramètres N = 220 et δ = 10−3. Gauche :
distributions empiriques de ĤM

1 , ĤM
2 et leur meilleur ajustement gaussien. Droite : divergence

de Kullback-Leibler entre les distributions empiriques de ĤM
1 , ĤM

2 et leur meilleur ajustement
gaussien, en fonctions de la taille des observations N .

(gauche) compare visuellement les distributions empiriques de ĤM
1 , ĤM

2 à leur meilleur ajus-
tement gaussien. La Figure 5.14 (droite) montre la divergence de Kullback-Leibler entre les
distributions empiriques de ĤM

1 , ĤM
2 et leur meilleur ajustement gaussien, en fonction du

nombre d’échantillons N . La Figure 5.14 confirme la normalité asymptotique des estimées
ĤM

1 , ĤM
2 comme il a été prédit théoriquement à la Section 5.4. Il montre d’autre part que

plus la précision requise δ est grand, plus la convergence vers la normalité est rapide. De plus,
la normalité asymptotique est atteinte pour un nombre bien plus faible d’échantillons pour
le plus grand exposant d’échelle ĤM

2 que pour le plus faible ĤM
1 .

5.6 Conclusion et perspectives

A notre connaissance, ce chapitre propose le premier procédé d’identification complète des
Biv-OfBm. Son originalité réside dans la formulation du problème d’identification comme un
problème de régression non linéaire ainsi que dans la proposition d’une procédure séparation-
évaluation pour fournir des solutions efficaces et élégantes au problème d’optimisation non
convexe correspondant.

La consistance et la normalité de l’estimateur ont été démontrées théoriquement dans
un cadre multivarié général par G. Didier. Les performances d’estimation sont évaluées en
dimension finie par des simulations de Monte Carlo et s’avèrent satisfaisantes pour tous les
paramètres. Les paramètres γ (mélange) et ρx (corrélation entre les composantes) restent les
plus difficiles à estimer, bien qu’aucune autre procédure d’estimation n’ait été proposée dans
la littérature. Cependant, inclure l’estimation de γ et ρx dans la formulation du problème
de régression non linéaire permet de surpasser la méthode de l’état de l’art, (ĤW

1 , ĤW
2 , β̂W),

pour estimer H1, H2 et β, au prix d’un coût de calcul lourdement augmenté. La procédure de
séparation-évaluation proposée montre toutefois un gain significatif en coût de calcul comparé
à une recherche exhaustive sur grille. Les performances d’estimation sont satisfaisantes et
assez contrôlées pour être mises en application sur des données réelles.
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La procédure d’identification proposée ainsi que ses bonnes performances d’estimation
ouvrent la voie vers des tests d’hypothèses permettant de tester l’absence de mélange (i.e.,
W diagonal) ou de corrélation entre les composantes (i.e., ρx ≡ 0).
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Surveillance du trafic internet. Le contrôle et la modélisation du trafic internet consti-
tuent une tâche cruciale pour l’ingénierie et la conception des réseaux, l’allocation de res-
sources, l’optimisation des performances et des services, et pour l’évaluation de la sécurité.
En particulier, la détection de trafic anormal a suscité une attention et un effort de recherche
considérable puisqu’un trafic malicieux peut avoir des conséquences dramatiques à la fois pour
l’utilisateur et pour l’opérateur. Cependant, dans le contexte du trafic internet, la détection
d’anomalies est un défi de taille dû à la nature très hétérogène des réseaux, applications,
protocoles et comportements des utilisateurs. De sucrôıt, les trafics normaux montrent une
large diversité, et leur définition reste une question difficile. Les comportements anormaux
peuvent correspondre à un niveau encore plus élevé d’hétérogénéité, allant des dénis de ser-
vices distribués (≪ Distributed Denial of Service ≫, DDoS) et des balayages de ports jusqu’à
de potentielles occurrences de comportements encore jamais rencontrés (cf. e.g., [20, 127, 148]
pour une revue détaillée). De plus, la nature des données disponibles peut également dépendre
du réseau ou de l’opérateur. Les données peuvent être analysées soit en paquets IP (≪ Internet
Protocol ≫) sous forme de quintuplets 1 systématiquement horodatés et dont le volume est
exprimé en bytes, soit en enregistrements de granularité plus élevée (applications, protocoles,
...). Le présent chapitre analyse les séries temporelles composées du nombre de paquets IP

1. Le quintuplet standard d’un paquet contient 5 champs d’entête : l’adresse IP, le numéro de port de la
source et de la destination, et le protocole IP (TCP, UDP or ICMP).

121
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YPkt,∆(t) (ou de bytes YByt,∆(t)) dans des intervalles de temps consécutifs, de taille ∆.

Etat de l’art : détection d’anomalies. La littérature dédiée à la détection d’anomalies
dans le trafic internet est considérable (cf. e.g., [20, 127, 148, 62, 162] pour des revues) et une
description exhaustive n’est pas le centre d’intérêt de ce chapitre. L’attention est portée ici sur
la détection d’anomalies à partir de séries temporelles agrégées, ce qui a l’avantage de respecter
la vie privée des utilisateurs, contrairement aux techniques reposant sur l’examination de la
charge utile des paquets IP. A cause de la nature constamment changeante du trafic internet,
extraire une référence pour le trafic normal contre laquelle les trafics anormaux peuvent être
comparés est une tâche pratiquement impossible. A l’instar, les outils de projection aléatoire,
également appelés procédures de hachage ou ≪ sketching ≫, sont utilisés pour la construction
automatique de trafic auto-référencé [123, 62, 27].

La détection d’anomalies repose souvent sur une modélisation statistique du trafic normal.
Parmi les diverses tentatives, l’autosimilarité et le mouvement Brownien fractionnaire (voir
Définition 1.2) ont montré qu’il était possible de modéliser pertinemment et de façon robuste
la statistique du trafic internet à travers une large variété de réseaux, trafics et depuis les
premiers âges d’internet jusqu’aux collections de données les plus récentes [132, 164, 214, 2,
83]. Le paramètre de Hurst H quantifiant la relation entre les différentes échelles est souvent
trouvé empiriquement H ∈ [0.8, 1].

Cependant, jusqu’à présent, dans la plupart des procédures de détection d’anomalies re-
posant sur l’autosimilarité, l’analyse et la modélisation sont restées univariées : les séries tem-
porelles aggrégées du nombre de paquets et de bytes ont été analysées indépendamment [132,
2, 62, 27, 99]. Il est également souvent très débattu et controversé de décider si l’analyse d’au-
tosimilarité doit être conduite sur les séries temporelles du nombre de paquets ou de bytes.
Souvent, les paramètresH mesurés sur chaque type de données diffèrent, ce qui remet en ques-
tion soit la validité du célèbre mécanisme de file d’attente qui relie l’autosimilarité à la nature
à queue lourde de la distribution des objets distribués sur internet (cf. e.g., [57, 197, 28]), soit
qui soulève des questions telles que : est-ce que les mécanismes s’appliquent aux paquets, aux
bytes, ou aux deux ? Si oui, pourquoi H devrait-il être différent entre les paquets et les bytes ?

Contribution. Afin d’adresser ces questions, la disponibilité jointe des séries temporelles du
nombre de paquets et de bytes a rarement été exploitée au sein d’une analyse bivariée de
l’autosimilarité, voire a contrario [189] et [27] pour des comparaisons préliminaires entre les
exposants d’autosimilarité mesurés indépendemment sur YPkt,∆(t) et YByt,∆(t). Nous propo-
sons de modéliser conjointement l’autosimilarité des paquets et des bytes par un Biv-OfGn
(cf. [64, 9]) dont l’étude des paramètres permet de concevoir une procédure de détection
d’anomalies. Afin d’adapter le modèle aux données internet, nous proposons d’incorporer
un paramètre d’intégration fractionnaire dans l’analyse du spectre en ondelettes. Les per-
formances d’estimations sont évaluées à partir de simulations de Monte Carlo conduites sur
des OfGns synthétiques mimant les propriétés du trafic internet. Une procédure de détection
d’anomalies, construite à partir des paramètres Biv-OfGn des séries temporelles des paquets
et des bytes, est ensuite appliquée à un large ensemble de collections récentes et de qualité du
trafic internet, le repertoire MAWI [1], décrit à la Section 6.2.1. Les résultats sont discutés
en Section 6.2.3.

Références. Ce chapitre s’appuie sur la contribution [86].
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6.1 Identifiation paramétrique de Biv-OfGns

6.1.1 Bruit Gaussien opérateur fractionnaire

Soit {X(t) = (X1(t), X2(t))
⊤}t∈R un Biv-fBm . Par analogie avec les fBms, on définit le

processus de ses accroissements Xδ(t) = X(t + 1) − X(t) qui peuvent être assimilés à une
dérivée du processus à la résolution 1. Ils sont appelés bruits gaussiens fractionnaires multi-
variés (≪ multivariate fractional Gaussian noise ≫ , mfGn). Ce sont des processus gaussiens,
centrés et stationnaires entièrement décrits par leur matrice de covariance : (∀m,n ∈ {1, 2})
et (∀t, s ∈ R)

EXδ
m(t)X

δ
n(s)

∗ =
1

2
σxmσxnρxm,xn

(
|t− s+ 1|Hm+Hn + |t− s− 1|Hm+Hn

− 2|t− s|Hm+Hn
)
. (6.1)

Si l’on considère à présent une matrice de mélange W , les accroissements du Biv-OfBm
Y = WX (voir Définition 5.2), i.e., Y δ = WXδ, définissent un Biv-OfGn entièrement ca-
ractérisé par la connaissance de la matrice de covariance (6.1) et de W .

6.1.2 Intégration fractionnaire et analyse en ondelettes

Contrairement à la définition classique des coefficients d’ondelettes bivariés (voir Définition 5.3),
nous considérons cette fois ci la définition :

Définition 6.1 (Coefficients d’ondelettes bivariés intégrés fractionnairement). Les coeffi-
cients d’ondelettes discrets bivariés de {Y (t) = (Y1(t), Y2(t))}t∈R à l’échelle j et à la position
k sont définis par

(Dy(j, k)) ≡ (Dy1(j, k), Dy2(j, k)) (6.2)

où, pour tout m ∈ {1, 2}, Dym(j, k) est le coefficient d’ondelette de Ym à l’échelle j et à la
position k, défini par

Dyp(j, k) =

∫

R

ψj,k(t)Yp(t)dt, (6.3)

où {ψj,k(t) = 2−j(1/2−µ)ψ0(2
−jt− k)}(j,k)∈Z2 (6.4)

La seule différence réside dans l’introduction d’un paramètre additionnel µ dans (6.4) qui
joue le rôle de paramètre d’intégration fractionnaire [213] et dont le rôle crucial en pratique
est détaillé à la Section 6.2.2.

6.1.3 Spectre en ondelettes paramétrique de Biv-OfGn

De manière similaire à la Section 5.2.2.1 pour les Biv-OfBms, nous pouvons montrer que
le spectre en ondelettes des Biv-OfGns s’écrit [4, 85] :

Proposition 6.1 (Modèle paramétrique du spectre en ondelettes de Biv-OfGn). Soit un
Biv-OfGn {Y δ(t)}t∈R entièrement paramétré par Θ = (H1, H2, ρx, σx1 , σx2 , β, γ), alors son
spectre en ondelettes à l’échelle 2j possède la forme suivante

EDyδ(j, k)Dyδ(j, k)
∗ ≡ Eδ(2j ,Θ) =

(
Eδ11(2

j ,Θ) Eδ12(2
j ,Θ)

Eδ12(2
j ,Θ) Eδ22(2

j ,Θ)

)
, (6.5)
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avec

(Eδ11(Θ))j = (1 + γ2)−1σ2x1 η̃j,H12
j(2H1+1+2µ)

+ 2β(1 + β2)−1/2(1 + γ2)−1/2ρxσx1σx2 η̃j,H1+H2
2

2j(H1+H2+1+2µ)

+ β2(1 + β2)−1σ2x2 η̃j,H22
j(2H2+1+2µ), (6.6)

(Eδ12(Θ))j = −γ(1 + γ2)−1σ2x1 η̃j,H12
j(2H1+1+2µ)

+ (1− βγ)(1 + β2)−1/2(1 + γ2)−1/2ρxσx1σx2 η̃j,H1+H2
2

2j(H1+H2+1+2µ)

+ β(1 + β2)−1σ2x2 η̃j,H22
j(2H2+1+2µ), (6.7)

(Eδ22(Θ))j = γ2(1 + γ2)−1σ2x1 η̃j,H12
j(2H1+1+2µ)

− 2γ(1 + β2)−1/2(1 + γ2)−1/2ρxσx1σx2 η̃j,H1+H2
2

2j(H1+H2+1+2µ)

+ (1 + β2)−1σ2x2 η̃j,H22
j(2H2+1+2µ). (6.8)

et où

η̃j,H =
1

2

∫

R2

(
|u+ 2−j |2H + |u− 2−j |2H − 2|u|2H

)
ψ0(v)ψ0(v − u)∗dudv (6.9)

Contrairement aux Biv-OfBms, le modèle paramétrique du spectre en ondelettes des Biv-
OfGns comporte le terme η̃j,H , dépendant de l’échelle 2j , à la place de ηH , défini en (5.25).

Pour une réalisation Y δ ∈ R
N d’un Biv-OfGn, nous rappelons également ci-dessous l’es-

timateur de la variance d’échantillon de EDyδ(j, ·)Dyδ(j, ·)∗ :

Sδ(2j) =
1

Kj

Kj∑

k=1

Dyδ(j, k)Dyδ(j, k)
∗, Kj =

N

2j
. (6.10)

6.1.4 Procédure d’identification

Tout comme dans le cadre de l’étude des Biv-OfBms (voir Section 5.3.1), la procédure
d’identification de Biv-OfGn est formulée par l’estimation de Θ à partir du problème de
régression non linéaire suivant :

Problème 6.1 (Régression non linéaire pour l’identification de Biv-OfGn). Soit Y δ ∈ R
N

une réalisation d’un Biv-OfGn et (j1, j2) tels que 1 ≤ j1 < j2 ≤ log2N . Le problème d’identifi-
cation de Biv-OfGn est formulé comme le problème de régression non linéaire des coefficients
d’ondelettes suivant

Θ̂M
N = argmin

Θ∈Q0

CN (Θ), (6.11)

avec

CN (Θ) ≡
P=2∑

i1,i2=1
i1≤i2

j2∑

j=j1

(
log2 |Sδi1,i2(2j)| − log2 |Eδi1,i2(2j ,Θ)|

)2
, (6.12)

où Sδ(2j) et Eδ(2j ,Θ) désignent respectivement l’estimateur empirique (6.10) et le modèle pa-
ramétrique (6.6)-(6.8) du spectre en ondelettes de Y δ à l’échelle 2j, et où l’espace de recherche
Q0 est défini en (5.33).
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La résolution du Problème 6.1 reprend quasiment la méthodologie proposée à la Sec-
tion 5.3 pour la résolution du Problème 5.1 et dont les itérations sont indiquées dans l’Algo-
rithme 8. Il convient seulement de remplacer les quantités E(2j ,Θ) et S(2j) par Eδ(2j ,Θ) et
Sδ(2j).

Notons que la présence du terme η̃j,H dépendant de l’échelle 2j conduit à des bornes
inférieures plus grossières que dans le cas des Biv-OfBms. Ceci ce traduit en pratique par un
nombre d’itérations plus élevé pour obtenir des performances d’estimation similaires. C’est
le prix à payer pour bénéficier d’un modèle plus flexible que celui des OfBms.

6.1.5 Performances

Configurations expérimentales. Les performances d’estimation sont évaluées à partir de
simulations de Monte Carlo. La procédure est appliquée à des copies indépendantes de Biv-
OfGns synthétiques, réalisées par nos soins, dont la taille N et les paramètres Θ miment
ceux observés et espérés pour le trafic internet. En outre, nous considérons un nombre
d’échantillons N = 3600 particulièrement faible pour démélanger trois lois de puissances,
des exposants de Hurst élevés, i.e., 1 > H2 & H1 & 0.7, et une forte corrélation ρ = 0.8.

Nous avons précédemment fait l’hypothèse que |H2−H1| > 0 ou (β 6= 0, γ 6= 0) pouvaient
être des signatures d’éventuelles anomalies. Nous proposons donc de considérer diverses confi-
gurations selon que (H2 = H1 = 0.7) (Figure 6.1, haut) ou (H2 = 0.9, H1 = 0.7) (Figure 6.1,
bas) et selon que (β = γ = 0, i.e., aucun mélange) (Figure 6.1, gauche) ou non (Figure 6.1,
droite).

Performances d’estimation. Les performances d’estimation sont quantifiées Figure 6.1 à
partir de diagrammes de dispersion. Dans l’ensemble, H1 et H2 sont toujours correctement
estimés. Il convient de noter qu’estimer l’exposant non-dominant H1 est naturellement plus
difficile lorsque H2 > H1 (Figure 6.1, bas). Toutefois, l’estimation est suffisamment de bonne
qualité pour pouvoir discriminer les cas H1 = H2 et H1 < H2.

Cependant, les paramètres de mélange (β, γ) et la corrélation ρ restent difficiles à estimer
pour de courtes séries temporelles. Par conséquent, il peut être difficile de tester en pratique
la présence de mélange, i.e., β 6= 0 et γ 6= 0.

6.2 Application aux données internet

6.2.1 Données MAWI et projections aléatoires

Base de données MAWI. L’archive MAWI [1, 42] répertorie un large ensemble de traces
du trafic internet collectées récemment au sein du réseau d’infrastructure WIDE (AS2500)
reliant les universités et les instituts de recherche japonais à internet. Les quintuplets des pa-
quets IP collectés chaque jour entre 14h00 et 14h15 (heure normale du Japon) sont horodatés,
anonymisés et rendus disponibles publiquement. Chaque trace contient approximativement
entre 100 à 150 millions de paquets IP.

Projections aléatoires. Tel que discuté en introduction, une question majeure dans la
détection d’anomalies consiste à définir et à calculer une référence normale du trafic à laquelle
se comparer. Cependant, à cause de la nature constamment changeante du trafic internet, il
n’est pas pertinent de se comparer à toute autre trace collectée un autre jour ou à partir d’un
autre réseau [62, 27]. A la place, l’utilisation des projections aléatoires (également appelés
≪ sketchs≫) [123] a montré être une procédure pertinente pour la construction auto-référencée
de trafics normaux.
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Figure 6.1 – Performances d’estimation sur des OfGns synthétiques modélisant
quatre configurations mimant potentiellement le trafic internet : (H1, H2) = (0.9, 0.9) ou
(0.7, 0.9) et (β, γ) = (0, 0) ou (0.5, 0.5).

Le principe des projections aléatoires consiste à assigner aléatoirement chaque paquet
IP à l’une des M entrées d’une table de hachage selon un des ses attributs, ici l’adresse IP
source [198]. Par conséquent, tous les paquets de n’importe quel flux avec la même adresse
IP source seront tous alloués aléatoirement à la même entrée. Le trafic est alors découpé en
M sous-trafics.

Lorsque le trafic ne contient aucune anomalie, on s’attend à ce que tous les sketchs soient
statistiquement équivalents. Quand le trafic contient quelques anomalies, associées à la même
adresse IP source, tous les paquets malicieux correspondants sont associés au même sketch
et les autres sketchs ne contiennent aucune anomalie. La comparaison entre les M sketchs
peut ensuite être utilisée pour concevoir une référence statistique pour un trafic normal, et
permet par conséquent de pouvoir détecter des anomalies.

6.2.2 Rôle du paramètre d’intégration fractionnaire

Alors que dans le modèle théorique des Biv-OfGns les exposants vérifient 0 < H1 ≤
H2 < 1, en pratique les H estimés pour un trafic normal peuvent prendre de grandes valeurs
proches de 1 [62, 27]. Ceci soulève d’importantes questions en pratique quant à l’utilisation de
la procédure séparation-évaluation décrite à la Section 5.3, puisque certaines données issues
du monde réel peuvent aléatoirement et par accident mener à des valeurs H /∈ [0, 1]. Ce
comportement est illustré par les estimées univariées deH rapportées (Figure 6.3), puisqu’une
estimation univariée basée sur la régression linéaire des coefficients d’ondelettes ne nécessite
pas d’imposer H ∈ [0, 1] (cf. e.g., [2, 62, 27]).

Afin de contourner ce problème, nous proposons dans ce chapitre l’introduction d’un
paramètre additionnel d’intégration fractionnaire µ dans la définition des coefficients d’onde-
lettes (6.4). Il en découle que µ apparait également dans le modèle paramètre du spectre en
ondelettes (5.27)-(5.29). Plutôt que choisir un seul coefficient µ (usuellement choisi µ = 1),
nous proposons de découpler ses valeurs comme suit



6.2. APPLICATION AUX DONNÉES INTERNET 127

Proposition 6.2 (Intégration fractionnaire de Biv-OfGn). Soit Y δ ∈ R
N une réalisation

d’un Biv-OfGn. Soit Sδ son spectre en ondelette empirique calculé à partir des coefficients en
ondelettes Dyδ définis en (6.4) pour le paramètre d’intégration fractionnaire µW et soit son

modèle paramétrique Eδ défini en (6.6)-(6.8) pour le paramètre d’intégration fractionnaire
µB. Alors les estimées Ĥ1 et Ĥ2 obtenues en résolvant le Problème 6.1 sont translatées par
la quantité −(µB − µW ).

Cette opération revient à intégrer fractionnairement les données pour assurer que H1 et
H2 se situent bien au centre de l’intervalle [0, 1]. Il suffit ensuite de translater les estimées de
H1 et H2 par la quantité µB − µW . Etant donné que nous nous intéresserons principalement
à la quantité H2 − H1, cela n’aura aucun impact sur nos résultats et conclusions. Nous
envisageons la possibilité de découler les paramètres µW et µB comme une astuce pratique
et efficace pour adapter le modèle aux données issues du monde réel.

Dans la suite, les coefficients d’ondelettes sont calculés pour µW = 1/2 alors que le spectre
en ondelettes est évalué pour µB = 1.

6.2.3 Résultats

Configuration expérimentale. Les résultats présentés dans cette étude correspondent à
quatre exemples typiques et récents du trafic internet collectés en quatre jours différents en
2008, 2013, 2014 et 2015 respectivement. Des tables de hachage à M = 16 sketchs sont uti-
lisées. Les sketchs sont agrégés à ∆0 = 0.25s, comme il est bien documenté que l’autosimilarité
dans le trafic internet se développe depuis l’échelle de la seconde jusqu’aux heures [2, 62, 27].
Des examples de sketchs agrégés sont illustrés sur la Figure 6.2 pour le nombre de paquets
(1ère ligne) et de bytes (5ème ligne). L’analyse en ondelettes est conduite en utilisant des on-
delettes orthogonales de Daubechies les moins asymétriques avec Nψ = 2 moments nuls [139].
La minimisation de (6.11) est conduite en utilisant les échelles j1 = 3 à j2 = 8 correspon-
dant respectivement aux échelles de temps allant de 2s à 1min (les données disponibles sont
limités à 15min d’enregistrement). Bien que l’identification complète des Biv-OfGns requiert
7 paramètres, nous nous intéresserons ici aux 5 paramètres les plus intéressants, c’est-à-dire
Θ = (H1, H2, β, γ, ρx) et nous considérerons σx1 = σx2 = 1 connu par normalisation a priori
des données. L’estimation de Θ est faite sur chaque sketch de chaque ensemble de données à
partir de la procédure de séparation-évaluation.

Métadonnées et vérité terrain. Les métadonnées des anomalies présentes sur le trafic
internet MAWI sont obtenues par des experts à l’aide d’une procédure informatique, le Ma-
wiLab [84], qui inspecte de façon systématique et automatique le contenu du trafic internet
à l’aide de plusieurs estimateurs d’anomalies de l’état de l’art. Il convient de mentionner que
ces métadonnées ne constituent pas la vérité terrain mais sont seulement des indications à
comparer avec les résultats de la procédure de détection proposée.

Modélisation statistique du trafic internet par un Biv-OfGn. La Figure 6.2 illustre a
posteriori que la statistique jointe du nombre de paquets et de bytes estimée empiriquement
en utilisant Sδp,p′(j), est bien modélisé par Eδp,p′(Θ̂), avec les paramètres Θ̂ estimés à partir de
la procédure de séparation-évaluation. Elle montre également que les Biv-OfGns modélisent
de manière aussi efficace les sketchs avec ou sans anomalies, mais avec des paramètres estimés
Θ̂ clairement différents. La Figure 6.2 montre que la paramétrisation à l’aide de 5 paramètres
au lieu de 7 est satisfaisante.
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Figure 6.2 – Modèle Biv-OfGn pour les séries temporelles du nombre agrégé de
paquets et de bytes reçus. 1ère et 5e lignes : séries temporelles normalisées du nombre
de paquets et de bytes reçus ; 2ème et 4ème lignes : comparaisons entre log2 Sp,p′ (bleu) vs.

log2Ep,p′(Θ̂) (rouge) pour (p, p′) = (1, 1), (1, 2) et (2, 2). Sketch sans (gauche) ou avec (droite)
anomalies.
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Figure 6.3 – Détection d’anomalies à partir de H2 − H1. Les lignes verticales grises
indiquent les sketchs marqués par les experts comme contenant le plus grand nombre de
paquets anormaux pour chaque données collectées en 2008 (a), 2013 (b), 2014 (c) et 2015 (c).
Pour chaque groupe de figure nous comparons l’analyse bivariée contre l’analyse univariée.
Haut : analyse bivariée, H2, H1 et |H2−H1| (multiplié par un facteur 2 par souci de lisibilité)
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U
Pkt and |HU
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Pkt| (multiplié par un facteur 2 par souci de lisibilité) en fonctions du numéro de chaque

sketch.
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Détection d’anomalies. Les paramètres Θ̂ estimés pour chaque sketch et chaque trace
sont comparés avec les métadonnées des anomalies obtenues par le MawiLab. Les premières
inspections, non reportées ici, montrent que la corrélation ρ̂ et les paramètres de mélange
(β̂, γ̂) estimés ne semblent pas corréler correctement avec les occurrences d’anomalies. Cela
peut être expliqué en partie par la pauvre qualité d’estimation de ces paramètres, tels qu’ob-
servée dans les simulations de Monte Carlo dans une configuration expérimentale semblable.
Cette analyse montre cependant clairement que les paramètres de mélange β et γ dévient
significativement de 0, ce qui démontre le besoin d’une estimation bivariée pour une estima-
tion non biaisée des paramètres H1 et H2. La comparaison entre les lignes du haut et du
bas de la Figure 6.3(a)-(d) souligne une différence significative entre les estimées univariées
(ĤU

byt, Ĥ
U
pkt) et bivariées (Ĥ1, Ĥ2), ce qui illustre clairement les limitations et les biais d’une

analyse univariée.

L’inspection de Ĥ1 et Ĥ2 estimés par l’algorithme de séparation-évaluation tend à montrer
que de grandes deviations | Ĥ2− Ĥ1| de 0, concordent avec un nombre significatif des sketchs
marqués par le MawiLab comme contenant un grand nombre de paquets anormaux.

Une inspection minutieuse de la Figure 6.3 montre que l’accord entre les déviations de 0 et
les occurences d’anomalies n’est pas parfait, cela peut avoir deux origines : Comme il l’a été
mentionné précédemment, les métadonnées ne sont pas la vérité terrain et certaines anomalies
peuvent ne pas avoir été détectées par la procédure du MawiLab. Alternativement, certaines
anomalies relevées par le MawiLab peuvent ne pas être caractérisées par | H2 − H1| ≫ 0,
qui peut en retour être la signature de sous-classes spécifiques d’anomalies. Ces désaccords
nécessitent une inspection plus poussée de la part des experts et fera l’objet d’une prochaine
étude. Toutefois, l’inspection des experts indique que :

— L’anomalie Trinoculaire, spécifique à une expérience de réseau informatique to a com-
puter network experiment en cours d’exécution sur le réseau MAWI [177], est systéma-
tiquement détectée.

— 96% des attaques par déni de service ont été détectées en 2013.

— 100% des anomalies ≪ Heavy Hitter ≫ ont été détectées en 2014.

Les résultats de cette étude sont très encourageants et cohérents avec le mécanisme de file
d’attente reliant l’autosimilarité à la distribution à queue lourde des objets sur internet pro-
posée en [57, 197, 28] qui prédit des exposants de Hurst identiques pour les paquets et les
bytes. Ils sont également cohérents avec de précédents résultats empiriques reposant sur l’ana-
lyse univariée des paquets et des bytes qui tend à réconforter l’idée que Hbyt ≃ Hpkt pour
un trafic normal, alors que des déviations de |Hbyt −Hpkt| de 0 peuvent indiquer la présence
d’anomalies [62, 27].

6.3 Conclusion et perspectives

Ce chapitre promeut la modélisation jointe de l’autosimilarité du nombre de paquets et
de bytes reçus par un Biv-OfGn dont les paramètres sont estimés via la résolution d’un
problème de régression non linéaire par un algorithme de séparation-évaluation. Des simula-
tions numériques conduites sur des copies indépendantes de Biv-OfGns synthétiques dont les
paramètres miment ceux observés en pratique sur le trafic internet montrent que la procédure
proposée délivre des performances d’estimation de H1 et H2 satisfaisantes, alors que les pa-
ramètres ρ et (β, γ) sont plus difficiles à estimer dans de telles configurations. Les routines
Matlab permettant à la fois l’identification et la synthèse de Biv-OfGns sont disponibles en
ligne à l’adresse http://perso.ens-lyon.fr/jordan.frecon.

http://perso.ens-lyon.fr/jordan.frecon
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Nous avons également montré que les propriétés d’invariances d’échelle observées dans
le trafic internet, à la fois pour les séries temporelles du nombre de paquets et de bytes,
sont pertinemment modélisées par des Biv-OfGns. Les Biv-OfGns sont d’ailleurs tout aussi
pertinents pour modéliser les trafic normaux ou anormaux. Une procédure de détection d’ano-
malies, dérivée à partir de l’examination des paramètres Θ du modèle, apporte l’évidence que
certains types d’anomalies sont caractérisés par une déviation |H2 −H1| ≫ 0.

Les résultats sont suffisamment satisfaisants pour envisager d’appliquer systématiquement
la procédure d’identification proposée à plus grande échelle, avec un ensemble de métadonnées
enrichi, afin de ne pas permettre seulement la détection d’anomalies mais également d’être
en mesure de les classifier à partir de leurs propriétés d’invariance d’échelle.
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autour de la TV

133





Chapitre 7

Processus de Poisson homogènes
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7.4 Comparaison des différentes méthodes . . . . . . . . . . . . . . . . 142

7.4.1 Configuration expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

7.4.2 Quantification des performances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

7.5 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

Fluorescence intermittente. Nous proposons de nous intéresser au phénomène de fluo-
rescence intermittente [161, 108] où un émetteur nanoscopique (e.g., bôıte quantique) alterne
aléatoirement entre deux états d’émission : l’un fortement émissif (appelé ON) et l’autre fai-
blement émissif (appelé OFF). Une caractéristique particulière de ce phénomène concerne
le comportement en lois de puissance de la distribution de la durée des états ON et OFF.
Alors que de nombreux efforts théoriques continuent d’être investis afin de comprendre la
raison de ce comportement (cf., e.g., les références mentionnées dans [108]), les performances
d’estimation et le coût de calcul prohibitif des méthodes d’estimation actuelles demeurent
un frein à l’interprétation et à la validation des exposants de lois de puissance mesurés
expérimentalement. Le présent chapitre se place dans ce contexte et examine l’apport de
plusieurs stratégies visant à détecter en amont les états ON des états OFF.

Détection de discontinuités d’intensité. Jusqu’à présent, les méthodes d’estimation de
discontinuités et de segmentation que nous avons présentées au Chapitre 2 reposaient sur

135
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l’hypothèse que l’observation y ∼ N (x, σ2✶N ) où x est constant par morceaux. Dans ce
chapitre, nous nous intéressons au cas où l’observation Y est une réalisation d’un processus
de Poisson, i.e., Y ∼ P(X), dont l’intensité X alterne aléatoirement entre µON et µOFF.
La source de bruit dans l’observation Y est ici seulement due à la nature stochastique du
processus de comptage et nous ne tiendrons pas compte de la présence de source externe
de bruit où Y ∼ P(Y ) + B. Le problème que nous considérons ici consiste à estimer les
discontinuités de X à partir du compte du nombre d’occurrences de Y dans des intervalles
de temps réguliers ∆.

Travaux préliminaires. Une méthode courante largement utilisée dans la pratique repose
sur la sélection d’un seuil permettant ainsi de discriminer l’état ON de l’état OFF. Cependant,
les performances d’estimation peuvent largement varier selon l’intensité et le choix de ∆ [56].

Ce problème a également reçu l’intérêt de la communauté statistique par le développe-
ment d’approches fréquentistes et bayésiennes [220, 222, 111, 183]. Notamment, une stratégie
en deux temps a été proposée dans [211] où les discontinuités sont estimées par un test de
rapport de vraisemblance généralisé, puis les niveaux d’intensité similaires sont regroupés par
un algorithme de classification hiérarchique. Récemment, l’emploi d’un modèle hiérarchique
Bayésien dans [68] a permis d’estimer conjointement les positions des discontinuités, le nombre
de niveaux et les valeurs des intensités. Cependant, cette approche est très coûteuse en temps
de calcul et son utilisation peut s’avérer prohibitive pour l’analyse de données de grande
taille.

Ce problème peut également être formulé par des approches TV dont la solution peut être
obtenue efficacement par des méthodes proximales [175, 173, 174, 31, 149]. En contrepartie,
les performances d’estimation dépendent fortement du choix du paramètre de régularisation.

Contribution. Nous proposons d’évaluer les performances des approches TV pour la détection
des discontinuités d’intensités et l’estimation de la statistique des temps ON et OFF. Après
avoir détaillé le modèle dans la Section 7.1, nous discuterons dans la Section 7.2 des conséquences
engendrées par la statistique de Poisson des observations et présenterons comment sont
adaptées les solutions algorithmiques présentées au Chapitre 2 ou comment ≪ gaussianni-
ser ≫ les données pour s’y rapporter. La présentation des différentes stratégies fait l’objet
de la Section 7.3 et les performances d’estimation sont comparées dans la Section 7.4 sur des
données synthétiques.

7.1 Présentation du problème

7.1.1 Modèle

Processus de Poisson à 2 niveaux intensité. Nous considérons le problème où un pro-
cessus de Poisson alterne entre deux états d’émission que nous noterons ON et OFF.

Pendant l’état ON (resp. OFF), le processus est hautement (resp. pauvrement) émissif
avec pour densité d’émission X ≡ µON (resp. µOFF). A l’instant t, nous notons Y (t) = 1 si
une occurrence a lieu (e.g. un photon a été émis) et 0 sinon. Par conséquent, si la densité
d’émission X ≡ µ est constante pendant le laps de temps I = [t, . . . , t+τ [, alors la probabilité
de détecter k occurrences dans I est donnée par la loi de Poisson

g(k, µ, τ) =
(µτ)ke−µτ

k!
. (7.1)

Motivées par l’application réelle, les durées respectives des états ON et OFF sont sup-
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posées être distribuées selon des lois de puissance comme suit :

τON ∼ Pareto(θ,mON−1), (7.2)

τOFF ∼ Pareto(θ,mOFF−1), (7.3)

où θ désigne le temps de coupure, i.e., la taille minimale des temps ON et OFF, et mON et
mOFF sont les exposants des lois de puissance.

Données agrégées. Dans la pratique, les occurrences sont comptées dans N intervalles de
temps successifs de durée ∆, i.e.,

(∀n ∈ {1, . . . , N}) y∆,n =

∫ (n+1)∆

n∆
Y (t)dt. (7.4)

Dès lors, la densité d’émission agrégée

(∀n ∈ {1, . . . , N}) x∆,n =
1

∆

∫ (n+1)∆

n∆
X(t)dt (7.5)

possède plus d’états que les deux seuls états ON et OFF. Si durant le n-ème intervalle de
temps,

x∆,n = αµON + (1− α)µOFF (7.6)

avec α ∈ [0, 1], alors

y∆,n ∼ P((αµON + (1− α)µOFF)∆). (7.7)

Problème. Idéalement, nous souhaiterions retrouver l’évolution temporelle de X, mais la
seule quantité dont nous disposons est le nombre d’occurrences y∆ dans des intervalles de
temps sucessifs de taille ∆. Par conséquent, dans les cas pratiques où ∆ > θ il est tout à
fait inenvisageable de pouvoir estimer X. Toutefois, sous certaines conditions discutées dans
la section suivante, nous pouvons prétendre à l’estimation de la distribution de τON et τOFF

pour des durées supérieures à ∆.

7.1.2 Impact de l’aggrégation

Dans cette section, nous évaluons l’impact de l’aggrégation, i.e., du rapport θ/∆, sur la
proportion moyenne d’états où x∆ = µON ou µOFF. Nous choisissons le cas particulier où
µON/µOFF = 13. Pour faciliter la discussion, nous supposerons que mON = mOFF = m.

A partir de (7.2) et (7.3), si m > 2 alors la durée moyenne des temps ON et OFF vaut
(m − 1)θ/m. Autrement, la distribution des temps ON et OFF est à queue lourde et au-
cun temps moyen n’existe. Cette observation, qui peut parâıtre anodine, est importante pour
comprendre l’allure de I∆. Nous articulerons donc la discussion autour de m = 2.2 et m = 1.8
en guise d’exemples représentatifs de m > 2 et m < 2.

Pour m = 2.2, la distribution de x∆ est représentée en bleu pour θ/∆ = 10 à 0.01 par
les Figures 7.1(a)-(d). Plus le rapport θ/∆ diminue, plus un grand nombre d’états ni ON ni
OFF apparaissent. Si l’on omet les cas où x∆ = µON ou µOFF, alors la distribution de x∆ a
une forme de plus en plus ≪ triangulaire ≫ lorsque θ/∆ diminue : il est plus probable d’avoir
autant d’états ON et OFF dans chaque intervalle ∆ que d’avoir un état prédominant.

Pour m = 1.8 (orange), l’allure de la distribution de x∆ est totalement différente : quel
que soit le rapport θ/∆, il existe une majorité d’états exclusivement ON ou OFF dans chaque
intervalle ∆.
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Figure 7.1 – Proportion de temps ON et OFF. Distribution à queue lourde (orange)
ou non (bleu). Impact du rapport θ/∆=10, 1, 0.1 et 0.01 de (a) à (d).

Par conséquent, si mON ≤ 2 et mOFF ≤ 2, alors nous pouvons prétendre à l’estimation
des distributions des temps ON et OFF à partir de y∆ lorsque θ/∆ ≤ 1. Dans la suite de ce
chapitre, nous nous plaçerons dans ce cas.

7.2 Statistique Poissonienne vs. Gaussienne

Les approches TV que nous avons présentées (cf., e.g., Problème 2.2) nous ont permis
d’inclure l’a priori Gaussien des données, i.e., y ∼ N (x, σ2), à partir du choix du terme
d’attache aux données ‖y − x‖22.

Ici, afin de formuler le problème d’estimation des discontinuités de x∆ par des approches
TV, nous proposons deux stratégies. La première consiste à modifier le terme d’attache aux
données pour prendre en compte le nouvel a priori y∆ ∼ P(x∆). La seconde consiste à
≪ gaussianniser ≫ y∆ ce qui nous permettra d’utiliser les approches précédentes basées sur
un terme d’attache aux données ℓ2.

7.2.1 Divergence de Kullback-Leibler

Le terme d’attache aux données vise à modéliser la vraisemblance de l’observation y∆

étant donné une solution candidate x∆. Ici, pour tout n ∈ {1, . . . , N}, nous souhaiterions
trouver l’intensité x∆,n qui maximise le rapport entre la probabilité de détecter y∆,n occur-
rences issues d’une distribution de Poisson d’intensité x∆,n et la probabilité de détecter y∆,n
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occurrences issues d’une distribution de Poisson d’intensité y∆,n, i.e.,

x̂∆ = arg max
x∆∈RN

N∏

n=1

x
y∆,n

∆,n e−x∆,n

y
y∆,n

∆,n e−y∆,n
. (7.8)

De manière équivalente, nous pouvons minimiser l’opposé du logarithme de la quantité
précédénte, i.e.,

x̂∆ = arg min
x∆∈RN

DKL(x∆,y∆) (7.9)

où DKL est la divergence de Kullback-Leibler dont nous rappellons la définition :

Définition 7.1 (Divergence de Kullback-Leibler [124]). On appelle divergence de Kullback-
Leibler dirigée de x ∈ R

N vers y ∈ R
N , la quantité définie par

DKL(x,y) =

N∑

n=1

φn(xn) (7.10)

où pour tout n ∈ {1, . . . , N}

φn(xn) =





yn log
(
yn
xn

)
+ xn − yn si yn > 0 et xn > 0,

xn si yn = 0 et xn ≥ 0,

+∞ autrement.

(7.11)

Afin de prendre en compte l’hypothèse que x̂∆ est constant par morceaux, nous rajoute-
rons dans (7.9) un terme de variation totale.

7.2.2 Transformée d’Anscombe

Soit y∆ ∼ P(x∆) une variable aléatoire distribuée selon une loi de Poisson de taux x∆.
Nous souhaiterions trouver une transformation f telle que ỹ∆ = f(y∆) ∼ N (x̃, σ2✶N ) de
valeur moyennes x̃∆.

Proposition 7.1 (Transformée exacte). Soit y ∼ P(x) une variable aléatoire distribuée selon
une loi de Poisson de paramètre x. Alors la quantité ỹ = f(x̃,σ2,x)(y) où

f(x̃,σ2,x)(y) = σ
√
2erf−1

(
2
Γ(⌊y + 1⌋, x)
⌊y⌋! − 1)

)
+ x̃, (7.12)

est tirée selon une distribution Gaussienne de moyenne x̃ et de variance σ2.

Démonstration. Soient Fy : k → P[y ≤ k] et Fỹ : k̃ → P[ỹ ≤ k̃] les fonctions de distribution
cumulative respectivement associées à y et ỹ. Alors, pour tout k ∈ N,

Fy(k) = P[y ≤ k] = P[f−1
(x̃,σ2,x)

(ỹ) ≤ k] (7.13)

= P[ỹ ≤ f(x̃,σ2,x)(k)] = Fỹ(f(x̃,σ2,x)(k)), (7.14)

et par conséquent

f(x̃,σ2,x) = F−1
ỹ ◦ Fy. (7.15)
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Figure 7.2 – Transformée d’Anscombe. Gauche : comparaison entre la transformation
exacte (bleu) et la transformée d’Anscombe (rouge). Droite : comparaison de la qualité de la
distribution gaussienne après chacune des deux transformations.

Si nous rappellons

Fy(k) = P(x)(k) =
Γ(⌊k + 1⌋, x)
⌊k⌋! , (7.16)

Fỹ(k̃) = φ(x̃,σ2)(k̃) =
1

2

(
1 + erf

(
k̃ − x̃
σ
√
2

))
, (7.17)

où Γ et erf sont respectivement la fonction gamma incomplète inférieure et la fonction d’erreur
de Gauss, i.e.,

(∀u ∈]0,+∞]) Γ(u, x) =

∫ x

0
tu−1e−tdt, (7.18)

(∀u ∈ R) erf(u) =
2√
π

∫ u

0
e−t

2
dt, (7.19)

alors la transformation s’écrit pour tout y ∈ R+ :

f(x̃,σ2,x)(y) = φ−1
(x̃,σ2)

◦ P(x) = σ
√
2erf−1

(
2
Γ(⌊y + 1⌋, x)
⌊y⌋! − 1)

)
+ x̃. (7.20)

Un exemple de la fonction f(x̃,σ2,x) est illustré par la Figure 7.2 (haut gauche, bleu). C’est
une fonction naturellement constante par morceaux qui ne change de valeur que toutes les
valeurs entières de y.

Cependant, son utilisation dans la pratique requière la connaissance de x qui n’est pas
connu a priori. Il est généralement proposé d’utiliser à la place des techniques de stabilisation
de la variance telles que la transformée de Bartlett [21], la transformée de Wilson-Hilferty [215]
ou la transformée de Haar-Fisz [94]. Ici nous utilisons la transformée d’Anscombe, qui est un
cas particulier de la transformée de Bartlett. Nous montrons ici que cetete transformée peut
s’interpreter comme une approximation lisse et strictement monotone de la fonction f(x̃,σ2,x).

Proposition 7.2 (Transformée d’Anscombe [11]). La transformée d’Anscombe

f̃ : y → 2
√
y + 3/8 (7.21)

est une bonne approximation de f(x̃,σ2,x) pour
{
x̃ = 2

√
x+ 3/8− 1/(4

√
x),

σ2 = 1.
(7.22)
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Afin d’inverser la transformation (7.21), nous utiliserons la forme explicite et non biaisée
proposée dans [138, 137].

Une illustration de la transformée d’Anscombe est rapportée Figure 7.2 (haut gauche,
rouge). Nous remarquons qu’elle constitue effectivement une bonne approximation de la
transformée exacte pour de faibles valeurs de y∆. En effet, (7.21) peut être obtenu par un
développement limité de f(x̃,σ2,x) en 0 pour les paramètres énoncés dans (7.22). La qualité
des distributions gaussiennes après transformation sont comparées Figure 7.2 (haut droite)
et apparaissent toute deux satisfaisantes.

7.3 Méthodologies

Dans cette section, nous présentons plusieurs procédures de détection de discontinuités
dont une méthode de seuillage et différentes approches variationnelles reposant sur l’utilisa-
tion de la variation totale.

7.3.1 Méthode du seuil

Les méthodes de seuillage sont très largement utilisées dans la pratique pour discri-
miner les états OFF des états ON du fait de leur simple mise en oeuvre. Le seuil est
généralement choisi qualitativement à partir de l’allure de y∆ [56]. Ici nous proposons une
méthode légèrement améliorée permettant la selection automatique du seuil.

Estimée par seuillage ̂̂x(Thr.)

∆ :

1. Un histogramme normalisé de y∆, pour 100 valeurs équitablement espacées entre min(y∆)
et max(y∆), est calculé.

2. L’histogramme est ensuite ajusté par un mélange de deux distributions de Poisson, i.e.,

αP(µ1) + (1− α)P(µ2) (7.23)

où α ∈ [0, 1] et µ1 ≤ µ2. Les valeurs optimales des paramètres, notées (α̂, µ̂1, µ̂2), sont
obtenues par la méthode de Nelder-Mead [126].

3. Le seuil ζ est choisi de manière à minimiser le recouvrement entre les distributions P(µ̂1)
et P(µ̂2), i.e.,

ζ̂ = arg min
µ̂1≤ζ≤µ̂2

F(µ̂2)(ζ)− F(µ̂1)(ζ) (7.24)

où F(µ) désigne la fonction cumulative de P(µ).
4. Finalement, nous définissons l’estimée seuillée suivante

(∀n ∈ {1, . . . , N}) ̂̂x(Thr.)

∆,n =

{
µ̂1 , si y∆,n ≤ ζ̂ ,
µ̂2 , sinon.

(7.25)

Un exemple d’histogramme de y∆ calculé à l’étape 1 est illustré par la Figure 7.3. Le
meilleur ajustement issu de l’étape 2 est affiché en traits pleins noirs alors que le seuil
sélectionné à l’étape 3 est indiqué en traits pointillés.
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Figure 7.3 – Histogramme de y∆. Meilleur ajustement (traits pleins noirs) et seuil (traits
pointillés noirs)

7.3.2 Méthodes d’estimation par approche TV

7.3.2.1 Estimées par approche TV

Nous proposons d’estimer les discontinuités de x∆ en résolvant un problème variationnel
comprenant un terme d’attache aux données et un terme de variation totale afin d’imposer
le comportement constant par morceaux de la solution. Nous considérons seulement le cas où
la variation totale est pénalisée en norme ℓ1. Dans la suite, nous envisageons les différentes
stratégies listées ci-dessous :

ℓ2-TV. La première approche, la plus näıve, consiste à résoudre le Problème 2.2 appliqué à
y∆, i.e.,

x̂
(ℓ2−TV)
∆,λ = arg min

x∆∈RN
‖y∆ − x∆‖2 + λTV(x∆). (7.26)

où TV(x∆) = ‖Lx∆‖1 avec l’opérateur de premières différences L défini en (2.3). Nous
indicerons la solution par (ℓ2 − TV) pour rappeler le terme d’attache aux données (ℓ2) et le
terme de régularisation (TV). Cette approche possède un coût de calcul très faible grâce à
l’algorithme présenté dans [52], mais le terme d’attache aux données n’est pas cohérent avec
l’a priori sur y∆.

DKL-TV. Une seconde solution consiste à choisir la divergence de Kullback-Leibler comme
terme d’attache aux données. Comme discuté à la Section 7.2.1, c’est le terme d’attache aux
données adapté pour les processus de Poisson. Nous proposons alors de résoudre le problème
de minimisation convexe suivant

x̂
(DKL−TV)
∆,λ = arg min

x∆∈RN
DKL(x∆,y∆) + λTV(x∆). (7.27)

Contrairement à (7.26), le terme d’attache aux données dans (7.27), i.e., la divergence de
Kullback-Leibler, n’est pas pas Lipschitz-différentiable, au même titre que la variation to-
tale. Par conséquent, nous ne pouvons pas utiliser une variante de l’Algorithme 1 forward-
backward qui nécessite qu’au moins une des deux fonctions à minimiser soit différentiable.
Toutefois, (7.27) peut être résolu efficacement grâce à un algorithme primal-dual [149] repo-
sant sur l’utilisation de l’opérateur proximal suivant :

Exemple 7.1 (Opérateur proximal de la divergence de Kullback-Leibler). Soient γ ∈]0,+∞[,
un vecteur y ∈ R

N et DKL(·,y) la divergence de Kullback-Leibler. Alors, l’opérateur proximal
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de la fonction R
N → R : u 7→ γDKL(u,y) s’écrit

proxγDKL(·,y) (u) =
1

2

(
u− γ +

√
(u− γ)2 + 4γy

)
. (7.28)

Cette approche a l’avantage d’être cohérente avec les hypothèses du modèle mais présente un
coût de calcul plus élevé dû à la nature itérative de l’algorithme pour résoudre (7.27).

Ans.ℓ2-TV. Une troisième solution nécessite un prétraitement à l’aide de la transformée
d’Anscombe pour transformer les données y∆, dont la distribution est un mélange de lois de
Poisson, en ỹ∆ dont la distribution est quasiment un mélange de Gaussiennes de variances 1
(voir Section 7.2.2). Dans ce cas, le problème est correctement modélisé si le terme d’attache
aux données est la norme ℓ2, i.e.,

x̃
(Ans.+ℓ2−TV)
∆,λ = arg min

x∆∈RN
‖ỹ∆ − x∆‖2 + λTV(x∆) (7.29)

Finalement, il ne reste plus qu’à appliquer la transformée d’Anscombe inverse à x̃
(Ans.+ℓ2−TV)
∆,λ

pour obtenir x̂
(Ans.+ℓ2−TV)
∆,λ . Cette approche a le double avantage d’être cohérente avec les hy-

pothèses et de présenter un coût de calcul très faible. Cependant, la qualité de la distribution
Gaussienne après la transformée d’Anscombe est discutable.

Les différentes solutions x̂∆,λ obtenues sont toutes constantes mais biaisées due à l’uti-
lisation de la norme ℓ1. Il convient alors de réestimer a posteriori les valeurs moyennes de
x̂∆,λ sur chaque segment à partir de y∆.

De plus, dans le présent contexte, nous souhaiterions estimer les deux seuls états ON
et OFF. Par conséquent, il est nécessaire de rajouter une étape supplémentaire de seuillage
décrite dans la section suivante.

7.3.2.2 Réestimation à 2 niveaux

Pour chacune des solutions mentionnées précédemment, une estimée à 2 niveaux ̂̂x∆,λ

peut être obtenue à partir de x̂∆ comme suit :

1. Un histogramme normalisé de x̂∆,λ, avec 100 valeurs équitablement espacées entre
min(x̂∆,λ) et max(x̂∆,λ), est calculé.

2. L’histogramme est ensuite ajusté par un mélange de deux lois normales, i.e.,

αN(µ1,σ2
1)
+ (1− α)N(µ2,σ2

2)
, (7.30)

où α ∈ [0, 1] et µ1 ≤ µ2. Les valeurs optimales de l’ajustement sont notées (α̂, µ̂1, σ̂
2
1, µ̂2, σ̂

2
2).

3. Un seuil ζ̂ est choisi afin de minimiser le recouvrement entre N(µ̂1,σ̂2
1)

et N(µ̂2,σ̂2
2)
. En

d’autre termes,
ζ̂ = arg min

µ̂1≤ζ≤µ̂2
F(µ̂2,σ̂2

2)
(ζ)− F(µ̂1,σ̂2

1)
(ζ) (7.31)

où F(µ,σ2) désigne la fonction cumulative de N(µ,σ2).

4. Finalement, nous définissons l’estimée à 2 niveaux suivante

(∀n ∈ {1, . . . , N}) ̂̂x∆,λ,n =

{
µ̂1 , si x̂∆,λ,n ≤ ζ̂ ,
µ̂2 , sinon.

(7.32)

Pour la même réalisation rapportée dans la Figure 7.3, les histogrammes de x̂∆,λ des trois
solutions présentées précédemment sont illustrés par la Figure 7.4 pour λ = 0.5. Dans chacun
des cas, le meilleur ajustement obtenu à l’étape 2 est indiqué en traits pleins noirs et le seuil
estimé à l’étape 3 est affiché en traits pointillés.
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Figure 7.4 – Choix du seuil pour les estimées par approche TV. Pour chacune des
trois méthodes, sont représentés l’histogramme de x̂∆,λ pour λ = 0.5, le meilleur ajustement
(traits pleins noir) et le seuil optimal (pointillés noirs).

7.3.3 Méthode de segmentation par approche TV

Nous proposons à présent de directement segmenter y∆ pour obtenir 2 niveaux, de valeurs
moyennes v1 et v2 a priori inconnues.

Estimée à 2 niveaux ̂̂x(MS)

∆,λ :
Des estimées initiales de v1 et v2 sont obtenues en ajustant l’histogramme normalisé de

y∆ par un mélange de distributions de Poisson, i.e., αP(µ̂1) + (1− α)P(µ̂2). Cette procédure

nous permet d’initialiser v1 = µ̂1 et v2 = µ̂2. L’estimée à 2 niveaux x̂
(MS)
∆,λ est ensuite obtenue

après la répétition des étapes suivantes jusqu’à convergence.

1. Résoudre l’homologue 1D du Problème 2.9 afin de segmenter y∆ en au plus Q = 2
niveaux de valeurs moyennes v1 et v2 :

min
(θ1,θ2,θ3)∈[0,1]3×N

Q=2∑

q=1

(θq − θq+1)
⊤(y∆ − vq)2 + λ

Q=2∑

q=1

TV(θq − θq+1)

assujetti à





θ1 = 1,

θ3 = 0,

1 ≥ θ2 ≥ 0.

(7.33)

Les valeurs optimales sont notées (θ̂1, θ̂2, θ̂3) et jouent le rôle de fonctions indicatrices

(voir Proposition 2.6) permettant de définir sans ambiguité l’estimée à 2 niveaux ̂̂x(MS)

∆,λ

comme suit :

(∀n ∈ {1, . . . , N}) ̂̂x(MS)

∆,λ,n =

{
v1 , si θ̂2,n − θ̂1,n = 1, (état OFF)

v2 , si θ̂3,n − θ̂2,n = 1. (état ON)
(7.34)

2. Réestimer v1 (resp. v2) comme la moyenne de y∆ durant les états OFF (resp. ON) de

̂̂x(MS)

∆,λ .

7.4 Comparaison des différentes méthodes

7.4.1 Configuration expérimentale

Nous proposons d’évaluer les performances des différentes stratégies sur plusieurs si-
gnaux synthétiques reproduisant ceux observés expérimentalement lors de l’enregistrement
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Algorithme 9 Pseudo code pour générer x∆ et y∆.

Entrée : Paramètres θ, mON, mOFF, ∆, µON, µOFF et N .
1: Fixer la liste τ = (τON(j), τOFF(j))1≤j≤⌈∆N/θ⌉ des durées intercalées des états ON et OFF où
τON ∼ Pareto(θ,mON−1) et τOFF ∼ Pareto(θ,mOFF−1).

2: Fixer c = cumsum(τ)
3: Fixer n = 1
4: Tant que n ≤ N faire
5: Trouver le premier indice i tel que c(i) ≥ ∆.
6: Fixer t = {c(1), . . . , c(i− 1),∆}. Fixer r = c(i)−∆.
7: Calculer αON (resp. αOFF) la proportion des temps ON (resp. OFF) dans t.
8: Fixer x∆,n = ∆(αONµON + αOFFµOFF).
9: Fixer c = (r, c(i+ 1), . . . c(end)).

10: Fixer n = n+ 1.

Sortie : x∆ et y∆ ∼ P(x∆).

du nombre de photons émis par une bôıte quantique (cf., e.g., [125, 108] pour une revue
détaillée).

Fréquence d’émission et taille du signal. Afin de fixer les ordres de grandeur, nous
rappelons les fréquences d’émission de photons typiques des bôıtes quantiques industrielles
pendant l’état le plus émissif, i.e., l’état ON :

— fe = 5kHz (faible qualité)

— fe = 50kHz (qualité standard)

— fe = 200kHz (meilleure qualité)

Nous choisissons de nous placer dans le cas intermédiaire où fe = 50kHz et considérons que
{
µON = fe∆,

µOFF = µON/15.
(7.35)

De plus, si nous considérons que l’enregistrement dure approximatement 10 min et que les
photons sont comptés dans des fenêtres de l’ordre la milliseconde, alors nous obtenons des
observations de taille N ∼ 105.

Distribution des temps ON et OFF. Pour un temps de coupure θ = 35µs, nous
considérerons que mON = 1.8 et mOFF = 1.95. Ce sont des valeurs assez grandes utilisées
précédemment dans [108]. Pour de telles valeurs, les distributions des temps ON et des temps
OFF sont à queue lourde.

Rapport entre θ et ∆. Selon la qualité des capteurs utilisés pour détecter les photons,
nous pouvons espérer différents rapports θ/∆ :

— θ/∆ ∼ 1/100 pour des caméras standard (∼ 200 photons par fenêtre).

— θ/∆ ∼ 1/10 (∼ 20 photons par fenêtre).

— θ/∆ ∼ 1 pour les expériences standard (∼ 2 photons par fenêtre).

— θ/∆ ∼ 10 (∼ 0.2 photons par fenêtre).

— θ/∆ ∼ 100 dans la limite des composants électroniques (∼ 0.02 photons par fenêtre).

Nous choisissons de nous placer pour des rapports θ/∆ ≤ 1 où les approches variationnelles
basées sur la TV sont adaptées. En particulier, nous étudierons les cas θ/∆ = 0.1 et 1.
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Figure 7.5 – Exemples de réalisation. Gauche : θ/∆ = 0.1. Droite : θ/∆ = 1.

Données synthétiques. Les données sont générées à l’aide de la procédure décrite par
l’Algorithme 9. Deux exemples sont illustrés par la Figure 7.5.

7.4.2 Quantification des performances

Erreur quadratique moyenne relative. Pour chacune des méthodes, nous comparons
l’erreur quadratique moyenne relative, i.e.,

rMSE(̂̂x∆) = ‖̂̂x∆ − x∆‖2/‖x∆‖2 (7.36)

en fonction du paramètre de régularisation λ. Les résultats sont moyennés sur 50 réalisations
et rapportés par la Figure 7.6. Globalement, les approches TV offrent une rMSE plus faible
ou égale à celle de la méthode du seuil. Notons également que la méthode segmentation
(MS) permet d’aboutir systématiquement à une rMSE plus faible que les autres stratégies.
Cependant, la rMSE fournit essentiellement une mesure de la qualité d’estimation de µON et
µOFF, et ne nous donne pas d’information sur la qualité de localisation des discontinuités.

Idéalement, nous souhaiterions que ̂̂x∆ soit discontinu dès lors que x∆ ne vaut ni µON ni
µOFF, afin de ne pas fausser l’estimation de la distribution des temps ON et OFF de x. Nous

proposons de quantifier la similarité entre les discontinuités de ̂̂x∆ et x∆ à partir de l’indice
de Jaccard :

Indice de Jaccard. Soit r l’indicatrice des discontinuités de x∆. Pour chaque méthode, nous
noterons r̂ l’indicatrice des discontinuités de la solution à 2 niveaux ̂̂x. L’indice de Jaccard
(voir Définition 2.7) entre G ∗r et G ∗ r̂ est calculé pour un filtre passe-bas gaussien à support
compact G de taille 3 points et d’écart-type 0.3. Les résultats, rapportés par la Figure 7.7
en fonction du paramètre de régularisation λ, montrent que toutes les stratégies donnent des
indices de Jaccard plus ou moins similaires. Ces résultats sont toutefois difficiles à interpréter
du fait de la différence de nature entre ̂̂x∆ et x∆, ce qui met en avant la limitation de l’indice
de Jaccard.

Temps d’éxécution. La comparaison des temps d’éxécution est rapportée Figure 7.8. Sans
surprise, les stratégies (Ans.ℓ2-TV) et (ℓ2-TV) sont les plus rapides grâce à l’utilisation de
l’algorithme à la volée proposé dans [52], alors que les méthodes (DKL-TV) et (MS) affichent
des temps d’éxécution plusieurs ordres de grandeurs plus élevés.
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Figure 7.6 – Erreur quadratique moyenne relative. Gauche : θ/∆ = 0.1. Droite :
θ/∆ = 1
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Figure 7.7 – Indice de Jaccard. Gauche : θ/∆ = 0.1. Droite : θ/∆ = 1
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Distribution empirique des durées ON et OFF. Pour chacune des méthodes proposées,
les distributions empiriques des temps ON et OFF de la solution ̂̂xλJmax

qui maximise l’indice
de Jaccard, sont respectivement rapportées Figure 7.9 et Figure 7.10. Les distributions sont
mises à l’échelle pour obtenir la même probabilité que la distribution théorique (noir) dans
l’intervalle délimité par les pointillés rouges. Nous rappelons que les densités de probabilité
théoriques suivent : 




(mON−1)θmON−1

τ
mON
ON

pour τON ≥ θ,
(mOFF−1)θmOFF−1

τ
mOFF
OFF

pour τOFF ≥ θ.
(7.37)

Pour faciliter la lecture, la densité de probabilité empirique de τON (resp. τON) est multipliée
par le facteur τmON

ON (resp. τmOFF
OFF ) et est illustrée par la Figure 7.11 (resp. Figure 7.12).

Nous observons que les diverses méthodes proposées permettent d’estimer plus efficace-
ment la distribution dont l’exposant est le plus faible, i.e., mON. En effet, plus la distribution
des temps ON et OFF de x est à queue lourde, plus il est facile d’estimer leur distribu-
tion à partir de x∆. Il est intéressant de remarquer que, pour la présente configuration avec
θ/∆ = 0.1 (gauche), alors la méthode du seuil donne globalement des résultats similaires aux
méthodes d’estimation TV. Ces dernières démontrent un intérêt justifié par exemple lorsque
θ/∆ = 1 (droite). Globalement, les solutions (Ans.ℓ2-TV) et (MS) offrent les meilleures
performances d’estimation, alors que la solution naive (ℓ2-TV) et la solution (DKL-TV) ne
parviennent pas à estimer correctement mON et mOFF.

7.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons examiné l’apport des approches reposant sur la variation
totale pour détecter les discontinuités d’intensité de processus de Poisson agrégés. Les per-
formances ont été évaluées sur des données synthétiques reproduisant les signaux observés
en pratique lors d’expériences de scintillement fluorescent de bôıtes quantiques. Les résultats
préliminaires obtenus sont suffisamment concluants pour appliquer les différentes stratégies
sur des données réelles. Cette piste est actuellement envisagée et donnera lieu à une colla-
boration avec l’équipe Luminescence de l’Institut Lumière Matière de l’Université Claude
Bernard.

Il serait également intéressant d’examiner la qualité des solutions obtenues lorsque la
variation totale est pénalisée en norme ℓ0, ce qui nous permettrait d’éviter certains problèmes
liés à l’utilisation de la norme ℓ1 (biais et effet d’escalier). Pour cela, nous projetons d’utiliser
l’algorithme de programmation dynamique [193, 192] pour un terme d’attache aux données
ℓ2, et l’algorithme récemment proposé dans [75] lorsque le terme d’attache aux données est
la divergence de Kullback-Leibler.
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Travaux préliminaires : estimation du paramètre de régularisation. Les approches
TV utilisées tout au long du manuscrit se sont montrées efficaces en raison de leur formali-
sation reposant sur la minimisation d’une fonctionnelle déterministe et par le développement
d’algorithmes de résolution efficaces. Cependant, les performances d’estimation de la solution
dépendent fortement du choix du paramètre de régularisation. La question de son estimation
reçoit encore de nombreux efforts méthodologiques et théoriques. Il peut par exemple être
appris et validé sur une base de donnée de référence par validation croisée ou choisi selon
divers critères heuristiques (voir [207] pour une revue détaillée). En outre, lorsque la variance
du bruit est connue a priori, l’estimateur non biaisé du risque de Stein (SURE) [191, 59],
permet de sélectionner λ dans le Problème 2.2 afin de minimiser l’erreur quadratique entre x
et x̂λ. Une interprétation géométrique du λ optimal a également été envisagée dans [196] où
la méthode proposée vise à utiliser les solutions (x̂λ)λ≥0 du Problème 2.2 afin de sonder les
échelles 1 caractéristiques des régions dans l’observation y. Puis le paramètre de régularisation

1. La notion d’échelle est ici à comprendre au sens du rapport entre l’aire et le périmètre.
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préservant les régions dont l’échelle dépasse un seuil fixé par l’utilisateur est sélectionné. Tou-
tefois, dans le cas général, les questions de l’interprétation physique et de l’estimation non
supervisée du paramètre de régularisation demeurent ouvertes.

Modèles hiérarchiques Bayésiens. Les modèles Bayésiens hiérarchiques se prêtent cou-
ramment aux problèmes de détection de discontinuités et de débruitage constant par mor-
ceaux du fait de leur capacité à englober la question du réglage des hyperparamètres [130, 69].
Cependant, les algorithmes de Monte Carlo par châınes de Markov (MCMC), généralement
utilisés pour fournir des estimées, peuvent s’avérer très coûteux en temps de calcul.

Récemment, différents travaux se sont intéressés au développement d’approches bayésiennes
pour estimer le paramètre λ du Problème 2.2, reformulé comme un problème d’inférence sta-
tistique, dont l’estimateur du maximum a posteriori est obtenu en résolvant

max
x∈RN

{(
1

2πσ2

)N/2
e−

1
2σ2 ‖y−x‖22

1

Z(λ/σ2)
e−λ‖Lx‖1

}
(8.1)

où Z(λ/σ2) est une constante de renormalisation. En adoptant un modèle hierarchique
bayésien, les hyperparamètres λ et σ2 peuvent être inclus et estimés conjointement avec
x. Cependant, la difficulté provient ici de la non-séparabilité de exp (−λ‖Lx‖1) en x, ce qui
conduit à Z(λ/σ2) ne pouvant pas être exprimé de manière explicite. Afin de pallier cette
difficulté, des astuces empiriques ont été proposées dans [15, 34], alors que [165] manie ce
problème à l’aide de calculs approchés intensifs.

Contribution. Dans ce chapitre nous nous intéressons à l’estimation du paramètre de
régularisation χ présent dans le Problème 2.1. Ainsi, nous proposons de formuler la question
du choix de χ via la résolution d’un problème variationnel impliquant x, χ, et σ2 comme
suit :

Problème 8.1 (Problème ℓ0-TV pénalisé). Soient y ∈ R
N et χ ≥ 0. On appelle problème

ℓ0-TV pénalisé, le problème consistant à trouver

(x̂, χ̂, σ̂2) ∈ Argmin
x∈RN ,χ>0,σ2>0

1

2σ2
‖y − x‖22 +

χ

σ2
‖Lx‖0 + φ(χ, σ2). (8.2)

Les principaux défis consistent alors à concevoir la fonction φ afin qu’elle pénalise ≪ cor-
rectement ≫ χ et σ2, et à être en mesure de résoudre (8.2) efficacement. Pour y parvenir,
une paramétrisation naturelle de x est présentée dans la Section 8.1 afin de reformuler le
Problème 8.1. L’expression explicite de φ est ensuite dérivée dans la Section 8.2 à partir d’un
modèle hierarchique bayésien et une solution algorithmique du Problème 8.1 est décrite dans
la Section 8.3. La pertinence de l’estimateur χ̂ proposé et la qualité de la solution x̂ sont
illustrées, quantifiées, et comparées dans la Section 8.4 contre une procédure exclusivement
bayésienne.

Références. Ce chapitre s’appuie sur les contributions [88, 89] et est le résultat d’une
collaboration avec N. Dobigeon.

8.1 Paramétrisation du problème

En suivant le raisonnement développé dans [129, 130, 69, 67, 66], tout signal constant par
morceaux peut être paramétrisé explicitement par un vecteur d’indicatrices de discontinuité
et un vecteur des valeurs prises sur chacun des segments.
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8.1.1 Paramétrisation des discontinuités r

Nous introduisons le vecteur d’indicatrices r ∈ R
N−1 des discontinuités de x ∈ R

N

(voir Définition 2.4). Dans ce chapitre, nous augmentons la dimension de r en adoptant la
convention rN = 1 afin d’assurer que le nombre de segments K soit égal au nombre de valeurs
non nulles de r, i.e.,

K =

N∑

n=1

rn = ‖r‖0. (8.3)

Dans la suite, nous indexerons K par r, i.e., Kr, afin d’expliciter la dépendance entre K et
r.

Pour tout k ∈ {1, . . . ,K}, nous noterons Rk ⊂ {1, . . . , N} l’ensemble des indices associés
au k-ème segment. Dès lors Rk ∩Rk′ = {∅} pour k 6= k′ et ∪Kk=1Rk = {1, · · · , N}.

8.1.2 Paramétrisation des valeurs des segments µ

Le vecteur µ = (µk)1≤k≤Kr
est utilisé pour indiquer les valeurs prises sur chacun des

segments :
(∀k ∈ {1, . . . ,Kr}) (∀n ∈ Rk) xn = µk. (8.4)

8.1.3 Reformulation du problème

Au lieu de formuler le problème en fonction de x, nous ferons usage du vecteur pa-
ramétrique θ = {r,µ}, afin de caractériser entièrement tout signal constant par morceaux.
Notons que cette paramétrisation n’est généralement pas employée car elle possède le défaut
de formuler le problème en fonction de θ ∈ R

N×R
Kr dont la dimension est a priori inconnue

puisqu’elle dépend du nombre de discontinuités Kr. Cette paramétrisation mène au lemme
suivant.

Lemme 8.1. Soient y ∈ R
N et θ = {r,µ} ∈ R

N ×R
Kr . Alors le Problème 8.1 est équivalent

à

(θ̂, χ̂, σ̂2) = argmin
θ∈RN×R

Kr

χ>0,σ2>0

1

2σ2

Kr∑

k=1

∑

i∈Rk

(yi − µk)2 +
χ

σ2
(Kr − 1) + φ(χ, σ2) (8.5)

où (Rk)1≤k≤Kr
est défini à partir de r comme indiqué dans la Section 8.1.1.

Démonstration. En effet, le terme d’attache aux données présent dans le Probleme 8.1 peut
se réécrire de manière équivalente

‖y − x‖2 =
Kr∑

k=1

∑

i∈Rk

(yi − xi)2 =
Kr∑

k=1

∑

i∈Rk

(yi − µk)2. (8.6)

De plus, le terme de pénalisation ℓ0-TV peut se réécrire

‖Lx‖0 = ‖r‖0 − 1 = Kr − 1. (8.7)

8.2 Dérivation Bayésienne de la pénalisation φ

Dans cette section, nous rappelons un modèle hierarchique Bayésien couramment utilisé
pour l’estimation de signaux constants par morceaux (cf., e.g. [130, 69]) et nous insistons sur
la relation formelle qu’il entretient avec le Problème 8.1 afin de choisir la pénalité φ.
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8.2.1 Modèle hiérarchique Bayésien

L’inférence Bayésienne consiste à dériver la distribution postérieure du vecteur paramé-
trique θ à partir de la fonction de vraisemblance associée au modèle d’observation et à partir
des distributions antérieures des paramètres inconnus.

Pour ce faire, nous commençons par rappeler que les composantes du bruit sont supposées
être des variables gaussiennes i.i.d. de moyenne nulle et de même variance σ2 inconnue. Par
conséquent, la fonction de vraisemblance jointe des observations y étant donné le modèle
constant par morceaux θ = {r,µ} et la variance du bruit σ2 s’écrit :

f
(
y|r,µ, σ2

)
=

Kr∏

k=1

∏

i∈Rk

1√
2πσ2

exp
(
−
(
µk − yi

)2

2σ2

)
. (8.8)

Afin de dériver la distribution postérieure, des distributions antérieures sont assignées aux
paramètres r et µ, supposés a priori indépendants.

Premièrement, en suivant les choix admis et utilisés dans [130, 172, 69, 67], les compo-
santes rn de r sont supposées a priori indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
selon une distribution de Bernoulli d’hyperparamètre p, quantifiant la probabilité antérieure
d’occurence d’une discontinuité, indépendemment de sa position :

f(r|p) =
N−1∏

i=1

pri(1− p)1−ri

= p
∑N−1

i=1 ri(1− p)(N−1−
∑N−1

i=1 ri) (8.9)

=
( p

1− p
)(Kr−1)

(1− p)(N−1)

Deuxièment, un choix naturel pour f(µ|r) d’un point de vue Bayésien est la distribu-
tion conjuguée de (8.8) [151, 102]. Dans le cas présent, cela revient à élire des distributions
antérieures Gaussiennes indépendantes N

(
µ0, σ

2
0

)
pour chacune des valeurs prises sur les

segments µk (k = 1, . . . ,Kr), i.e.,

f(µ|r) =
Kr∏

k=1

1√
2πσ20

e
−(µk−µ0)

2

2σ2
0 . (8.10)

De plus, au sein d’un paradigme hiérarchique Bayésien, les paramètres de nuisance tels la
variance du bruit σ2 et tout autre hyperparamètre impliqué dans les distributions antérieures,
peuvent être inclus au sein du modèle et être estimés conjointement avec θ [130, 69].

Premièrement, afin de modéliser l’absence de connaissance a priori sur la variance du
bruit σ2, la distribution antérieure non informative de Jeffreys est assignée à σ2 :

f
(
σ2
)
∝ 1

σ2
. (8.11)

Deuxièmement, la distribution beta B(α0, α1) (i.e., la distribution conjuguée de la loi (8.9))
est assignée à l’hyperparamètre p inconnu :

f(p) =
Γ (α0 + α1)

Γ (α0) Γ (α1)
pα1−1(1− p)α0−1. (8.12)

C’est un choix naturel pour modéliser tout paramètre contraint à l’intervalle [0, 1].
Finalement, les seuls hyperparamètres qui subsistent sont α0, α1, µ0 et σ20. Leur choix

sera établi dans la partie expérimentale.
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8.2.2 Critère MAP joint

A partir de la fonction de vraisemblance et des fonctions postérieures introduites pour les
paramètres et hyperparamètres, la distribution postérieure jointe s’écrit :

f(Θ|y) ∝ f
(
y|r,µ, σ2

)
f (µ|r) f(r|p)f(p)f

(
σ2
)

où Θ =
{
r,µ, σ2, p

}
. (8.13)

Toutefois, dériver les estimateurs Bayésiens, tels l’estimateur des moindre carrés (MMSE) et
l’estimateur du maximum a posteriori (MAP), associés à la distribution postérieure (8.13)
n’est pas simple. Ceci est principalement dû à la nature intrinsèquement combinatoriale du
problème, engendrée par la dimension variable de l’espace des paramètres (r,µ) ∈ R

N×R
Kr .

En particulier, l’estimateur MAP est obtenu en maximisant la distribution postérieure
jointe (8.13), ce qui peut également être réécrit comme la minimisation de l’opposé du loga-
rithme de f(Θ|y), i.e.,

Problème 8.2. Soient y ∈ R
N et des hyperparamètres (α0, α1, µ0, σ

2
0). L’estimateur MAP

des paramètres du modèle hierarchique bayésien de débruitage constant par morceaux est ob-
tenu comme la solution du problème suivant

Θ̂ ∈ Argmin
Θ={r,µ,σ2,p}

1

2σ2

Kr∑

k=1

∑

i∈Rk

(µk − yi)2 + (Kr − 1)

(
log

(
1− p
p

)
+

1

2
log(2πσ20)

)

+
N

2
log(2πσ2)− (N − 1) log(1− p) + log σ2

− (α1 − 1) log p− (α0 − 1) log(1− p)

+
1

2σ20

Kr∑

k=1

(µk − µ0)2 +
1

2
log(2πσ20). (8.14)

Malgré les différences de paramétrisation entre le Problème 8.1 et le Problème 8.2, nous
démontrons ici que les deux sont équivalents pour un choix spécifique de χ et φ.

Proposition 8.1. Les Problème 8.1 et Problème 8.2 sont équivalents pour le choix de pa-
ramétrisation

χ = σ2
(
log

(
1− p
p

)
+

1

2
log(2πσ20)

)
, (8.15)

et

φ(χ, σ2) =
N

2
log(2πσ2) + log(σ2)− χ

σ2
(N + α0 − 2) +

N + α0 − 1

2
log(2πσ20)

+ (N + α0 + α1 − 3) log

(
1 + exp

( χ
σ2
− 1

2
log(2πσ20)

))
, (8.16)

sous condition que
Kr∑

k=1

(µk − µ0)2 ≪ σ20 log(2πσ
2
0). (8.17)

Démonstration. Le principe de la démonstration consiste à être en mesure d’identifier trois
termes dans (8.14) : le terme d’attache aux données (8.6), un terme proportionnel à la
pénalisation ℓ0-TV (8.7) et un troisième terme indépendant du vecteur d’indicatrices des
discontinuités r. Nous remarquons que c’est pratiquement déjà le cas à condition de pouvoir
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négliger le terme 1
2σ2

0

∑Kr

k=1(µk − µ0)2 qui dépend explicitement de r via Kr. Ainsi, si nous

choisissons σ20 suffisamment grand pour que

1

2σ20

Kr∑

k=1

(µk − µ0)2 ≪
1

2
log(2πσ20), (8.18)

alors nous pouvons reconnâıtre





χ = σ2(log
(
1−p
p

)
+ 1

2 log(2πσ
2
0)),

φ(p, σ2) = N
2 log(2πσ2)− (N − 1) log(1− p) + log σ2

−(α1 − 1) log p− (α0 − 1) log(1− p) + 1
2 log(2πσ

2
0).

(8.19)

Il s’en suit que p peut être re-paramétrisé en fonction de {χ, σ2}, i.e.,

p =

(
1 + exp

( χ
σ2
− 1

2
log(2πσ20)

))−1

, (8.20)

ce qui permet de reformuler φ en fonction de χ et σ2 (voir (8.16)).

Remarque 8.1. Une condition suffisante pour satisfaire (8.17) est :

σ20 ≫ N(maxy −miny)2 + 1/2π (8.21)

Plusieurs comportements intéressants peuvent être remarqués à partir de la paramétri-
sation (8.15) du paramètre de régularisation χ en fonction de la variance du bruit σ2, la
probabilité p de présence de discontinuités et la dynamique a priori des valeurs prises sur les
segments (à travers le terme σ20).

En particulier, comme espéré, χ est une fonction croissante de σ2, ce qui souligne deux
points. Premièrement, il est nécessaire d’augmenter χ pour régulariser davantage les signaux
de plus grande dynamique mais de même SNR. Deuxièmement, à dynamique fixé, il convient
de régulariser davantage les observations les plus bruitées.

A l’inverse, χ est une fonction décroissante de p ce qui, comme nous l’illustrerons dans la
suite, indique que la valeur optimale de χ décroit avec p et doit être choisi de manière plus
fine lorsque p augmente.

8.3 Solution algorithmique

Nous avons précédemment dérivé, à partir de la Proposition 8.1, une fonction φ permettant
de pénaliser le choix du paramètre de régularisation χ présent dans le Problème 8.1. Dans cette
section, nous mettons au point une stratégie algorithmique permettant d’estimer efficacement
la solution {x̂χ̂, χ̂, σ̂2} du Problème 8.1.

Etant donné que le Problème 8.1 est non convexe, alterner la minimisation sur chacune
des variables x, χ et σ2 n’est pas une stratégie efficace. Afin de réduire une partie de ce
problème, nous proposons d’estimer χ sur une grille discrète X prédéfinie. Ainsi, une solution
candidate du Problème 8.1 peut être obtenue en résolvant

(∀χ ∈ X ) (x̂χ, σ̂
2
χ) ∈ Argmin

x∈RN ,σ2>0

1

2σ2
‖y − x‖22 +

χ

σ2
‖Lx‖0 + φ(χ, σ2)

︸ ︷︷ ︸
J(x,χ,σ2)

, (8.22)
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Algorithme 10 Résolution du Problème 8.1 par une approche variationnelle Bayésienne

Entrée : Observation y ∈ R
N .

Ensemble prédéfini de paramètres de régularisation X .
Hyperparamètres Φ =

{
α0, α1, σ

2
0

}
.

Iterations :
1: Pour χ ∈ X faire
2: Calculer x̂χ̃ = arg min

x∈RN

1
2‖y − x‖22 + χ‖Lx‖0 .

3: Calculer σ̂2
χ = ‖y − x̂χ‖22/(N − 1).

Sortie : Solution {x̂χ̂, χ̂, σ̂2
χ̂} où χ̂ = arg min

χ∈X
J(x̂χ, χ, σ̂

2
χ)

que nous proposons d’approcher par

(∀χ ∈ X )




x̂χ = arg min

x∈RN

1
2‖y − x‖22 + χ‖Lx‖0,

σ̂2χ =
‖y−x̂χ‖2

N−1 ,
(8.23)

puis en sélectionnant le triplet {x̂χ̂, χ̂, σ̂2χ̂} tel que

χ̂ = argmin
χ∈X

J(x̂χ, χ, σ̂
2
χ). (8.24)

Notons que l’approximation faite en (8.23) consiste à utiliser les solutions du Problème 2.1
pour sonder l’espace {x, σ2} ∈ R

N×R+. Par conséquent, les étapes de l’algorithme, rapportées
dans l’Algorithme 10, sont très succintes et la complexité de l’algorithme dépend seulement
de la capacité à résoudre efficacement le Problème 2.1 pour toutes les valeurs χ ∈ X . Pour ce
faire, nous utilisons l’algorithme de programmation dynamique Pottslab développé dans [193].

8.4 Sélection automatique de χ : Illustration et performances

8.4.1 Configuration expérimentale et choix des hyperparamètres

Données synthétiques. Les observations y = x+b ∈ R
N sont synthétisées en deux étapes.

Premièrement, les discontinuités sont tirées uniformément sur l’ensemble {1, . . . , N} formant
ainsi environ pN segments, puis les valeurs prises sur chaque segment sont tirées uniformément
entre une valeur minimale xmin et une valeur maximale xmax également données au préalable.
Deuxièmement, on génère b ∼ N (0, σ2✶N ) et on forme la quantité y = x+ b. Dans la suite,
nous noterons r (resp. µ) le vecteur d’indicatrices des discontinuités (resp. les valeurs sur
chaque segment) de x.

Choix des hyperparamètres. D’un côté, on fixe les hyperparamètres α0 = α1 = 1 afin
que la loi bêta, assignée à la probabilité de discontinuités p dans (8.12), se réduise à une loi
uniforme (donc non informative) sur l’ensemble [0, 1].

D’un autre côté, la distribution assignée en (8.10) aux valeurs sur chaque segment µ

dépend du choix de σ0. D’après la Proposition 8.1, nous devons choisir σ20 suffisamment
large. Dans la suite, nous choisissons 2πσ20 = 104. L’impact du choix de σ20 sur la solution
sera discutée à la Section 8.4.5.

Discrétisation de X . Dans nos expériences, X est composé de 500 valeurs équitablement
espacées (en échelle logarithmique base 10) entre 10−5 et 105.



158 CHAPITRE 8. ESTIMATION DU PARAMÈTRE DE RÉGULARISATION ℓ0-TV
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(a) SNR = 1, p = 0.01. (b) SNR = 2, p = 0.01. (c) SNR = 2, p = 0.015.

Figure 8.1 – Illustration de la sélection automatique de χ. Pour chacune des configu-
rations présentées, le critère de sélection proposé est affiché sur la 4e ligne où χ̂ est indiqué
par une ligne verticale rouge. On remarque que la solution x̂χ pour χ = χ̂, representée sur la
1ère ligne en rouge, bénéficie systématiquement d’une MSE relative (2e ligne) et d’une erreur
de Jaccard (3e ligne) plus faibles que pour tout autre valeur de χ.

Quantification des performances. Les performances sont quantifiées en termes d’erreur
quadratique moyenne relative et d’erreur de Jaccard (voir Définition 2.7). Le premier évalue
les performances d’estimation de µ alors que le second se concentre sur r. Pour tout estimateur
r̂, l’erreur de Jaccard sera calculée entre des versions lissées de r et r̂, i.e., r ∗ G et r̂χ̂ ∗ G
où G est un filtre passe-bas gaussien à support compact de taille 5 points et d’écart type 0.5
(voir Section 2.3.3).

8.4.2 Illustration du principe de sélection automatique de χ.

La Figure 8.1 illustre le principe de la méthode proposée sur plusieurs configurations
de signaux pour lesquels xmax − xmin = 1. La première et la deuxième colonne mettent en
évidence l’impact du SNR = (xmax − xmin)/3σ : SNR = 1 (1ere colonne) et SNR = 2 (2e
colonne). La première et la troisième colonne montrent quant à elles l’impact de p : p = 0.01
(1ere colonne) et p = 0.15 (3e colonne) pour un SNR fixé.

Pour chacun des exemples, la première ligne affiche le signal original x (noir), l’observa-
tion dégradée y (gris), la solution obtenue par la méthode proposée x̂χ̂ (rouge), et les deux
solutions optimales au sens de la MSEr (bleu) et de l’erreur de Jaccard (vert). La deuxième
(resp. troisième ligne) présente l’erreur quadratique moyenne relative (resp. erreur de Jaccard)
en fonction de χ. Ce sont des fonctions de χ constantes par morceaux, ce qui indique que la
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(a) Erreur quadratique moyenne relative (b) Erreur de Jaccard

Figure 8.2 – Performances d’estimation (χ vs SNR). Le paramètre estimé χ̂ est affiché
en rouge en fonction du SNR et comparé à la gamme oracle, délimitée en traits pointillés
blancs, pour laquelle la solution correspondante minimise la MSE ou l’erreur de Jaccard. De
haut en bas : p = 0.005, 0.010 et 0.015. De gauche à droite : xmax − xmin = 0.1, 1 et 10.

solution x̂χ du Problème 2.1 est identique pour tout un ensemble de valeurs χ. En particulier,
nous noterons XMSE (resp. XJacc) l’ensemble des valeurs de χ pour lesquelles x̂χ minimise la
MSEr (resp. erreur de Jaccard). La dernière ligne affiche le critère proposé J(x̂χ, χ, σ̂

2
χ) en

fonction de χ. Il est intéressant de remarquer que J(x̂χ, χ, σ̂
2
χ) n’est pas constant par morceaux

et que χ̂ minimisant J(x̂χ, χ, σ̂
2
χ) est unique. Sur chacune des trois lignes, la valeur de χ̂ est

reportée par une ligne verticale rouge. Idéalement, nous souhaiterions que χ̂ ∈ XMSE ∪XJacc.

Dans chacun des trois cas, nous observons clairement que l’estimée χ̂ ∈ XMSE∪XJacc. Une
examination plus poussée montre que lorsque le SNR diminue (voir Figure 8.1 (a) et (b)),
la section d’un χ optimal est plus difficile, comme indiqué par la diminution des intervalles
XMSE et XJacc. Nous observons également le même comportement lorsque p augmente (voir
Figure 8.1 (b) et (c)). Toutefois la méthode proposée parvient à choisir automatiquement
un χ̂ ∈ XMSE ∪ XJacc. De plus, la solution x̂χ̂ apparait visuellement comme un excellent
estimateur de x.

8.4.3 Quantification des performances

Dans cette section, nous proposons d’évaluer plus en détails les performances d’estimation
de x̂χ̂ et d’examiner le comportement de χ̂ en fonction σ2, xmax− xmin, et p. Pour cela, nous
considérons deux expériences. La première évalue les performances d’estimation en fonction
du SNR pour différentes valeurs de p et xmax − xmin (voir Figure 8.2) alors que la seconde
(voir Figure 8.3) se concentre sur le comportement en fonction de σ, pour différentes valeurs
de p et SNR.

Pour chacune des configurations examinées, nous rapportons la MSEr (resp. erreur de
Jaccard) entre x et x̂χ (resp. r et r̂χ) en fonction de χ. Les intervalles XMSE et XJacc sont
délimités en traits pointillés blancs alors que leur valeur moyenne est dépeinte en traits
pleins. Nous superposons également l’estimée χ̂ en rouge. Les résultats sont moyennés sur 50
réalisations.
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(a) Erreur quadratique moyenne relative (b) Erreur de Jaccard

Figure 8.3 – Performances d’estimation (χ vs SNR). Le paramètre estimé χ̂ est affiché
en rouge en fonction du SNR et comparé à la gamme oracle, délimitée en traits pointillés
blancs, pour laquelle la solution correspondante minimise la MSE ou l’erreur de Jaccard. De
haut en bas : p = 0.005, 0.010 et 0.015. De gauche à droite : SNR = 4, 2 et 1.

La Figure 8.2 illustre le choix optimal de χ en fonction de p, du SNR et de la dynamique
xmax − xmin. Premièrement, nous observons que la région optimale (en blanc) se resserre
lorsque le SNR et p diminuent, ce qui montre que χ̂ doit être choisi plus finement. Toutefois,
nous remarquons que l’estimée χ̂ reproduit le bon comportement en fonction de p et σ2 et se
situe systématiquement entre les traits pointillés blancs. Cela indique que la solution bénéficie
des meilleures performances d’estimation en termes de MSEr et d’erreur de Jaccard. De
plus, χ̂ varie correctement avec la dynamique, comme indiqué par la translation des courbes
blanches et rouges (voir Figure 8.2 de gauche à droite), ce qui suggère que la méthode proposée
fonctionne quelque soit la dynamique des observations.

Considérons à présent une dynamique xmax−xmin = 1 fixée. Dans ce cas, nous remarquons
sur la Figure 8.3 que χ̂ varie linéairement avec σ2 et que χ̂ diminue lorsque p augmente (voir
la translation de la courbe rouge en parcourant la Figure 8.3 de haut en bas). Ces deux
observations sont cohérentes avec l’analyse dimensionnelle du Problème 2.1 qui énonce que
χ ∼ σ2/2p.

Dans chacun des cas, nous remarquons que l’estimateur proposé χ̂ reproduit le même
comportement que XMSE et XMAP.

8.4.4 Comparaison contre de l’inférence bayésienne

A présent que la méthode est validée, nous proposons de comparer ses performances
contre les estimateurs MAP et MMSE Bayésiens classiques associés au modèle hiérarchique
dérivé à la Section 8.2.1 et dont la procédure MCMC est rappelée dans l’Annexe D. Le
nombre d’itérations de Monte Carlo est fixé à TMC = 103 et les hyperparamètres associés à
la distribution antérieure f(µ|r) décrite en (8.10) sont fixés à µ0 = Ê(y) et σ20 = 10V̂ar(y),
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Figure 8.4 – Comparaison contre de l’inférence bayésienne. De haut en bas : p =
0.005, 0.010 et 0.015. De gauche à droite : Erreur quadratique moyenne relative, erreur de
Jaccard, temps d’éxécution et exemples de solutions.

où Ê et V̂ar(·) désignent respectivement la moyenne et la variance empirique.
Les performances d’estimations en fonction du SNR sont rapportées par la Figure 8.4,

où xmax − xmin = 1 et où chaque ligne correspond à une probabilité p ∈ {0.005, 0.01, 0.15}
différente. Les résultats obtenus avec l’estimateur x̂χ̂ proposé sont indiqués en rouge alors
que les résultats associés aux estimateurs bayésiens x̂MAP et x̂MMSE sont rapportés en vert
clair et vert foncé.

Globalement, les performances d’estimation de x̂χ̂ sont systématiquement comparables à
celles de x̂MAP et x̂MMSE en termes de MSEr (1ère colonne) et d’erreur de Jaccard (2ème
colonne). La troisième colonne illustre quant à elle l’apport en temps d’éxécution obtenu avec
la méthode proposée par rapport aux approches MCMC. Il est intéressant de remarquer que
l’approche proposée est déterministe et que son temps d’éxécution dépend principalement de
N et |X |, alors que les valeurs des paramètres p et σ2 influent fortement sur le temps de
calcul des approches MCMC. Des résultats similaires sont obtenus pour des valeurs de N
plus grandes. A titre d’exemple, pour N = 104, les approches MCMC nécessitent plus d’une
heure de calcul alors que la méthode proposée est éxécutée en quelques minutes.

8.4.5 Robustesse de l’estimateur proposé

Jusqu’à présent nous avons choisi de fixer arbitrairement 2πσ20 = 104. Dans cette section,
nous relachons ce choix et nous nous intéressons à l’impact de l’hyperparamètre σ20 sur la
solution estimée en fonction de p, (xmax − xmin), σ

2 et SNR = (xmax − xmin)/3σ.

Impact de p et SNR La Figure 8.5 dépeint les résultats en fonction de SNR ∈ {1, 2, 4} et
p ∈ {0.005, 0.01, 0.015} pour (xmax − xmin) = 1. Dans chaque configuration, nous observons
que malgré les variations de χ̂ en fonction σ20, les performances d’estimation de l’estimée
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(a) Erreur quadratique moyenne relative (b) Erreur de Jaccard

Figure 8.5 – Impact de σ20 (2). De haut en bas : p = 0.005, 0.010 et 0.015. De gauche à
droite : SNR = 4, 2 et 1.
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(a) Erreur quadratique moyenne relative (b) Erreur de Jaccard

Figure 8.6 – Impact de σ20 (1). De gauche à droite : xmax − xmin = 0.1, 1 et 10.

x̂χ̂ sont sensiblement identiques dans la gamme log10 2πσ
2
0 = 1 à 5 et offrent les meilleurs

résultats en termes de MSEr et d’erreur de Jaccard.

Impact de xmax−xmin. La Figure 8.6 illustre comment les performances varient en fonction
de xmax − xmin ∈ {0.1, 1, 10} pour p = 0.01 et SNR = 1 fixes. Nous considérons également la
gamme log10 2πσ

2
0 étendue de 1 à 100. Nous observons que les performances sont identiques à

la translation de (xmax−xmin)
2 près, ce qui indique que σ20 doit être choisi indépendemment de

la dynamique du signal. C’est un résultat prévisible dû à la dépendance de φ en σ20 alors que,

dans les approches Bayésiennes, σ20 est généralement choisi proportionnellement à V̂ar(y).
De plus, nous remarquons que pour σ20 → +∞, les performances d’estimation se dégradent
considérablement. En effet, pour un tel cas limite, le terme en log(2πσ20) domine tous les
autres termes dans le critère J , ce que nous souhaitons éviter.

A partir de toutes ces simulations, nous observons que choisir log 2πσ20 = 4 apparait être
un bon compromis entre la remarque théorique visant à sélectionner σ20 suffisamment grand
et le bon comportement numérique.
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8.5 Conclusion et perspectives

Ce chapitre s’est intéressé au développement d’une méthode de sélection automatique et
non supervisée du paramètre de régularisation présent dans le Problème 2.1. L’originalité
de ce travail réside dans la mise en évidence de l’équivalence entre un problème d’estima-
tion constant par morceaux bayésien et une version pénalisée du Problème 2.1. Cela nous a
ainsi permis de mettre au point une approche variationnelle bayésienne profitant à la fois de
la capacité des stratégies hiérarchiques bayésiennes à englober les hyperparamètres dans le
modèle, et du faible coût de calcul inhérent aux approches variationnelles. Les performances
de la méthode proposée se comparent favorablement contre les estimateurs bayésiens de l’état
de l’art à la fois en terme de qualité d’estimation et en terme de temps de calcul.

Un avantage majeur de la méthode proposée est de facilement pouvoir s’étendre à d’autres
modèles de dégradation de données univariées. Notamment, le cas du bruit de Poisson, i.e.,
y ∼ P(x), pourrait également être abordé de façon similaire à partir de l’algorithme de
programmation dynamique développé dans [75] et du modèle hierarchique Bayésien dérivé
dans [68]. L’extension au cadre bidimensionnel est également envisagée.
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Bilan

Lorsque ces travaux de thèse ont été initiés, les processus invariants d’échelle étaient
principalement supposés homogènes et univariés. Dans ce contexte, le formalisme multifractal
basé sur les coefficients d’ondelettes dominants fournit un cadre pratique pour l’estimation
de la régularité ponctuelle et du spectre multifractal. L’objectif de cette thèse a consisté à
répondre aux questions posées par l’analyse des processus invariants d’échelle multivariés et
non homogènes, par la formalisation de problèmes variationnels.

Non homogène. La première contribution a été d’envisager l’utilisation des approches
TV pour détecter les régions au sein desquelles les propriétés d’invariance d’échelle des pro-
cessus multifractals par morceaux peuvent être considérées homogènes. Le principe de la
méthode proposée réside sur deux éléments clefs. Premièrement, nous avons montré que le
formalisme multifractal doit être conduit localement en estimant les quantités liées au spectre
multifractal, à savoir (c1, c2) ou (C1,j , C2,j)j , dans une fenêtre glissante suffisamment grande.
Deuxièmement, nous avons promu l’application de méthodes d’estimation/segmentation vec-
torielle conjointe pour détecter lesdites régions.

La deuxième contribution de la thèse s’est portée sur le développement d’un algorithme
à la volée pour la détection de discontinuités dans des données vectorielles. Le principe de
la méthode repose sur le découplage des conditions de Karush-Kuhn-Tucker à l’aide de va-
riables non négatives afin d’être en mesure de mettre successivement à jour l’encadrement des
variables primales et duales. Une solution algorithmique a été proposée où les variables non
négatives sont supposées constantes par morceaux et estimées parmi un ensemble prédéfini
dont la taille permet de régler le compromis entre la qualité de la solution et le temps de
calcul. Nous avons également suggéré différentes façons d’accélérer la méthode proposée en
profitant de sa structure parallélisable et de l’ordre de grandeur relatif des observations.

Multivarié. Dans un troisième temps, nous nous sommes intéressés à l’étude des processus
autosimilaires multivariés en concevant une stratégie de régression non linéaire afin d’estimer
non seulement la matrice de Hurst mais également la matrice de covariance des OfBm. L’es-
timation des paramètres des OfBm a été formulée par la minimisation d’une fonctionnelle
non convexe quantifiant l’erreur quadratique entre la fonction de partition mesurée empi-
riquement et un modèle paramétrique. La principale difficulté a donc consisté à trouver le
minimum global parmi un ensemble non convexe délimitant l’espace des solutions où l’OfBm
est correctement défini. Pour y parvenir, le Chapitre 5 s’est concentré sur le cas bivarié en
proposant une approximation de l’espace de recherche par une union d’ensembles convexes et
en mettant au point un algorithme de séparation-évaluation pour trouver le minimum global.
Un avantage majeur de la méthode paramétrique proposée est qu’elle bénéficie de bonnes
performances d’estimation même pour des données de taille relativement faible ce qui peut
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se montrer utile pour traiter des données réelles, qui sont généralement limitées.

La méthodologie a par ailleurs été envisagée et validée au Chapitre 6 pour l’analyse de
Biv-OfGn. Contrairement aux Biv-OfBm, les Biv-OfGn offrent un cadre plus souple pour
la modélisation jointe de l’invariance d’échelle de processus bivariés et peuvent s’avérer plus
appropriés pour modéliser des données réelles. Leur application a été mise en oeuvre sur
des données issues du trafic internet, à savoir les séries temporelles du nombre de bytes et
paquets reçus. A cet effet, nous avons proposé l’introduction d’un paramètre d’intégration
fractionnaire dans la définition des coefficients d’ondelette comme une astuce pratique et
efficace pour assurer que les exposants de Hurst mesurés n’excèdent pas les valeurs autorisées
par le modèle. Cela nous a ainsi permis de réaliser une procédure d’identification d’anomalies
dans le trafic basée sur la différence d’exposants de Hurst.

Contributions plus spécifiques autour de la variation totale. Dans la perspective
d’étudier le phénomène de fluorescence intermittente, une attention plus spécifque sur le bruit
de Poisson a été portée au Chapitre 7 afin de déterminer les alternances entre deux intensités
d’émission à partir du compte d’occurrences dans des intervalles de temps réguliers. Nous
avons considéré l’utilisation des approches d’estimation TV comme un moyen pratique pour
sonder les différents niveaux d’intensité avant d’appliquer un seuil choisi automatiquement
et permettant d’identifier deux états d’émission. Les résultats obtenus démontrent l’intérêt
d’utiliser la transformée d’Anscombe et bénéficient de temps de calcul suffisamment faibles
pour être appliqués sur des données réelles.

La principale limitation des approches TV utilisées réside dans le fait que les performances
dépendent fortement du choix d’un hyperparamètre contrôlant la quantité de régularisation
à appliquer. La dernière contribution de cette thèse a donc été d’inclure son estimation dans
le problème variationnel ℓ0-TV en rajoutant un terme de pénalisation. Le choix de ce dernier
et le sens donné à l’hyperpararamètre optimal ont été dérivés au Chapitre 8 en établissant
une correspondance avec l’estimateur MAP d’un modèle hierarchique Bayésien. Cette double
représentation a également permis de concevoir une solution algorithmique efficace profi-
tant à la fois de garanties de convergence et de la sélection automatique du paramètre de
régularisation. A présent, nous disposons d’une solution rapide et entièrement non super-
visée qui permet d’atteindre les meilleures performances d’estimation des discontinuités et
des valeurs moyennes.

Quelques perspectives

Analyse multifractale inhomogène. Puisque les quantités (c1, c2) voire (C1,j , C2,j)j sont
estimées dans une fenêtre glissante, les estimées sont exponentiellement corrélées. Or les
méthodes TV employées supposent que le bruit est blanc gaussien. Dès lors, il serait utile
d’appliquer un algorithme de blanchiment de signal pour s’y rapporter.

De plus, nous avons montré que les approches vectorielles conjointes bénéficient de meil-
leures performances d’estimation que plusieurs approches scalaires indépendantes lorsque le
SNR est du même ordre de grandeur sur chacune des composantes. Or, le bruit d’estimation
de (C1,j)j et (C2,j)j varie en fonction de l’échelle d’analyse 2j . De fait, il serait intéressant
d’examiner les performances d’estimation lorsque les termes d’attache aux données sont di-
visés par la variance d’estimation.

Segmentation vectorielle. Nous avons vu que les approches de segmentation vectorielle
basées sur la TV dépendent fortement du choix des niveaux (vq,1, . . . , vq,M ). Pour la segmen-
tation d’images RGB, les Q classes sont usuellement choisies pour représenter les principales



169

couleurs susceptibles d’être présentes dans l’image. Cependant, pour la segmentation des pro-
priétés multifractales, il est difficile de prévoir au préalable les différentes classes de valeurs
de (c1, c2) voire (C1,j , C2,j)j présentes dans la texture à analyser. A cet effet, il serait utile
d’envisager une méthode d’estimation préliminaire des Q classes. Alternativement, il serait
intéressant de pouvoir proposer P niveaux wm = (wp,m)1≤p≤P indépendemment pour cha-
cune des composantes m ∈ {1, . . . ,M}, et d’inclure l’estimation des Q classes à partir des
valeurs w dans le problème variationnel.

Algorithmes à la volée. Le développement de l’algorithme à la volée soulève deux princi-
pales perspectives. Premièrement, il serait utile de pouvoir étendre l’algorithme à la volée au
débruitage linéaire par morceaux où L est remplacé par l’opérateur de secondes différences.
Cependant, cette perspective implique également quelques difficultés dans sa mise en oeuvre
notamment dûes au fait que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker ne peuvent pas être
découplées.

Deuxièmement, nous avons vu qu’il existe un délai entre l’instant où l’algorithme détecte
qu’une discontinuité aurait dû être introduite et la position de la dite discontinuité. Dans
l’optique de futurs travaux, nous envisageons l’utilisation de la version en ligne de l’algo-
rithme à la volée présenté à la Section 4.4.4 comme un bon moyen de prédire la présence de
discontinuités.

Identification d’OfBm. Etant donné que le nombre de paramètres caractérisant les OfBm
requiert l’estimation deM+M2+M(M−1)/2 paramètres pourM composantes, l’algorithme
de séparation-évaluation proposé peut s’avérer prohibitif en temps de calcul pourM > 2. Dès
lors, il serait souhaitable de développer une méthode non paramétrique permettant d’estimer
les exposants de Hurst (H1, . . . , HM ). Autrement, il serait avantageux de pouvoir estimer
efficacement la matrice de mélange W .

Fluorescence intermittente. Nous avons vu que la solution (Ans.ℓ2-TV) permettait d’ob-
tenir des résultats encourageants pour la détection des états d’émission ON et OFF. Une
perspective consiste à mettre à profit le caractère à la volée de l’algorithme [52] pour détecter
en temps réel les états OFF et, en appliquant un champ électrique à la bôıte quantique,
permettre le retour dans l’état ON. Cette stratégie ouvrirait ainsi la voie à la conception de
nanostructures fortement émissives à intensité constante.

Sélection du paramètre de régularisation. Comme nous l’avons noté, l’extension de
la méthode proposée à d’autres termes d’attache aux données et au cadre bidimensionnel
pourrait s’avérer très utile. De même, il serait intéressant de considérer le cas où la variance
du bruit et/ou la probabilité de présence de discontinuitiés varient dans le temps. Dès lors,
le problème consisterait non plus à estimer un scalaire mais un vecteur modélisant le fait que
le paramètre de régularisation optimal varie également dans le temps.
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Annexe A

Définitions utiles en optimisation
convexe

Les résultats d’optimisation convexe énoncés dans ce manuscrit concernent une classe
particulière de fonctions convexes Γ0(R

N ) dont la définition requiert les notions suivantes.

Définition A.1. (Epigraphe d’une fonction). Soit f : RN → [−∞,+∞]. L’épigraphe de f
est l’ensemble noté epi f défini par :

epi f = {(x, α) ∈ R
N × R | f(x) ≤ α}. (A.1)

Définition A.2. (Fonction semi-continue inférieurement). Soit f : RN → [−∞,+∞] et soit
u ∈ R

N . La fonction f est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) si epi f est fermé.

Définition A.3. (Domaine d’une fonction et fonction propre). Soit une fonction f : RN →
[−∞,+∞]. Le domaine de f est l’ensemble noté dom f défini par :

dom f =
{
u ∈ R

N | f(u) < +∞
}
. (A.2)

On dit que f est une fonction propre si dom f 6= ∅ (i.e., si f n’est pas identiquement égale à
l’infini).

Définition A.4. (Classe Γ0(R
N )). Soit Γ0(R

N ) la classe des fonctions f : RN →]−∞,+∞]
convexes, semi-continues inférieurement et propres.

Définition A.5. (Enveloppe conique). Soit C un ensemble convexe. L’enveloppe conique de
C est l’ensemble noté cone C défini par :

cone C =
⋃

λ>0

{
λx | x ∈ C

}
. (A.3)

Définition A.6. (Intérieur relatif fort). Soit C un ensemble convexe. L’intérieur relatif fort
de C est l’ensemble noté sri C défini par :

sri C =
{
x ∈ C | cone(C − x) = Vect(C − x)

}
(A.4)

où Vect(C−x) est l’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de (C−x) et où Vect(C−
x) désigne son adhérence.
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Annexe B

Algorithme de segmentation
vectorielle couplée

B.1 Enoncé du problème

Nous considérons l’extension du Problème 2.10 au cadre vectoriel où cette fois-ci la seg-
mentation n’est pas imposée conjointe à toutes les composantes, i.e., l’hypothèse θq ≡ θq,m
(∀m ∈ {1, . . . ,M}) est relâchée et nous considérons que θ ∈ R

(Q+1)×M×|Ω|. Par conséquent,
l’ensemble (Dθq)ℓ ∈ [−1, 1]M×2 n’est plus réduit à un singleton et les coefficients (Dθq)ℓ
définissent alors une éllipsöıde centrée en 0 de dimension 0 ≤ r ≤ 2 dans l’espace [−1, 1]2 où r
est le nombre de valeurs singulières. Les valeurs singulières ζq,ℓ = (ζq,ℓ,1, ζq,ℓ,2) correspondent
aux longueurs respectives des axes principaux de cet ellipsöıde.

Afin de segmenter la quantité y = (y1, . . . ,yM )⊤ tout en désirant que les masques
(Ω1,m, . . . ,ΩQ,m) soient plus ou moins similaires sur chaque composantem ∈ {1, . . . ,M}, nous
proposons d’introduire des corrélations entre les composantes en modifiant le Problème 3.2
comme suit :

Problème B.1 (Problème ℓ0-TV 2D vectoriel à Q niveaux avec couplage entre composantes).
Soit y = (y1, . . . ,yM )⊤ ∈ R

M×|Ω| et un ensemble de valeurs de niveaux (vq,m)1≤q≤Q,1≤m≤M

avec comme convention vq,m ≤ vq+1,m. Alors le problème consiste à résoudre

θ̂ = argmin
θ⊤∈[0,1](Q+1)×M×|Ω|

Q∑

q=1

M∑

m=1

(θq,m − θq+1,m)⊤(ym − vq,m)2 + λ

Q∑

q=1

STV(θq)

assujetti à (∀m ∈ {1, . . . ,M})





θ1,m ≡ 1,

θQ+1,m ≡ 0,

1 ≥ θ2,m ≥ . . . ≥ θQ,m ≥ 0,

(B.1)

où, pour tout q ∈ {1, . . . , Q}, le tenseur de structure des pénalisations vaut

STV(θq) =

N∑

ℓ=1

‖ζq,ℓ‖p avec p ≥ 1

et où ζq,ℓ = (ζq,ℓ,1, ζq,ℓ,2) ∈ R
2 est défini à partir de la décomposition en valeurs singulières

de (Dθq)ℓ ∈ R
M×2 :

(Dθq)ℓ = Uq,ℓZq,ℓ(Vq,ℓ)
⊤ (B.2)
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où 



(Uq,ℓ)
⊤Uq,ℓ = ✶M ,

Vq,ℓ(Vq,ℓ)
⊤ = ✶2,

Zq,ℓ =

(
ζq,ℓ,1 0 . . . . . . 0

0 ζq,ℓ,2 0 . . . 0

)⊤

.

(B.3)

Le Problème B.1 peut être interprêté comme une version discrète de la relaxation proposée
dans [195].

B.2 Solution algorithmique

Afin de proposer un algorithme efficace pour résoudre le Problème B.1, nous reformulons
d’abord le critère (B.1) comme suit

θ̂ = argmin
θ⊤∈[0,1](Q+1)×M×|Ω|

Q∑

q=2

M∑

m=1

θ⊤q,m

(
(ym − vq,m)2 − (ym − vq−1,m)

2
)

+ λ

Q∑

q=2

STV(θq) + ιE0(θ) + ιE1(θ) + ιE2(θ) (B.4)

où, pour tout k ∈ {0, 1, 2}, ιEk
désigne la fonction indicatrice sur l’ensemble convexe fermé et

non vide Ek ⊂ R
(Q−1)×M×Ω, c’est-à-dire ιEk

(θ) = 0 si θ ∈ Ek et +∞ sinon. L’ensemble E0

correspond à la contrainte sur la dynamique qui impose que θ appartienne à [0, 1](Q−1)×M×|Ω|,
i.e.,

E0 = {θ ∈ [0, 1](Q−1)×M×|Ω|}
et où

E1 =
{
θ ∈ R

(Q−1)×M×|Ω| |θ2q − θ2q+1 ≥ 0, (∀q ∈ {1, . . . , ⌊(Q− 1)/2⌋}
}

(B.5)

et

E2 =
{
θ ∈ R

(Q−1)×M×|Ω| |θ2q+1 − θ2q+2 ≥ 0, (∀k ∈ {1, . . . , ⌊(Q− 2)/2⌋}
}
. (B.6)

Le critère (B.4) est la somme de 5 fonctions convexes possiblement non lisses, semi-
continues inférieurement et propres, et implique un tenseur de structure des pénalisations
comprenant un opérateur linéaire D. Par conséquent, il peut être minimisé à l’aide d’un
algorithme proximal dont les itérations ont été introduites dans [200, 53] et son résumées
dans l’Algorithme 11. Sous certaines hypothèses techniques assurant l’existence de la solu-
tion (voir [200, 53]), les itérées

(
θ[k]
)
k∈N

convergent vers le minimiseur de (B.4).

Les opérateurs proximaux présents dans l’Algorithme 11 ont une expression explicite. En
effet, la forme explicite de prox‖·‖p pour p = 2 est donnée dans [166], alors que le cas p = 1
correspond à l’opérateur de seuillage doux (voir Exemple 2.2). Il convient de noter que lorsque
p = 2, l’étape de décomposition en valeurs singulières peut être évitée [41]. D’un autre côté,
nous avons noté

ψq,m(θ) = θ⊤
(
(ym − vq,m)2 − (ym − vq−1,m)

2
)

(B.7)

dont l’opérateur proximal s’écrit

proxσ−1ψq,m
θ = θ − σ−1

(
(ym − vq,m)2 − (ym − vq−1,m)

2
)
. (B.8)
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Algorithme 11 Résolution du Problème B.1 basée sur l’algorithme primal-dual

Entrée : Paramètres τ > 0 et σ ∈]0, τ−1
(
‖D⊤D‖+ 3

)−1
[.

1: Initialiser θ[0] = (θq,m
[0])2≤q≤Q,1≤m≤M ∈ R

(Q−1)×M×|Ω|.

2: Initialiser ỹ[0] ∈ R
(Q−1)×M×2|Ω|.

3: Initialiser ˜̃y
[0]
, ȳ[0], ¯̄y[0] ∈ R

(Q−1)×M×|Ω|.
4: Pour k = 0, 1, . . . faire
5: Etapes primales : mise à jour de θ[k+1]

6: Pour q ∈ {2, . . . , Q} faire
7: Pour m ∈ {1, . . . ,M} faire
8: z

[k]
q,m = θ

[k]
q,m − τ

(
D⊤ỹ

[k]
q,m − ˜̃y

[k]

q,m − ȳ[k]q,m − ¯̄y
[k]
q,m

)

9: θ[k+1] = PE0
z[k]

10: θ̃[k+1] = 2θ[k+1] − θ[k]
11: Etapes duales : mise à jour de ỹ[k+1], ˜̃y[k+1]

, ȳ[k+1], ¯̄y[k+1]

12: Pour q ∈ {2, . . . , Q} faire
13: Pour m ∈ {1, . . . ,M} faire
14: ũ

[k+1]
q,m = ỹ

[k]
q,m + σDθ̃

[k+1]
q,m

15: ˜̃u[k+1]
= ˜̃y[k] + σθ̃[k+1]

16: ū[k+1] = ȳ[k] + σθ̃[k+1]

17: ¯̄u[k+1] = ¯̄y[k] + σθ̃[k+1]

18: Pour q ∈ {2, . . . , Q} faire
19: Pour ℓ ∈ {1, . . . , N} faire
20: Calculer ζ

[k+1]
q,ℓ,1 et ζ

[k+1]
q,ℓ,2 à partir de ũ

[k+1]
q,·,ℓ (cf. (B.2))

21: η
[k+1]
q,ℓ,· = ζ

[k+1]
q,ℓ,· − σ

λproxλ
σ
‖·‖p

(λσ ζ
[k+1]
q,ℓ,· )

22: Calculer ỹ
[k+1]
q,ℓ à partir de η

[k+1]
q,ℓ,· (cf. (B.2))

23: Pour m ∈ {1, . . . ,M} faire
24: ˜̃y[k+1]

q,m = ˜̃u[k+1]

q,m − σproxσ−1ψq,m
(σ−1˜̃u[k+1]

q,m )

25: ȳ[k+1] = ū[k+1] − σPE1
(σ−1ū[k+1])

26: ¯̄y[k+1] = ¯̄u[k+1] − σPE2
(σ−1 ¯̄u[k+1])

Sortie : Solution ...
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Masque z Ĉ1,1 Ĉ1,2 Ĉ1,3

Solution du Problème 3.2 : θ3,1 − θ2,1 θ3,2 − θ2,2 θ3,3 − θ2,3
Pixels mal classés : 17.1% 16.2% 13.0%

Solution du Problème B.1 : θ3,1 − θ2,1 θ3,2 − θ2,2 θ3,3 − θ2,3
Pixels mal classés : 15.5% 15.2% 12.9%

Figure B.1 – Performances de segmentation couplée. 1ère ligne (de gauche à droite) :
masque permettant de générer les données, données originales z, estimées des valeurs
moyennes de Ĉ1,j pour j = 1, j = 2, et j = 3. 2ème ligne (de gauche à droite) : Solu-
tion du Problème 3.2 pour j = 1, j = 2, et j = 3. 3ème ligne (de gauche à droite) : Solution
du Problème 3.3 pour j = 1, j = 2, et j = 3.

Finalement, les projections sur E0, E1, et E2 se réduisent à des projections sur des hyper-
slabs [22, Exemple 28.17]

D’autres solutions primal-dual auraient pu utilisées, comme celle dérivée dans [38, 50].

B.3 Quantification des performances

Nous proposons de comparer les performances de segmentation de la solution du Problème B.1
contre celles de la solution du Problème 3.2 sur une texture concue à partir de l’inclusion
d’un patch 2D d’une réalisation de marche aléatoire multifractale de paramètres (c1, c2)A =
(0.8,−0.005) sur un fond de paramètres (c1, c2)B = (0.5,−0.05). Une réalisation de telle tex-
ture est représentée sur la Figure B.1. Dans nos simulations, nous utilisons y = Ĉ1, Q = 2,
λ = 20, et p = 2.

Performances de segmentation. La solution proposée, dont le résultat est dépeint sur la
Figure. B.1-(ligne du bas), atteint un taux plus faible de coefficients mal classés à chaque
échelle, ce qui illustre l’intérêt de l’approche vectorielle. Cependant, la segmentation est
différente à chaque échelle. Afin de segmenter la texture originelle z, l’utilisateur doit mettre
au point une procédure pour combiner les segmentations obtenues à chaque échelle. Des
conclusions similaires sont obtenues pour différentes réalisations et configurations.



Annexe C

Démonstrations

C.1 Démonstration du Théorème 5.2

Considérons une séquence {ΘN}N∈N ∈ Ξ (i.e., non nécessairement composée de minima).
Nous affirmons que

CN (ΘN )
P→ 0 ⇒ ΘN

P→ Θ. (C.1)

Par contradiction, supposons que l’on choisisse une sous-séquence {ΘN(r)}r∈N tel que, avec
probabilité positive,

CN(r)(ΘN(r)) < r−1 et ‖ΘN(r) −Θ‖ ≥ C0 > 0. (C.2)

Alors, (5.40) et (5.42) impliquent qu’il existe des indices j∗, i∗1 et i∗2, une constante δ > 0 et
une séquence d’ensembles

Eδ,N(r) = {ω : | log2 |Ei∗1,i∗2(2
j∗ ,ΘN(r))| − log2 |Ei∗1,i∗2(2

j∗ ,Θ)|| ≥ δ} (C.3)

tels que

P (Eδ,N(r)) ≥ C1 > 0 (C.4)

pour un certain C1 > 0. Alors, pour ε ∈ (0, δ), le Théorème 5.1 implique que pour un certain
C2,

1

r
>

j2∑

j=j1

∑

1≤i1≤i2≤M

{log2 |Si1,i2(2j)| − log2 |Ei1,i2(2j ,Θ)|

+ log2 |Ei1,i2(2j ,Θ)| − log2 |Ei1,i2(2j ,ΘN(r))|}2

≥
{
| log2 |Ei∗1,i∗2(2

j∗ ,Θ)| − log2 |Ei∗1,i∗2(2
j∗ ,ΘN(r))|| − ε

}2

≥ C2 > 0 (C.5)

avec probabilité non nulle (contradiction). Par conséquent, (C.1) est vérifié. A présent,
considérons la séquence (5.43), et remarquons que

0 ≤ CN (Θ̂M
N ) = inf

Θ∈Ξ
CN (Θ) ≤ CN (Θ)

P→ 0, (C.6)

grâce au Théorème 5.1. Donc, par (C.1), la limite (5.44) est satisfaite. �
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C.2 Démonstration du Théorème 5.3

Réécrivons

CN (Θ) =

j2∑

j=j1

∑

1≤i1≤i2≤M

(fN )i1,i2,j(Θ) (C.7)

avec
(fN )i1,i2,j(Θ) = {log2 |Si1,i2(2j)| − log2 |Ei1,i2(2j ,Θ)|}2. (C.8)

Il apparait donc clairement que pour k ∈ N
∗,

C
(k)
N (Θ) =

j2∑

j=j1

∑

1≤i1≤i2≤M

(f
(k)
N )i1,i2,j(Θ). (C.9)

Fixons un triplet (i1, i2, j). Par (5.39), (5.41) et (5.42), les trois premières dérivées de (fN )i1,i2,j(Θ)
par rapport à Θ sont bien définies dans intΞ. Les deux premières dérivées peuvent s’exprimer
en fonction de Θ comme suit

(f ′N )i1,i2,j(Θ) = ∇Θ(fN )i1,i2,j(Θ)∗

= −2{log2 |Si1,i2(2j)| − log2 |Ei1,i2(2j ,Θ)|}Λi1,i2(2j ,Θ), (C.10)

et

(f ′′N )i1,i2,j(Θ) = ∇Θ[∇Θ(fN )i1,i2,j(Θ)∗]

= 2
{
Λi1,i2(2

j ,Θ)Λi1,i2(2
j ,Θ)∗

− [log2 |Si1,i2(2j)| − log2 |Ei1,i2(2j ,Θ)|]∇ΘΛi1,i2(2
j ,Θ)}. (C.11)

De manière similaire, (f ′′′N )i1,i2,j(Θ) est composé de sommes et produits de log2 |S(2j)| −
log2 |E(2j ,Θ)| et des dérivées de Λi1,i2(2

j ,Θ).

Réécrivons C ′
N (Θ) = {(C ′

N )l(Θ)}l=1,...,dimΞ via un développement de Taylor du second
ordre de (C ′

N )l(Θ) avec reste de Lagrange,

R ∋ (C ′
N )l(Θ̂N )− (C ′

N )l(Θ) =
{
∇Θ(C

′
N )l(Θ)(Θ̂N −Θ)

+ (Θ̂N −Θ)∗
∇Θ[∇Θ(C

′
N )l((Θ̃N )l)

∗]

2!
(Θ̂N −Θ)

}
, (C.12)

où chaque entrée (Θ̃N )l, l = 1, . . . , dimΞ, est une valeur du paramètre appartenant au segment
entre Θ et Θ̂N . Par conséquent,

R
dimΞ ∋ C ′

N (Θ̂N )− C ′
N (Θ) =

{
C ′′
N (Θ)(Θ̂N −Θ)

+
(
(Θ̂N −Θ)∗

∇Θ[∇Θ(C
′
N )l((Θ̃N )l)

∗]

2!

)
l=1,...,dimΞ

(Θ̂N −Θ)
}
, (C.13)

où chaque entrée (Θ̂N −Θ)∗∇Θ[∇Θ(C
′
N )l((Θ̃N )l)

∗], l = 1, . . . , dimΞ, est un vecteur colonne.

Par (5.39) et pour de grands N , Θ̂N ∈ intΞ avec probabilité tendant vers 1. Par conséquent,
C ′
N (Θ̂N ) = 0. Résoudre (C.13) pour Θ̂N −Θ mène à

√
N(Θ̂N −Θ) = −

{
C ′′
N (Θ) +

(
(Θ̂N −Θ)∗

· ∇Θ[∇ΘC
′
N ((Θ̃N )l)

∗]

2!

)
l=1,...,dimΞ

}−1√
NC ′

N (Θ). (C.14)
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Sous (5.42), de part la consistance de l’estimateur Θ̂N de Θ et l’expression de (f ′′′N )i1,i2,j(Θ),
nous avons pour l = 1, . . . , dimΞ,

∇Θ[∇ΘC
′
N ((Θ̃N )l)

∗]
P→ ∇Θ[∇ΘC

′
N (Θ0)

∗]. (C.15)

L’inversibilité de la matrice entre crochets dans (C.14) est assurée avec probabilité tendant
vers 1 grâce à la Condition (5.45) et le Théorème 5.1, puisque l’expression (C.11) entraine

C ′′
N (Θ)

P→ 2

j2∑

j=j1

∑

1≤i1≤i2≤M

Λi1,i2(2
j ,Θ)Λi1,i2(2

j ,Θ)∗. (C.16)

Soit ‖ · ‖l1 la norme matricielle ℓ1 entrée par entrée. A partir des relations (C.9) et (C.10), et
du développement de Taylor au premier ordre de log2 |·| autour de Ei1,i2(2j ,Θ) sous condition
que (5.41) soit vérifié, on peut reformuler

√
NC ′

N (Θ) comme suit :

−2
j2∑

j=j1

2j/2
√
Kj

∑

1≤i1≤i2≤M

Si1,i2(2
j)− Ei1,i2(2j ,Θ)

(log 2)Ei1,i2(2
j ,Θ)

Λi1,i2(2
j ,Θ)

+ o
( j2∑

j=j1

√
Kj‖S(2j)− E(2j ,Θ)‖l1

)
∈ R

dimΞ. (C.17)

Il s’en suit alors que la limite faible (5.46) est une conséquence de (C.14), (C.15), (C.16),
(C.17), du Théorème 5.1 et du dispositif de Cramér-Wold. �

C.3 Discussion à propos de la Remarque 5.5

La condition (5.48) revient à exiger le plein rang de la somme de termes de rang 1. Afin
de fixer les idées, considérons une somme de la forme vv∗ + ww∗, où v, w ∈ R

2\{0}. Alors,
la somme est de rang 1 si et seulement si v et w sont colinéaires. En effet, supposons qu’il
existe un vecteur u 6= 0 tel que u∗{vv∗ + ww∗}u = 0. Alors, u∗vv∗u = 0 = u∗ww∗u, d’où la
colinéarité.

Afin de simplifier les notations, supposons qu’il soit possible de réécrire le spectre en
ondelettes comme

|Ei1,i2(2j ,Θ)| = ai1,i22
j2h1 + bi1,i22

j(h1+h2) + ci1,i22
j2h2 , (C.18)

où i1, i2 = 1, . . . ,M (c.f. [4, Lemme 4.2]. Supposons en plus que les seuls à paramètres soient
h1 < h2. Alors, pour j et (i1, i2) fixes,

∂

∂h1
log2 |Ei1,i2(2j ,Θ)| = 1

log 2

ai1,i2 log(2
2j)2j2h1 + bi1,i2 log(2

j)2j(h1+h2)

ai1,i22
j2h1 + bi1,i22

j(h1+h2) + ci1,i22
j2h2

, (C.19)

et
∂

∂h2
log2 |Ei1,i2(2j ,Θ)| = 1

log 2

bi1,i2 log(2
2j)2j(h1+h2) + ci1,i2 log(2

j)2j2h2

ai1,i22
j2h1 + bi1,i22

j(h1+h2) + ci1,i22
j2h2

. (C.20)

Les équations (C.19) et (C.20) suggèrent que pour au moins deux triplets (i1, i2, j), les vec-
teurs ( ∂

∂h1
log2 |Ei1,i2(2j ,Θ)|, ∂

∂h2
log2 |Ei1,i2(2j ,Θ)|

)∗
(C.21)

ne seront pas colinéaires en pratique pour la plupart des paramétrisations.



182 ANNEXE C. DÉMONSTRATIONS



Annexe D

Estimateurs bayésiens

L’estimateur du maximum a posteriori (MAP) ou l’estimateur des moindres carrés (MMSE)
associés à la distribution posterieure jointe f(θ|y) dans (8.13) peut être approché à l’aide
d’une procédure MCMC qui repose essentiellement sur un échantillonneur de Gibbs ≪ par-
tially collasped ≫ [204] similaire à l’algorithme dérivé dans [69]. Le principe consiste à générer
itérativement des échantillons (indicés par ·[t]) selon les distributions postérieures condition-
nelles associées à la distribution postérieure jointe (8.13). Les itérations sont rapportées par

l’Algorithme 12. L’ensemble des échantillons ϑ =
{
r[t],µ[t], σ2[t], p[t]

}TMC

t=1
qui en résultent sont

alors asymptotiquement distribués selon (8.13). Ces échantillons peuvent ensuite être utilisés
pour approcher les estimateurs MAP et MMSE des paramètres d’intérêt [147]. Les solutions
correspondantes sont notées x̂MAP et x̂MMSE dans la Section 8.4.4.

Algorithme 12 Débruitage constant par morceaux Bayésien

Entrée : Observations y ∈ R
N .

Hyperparamètres Φ =
{
α0, α1, µ0, σ

2
0

}
.

Iterations :
1: Pour t = 1, . . . , TMC faire
2: Pour n = 1, . . . , N − 1 faire

3: Générer r
[t]
n ∼ f

(
rn|y, r\n, p, σ2, µ0, σ

2
0

)

4: Pour k = 1, . . . ,
∑N
n=1 r

[t]
n faire

5: Générer µ
[t]
k ∼ f

(
µk|y, r, σ2, µ0, σ

2
0

)

6: Générer σ2[t] ∼ f
(
σ2|y, r,µ

)

7: Générer p[t] ∼ f (p|r, α0, α1)

Sortie : ϑ =
{
r[t],µ[t], σ2[t], p[t]

}TMC

t=1
, x̂MAP et x̂MMSE.
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