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Résumé

Ce mémoire de thèse est constitué de deux parties.
Dans la première partie, on s’intéresse à des problèmes liés à l’équation de Cauchy-

Riemann, à l’équation de Cauchy-Riemann tangentielle et à leurs applications. Plus
précisément, cette partie concerne l’études des isomorphismes entre les groupes de
cohomologie des formes différentielles de classe C∞ et celles de classe C l pour un ou-
vert Ω d’une variété analytique complexe. On montre que les résultats obtenus dans ce
cadre sont également vrais pour les courants prolongeables. On en déduit un résultat
d’isomorphisme entre le groupe H l

0,r (S) de cohomologie de Dolbeaut des formes dif-

férentielles de classe C l sur une hypersurface réelle S et celui des courants sur S noté
Hcour

0,r (S). On en déduit aussi une résolution du problème du ∂ pour les formes diffé-
rentielles ayant une valeur au bord au sens des courants dans un domaine strictement
pseudoconvexe de C

n .
Dans la deuxième partie, on s’intéresse au problème de plongement des structures

CR avec des applications sur les fibrés en tores sur le cercle. On voit que le plongement
générique des variétés CR est lié à l’action d’un groupe de Lie transverse. On voit aussi
que les variétes pseudo-hermitiennes strictement pseudoconvexes compactes sont plon-
geables si et seulement si la variété de contact qui leur est canoniquement associée est
holomorphiquement remplissable. On applique ce résultat à l’existence et à la caracté-
risation, à isotopie près, des structures CR plongeables sur les fibrés T 3

A, en tores sur le
cercle,dont la matrice de monodromie A ∈ SL2(Z). Pour le cas particulier du tore réel T3

de dimension trois on montre qu’elle porte une unique structure pseudo-hermitienne
strictement pseudoconvexe plongeable qui cependant n’est pas génériquement plon-
geable. Dans le cas général on montre aussi que T 3

A ou T 3
−A porte une structure CR stric-

tement pseudoconvexe plongeable. Si |tr ace(A)| = 2, on montre de plus que le nombre
de structures pseudo-hermitiennes strictement pseudoconvexes plongeables sur T 3

A est
compris entre 1 et 3.
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Introduction

La première partie regroupe les trois premiers chapitres et concerne l’étude d’iso-
morphismes entre groupes de cohomologie de Dolbeault en classe C l et celles en classe
C∞. Soit X une variété analytique complexe et soit S une hypersurface réelle de X . Soit
H l

s,r (S) le groupe de ∂b-cohomologie des formes différentielles de classe C l et H∞,cour
s,r (S)

celui des courants sur S. On se propose d’étudier l’injectivité et la surjectivité de l’ap-
plication naturelle H l

s,r (S) −→ H∞,cour
s,r (S). Ce genre de problème a été étudié dans

[35] et dans [39], dans le cadre de la résolution de l’equation de Cauchy-Riemann tan-
gentielle. D’après [56], si S a une hessienne ayant q valeurs propres de même signe, q ≥
n+1

2 , alors l’application naturelle H∞
s,r (S) −→ H∞,cour

s,r (S) est injective si n −q +1 ≤ r ≤ q

et est surjective si n − q ≤ r ≤ q − 1, où H∞
s,r (S) désigne le groupe de ∂b-cohomologie

des formes différentielles de classe C∞. Il s’agit ici en fait d’obtenir la version C l de ce
résultat. Nous serons aussi, pour cela, inspiré par le résultat de [3] qui ont établit que si
M est une sous-variété q-concave de codimension réelle d de X avec 1 ≤ q ≤ n−d

2 , alors

l’application naturelle H l
0,r (M) −→ H l ,cour

0,r (M) est un isomorphisme pour 0 ≤ r ≤ q −1
ou n−d−q+2≤ r ≤ n−d , et est surjective pour r = n−d−q+1. La formule d’homotopie
du ∂ de CHIRKA, [18] nous sera d’un très grand apport.

Dans le premier chapitre nous voyons quelques notions préliminaires sur lesquelles
nous travaillons. Il s’agit de définir la cohomologie de Dolbeault sur le bord, les variétés
de Stein, les variétés q-concaves, les formes différentielles à croissance polynomiale et
celles admettant une valeur au bord au sens des courants.

D’après un résultat de Martineau, [47] les (p, q)−courants d’ordre N , prolongeables
à X et définis sur un domaine Ω gros, sont les duaux topologiques des (n − p,n − q)-
formes différentielles de classe C N à support compact dans Ω. Ainsi en s’inspirant de
la méthode de résolution, par dualité, du ∂ pour les courants prolongeables de Sam-
bou dans [55], nous résolvons, dans le deuxième chapître, le ∂ pour les courants pro-
longeables d’ordre fini N dans un domaine strictement pseudoconvexe de C

n . Il s’agit
exactement du Théorème 1.2 dans [58]. Nous abordons ensuite le problème dont il est
question. A la proposition 2.2.1, nous montrons que, sur un domaine Ω, strictement
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pseudoconvexe, les groupes de cohomologie des courants prolongeables et celles pro-
longeables d’ordre fini sont isomorphes et à la proposition 2.2.2, nous établissons, sur
Ω, l’isomorphisme entre le groupe de cohomologie des formes différentielles de classe
infinie et celles de classe fini. Comme conséquence de ces deux résultats nous avons
le théorème 2.2.7 qui est la version C l du [56, Théorème IV.A.1]. Nous avons aussi la
version d’ordre fini des résultats d’annulation des groupes de ∂-cohomologie des cou-
rants prolongeables de Sambou, [55] et [56], pour des domaines complètement stric-
tement q-convexes et pour des domaines de Stein à extension q-convexe, et ceux de
Brinkschulte, [11] pour des domaines à bord lipschitzien et logδ-pseudoconvexes des
variétés de Kähler. Il en découle directement une résolution du ∂ pour les courants pro-
longeables d’ordre fini dans des domaines complètement strictement q-convexes plus
vastes que les domaines strictement pseudoconvexes.

Au chapitre trois nous résolvons le ∂ pour les formes différentielles admettant une
valeur au bord au sens des courants dans un domaine strictement pseudoconvexe de
C

n . Nous montrons que si f est une forme différentielle à croissance polynomiale d’ordre
N , alors il existe un courant prolongeable d’ordre N qui prolonge f . Partant de cela et
de la résolution du ∂ pour les courants prolongeables, nous montrons que dans un do-
maine strictement pseudoconvexe de C

n une forme différentielle ∂ fermée à croissance
polynomiale d’ordre N admet une solution du ∂ qui est aussi une forme différentielle à
croisssance polynomiale d’ordre 2n−1+N . Après avoir montré qu’une forme différen-
tielle à croissance polynomiale admet une valeur au bord au sens des courants, nous
montrons, au théorème 3.0.9, que si f est une forme qui a une valeur au bord au sens
des courants et ∂ fermée sur un domaine strictement pseudoconvexe de C

n , alors il
existe une forme u à valeur au bord au sens des courants telle que ∂u = f .

Cette partie a fait l’object de deux articles publiés l’une aux annales Blaise Pascal de
Clermont Ferrand et l’autre aux Annales Polonici Mathematici, confère les références
[58] et [57] pour plus de précision.

Dans [10] J. Brinkshulte a montré que si U est un ouvert suffisament petit d’une va-
riété CR générique plongée M de type (n,k), alors les groupes de cohomologie H p,q (U )
de l’opérateur de Cauchy-Riemann tangentiels ∂M sont de dimension nulle ou infinie.
On peut envisager généraliser ce résultat aux variétés CR abstraites et aux (p, q)-ième
groupes de cohomologie pour les formes différentielles de classe C l , l ∈ N et pour les
courants en partant du résultat de J. Brinkschulte, C. D. Hill et M. Nacinovich dans [12]
et du récent résultat de S. Sambou et M. Sané dans [57]. Ainsi le plongement des varié-
tés CR abstraites qui fait l’objet de la deuxième partie de cette thèse, est lié à l’opérateur
de Cauchy Riemann tangentielle sur cette variété.

La deuxième partie concerne les trois derniers chapitres. Dans cette partie, nous
nous intéressons à la caractérisation des structures CR plongeables sur des fibrés en
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tore T
2 sur le cercle S1. Une structure CR sur une variété différentiable M est un sous-

fibré complexe T 10M du complexifié T M ⊗C du fibré tangent à M tel que T 10M ∩
T 10M = 0 et que l’espace des sections de classe C∞ de T 10M soit stable par crochet de
Lie. Soit (M ,T 10M) une variété CR, existe-t-il un plongement lisse i : M −→ C

N tel que
les composantes de i vérifient les équations de Cauchy-Riemann tangentielles ? Cette
question, appelée "problème de plongement" a été posée par J.J. Kohn dans [38]. Dans
[52] NIRENBERG a montré qu’il existe des variétés de dimension 3 non plongeables.
Pour des exemples de variétés CR non plongeables, on peut consulter [37] et [49].

Dans le chapitre quatre, nous introduisons des notions élémentaires de géométrie
CR dont nous avons besoin pour aborder le "problème du plongement". Nous voyons
qu’une structure CR sur M est aussi la donnée d’un sous-fibré H M de T M muni d’une
structure presque complexe Jb dont le tenseur de Nijenhuis est nul. Nous voyons en
particulier les structures pseudo-hermitiennes θ strictement pseudoconvexes qui sont
des structures CR de type hypersurface dont la forme de Levi est définie positive. Ces
variétés portent une direction caractéristique T qui est transverse à H M = kerθ, ainsi
qu’une métrique riemannienne gθ appelée métrique de webster adaptée à T et à la
structure presque complexe Jb sur H M . Nous introduisont à la fin de ce chapitre les
structures CR plongeables où nous définissons la notion de plongement CR.

Dans chapitre cinq nous abordons en premier lieu le remplissage des variétés de
contact et en second lieu nous voyons les liens entre les variétés de contact et les va-
riétés métriques de contact. A l’opposée des feuilletages, une structure de contact sur
M de dimension 2n+1 est la donnée d’une distribution d’hyperplans D non compléte-
ment intégrable. Elle est dite fortement symplectiquement remplissable s’il existe une
variété symplectique (W , w) telle que M soit le bord bW de W et que si η est une équa-
tion de D, alors dη= w|D . La structure de contact D est dite holomorphiquement rem-
plissable si elle est contactomorphe au bord strictement pseudoconvexe d’une variété
complexe compact. Les variétés de contact orientées et coorientées sont munies d’un
champ de Reeb ξ qui est transverse à la distribution D, d’un champ de tenseurϕ de type
(1,1) sur M et d’une métrique Riemannienne g compatible avec D telle que (φ,η,ξ, g )
soit une structure métrique de contact. D’après [51] toute variété métrique (M ,φ,η,ξ, g )
est une variété pseudo-hermitienne strictement pseudoconvexe si φNφ(X ,Y ) = 0, pour
tout X ,Y ∈ Γ(D) où Nφ est le tenseur de Nijenhuis de contact de M . Les structures sa-
sakiennes sont des structures métriques de contact qui sont normales au sens où la

structure presque complexe J sur M ×R, définie par J
(

X , f
d

d t

)
=

[
φX − f ξ,η(X )

d

d t

]

est une structure complexe. Elles sont aussi des structures pseudo-hermitiennes stric-
tement pseudoconvexes dont la connexion de Tanaka-Webster a une torsion pseudo-
hermitienne nulle. Notons que les structures pseudo-hermitiennes strictement pseu-
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doconvexes sont des structures métriques de contact. Dans le cas où M est dimension
trois, Blair, [7], a montré que les structures métriques de contact sont des structures CR
strictement pseudoconvexes.

Au dernier chapitre nous étudions le problème de plongement des variétés CR sous
deux aspects. En premier lieu nous voyons que la condition de plongement générique
local est liée à la présence d’une action transverse de groupe de Lie. Dans la proposi-
tion 6.1.5, M. S. Baouendi et L. P. Rothschilde ont montré qu’une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une variété CR soit localement génériquement plongeable est que
sa structure CR soit localement invariante sous l’action d’un groupe de Lie transverse.
Dans la proposition 6.1.6 L. Lempert a globalisé ce résultat, il a montré qu’une va-
riété CR de type hypersurface qui admet une action CR lisse de R qui est transverse,
est le bord d’une surface strictement pseudoconvexe. Z.M. Balogh et C. Leuenberger
dans [4] se sont intéréssés sur les questions de plongement local pour des variétés
CR admettant une action de groupe qui n’est pas necessairement CR. Ils ont montré
que si une variété CR de type (n,k) admet une action locale extensible sur Rk alors M
est localement génériquement plongeable (voir proposition 6.1.10). A la proposition
6.1.13, ils ont montré que pour le cas des variétés CR strictement pseudoconvexes, il
y’a équivalence entre plongemement local générique et présence d’une action réelle
semi-extensible. En deuxième lieu, nous nous consacrons au remplissage des variétés
CR compactes strictement pseudoconvexes de type hypersurface qui sont aussi appe-
lées variétés pseudo-hermitiennes strictement pseudoconvexes compactes. En effet ce
type de variété CR est plongeable si et seulement si elle est remplissable. Ceci resulte de
la combinaison des théorèmes 6.2.2, 6.2.3, et 6.2.4, établis respectivement par Harvey
et Lawson ([34]), Grauert ([32]), et Eliashberg et Gromov ([27]). Cependant le plonge-
ment n’est pas générique. Une structure CR strictement pseudoconvexe de type hy-
persurface fournit une structure de contact orientée et coorientée et l’inverse est vrai
en dimension trois. En dimension trois, les variétés pseudo-hermitiennes strictement
pseudoconvexes compactes sont plongeables si et seulement si la variété de contact
qui leur est canoniquement associée est holomorphiquement remplissable, voir pro-
position 6.2.13. Nous avons appliqué ces résultats à l’existence et à la Caractérisation
des structures CR remplissables sur des fibrés T2 sur S1. Remarquons que cette Carac-
térisation s’éffectue à isotopie près. Pour le cas du tore réel T3 de dimension trois, nous
nous basons sur les résultats de Eliashberg [25] pour montrer que la structure CR stan-
dart définie en 6.2.1 est la seule qui soit plongeable. D’après [21], cette dernière n’est
pas normale. Pour le cas des fibrés T 3

A en tore sur le cercle, de matrice de monodromie
A ∈ SL2(Z), le résultat de F. Ding et H. Geiges [23] montre que pour la famille complète
à difféomorphisme près de structures de contact Dn , n ∈ N, deux à deux non difféo-
morphiques, il existe un entier à partir duquel les Dn ne sont pas fortement symplecti-
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quement remplissables, donc ne sont pas holomorphiquement remplissables. Partant
du théorème d’existence de structures de contacts holomorphiquement remplissables
sur T 3

A de J. Van Horn-Morris dans [62] et en utilisant l’équivalence entre remplissage
holomorphe et plongement CR , On montre le théorème suivant :

Théorème 0.0.1 (Existence de structure CR strictement pseudoconvexe plongeable sur
T 3

A ou T 3
−A)

Soit T 3
A un fibré en tore T

2 sur S1 à matrice de monodromie A ∈ SL2(Z). Alors on a au
moins une des conditions suivantes :

1. T 3
A porte une structure CR strictement pseudoconvexe plongeable ;

2. T 3
−A porte une structure CR strictement pseudoconvexe plongeable.

Si la monodromie A vérifie |trace(A)| = 2, on utilise la normalité de la structure CR
standart sur le groupe de Heisenberg H1, qui est aussi le groupe Nil 3, et des résultats de
C. P. Boyer ([13]), P. Lisca [43] et H. Geiges et J. Gonzalo ([30]), pour obtenir le théorème
de Caractérisation des structures CR strictement pseudoconvexes plongeables sur T 3

A.

Théorème 0.0.2 (Caractérisation des structures CR strictement pseudoconvexes plon-
geables sur T 3

A avec |trace(A)| = 2)
Soit T 3

A un fibré T2 sur S1 à monodromie A ∈ SL2(Z) non périodique satisfaisant
|trace(A)| = 2 et C RP le nombre de structures CR strictement pseudoconvexes plon-
geables sur T 3

A à isotopie près. Alors on a 1≤C RP ≤ 3.

5



Première partie

Isomorphismes entre groupes de

cohomologie
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Chapitre 1

Préliminaires

Ici X désigne une variété analytique complexe de dimension n et Ω un ouvert de X .

Définition 1.0.3

Soit X une variété complexe et soit X la variété différentiable réelle sous-jacente. Soit J
la structure presque complexe (intégrable) sur T X . On définit l’opérateur d c pour toute
fonction lisse sur X par d c f = (J∗ ◦d)( f ) = d f ◦ J . L’opérateur d c est réel et associé de

manière intinsèque à la structure complexe de X . On a d c = i (∂− ∂) où ∂ =
∑

j

∂

∂z j
et

∂=
∑

j

∂

∂z j
.

Soit f une fonction lisse définie sur X à valeur réelle. On associe à f les tenseurs sui-
vants :

α f :=−d c f ; w f := dα f =−dd c f ; g f (u, v) := w f (u, J v), ∀u, v ∈ T X ;
h f := g f + i w f .

Le noyau de la restriction de α f à tout niveau régulier Xa := f −1(a) de f est un fi-
bré tangent complexe T Xa ∪ J (T Xa) de Xa . La forme extérieure w f est réelle et de type
(1,1) et est appelée forme de Levi extérieure associée à f . La forme hermitienne h f

(C−antilinéaire à gauche et C-linéaire à droite) associée à f est appelée forme hermi-
tienne de Levi de f .

Définition 1.0.4 (Fonction plurisousharmonique)
Une fonction lisse f : X −→ R est dite plurisousharmonique (psh) si g f est semi-définie
positive. Elle est dite strictement plurisousharmonique (spsh) si g f est définie positive
c’est à dire si g f définie une structure Riemannienne sur la variété différentiable X .
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f est spsh si et seulement si sa forme de levi h f est Kählerienne c’est à dire qu’elle
est fermée.

Une fonction réelle f lisse sur X est dite d’exhaustion si pour tout a ∈ R, le sous-
ensemble X<a :=

{
x ∈ X | f (x) < a

}
est relativement compact dans X et si X =

⋃

a∈R
X<a .

Définition 1.0.5

L’espace Analytique complexe X est dit strictement pseudoconvexe s’il porte une fonction
d’exhaustion f qui est spsh en dehors d’un compact. Si f est spsh partout sur X , alors X
est dit de Stein.

Définition 1.0.6

Soit (X ,ω) une variété kählerienne de dimension n, i.e une variété complexe X munie
d’une forme hermitienne w fermée. Soit Ω ⊂⊂ X un ouvert et soit δ(z) la distance de
z ∈Ω au bord bΩ de Ω relativement à ω (δ(z) = δω(z,bΩ)).

a) On dit que Ω est logδ-pseudoconvexe s’il existe une fonction ψ lisse bornée sur Ω telle
que

g− logδ+ψ ≥ω dans Ω

En particulier tout domaine logδ-pseudoconvexe admet une fonction d’exhaustion
strictement plurisousharmonique ; ainsi il est de Stein.

b) On dit que Ω est pseudoconvexe si la fonction − logδ est plurisousharmonique conti-
nue.

Considérons toujours l’ouvert Ω de la variété analytique complexe X de dimension
n.

On note C l
p,r (Ω) l’espace des (p,r )-formes différentielles de classe C l sur Ω et

Z l
0,r (Ω) = { f ∈C l

0,r (Ω) | ∂ f = 0},

B l
0,r (Ω) = { f ∈C l

0,r (Ω) | ∃g ∈C l
0,r−1(Ω), ∂g = f }.

Naturellement B l
0,r (Ω) ⊂ Z l

0,r (Ω). Nous avons donc le groupe quotient

H l
0,r (Ω) :=

Z l
0,r (Ω)

B l
0,r (Ω)

appelé (0,r )-ième groupe de cohomologie de Dolbeault des formes de classe C l sur Ω.
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On peut par dualité étendre le ∂ aux courants. Notons

H l ,cour
0,r (Ω) :=

Z l ,cour
0,r (Ω)

B l ,cour
0,r (Ω)

le (0,r )-ième groupe de ∂ cohomologie pour les courants d’ordre l sur Ω.
Il est connu d’après [3] que l’application naturelle

H l
0,r (Ω) −→ H l ,cour

0,r (Ω) est un isomorphisme appelé isomorphisme de Dolbeault.
Considérons une sous-variété M de X définie, pour un ouvert local U ⊂ X , par :

M ∩U = {z ∈U , ρ1(z) = ·· · = ρd (z) = 0}, 1≤ d < 2n

avec ρ j des fonctions réelles de classe C∞ sur U , 1 ≤ j ≤ d et ∂ρ1 ∧ ·· · ∧ ∂ρd 6= 0 sur
U . M est dite sous-variété CR de codimension réelle d et de fonctions définissantes
ρ1, · · · ,ρd . L’opérateur ∂ induit sur M un opérateur ∂b qui vérifie aussi ∂

2
b = 0 ; On peut

l’étendre aussi par dualité aux courants. Ce qui donne le (0,r )-ième groupe H l
0,r (M) de

∂b cohomologie des formes différentielles de classe C l sur M et le groupe H l ,cour
0,r (M)

pour les courants d’ordre l sur M . On note T C
z M l’espace tangent compexe à M au

point z.

Définition 1.0.7

Nous dirons que M est q-concave au point z0 ∈ M, 1 ≤ q ≤ n −d si la forme de Levi

L Mρx (z0).ξ :=
∑

α,β

∂2ρx (z0)

∂zα∂z̄β
ξαξ̄β

restreinte à T C
z0

M admet au moins q valeurs propres strictement négatives, où

ρx = x1ρ1 +·· ·+xdρd avec x = (x1, · · · , xd ) ∈R
d \ {0} et ξ ∈ T C

z0
M.

Nous dirons que M est q-concave si elle l’est en tout point.

Définition 1.0.8 1. Une fonction ρ de classe C∞ sur X est dite q-convexe, 1 ≤ q ≤ n,
si sa forme de Lévi possède au moins q valeurs propres strictement positives ; ρ est
dite q-concave si −ρ est q-convexe.

2. Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Ω⊂⊂ X un domaine
relativement compact de X . Ω est dite complètement strictement q-convexe, 0 ≤
q ≤ n − 1, s’il existe une fonction (q + 1)-convexe ϕ définie dans un voisinage U

Ω

de Ω telle que Ω=
{

z ∈U
Ω
|ϕ(z) < 0

}
. S’il existe une fonction ϕ (q+1)-convexe dans

un voisinage UbΩ du bord bΩ de Ω, telle que Ω∩UbΩ =
{

z ∈UbΩ|ϕ(z) < 0
}
, alors

on dit que Ω est strictement q-convexe.
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3. X est une extension q-convexe respectivement q-concave de Ω, 0 ≤ q ≤ n −1, si :

(i) Ω rencontre toutes les composantes connexes de X .

(ii) II existe une fonction (q +1)-convexe, respectivement (q +1)-concave, ϕ dé-
finie sur un voisinage U de X \Ω telle que : Ω∩U =

{
z ∈U |ϕ(z) < 0

}
et pour

tout réel α, 0 <α< sup
z∈U

ϕ(z) l’ensemble
{

z ∈U |0≤ϕ(z) ≤α
}

est compact.

Remarque 1.0.9

Puisque si U est un voisinage de X \Ω, alors U est aussi un voisinage du bord de Ω, donc
si X est une extension q-convexe de Ω, Ω est strictement q-convexe.

Définition 1.0.10

Soit Ω ⊂⊂ C
n un domaine à bord lisse de classe C∞ de fonction définissante ρ. Posons

Ωε = {z ∈Ω | ρ(z) <−ε} et bΩε désigne le bord de Ωε.
Soit f une fonction de classe C∞ sur Ω. On dit que f admet une valeur au bord au

sens des distributions, s’il existe une distribution T définie sur le bord bΩ de Ω telle que
pour toute fonction ϕ ∈C∞(bΩ), on ait :

lim
ε→0

∫

bΩε

f ϕεdσ= 〈T,ϕ〉

où si ϕ̃ est une extension de ϕ à Ω et
iε : bΩε −→C

n l’injection canonique, ϕε = i∗ε ϕ̃ ; dσ désigne l’élément de surface.
Une forme différentielle de classe C∞ sur Ω admet une valeur au bord au sens des

courants si ses coefficients ont une valeur au bord au sens des distributions.

Définition 1.0.11

On dit qu’une fonction f de classe C∞ définie sur Ω est à croissance polynomiale d’ordre
N ≥ 0, s’il existe une constante C telle que pour tout z ∈Ω, on a :

| f (z)| ≤
C

d(z)N

où d(z) désigne la distance de z au bord de Ω.
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Chapitre 2

Isomorphismes d’applications

naturelles

Dans ce chapitre nous allons voir que certains résultats d’isomorphisme entre groupes
de cohomologie de Dolbeault permettent de résoudre directement certains problèmes
comme celui du ∂ pour les courants prolongeables.

2.1 Résolution du∂pour les courants prolongeables d’ordre

N

Nous allons nous intéresser, exactement comme dans [58], à la résolution du ∂ pour
les courants de bidegré (p, q) d’ordre l sur Ω et prolongeables, où Ω est un domaine
strictement pseudoconvexe de C

n . Par le théorème suivant nous obtenons l’annulation
du groupe de cohomologie de Dolbeault des courants prolongeables de bidegré (p,r )
et d’ordre l dans un domaine strictement pseudoconvexe de C

n pour 1 ≤ r ≤ n.
Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théorème 2.1.1

Soit Ω ⊂⊂ C
n un domaine strictement pseudoconvexe à bord lisse de classe C∞. Si T est

un courant de bidegré (0,r ), d’ordre l , prolongeable et ∂ fermé sur Ω, alors il existe un
courant S de bidegré (0,r −1), d’ordre l , sur Ω, prolongeable, et tel que ∂S = T sur Ω pour
1 ≤ r ≤ n.

D’après [47] les courants prolongeables de bidegré (p, q) d’ordre l sur Ω sont les
duaux topologiques des (n−p,n−q) formes différentielles de classe C l à support com-
pact sur Ω. La technique de résolution est identique à celle de [55], dans lequel S. Sam-
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bou a résolu le ∂, pour les courants prolongeables. Il montre qu’il existe une solution du
∂ pour un courant prolongeable. Ici nous montrons que si le courant est prolongeable
d’ordre l , alors il admet une solution du ∂ qui est aussi un courant prolongeable d’ordre
l .

Notation 2.1.2

Soit Ω un domaine de C
n , on note H0,l

p,q (Ω) le (p,q)-ième groupe de ∂ cohomologie des

formes différentielles de classe C l et à support compact dans Ω et H0,l ,cour
p,q (Ω) le (p,q)-

ième groupe de ∂ cohomologie des courants d’ordre l à support compact dans Ω. Les (p,q)
formes différentielles de classe C l et à support compact sur Ω sont notées D l

p,q (Ω).

Nous avons d’abord la proposition suivante ; il s’agit de la résolution du ∂avec condi-
tion de support :

Proposition 2.1.3

Soit Ω un domaine strictement pseudoconvexe à bord lisse de classe C∞. Si f ∈D l
p,r (Ω)∩

ker∂, alors il existe g ∈ D l
p,r−1(Ω) telle que ∂g = f sur Cn , pour 1 ≤ r ≤ n −1.

Preuve. Soit f ∈ D l
p,r (Ω)∩ker∂, puisque

H0,l
p,r (Cn) ≈ H0,∞

p,r (Cn) = 0,

il existe h ∈D l
p,r−1(Cn) telle que ∂h = f . Puisque h est une (p,r −1) forme sur Cn à sup-

port compact, on a ∂h|Cn\Ω = 0. Si r = 1, alors h|Cn \Ω est une (p,0) forme holomorphe à

support compact. Le principe du prolongement analytique entraîne h = 0 sur Cn \Ω. Si
r ≥ 1 alors h|Cn\Ω est une (p,r −1) forme différentielle à support compact et de classe

C l . D’après le théorème (3-1) de [41], il existe θ ∈ C l
p,r−2(Cn \Ω) telle que ∂θ = h|Cn \Ω.

Soit θ̃ une extension de θ à Ω posons u = h − ∂̄θ̃, alors ∂u = ∂h = f et u est à support
compact sur Ω.

Preuve du théorème 2.1.1.

Considérons l’application
LT : ∂D l

n,n−r (Ω) →C

qui à ∂ϕ associe 〈T,ϕ〉.

Lemme 2.1.4 LT est bien définie.
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Preuve du Lemme 2.1.4.

Si ∂ϕ = ∂ϕ′ alors ϕ−ϕ′ est une (n,n − r ) forme différentielle de classe C N , à support
compact sur Ω et ∂ fermée.

Si n − r = 0, alors ϕ−ϕ′ est une (n,0) forme holomorphe à support compact. Donc
ϕ−ϕ′ = 0 grâce au principe du prolongement analytique. On a 〈T,ϕ〉 = 〈T,ϕ′〉.

Si n−r ≥ 1, alors ϕ−ϕ′ est une (n,n−r ) forme différentielle de classe C N à support
compact sur Ω. D’après la proposition 2.1.3 ϕ−ϕ′ = ∂θ où θ ∈ D l

n,n−r−1(Ω) qui est un

espace de Banach. Puisque D l
n,n−r−1(Ω) est dense dans D l

n,n−r−1(Ω), il existe (θ j ) j∈N

une famille d’éléments de D l
n,n−r−1(Ω) telle que

lim
j→+∞

θ j = θ dans D l
n,n−r−1(Ω). On a alors

〈T,∂θ〉 = lim
j→+∞

〈T,∂θ j 〉 = 0.

Ce qui entraîne 〈T,ϕ〉 = 〈T,ϕ′〉. Donc LT est bien définie.

Lemme 2.1.5 LT est continue.

Preuve du Lemme 2.1.5.

Pour 1 ≤ r ≤ n −1, l’opérateur

∂ : D l
n,n−r (Ω) −→D l

n,n−r+1(Ω)∩ker∂

est linéaire continu et surjectif entre espaces de Banach, donc ouvert. Pour montrer
que LT est continue, il suffit de montrer que l’image réciproque de tout ouvert U de
C par LT est un ouvert de D l

n,n−r (Ω). Soit U un ouvert de C, puisque LT ◦ ∂ = T , on a

L−1
T (U ) = ∂(T −1(U )). T −1(U ) est ouvert et ∂ est une application ouverte d’où L−1

T (U ) est
un ouvert.

Suite de la preuve du théorème.
D’après le lemme 2.1.4 et le lemme 2.1.5 l’application LT est bien définie et continue. Il
est évident qu’elle est aussi linéaire. De plus

∂D l
n,n−r (Ω) = D l

n,n−r+1(Ω)∩ker∂⊂ D l
n,n−r+1(Ω).

Donc
LT : ∂D l

n,n−r (Ω) −→C

est définie linéaire et continue. D’après le théorème de Hahn-Banach LT se prolonge
en une forme L̃T linéaire et continue sur D l

n,n−r+1(Ω). L̃T est un courant prolongeable

d’ordre l et ∂L̃T = (−1)r T .
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2.2 Quelques résultats d’isomorphismes d’applications na-

turelles

Soit X une variété analytique complexe et soit M une sous variété réelle de X de
codimension d .

Nous savons d’après [3] que si M est q-concave avec 1≤ q ≤ n−d
2 , alors l’application

naturelle H l
0,r (M) −→ H l ,cour

0,r (M) est un isomorphisme pour 0 ≤ r ≤ q −1 ou n−d −q +
2 ≤ r ≤ n −d , et est surjective pour r = n −d −q +1.

Considérons maintenant une hypersurface réelle S de X . C’est une sous-variété CR
de codimension réelle 1.

Nous savons d’après [56, Théorème IV.A.1] que si S a une hessienne ayant q valeurs
propres de même signe, q ≥ n+1

2 , alors l’application naturelle H∞
0,r (S) −→ H∞,cour

0,r (S) est
injective si n −q +1≤ r ≤ q et est surjective si n −q ≤ r ≤ q −1.

Nous voulons obtenir la version C l de ce résultat. Notons que S n’est pas q-concave
au sens de la définition 1.0.7.

Notons par H̆ l
0,r (Ω) (respectivement H l

0,r (Ω)), l = 0,1 · · · ,∞, le (0,r )-ième groupe de
cohomologie de Dolbeault des courants prolongeables d’ordre l (respectivement celui
des formes différentielles de classe C l sur Ω), où Ω est un ouvert de X . Nous avons
d’abord les propositions suivantes :

Proposition 2.2.1

L’application naturelle de
H̆ l

0,r (Ω) −→ H̆∞
0,r (Ω)

est un isomorphisme pour 0 ≤ r ≤ n.

Preuve.

(a) Injectivité : Soit [T ] ∈ H̆ l
0,r (Ω) tel que [T ] = 0 dans H̆∞

0,r (Ω), il existe un courants S

prolongeable tel que T = ∂S. On a d’après [46], T̂ = ∂Ŝ où T̂ et Ŝ sont des prolonge-
ments de T et S à support sur Ω. D’après [18], pour ε> 0,

Ŝ = RεŜ +∂AεŜ + AεT̂

T̂ = ∂Ŝ = ∂RεŜ +∂AεT̂

T̂|Ω = T = ∂RεŜ|Ω+∂AεT̂|Ω

AεT̂ a une régularité sur Ω meilleure que celle de T̂ sur un ε-voisinage de Ω, donc
AεT̂|Ω est d’ordre l . RεŜ|Ω est de classe C∞. Donc T est d’ordre l , d’où l’injectivité
de l’application naturelle.
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(b) Surjectivité : Soit [T ] ∈ H̆∞
0,r (Ω) et T̂ une extension de T à support sur Ω de T ,

T̂ = RεT̂ +∂AεT̂ + Aε∂T̂ avec ∂T̂ = 0 sur Ω.

T = T̂|Ω = (RεT̂ + Aε∂T̂ )+∂AεT̂|Ω.

Aε∂T̂ est à support sur un ε-voisinage de Ω ; donc Aε∂T̂|Ω est un courant prolon-
geable. La régularité de Aε∂T̂|Ω est meilleure que celle de ∂T sur tout ouvert de X ;
donc Aε∂T̂|Ω est un courant d’ordre.

RεT̂ est de classe C∞.

Donc [T ] = [(RεT̂ +Aε∂T̂ )|Ω] qui appartient à H̆ l
0,r (Ω), d’où la surjectivité de l’appli-

cation naturelle.

Proposition 2.2.2

L’application naturelle de
H∞

0,r (Ω) −→ H l
0,r (Ω)

est un isomorphisme pour 0 ≤ r ≤ n.

Preuve.

Soit [ f ] ∈ H∞
0,r (Ω) telle que [ f ] = 0 dans H l

0,r (Ω). Il existe g ∈ C l
o,r−1(Ω) telle que ∂g = f

dans Ω. Soit g̃ une extension de classe C l de g à X . On a :

g̃ = Rεg̃ +∂Aεg̃ + Aε∂g̃ .

Ceci entraine que :
∂g = ∂(Rεg̃ + Aε∂g̃ )|Ω.

Puisque la régularité de Aε∂g̃ est de (1-0) meilleure que celle de f sur un ε-voisinage de
Ω donc Aε∂g̃ est de classe C∞ sur Ω. Alors :

h = (Rεg̃ + Aε∂g̃ )|Ω

est de classe C∞ sur Ω et on a ∂h = f sur Ω. Donc l’application naturelle est injective.
Soit f ∈ H l

0,r (Ω), alors :

f̃ = Rε f̃ +∂Aε f̃ + Aε∂ f̃

où f̃ est une extension de classe C l de f à X avec ∂ f̃ = 0 sur Ω.

f = (Rε f̃ + Aε∂ f̃ )|Ω+∂Aε f̃|Ω
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sur Ω. (Rε f̃ + Aε∂ f̃ ) est de classe C∞ sur Ω ; Donc [ f ] = [(Rε f̃ + Aε∂ f̃ )|Ω]. Ainsi l’appli-
cation naturelle de

H∞
0,r (Ω̄) −→ H l

0,r (Ω̄)

est un isomorphisme.

Comme conséquense des propositions 2.2.1 et 2.2.2 nous avons la version C l des
annulations des groupes de ∂-cohomologie des courants prolongeables de [55], [56] et
[11], ainsi que les annulations des groupes de cohomologie des formes différentielles
de classe C l sur Ω̄ obtenus également dans ces travaux. Il s’agit du théorème suivant :

Théorème 2.2.3

Soit X une variété analytique complexe de dimension n, Ω⊂⊂ X un domaine à bord lisse
de classe C∞, alors :

(a) Si Ω est complètement strictement (q +1)-convexe, 0≤ q ≤ n −2 on a :

H l
0,r (Ω̄) = 0 pour 1≤ r ≤ q +1

(b) Si X est une variété de Stein et si elle est une extension q-convexe de Ω, 1 ≤ q ≤ n −1,
on a :

H l
0,r (X \Ω) = 0 pour n −q +1 ≤ r ≤ n −1

(c) Si Ω est complètement strictement q-convexe, 0≤ q ≤ n −1, on a :

H̆ l
0,r (Ω) = 0 pour 1 ≤ n −q ≤ r ≤ n

(d) Si X est une variété de Stein et si elle est une extension q-convexe de Ω, 1 ≤ q ≤ n −1,
on a :

H̆ l
0,r (X \Ω) = 0 pour 1 ≤ r ≤ q et r ≤ n −2

(e) Si X est une variété de Kähler et si Ω est à bord lipschitzien et est logδ-pseudoconvexe,
alors pour tout fibré holomorphe hermitien E sur X , on a :

H l
0,r (X ,Ω,E ) = 0 pour 1≤ r ≤ n −1

(f) Si X est une variété de Kähler et si Ω est à bord lipschitzien et est logδ-pseudoconvexe
on a :

H̆ l
0,r (Ω) = 0 pour 1 ≤ r ≤ n −1
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Remarque 2.2.4

Puisqu’un domaine strictement pseudoconvexe est complètement strictement n−1-convexe,
donc en appliquant le point (c) du théorème 2.2.3 on obtient directement le théorème
2.1.1 de résolution du ∂ pour les courants prolongeable d’ordre N dans un domaine stric-
tement pseudoconvexe de Cn .

Proposition 2.2.5

Soit X une variété analytique complexe et S une hypersurface lisse de X de classe C∞.
Alors l’application

H∞
0,r (S) −→ H l

0,r (S)

est un isomorphisme pour 0 ≤ r ≤ n −1.

Preuve.

Quitte à restreindre X , on peut supposer que S partage X en deux composantes connexes
X + et X −. Notons par C l

0,r (A) l’espace des (0,r)-formes de classe C l sur A dont le ∂ ou le

∂b est aussi de classe C l sur A où A peut désigner X , X
+

, X
−

ou S. Des suites courtes

0−→C l
0,r (X ) −→C l

0,r (X
+

)⊕C l
0,r (X

−
) −→C l

0,r (S) −→ 0

et
0−→C∞

0,r (X ) −→C∞
0,r (X

+
)⊕C∞

0,r (X
−

) −→C∞
0,r (S) −→ 0

on a les suites longues

0 // H l
0,0(X ) //

f0

��

H l
0,0(X

+
)⊕H l

0,0(X
−

) //

g0
��

0 // H∞
0,0(X ) // H∞

0,0(X
+

)⊕H∞
0,0(X

−
) //

// H l
0,0(S) //

h0

��

H l
0,1(X ) //

f1

��

· · ·

// H∞
0,0(S) // H∞

0,1(X ) // · · ·
où les applications naturelles f0, g0, f1, · · · sont des isomorphismes. Donc l’applica-

tion naturelle
hr : H l

0,r (S) −→ H∞
0,r (S)

est un isomorphisme pour 0≤ r ≤ n −1

Théorème 2.2.6

Soit Ω un ouvert à bord C∞ d’une variété analytique complexe X de dimension n. Soit
bΩ le bord de Ω ; Alors :
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(a) Si bΩ est strictement q-concave, q ≥ n+1
2 , alors l’application naturelle H l

0,r (Ω) −→
H̆ l

0,r (Ω), l = 0,1 · · · ,∞, est un isomorphisme si 0≤ r ≤ q −1 et est injective si r = q.

(b) Si bΩ est strictement q-convexe, q ≥ n+1
2 , alors l’application naturelle H l

0,r (Ω) −→
H̆ l

0,r (Ω), l = 0,1 · · · ,∞, est un isomorphisme si r ≥ n−q+1 et est surjective si r = n−q.

Preuve.

Ce résultat découle immédiatement des propositions 2.2.1 et 2.2.2 et de [56, corollaire
III.10].

Comme application des résultats précédents, on a :

Théorème 2.2.7

Soit X une variété analytique complexe de dimension n et S une hypersurface réelle de X .
Si S a une hessienne ayant q valeurs propres de même signe, q ≥ n+1

2 , alors l’application
naturelle de

H l
0,r (S) −→ H∞,cour

0,r (S), l = 0,1 · · · ,∞,

est injective si n −q +1 ≤ r ≤ q et est surjective si n −q ≤ r ≤ q −1.

Preuve.

Quitte à restreindre X , on peut supposer que S partage X en deux composantes connexes
X + et X −. Puisque
H l

0,r (X
+

) ≃ H∞
0,r (X

+
) et H l

0,r (X
−

) ≃ H∞
0,r (X

−
) pour 0 ≤ r ≤ n, on remplace, grâce à la

proposition 2.2.5, les données de classe C∞ par des données de classe C l , dans la suite
longue de la preuve de [56, théorème IV.A.1]. On obtient alors le diagrame commutatif
suivant :

// H l
0,r (X ) //

cr

��

H l
0,r (X

+
)⊕H l

0,r (X
−

) //

ar

��

H l
0,r (S) //

br

��

// H l ,cour
0,r (X ) // H̆ l

0,r (X +)⊕ H̆ l
0,r (X −) // H∞,cour

0,r (S) //

// H l
0,r+1(X ) //

cr+1

��

// H l
0,r+1(X

+
)⊕H l

0,r+1(X
−

) //

ar+1

��

· · ·

// H l ,cour
0,r+1 (X ) //// H̆ l

0,r+1(X +)⊕ H̆ l
0,r+1(X −) // · · ·
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où les flèches verticales sont les applications naturelles.

On peut supposer sans perte de généralité que X + se situe du coté convexe de S.
D’après le théorème 2.2.6, ar et ar+1 sont injectives si
n −q +1 ≤ r ≤ q et sont surjectives si n −q ≤ r ≤ q −1. Puisque cr et cr+1 sont des iso-
morphismes, on a le résultat grâce au lemme des 5.

Nous avons aussi la proposition suivante comme autre application

Proposition 2.2.8

Soit X une variété de Stein de dimension n ≥ 1 et Ω⊂ X un domaine relativement com-
pact à bord bΩ lisse de classe C∞ tel que X soit une extension q-convexe de Ω. Alors :

H l
0,r (bΩ) = 0 pour l = 0, · · · ,∞ et n −q ≤ r ≤ q −1.
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Chapitre 3

Application à la résolution du ∂ pour les

formes différentielles à valeurs au bord

au sens des courants

Dans ce chapitre, nous montrons que si f est une forme qui a une valeur au bord au
sens des courants et ∂ fermée sur un domaine strictement pseudoconvexe de C

n , alors
il existe une forme u à valeur au bord au sens des courants telle que ∂u = f . Il s’agit
donc de prouver le théorème suivant :

Théorème 3.0.9 (Théorème Principal)

Soit Ω un domaine strictement pseudoconvexe à bord lisse de classe C∞ et soit f une
(0,r ) forme différentielle de classe C∞ ∂ fermée admettant une valeur au bord au sens
des courants, 1 ≤ r ≤ n. Il existe une (0,r − 1) forme différentielle g de classe C∞ ayant
une valeur au bord au sens des courants, telle que ∂g = f .

Selon Lojaciewicz et Tomassini [44], si une forme f admet une valeur au bord au
sens des courants sur Ω ⊂⊂ C

n , alors il existe un courant F à support compact sur Ω

telle que F|Ω = f . Ceci entraîne que f est un courant prolongeable et donc d’ordre fini
l .

Nous savons d’après [55] que si f est un courant prolongeable ∂ fermé, alors il existe
un courant prolongeable U sur Ω tel que ∂U = f . Cependant [55] ne nous permet pas
de dire qu’il existe une forme de classe C∞ U avec valeur au bord au sens des courants
telle que ∂U = f .

Pour établir ce théorème nous montrons que pour un courant prolongeable f sur Ω,
d’ordre l et ∂ fermé, il existe une solution U du ∂ qui est aussi un courant prolongeable
d’ordre l . Soit S une extension, d’ordre l à support compact sur ∂, de U ; et posons
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F = ∂S. D’après la formule de ∂-homotopie de [18], on a S = RǫS + AǫF +∂AǫS, où Rǫ

est un opérateur régularisant et Aǫ un opérateur qui augmente la régularité de 1− ǫ

(confère [18]). Ainsi Sǫ = RǫS + AǫF est une autre solution du ∂ de F . Nous montrons
qu’elle a une valeur au bord au sens des courants en partant d’un résultat préliminaire
où nous montrons qu’une forme différentielle à croissance polynomiale sur Ω admet
une valeur au bord au sens des courants.

Dans la première section de ce chapitre nous avons montrer qu’une forme à crois-
sance polynomiale est un courant prolongeable de même ordre. La preuve du théorème
principal du chapitre est abordée en dernière section en utilisant le résultat précédent
et après avoir montré qu’une forme à croissance polynomiale admet une valeur au bord
au sens des courants.

3.1 Remarque sur l’ordre d’un courant qui prolonge un

forme différentielle à croissance polynomiale

Nous nous intéressons ici à l’étude de l’ordre d’un courant qui prolonge une forme
différentielle à croissance polynomiale d’ordre N . Nous montrons qu’il existe un cou-
rant qui prolonge la forme à croissance polynomiale dont l’ordre est le même que celui
de cette forme. Un tel courant d’ordre N est un courant prolongeable.

Nous allons d’abord établir le résultat suivant :

Proposition 3.1.1

Soit u :]0, t0[×Rn →R une application vérifiant

|u(t , x)| ≤
K

t N
, ∀t ∈]0, t0[ ∀x ∈R

n ,

pour un certain K > 0 et un certain N > 0. Alors une primitive d’ordre [N ] par rapport à
t de u est intégrable sur [0, t0] ; [N ] désignant la partie entière de N.

Preuve.

On a

|u(t , x)| ≤
K

t N

Si 0 < N < 1 ∫t0

0

K

t N
d t =

[
(1−N )K t 1−N

]t0

0
<+∞,

donc u(t , x) est intégrable par rapport à t sur [0, t0].
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Si N ≥ 1 ;
On construit une suite de primitives d’ordre k ≤ [N ] de u comme suit : pour tout t ∈
]0, t0[,On pose

uk(t , x) =
∫t0

t
uk−1(y, x) d y ∀k = 1, · · · , [N ] ,

avec u0(y, x) := u(y, x).
Montrons par recurrence que pour tout k ≤ [N ], on a

|uk (t , x)| ≤αk

∫t0

t
yk−N−1 d y (Rk ).

αk étant une constante qui ne dépend que de k.
Pour k = 1 on a

|u1(t , x)| =
∣∣∣
∫t0

t
u(y, x)d y

∣∣∣≤
∫t0

t
|u(y, x)|d y ≤ K

∫t0

t
y−N d y.

Supposons qu’on a la relation (Rk ) jusqu’à l’ordre [N ]− 1 et montrons qu’on a aussi
(Rk+1). On a

|uk+1(t , x)| =
∣∣∣
∫t0

t
uk (y, x) d y

∣∣∣≤
∫t0

t
|uk (y, x)|d y

≤
∫t0

t
αk

(∫t0

y
uk−N−1 du

)
d y

≤
αk

N −k

∫t0

t
(yk−N − t k−N

0 ) d y

≤ αk+1

∫t0

t
yk−N d y .

Ainsi on a bien la relation (Rk) pour tout k = 1, · · · , [N ]. En particulier

|u[N](t , x)| ≤α[N]

∫t0

t
y [N]−N−1 d y .

Et puisque

∫t0

t
y [N]−N−1 d y =





ln(t0t−1) si N ∈N

(N − [N ])−1(t [N]−N − t [N]−N
0 ) sinon

,

donc u[N](t , x) est intégrable par rapport à t sur [0, t0]

Comme conséquence de la proposition précédente on a donc
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Proposition 3.1.2

Soient Ω⊂⊂ C
n un domaine à bord lisse de classe C∞ et f une fonction à croissance po-

lynomiale d’ordre N sur Ω. Alors il existe une distribution d’ordre N, à support compact
qui prolonge f au sens des courants

Preuve.

D’après [46] une distribution G définie surΩ est prolongeable si et seulement si, il existe
des constantes C et m telles que |〈G ,ϕ〉| ≤C‖ϕ‖m,Ω où ‖·‖m,Ω est la norme de C m(Ω). Il
suffit de montrer que ∣∣∣

∫

Ω

f ϕ
∣∣∣≤C‖ϕ‖m,Ω .

pour toute (n,n)-forme différentielle ϕ de classe C∞ à support compact sur Ω̄. Pour
z ∈Ω suffisamment proche du bord bΩ de Ω, on peut prendre d(z) comme la première
composante d’un changement de coordonnées (t1, . . . , t2n) dans un ouvert local conte-
nant z et il existe alors un K > 0 tel que | f (z)| ≤ K

t N
1

. Puisque bΩ est compact, on peut

le recouvrir par un nombre fini d’ouverts (Ui )i=1,...,p où chaque Ui est un ouvert de
coordonnées (t , x1, . . . , x2n−1) pour lequel on a | f (z)| ≤ K

t N pour tout z ∈ Ui . D’après la
proposition précédente, pour tout i = 1, . . . , p, une primitive d’ordre [N ] de f|Ui , notée
ui

[N](t , x), est intégrable par rapport à t sur Ui . Posons U =∪p
i=1Ui . On a

∫

Ω

f ·ϕ=
∫

Ω\U
f ·ϕ+

∫

U
f ·ϕ .

Soit (θi )i=1,...,p une partition de l’unité subordonnée au recouvrement (Ui )i=1,...,p .

∫

U
f ·ϕ =

p∑

i=1

∫

Ui

f ·θiϕ

=
p∑

i=1

∫

Ui

D [N]ui
[N] ·θiϕ .

D’après le théorème de Stokes

∫

U
f ·ϕ=

p∑

i=1
±

∫

Ui

ui
[N] ·D

[N]θiϕ .

Ainsi

∣∣∣
∫

U
f ·ϕ

∣∣∣ ≤
p∑

i=1

∫

Ui

|ui
[N]| · |D

[N]θiϕ|

≤ C1‖ϕ‖N ,Ω
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et
∣∣∣
∫

Ω\U
f ·ϕ

∣∣∣ ≤
∫

Ω\U
| f | · |ϕ|dV

≤
(∫

Ω\U
| f |dV

)
‖ϕ‖0,Ω

≤ C2‖ϕ‖0,Ω ,

où dV eet l’élément de volume.
D’où ∣∣∣

∫

Ω

f ϕ
∣∣∣≤C‖ϕ‖N ,Ω .

L’application

[ f ] : DN (Ω) ⊂C N (Ω) −→ C

ϕ 7−→
∫

Ω

f ϕ

est linéaire continue. D’après le théorème de Hahn-Banach, il existe F : C N (Ω) −→ C

une application linéaire et continue qui prolonge [ f ]. F est un prolongement de [ f ]
d’ordre N et à support compact dans Ω.

En utilisant la proposition 3.1.2 et le théorème 2.1.1 nous allons aborder le problème
du ∂̄ pour les formes à croissance polynomiale. Ce problème n’est pas résolu. La solu-
tion obtenue n’est pas intéressante car il y’a perte de régularité.

Théorème 3.1.3

Soit Ω un domaine strictement pseudoconvexe à bord lisse de classe C∞ et soit f une (0,r )
forme différentielle de classe C∞ à croissance polynomiale d’ordre N ≥ 1 et ∂ fermée, 1 ≤
r ≤ n. Il existe une (0,r −1) forme différentielle g de classe C∞ à croissance polynomiale
d’ordre 2n −1+N sur Ω, telle que ∂g = f .

Notons que le cas 0< N < 1 est traité dans [40] avec une solution d’ordre N −ǫ avec
0 < ǫ< 1.

Preuve.

f est un courant prolongeable d’ordre N , il existe un courant F d’ordre N à support
compact surΩqui prolonge f . D’après le théorème précédent F = ∂S où S = RǫS+AǫF+
∂AǫS est un courant prolongeable sur Ω de même ordre que F . Ainsi RǫS + AǫF est une
autre solution du ∂ de F . Or RǫS est une forme de classe C∞ à support compact dans un
ǫ voisinage du support de Ω, donc bornée sur Ω. La régularité de AǫF est meilleure que
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celle de F dans un ǫ voisinage du support de F . Puisque F est C∞ sur Ω, AǫF est donc
C∞ sur Ω. Il nous suffit pour avoir le théorème de montrer que AǫF restreinte à Ω est à
croissance polynomiale d’ordre 2n −1+N . Or AǫF est de même nature que 〈F,K (z,ξ)〉
où K (z,ξ) est le noyau de Bochner Martinelli Koppelmann. Nous allons donc montrer
que 〈F,K (z,ξ)〉 est à croissance polynomiale d’ordre 2n−1+N . Soit z ∈Ω, on a d(z) > 0.
Considérons B(z,r (z)) la boule ouverte de centre z et de rayon r (z) = d(z)

4 . Choisissons
une fonction δ comprise entre 0 et 1 de sorte que δ= 1 sur B̄ (z,r (z)) et δ= 0 à l’extérieur
de B(z,2r (z)). On a alors

〈F,δK (z,ξ)〉 =
∫

Ω

f (ξ)∧δK (z,ξ) ,

car F étend f au sens des courants.
∫

Ω

f (ξ)∧δK (z,ξ) =
∫

supp(δ)
f (ξ)∧δK (z,ξ) .

Pour ξ ∈ supp(δ), d(ξ) ≥ di st ance(supp(δ),bΩ). Donc

| f (ξ)| ≤
C

di st ance(supp(δ),bΩ)N

et

di st ance(supp(δ),bΩ) ≥
1

2
d(z) .

Donc
∣∣∣
∫

Ω

f (ξ)∧δK (z,ξ)
∣∣∣ ≤

∫

Ω

| f (ξ)|.|δK (z,ξ)|dV (ξ)

≤
∫

Ω

2N

d(z)N
|δK (z,ξ)|dV (ξ)

≤
2N

d(z)N
M

∫

Ω

dV (ξ)

|ξ− z|2n−1

où M est une constante. On a donc

∣∣∣
∫

Ω

f (ξ)∧δK (z,ξ)
∣∣∣ ≤

2N

d(z)N
M

∫

Ω

dV (ξ)

|ξ− z|2n−1+ǫ |ξ− z|−ǫ

≤
2N

d(z)N−ǫ M
∫

Ω

dV (ξ)

|ξ− z|2n−1+ǫ

≤
C

d(z)N−ǫ ,
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pour 0 < ǫ< 1.
Ainsi 〈F,δK (z,ξ)〉 est à croissance polynomiale d’ordre N −ǫ.
On a

〈F, (1−δ)K (z,ξ)〉 ≤ C‖(1−δ)K (z,ξ)‖N ,Ω

≤ C‖(1−δ)K (z,ξ)‖N ,Ω\B(z,r (z))

≤ sup
ξ∈Ω\B(z,r (z))

C ′

|ξ− z|2n−1+N
+des termes moins

mauvais

≤ sup
ξ∈Ω\B̄(z,r (z))

C ′′

|ξ− z|2n−1+N

≤ sup
ξ∈Ω\B(z,r (z))

C ′′

|ξ− z|2n−1+N

≤
C ′′

d(z)2n−1+N

Ainsi 〈F, (1−δ)K (z,ξ)〉 est à croissance polynomiale d’ordre 2n−1+N . D’où 〈F,K (z,ξ)〉
est à croissance polynomiale d’ordre 2n −1+N .

La solution obtenue n’est pas satisfaisante car on a une perte de régularité par rap-
port à la donnée innitiale. Cependant, il va nous permettre de résoudre le ∂ pour les
formes différentielles ayant une valeur au bord au sens des courants.

3.2 Résolution du ∂ pour les formes différentielles à va-

leur au bord au sens des courants

Proposition 3.2.1

Soit Ω un domaine à bord lisse de classe C∞ et soit f une fonction à croissance polyno-
miale sur Ω ; Alors f admet une valeur au bord au sens des distributions.

Preuve.

Elle est en trois parties.
Considérons ϕ, ϕε et ϕ̃ comme dans la définition 1.0.10.

1. On montre dans la première partie que si lim
ε→0

∫

bΩε

f ϕεdσ existe, alors elle ne dé-

pend pas de l’extension ϕ̃ de ϕ choisie.
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2. Dans la deuxième partie on montre que
(∫

bΩε

f ϕεdσ
)
ε>0

est une famille de Cau-

chy.

3. Enfin dans la troisième partie on montre que l’application qui à ϕ ∈C∞(bΩ) −→
lim
ε→0

∫

bΩε

f ϕεdσ définit une distribution sur bΩ.

1. Démonstration de la première partie :

Soit ϕ̃ et ϕ̃′ deux extensions C∞ de ϕ ; Donc ϕ̃− ϕ̃′ = 0 à l’ordre infini sur bΩ.
Posons ψ = ϕ̃− ϕ̃′. Soit x ∈ bΩε et soit x0 le point le plus proche de x dans bΩ,
d’après la formule de Taylor

ψ(x)−ψ(x0) = o(‖x −xo‖k), ∀k > 0

= o(εk ), ∀k > 0.

Ceci entraîne que ψ(x) = o(εk ), ∀k > 0.

Soit N l’ordre de f ; on a :

∣∣∣
∫

bΩε

f ψdσ
∣∣∣≤

∫

bΩε

∣∣∣ f ψ
∣∣∣dσ≤C

∫

bΩε

o(εk )

εN
∀k > 0.

Il suffit de choisir k > N pour que

lim
ε→0

∫

bΩε

f ϕεdσ= 0;

d’où le résultat

2. Démonstration de la deuxième partie :

Puisque f est prolongeable en une distribution F à support compact, donc F est
d’ordre fini m, et on a :

〈F,ϕ〉 = lim
ε→0

∫

Ωε

f ϕdV

où dV désigne l’élément de volume.

En plus, si F prolonge f , alors ∂F
∂x j

prolonge ∂ f
∂x j

au sens des distributions, ∀ j =
1,2, · · · ,n.

∫

bΩε

f ϕεdσ =
∫

Ωε

d( f ϕ̃dσ)

=
2n∑

j=1

(∫

Ωε

d x j
∂ f

∂x j
(ϕ̃dσ)+

∫

Ωε

f d x j

( ∂

∂x j
(ϕ̃dσ)

))
.
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lim
ε→0

∫

Ωε

d x j
∂ f

∂x j
(ϕ̃dσ) = 〈

∂F

∂x j
,ϕ̃〉,

lim
ε→0

∫

Ωε

f d x j

( ∂

∂x j
(ϕ̃dσ)

)
= 〈F,

∂

∂x j
ϕ̃〉.

D’où

lim
ε→0

∫

bΩε

f ϕεdσ existe;

d’où le résultat

3. Démonstration de la troisième partie.

L’application

C∞(bΩ) −→ C

ϕ −→ lim
ε→0

∫

bΩε

f ϕεdσ

est une application linéaire.

Il suffit de montrer qu’elle est continue pour qu’elle définisse une distribution.

Puisque
∫

bΩε
f ϕεdσ a une limite qui ne dépend pas de l’extension choisie, choi-

sissons ϕ̃ telle que :

‖ϕ̃‖m,Ω̄ ≤C‖ϕ‖m,bΩ , où m est l’ordre de F.

∣∣∣ lim
ε→0

∫

bΩε

f ϕεdσ
∣∣∣ =

∣∣∣
2n∑

j=1

(
〈
∂F

∂x j
,ϕ̃〉±〈F,

∂ϕ

∂x j
〉
)∣∣∣

≤ C ′‖ϕ̃‖m+1,Ω̄

≤ C ′‖ϕ‖m+1,bΩ ;

d’où le résultat.

Preuve du Théorème Principal (Théorème 3.0.9).

D’après [44], f est un courant prolongeable d’ordre l , il existe un courant F d’ordre l à
support compact sur Ω qui prolonge f . D’après le théorème précédent f = ∂U où U est
un courant prolongeable sur Ω de même ordre que f . Soit S une extension, d’ordre l à
support compact sur Ω, de U , avec F = ∂S. D’après la formule de ∂-homotopie de [18],
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on a S = RǫS + AǫF +∂AǫS, où Rǫ est un opérateur régularisant et Aǫ un opérateur qui
augmente la régularité de 1−ǫ. Ainsi RǫS+ AǫF est une autre solution du ∂ de F . Or RǫS
est une forme de classe C∞ à support compact dans un ǫ voisinage du support de S,
donc bornée sur Ω. Donc AǫF est le mauvais terme de la solution RǫS+AǫF , au sens où
il n’admet pas immédiatement de valeur au bord. Sa régularité est meilleure que celle
de F dans un ǫ voisinage du support de F . Puisque F est C∞ sur Ω, AǫF est donc C∞ sur
Ω. Montrons qu’il a une valeur au bord au sens des courants. Il nous suffit pour avoir
le théorème de montrer que AǫF restreinte à Ω admet une valeur au bord au sens des
courants. Or AǫF est de même nature que 〈F,K (z,ξ)〉 où K (z,ξ) est le noyau de Bochner
Martinelli Koppelmann. Nous allons donc montrer que 〈F,K (z,ξ)〉 admet une valeur au
bord au sens des courants.

u(z) := 〈F,K (z,ξ)〉 pour tout z ∈Ω. Soit z ∈Ω, ρ une fonction à support compact sur
B(z, d(z)

2 ) comprise entre 0 et 1 qui vaut 1 sur B(z,r (z) = d(z)
4 ), où d(z) est la distance de

z au bord de Ω. On a :

u(z) = 〈F,ρK (z,ξ)〉+〈F, (1−ρ)K (z,ξ)〉.

Puisque F étend f au sens des courants, posons u1(z) = 〈F,ρK (z,ξ)〉 =
∫

z∈Ω
ρ f ∧

K (z,ξ).
u1 est une forme de classe C∞ sur Ω ; donc admet une valeur au bord au sens des

courants.
Posons u2(z) = 〈F, (1−ρ)K (z,ξ)〉. Puisque l est l’ordre du courant F qui prolonge f ,

on a :

u2(z) ≤ C‖(1−ρ)K (z,ξ)‖l ,Ω

≤ C‖(1−ρ)K (z,ξ)‖l ,Ω\B(z,r (z))

≤ sup
ξ∈Ω\B(z,r (z))

C ′

|ξ− z|2n−1+l
+des termes moins

mauvais

≤ sup
ξ∈Ω\B(z,r (z))

C ′′

|ξ− z|2n−1+l

≤ sup
ξ∈Ω\B(z,r (z))

C ′′

|ξ− z|2n−1+l

≤
C ′′′

d(z)2n−1+l
.
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Donc u2 est une forme à croissance polynomiale sur Ω ; elle admet alors une valeur au
bord au sens des courants d’après la proposition 3.2.1.
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Deuxième partie

Plongement de structures CR de fibrés

en tores T2 sur S1
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Chapitre 4

Stuctures CR

4.1 Structures CR abstraites

4.1.1 Définition

Soit M une variété différentiable réelle de classe C∞ et de dimension m. Soit n ∈N

avec 1 ≤n ≤ [m/2] où [m/2] désigne la partie entière de m/2. Soit T M⊗C le complexifié
du fibré tangent à M i.e

T M ⊗C=
{
u ⊗1+v ⊗

p
−1, u, v ∈T M

}
.

Par abus d’écriture on met u +
p
−1v à la place de u ⊗1+v ⊗

p
−1.

Définition 4.1.1

Une structure presque CR complexe abstraite de type (n,d) sur M est la donnée d’un sous-
fibré complexe T 10M de rang n du fibré tangent complexe T M ⊗C à M, tel que l’on ait
T 10M ∩T 01M = 0 où T 01M désigne le conjugué complexe T 10M. Les entiers n et d =
m −2n sont respectivement la dimension et la codimention C R de la structure presque
C R et (n,d) est son type. Ainsi (M ,T 10M) est appelée variété presque C R de type (n,d).

Remarque 4.1.2

Une variété presque C R de type (n,0) (i.e m = 2n) est une variété presque complexe.

Soit E −→ M un fibré vectoriel, notons par Γ(U ,E ) l’espace des sections transver-
sales dans E de classe C∞ définies sur l’ouvert U ⊂ M , et parΓ(E ) pourΓ(M ,E ) (l’espace
des sections lisses globalement définies). Ainsi Ex est la fibre au dessus de x ∈ M .

Définition 4.1.3

Une structure presque C R abstraite complexe T 10M sur M de type donné est dite (formel-
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lement) intégrable si pour tout sous-ensemble U ⊂ M,

[Γ(U ,T 10M);Γ(U ,T 10M)] ⊂ Γ(U ,T 10M); (4.1.1)

c’est à dire pour tout Z ,W ∈Γ(U ,T 10M),
[Z ,W ]x ∈T 10Mx , pour tout x ∈U .
Une structure presque CR complexe abstraite (formellement) intégrable de type (n,d)

est appelée structure C R complexe abstraite de type (n,d) et dans ce cas (M ,T 10M) est
appelée variété CR abstraite de type (n,d). Les structure CR de type (n,0) sont exactement
les structures complexes.

Définition 4.1.4

La distribution de Levis d’une variété presque CR abstraite (M ,T 10M) de type (n,d) est le
sous fibré H M ⊂ T M de rang réel 2n défini par :

H M =Re(T 10M ⊕T 01M).

H M est aussi appelée distribution complexe maximale ; elle porte l’application stucture
complexe Jb : H M −→ H M donnée par Jb(V +V ) = i (V −V ) pour tout V ∈ T 10M avec
i =

p
−1.

Proposition 4.1.5 ([33])

Une structure presque CR complexe T 10M est intégrable si et seulement si

[Jb X ,Y ]+ [X , Jb Y ] ∈Γ(U , H M) (4.1.2)

[Jb X , JbY ]− [X ,Y ] = Jb([Jb X ,Y ]+ [X , Jb Y ]) (4.1.3)

pour tout X ,Y ∈ Γ(U , H M).

Remarque 4.1.6

Dans le cas d’une structure presque complexe (i.e 2n = m) Jb est définie sur T M et la
condition 4.1.2 précédente est réalisée ; ce qui n’est pas le cas si 2n < m.

Définition 4.1.7 (Structure presque CR réelle)
Une structure presque CR réelle abstraite de type (n,d) sur M est la donnée d’un sous-fibré
H ⊂ T M de rang 2n et d’une structure presque complexe J sur H. On la note (H , J ).

Définition 4.1.8

Une structure CR réelle abstraite de type (n,d) sur M est une structure presque CR (H , J )
qui est formellement intégrable ; c’est à dire qui satisfait les deux conditions suivantes :

[Jb X ,Y ]+ [X , Jb Y ] ∈ Γ(U , H) (4.1.4)

[Jb X , JbY ]− [X ,Y ] = Jb([Jb X ,Y ]+ [X , Jb Y ]) (4.1.5)

pour tout X ,Y ∈ Γ(U , H).
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Proposition 4.1.9

La variété M supporte une structure CR complexe abstraite T 10M si et seulement si elle
supporte une structure CR réelle abstraite (H , J ).

Preuve.

Si T 10M est une srtucture CR complexe abstraite alors d’après la proposition 4.1.5 sa
distribution de Levi H M munie de sa structure presque complexe Jb est une structure
CR réelle abstraite.

Supposons maintenant que (H , J ) est une structure CR réelle abstraite et soit H10 =
{X − i J X : X ∈ H} le sous espace correspondant à la valeur propre i =

p
−1 de l’exten-

sion C-linéaire de J à H ⊗C. Soient W1,W2 ∈ H10, alors W1 = X + i J X , W2 = Y + i JY et
on a :

[W1,W2] = [X ,Y ]− [J X , JY ]− i ([J X ,Y ]+ [X , JY ]),
Puisque d’après les relations 4.1.4 et 4.1.5 on a :
[J X ,Y ]+ [X , JY ] = J ([X ,Y ]− [J X , JY ]) ; Donc
[W1,W2] = [X ,Y ]− [J X , JY ]− i J ([X ,Y ]− [J X , JY ]) ∈ H10.

Ainsi si (H , J ) est une structure CR réelle abstraite sur M , alors la distribution de Levi
de la variété presque CR (M , H , J ) est H M = H et sa structure complexe est Jb = J .

Remarque 4.1.10

Soit (M ,T 10M) une structure CR et soit U ⊂ M. Donc Γ(U ,T 10M) et Γ(U ,T 01M) sont
stables par crochet de Lie mais ce n’est pas le cas pour Γ(U , H M ⊗C).
En effet soient V ,W ∈ Γ(U , H M ⊗C) ; puisque
H M ⊗C= T 10M ⊕T 01M, donc
V =V1 +V2 et W =W1 +W2, V1,W1 ∈ Γ(U ,T 10M), V2,W2 ∈Γ(U ,T 01M). On a :

[V ,W ] = [V1,W1]+ [V2,W2]+ [V1,W2]+ [V2,W1]
[V1,W1] ∈ Γ(U ,T 10M) et [V2,W2] ∈ Γ(U ,T01M) d’après la condition d’intégrabilité for-

melle 4.1.1, donc
[V1,W1], [V2,W2] ∈Γ(U , H M ⊗C).

Cependant [V1,W2] et [V2,W1] n’appartiennent pas toujours à Γ(U , H M⊗C). Ce qui conduit
à la définition suivante :

Définition 4.1.11

Une structure CR (M ,T 10M) est dite Levi-plâte si une quelconque des deux sections
Γ(U , H M ⊗C) et Γ(U , H M) est stable par Crochet de Lie.
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4.1.2 Forme de Levi d’une structure CR abstraite

Soit (M ,T 10M) une variété CR de type (n,d), 1 ≤ d ≤ m −2.
Considérons l’annulateur E de H M dans le fibré cotangent T ∗M de M . E est un

sous fibré réel de rang d de T ∗M . On a :
E =

{
α ∈T ∗M : α(X ) = 0,∀X ∈ Γ(M , H M)

}

Ex =
{
α ∈T ∗

x M : ker(α) ⊇ Hx M
}

est la fibre de E au dessus de x ∈ M . Ici T ∗
x M est la

fibre de T ∗M au dessus de x. On a E =
T M∗

H M∗ ≃
( T M

H M

)∗
≃

T M

H M

Définition 4.1.12

Soit (M ,T 10M) une structure CR et soit αx ∈ Ex . Soient Lαx et Gαx définies respectivement
sur Γ(M ,T 10

x M)2 et Γ(M , Hx M)2 par :

Lαx (z, w) = iαx ([Z ,W ]x ) =−idα(Z ,W ) (4.1.6)

où Z , W et α sont des extensions quelconques de z, w et αx . Ici αx est étendue à
Tx M ⊗C.

Gαx (u, v) = dαx (u, Jb v) =−α([U , JbV ]) (4.1.7)

où U , V et α sont des extensions quelconques de u, v et αx .
Lαx et Gαx sont appelées forme de Levi dans la codirection αx respectivement de la

structure CR complexe et de sa structure réelle associée.

Remarque 4.1.13

Lαx et l’extension C-linéaire de Gαx à Hx M ⊗C coincident sur T 10
x M ⊗T 01

x M.
Gαx (Jb v, Jb v) = Gαx (v, v) ; Ainsi la forme quadratique associée à Gαx est une forme

hermitienne pour la structure complexe de Hx M définie par Jb .

Un calcul simple nous donne la proposition suivante :

Proposition 4.1.14

Une structure CR est Levi-plâte si et seulement si pour tout αx , Lαx ≡ 0 (ou de manière
équivalente Gαx ≡ 0).

Rappel 4.1.15 (Quelques résultats d’Algèbre Bilinéaire)
Soit (p+, p−) la signature de la forme quadratique associée à la forme de Levi Lαx .

– On dit que Lαx est non dégénérée si p++p− = n. De ce fait la variété CR M est non
dégénérée si et seulement si Lαx l’est pour tout x ∈ M.

– On dit que Lαx est positive (respect. négative) si p− = 0 (respect. p+ = 0).
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– On dit que Lαx est définie positive si elle est positive et non dégénérée (i.e p+ = n).
– On dit que Lαx est définie négative si elle est négative et non dégénérée (i.e p− = n).

Ces notions sont aussi valables avec la forme quadratique associée à Gαx .

Définition 4.1.16 (Pseudoconvexité)

1. On dit qu’une variété CR est strictement pseudoconvexe (respect. strictement pseu-
doconcave) en x si pour tout αx ∈ Ex , Lαx est définie positive (respect. définie néga-
tive). Si la variété CR M est strictement pseudoconvexe en tout point x ∈ M, alors
on dit que M est strictement pseudoconvexe.

2. On dit qu’une variété CR M est q-convexe (respect. q-concave) en x ∈ M, 0 ≤ q ≤ n
si pour tout αx ∈ Ex , la signature de Lαx est (p+, p−) avec p+ ≥ q (respect. p− ≥ q).

Remarque 4.1.17

1. Si une variété CR dégénérée de type hypersurface est q-convexe (ou q-concave)
pour q > 0 , alors sa distribution de Levi est une distribution d’hyperplans appelée
feuilletact.

2. Si la variété CR M est non dégénérée, alors elle est q-convexe si et seulement si elle
est (n −q)-concave.

4.2 Structure pseudo-hermitienne

Ici nous supposons que la structure CR (M ,T 10M) est de type hypersurface.

4.2.1 Variété pseudo-hermitienne

Considérons toujours l’annulateur E de H M dans le fibré cotangent T ∗M de M .
Puisque M est orientable et H M est orientée par sa structure complexe Jb , donc E est
un fibré en droite orientable sur une variété connexe, donc il est trivial. Ainsi il existe
une section θ ∈ Γ(E ) globalement définie qui ne s’annule nulle part. θ est appelée struc-
ture pseudohermitienne sur M et on a kerθ = H M . En se référant à la définition 4.1.12,
on définit la forme de Levi Lθ de θ par :

Lθ(Z ,W ) =−idθ(Z ,W ) Z ,W ∈ Γ(M ,T 10M) (4.2.1)

De même on définit Gθ surΓ(M , H M) par Gθ(X ,Y ) = dθ(X , JbY ) =−θ[X , JbY ], pour
tout X ,Y ∈ Γ(M , H M). Gθ est la forme de Levi associée à la structure CR réelle sur M .
Ainsi Lθ et l’extension C-linéaire de Gθ à H M ⊗C coincident sur T 10M ⊗T 01M . Donc
pour tout X ,Y ∈ H M ,
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Gθ(Jb X , JbY )−Gθ(X ,Y ) = −dθ(Jb X ,Y )−dθ(X , JbY )

= θ([Jb X ,Y ])+θ([X , Jb Y ])

= θ(Jb[X ,Y ]− [Jb X , JbY ]) d’après 4.1.3.

Puisque θ ◦ Jb = 0, donc Gθ(Jb X , JbY ) =Gθ(X ,Y ) pour tout X ,Y ∈ H M . Ainsi Gθ est
symétrique.

Remarque 4.2.1

Si θ et θ̂ = λθ (avec λ une fonction de classe C∞ sur M) sont deux structures pseudo-
hermitiennes, alors d θ̂ = dλ∧θ+λdθ. Puisque kerθ = H M, alors l’extension C-linéaire
de θ s’annule sur T 10M et T 01M. Ainsi, Lθ̂ = λLθ. De ce fait Lθ̂ est nondégénérée si et
seulement si Lθ̂ est non dégénérée. Ainsi la non dégénéréscence est une propriété d’inva-

riance CR ; c’est à dire qu’elle est invariante par la transformation θ̂ =λθ. Ce qui n’est pas
le cas pour la stricte pseudoconvexité car si Lθ est définie positive, alors L−θ est définie
négative.

Définition 4.2.2

Soit M une variété CR non dégénérée et θ une structure pseudo-hermitienne fixée sur M.
Le couple (M ,θ) est appelé variété pseudo-hermitienne.

Définition 4.2.3

Soit f : M −→ N une application CR et θ et θN deux structures pseudo-hermitiennes sur
M et N respectivement. Alors f ∗θN =λθ, pour un certain λ ∈C∞(M). Si λ ∈R, alors f est
dite pseudo-hermitienne. Si λ= 1 alors f est dite isopseudo-hermitienne.

4.2.2 Direction caractéristique et métrique de Webster

Soit (M ,T 10M) une variété CR et soit θ une structure pseudo-hermitienne sur M
fixée. Puisque (M ,T 10M) est intégrable, on a d’après la linéarité de L par rapport à θ

(qui provient de la relation Lθ̂ =λLθ de la remarque 4.2.1) :
dθ(Z ,W ) =−θ([Z ,W ]) = 0 pour tout Z ,W ∈ Γ(M ,T 10M) ; où dθ et θ sont étendues

C-linéairement à T M⊗C. Nous avons aussi dθ(Z ,W ) = 0, pour tout Z ,W ∈Γ(M ,T 10M).
Cette dernière égalité peut aussi s’obtenir par conjugaison complexe.

Proposition 4.2.4

Si (M ,T 10M) est non dégénérée, alors dθ est non dégénérée sur H M.
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Preuve. Soit X ∈ Γ(M , H M) et soit ıX le produit intérieur avec X . On a : X = Z + Z ,
avec Z ∈ Γ(M ,T 10M) et (ıX dθ)(·) = dθ(X , ·).

supposons que dθ(X ,Y ) = 0 pour tout Y ∈ H M . Pour tout champ de vecteurs Y sur
M , Y ∈ χ(M), on a (ıX dθ)(Y ) = dθ(X ,Y ). Soit ıX dθ l’extensionC-linéaire de ıX dθ ; donc
on a dθ(X ,Y ) = 0 pour tout Y ∈Γ(M , H M ⊗C) = Γ(M ,T 10M ⊕T 01M). En particulier :

0= dθ(X ,W ) = dθ(Z +Z ,W )

= dθ(Z ,W )+dθ(Z ,W )

= dθ(Z ,W )

= −iLθ(Z ,W ), ∀W ∈Γ(M ,T 10M).

Donc on a Z = 0. Ce qui entraine que X = 0.

Proposition 4.2.5 ([24], Prop. 1.2)

Il existe un champ de vecteurs T tangent sur M, globalement défini, qui ne s’annule nulle
part tel que : θ(T ) = 1 et ıT dθ = 0. T est transverse à la distribution de Levi H M et est
appelé direction caractéristique de la variété pseudo-hermitienne (M ,θ).

Preuve.

On montre par le lemme suivant qu’il existe T tel que ıT dθ = 0 puis en utilisant le fait
que E est orientable, on en déduit qu’il existe un unique T tel que θ(T ) = 1.

Lemme 4.2.6 ([24], Proposition 1.3) (Résultat d’algèbre linéaire)
Soit V un espace vectoriel réel de dimension (n +1) et H ⊂V un sous-espace vectoriel de
dimension n. Soit ω une forme bilinéaire antisymétrique sur V . Supposons que w est non
dégénérée sur H. Alors il existe v0 ∈V , v0 6= 0, tel que ω(v0, v)=0, pour tout v ∈V .

Soit X ∈ T M et posons Y = X −θ(X )T , alors θ(Y ) = 0 c’est à dire Y ∈ kerθ. Ce qui
entraine :

Proposition 4.2.7 ([24], Prop. 1.4)

Soit (M ,T10M) une variété CR non dégénérée,θ une structure pseudo-hermitienne sur M
et T la direction caractéristique correspondante. Alors T M = H M ⊕RT .

En utilisant la relation T M = H M ⊕RT , on peut étendre Gθ en une métrique semi-
riemannienne gθ sur M appelée métrique de Webster.
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Définition 4.2.8

Soit (M ,θ) une variété pseudo-hermitienne, Gθ : H M2 −→ R, telle que Gθ(·, ·) = dθ(·, Jb ·)
et T la direction caractéristique correspondante. On appelle métrique de Webster de (M ,θ),
la métrique semi-riemannienne gθ sur M, gθ : T M = H M ⊕RT −→R avec :

gθ(X ,Y ) =Gθ(X ,Y ), gθ(X ,T ) = 0 et gθ(T,T ) = 1 pour tout X ,Y ∈ H M.

Remarque 4.2.9

1. gθ est une extension à M de Gθ.

2. Si (M ,T10M) est non dégénérée, alors la signature (r, s) de Lθx ne dépend pas de
x ∈ M. Ainsi puisque Lθx et L(λθ)x ont même signature, λ ∈ R

∗, alors (r, s) est un
invariant CR. De plus puisque dimM = 2(r+s)+1, donc la signature de la métrique
de Webster gθ est (2r +1,2s).

3. Si (M ,T10M) est une structure CR strictement pseudo-convexe (i.e θ est telle que Lθ

est définie positive), alors gθ est une métrique riemannienne.

Proposition 4.2.10

Soit πH : T M = H M ⊕RT −→ H M, la projection sur H M. Soit πHGθ le tenseur de type
(0,2) défini par (πHGθ)(X ,Y ) =Gθ(πH X ,πH Y ), pour tout X ,Y ∈ T M. Alors la métrique
de Webster peut s’écrire : gθ =πHGθ+θ⊗θ.

Preuve.

gθ(X ,Y ) = (πHGθ)(X ,Y )+θ⊗θ(X ,Y ) = (πHGθ)(X ,Y )+θ(X )θ(Y ).
– Si X ,Y ∈ H M , alors θ(X ) = θ(Y ) = 0 et gθ(X ,Y ) = (πHGθ)(X ,Y ) =Gθ(πH X ,πH Y ) =

Gθ(X ,Y ).
– Si X ∈ H M et Y = T , θ(X )θ(T ) = 0 et gθ(X ,Y ) =Gθ(πH X ,πH T ) =Gθ(X ,0) = 0.
– Si X = T = Y , alors (πHGθ)(T,T ) = Gθ(πH T,πH T ) = Gθ(0,0) = 0 et gθ(T,T ) =

θ(T )θ(T ) = 1×1 = 1.

Remarque 4.2.11

gθ n’est pas un invariant CR. En effet si θ̂ = λθ est une structure pseudo-hermitienne, on
a : Gθ̂ =λGθ ; θ̂⊗ θ̂ =λ2θ⊗θ et πHGθ̂ =λπHGθ.

4.3 Structures CR plongeables

Soit X une variété complexe de dimension complexe N et M ⊂ X une sous-variété
de dimension réelle m. Posons T 10M = T 10X ∩ (T M ⊗C) où T 10X est le fibré tangent
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holomorphe à X . C’est à dire que localement T 10X est engendré par

{
∂

∂z j
; 1≤ j ≤ N

}
,

où (z1, · · · , zN ) sont des coordonnées complexes locales sur X . Les vecteurs de T 10
x M

sont appelés vecteurs tangents holomorphes à M en x ∈ M . Ce sont les vecteurs de
T 10

x X qui sont tangents à M en x.
Posons Hx M = Tx M∩ J (Tx M) où J est la structure complexe naturelle sur Tx X . L’ap-

plication ϕ qui à tout z ∈ T 10
x M associe sa partie réelle réalise un isomorphisme de

T 10
x M dans Hx M . Soit J1 la structure complexe naturelle sur T 10

x M , alors on a Jbx =
ϕ◦ J1◦ϕ−1 où Jbx : Hx M −→ Hx M avec Jbx (v+ v̄) = i (v− v̄). Donc ϕ transforme la struc-
ture complexe J1 en la structure complexe Jbx (qui est la structure complexe naturelle
sur Hx M induite par J ).

En générale la dimension complexe de T 10
x M dépend de x ∈ M . Cependant si

dimC T 10
x = n est constante, puisque T 10X est une structure complexe sur X (donc CR

de type (N ,0)), alors (M ,T 10M) est une variété CR de type (n,d = m −2n).

Définition 4.3.1

On appelle sous-variété CR de type (n,d) de X toute sous-variété différentiable M, dimM =
2n +d, telle que dimC T 10

x M = n est constante pour tout x ∈ M. Si de plus d = 2N −m,
avec m = dim M et N = dim X alors on dit que la sous-variété CR M de X est générique.

Exemple 4.3.2

Toute hypersurface réelle de X est une sous-variété CR générique.

Soit M une sous-variété CR de type (n,d) d’une variété complexe X , alors pour
tout ouvert local U ⊂ X , on a : M ∩U =

{
z ∈U | ρ1(z) = ·· · = ρd = 0

}
où ρ1, · · ·ρk sont

des fonctions différentiables telles que : dρ1 ∧ ·· · ∧dρd 6= 0 sur M . Le fibré T 10M est
alors

⋂

1≤ j≤d
ker(∂ρ j ) où ∂ρ j est considérée comme une forme linéaire sur T 10X . Soit

N M le fibré normal de M ; si x ∈ M alors Nx M est l’orthogonal de Tx M dans l’es-
pace réel Tx X , c’est à dire l’espace vectoriel réel engendré par les ∇ρ j (z), 1 ≤ j ≤ l où

∇=
( ∂

∂z̄1
; · · · ;

∂

∂z̄N

)
.

La forme de Levi LM (x) de M en x est la forme hermitienne définie sur T 10
x M et à

valeurs dans Nx M qui est donnée par :
LM (x) · t = iπx (J [L; L̄]z ) pour tout t ∈ T 10

x M
où πx est la projection orthogonale de Tx X sur Nz M , où L est n’importe quel champ

de vecteurs holomorphes tangent vérifiant Lz = t et où J est la structure complexe na-
turelle sur X . Si ν ∈ Nz M , on définit sur T 10

z M , la forme de Levi de M dans la direction
ν par la formule :
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LM ,ν(z) · t =< ν,LM (z) · t >, où < ·, · > désigne la forme hermitienne usuelle sur X .
On remarquera que LM ,ν joue le même rôle que la forme de Levi dans une codirection
qu’on définirait si M était considérée comme variété CR abstraite.

Lorsqu’en un point z de M , le système (∇ρ1; · · · ;∇ρk ) est orthonormé, on vérifie que
pour tout t ∈T 10

z M :

LM ,ν(z) · t =
∑

1≤ j≤d

< ν;∇ρ j (z) >Lρ j · t

:= Lρ,ν(z) · t où ρ = (ρ1; · · · ;ρd );

ici Lρ j (z) · t =
∑

1≤a,b≤n

∂2ρ j

∂za∂z̄b
(z)ta t̄b est appelée forme de Levi de ρ j en z.

Notons que ces expressions sont intrinsèques.

Remarque 4.3.3

Si M est CR, alors la condition dρ1 ∧ ·· · ∧dρd 6= 0 sur M est équivalente à la condition
∂ρ1 ∧·· ·∧∂ρd 6= 0 sur M qui est équivalente à la condition ∂ρ1 ∧·· ·∧∂ρd 6= 0 sur M.

Définition 4.3.4

Soient (M ,T 10M) et (N ,T 10N ) deux variétés CR abstraites de types donnés. Une applica-
tion f : M → N de classe C∞ est dite CR si on a : (dx f )(T 10

x M) ⊂ T 10
f (x)N, pour tout x ∈ M

où dx f est l’extension C-linéaire à Tx M ⊗RC de la différentielle de f en x.
En particulier une application f : M → C

N est CR si f∗(T 01M) est un sous-fibré du

fibré complexe engendré par les champs
∂

∂z̄1
; · · · ;

∂

∂z̄N
. Ceci équivaut à Z f = 0 pour tout

Z ∈ T 10M ; ces équations sont dites de Cauchy-Riemmann tangentielles et sont notées
par ∂̄b f = 0

Exemple 4.3.5 Les applications holomorphes sont des applications CR.

Proposition 4.3.6

Soit (M ,T 10M) et (N ,T 10N ) deux variétés CR de types donnés. Si f : M −→ N est une
application de classe C∞, alors f est CR si et seulement si

(dx f )(Hx M) ⊂ H f (x)N et (dx f )◦ (Jb,x ) = (J N
b, f (x))◦ (dx f ) pour tout x ∈ M.

Ici Hx M désigne la fibre au dessus de x et J N
b l’application structure complexe sur la dis-

tribution de Levi H N de N.

Définition 4.3.7

Soit (M ,T 10M) et (N ,T 10N ) deux variétés CR de types donnés. On dit qu’une application
f : M −→ N est un isomorphisme CR (ou une équivalence CR) si f est un CR difféomor-
phisme de classe C∞.

On dit qu’un CR isomorphisme est une isotopie si elle est homotope à l’identité.

41



Définition 4.3.8

Soit (M ,T10) une variété CR abstraite.

1. On dit que (M ,T 10M) est CR plongée si M est une sous-variété CR de CN .

2. On dit que (M ,T 10M) est localement plongeable si tout point x ∈ M possède un
voisinage pour lequel (M ,T 10M) est CR isomorphe à une variété CR plongée. Si le
CR isomorphisme est global alors on dit que (M ,T 10M) est plongeable.

Définition 4.3.9

Un plongement CR est un plongement qui est une application CR. Un plongement CR de
M dans X est dit générique si la dimension complexe de la variété complexe X est n +d,
où (n,d) est le type de la structure CR de M. Dans ce cas X est dit voisinage tibulaire de
M.

Remarque 4.3.10

i : M −→C
N est un plongement CR si et seulement si la structure CR de M est induite par

la structure complexe sur CN .

Théorème 4.3.11

Soit (M ,T 10M) une structure CR de type (n,d). Alors (M ,T 10M) est plongeable si et seule-
ment si il existe un plongement lisse i : M → C

N satisfaisant l’une des trois conditions
équivalentes suivantes :

(i) i est un plongement CR ;

(ii) les composantes de i sont des fonctions CR ;

(iii) i∗(T 01M) est un sous-fibré de rang n du fibré complexe engendré par les champs
∂

∂z̄1
; · · · ;

∂

∂z̄N
.

Si de plus le plongement i est générique, alors (M ,T 10M) est dite génériquement plon-
geable.

Preuve. Si M est plongeable, alors M est CR isomorphe à une sous-variété CR de
C

N . Donc il existe un CR isomorphisme i : M → i (M) ⊂C
N . Ce qui implique que :

di (x)(T 10
x M) = T 10

i (x)(i (M)) ⊂ T 10
i (x)C

N . Donc i : M →C
N est un plongement tel que i∗(T 01M)

est un sous-fibré du fibré complexe engendré par les champs
∂

∂z̄1
; · · · ;

∂

∂z̄N
. D’où i est

un plongement CR. Réciproquement si i : M →C
N est un plongement CR, alors

di (x) : Tx M → Ti (x)(i (M)) est un isomorphisme et i (M) est une sous-variété CR de C
N .

D’où M est plongeable.
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Chapitre 5

Structures métriques de contact

5.1 Remplissage des variétés de contact

5.1.1 variétés de contact

Définition 5.1.1

Soit M2n+1 une variété différentiable réelle de dimension 2n + 1 et D une distribution
d’hyperplans sur M. On dit que D est une structure de contact si pour toute forme locale
η telle que kerη = D, on a η∧ (dηn) 6= 0. Le couple (M ,D) est alors appelé variété de
contact.

Si (M ,D) est une variété de contact alors M est (localement) orientée par la forme vo-
lume η∧ (dηn), où kerη=D.

Proposition 5.1.2

(M ,D) est une variété de contact si et seulement si pour toute forme locale η définissant
D, la restriction de dη(x) à D(x) est non dégénérée pour tout x ∈ M.

Preuve.

En tout point x ∈ M , on a Tx M = kerη(x)⊕dη(x). Si on note e un vecteur générateur de
ker dη(x) et B une base de D = kerη(x), alors η(x)∧ (dη(x))n(e,B) = η(x)(e)(dη)n(B).
Le résultat découle du fait que η(x)(e) 6= 0.

Ainsi par opposition au théorème de frobénius on obtient qu’une structure de contact
D est une distribution non completement intégrable d’hyperplans c’est à dire que pour
toutes sections X et Y de D, le crochet de Lie [X ,Y ] n’est pas une section de D. Notons
qu’un champ X est une section de D si et seulement si η(X ) = 0.
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Définition 5.1.3

Soit (M ,D) une variété de contact et soit η une forme locale définissant D.

1. On dit que η est une forme de contact si η est globalement définie ; et dans ce cas D

sera appelée distribution de contact.

2. On dit que (M ,D) est coorientable si le fibré en ligne
⋃

x∈M

Tx M

D(x)
=

T M

D
est orientable.

Proposition 5.1.4

Une variété de contact (M ,D) est coorientable si et seulement si D est une distribution de
contact.

Si η est une forme de contact de structure de contact D = kerη alors la variété de
contact (M ,D) sera encore notée (M ,η).

Remarque 5.1.5

Si η est une forme de contact et si n est impaire, alors le signe de η∧dηn , par rapport
à une orientation de M ne dépend pas du choix de α. Nous dirons que la structure de
contact est positive (respect. négative) si ce signe est + (respect. -).

Définition 5.1.6

1. On dit que deux variétés de contact (M ,ηM ) et (N ,ηN ) sont contactomorphes (on
écrit (M ,ηM ) ≃ (N ,ηN )) s’il existe un difféomorphisme f : M −→ N tel que ηN =
f∗ηM .

2. On dit que deux structures de contact η et η′ sur M sont isotopes ou équivalentes,
s’il existe une famille (ηt ) de structures de contact sur M telle que η0 = η et η1 = η′.

Un théorème de Gray donne que les isotopies de contact sur les variétés fermées
peuvent être réalisées sous forme d’isotopies ambiantes c’est à dire que si η et η′ sont
isotopes, alors il existe une famille lisse ft de difféomorphismes tels que ( ft )∗η= ηt .

Exemple 5.1.7

DansR2n+1, muni des coordonnées locales (x1, · · · , xn , y1, · · · , yn , z), on a la forme de contact

ηS := d z −
n∑

i=1
y i d xi . On pose DS = kerηS

Théorème 5.1.8 (Théorème de Darboux)
Les structures de contact n’ont pas d’invariants locaux, c’est à dire que si (M ,D) est une
variété de contact, alors pour tout point p de M, il existe un ouvert U contenant p tel que
(U ,D|U ) ≃ (R2n+1,DS ).
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Ainsi le problème de déterminer si deux structures de contact sont les mêmes ou
pas vient des propriétés globales de leurs distributions d’hyperplans.

Dans la suite on suppose que les variétés sont orientées et que les structures de
contact coorientées.

Définition 5.1.9 (Champ de Reeb)
Soit η une forme de contact sur une variété M. On appelle champ de Reeb associé à η,
l’unique champ de vecteurs ξ vérifiant : η(ξ) = 1 et ξıdη := dη(ξ, ·) = 0.

Remarque 5.1.10

1. De la définition du champ de Reeb et de la relation Tx M = kerη(x) ⊕ dη(x), on
obtient la relation T M =D⊕Rξ où Rξ= {λξ : λ ∈R}.

2. La distribution de contact D est ξ-invariante au sens où si un champ de vecteurs X
est une section de D alors le crochet de Lie [ξ, X ] est aussi une section de D.

Exemple 5.1.11

1. (R3,DS ), ηS = d z − yd x et ξ= ∂z := ∂
∂z .

2. Toute variété pseudo-hermitienne (M ,θ) strictement pseudoconvexe est une variété
de contact de forme de contact η = θ, de distribution de contact D = H M et de
champ de Reeb la direction caractéristique T de (M ,θ).

5.1.2 Variétés symplectiques

Définition 5.1.12

Une variété W lisse est dite symplectique si elle est munie d’une 2-forme différentielle
fermée et non dégénérée w appelée forme symplectique.

La condition w non dégénérée force la dimension de W à être paire car une forme
différentielle est antisymétrique.

Dire que w est non dégénérée équivaut à dire que l’application w : T M −→T ∗M, qui
à X associe w(X ) = ıX w = w(X , ·) est un isomorphisme.

Définition 5.1.13

Soit X un champ de vecteurs sur une variété symplectique (W , w). On dit que X est un
champ de Liouville si LX w = w.

Remarque 5.1.14

D’après la formule de Lie-Cartan on a LX w = d(ıX w)+ ıX (d w). Puisque d w = 0 donc X
est de Liouville si et seulement si d(ıX w) = w.
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Soit (W , w) une variété symplectique à bord avec dimW = 2N ; Alors le bord ∂W est
orienté par la forme volume ıY w N où Y est n’importe quel champ de vecteurs défini le
long du bord ∂W et dirigé vers l’extérieur (ici W est orientée par la forme volume w N

positive).
On généralise cela par le fait que ıX w N oriente toute hypersurface transverse au

champ X . Si X est le champ de Liouville (d(ıX w) = w), alors on a :
ıX w ∧ [d(ıX w)]N−1 = ıX w ∧w N−1 = ıX w N .

Or ıX w 2 est une forme volume sur toute hypersurface transverse à X . Donc ıX w est une
forme de contact sur toute hypersurface M transverse à X (X n’est nulle part tangent à
M). Une tel hypersurface est dite de type contact.

Définition 5.1.15

Soit (W , w) une variété symplectique et soit J la structure presque complexe naturelle sur
W . On dit que J est w-compatible si pour tout champ de vecteurs X1 et X2 sur W , on a :
w(J X1, J X2) = w(X1, X2) et w(X1, J X1) > 0 si X1 6= 0.

Proposition 5.1.16

L’espace J (w) des structures presque complexes w-compatibles sur une variété symplec-
tique (W , w) est non vide et contractile lorsqu’on le munit de la topologie induite par celle
de l’espace des endomorphismes de T W .

Preuve. Elle découle de [[29],Proposition 1.3.10] où H. Geiges a montré que l’espace
des structures presque complexes w-compatibles sur un espace vectoriel symplectique
(V , w) est non vide et contractile lorsqu’on le munit de la topologie induite par celle des
endomorphismes de V .

Définition 5.1.17

Etant donné J ∈J (w), on définit un produit hermitien h sur W en posant :
h(X1, X2) = w(X1, X2)+

p
−1w(X1, J X2),

pour tout X1, X2 ∈T WC =
{
(a+

p
−1b)X = aX +b J X | a,b ∈R, X ∈ T W

}
.

(W ,h) est appelée variété presque kählerienne. On verifie que dh = 0.
Si J est intégrable alors (W ,h) est une Kählerienne, i.e une variété complexe munie

d’une forme hermitienne fermée.

Définition 5.1.18

Soit (W , w) une variété symplectique, on appelle forme de Liouville de (W , w), la forme de
Liouville du fibré cotangent T ∗W , c’est à dire la forme λ : T (T ∗W ) −→ C∞(W ) telle que
λα(Xα) =α(π′(Xα)), Xα ∈ TαT ∗W , α ∈ T ∗W , où π : T ∗W −→ W , la projection naturelle
et π′ = π∗ = dπ : T (T ∗W ) −→ T W . Sa dérivée extérieure dλ est non dégénérée et définit
donc une forme symplectique sur T ∗W .
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Dans un système de coordonnées adaptées, c’est à dire compatible avec la trivialisa-
tion locale du fibré, cette forme de Liouville s’écrit

∑
i pi d qi et on a dλ=

∑
i d pi ∧d qi .

5.1.3 Remplissage des variétés de contact

Définition 5.1.19 ([45])

Une variété complexe X à bord bX strictement pseudoconvexe est une variété réelle à
bord de dimension 2n satisfaisant aux conditions suivantes :

1. L’interieur Int(X )=X \ bX a une structure complexe intégrable ;

2. Pour chaque x ∈ bX , il existe un voisinage U dans X , un domaine strictement pseu-
doconvexe D ⊂ C

n à bord lisse et un difféomorphisme h de U vers un sous-ouvert
h(U ) ⊂ D relativement compact tel que h(∂U ) ⊂ ∂D et h est biholomorphe de U
vers Int(D).

De cette définition, on déduit

Conséquence 5.1.20

La structure complexe induit une structure CR intégrable sur le bord bX . De plus si bX
est compact, il existe une fonction définissante ϕ : X −→ (−∞;c] telle que bX =

{
ϕ= c

}
,

avec les propriétés suivantes :

1. La forme de Levi de ϕ est définie positive sur l’espace tangent holomorphe de bX ;

2. ϕ est strictement plurisousharmonique sur
{
c0 <ϕ< c

}
.

On peut supposer que c0 < 0 < c et que 0 est une valeur régulière de ϕ et considérer un
domaine strictement pseudoconvexe Ω=

{
ϕ< 0

}
.

Exemple 5.1.21

Soit X une variété complexe strictement pseudoconvexe et f : X −→ R une fonction d’ex-
haustion spsh. Si Xa est un niveau régulier de f , alors Xa est une hypersurface strictement
pseudoconvexe de X et le sous-ensemble compact X≤a :=

{
x ∈ X | f (x) ≤ a

}
est une va-

riété complexe compacte strictement pseudoconvexe à bord bX≤a = Xa . D’après [53], Pro-
position 2.4 le fibré tangent complexe T Xa ∪ J (T Xa) de Xa est la distribution de contact
d’une structure de contact naturellement orientée sur Xa . Si X est de stein alors X≤a est
dite variété de Stein compact à bord Xa .

Définition 5.1.22

Une variété de contact (M ,η) est dite holomorphiquement remplissable si elle est contac-
tomorphe au bord bX d’une variété compact complexe strictement pseudoconvexe X . Si
X est de Stein, (M ,η) est dite Stein remplissable.
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Proposition 5.1.23 ([15])

Toute variété de dimension 3 holomorphiquement remplissable est necessairement Stein
remplissable

Définition 5.1.24 ([25])

Soit (M ,D = ker(η)) une variété de contact.

1. M est dite faiblement symplectiquement remplissable s’il existe une variété sym-
plectique (W , w) à bord bW = M et w|D > 0.

2. M est dite fortement symplectiquement remplissable s’il existe une variété symplec-
tique (W , w) à bord bW = M et dη = w|D . La relation dη = w|D signifie que M est
du type de contact c’est à dire que (W , w) admet un champ de Liouville X au voisi-
nage de M pointé vers l’extérieur le long de M et tel que D = ker(ıX w|M ).

Définition 5.1.25

Une structure de contact D = kerη sur M est dite tendue si il n’existe aucun disque plongé
D ⊂ M tel que sa frontière ∂D est tangente à D cependant que D est transverse à D le long
du bord.

Proposition 5.1.26

remplissage holomorphe =⇒ remplissage symplectique fort =⇒ Remplissage symplec-
tique faible =⇒ tendue.

Preuve. Par définition on a remplissage symplectique fort=⇒ remplissage symplec-
tique faible. D’après un théorème d’Eliashberg et Gromov, dans [26], on a remplissage
symplectique faible=⇒ tendue. Soit (M ,D) une variété de contact holomorphiquement
remplissable. Alors M peut être réalisée comme bord strictement pseudoconvexe d’une
variété complexe compacte X . Donc il existe une fonction d’exhaustion spsh f : X →R

telle que M = Xa est un niveau régulier de f . Soit, comme dans le chapitre 1, w f = dα f

avec α f =−d c f ; Alors w f est une forme symplectique sur X et α f |M = 0 est une équa-
tion de D avec ici D = T M ∩ J (T M), où J est la structure complexe naturelle sur X .
Donc (X≤a , w f ) est une variété symplectique à bord bX≤a = M . Ainsi (M ,D) est forte-
ment symplectiquement remplissable.

5.2 Variétés métriques de contact

5.2.1 Variétés métriques de contact

Définition 5.2.1

Soit M une variété de classe C∞ et de dimension 2n+1. Une structure presque de contact
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sur M est la donnée (φ,ξ,η) où φ : T M −→ T M est un champ de tenseur de type (1,1),
ξ ∈ χ(M) est un champ de vecteurs sur M et η une 1-forme sur M avec

φ2 =−I +η⊗ξ, φξ= 0, ηξ= 1 et η◦φ= 0.

Remarque 5.2.2

La relation φξ= 0 découle directement des relations φ2 =−I +η⊗ξ et ηξ= 1. En effet on
a : φ2ξ=−ξ+η(ξ)ξ=−ξ+ξ= 0.

Définition 5.2.3

Une structure presque de contact (φ,ξ,η) sur une variété M de classe C∞ et de dimension
2n + 1 est dite normale si la structure presque complexe naturelle J sur M ×R, définie

par J
(

X , f
d

d t

)
=

[
φX − f ξ,η(X )

d

d t

]
est intégrable.

En annulant le tenseur de Nijenhuis de J , la condition d’intégrabilité de J équivaut
à :

Nφ+2(dη)⊗ξ= 0 (5.2.1)

où Nφ est la torsion de Nijenhuis de φ ; c’est à dire
Nφ(X ,Y ) =φ2[X ,Y ]+ [φX ,φY ]−φ([φX ,Y ]− [X ,φY ]) ;
Ici 2(dη)⊗ξ(X ,Y ) = 2dη(X ,Y )⊗ξ.

Définition 5.2.4

Une métrique g sur M est dite compatible avec une structure presque de contact (φ,ξ,η)
si : g (φX ,φY ) = g (X ,Y )−η(X )η(Y ), pour tout X ,Y ∈T M. Dans ce cas on dit que (φ,ξ,η, g )
est une structure métrique presque de contact.

Proposition 5.2.5 ([14])

Toute variété presque de contact admet une métrique compatible.

Définition 5.2.6

Soit (M ;η) une variété de contact, D sa distribution de contact. On dit qu’une structure
presque de contact (φ,ξ,η′) sur M est compatible avec la structure de contact si η′ = η, si ξ
est le champ de Reeb de η et si l’endomorphismeφ de T M satisfait les relations suivantes :

dη(φX ,φY ) = dη(X ,Y ) pour tout X ,Y ∈Γ(T M),

et
dη(φX0, X0) > 0 pour tout X0 ∈Γ(D).

Notons par AC (η) l’espace des structures presque de contact compatible avec (M ,η).
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Proposition 5.2.7 ([14], Prop. 6.4.3)

Soit (M ,η) une variété de contact. Alors l’espace des métriques riemanniennes associées
est en correspondance biunivoque avec l’espace des structures presque de contact compa-
tibles AC (η), sur (M ,η).

Ainsi si (φ,ξ,η) est une structure presque de contact compatible avec (M ,η) associée
à une métrique riemannienne g sur M, alors (φ,ξ,η, g ) est appelée structure métrique
presque de contact compatible avec (M ,η).

Définition 5.2.8

Une structure métrique presque de contact compatible (φ,ξ,η, g ) sur une variété de contact
(M ,η) est dite structure métrique de contact si on a :

g (X ,φY ) = dη(X ,Y ) X ,Y ∈Γ(T M);

Et dans ce cas (M ,φ,ξ,η, g ) sera appelée variété métrique de contact et g sera appelée
métrique de contact.

Remarque 5.2.9

Dans une structure métrique de contact (φ,ξ,η, g ) , la métrique de contact g est entière-
ment déterminée par φ et η en posant g = η⊗η+dη(φ·, ·).

Ainsi on a proposition suivante :

Proposition 5.2.10 ([19])

Toute variété de contact est une variété métrique de contact et réciproquement.

Preuve.

Soit (M ,η,ξ) est une variété de contact, alors la restriction de dα à la distribution de
Contact D est une forme symplectique. Soit Jc une structure presque complexe com-
patible avec la forme symplectique dα. Considérons le tenseur φη de type (1,1) sur M
défini par :

φη = Jc sur D et φη(ξ) = 0.
On a bien φ2

η =−ID +η⊗ξ.
On définit une métrique g sur M compatible avec η par :
gη(X ,Y ) = dη(φc X ,Y ), gη(X ,ξ) = 0 et gη(ξ,ξ) = 1 pour tout X ,Y ∈D.
On a bien gη = η⊗η+dη(φc ·, ·).
Réciproquement soit (M ,φ,η,ξ, g ) une variété métrique de contact, alors φ est une

structure presque complexe sur kerη car φ2 =−I +η⊗ξ. Puisque sur kerη, dη(φX ,Y ) =
g (X ,Y ) et dη(φX ,φY ) = dη(X ,Y ) donc dη y est une forme symplectique compatible
avec φ. Le résultat découle alors de la proposition 5.1.2.
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Définition 5.2.11

Une structure métrique de contact (φ,ξ,η, g ) est dite K -contact lorsque ξ est Killing ; i.e
Lξg = 0.

Notons que ξ est killing si et seulement si ξ · g (Y , Z ) = g ([ξ,Y ], Z )+ g (Y , [ξ, Z ]) ; et
dans ce cas, le flot φt de ξ est alors une isométrie de la variété Riemannienne (M , g ).

Soit h le champ de tenseur défini par h = 1
2 Lξφ, alors h est symétrique, verifie les

relations hφ=−φh, hξ= 0 et on a la proposition suivante :

Proposition 5.2.12

(φ,ξ,η, g ) est K -contact si et seulement si h = 0.

Preuve.

Il faut montrer que Lξg = 0 si et seulement si h = 0.
On a :

Lξg (X ,φY ) = ξg (X ,φY )− g ([ξ, X ],φY )− g (X , [ξ,φY ])

=
1

2
ξdη(X ,Y )− g ([ξ, X ],φY )− g (X ,LξφY )− g (X ,φ[ξ,Y ])

=
1

2
dη([ξ, X ],Y )+

1

2
dη(X , [ξ,Y ])−

1

2
dη([ξ, X ],Y )

= −
1

2
dη(X , [ξ,Y ])

= −g (X , (Lξφ)Y ).

Donc on a :

Lξg (X ,φY ) =−g (X , (Lξφ)Y ). (5.2.2)

Si Lξg = 0, alors d’après 5.2.2 Lξφ= 0.
Inversément si Lξφ= 0, alors on a d’abord d’après 5.2.2 Lξg (X ,φY ) = 0. On a besoin

de montrer que Lξg (X ,ξ) = 0, pour tout X .
On a :

Lξg (X ,ξ) = ξg (X ,ξ)− g ([ξ, X ],ξ)− g (X , [ξ,ξ])

= ξη(X )− g ([ξ, X ], Z )

= Lξη(X )+η([ξ, X ])−η([ξ, X ])

= Lξη(X )

= ıξdη(X )+d ıξη(X )

= 0.
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Définition 5.2.13

Une structure Sasakienne est une structure métrique de contact (φ,ξ,η, g ) qui est nor-
male. Si (φ,ξ,η, g ) est une structure Sasakienne, alors g est dite métrique Sasakienne.

Toute variété Sasakienne est K−contact et la réciproque est vraie en dimension 3

Proposition 5.2.14 ([7], Corollaire 6.3)

Toute variété K -contact de dimension trois est sasakienne.

5.2.2 variétés métriques de contact et variétés CR

Proposition 5.2.15

Soit (M ,φ,ξ,η) une variété presque de contact, alors M est naturellement munie d’une
structure presque CR.

Preuve.

Posons H M = kerη et Jb la restriction de φ à H . Soit JCb l’extension C-linéaire de Jb à

H M ⊗C. JCb possède deux valeurs propres i et −i . Ainsi si T10M est le sous-fibré corres-
pondant à la valeur propre i , alors (M ,T 10M) est une structure presque CR.

Définition 5.2.16

Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est un champ de tenseur ∇ de
type (1,2) sur M, tel que ∇(X ,Y ) = ∇X (Y ), qui est C∞(M)-linéaire par rapport à la pre-
mière variable, R-linéaire par rapport à la deuxième et vérifiant la règle de Leibniz :

∇X ( f Y ) = (X f )Y + f (∇X (Y )) ∀X ,Y ∈Γ(M), ∀ f ∈C∞(M). (5.2.3)

On appelle torsion de la connection ∇, le champ de (1,2)-tenseur T sur M tel que :
T (X ,Y ) =∇X Y −∇Y X − [X ,Y ], pour tous champs de vecteurs X et Y sur M.

La courbure de ∇ sur M est le champ de (1,3)-tenseur R sur M tel que :
R(X ,Y , Z ) =∇X∇Y Z −∇Y ∇X Z −∇[X ,Y ] ∀X ,Y , Z ∈ Γ(M).

Définition 5.2.17

Soit (M , g ) une variété riemannienne. On appelle connexion de Levi-Civita, l’unique
connexion ∇ qui soit métrique (i.e ∇X g = 0) et sans torsion (i.e de torsion T nulle).
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La question de caractériser les variétés presque de contact dont la structure presque
CR est intégrable a été posée par S. Tano qui a construit un champ de tenseur Q en
fonction de (φ,ξ,η) tel que Q = 0 si et seulement si T 10M est intégrable.

Proposition 5.2.18 ([61] Proposition 2.1) Soit (M ,φ,ξ,η, g ) une variété métrique presque
de contact. Soit Q le champ de tenseur défini par :

Q(X ;Y ) = (∇X φ)Y −g (X +hX ;Y )ξ+η(Y )(X +hX ), pour tout champ de vecteurs X ,Y

sur M ; où h =
1

2
Lξφ et où ∇ est la connexion de Levi-Civita. Soit T 10M la structure

presque CR provenant de la structure presque de contact (φ,ξ,η). Alors T 10M est inté-
grable si et seulement si Q = 0.

Proposition 5.2.19 ([36])

Soit (M , (φ,ξ,η)) une variété presque de contact. Si M est normale, alors M est munie
d’une structure C R

Lemme 5.2.20 ([51], section 3.1)

Une variété métrique de contact (M ,φ,ξ,η, g ) est CR si et seulement si la condition sui-
vante est satisfaite : φNφ(X ,Y ) = 0, pour tout X ,Y ∈ Γ(D) où Nφ est le tenseur de Nijen-
huis de contact de M. Dans ce cas la variété CR est strictement pseudoconvexe.

Preuve.

Soit D la distribution de contact de la variété métrique de contact (M ,φ,ξ,η, g ) et soit
X ,Y ∈Γ(D). On a :

dη(X ,Y ) = X (η(Y ))−Y (η(X ))−η([X ,Y ]) =−η([X ,Y ]). Ainsi on a :
η([φX ,Y ]+ [X ,φY ]) =−dη(φX ,Y )−dη(X ,φY ) = 0. Ce qui entraine que :
[φX ,Y ]+ [X ,φY ] ∈ Γ(D).
Montrons maintenant que :

[φX ,φY ]− [X ,Y ]−φ([φX ,Y ]+ [X ,φY ]) = 0 ⇐⇒ φNφ(X ,Y ) = 0.
On a :

[φX ,φY ]− [X ,Y ]−
φ([φX ,Y ]+ [X ,φY ]) = Nφ(X ,Y )− (φ2[X ,Y ]+ [X ,Y ]) = 0

= Nφ(X ,Y )−η[X ,Y ]ξ

= Nφ(X ,Y )−dη(X ,Y )ξ

= Nφ(X ,Y )−dη(J X , JY )ξ

= Nφ(X ,Y )−η([J X , JY ])ξ

= Nφ(X ,Y )−η(Nφ(X ,Y )−φ2[X ,Y ]−
φ([φX ,Y ]+ [X ,φY ]))ξ

= Nφ(X ,Y )−η(Nφ(X ,Y ))ξ car η◦φ= 0.
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Donc

[φX ,φY ]− [X ,Y ]−
φ([φX ,Y ]+ [X ,φY ]) = 0 ⇐⇒ Nφ(X ,Y )−η(Nφ(X ,Y ))ξ= 0

⇐⇒ φ(Nφ(X ,Y )−η(Nφ(X ,Y ))ξ) = 0

⇐⇒ φNφ(X ,Y ) = 0 car φ(ξ) = 0.

En dimension trois on a la proposition suivante :

Proposition 5.2.21 ([7])

Toute variété métrique de contact de dimension trois est une variété CR strictement pseu-
doconvexe. Plus précisément, la structure presque CR naturellle sur une variété métrique
de contact de dimension trois, est une structure CR.

Soit maintenant (M ,θ) une variété pseudo-hermitienne de direction caractéristique
T . Soit Jb la structure presque complexe sur la distribution de Levi H M . Soit encore Jb

l’extension de Jb à T M par JbT = 0 et soit gθ la métrique de webster sur M . (M , Jb,T,θ, gθ)
est dite variété CR strictement pseudoconvexe si la forme de Levi Lθ est définie positive.
On a la proposition suivante :

Proposition 5.2.22

Soit (M , Jb ,T,θ, gθ) une variété pseudo-hermitienne strictement pseudoconvexe, alors
(Jb ,−T,−θ, gθ) est une structure métrique de contact sur M.

Preuve.

D’après la proposition 4.2.4, dθ est non dégénérée sur H M . Donc c’est une forme sym-
plectique sur H M , ce qui entraine que θ est une forme de contact sur M . Donc (M ,−θ)
est une variété de contact. On vérifie facilement que son champ de Reeb est−T . D’après
la preuve de la proposition 5.2.10, (M , Jb,−T,−θ, gθ) est une variété métrique de contact.

Ainsi toute variété CR strictement pseudoconvexe est une variété Riemannienne
de contact. Cependant la normalité fait défaut Ce qui nous ammène à introduire une
connexion partculière sur la variété pseudo-hermitienne appelée connexion de Tanaka-
Webster.

Définition 5.2.23

Soit (M , Jb ,T,θ, gθ) une variété CR non dégénérée de type hypersurface. Alors l’unique
connexion métrique ∇T W de torsion T T W déterminée par :
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1. T T W (X ,Y ) = dθ(Jb X ,Y )T =Gθ(X ,Y )T , pour tout X ,Y ∈Γ(H M).

2. T T W (X ,T ) =−1
2 ([T, X ]+ Jb [T, Jb X ]).

est appelée connexion de Tanaka-Webster. Sa torsion pseudohermitienne est le (1,1)-
tenseur τ défini par : τ(X ) = T T W (X ,T ).

Ainsi on a la proposition suivante :

Proposition 5.2.24 ([24])

Soit M une variété CR strictement pseudoconvexe et soit (Jb ,T,θ) la structure presque de
contact associée. Alors (Jb ,T,θ) est normale si et seulement si la connexion de Tanaka-
Webster de (M ,θ) a une torsion pseudo-hermitienne τ qui est nulle.

Soit (M , H M , Jb ) une variété CR et C R(H M , Jb ) le groupe des transformations CR
de M (i.e le groupe des difféomorphismes CR de M). D’après [13] son algèbre de Lie
cr (H M , Jb ) peut être caractérisé par :

cr (H M , Jb ) =
{

X ∈ χ(M) : [X , H M] ⊂ H M , LX Jb = 0
}

. (5.2.4)

Si la variété CR M est strictement pseudoconvexe, alors le groupe C R(H M , Jb ) est
un groupe de Lie.

Proposition 5.2.25

Soit (M ,θ) une variété CR strictement pseudoconvexe de direction caractéristique T . Si
la structure métrique de contact provenant naturellement de (M ,θ) est K -contact, alors
l’algèbre de Lie cr (H M , Jb ) du groupe des transformations CR de M est égale à RT .

Preuve.

Soit (Jb ,−T,−θ, gθ) la structure métrique de contact sur M qui provient naturellement
de (M ,θ) .

Soit X ∈ H M , puisque Gθ est non dégénérée donc on a θ([X ,Y ]) 6=, pour tout Y ∈
H M . Puisque H M = kerθ, donc [X ,Y ] n’appartient pas à H M ; par suite X n’appartient
pas à cr (H M , Jb ).

Soit maintenant α ∈R. Puisque H M est (−T )-invariant, donc on a [αT, H M] ⊂ H M .
Si (Jb ,−T,−θ, gθ) est K -contact, alors LαT Jb = 0. Le résultat découle alors de la caracté-
risation 5.2.4 de cr (H M , Jb ).
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Chapitre 6

Sur le plongement des variétés CR

6.1 Plongement des variétés CR et action de groupes de

Lie

Selon un théorème de Kuranishi, étendu par Akahori et Webster, voir [63], toute va-
riété CR M de type hypersurface avec dim M ≥ 7 est localement génériquement plon-
geable.

Cela s’avère que la condition géométrique qui implique la plongeabilité (qui ne fait
pas référence à la forme de Levi de M) est donnée par la présence d’une action de
groupe transversale. Historiquement les groupes à un paramètre d’action CR ont été
introduits par TANAKA [60].

Soit F une action C∞ d’un groupe de Lie G d’élément neutre 0 sur une variété CR
M de type (n,d) (i.e F (x,0) = x et F (F (x; g1), g2) = F (x; g1 + g2) pour x ∈ M et pour tout
g1, g2 ∈G).

A tout vecteur X0 ∈ T0G , on associe un champ de vecteurs X qui agit sur toute fonc-
tion lisse f sur M par :

X f (x) =
d

d t
|t=0 f (F (x,exp t X0)) avec exp t X0 =φX0 (t ) (6.1.1)

où φX0 est le sous-groupe à un paramètre engendré par le champ de vecteurs inva-
riant i.e φX0 : R−→G avec φX0 (0) = 0 et φX0 (t )φX0 (s)=φX0 (s + t ).

Si f = I d , alors X f = X est le champ de vecteurs induit par X0.
Posons E = {X : X0 ∈T0G}.
Pour tout v ∈G Notons par Fv l’application qui à x ∈ M associe Fv (x) = F (x, v) ∈ M .

Définition 6.1.1 1. L’action C∞ (Fv )v∈G de G sur M est dite C R si Fv est CR pour tout
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v ∈ G ; c’est à dite que la différentielle (Fv )∗ préserve la distribution de Levi H M
ainsi que l’action de Jb sur H M.

2. L’action lisse (Fv )v∈G de G sur M est dite transverse si E est partout transverse à
H M ; ce qui se traduit par Hx M ⊕Ex = Tx M ou de manière équivalente T 10

x M ⊕
T 10

x M ⊕ (Ex ⊗C) = Tx M ⊗RC pour tout x ∈ M.

Remarque 6.1.2

Dans le cas d’une action réelle (Ft)t∈R, son générateur infinitésimal est égal à E =
(dFt

d t

)
t=0

.

On dit que l’action réelle transverse (Ft )t∈R sur M est positive si on a :
1

2i
[Z , Z ] = c(Z )E

modulo H M pour c(Z ) > 0, pour tout Z ∈ T 10M.

Définition 6.1.3 ([17])

Soit G un Groupe de Lie qui opère de manière lisse sur une variété CR M dont la structure
CR T 10M est G-invariante sur M (i.e l’action de G sur M est CR). On dira que T 10M (ou
que M) est invariant par la G-action transverse d’un groupe de Lie, s’il existe une sous-
algèbre p, de dimension finie, de l’algèbre de Lie Γ(T M) des champs de vecteurs C∞ sur
M qui est G-invariante et qui satisfait les deux conditions suivantes :

[p;Γ(T 10M)] ⊂ Γ(T 10M), T 10
x M ⊕T 10

x M ⊕Cp(x) =C⊗R Tx M (6.1.2)

où x ∈ M. Si de plus p est une algèbre commutative, alors la structure CR T 10M sera dite
G-rigide.

Remarque 6.1.4

Les conditions 6.1.2 de la définition 6.1.3 sont équivalentes aux conditions suivantes :

[p;Γ(H M)] ⊂ ΓH M), Hx M ⊕p(x) = Tx M . (6.1.3)

En générale les variétés CR ne permettent pas d’actions de groupes de Lie même
non triviales qui préservent le fibré réel H M qui donne la structure CR réelle. Baouendi,
Rothschild et Treves ont établi le résultat suivant

Proposition 6.1.5 ([6], [5])

Une variété CR est localement génériquement plongeable si et seulement si sa structure
CR est localement invariante sous l’action d’un groupe de Lie transverse.

L. Lempert a globalisé ce résultat pour les variétés CR de dimension trois et dype
hypersurface comme suit :
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Proposition 6.1.6 ([42], théorème 2.1)

Si M est une variété CR de dimension 3 et de type hypersurface, qui admet une action CR
lisse de R qui est transverse, alors M est le bord d’une surface stritement pseudoconvexe
(c’est à dire qu’elle est plongeable).

Remarque 6.1.7 Soit (M ,θ) une variété CR strictement pseudoconvexe et soit (Jb,−T,−θ, gθ)
la structure métrique de contact qui provient de (M ,θ). D’après [13] le champ de Reeb
−T est un champ de Killing si et seulement si −T est une transformation CR infinitési-
male, c’est à dire que le groupe à un paramètre local généré par −T est un groupe local de
transformations CR. Donc d’après la proposition 5.2.25, la structure CR canoniquement
associée à une structure K-contact est localement génériquement plongeable.

Plus récemment on a des résultats qui donnent des conditions suffisantes et néces-
saires de plongement local (générique) en termes d’actions de groupes plus générales
qui ne préservent pas nécessairement la structure CR.

Considérons l’action (Fv )v∈G du groupe de Lie G dans la variété CR M .
Pour tout v ∈V , Posons T 10(v) = F (·, v)∗(T 10M) ⊂ T M⊗C. Le sous-fibré T 10(v) peut

être vu comme un point [T 10(v)] dans la grassmannienne Grx = G(Tx M ⊗C,n) des n
plans dans Tx M ⊗C. Soit Gr le fibré

Gr =
⋃

x∈M
x ×Grx .

Considérons l’application µG : M ×V −→Gr telle que µ(x, v) = [T 10
x (v)] où V est un

voisinage ouvert de 0 dans G .
Si G =R

d , alors Grx est une variété complexe de dimension n(n +d).

Définition 6.1.8 1. On dit que l’action (Fv )v∈Rd est extensible en x ∈ M, s’il existe un
voisinage Ṽ de 0 ∈C

d et une application lisse µ̃ : U ×Ṽ −→Gr telle que µ̃|U×(Ṽ ∩V ) =
µG et µ̃(y, ·) : Ṽ −→Gr y est holomorphe pour chaque y ∈U .

2. Soit pour ε > 0 le demi-disque Bε = {|z| < ε : Im(z) < 0} du bas demi-plan de C.
On dit que l’action (Ft )t∈R est semi-extensible dans un voisinage U d’un point x ∈
M, s’il existe un ε > 0 telle que l’application µR : U×]− ε,ε[−→ Gr s’étend en une
application lisse sur U ×Bε qui est holomorphe de Bε vers Gr y pour chaque y ∈U .

Exemple 6.1.9

Soit M une hypersurface réelle de dimension 2n +1 plongée dans Cn+1 qui est non dégé-
nérée au point p ∈ M. Alors d’après Z.M. Balogh and C. Leuenberger, [4], Théorème 4, M
admet une action semi-extensible dans un voisinage de p. Si de plus M est strictement
pseudoconvexe en ce point p, alors d’après [4] Proposition 4, M admet une action CR
(local) réelle semi-extensible positive dans un voisinage de p.
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Ainsi Z.M. Balogh et C. Leuenberger ont montré que :

Proposition 6.1.10 ([4] théorème 1)

Si une variété CR M de type (n,d) admet une R
d -action locale extensible alors M est

localement génériquement plongeable.

Si M est de type hypersurface, ils ont établi les résultats suivants :

Proposition 6.1.11 ([4] théorème 2)

Si la variété CR M est de Type hypersurface et admet uneR-action local "semi-extensible",
alors M est réalisable comme bord d’une variété complexe.

Proposition 6.1.12 ([4] théorème 3)

Si M est strictement pseudoconvexe et admet une action locale réelle semi-extensible po-
sitive, alors M peut être localement réalisée comme une hypersurface strictement pseu-
doconvexe de Cn+1.

Proposition 6.1.13 ([4] corrolaire 1)

Une varité CR strictement pseudoconvexe de type hypersurface est localement plongeable
si et seulement si elle admet une action réelle semi-extensible.

Définition 6.1.14

Une variété CR (M ,T 10) est dite analytique réelle si M est une variété analytique réelle
et si T 10M est un sous-fibré analytique réel de T M ⊗C (c’est à dire T 10M est localement
généré par des champs de vecteurs analytiques réels).

D’après A. Andreotti and C.D. Hill [2], toute variété analytique réelle de type (n,d),
d ≥ 1, est localement (generiquement) plongeable. Plus précisément pour tout x ∈ M , il
existe un voisinage U de x dans M tel que (U ,T 10M|U ) est CR isomorphe à une variété
CR analytique réelle plongée dans C

n+d . Ici T 10M|U est le tiré en arrière de T 10M via
l’inclusion i : U −→ M . A. Andreotti et G.A. Fredricks ont globalisé cela

Proposition 6.1.15 ([1])

Toute variété CR analytique réelle est aussi globalement plongeable ; elle est CR isomorphe
à une sous-variété CR générique d’une variété complexe.

Ces résultats découlent aussi de la Proposition 1 de [4] par laquelle toute variété CR
analytique admet une action locale extensible
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Exemple 6.1.16

L’hypersurface M =
{
ρ = 0

}
⊆ C

2 où ρ(x1 + i y1, x2 + i y2) = x4
1 + y4

1 + x2
2 + (y2 −1)2 −1 est

analytique ; Donc elle admet une action réelle extensible d’après ce qui précède. cepen-
dant M n’est pas rigide puisque n’admettant pas d’action réelle transverse qui préserve
HM dans un voisinage de 0. Une manière équivalente de voir cela est que les champs de
vecteurs dans H M et leurs commutateurs de premier ordre engendrent l’espace tangent
total en un point p ∈ M, p 6= 0, mais que cette propriété n’est pas vérifiée en O ∈ M.

6.2 Plongement et Remplissage des Structures CR ; exemple

du tore T
3

Dans cette section nous nous intéressons aux variétés CR compactes strictement
pseudoconvexes de type hypersurface.

6.2.1 Plongement et remplissage

Définition 6.2.1 Soit (M ,T 10M) une variété CR (compacte) strictement pseudoconvexe
de type hypersurface. Nous dirons que M est une variété CR remplissable s’il existe une
variété compacte complexe et connexe X à bord strictement pseudoconvexe (M ,T 10M).
La variété X est alors appelée remplissage CR de M.

D’après un travail récent d’Eliashberg, toute variété de dimension 3 a une infinité
de structures de contact non équivalentes. La plupart de ces structures de contact ne
supportent aucune structure CR remplissable. Une question naturelle est donc de ca-
ractériser les structures de contact qui supportent une structure CR remplissable.

Théorème 6.2.2 (de Harvey-Lawson [34])

Si une variété CR M (compact) est plongeable, alors elle est remplissable.

Théorème 6.2.3 ([32])

Soit M une variété CR remplissable et soit X un remplissage CR de M, alors X peut être
pris comme un espace de Stein à singularités isolée.

On a le théorème suivant de Y. Eliashberg et M. Gromov qui est une version du théo-
rème de plongement de Remmert-Bishop-Narasimhan [50]

Théorème 6.2.4 ([27])

Il existe un plongement propre d’une vatiété de Stein de dimension n dans Cq où q est le
plus petit entier strictement supérieur à (3n +1)/2.
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En combinant les théorèmes 6.2.2, 6.2.3 et 6.2.4 on obtient directement la proposi-
tion suivante :

Proposition 6.2.5

Une variété CR M (compact) est remplissage si et seulement si elle est plongeable.

D’après Boutet de Monvel

Proposition 6.2.6 ([8])

Toute variété CR strictement pseudoconvexe compact de type (n,1) est plongeable si n ≥ 2.

Pour n = 1, on a un exemple classique de H. Rossi [54] (voir aussi [16] et [28]) qui
a montré qu’une petite perturbation analytique réelle quelconque de la sphère de di-
mension 3 n’est pas plongeable.

Dans [45] théorème 1.1, G. Marinescu et N. Yeganefar ont obtenu un théorème de
plongement pour des variétés CR strictement pseudoconvexes compactes qui sont le
bord d’une variété complexe strictement pseudoconvexe non compacte. Il en ont dé-
duit que toute variété sasakienne de dimension au moins 3 est plongeable ([45], théo-
rème 1.4). Pour cela, ils ont utilisé une métrique kâhlerienne sur le produit (0,∞)× X ,
où X est une variété sasakienne. Cette métrique ,appelée métrique assymptotique hy-
perbolique complexe, est construite par O. Biquard et M. Herzlich dans [9] et permet de
voir X comme le bord strictement pseudoconvexe d’une variété de Kahler

Proposition 6.2.7

Si une variété CR strictement pseudoconvexe (M , Jb ,T,θ, gθ) est remplissable, alors la va-
riété de contact (M ,θ) (de distribution de contact H M) est holomorphiquement remplis-
sable.

Preuve. Soit (M , Jb,T,θ, gθ) une variété CR strictement pseudoconvexe remplissable.
Il existe une variété compacte complexe et connexe X à bord strictement pseudocon-
vexe M . Ainsi la variété de contact (M ,θ) est le bord strictement pseudoconvexe de X .
Donc (M ,θ) est holomorphiquement remplissable.

En combinant les propositions 6.2.5 et 6.2.7 on obtient la proposition suivante :

Proposition 6.2.8

Si une variété CR (M , H M , Jb ) strictement pseudoconvexe de type hypersurface est plon-
geable alors la variété de contact (M ,D = H M) est holomorphiquement remplissable.

Cette proposition et le théorème 1.4 [45] donnent le corrolaire suivant :

61



Corollaire 6.2.9

Toute variété Sasakienne de dimension au moins trois est holomorphiquement remplis-
sable.

En dimension 3 les propositions 5.2.10, 5.2.21 et 5.2.22 nous donnent :

Proposition 6.2.10

Sur une variété de dimension 3, il existe une correspondance biunivoque naturelle entre
les structures CR strictement pseudoconvexes et les structures de contact.

On a aussi :

Proposition 6.2.11

Une structure CR de type (1,1) est remplissable si et seulement si elle sa structure de
contact correspondante est holomorphiquement remplissable.

Preuve.

Soit M une variété CR remplissable de type (1,1) et soit θ sa structure pseudohermi-
tienne. D’après la proposition 6.2.7, la variété de contact (M ,θ) est holomorphique-
ment remplissable.

Soit maintenant une variété de contact (M ,η,ξ) de dimension 3, holomorphique-
ment remplissable. Soit f un contactomorphisme de (M ,θ,ξ) vers le bord bX stric-
tement pseudoconvexe d’une variété complexe compacte X . Soit (M ,θ,T ) la variété
pseudohermitienne strictement pseudoconvexe associée. On a θ = η et T = ξ. f est
aussi un CR-isomorphisme de (M ,θ,T ) vers bX muni de la structure CR associée à
la structure de contact naturellle sur bX (voir 5.1.21). En effet soient (H M , J1,T1) et
(HbX , J2,T2) les structures CR réelles sur M et sur bX . D’une part on a f∗Hx M = H f (x)bX ,
pour tout x ∈ M . D’autre part d f (J1(T1)) = 0 = J2(T2) = J2(d f (T1)) et pour tout Z ∈
T 10M , on a d f (J1(Z+Z )) = d f (i (z−Z )) = id f (Z )−id f (Z ) et J2(d f (Z+Z )) = J2(d f (Z )+
d f (Z )) = id f (Z )− id f (Z ) ; par suite d f ◦ J1 = J2 ◦d f . D’où (M ,θ,T ) est une structure
CR remplissable.

Remarque 6.2.12

La deuxième partie de la preuve de la proposition précédente nous montre qu’en dimen-
sion trois, un contactomorphisme entre variétés de contact est une application CR entre
variétés CR associées.

Il est manifeste qu’une application CR entre variétés CR est un contactomorphisme
entre variétés de contact associées.
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En combinant la proposition 6.2.11 et la proposition 6.2.5, on obtient en dimension
3 la proposition suivante :

Proposition 6.2.13

Soit (M ,θ, Jb ,T ) une variété pseudohermitienne (compact) et strictement pseudoconvexe
de dimension trois. Alors M est plongeable si et seulement si la variété de contact
(M ,η= θ,ξ= T ) qui lui correspond est holomorphiquement remplissable.

6.2.2 Le cas du tore T
3

Considérons le tore réel T3 de dimension 3 muni du système de coordonnées
(x, y,θ) ∈ [0,1]× [0,1]× [0,2π]. Soit la structure CR sur T3 définie par le sous-fibré T 10

T
3

de T M ⊗C :

T 10
T

3 = vect
{
∂x +cot(θ)∂y + i (∂x +cot(θ)∂y ); ∂θ + i∂θ

}
. (6.2.1)

c’est la structure CR standard sur T
3 dont la distribution de Levi est le sous-fibré

H M de T M défini par :

H M = vect
{
∂x +cot(θ)∂y ; ∂θ

}
. (6.2.2)

Nous allons établir le résultat suivant :

Proposition 6.2.14

La structure CR standart T 10
T

3 sur T
3 définie en 6.2.1 est l’unique structure CR plon-

geable.

Soit ηn = cos(nθ)d x+sin(nθ)d y , n ∈N\{0} ; c’est une suite de formes de contact sur
T

3. En effet on a : dηn = n sin(nθ)dθ∧d x+n cos(nθ)dθ∧d y et un calcul simple donne
ηn ∧dηn =−nd x ∧d y ∧dθ 6= 0.
Déterminons maintenant le champ de Reeb ξn deηn . Posons ξn = fn(x, y,θ)∂x+gn(x, y,θ)∂y .
Puisque ηn(ξn) = 1, donc on a :

fn(x, y,θ)cos(nθ)+ gn(x, y,θ)sin(nθ) = 1 (6.2.3)

Puisque dηn(ξn , X ) = 0, pour tout champ de vecteurs X , donc on a :
n sin(nθ)d x ∧dθ(ξn , X )−n cos(nθ)d y ∧dθ(ξn , X ) = 0.
Si on prend X = ∂θ, et si on remplace ξn par fn(x, y,θ)∂x + gn(x, y,θ)∂y , on obtient :

sin(nθ) fn(x, yθ)−cos(nθ)gn(x, y,θ) = 0 (6.2.4)
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En résolvant le système à inconnues fn et gn formé par les équations 6.2.3 et 6.2.4, on
obtient : fn = cos(nθ) et gn = sin(nθ). D’où finalement

ξn = cos(nθ)∂x + sin(nθ∂y ). (6.2.5)

Soit Xn = f x
n ∂x + f y

n ∂y + f θ
n ∂θ ∈Dn = kerηn .

ηn(Xn) = cos(nθ) f n
x + sin(nθ) f n

y = 0 donne f n
y =−cot(nθ) f x

n .

Ce qui entraine que Xn = f x
n (∂x +cot(nθ)∂y )+ f θ

n ∂θ. Par suite

Dn = vect
{
∂x +cot(nθ)∂y ;∂θ

}
. (6.2.6)

Remarque 6.2.15

D1 est la structure de contact standart sur T3 et on a ηn = p∗
nη1 où pn : T3 −→T

3,
n = 1,2, · · · , avec pn(x, y,θ) = (x, y,nθ).

D’après Eliashberg, [25] théorème 2.1, les structures de contact Dn sont deux à deux
non difféomorphiques et fournissent à difféomorphisme près une liste complète de
structures de contacts positives tendues sur T3.

Proposition 6.2.16 ([25] théorème 2.2)

Les structures de contact (Dn) sur T
3 ne sont pas fortement symplectiquement remplis-

sables pour n > 1.

Pour n = 1 on a la proposition suivante :

Proposition 6.2.17 ([25], corollaire 2.3 :)

La structure de contact standart D1 sur T3 est la seule qui soit holomorphiquement rem-
plissable.

Preuve. En effet, comme tout espace cotangent, T ∗
T

2 = T
2 ⊗R

2 est équipé d’une
forme symplectique naturelle w0 = dλ, où λ est la 1-forme de Liouville : λ = z1d x +
z2d y , où (x, y) ∈ T

2 = R
2/Z2 et (z1, z2) ∈ R

2. Soit (r,θ) ∈]0;+∞[×(R/2πZ) les coordon-
nées polaires définies sur R2 \0 par z1 = r cosθ et z2 = r sinθ, la restriction de la 1-forme
de Liouville λ sur W0 = T

2 × (R2 \ 0), est la 1-forme αr = r (cosθd x + sinθd y). αr in-
duit sur chaque hypersurface r = f (x, y,θ), où f est une fonction positive, une forme
de contact. Toutes les formes de contact αr définissent la même structure de contact
D1 sur T3 =

{
(x, y,θ)

}
. la symplectisation de (T3,D1) est symplectomorphe à (W0, w0 =

d z1 ∧d x +d z2 ∧d y). De plus le champ de vecteurs de Liouville X0 = z1∂z1 + z2∂z2 est
w0-dual à λ et peut être pris comme étant une fonction spsh sur W0. Ce qui entraine
que (T3,D1) est holomorphiquement remplissable. D’après la proposition 6.2.16 D1 est
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la seule structure holomorphiquement remplissable sur T3.

Preuve de la proposition 6.2.14.

D’après la proposition 6.2.17 la structure de contact D1 est l’unique qui soit holomor-
phiquement remplissable sur T

3. Donc d’après la proposition 6.2.13 sa structure CR
qui lui est canoniquement associée est la seule qui soit plongeable et d’après la relation
6.2.2 cette structure CR est exactement la structure CR standart sur T3.

Remarque 6.2.18 D’après la Proposition 1.3. de [21], T3 ne porte aucune structure de
K−contact. Donc la structure CR strictement pseudoconvexe standart sur T

3 n’est pas
normale.

6.3 Des Structures CR plongeables sur des fibrés en tores

sur le cercle

6.3.1 Structure CR standart sur le groupe de Heisenberg de dimen-

sion 2n +1

Soit Hn = C×R muni des coordonnées (z, t ) = (z1, · · · , zn , t ). Hn est un groupe lors-
qu’on le muni de la loi

(z, t )• (w, s) = (z +w, t + s +2Im < z, w >) où < z, w >= δ j k z j wk . (6.3.1)

De plus Hn est un groupe de Lie appelé groupe de Heisenberg.
Considérons les champs de vecteurs complexes

T j = ∂z j + i z j∂t où z j = x j + i y j , 1 ≤ j ≤ n, (6.3.2)

où ∂t =
∂

∂t
et ∂z j =

∂

∂z j
=

1

2
(∂x j − i∂y j ).

On a :

T j =
1

2
∂x j + y j∂t + i

(
−

1

2
∂y j +x j∂t

)
. (6.3.3)

Soit T 10
(z,t)Hn l’espace engendré par T j ,(z,t), 1 ≤ j ≤ n ;

T 10
(z,t)Hn =

n∑

j=1
CT j ,(z,t), pour tout (z, t ) ∈ Hn . (6.3.4)
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Puisque [T j ,Tk] = 0, 1 ≤ j , k ≤ n, alors (Hn ,T 10Hn) est une variété CR de type (n,1).
Considérons la 1-forme réelle θ0 sur Hn définie par :

θ0 = d t + i
n∑

j=1
(z j d z j − z j d z j ). (6.3.5)

Alors θ0 est une structure pseudo-hermitienne sur (Hn ,T 10Hn). En dérivant, on ob-
tient

dθ0 = 2i
n∑

j=1
d z j ∧d z̄ j . (6.3.6)

Puisque Lθ0 (T j ,T k ) = idθ0(T j ,T k ), donc on a :

Lθ0(T j ,T k) = δ j k . (6.3.7)

La direction caractéristique de θ0 est donnée par T = ∂t

Le choix de θ0 montre que (Hn ,T 10Hn) est une variété CR strictement pseudocon-
vexe. Sa forme de Levi est engendrée par les champs de vecteurs (invariants à gauche)
{X1, · · · , Xn ,Y1, · · · ,Yn} où X j = ∂x j +2y j∂t , Y j = ∂y j −2x j∂t , 1 ≤ j ≤ n. La direction ca-
ractéristique de la variété pseudo-hermitienne est ∂t .

Pour n = 1, on a :

θ0 = d t + i (zd z̄ − zd z) = d t +2(xd y − yd x). (6.3.8)

dθ0 = 4d x ∧d y +2i [(d x)2 + (d y)2]. (6.3.9)

H(H1) = vect {X1,Y1} = vect
{
∂x +2y∂t ,∂y −2x∂t

}
(6.3.10)

Considérons le tenseur Jb de type (1,1) sur H1 défini par :

Jb = (2x∂t −∂y )⊗d x + (∂x +2y∂t )⊗d y. (6.3.11)

On a Jb(T ) = Jb(∂t ) = 0.
Soit X ∈ H(H1), alors X = f x (∂x+2y∂t )+ f y (∂y −2x∂t ) où f x et f y sont des fonctions

de classe C∞ sur H1. Un calcul simple donne :
Jb(X ) = f y∂x − f x∂y +2(x f x + y f y )∂t et J 2

b(X ) =−X .

Définition 6.3.1

L’application Dδ : Hn −→ Hn donnée par Dδ(z, t ) = (δz,δ2t ) pour tout (z, t ) ∈ Hn est
appelée dilatation de facteur δ> 0.
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Proposition 6.3.2 ([24], Proposition 1.5)

Chaque dilatation est un homomorphisme de groupe et un CR isomorphisme.

Soit maintenant Ωn+1 un domaine de Siegel

Ωn+1 =
{
(z, w) ∈C

n ×C : v > ‖z‖2} (6.3.12)

où z = (z1, · · · , zn), w = u + i v, u, v ∈R et ‖z‖2 =
∑n

j=1 |z
j |2.

Proposition 6.3.3

Considérons l’application
f : Hn −→ bΩn+1, f (z, t ) = (z, t + i ‖z‖2) pour tout (z, t ) ∈ Hn ,
où bΩn+1 =

{
(z, w = u + i v) : ‖z‖2 = v

}
est le bord du domaine Ωn+1 de Siegel. Alors

f est un CR isomorphisme. Ici bΩn+1 est muni d’une structure CR de type hypersurface
induite par Cn+1.

Preuve.

d f est un isomorphisme puisque sa matrice au point (z, t ) ∈ Hn , avec z = (z1, · · · , zn)
est :

Md f(z,t ) =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . . 0

i z1
2|z1| i z2

2|z2| . . . 1




Soit L =
n∑

j=1
c j T j ,(z,t) =

n∑

j=1
c j

(
∂z j (z, t )+ i z j∂t (z, t )

)
∈ T 10

(z,t)Hn , avec c j ∈C. On a

d f(z,t)(L) = Md f(z,t ) ×




c1∂z1 (z, t )
...

cn∂zn (z, t )

i
(∑n

j=1 c j z j

)
∂t (z, t )




=




c1∂z1 (z, t )
...

cn∂zn (z, t )

i
∑n

j=1 c j
z j

2|z j |∂z j (z, t )+ i
(∑n

j=1 c j z j

)
∂t (z, t )




.
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Ainsi d f(z,t)(L) ∈ T 10
(z,t)Hn .

Soit Ω⊂C
n un domaine à bord lisse bΩ i.e il existe un voisinage ouvert U de Ω dans

C
n et une fonction de classe C∞ ρ : U −→ R telle que Ω =

{
x ∈U : ρ(x) > 0

}
et bΩ ={

x ∈U : ρ(x) = 0
}

et dρ(x) 6= 0, pour tout x ∈ bΩ. Soit T 10bΩ la structure CR induite
sur bΩ, comme hypersurface réelle de C

N . Soit θ le tiré en arrière vers de la 1-forme
réelle i (∂−∂)ρ sur U . Alors θ est une structure pseudo-hermitienne sur (bΩ,T 10(bΩ)).
Comme nous venions juste de le voir, la frontière d’un domaine de Siegel est une variété
CR strictement pseudoconvexe.

Aussi la sphère S2n+1 ⊂C
n+1 est une variété CR strictement pseudoconvexe, puisque

c’est le bord de la boule unité Bn+1 =
{

z ∈C
n : |z| < 1

}
et la restriction à S2n+1 \ {e1}

de la transformation de Cayley φ : Cn+1 \ {z1 = 1} −→ C
n+1, φ(z) = i

e1 + z

1− z1
, z1 6= 1, e1 =

(1,0, · · · ,0), donne un CR isomorphisme
Sn+1 \ {e1} ≃ bΩn+1 et ainsi un CR isomorphisme Sn+1 \ {e1} ≃ Hn .

Puisque la structure CR standart sur Hn est plongeable, alors d’après la proposition
6.2.7, la structure de contact qui lui est cononiquement associée est holomorphique-
ment remplissable. De plus en dimension trois on a la proposition suivante :

Proposition 6.3.4

La structure CR sur H1 est normale.

Preuve.

D’après la proposition 5.2.24 nous allons montrer que la torsion pseudo-hermitienneτ
de la connexion ∇T W de Tanaka-Webster de θ0 est nulle.

Soit X ∈ H(H1) et soit T la direction caractéristique de θ0. On a T = ∂t , X = f x (∂x +
2y∂t )+ f y (∂y −2x∂t ) et Jb(X ) = f y∂x − f x∂y +2(x f x + y f y )∂t .

[T ; X ] = [∂t ; f x∂x ]+ [∂t ; f y∂y ]+ [∂t ;2(y f x −x f y )∂t ]. (6.3.13)

[T ; Jb X ] = [∂t ; f y∂x ]− [∂t ; f x∂y ]+ [∂t ;2(x f x − y f y )∂t ]. (6.3.14)

Dans la suite nous convenons que la somme est faite sur toutes indices répétés. Soit
(x1; · · · ; xn) un système de coordonnées sur une variété M . Si Y = Y i∂xi et Z = Z i∂xi Et
si f ∈C∞(M), alors :

[Y ; Z ] = (Y i∂xi (Z j )−Z i∂xi (Y j ))∂x j et [Y ; f Z ] = f [Y ; Z ]+Y i Z j∂xi ( f )∂x j .
En particulier si Y = ∂xk et Z = ∂xl , alors, puisque [∂xk ;∂xl ] = 0, on a :

[∂xk ; f ∂xl ] = ∂xk ( f )∂xl .
En appliquant cela aux relations 6.3.13 et 6.3.13, on obtient :
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[T ; X ] = ∂t ( f x )∂x +∂t ( f y )∂y +2∂t (y f x −x f y )∂t et
[T ; Jb X ] = ∂t ( f y )∂x −∂t ( f x )∂y +2∂t (x f x − y f y )∂t .

En appliquant Jb à [T ; Jb X ], on a :

Jb[T ; Jb X ] = ∂t ( f y )(2x∂t −∂y )−∂t ( f x )(∂x +2y∂t )

= −(∂t ( f y )∂y +∂t ( f x )∂x )−2∂t (y f x −x f y )∂t

= −[T ; X ].

Ainsi T T W (T, X ) = 0, d’où τ(X ) = 0.

Définition 6.3.5

Soit G un groupe de Lie de dimension réelle (2n + k) et T 10G une structure CR de type
hypersurface sur G La paire (G ,T 10G) est dite groupe de Lie CR si T 10G est invariant à
gauche i.e (dg Lh)T 10

g G = T 10
hg G

En effet chaque translation à gauche est une application CR.
Le groupe de Heisenberg Hn est un groupe de Lie CR (avec la structure CR T 10Hn

définie plus haut). En effet les composantes L j , L0 de la translation L(z,t) : Hn −→ Hn

sont données par :
L j (w, s) = z j +w j , L0(w, s) = t + s +2Im< z, w > ; avec
∂w k (L j ) = δ

j
k ; ∂w̄ k (L j ) = 0; ∂s (L j ) = 0

∂w k (L0) = i z̄k ; ∂w̄ k (L0) =−i z̄k ; ∂s (L0) = 1.
Soit maintenant le groupe de Heisenberg Nil 3, le groupe de Lie nilpotent des ma-

trices de la forme :




1 x t
0 1 y
0 0 1


 . Nil 3 peut être regardé comme R

3 avec la multipli-

cation : (x0, y0, t0)(x, y, t ) = (x0 + x, y0 + y, t0 + t + x0 y0). Ainsi, Nil 3 est exacterment le
groupe de Heisenberg H1 = C×R avec la loi définie en 6.3.1. Donc θ0 est une struc-
ture pseudo-hermitienne sur Nil 3 et (Nil 3, H(H1), Jb) est une variété CR strictement
pseudoconvexe de type (1,1).

D’après la proposition 6.3.4, la structure métrique de contact associée à la structure
CR (Nil 3, H(H1), Jb) est sasakienne. Cette structure est invariante par les translations à
gauche puisque H1 est un groupe de Lie CR.

Nous avons les propositions suivantes :

Proposition 6.3.6 ([13])

Soit M une variété compacte de dimension 3 qui est difféomorphique à un quotient à
gauche du groupe de Heisenberg Nil 3 de dimension 3, alors l’unique structure Sasa-
kienne qui descend au quotient est la structure Sasakienne standart.
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Proposition 6.3.7 ([30])

Les quotients à gauche du groupe de Heisenberg Nil 3 sont exactement les fibrés T 2 sur

S1 à monodromie A =
(

1 k
0 1

)
, où la projection de fibre est induite par l’application

(x, y, t ) −→ y.

6.3.2 caractérisation des structures CR strictement pseudoconvexes

plongeables sur des fibrés en tores T2 sur S1

Pour tout A ∈ SL2(Z), soit TA le quotient de T 2×R= (R2/Z2)×R avec les coordonnées

(X , t ) =
((

x
y

)
, t

)
, par la transformation (X , t ) −→ (AX , t + 1). On oriente TA par la 3-

forme d x∧d y ∧d t . Le fibré en tore TA sur le cercle S1 dépend à difféomorphisme près,
seulement de la classe de conjugaison de A ∈ SL2(Z) (i.e la classe d’équivalence de A
par la relation A′ ∼ A si et seulement si il existe B ∈ SL2(Z) tel que A′ = B AB−1). A est
la monodromie de TA , c’est un homomorphisme du groupe fondamental de la base de
TA vers le groupe des homomorphismes d’une fibre type de la projection. Si A est de la

forme

(
1 0
k 1

)
, k ∈Z, alors la variété TA sera notée par T (k). On a T (0) =T

3,

Soit ϕ : R−→R, une fonction lisse à dérivée strictement positive ; l’équation

cos[ϕ(t )]d x − sin[ϕ(t )]d y = 0, (x, y, t ) ∈R
3 (6.3.15)

définit une structure de contact D̃(ϕ) sur R3. Pour chaque θ ∈R, soit ∆θ le rai

∆θ =
{(

r sinθ

r cosθ

)
: r ≥ 0

}
⊂R

2. (6.3.16)

Si A(∆ϕ(t)) =∆ϕ(t+1) pour tout t ∈R, alors la structure de contact D̃(ϕ) sur R3 est in-
variante sous l’action du groupe de transformation des morphismes de TA (i.e le groupe
des homeomorphismes h tels que π ◦h = π où π : TA −→ B ase est la projection natu-
relle) et induit ainsi une structure de contact D(ϕ) sur TA.

D’après E. Giroux [31], pour chaque n ∈ N, il existe une fonction lisse ϕ : R −→ R à
dérivée strictement positive satisfaisant A(∆ϕ(t)) =∆ϕ(t+1) pour tout t ∈R et
2nπ< sup

t∈R
[ϕ(t+1)−ϕ(t )] ≤ 2(n+1)π. A fibre préservant l’isotopie, la structure de contact

D(ϕ) sur TA dépend seulement de n.
Ainsi nous noterons simplement la structure de contact D(ϕ) par Dn . Giroux a mon-

tré, dans [31], que les Dn sont tendues et deux à deux non difféomorphes. On a aussi les
résultats suivants

70



Théorème 6.3.8 ([23], Theorem 1)

Pour tout A ∈ SL2(Z) et pour tout n ∈ N, la structure de contact (TA,Dn) est faiblement
simplectiquement remplissable. Il existe n(A) ∈ N tel que (TA,Dn) n’est pas fortement
simplectiquement remplissable pour n ≥ n(A).

Ainsi d’après la proposition 5.1.26, on peut se demander s’il existe des structures de
contacts holomorphiquement remplissables sur (TA,Dn). Une réponse affirmative est
donnée par H. DATHE et C. KHOULE dans [20] pour certaines valeurs de la trace de la
matrice de monodromie A ∈ SL2(Z).

Théorème 6.3.9 ([20]) Soit M un fibré T
2 sur S1 à matrice de monodromie A ∈ SL2(Z).

Si une des trois conditions suivantes est satisfaite :

1. trace(A) ≥ 2,

2. A est non périodique et satisfait |trace(A)| = 2,

3. A est la matrice unité d’ordre 2,

alors il existe une structure de contact holomorphiquement remplissable sur M.

On a une généralisation de ce théorème par J. Van Horn Morris dans [62] :

Théorème 6.3.10 ([62], Theorem 4.3.2) Soit T 3
A un fibré en tore T

2 sur S1 à matrice de
monodromie A ∈ SL2(Z). Alors on a au moins une des conditions suivantes :

1. T 3
A porte une structure de contact Stein remplissable ;

2. T 3
−A porte une structure de contact Stein remplissable.

La proposition 6.2.13 donne directement le théorème suivant d’existence, sur TA

ou sur T−A, d’une structure CR strictement pseudoconvexe plongeable. C’est aussi la
version CR suivante du théorème précédent :

Théorème 6.3.11 Soit T 3
A un fibré en toreT2 sur S1 à matrice de monodromie A ∈ SL2(Z).

Alors on a au moins une des conditions suivantes :

1. T 3
A porte une structure CR strictement pseudoconvexe plongeable ;

2. T 3
−A porte une structure CR strictement pseudoconvexe plongeable.

Soit maintenant A ∈ SL2(Z) avec |trace(A)| = 2, on a TA = T (k).

Corollaire 6.3.12 ([23], Corollary 12)

La variété de contact (T (k),Dn) n’est pas fortement symplectiquement remplissable pour
k ≤ 0 et pour n ≥ 2.
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Proposition 6.3.13 ([23], Proposition 13)

La vatiété de contact (T (k),D0) est fortement simplectiquement remplissable pour tout
k ∈N.

D’après les propositions 6.3.12 et 5.1.26, la variété de contact (T (k),Dn) n’est pas
fortement symplectiquement remplissable pour k ≤ 0 et pour n ≥ 2. Donc d’après la
proposition 6.3.13, il est une question naturelle de caractériser les structures de contact
holomorphiquement remplissables sur TA où A ∈ SL2(Z) avec |trace(A)| = 2.

Proposition 6.3.14 ([43])

Soit M une variété orientée fermée de dimension trois qui porte une métrique à courbure
scalaire strictement positive. Soit FM l’espace des structures de contact symplectique-
ment remplissables. Alors, |FM | ≤ |Tor (H1(M ;Z))|, où Tor (H1(M ;Z)) est le sous-groupe
de torsion de H1(M ;Z) et | · | désigne le cardinal.

Le corollaire suivant est une conséquence directe de la proposition 6.3.14 et de la
proposition 5.1.26

Corollaire 6.3.15

Soit M une variété orientée fermée de dimension trois qui porte une métrique à cour-
bure scalaire strictement positive. Alors, H F M ≤ |Tor (H1(M ;Z))|, où H F M désigne
le nombre de structures de contact holomorphiquement remplissables sur M à isotopie
près.

Théorème 6.3.16 (Caractérisation des structures de contact holomorphiquement rem-
plissables sur T 3

A avec |trace(A)| = 2)
Soit T 3

A un fibréT2 sur S1 à monodromie A ∈ SL2(Z) non périodique satisfaisant |trace(A)|=2
et H F le nombre de structures de contact holomorphiquement remplissables sur T 3

A à
isotopie près. Alors on a 1 ≤H F ≤ 3.

Preuve.

D’après la proposition 6.3.7 M est un quotient à gauche de Nil 3. Selon P. Scott [59],
Tout quotient à gauche compact de Nil 3 est difféomorphique à l’une des quotients de
la forme Nil 3/Γk , k ∈Z \ 0, où le sous groupe discret Γk de Nil 3 est le treillis engendré
par les éléments (k,0,0), (0,1,0), (0,0,1) . Selon [13], Γk est obtenu en restreignant les
coordonnées (x,y,t) de Nil 3 à prendre valeurs dans l’ensemble des entiers divisibles
par k et H1(M , Nil 3/Γk ) =Z

2n +Zk . On a donc H1(M ;Z) =Z
2 +Zk , k = 1,2,3. Par suite

|Tor (H1(M ;Z))| ∈ {1,2,3}. Puisque M est une variété sasakienne alors d’après [7], M
porte une métrique à courbure scalaire positive. Alors d’après le corollaire 6.3.15, on a
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0 ≤ H F M ≤ 3. En combinant cela avec la proposition 6.3.6, et le corollaire 6.2.9, on a
1 ≤H F M ≤ 3.

La version CR de ce théorème est le théorème de caractérisation des structures CR
strictement pseudoconvexes plongeables sur T 3

A avec |trace(A)| = 2. Il s’agit du théo-
rème suivant :

Théorème 6.3.17

Soit T 3
A un fibréT2 sur S1 à monodromie A ∈ SL2(Z) non périodique satisfaisant |trace(A)| =

2 et C RP le nombre de structures CR strictement pseudoconvexes plongeables sur T 3
A à

isotopie près. Alors on a 1 ≤C RP ≤ 3.

Preuve. Elle s’obtient directement en combinant le théorème 6.3.16, la proposition
6.2.13, la remarque 6.2.12 et la définition 4.3.7.
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