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Introduction

L’Algebre est, peut étre, le secteur des mathématiques le plus
fréquemment sollicité, non seulement par les diverses branches
des mathématiques pures, mais aussi par les sciences techniques
et naturelles. On y trouve une notion tres importante qui est la
théorie fondamentale des modules. Cette derniere favorise 1’élar-
gissement de cette discipline par des résultats théoriques spec-
taculaires.

Soit A un anneau non nécessairement commutatif possédant un
élément unité 1 # 0 et M un A-module a gauche.

On dit qu'un A-module N est engendré par M s’il existe un
ensemble A et un épimorphisme ¢ : M® — N

Un A-module K est dit sous-engendré par M s’il est un sous-
module d'un A-module M-engendré.

On note la catégorie o[M], introduite par R. Wisbauer dans
[28], la sous-catégorie pleine de A-Mod dont les objets sont les
sous-modules d'un A-module M-engendré.

On dit qu'un A-module M est hopfien si tout endomorphisme
surjectif de M est un automorphisme.

Pour un A-module a gauche M, il est bien connu que tout objet

Mémoire de These Unique. 3 Sur les S-Modules.
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noethérien, de type fini(si A est commutatif) ou de longueur fi-
nie de o[M] est hopfien. Mais la réciproque de ce résultat est en
général fausse. En effet, le Z-module Q objet de o[Z] = Z-Mod
est tel que, tout endomorphisme surjectif de Q est un auto-
morphisme, alors que I’ensemble Q, considéré comme Z-module,
n’est ni noethérien ni de type fini ni de longueur finie. Par contre
si 'anneau est un corps ou plus généralement un anneau semi-
simple et M un module sur cet anneau alors, les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) M est noethérien(resp. de longueur finie) ;

(2) M est hopfien.

Ainsi I'objet de notre travail est de trouver une caractérisa-
tion des A-modules M qui sont tels que tout objet hopfien
de o[M] est noethérien (resp. de longueur finie; de type fini).
Tels modules sont appelés S-modules (resp. Sj-modules; FGS-
modules).

Ainsi pour aborder cette étude nous avons divisé ce travail en
trois chapitres.

Le chapitre 1 est constitué de définitions, de notations et de
certains résultats classiques que nous allons utiliser tout au long
de ce travail.

Le chapitre 2 est consacré a l'étude des S-modules et Si-
modules qui est une généralisation des S-anneaux et S;-anneaux
étudiés dans [19] en utilisant la catégorie o[M]. Dans cette par-

tie on a montré dans le théoréeme 2.1.7 (resp. théoréme

Mémoire de These Unique. 4 Sur les S-Modules.
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2.1.9) que la classe des S-modules(resp. Si-modules) est équi-
valente a la classe des modules de type de représentation sérielle
et a la classe des modules de type de représentation finie sous
certaines conditions.

Et enfin dans le chapitre 3, nous allons donner quelques pro-
priétés et caractérisations de F'G'S-modules. On a montré dans le
théoréme 3.2.1 (resp. théoreme 3.2.3) que si le module est
semi-simple(resp. sériel) alors, on a I’équivalence entre la classe
des F'GS-modules, la classe des modules de type de représen-
tation sérielle, la classe des modules de type de représentation
homo-sérielle et la classe des modules de type de représentation

finie.

Mémoire de These Unique. 5 Sur les S-Modules.



Chapitre 1

GENERALITES

Ce chapitre contient des définitions et notations qu’on va uti-
liser tout au long de ce travail. Et dans ce dernier le mot module

désignera un A-module a gauche.

1.1 Les Anneaux

Définition 1.1.1
Un anneau est un groupe abélien A noté additivement muni
d’une opération de multiplication (a,b) — ab et d’un élément

1 tel que pour tous a,b,c dans A, on ait :

associativité : a(bc) = (ab)c;

commutativité : ab = ba ;

élément neutre : la = a;
distributivité : a(b+ c) = ab+ ac.

Exemples 1.1.1
(Z,+, x); (Q, 4+, x); (R, +, x); (C,+, X) sont des anneauz asso-

Mémoire de These Unique. 6 Sur les S-Modules.



CHAPITRE 1. GENERALITES

ciatifs commutatifs.

1.1.1 Sous-anneaux

Définition 1.1.2

Soient (A, 4+, X) un anneau et B une partie de A. B est dit
sous-anneau de A si :

(i) (B,+) est un sous-groupe de (A,+) ;

(ii)) V a,b € B, a.b € B;

(iii) 14 € B.

Exemples 1.1.2

(Z,+,.) est un sous anneau de (Q,+,.).

Soit (A, +,.) un anneau.

Z(A) ={a€ A:ac=caV¥ ce A} est un sous-anneau de A.

Définition 1.1.3

Soient A et B deux anneauzx. On appelle morphisme d’anneaux
de A dans B toute application f : A — B vérifiant les axiomes
sutvants :

(1) f est un morphisme de groupe : pour tout x,y € A
flz+y) = f(z)+ [(y).

(2) [ est compatible avec la multiplication : pour tout z,y € A
flx xy) = f(z)x f(y).

(3) [ est un morphisme unitaire :
f(la) = 1.

Mémoire de These Unique. 7 Sur les S-Modules.



1.1. LES ANNEAUX

1.1.2 Les idéaux

Définition 1.1.4

Soient (A,+,.) un anneau et I une partie de A. On dit que I
est un idéal a gauche (respectivement a droite ) de A si :

- (I,4) est un sous-groupe de (A,+).

-Vaec AVzelonaax €I (respectivement a droitex.a € ).

- I est dit wdéal bilatére sil est a la fois idéal a gauche et a droite

de A.
1
Remarque 1.1.1

Tout idéal d’un anneau commutatif est bilatere.

Définition 1.1.5

Soient A un anneau commutative, unitaire et I, I, Iy et J des
idéaur de A.

(1) On dit que I est principal lorsqu’il est engendré par un seul
élément a € A.

(2) On dit que A est principal lorsque tout idéal de A est prin-
cipal.

(3) Un idéal Iy C A est dit premier lorsque
Ve,yeAaxyel,=x €l ouyé€El.

(4) On dit que I est un idéal mazximal s’il n’existe pas d’idéal
J distinct de A tel que J D I ;
(5) On appelle radical de Jacobson de A [intersection de

tous les idéaur mazimaux. On le note J(A).

Mémoire de These Unique. 8 Sur les S-Modules.



CHAPITRE 1. GENERALITES

1.2 Modules

Définition 1.2.1

Soient A un anneau unitaire et M un groupe additif.

1. Une opération externe a gauche de A sur M est une applica-
tion notée : (a,m) — am du produit cartésien A x M dans M.
2. On dit que M est un module a gauche sur A (ou A-module
a gauche) lorsqu’il existe une opération externe a gauche de A
sur M wvérifiant pour tout m,m’ € M et pour tout a,b € A les
ariomes suivants :

(a) a(m+m') =am +am’;

(b) (a+b)ym = am + bm;

(c) 1am=m;

(d) (ab)m = a(bm).

Exemples 1.2.1
1. Un anneau A est un module sur lui-méme, une algébre sur A
est ausst un module ;

2. Un groupe abélien est un module sur [’anneau des entiers Z.

Remarque 1.2.1

Un module sur un corps est un espace vectoriel.

Définition 1.2.2
Soient M et N deuxr A-modules a gauche. On appelle applica-
tion A-linéaire ou morphisme de A-modules toute application

f: M — N compatible avec les opérations de A, autrement dit

Mémoire de These Unique. 9 Sur les S-Modules.



1.2. MODULES

tel que, pour tout m,m' € M et pour tout a € A, on ait :

f(m+m') = f(m) + f(m') et flam) = af(m).

On note Homa(M, N) Uensemble des applications A-linéaire de
M dans N.

1.2.1 Sous-Module

Définition 1.2.3
Soit M un A-module a gauche, et soit N C M. On dit que N est
un sous-module a gauche de M lorsque N est un sous-groupe

de M tel que pour tout a € A et pour toutn € N an € N.

Définition 1.2.4

Soient M et N deux A-modules.

(1) On appelle endomorphisme de M toute application A-
linéaire de M dans M. On note donc Enda(M) = Homa(M, M)
[’ensemble des endomorphismes de M.

(2) On appelle isomorphisme de M dans N tout morphisme
bijectif de M dans N .

(3) On appelle automorphisme de M tout isomorphisme de

M dans M. On note Auta(M) l’ensemble des automorphismes
de M.

Mémoire de These Unique. 10 Sur les S-Modules.



CHAPITRE 1. GENERALITES

1.2.2 Quotient de modules

Relation d’équivalence
Soient A un anneau et M un A-module. On s’intéresse aux rela-
tions d’équivalence sur M qui sont compatibles avec la structure
de module, c’est a dire pour tous m, m’, n, n’ dans M et a, b
dans A,
sim~m' et n ~n'alors am + bm ~ am’ + bn’
Soit N I'ensemble des m € M tels que m ~ 0. Comme une rela-
tion d’équivalence est reflexive, 0 € N. Si m appartiennt a N, on
a m ~ 0, et donc pour tout a dans A am ~ a0 = 0 c’est a dire
am € N. Si m et n sont deux éléments de M tels que m ~ n,
onam+ (—n) ~n+(—n), dot m —n € N. Cela prouve que
N est un sous-module de M.
Réciproquement, soit N un sous-module de M et soit ~ une
relation d’équivalence sur M définie m ~ n si et seulement si
m —n € N. Notons M/N l'ensemble des classes d’équivalence
et m: M — M/N lapplication canonique. Les calculs qui pré-

cédent montrent le théoreme suivant.

Théoreme 1.2.2 ([3], p.96, Théoréme 6.4.3)

Soient A un anneau, M un A-module et N un sous-module de
M. La relation ~ sur M définie par m ~ n si et seulement
sim—mn € N est une relation d’équivalence sur M compatible
avec la structure de module. L’ensemble quotient M /N posséde
une structure de A-module telle que m1 : M — M/N est un

homomorphisme de A-module.

Mémoire de These Unique. 11 Sur les S-Modules.



1.2. MODULES

1.2.3 Trace d’un module

Définition 1.2.5
Soit U une classe non vide de A-module. Un A-module a gauche
N est dit finiment généré par U ou finiment U-généré, s’il existe

un épimorphisme ¢ : @< Ui = N avec Uy, ...,U, € U.

Notations
Gen(U) est 'ensemble des classes de A-module généré par U,
gen(U) I'ensemble des classes de A-module finiment généré par

U. Pour un A-module M, le sous-module :

Tr(UM)=>{Imh|hecHom(UM), UecU}CM

est appelé Trace de U dans M. Si U est composé d’un seul
module U on écrit simplement Tr({U} , M) et Gen({U}).

Propriétés 1.2.1 ([28], p.107, Properties 13.5)

Soient U une classe de A-module et M un A-module.

(1) Tr(U, M) est le plus grand sous-module de M généré par
U.

(2) M = Tr(U, M) si et seulement si M est U-généré.

(3) Tr(U, M ) est un End(M)-sous-module de M (puisque pour

Ue€ U, Hom(U, M) est un Enda(M)-module a droite ).
(4) Si U contient juste un module U, alors
Tr(U, M) =
{ Z1gigk wipi | uw; €U, ¢, € Hom(U, L), k € N}.

Mémoire de These Unique. 12 Sur les S-Modules.



CHAPITRE 1. GENERALITES

1.3 Module de type fini - Module semi-simple

1.3.1 Module de type fini

Définition 1.3.1
Soit A un anneau. On dit qu’un A-module M est de type fini
sl existe une partie finie S C M telle que M =< S >.

Proposition 1.3.1 ([3], p.113, proposition 7.1.2)
Soient A un anneau, M un A-module et N un sous-module de
M.

(a) Si M est de type fini, alors M /N est de type finie;

(b) Si N et M/N sont de types finis, alors M est de type fini.

1.3.2 Module semi-simple

Définition 1.3.2
Un A-module M est dit stimple si ses seuls sous-modules propres

sont (0) et lui-méme.

Proposition 1.3.2 ([3/, p.215, proposition 12.1.3)
Soient A un anneau et M un A-module simple. Alors, l'annula-
teur de M est un idéal maximal de A et M ~ A/Ann(M).

Définition 1.3.3
Un A-module M est dit semzi-simple s’il est somme directe de

modules simples.

Mémoire de These Unique. 13 Sur les S-Modules.
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Proposition 1.3.3 (/1/, p. 129, 10.16)

Soit M un module semi-simple, alors les conditions suivantes

sont équivalentes :

(a) M est artinien ;
(b) M est noethérien ;
(c) M est de type fini.

Définition 1.3.4
Soit S un sous-module simple d’un module M. On appelle com-
posant isotypique de type S du module M la somme N des

sous-modules de M isomorphes a S.

Proposition 1.3.4 ([22], p.40, proposition I11.20)

Soit M un A-module semi-simple. Alors,

(a) M est la somme directe de ses composantes isotypiques ;
(b) Les composantes isotypiques de M sont stables par tout en-

domorphisme de M .

1.4 Module Projectif - Module Injectif

1.4.1 Module Projectif

Définition 1.4.1

Soit A un anneau. On dit qu’un A-module P est projectif si

Mémoire de These Unique. 14 Sur les S-Modules.



CHAPITRE 1. GENERALITES

tout diagramme de A-module :

P

M——~N—0

ou [ est surjectif, se plonge dans un diagramme commutatif de

la forme :

P

N

M——~N—0

Remarque 1.4.1

En particulier les modules libres sont projectifs.

Proposition 1.4.1 ([3], p.177. Théoréme 10.2.5)

Soit P un A-module. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) P est projectif;

(2) P est un facteur direct d’un A-module libre ;

(3) pour tout homomorphisme surjectif p: M — N et tout ho-

momorphisme f : P — N, il existe un homomorphisme g : P —

M tel que f = pog.

Mémoire de These Unique. 15 Sur les S-Modules.
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1.4.2 Module Injectif

Définition 1.4.2

Un A-module E est dit ingectif si tout diagramme de A-module :

E

|

O—>N—f>M

ou f est injectif, se plonge dans un diagramme commutatif de

la forme :

Exemples 1.4.1
Les Z-modules Q et Q/Z sont des modules injectifs.

Mais 7. n’est pas un module injectif.

Proposition 1.4.2 ([3], p.179, Théoréme 10.2.8)

Soit E un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) E est injectif;

(2) Pour tout idéal I de A et tout homomorphisme injectif f :

I — E, il existe un homomorphisme g : A — E tel que f = g/;1;
(3) Pour tout homomorphisme injectif i - M — N et tout homo-
morphisme f : M — E, il existe un homomorphisme g : N — E
tel que f = goi.

Mémoire de These Unique. 16 Sur les S-Modules.



CHAPITRE 1. GENERALITES

1.5 Module Noethérien - Module Artinien

1.5.1 Module Noethérien

Proposition 1.5.1 (/3/, p.117, proposition 7.2.1)

Soient A un anneau et M un A-module. Les propriétés suivantes

sont équivalentes :

(1) tout sous-module de M est de type fini;

(2) toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire ;
(3) toute famille de sous-modules de M admet un élément maxi-

mal.

Définition 1.5.1
Un A-module qui vérifie les propriétés ci-dessus est dit noethé-

rien.

Proposition 1.5.2 (/3/, p.118, proposition 7.2.5)

Soient A un anneau, M un A-module et N un sous-module de

M. Alors, M est un A-module noethérien si et seulement si N
et M/N sont noethériens.

1.5.2 Module Artinien

Définition 1.5.2

Soient A un anneau et M un A-module. On dit que M est ar-
tiniten si toute suite décroissante de sous-module de M est sta-
tionnaure.

On dit que A est artinien si c’est un A-module artinien.

Mémoire de These Unique. 17 Sur les S-Modules.



1.5. MODULE NOETHERIEN - MODULE ARTINIEN

Remarque 1.5.1

En particulier tout anneau artinien est noethérien.

Proposition 1.5.3 ([3], p.218, proposition 12.2.3)
Soit A un anneau.
(a) Soient M un A-module et N un sous-module de M. Alors

M est un A-module artinien si et seulement si N et M /N sont

des A-modules artiniens.
(b) Produits, puissances (finies) de modules artiniens sont arti-

niens.

Définition 1.5.3

On dit qu’un A-module M est de longueur finie s’il existe une
suite (0) = My C My C ... C M,, = M de sous-modules de M
tels que M; 1 /M; soit un A-module simple pour tout 0 < i <
n—1.

L’entier n = [(M) qui est indépendant de la suite (M;) s’appelle
la longueur de M.

Proposition 1.5.4 ([19], p. 63)
Pour qu’un A-module M soit de longueur finie il faut et il suffit

qu’il soit noethérien et artinien.

Proposition 1.5.5 ([19], p.02, proposition 1.1)

Soit A un anneau possédant un idéal bilatére nilpotent J tel

que A/J soit artinien de radical nul (par exemple un anneau

Mémoire de These Unique. 18 Sur les S-Modules.



CHAPITRE 1. GENERALITES

artinien). Pour tout A-module M, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) M est de longueur finie ;

(b) M est artinien ;

(¢c) M est noethérien.

Corollaire 1.5.2 ([1], p.172, 15.21)

Soient A un anneau artinien et M un A-module. Alors, les
conditions sutvantes sont équivalentes :

(a) M est de type fini;

(b) M est noethérien ;

(¢) M est artinien.

1.6 Module sériel - Module homo-sériel

1.6.1 Module sériel

Définition 1.6.1

Un module N est dit unisériel si ses sous-modules sont linéai-
rement ordonnés par inclusion.

On dit que l'anneau A est unisériel a gauche (resp. a droite) si

AA (resp. Ay) est unisériel

Exemples 1.6.1
1) Z.Jp*7 est un Z-module unisériel avec p premier et k € N.
2) L’enveloppe injective Zp™ de Z./pZ ou p est premier est uni-

sériel.
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Remarque 1.6.1

Des anneauz unisériels a gauche et a droite sont en particulier

des anneaux locauz.

Proposition 1.6.1 ([26/, p. 539, 55.1)

Soit N un A-module. Si N est unisériel alors, les sous-modules

et les modules quotients de N sont aussi unisériels.

Définition 1.6.2
Un module N est dit sériel s’il est somme directe de modules

unisérels.

Exemples 1.6.2
Le Z-module Q/Z est sériel.

1.6.2 Module homo-sériel

Définition 1.6.3

Un module N est dit homo-unisériel si pour tous sous-modules
non nuls de types finis K, L de N, les modules quotients K/J(K),
L/J(L) sont simples et isomorphes ot J(K) et J(L) sont des

radicaux de jacobson.

Définition 1.6.4
Un module N est dit homo-sériel s’il est somme directe de

modules homo-unisériels.

Définition 1.6.5
Un module M est dit de type de représentation homo-

sérielle si tout élément de o[ M| est homo-sériel.

Mémoire de These Unique. 20 Sur les S-Modules.



CHAPITRE 1. GENERALITES

Définition 1.6.6
Un A-module P est dit progénérateur s’il est projectif, de type

fini et générateur dans o[ M].

Proposition 1.6.2 (/27] Theorem 5.3)
Soit M un A-module de longueur finie. Si M est de type de re-

présentation homo-sérielle alors, il existe un progénérateur dans
o[ M].

Proposition 1.6.3 [28], p.532, 54.2
Sotent A un anneau et M un A-module de type fini. Alors les

conditions sutvantes sont équivalentes :
(1) M est de type de représentation finie ;
(2) M est de longueur finie ;

(3) Il existe un progénérateur dans o[M].

1.7 Quelques modules hopfiens

Lemme 1.7.1 [19], p.02, Lemme 1.3

Soient A un anneau, M un A-module et f un A-endomorphisme
de M.

i) Si Imf = Imf?, alors M = Imf +ker f ;

ii) Si ker f = ker f2, alors Imf Nker f = {0}.

Proposition 1.7.1 [19], p.02, proposition I.}

Soient A un anneau et M un A-module.
Si M est noethérien (resp. de longueur finie), alors tout endo-

morphisme surjectif de M est un automorphisme de M.
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Définition 1.7.1
Un A-module M est dit indécomposable s’il n’existe pas de
sous-modules non nuls My et My de M tels que M = My & M,

Proposition 1.7.2 [19], p.14, proposition 1.21

Tout module projectif indécomposable est hopfien.

Définition 1.7.2
Un sous-module H d’un A-module M est dit complétement

invariant dans M, si pour tout A-endomorphisme f de M, on
a f(H) C H.

Proposition 1.7.3 (/19], p.04, proposition)

Soit M un A-module somme directe de sous-modules Hj, j € J.
(1) Si M est hopfien, alors, pour tout j € J, H; est hopfien ;
(2) Si, pour tout j € J, H; est complétement invariant dans M

alors M est hopfien si et seulement si chaque H;, 7 € J, est
hopfien.

Proposition 1.7.4 [19], p.06, proposition 1.8

Soit M un A-module produit direct de modules H;, j € J.

(1) Si M est hopfien, alors, pour tout j € J, H; est hopfien ;
(2) St Hom(H;, H;) =0, pour tout (i, j) € J* avec i # j alors
M est hopfien si et seulement si pour tout j € J, H; est hopfien.

Proposition 1.7.5 [19], p.06, proposition 1.8

Soit M un A-module. Si H est un sous-module complétement
invariant de M tel que H et M/H soient hopfiens alors, M est
hopfien.
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Définition 1.7.3
Un module M est dit de type dénombrable s’il peut étre en-

gendré par un sous-ensemble dénombrable.

Proposition 1.7.6 [19], p.15, proposition 1.23

Soit M un A-module. St M est somme directe de modules pro-

jectifs indécomposables de type dénombrable deux a deux non
1somorphes a [’'anneau d’endomorphisme local de M, alors M

est hopfien.

1.8 Catégorie o[M] et Quelques Propriétés

Définition 1.8.1

Une catégorie est un ensemble C, dont les éléments sont appe-
lés objets, muni

(a) pour tout couple (X,Y) d’objet de C, d’un ensemble Home(X,Y)
ou simplement Hom(X,Y') appelé ensemble des morphismes
de C de X dansY ;

(b) pour tout triplet (X,Y,Z) d’objet de C, d’une application
(f,9) — gof de Hom(X,Y) x Hom(Y, Z) dans Hom(X, Z) ap-
pelée composition, ces données étant assujetties aux conditions
sutvantes :

(1) VXY, Z,TeC) (VY fe Hm(X,Y)) (Vg€ Hom(Y, Z))
(Vhe Hom(Z,T)) (hog)of=ho(gof);

(2)(VXel) (Jeec Hm(X, X)) (VY €C)

((V feHom(X,Y)) foe=fet(Vge Hom(Y,X)) eog = g).
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L’élément e dont l'existence est affirmée dans (2) est unique. On
l'appelle identité de X et on le note 1x.
On écrit souvent f: X — Y pour f € Hom(X,Y).

Exemples 1.8.1

- Catégorie des ensembles notée Ens ;

- Catégorie des groupes (resp. abéliens) notée Gr (resp. Ab ou
Grab) ;

- Catégorie des anneaux (resp. commutatif) notée Ann (resp.
Annc) ;

- Catégorie des A-modules a gauche (resp. a droite ) notée A-
Mod (resp. Mod-A).

Définition 1.8.2

On appelle endomorphisme de X tout morphisme de X dans
X et on pose End(X) = Hom(X, X).

Soit f : X — Y un morphisme de X dans Y, on dit que f
est un tsomorphisme de X sur'Y s’l existe un morphisme
g:Y = X tel que go f =1x et fog=1y. Alors g est unique
et on l'appelle 'inverse de f.

On dit que f est un automorphisme de X si f est un isomor-

phisme de X sur X.

Définition 1.8.3
Soient C et C' deux catégories, on dit que C' est une sous-

catégorie de C si
(1) C'cC;
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(2)V X,Y € Home(X,Y) C Home(X,Y) ;

(3) La composition dans C' est induite par la composition dans
C:

(4) Pour tout objet X de C', l'identité de X dans C' est l'identité
de X dans C

Remarque 1.8.1

On dit que C' est une sous-catégorie pleine de C si, pour tout
couple (X,Y) d’objets de C', on a Home(X,Y) = Home(X,Y).

Exemples 1.8.2
- G-Ens est une sous-catégorie de Ens qui n’est pas pleine ;
- o[ M] est une sous-catégorie pleine de A-Mod dont nous allons

voir ultérieurement.

1.8.1 Catégorie o[M]|

Définition 1.8.4
Soient A un anneau, N et M deux A-modules. On dit qu’un
A-module N est engendré par M (ou M-engendré) s’il existe

une ensemble A et un épimorphisme
o: M™N — N,
ot MY = somme directe de |\| copies de M.

Définition 1.8.5
Un A-module K est dit sous-engendré par M (ou M-sous-

engendré) si K est isomorphe a un sous-module d’un A-module
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M -engendré.
On note o[M]| la sous-catégorie pleine de A-Mod dont les
objets sont les sous-modules d’un A-module M-engendré (i.e les

modules sous-engendrés par M ).

Remarque 1.8.2

Pour un module M, on note les propriétés suivantes :

(1) Pour N € o[M], tous les modules quotients et les sous-
modules de N sont dans o[M] ;

(2) La somme directe d’une famille de modules dans o[M] ap-
partient a o[M] ;

(3) Pour une famille (Ny)x de modules dans o[M] le produit

direct dans o[M)] eziste et est noté [[) Ny avec :

[Tx Na=Tr(Us, TT, Na)

ou Uy = @{U € MW tel que U est de type fini}.

[1 faut aussi noter que la définition d’un module noethérien (resp.
artinien, semi-simple, de type fini, injectif, sériel, homo-sériel)
telle que définie dans A-Mod est la méme dans o[M].

Par contre celle d'un module projective dans o[M] est donnée

par la définition suivante :

Définition 1.8.6
Un module dans o[M] est dit projectif dans o[M] s’il est N-
projectif pour tout N € o[ M].
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Définition 1.8.7
Soient A un anneau et M un A-module. On appelle annulateur
de M [’ensemble défini :

Ann(M) ={a € A tel que am =0VYm € M}

Proposition 1.8.1 (/28] p. 120, 15.4)

Soitent A un anneau et M un A-module.

(1) Sile A-module M est de type fini sur S = Enda(M), alors
o[M] = A/Ann(M)-Mod.

(2) Si A est commutatif alors, pour tout module de type fini M,

olM] = A/Ann(M)-Mod.

Proposition 1.8.2 ([27])

Soit M un A-module de longueur finie. Alors les conditions sui-

vantes sont équivalentes :
(1) 1l existe un progénérateur P dans o[M] et End(aP) est un
anneau artinien et sériel;

(2) M est de type de représentation sérielle.

1.8.2 Sous-générateurs dans o[ M|

Proposition 1.8.3 (/28] p. 119, 15.2)

Pour tous A-modules M et N les conditions suivantes sont équi-

valentes :

(a) N est un sous-générateur dans o[M] ;
(b) o[M] = o[N];
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(¢) N € og[M] et M € g[N];
(d) N € o[M] et les sous-modules (cycliques) de N four-

nissent un ensemble de générateurs pour o[M].

Proposition 1.8.4 (/28], p.120, 15.3)

Pour tout A-modules M les assertions suivantes sont équiva-

lentes :

(a) A est sous-engendré par M ( c-a-d A € o[M]);

(b) o[M] = A-Mod ;

(c) A C M* pour queleque k € N;

(d) {Uc MW, U cyclique} est un ensemble de générateurs
dans A-Mod.
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Chapitre 2

S-MODULES et Si-MODULES
SUR UN DUO-ANNEAU

INTRODUCTION

L’étude de ce chapitre porte essentiellement sur notre premier
article intitulé S;-modules. Ceci a fait l'objet de publication dans
Afrika Mathematics (voir [9]) .

On rappelle qu'un A-module M est hopfien si tout endomor-
phisme surjectif de M est un automorphisme de M.

I est bien connu que tout A-module noethérien (resp. de lon-
gueur finie) est hopfien mais la réciproque n’est pas toujours
vraie.

Dans [19] le Pr. SANGHARE a prouvé ’égalité entre la classe
des A-modules hopfiens et la classe des A-modules noethériens
(resp. de longueur finies). Ainsi en partant de cette idée nous

allons essayer de faire de méme en montrant 1'égalité entre ces
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deux classes mais cette fois ci en utilisant la catégorie o[M], in-
troduite par Robert WISBAUER dans [28], qui est la sous-
catégorie pleine de A-Mod.

De ce fait, dans ce chapitre, nous allons fixer I'anneau A et étu-
dier les A-modules M pour lesquels tout objet hopfien de o[M]
est noethérien (resp. de longueur finie). Tels modules sont appe-

lés S-modules (resp. Si;-modules).
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2.1 Caractérisation des S-modules et S;-modules

2.1.1 Caractérisation des S;-groupes abéliens

Pour aborder cette partie on rappelle les définitions suivantes.

Définition 2.1.1

Soit M un A-module. Un élément x € M est dit divisible si
pour tout élément a € A non diviseur de zéro a droite, il existe
un élément ' € M tel que x = ax’. M est divisible si tout

élement de M est divisible.

Remarque 2.1.1

Un groupe G est diwvisible si G considéré comme Z-module est

divisible.

Définition 2.1.2
Un sous-groupe H d’un groupe G est dit pur si pour tout entier
naturel n, nG N H =nH.

Définition 2.1.3

Un sous-groupe B d’un p-groupe G est appelé sous-groupe de
base de G si et seulement si :

(1) B est somme directe de groupes cycliques ;

(17) B est un sous-groupe pur de G ;

(1i1) G /B est divisible.

Définition 2.1.4
Soit G un groupe abélien. On dit que G est un Si-groupe si

tout élément hopfien de o|G] est de longueur finie.
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Théoreme 2.1.2

Soit G un groupe abélien. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) G est un Sy-groupe abélien ;

(2) Pour tout groupe abélien M € o|G] il existe un nombre fini
d’entiers premiers positifs p1 < ps < ... < py, tels que M s’écrit
sous la forme M = @;_; M,, ot pour touti (1 <i<n) M, est

somme directe de P;-groupes cycliques.

Preuve

(1) = (2) Soit x € G. Posons < x > le sous-groupe de G engen-
dré par z, alors o[< = >] est une sous-catégorie pleine de |G|
et par conséquent < x > est un Si-groupe.

Soit n € N tel que < © >= Z,, alors o[< © >| = 0[Z,] = Z,-
Mod. Si n = 0 alors o[< x >] = Z-Mod ce qui est absurde car
car Z n’est pas un Si-anneau. En effet le Z-module QQ est hop-
fien mais il n’est pas noethérien par suite il n’est pas de longueur
finie. Alors pour n € N* il en résulte que x est un élément de
torsion ce qui montre que GG est un groupe de torsion.

Soit G = @,epG)p ou P est un ensemble d’entiers premiers posi-
tifs et G # {0} la composante p-primaire de G.

Pour p € P, soit x;, un élément de G, tel que < z, >= Z,. Alors
le groupe H = @,cpZ, est un élément hopfien de o[G] donc H
est de longueur finie, par suite P est fini.

Soit M un élément de o[G]. Comme o[M] est une sous-catégorie

pleine de o[G], M est alors un Si-groupe. Donc d’apres ce qui
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précéde M est un groupe de torsion.
Soient p1 < po < ... < p, les éléments de P et soit pour tout
entier naturel i(1 < ¢ <n) M, la composante p;-primaire de M
alors

M = @i M),

Pour ¢ € {1,...,n} posons B; le sous-groupe de base de M),,.
Comme le groupe quotient divisible M,, /B; est un élément hop-
fien de o[M] donc M, / B; est réduit a I’élément neutre par consé-
quent M, = B;.

(2) = (1) Soit N = @' |N,, un élément hopfien de ¢[G] . Alors
pour i € {1,...,n} N, qui est somme directe de p;-groupes cy-
cliques est nécessairement de longueur finie. Il en résulte que N

est de longueur finie. Par suite G est un Si-groupe.

2.1.2 Caractérisation des S-modules et S;-modules

Définition 2.1.5
On dit qu'un A-module M est un S-module(resp. S1-module)
si tout objet hopfien de o[M] est noethérien(resp. de longueur

finie).

Exemples 2.1.1

Tout module simple est un S-module (resp. Si-module).

Proposition 2.1.1

Soient A un anneau et M un A-module. Alors, les conditions

suivantes sont vérifies :
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(1) Tout sous-module d’un S-module est un S-module ;

(2) L’image homomorphe d’un S-module est un S-module ;

(3) Soit M = [l,c; Mi un produit direct de modules M; avec
o[M;) N o[M;] = 0V i # j alors, M est un S-module si et

seulement si I est fini et M; est un S-module ¥ 1 € I.

Preuve

(1) Soient M un S-module et N un sous-module de M. Alors
N € o[M] ce qui entraine que o[N] est une sous catégorie pleine
de o[M]. Soit K un élément hopfien de o[N]. Alors K est aussi
un élément de o[M]. Par conséquent K est noethérien.

(2) Soit f: M — M’ un épimorphisme. Comme M’ est engendré
par M, alors M’ € o[M]. D’aprés (1) M’ est un S-module.

(3) Soit M = []..; M; un S-module.

Posons V j € I 7 : [[,c; Mi — M;, m; homomorphisme surjec-
tif. Alors d’aprés (2) M; est un S-module V j € I.
Réciproquement Soit N € o[[];;
I est fini il existe un isomorphisme ¢ : [[7_; M; — @;_; M; d’ou
N € o[@;_| M;]. D’aprés [24] N = @._, N; avec N; € o[M;]
Vi e {l,..,n}. Comme N est hopfien donc selon la propo-

el

M;] un élément hopfien , puisque

sition 1.7.3 chacun des N; est hopfien. Par suite N; est de

noethérien Vi € {1,...,n}. Il en résulte que N est noethérien.

Corollaire 2.1.3
Sotent A un anneau et M un A-module. Alors, les conditions
sutvantes sont vérifiées :

(1) Tout sous-module d’un Sy-module est un Sy-module ;
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(2) L’ image homomorphe d’un Si-module est Si-module ;

(3) Soit M = [l.c; M; un produit direct de modules M; avec
olM;]No[M;] =0V i # j alors, M est un S-module (resp.
Si-module) si et seulement si I est fini et M; est un Si-module
Viel.

Preuve
La preuve est analogue a la démonstration de la proposition
2.1.1.

Proposition 2.1.2
Soit M un A-module. St M est un S-module (resp. Si-module)

alors il existe dans o[ M| un nombre fini de modules simples non

1somorphes deux a deux.

Preuve

Soit (N;);e; un systeme complet de représentants de classes d’iso-
morphisme de modules simples dans o[M].

Posons N = @,.; N; alors, N € o[M] car o[M] est stable par

somme directe. Comme N est hopfien alors, il est noethérien

el

(resp. de longueur finie). Par conséquent I est fini.

Définition 2.1.6

Un sous-module N d’un A-module M est dit superflu dans M
si, pour tout sous-module L # N de M, la relation N + L = M
implique que L = M.

Définition 2.1.7
Soient M un A-module et P un A-module projectif. On dit que
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P est une enveloppe projective de M s’il existe un homomor-
phisme surjectif f de P sur M tel que Kerf soit superflu dans
P.

Définition 2.1.8
On dit qu’un A-module M est local s’il contient un seul sous-

module propre maximum N. N est le radical de jacobson de M.

Proposition 2.1.3

Soient A un anneau et M un S-module alors, les conditions sui-
vantes sont vérifices :

(a) Tout module projectif indécomposable dans o[M] est noethé-
rien ;

(b) L’enveloppe projective de tout module simple dans o[M], s’il

existe, est noethérienne.

Preuve

(a) Résulte de la proposition 1.7.2.

(b) Soit P un module simple de o[M] qui admet une enveloppe
projective. Pour montrer que son enveloppe M-projective P est
noethérienne il suffit de montrer que P est indécomposable. Po-
sons P = P, ® P, et f un homomorphisme surjectif de P dans
P tel que ker f soit superflu dans P. Soit f1 la restriction de
f a Pp. On suppose que f; # 0. Comme P est simple alors f;
est surjectif. Donc P, C Kerf qui est superflu dans P donc
Py, =0et P = P;. Ainsi P est indécomposable. Par analogie on

montre que si f est restreint a P, alors P, = 0 et P = P,. Par
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conséquent P est indécomposable. D’apres proposition 1.7.2,
il en résulte que I’enveloppe projective de tout module simple

est noethérienne.

Corollaire 2.1.4

Soit A un anneau et M est Si-module. Alors, les conditions sui-
vantes sont vérifiées :

(a) Tout module projectif indécomposable dans o[M] est de lon-
gqueur finie ;

(b) L’enveloppe projective de tout module simple dans o[M], s’il

existe, est de longueur finie.

Preuve

La démonstration est analogue a la proposition 2.1.3

Proposition 2.1.4

Soient A un anneau commutatif et M un S-module. Alors, les
conditions suivantes sont vérifiées :
(1) Tout module de type fini de o[M] est noethérien ;

(2) Tout module local dans o|[M] est noethérien.

Preuve

(1) Résulte du fait que dans un anneau commutatif tout module
de type fini est hopfien.

(2) Si M est local, on pose N le radical jacobson de M. Si
x € M/N, alors M = Az. Donc il est noethérien.

Corollaire 2.1.5

Soient A un anneau commutatif et M un Si-module. Alors, les
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conditions suivantes sont vérifiées :
(1) Tout module de type fini de o[M] est de longueur finie ;
(2) Tout module local dans o[M)] est de longueur finie.

Preuve

La démonstration est analogue a la proposition 2.1.4

Définition 2.1.9
Un A-module M est localement de longueur finie si tout

sous-module de type fini de M est de longueur finie.

Définition 2.1.10
On dit qu’un anneau est un m -anneaw si tout homomorphisme
surjectif d’un A-module de type fint M sur un sous-module H

de M est un isomorphisme de M sur H.

Remarque 2.1.6

Il est clair que sur un m-anneau tout module de type fini est

hopfien.

Proposition 2.1.5

Soient A un m-anneaw et M un A-module.

S1 M est un S1-module alors M est localement de longueur finie.

Preuve
Soit N un sous-module de M de type fini. Alors N € o[M].
D’aprés la remarque précédente N est hopfien. Par conséquent

N est de longueur finie.
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Définition 2.1.11
Un A-module est dit type de représentation finie s’il est de
longueur finie et s’il existe seulement un nombre fini de modules

indécomposables non isomorphes deuz a deux dans o[M].

Théoreme 2.1.7 Soient A un duo anneau et M un A-module
tel que o[M]| admet un progénérateur. Alors, les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) M est un S-module ;

(2) M est de type de représentation sérielle ;

(3) M est de type de représentation finie.

Preuve

(1) = (2) Soit @ un progénérateur de o[M]. Comme @ est de
type fini alors, on a o[Q] = A/I-Mod ou I = Ann(z). Comme
M est un S-module alors 'anneau quotient A/I est un S-anneau
qui est aussi un anneau artinien a idéaux principaux. () étant de
type fini alors il est de longueur finie. Ce ceci implique que M
est de longueur finie. Par suite M est de type de représentation
sérielle selon la proposition 1.6.2.

(2) = (3) Soit N un objet de o[M] alors N = @, N; avec N;
unisériel. Ainsi en se reférant au ([28], p.560) N; est homo-
unisériel V ¢ € I. Alors N = ®;c;N; est homo-sériel. Ce qui
implique que M est de type de représentation homo-sérielle.
D’aprés ([28] p.568) le progénérateur est de longueur finie. Par
conséquent o[M] = o[Q)] et M est de type de représentation finie
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selon le ([10] Theorem 4.3).
(3) = (1) Résulte de [22], p.38, Théoreme III-17.

Remarque 2.1.8

Tout module simple est unisériel, cyclique et de longueur finie.

Théoreme 2.1.9

Soient A un duo-anneau et M un A-module semi-simple. On
suppose que o[M] admet seulement un nombre fini de modules
unisériels. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) M est un Si-module ;

(2) M est de type de représentation sérielle ;

(3) M est de type de représentation finie.

Preuve

(1) = (2) Soit NV un objet de g[M]. Puisque M est semi-simple
alors NV est aussi semi-simple. D’aprés la proposition 1.3.4,
N est somme directe de ses composants isotypiques c’est a dire
N = @Djc/(Dje N}) avec @,.; N la composante isotypique
de type N'. Par conséquent N sériel.

(2) = (3) M semi-simple donc somme directe de modules simples.
D’aprés la remarque précédente M est somme directe de modules
unisériels. Or o[M] n’en admet qu'un nombre fini. Par suite M
est de longueur finie. En se reférant a la proposition 1.6.2 o[M]
admet un progénérateur. A étant un duo-anneau donc d’aprés
([10] Theorem 4.3) M est de type de représentation finie.

(3) = (1) Soit N un objet hopfien de o[M]. Comme M est semi-

simple alors N est semi-simple. Posons N = ®;c;N; ou les N;
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sont simples. Ceci implique que pour tout ¢ € I N; est unisériel

et de longueur finie. Par conséquent N est de longueur finie.

Un module M est dit de type sériel si tout objet de o[M]

est somme directe de modules unisériels de longueur finie.

Corollaire 2.1.10

Soient A un anneau et M un A-module semi-simple. On suppose
que o[ M] n’admet qu’un nombre fini de modules unisériels. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) M est un Si-module ;

(2) M est de type sériel.

Preuve

(1) = (2) Soit N € o[M]. Puisque M est semi-simple alors
N est aussi semi-simple donc somme directe de ses composants
isotypiques c’est a dire N = /(D N?) avec @, N la
composante isotypique de type N'. M Si-module donc o[M]
admet un nombre fini de modules simples. Donc I est fini. Par
conséquent M est de type sériel.

(2) = (1) Soit K € o[M] un élément hopfien. Comme M est
de type sériel donc d’apres la définition K = @, K; avec K;

unisériel et de longueur fini Vi. Par suite K est de longueur finie.

Théoréme 2.1.11

Sotent A un duo anneau et M = @' {M; un module sériel de
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longueur finie avec

o[M;] N o[M;] = 0 Vi # j.0n suppose que o[M] admet un pro-
générateur. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) M est un Si-module ;

(2) M est de type de représentation sérielle ;

(3) M est de type de représentation finie.

Preuve

(1) = (2) Soit N un objet de o[M]. Comme M est sériel alors,
N € o[@;erM;] ou M; est unisériel pour tout ¢ € 1. D’apres [24],
N = @;erN; avec N; € o[M;] pour tout i € I. Donc N; est M;-
sous-engendré pour tout ¢ € I d’ou il existe un épimorphisme
o; - Mi(A) — K, avec N; sous-module de K; pour tout ¢ € I.
D’apres le premier théoreme de 1'isomorphisme Mi(A) /Kerg; ~
K;. Comme Mi(A) est unisériel alors MZ.(A) /Kere; est aussi uni-
sériel. Donc K; est unisériel. Or tout sous-module d’un module
unisériel est unisériel et par suite V; unisériel pour tout ¢ € 1.
Par conséquent N est sériel.

(2) = (3) D’aprés [27] o[ M] admet un progénérateur (). Puisque
() est de type fini, il est de longueur finie. Par suite d’apres ([10]
Theorem 4.3) 0[Q] = o[M] et M est de type de représentation
finie.

(3) = (1) Résulte de [22], p.38, Théoréme ITI-17.
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Chapitre 3

FGS-MODULES

INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré uniquement a I’étude des F'G'S-modules
qui a fait I'objet de publication dans "Journal of Mathematics
Research” (voir [2]).

Soient A un anneau et M un A-module. On rappelle qu'un A-
module M est hopfien si tout A-endomorphisme surjectif de M
est un automorphisme.

En 1969 W. V. Vasconcelos a démontré que pour un anneau
commutatif A la classe des A-modules de type fini est inclue ou
égale a la classe des A-modules hopfiens. En général cette inclu-
sion est stricte. En effet dans [12] Kaidi A. M. et Sangharé
M. ont donné l'exemple d’'un module hopfien sur un anneau
commutatif et qui n’est pas de type fini. Ainsi c’est partant
de cette lancée que dans [21] M. Barry, M. Sangharé and
S. D. Touré ont démontré que la classe des duo-anneaux A

pour lesquels tout A-module hopfien est de type fini(les F'GS-
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duo-anneaux) est identique a la classe des anneaux artiniens a
idéaux principaux. De ce fait en utilisant o[M] la sous-catégorie
pleine de la catégorie A-Mod introduite par Wisbauer R., nous
avons introduit pour la premiere fois dans [2] la notion de FGS-
module pour généraliser celle des F'GS-anneaux. Nous allons
donner la caractérisation compléte de ces F'GS-modules en mon-
trant que leur classe est identique a celle des A-modules de type

de représentation finie ou de type de représentation sérielle.
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3.1 Définitions et Propriétés

Définition 3.1.1
On dit qu’un anneau A est un FGS-anneau si tout A-module

hopfien est de type fini.

Définition 3.1.2
Un A-module M est dit F'G.S-module si tout objet hopfien de
ag[M] est de type fini.

Définition 3.1.3
Soit A un anneau commutatif, un élément a € A est dit régulier

s’il existe un élément b € A tel aba = a.

Définition 3.1.4
Soient A un anneau commutatif et I un idéal. On dit que A est
I-reflectif s’il satisfait a la condition suivante :

a € A est régulier si et seulement si a est régulier dans A/I.

Lemme 3.1.1 (/23] p.284, Proposition 2.1)
Sotent A un anneau et I un idéal bilatére. Si Qu(A) existe et A
est I-reflectif alors Qq(A/I) existe.

Ici on note Qq(A) pour dire l'anneau quotient de A.

Proposition 3.1.1

Sotent A un anneau commutatif integre et Ann(M) 'annulateur
de M alors A est Ann(M)-reflectif.
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Preuve

Supposons a un élément régulier de A, ceci implique qu’il existe
b € A tel que aba = a. On a alors, aba = a d’ou aba = a donc a
il est régulier dans A/Ann(M).

Reciproquement supposons que a soit régulier dans A/Ann(M)
alors, aba = a. Ce qui implique que aba —a € Ann(M). Comme
A est integre alors, aba — a = 0 d’ou aba = a. Par conséquent a

est régulier dans A.

Proposition 3.1.2 Soient A un anneau commutatif et M un

FGS-module de type fini, alors M est un corps.

Preuve

D’apres la proposition 1.6.1, o[M] = A/Ann(M)-Mod et on a
M ~ A/Ann(M). Comme M est un FGS-module alors A/Ann(M)
est aussi un F'GS-anneau qui est intégre.

Posons A" = A/Ann(M) et soit K le corps des fractions de A’
alors K = S~ A’ existe car A est Ann(M)-réflectif. Considérons

le A-module K qui est un groupe abélien et I'application

AxK—K
(', k) — d'k

Montrons que le A’-module K est hopfien. Soit f € Enda (K)
tel que f(s~'a’) = 0.

On a f(s7td) = s lsf(s7ld) = s71f(ss7ld) = s71f(d) =
s1a/ f(1) =0= s"1a’ =0 car f(1) # 0 d’ou f est injective. Par
conséquent K est de type fini et K = A" = A/Ann(M) ~ M.
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Proposition 3.1.3

Soient A un anneau commutatif et M un FGS-module de type

fini. Tout module premier de o[M] est un module mazximal.

Preuve

Soit P un module premier de o[M] contenant Ann(M). Comme

o[M] = A/Ann(M)-Mod alors P/Ann(M) est un idéal premier

du FGS-anneau A/Ann(M). On sait que I'image homomorphe

d’un FGS-anneau est un F'GS-anneau donc (A/Ann(M))/(P/ann(M))

est un F'GS-anneau intégre. D’apres ce qui précéde (A/Ann(M))/(P/ann(M))

est un corps d’ou P est maximal.

Proposition 3.1.4

Sotent A un anneau commutatif et M un FGS-module de type
fini. Alors il existe un mombre fini de module mazximal dans

o[ M].

Preuve

Soit L l’ensemble des modules premiers de o[M].

Posons A/Ann(M) = A’. On a pour tout P € L, A'/P est
simple. Soit P, P, € L avec P; # Py alorsona Hom(A'/ Py, A’/ Py) =
0. Soit @ = @pc; A'/P. Comme pour tout P € L, A'/P est
hopfien. Alors @) est hopfien. Par conséquent @) est de type fini

et L est fini.

Proposition 3.1.5

Soient A un anneau commutatif et M un FGS-module de type
fini et J(M) son radical de jacobson. Alors, M/J(M) est semi-

simple.
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Preuve
On a o[M] = A/Ann(M)-Mod et on a M ~ A/Ann(M).
Posons A" = A/Ann(M), A est un FGS-anneau. D’apres ce qui

précéde il existe un nombre fini de module maximal tel que :
J(M):PlﬂPgﬂ...ﬂPn:Pl XPQX... XPn
D’oti l'isomorphisme @ A'/P, ~ A"/ J(M) ~ M

Définition 3.1.5

Un anneau A est dit semi-local si A/J est semi-simple.

Proposition 3.1.6

Sotent A un anneau commutatif et M un FGS-module de type

fini. Alors M est semi-local.

Preuve

Elle résulte de la définition 3.1.5 et de la proposition 3.1.5.

Proposition 3.1.7

Sotent A un anneau commutatif et M un FGS-module local,

alors M est noethérien.

Pour démontrer cette proposition nous allons utiliser les lemmes

sulvants :

Lemme 3.1.2 (/28] p.221, 27.1)

Pour un A-module M les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) M est noethérien ;

(2) Tout sous-module de M est de type fini.

Mémoire de These Unique. 48 Sur les S-Modules.



CHAPITRE 3. FGS-MODULES

Lemme 3.1.3 [15]
Soit A un anneau commutatif. Si A est un FGS-anneau local

alors, son radical jacobson est un idéal principal.

Preuve de la proposition 3.1.7

Soit J(M) le radical jacobson de M. D’apres le lemme 3.1.3
J(M) est nilpotent implique J(M) est hopfien. Comme M est
un F'GS-module, alors J(M) est de type fini. Soit N un sous-
module de M, Alors N C J(M) car M est local. Ce qui montre
que N est nilpotent. Par conséquent N est hopfien donc il est
de type fini. Alors tout sous-module de M est de type fini et il

résulte du lemme 3.1.2 que M est noethérien.

Proposition 3.1.8

Soient A un anneau commutatif et M un FGS-module local.
Alors, les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) M est noethérien ;

(2) M est de longueur finie ;

(3) M est artinien.

Preuve

(1) Résulte de la proposition 3.1.7.

(2) Comme M est noethérien alors il est hopfien. Donc il est de
type fini. On sait que o[M| = A/Ann(M )-Mod donc A/Ann(M)
est un F'GS-anneau qui est aussi un anneau artinien a idéaux
principaux en se reférant au [15]. On en déduit que M est de
longueur finie d’apres le corollaire 1.5.2.

(3) C’est la méme démonstration que (2).
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Proposition 3.1.9

Soient A un anneau commutatif et M un FGS-module local.
Si N est un objet de o[M], alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) N est de type fini;

(2) N est noethérien ;

(3) N est artinien.

Preuve

D’apres la proposition 3.1.7 M est noethérien. Alors il est
hopfien. Comme M est un F'GS-module alors il est de type fini
on a donc o[M] = A/Ann(M)-Mod et il résulte de la propo-
sition 3.1.7 que A/Ann(M) est un anneau artinien a idéaux
principaux. Comme tout élément de o[M] est un A/Ann(M)-
module, alors d’apres le corollaire 1.5.2 les conditions sont

équivalentes.

Proposition 3.1.10 [3/, p.224, Théoréme 12.3.11

Soient A un anneau commutatif noethérien et M un A-module

de type fini. Il existe alors une suite finie
O=MyCcMyC..CM,=M

de sous-modules de M et pour touti € {1,...,n} un idéal premier
©; C A tel que M;/M; 1 ~ A/gp;.

Corollaire 3.1.4
Sotent A un FGS-anneau commutatif et M un A-module de type
fini. Alors, M est de longueur finie.
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Preuve
Comme A est un F'GS-anneau d’apres [15] theorem 3.3 A est
un anneau artinien a ideaux principaux. D’ou A est noethérien.

D’apres la proposition précédente Il existe alors une suite finie
O=MyCcMyC..CcM,=M

de sous-modules de M et pour tout ¢ € {1,...,n} un idéal pre-
mier p; C A tel que M;/M; 1 ~ A/gp;. Ainsi Comme A est un
FGS-anneau alors tout idéal premier de A est maximal. Donc
M;/M;_1 ~ A/p; est simple pour tout ¢ € {1,...,n}. D’ou M est

longueur finie.

Remarque 3.1.5

Les démonstrations des résultats suivants se font de la méme
facon que celles des résultats correspondants sur les S-modules

(resp. Si-modules).

Proposition 3.1.11

Soient A un anneau et M un A-module. Alors, les conditions
suivantes sont vérifiées :

(1) Tout sous-module d’un FGS-module est un FGS-module ;
(2) L’image homomorphe d’un FGS-module est un FGS-module ;
(3) Soit M = [l,c; M; un produit direct de modules M; avec
o[M;]No[M;] =0 pour tout i # j, alors M est un FGS-module
si et seulement si I est fini et M; est un F'GS-module pour tout
1€l

(4) Si M est un FGS-module, alors il existe seulement dans
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o[M] un nombre fini de modules simples non isomorphes deux
a deuz.

(5) Si M est un FGS-module, alors tout module projectif indé-
composable dans o[M] est de type fini;

(6) Si M est un FGS-module, alors l’enveloppe projective de

tout module simple dans o[M], s’il existe, est de type fini.

3.2 Caractérisations des F'G.S-modules

Dans [28], Wisbauer a montré que tout module unisériel
est homo-unisériel. Par contre la réciproque de cette affirmation
est vraie si le module est de type fini.

Ainsi en supposant que M est un F'G.S-module, nous allons mon-
trer par la proposition suivante 1’équivalence entre la classe des
modules homo-unisériels et celle des modules sériels. De plus
nous allons en déduire 1’équivalence entre M de type de repré-

sentation sérielle et M de type de représenttation homo-sérielle.

Proposition 3.2.1
Soient A un duo anneau et M un FGS-module tel que o[M] ad-

met un progénérateur. Alors, les conditions suivantes sont équi-

valentes :
(1) M est de type de représentation sérielle ;

(2) M est de type de représentation homo-sérielle.

Preuve
(1) = (2) Soit N un object de o[M]. Comme M est de type
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de représentation sérielle alors N = @ | N; est sériel avec N;
unisériel pour tout ¢, 1 < ¢ < n. Ceci implique que N; est homo-
unisériel pour tout ¢, 1 < i < n. Donc N = €, N; est homo-
sériel. Par conséquent M est de type de représentation homo-
sérielle.

(2) = (1) Soit N un object de o[M] et () un progénérateur de
o[M]. Soit © € Q. On a o[Ax] = A/I-Mod ou I = Ann(z).
Comme Az est un FGS-module alors le module quotient A/I
est un F'GS-anneau. Ainsi en se reférant au théoréeme 3.4 de
[21] A/I est un anneau artinien a idéaux principaux. Comme
o[Q] = o[M], alors d’aprés le corollaire 3.5 de [21], tout mo-
dule de A/I-Mod c’est a dire de o[M] est somme directe de
modules cycliques. On sait que N est homo-sériel alors, il peut
s’écrire sous la forme N = @ ; N; avec N; homo-unisériel.
D’apres ce qui précéde N; est cyclique V 1 < 7 < n. Ce qui
implique N; est unisériel V 1 < ¢ < n. D’ou N est sériel. Par

conséquent M est de type de représentation sériel.

On sait que si A est un F'G\S-anneau alors tout A-module est
un F'GS-module. Mais la réciproque de cette affirmation n’est
pas toujours vraie. Donc dans ce qui suit nous allons montrer la

réciproque en ajoutant certaines conditions dans I’hypothese.

Proposition 3.2.2

Soient A un anneau et M un module. On suppose que A est

sous-engengré par M. Alors, les conditions suivantes sont équi-
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valentes :
(1) A est un FGS-anneau;
(2) M est FGS-module.

Preuve

(1) = (2) Soit N un objet hopfien de o[M]. Comme A est
F'GS-anneau alors N est de type fini. Par conséquent M est un
FGS-module.

(2) = (1) D’apres la proposition 1.8.4.

Théoreme 3.2.1

Soient A un duo-anneau et M un A-module semi-simple. Alors,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) M est FGS-module ;

(2) M est de type de représentation sérielle et de longueur finie ;
(3) M est de type de représentation homo-sérielle et de longueur
finie ;

(4) M est de type de représentation finie.

Preuve
(1) = (2) Soit N objet de o[M]. Puisque M est semi-simple,
alors IV est aussi semisimple. De ce fait N peut s’écrire sous
la forme N = @, ;
marque 2.1.8, N; est unisériel V i € I. Donc N =

sériel. D’ou M est de type de représentation sérielle.

N; avec N; simple V ¢ € I. D’apres la re-
N; est

el

Maintenant montrons que M est de longueur finie. Posons M =

D,.; M; avec M; simple ¥V ¢ € I. Comme pour tout i € I M; est
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complétement invariant et hopfien donc d’apres la proposition
1.7.3 M est hopfien. Il s’en suit que M est de type fini. En se
fondant sur le corollaire 10.16 de [1] M est de longueur finie.
(2) = (3) Résulte de la proposition 3.2.1.

(3) = (4) Comme M est de longueur finie et de type de repré-
sentation homo-sérielle d’apres la proposition 1.6.2, il existe
un progénérateur P dans o[M] qui est de longueur finie. Il en
résulte selon ([10], Theorem 4.3) que o[M]| = o[P]| et M est
de type de représentation finie.

(4) = (1) Soit N un module hopfien de o[M]. Comme M est de
type de représentation finie, alors d’apres le théoreme 2.2.10
M est un Si;-module. D’'ou N est de longueur finie. Or N est
semisimple ce qui implique que N est de type fini selon le co-
rollaire 10.16 de [1].

Un module M est dit localement noethérien si tout sous-

module de type fini de M est noethérien.

Proposition 3.2.3

Soient A un anneau et M un module semi-simple. St M est un
FGS-module, alors les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) Tout élément de o[M] est de longueur finie ;

(2) M est localement de longueur finie ;

(3) M est de type sériel ;
(4)

4) M est localement noethérien.
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Preuve

(1) Soit N un objet de o[M] tel que N = ,.; N; avec N;
simple. On a pour tout ¢ € I N; est hopfien. Ceci implique aussi
que N est hopfien selon la proposition 1.7.3. Comme M est
un F'GS-module, alors N est de type fini. D’apres le corollaire
10.16 de [1], N est de longueur finie. Par conséquent M est
locallement de longueur fini.

(2) Soit N un élément de o[M] de type fini. En se reférant au
corollaire 10.16 de [1], N est de longueur finie. D’out M est
locallement de longueur finie.

(3) Soit N = €,.; N; avec N; simple. Ce qui implique N; est
unisériel et de longueur finie pour tout ¢ € I. Ce qui montre

directement M est de type sériel.
(4) Résulte de (2).

Proposition 3.2.4

Sotent A un anneau et M un module semi-simple. Alors, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) 1l existe seulement un nombre fini de modules simples dans
o[M];

(2) M est un FGS-Module.

Preuve
(1) = (2) Soit N un object de o[M]. Comme M est semi-
simple alors, N est semi-simple aussi. Donc N = @, N; ou

N; est simple et [ fini. Puisque, pour tout i € I, N;(cyclique)

est complétement invariant alors, d’aprés la proposition 1.7.3

Mémoire de These Unique. 56 Sur les S-Modules.



CHAPITRE 3. FGS-MODULES

N = @;erN;(de type fini) est hopfien. Par conséquent M est un

FGS-module.
(2) = (1) Résulte de la proposition 3.1.10.

Corollaire 3.2.2

Soitent A un anneau et M un module semi-simple. S’il existe
seulement un nombre fini de modules simples dans o[M] alors,
les conditions suivantes sont équivalentes :

1) M est un FGS-module ;

2) Tout élément de o[M)| est localement de longueur finie ;

4) M est de type sériel ;

5

(
(2)
(3) M est localement de longueur finie ;
(4)
(5) M est localement noethérien.

Preuve

(1) = (2) Résulte de la proposition 3.2.3 .

(2) = (3) Soit N un objet de o[M] de type fini. Il est donc de
longueur finie. D’ott M est localement de longueur finie.

(3) = (4) Soit N un objet de o[M] alors N = @, N; avec N;
simple pour tout ¢ € I. Alors, pour tout ¢ € I, N; est unisériel
et de longueur finie. D’ou M est de type sériel.

(4) = (5) Soit N un objet de o[M] de type fini. Comme M est
semi-simple alors tout élément de o[M] est semi-simple. Ainsi
d’apres le corollaire 10.16 de [1] N est noethérien.

(5) = (1) Résulte de la proposition 3.2.4 .

Théoréme 3.2.3

Soient A un duo anneau et M = €D, ., M; un module sériel. On

el
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suppose que o[M] admet un progénérateur et o[M;] N o[M;] =0
YV i # 5. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) M est un FGS-module ;

(2) M est de type de représentation sérielle ;

(3) M est de type de représentation homo-sérielle ;

(4) M est de type de représentation finie.

Preuve

(1) = (2) Soit N € o[M] alors, N € o|®;e;M;]. 1l en résulte
de [24] que N = ®;e/N; avec N; € o[M;] V i € 1. Donc il
existe un épimorphisme ¢; : MZ-(A) — K, avec N; sous-module

de K; Vi € I. D’apres le premier théoreme de I'isomorphisme
MZ-(A) /Kerg; ~ K;. Comme MZ-(A) est unisériel alors MZ-(A) /Kerg;
est aussi unisériel or Mi(A) /Ker¢; ~ K; implique que K; est
unisériel. Or tout sous-module d'un module unisériel est unisériel
par suite V; unisériel V ¢ € I. Donc N est sériel. Par conséquent
M est de type de représentation sérielle.

(2) = (3) Selon la proposition 3.2.1.

(3) = (4) D’apres [28] le progénérateur de o[M] est de longueur
finie. Ainsi en se reférant au [10] theorem 4.3 o[M] = o[Q)] et
M est de type de représentation finie.

(4) = (1) Soit N un élément hopfien de o[M] . Comme M est de
type de représentation finie, il résulte du théoréeme 2.2.10 que
M est un S;-module qui est aussi un S-module. Ce qui implique

que N est noethérien. Soit z € @) un progénérateur de o[M] tel
que Q = Az. On a o[Ax] = A/Ann(x)-Mod. Puisque Az est un
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S-module, alors A/Ann(z) est un S-anneau. Donc A/Ann(x) est

un anneau artinien a idéaux principaux. Il résulte du corollaire

1.5.2 que N est de type fini.
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RESUME

Soit A un anneau non nécessairement commutatif possédant un élément unité
1# 0 et M un A-module a gauche.

On dit qu'un A-module N est engendré par M s’il existe un ensemble A et
un épimorphisme ¢ : M® — N.

Un A-module K est dit sous-engendré par M s’il est un sous-module d’un
A-module M-engendré.

On note la catégorie o[M], introduite par R. Wisbauer dans, la sous-
catégorie pleine de A-Mod dont les objets sont les sous-modules d'un A-
module M-engendré.

On dit qu'un A-module M est hopfien si tout endomorphisme surjectif de M
est un automorphisme.

Pour un A-module a gauche M il est bien connu que tout objet noethérien,
de type fini(si A est commutatif) ou de longueur finie de o[M] est hopfien.
Mais la réciproque de ce résultat est en général fausse. En effet, le Z-module
Q est tel que, tout endomorphisme de Q est un automorphisme, alors que
I’ensemble Q, considéré comme Z-module, n’est ni noethérien ni de type fini
ni de longueur finie. L’objet de notre travail est de trouver une caractéri-
sation des A-modules M qui sont tels que tout objet hopfien de o[M] est
noethérien (resp. de longueur finie, de type fini). Tels modules sont appelés
S-modules (resp. Si-modules, F'GS-modules). De ce fait on a pu caractériser
ces différents modules et on a obtenu des résultats spectaculaires dont les
principaux sont les suivants :

- la classe d’'un S-module(resp. S1-module) est équivalente a la classe des mo-
dules de type de représentation‘finie, de type de représenation sérielle sous
certaines conditions ;

- la classe d’'un F'G S-module est équivalente a la classe des modules de type
de représentation‘finie, de type de représentation sérielle, de type de repré-

sentation homo-sérielle sous certaines conditions.
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