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Résumé
Ce travail est une contribution à la modélisation et simulation numérique d’une

part aux problèmes liés à la pollution et l’assèchement des eaux de surface, d’autre

part aux problèmes de propagation d’une maladie dans une population. Le but re-

cherché dans cette thèse est de mettre en place un outil d’aide à la décision dans la

recherche des solutions à certains problèmes cités plus haut. Pour atteindre cet ob-

jectif, nous avons développé des modèles mathématiques et des schémas numériques

adaptés aussi bien dans le cas de la pollution qu’en épidémiologie.

Par ailleurs, dans le cas de la pollution des eaux, le traitement numérique des

domaines d’étude, considérés comme ayant des circonférences non régulières, nous

a amené à faire recours au couplage de techniques déjà existantes pour le maillage

du domaine. Cette approche a fortement amélioré les résultats obtenus.

De plus en épidémiologie, le paramétrage de l’échelle de temps des fonctions

vitales a conduit à des équations singulièrement perturbées. Alors Nous avons fait

une analyse asymptotique du modèle obtenu et évalué les erreurs commises.

A chacune des catégories de problèmes que nous avons présentées, nous avons

appliqué les solutions développées à un exemple concret et les résultats de ces travaux

ont fait l’objet de publications scientifiques que nous avons jointes en annexe de cette

thèse.

Les fruits de ces travaux de recherche ont été consignés dans une plateforme

que nous avons développée sur MATLAB appelée interface graphique de résolution

des problèmes en environnement et en épidémiologie. Cette application constitue la

base de notre progiciel. Quelques résultats de cette application ont été présentés au

chapitre quatre de cette thèse.

Mots Clés : Systèmes distribués à données incomplètes- Propagation de pol-

lutions dans les fluides – Méthodes pseudo spectrale- Méthode de Heun- Méthodes

d’éléments finis colocaux moindres carrés- Simulation numérique-Methode asymp-

totique.
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Introduction

Cette thèse se présente comme une synthèse des travaux de recherches réalisés

après notre thèse de troisième cycle [48] en 2008. Elle s’inscrit dans la réa-

lisation des perspectives annoncées dans cette dernière, celles de mettre en place

un progiciel, un outil d’aide à la décision, dans la recherche des solutions à certains

problèmes liés à l’environnement et à la santé. Particulièrement, nous avons travaillé

d’une part, sur la modélisation mathématique de problèmes de pollution des eaux

en surface et d’épidémiologie, et d’autre part, sur le développement d’algorithmes

de calcul.

Dans ce premier chapitre, nous commencerons par le contexte et la probléma-

tique des thématiques de ce travail, ensuite nous poserons les questions majeures de

recherche qui ont motivé ce travail, après nous présenterons les contributions ma-

jeurs obtenues pendant ces recherches et nous terminerons par la démarche adoptée

pour présenter cette thèse.

Contexte et problématique

De nos jours, les problèmes liés à l’environnement sont au cœur de toutes les

grandes rencontres internationales des hommes politiques jusqu’aux organisations

non gouvernementales. La pollution de l’environnement, limitée il y a quelques di-

zaines d’années dans les pays industrialisés, est devenue un problème mondial et

concerne de plus en plus les pays en voie de développement, pourtant classés parmi
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les pays les moins pollueurs de la planète. Les perturbations environnementales dues

aux activités anthropogéniques telles que l’usage des pesticides dans l’agriculture et

le rejet des déchets industriels et domestiques, se multiplient dans de nombreuses

régions du globe et entrainent diverses pollutions des eaux tant souterraines que su-

perficielles [53]. La dégradation de l’environnement est due également au changement

climatique qui se manifeste par un réchauffement global, et donc une augmentation

de la température des eaux de surface (cours d’eau, lacs, mers). Ces pics de chaleurs

ont un impact sur le niveau des nappes phréatiques et des rivières. Il y a moins d’eau

disponible, donc des polluants plus concentrés.

Selon des rapports de l’OMS [42] et de l’UNESCO [50], les problèmes liés à la

pollution de l’environnement entraineront une diminution de la production vivrière

dans de nombreuses régions parmi les plus démunies. Cette diminution atteindra

jusqu’à 50% d’ici 2020 dans certains pays africains. En conséquence, Il en résultera

une prévalence accrue de la malnutrition et de la dénutrition, actuellement à l’ori-

gine de 3,1 millions de décès par an. Aussi, selon l’OMS, le changement climatique

pourrait entraîner environ 250 000 décès supplémentaires par an entre 2030 et 2050 :

38 000 dus à l’exposition à la chaleur des personnes âgées, 48 000 dus à la diarrhée,

60 000 dus au paludisme, et 95 000 dus à la sous-alimentation des enfants .

Des maladies hydriques où environ 1.7 millards de personnes en souffrent chaque

année, 50% des décès infantiles étant enregistrés en Afrique.

Face à ce grand défis, les politiques et les scientifiques sont tous mobilisés pour

apporter des réponses aux problèmes de la pollution de l’environnement. Dans la

suite nous présenterons des questions de recherches liées à la pollution des eaux et

en épidémiologie auxquelles nous avons proposé des réponses.
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Problèmes de recherches

Les thématiques auxquelles nous sommes confrontées dans cette thèse sont liées à

la problématique de la pollution des eaux de surface et celle de la propagation d’une

épidémie, même si l’un pourrait être considéré comme une conséquence de l’autre. La

conception d’un modèle mathématique décrivant ces phénomènes ne saurait mieux

décrire aussi précise que possible la réalité sans une prise en compte de toutes les

propriétés les caractérisant.

Ainsi, la question d’identification des paramètres du modèle mathématique à

partir de données réelles est fondamentale dans le processus de modélisation. On

parle de problème inverse. On trouve une littérature assez fournie sur la résolution

des problèmes inverses : voir par exemple les références [4] et [34]. On peut se

référer également aux travaux de l’équipe de J. P. KERNEVEZ pour le traitement

numérique de problèmes d’identification de pollutions dans les systèmes distribués

([30] et [37]), la détection de pollution dans un aquifer [14], la détermination de

paramètres manquants dans un lac et la recherche de pollution dans une rivière ([5]

et [30]). La question fondamentale dans l’étude de la pollution des eaux de surface

à laquelle nous nous intéressons est : Est il possible d’identifier de façon complète

les fonctions ou paramètres inconnus à partir des données prélevées en prenant en

compte les erreurs qui peuvent subvenir sur les mesures ?

La modélisation en épidémiologie a beaucoup progressé ces trentes dernières an-

nées : des modèles différentiels ordinaires développés à partir des modèles comparti-

mentaux ([6], [19] et [25]) aux systèmes d’équations aux dérivées partielles dépendant

du temps et souvent de l’âge des individus, de la population totale et du sexe des

individus. Pour une étude intensive sur la modélisation et la théorie sur l’existence

des modèles structurés en âge nous invitons le lecteur à voir les travaux de Iannelli

([27], [28]) et pour ce qui est du comportement numérique des problèmes (voir [52]) .

D’excellents travaux ont été publiés dans le cadre du développement et de l’analyse

de schémas numériques pour les modèles dépendant de l’âge. L’on pourrait consulter
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les travaux suivants : [3], [7] et [35]. Dans cette thématique, le problème auquel nous

nous intéressons est d’une part la mise en place d’un schéma numérique pour un do-

maine d’âge illimité et d’autre part la mise en place d’un modèle mathématique de

l’évolution de l’hépatite B en prenant en compte de nouvelles données plus réalistes.

Cependant, beaucoup reste à faire quant au traitement numérique de ces mo-

dèles. Les outils de simulation numérique disponibles sont encore perfectibles pour

répondre aux nombreuses attentes des problèmes posés.

Dans la suite, nous proposons des solutions apportées aux questions citées plus

haut.

Solutions proposées

Les solutions proposées se déclinent en modèles mathématiques développés et en

schémas numériques conçus pour les résoudre.

Modèles mathématiques développés

Les modèles mathématiques développés dans cette thèse se resument en trois

parties. Premièrement, l’étude de la pollution d’une étendue d’eau nous a conduit

à nous intéresser à un moment donné au phénomène de l’assèchement d’une sur-

face d’eau. En effet, un Lac ou une rivière soumis à une pollution constante et en

grande quantité peut conduire au problème d’eutrophisation. Ce problème est une

cause directe de la montée de la boue, de l’ensablement des fonds marrins voir de

l’assèchement des cours d’eau. Dans un travail collaboratif [31], nous avons produit

un modèle mathématique décrit par un système d’équations aux dérivées partielles

de second ordre dont la variable h(t, x) mesure la hauteur du niveau d’eau du fond

du domaine à la surface du liquide à une position x. Ce modèle mathématique a été

conçu et validé à partir de photographies satellitaires dans le cas du Lac Tchad sur

la période de 1963 à 2001. Ce travail, publié en 2013 [31], même s’il est loin d’ex-
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plorer toute la problématique de l’assèchement d’un Lac, a permit de développer un

modèle mathématique sur la base de données photographiques satellitaires.

Ensuite, en épidemiologie, notre étude a porté sur des populations en présence

d’une maladie avec des forces de contaminations variées. Dans cette seconde phase,

notre attention s’est portée sur la maladie de l’hépatite B. Il est bien connu que cette

maladie fait l’objet de beaucoup de recherche dans le monde scientifique car n’ayant

pas de traitement de nos jours. Nous avons apporté une contribution au modèle

développé dans [55] en considérant d’autres réalités de la maladie notamment au

niveau de la fonction d’infection pour un meilleur suivi de la propagation de la

maladie. Ces contributions ont aboutit à la publication de l’article [36] en 2017.

Enfin, nous avons développé un modèle sur la détection de pollution dans les eaux

de surface. Nous avons reconsidéré une surface de l’eau ayant une géométrie complexe

et cette eau est soumise à une pollution. La source de pollution reste inconnue et

les conditions aux limites du domaimes sont partiellement connues. Tout comme

le précedent travail, notre recherche a consisté à definir un modèle mathématique

permettant de décrire la dynamique de la concentration de la pollution dans le fluide.

Par ailleurs, il a consisté à déterminer la source de pollution et d’analyser l’évolution

de la pollution dans le temps. Cette recherche a conduit à la publication d’un article

scientifique [46] en 2017. Dans le même sens, nous avons développé un modèle dans

le cas de la pollution d’une rivière qui est en cours de publication, [49] en 2020.

Tous ces modèles obtenus ont fait l’objet d’analyse et de simulation numérique.

Dans la suite nous présenterons quelques unes de ces méthodes.

Schémas numériques développés

Deux méthodes numériques ont été explorées à travers nos travaux dans la mise

en place de schémas numériques adéquats en vue de trouver des solutions approchées

aux systèmes d’équations modélisant les problèmes cités dans le paragraphe précé-

dent. Il s’agit des méthodes pseudo-spectrales et des méthodes de Runge Kutta. La
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première méthode a été largement développée au cours de nos travaux de thèses de

troisième cycle et même après. Elle nous a été fortement utile dans l’approximation

des équations aux dérivées partielles définies sur des domaines spatiaux complexes

en 2D. Elle a fait object de beaucoup de contributions en collaboration avec d’autres

auteurs dans l’approximation des opérateurs de différentiation de second ordre sur

des maillages non uniformes. Les résultats de ces travaux ont abouti à la publica-

tion d’articles scientiques : ([38]) en 2014 et ([39], [40] et [47]) en 2011 . Aussi, en

se basant sur les travaux précédemment cités, nous avons développé un algorithme

plus efficace pour la résolution d’un modèle mathématique décrivant un lac soumis

à une pollution ([46] en 2017).

Les méthodes de Runge Kutta nous ont été utiles dans le traitement des modèles

mathématiques en épidémiologie ayant plusieurs variables et une forte dépendance

entre elles. Nous nous sommes intéressés à la résolution des équations dependant de

l’âge avec une non-linéarité dans les fonctions de natalité, mortalité et d’infection.

Nos travaux s’inspirent de l’article de [2] qui présente un algorithme général de réso-

lution de tel système avec la méthode de Runge Kutta sur une durée de vie limitée.

Dans nos travaux, nous supposons une durée de vie illimitée et avions amelioré le

temps de convergence dans le cas de la méthode de Heun à l’ordre 2. Ceci a abouti

à la publication de l’article [9].

GUI : Graphical User Interface

Dans cette dernière partie, nous présenterons une interface graphique (GUI)

comme le début d’un progiciel pour certains problèmes numériques. Cette applica-

tion est le fruit de différents programmes élaborés dans la résolution des équations

aux dérivées partielles issues de la modélisation de problèmes de pollution ou épidé-

miologique.
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Dans la suite de ce travail, le lecteur trouvera dans le chapitre 2, les travaux sur

les modèles mathématiques et les méthodes numériques développés dans la résolu-

tion de problèmes de pollutions des eaux de surface et du traitement des domaines

complexes. Le chapitre 3 est dévolu aux travaux sur la modélisation et simulation

numérique de problèmes épidémiologies. Nous présenterons un modèle de GUI dans

le chapitre 4 et enfin nous présenterons la conclusion générale au chapitre 5.
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Chapitre 1

Modélisation et simulation

numérique de problèmes liés à la

pollution des eaux de surface

[31, 38, 39, 40, 46, 47]

Ce chapitre est la synthèse de trois publications scientifiques, [31] (2013), [46](2017)

et [47](2011)(voir les annexes 1, 5 et 2). Nous présenterons d’abord le contexte

général sur les problématiques liées à la pollution des eaux de surface. Ensuite, nous

étudierons les techniques de maillage des domaines à géométrie complexe qui abouti-

ront à la formulation des schémas numériques et enfin nous étudierons des problèmes

tests.

1.1 Contexte et justification

Les eaux de surfaces se définissent comme une étendue d’eau dont la profondeur

est négligeable par rapport à la largeur et à la longueur. On pourrait citer dans

cette famille des lacs et des fleuves. Ainsi une eau de surface est soumise a une

9



1.2 Maillage du domaine

pollution lorsqu’elle contient généralement des déchets chimiques comme le Nitrate

et le Phosphore provenant des eaux usées, des industries, des eaux de ruissellement.

Ces polluants tuent les poissons et d’autres animaux aquatiques en redusisant

le taux d’oxygène dissout dans l’eau. Ainsi, il existe une corrélation entre le taux

d’oxygène dissout et le taux de pollution dans l’eau et c’est pourquoi la quantité de

pollution est évaluée en fonction de la quantité d’oxygène dissout dont les polluants

ont besoin pour leur reaction chimique et biologique. Cette quantité est estimée

en BOD (Biologic Oxygen Demand) ou (demande biologique en Oxygène) et COD

(Chemical Oxygen Demand) ou (demande chimique en Oxygène). Voir les travaux

[18] et [30]. Nous supposerons dans ce paragraphe que C(t,x) (Kg/m3) désigne la

concentration de la pollution dans une eau de surface mesurée en COD à l’instant

t et repérée dans l’espace par x.

1.2 Maillage du domaine

Dans cette section nous sommes concernés par des domaines de type Figure 1.1.

A cet effet, nous présenterons un processus de maillage en deux dimensions qui utilise

à la fois la méthode des éléments finis triangulaires et les points de collocation. Dans

la suite de cette section, le paramètre NT contrôlera le nombre de triangles et le

paramètre NP désignera le nombre de points collocaux dans chaque élément fini

triangulaire.

1.2.1 Maillage en éléments finis triangulaires

Nous avons une variété de codes numériques disponibles pour générer des élé-

ments finis triangulaires sur des figures à géométrie complexe ou irrégulière. L’on

pourrait consulter [22] où l’auteur développe un algorithme pour le maillage des

figures en dimension 2 ou 3 d’espace sans utiliser le critère de Delauney contraire-

ment à [32]. Dans ce travail, nous présentons un algorithme qui inclut la dérivation
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1.2 Maillage du domaine

(a) (b)

Figure 1.1 – (a)Le fleuve Amazone, (b)Le Lac Victoria

de Delauney. Ce programme utilise des codes tels que : "inpolygon" et "delaunay-

Triangulation" disponibles dans les outils de Matlab. Le principal avantage de notre

programme est la rapidité et la légèreté permettant de créer facilement les éléments

finis triangulaires. Quelques exemples de maillages sont présentés dans Figure 1.2.

Figure 1.2 – De gauche à droite, le maillage en éléments finis triangulaires pour
respectivement NT = 5, 10 et 15.

11



1.2 Maillage du domaine

1.2.2 Maillage en points Collocaux

Nous utiliserons deux types de points collocaux : les points de Fekete et les

points de Gauss-Lobatto dans le cadre de notre méthode pseudo-spectrale ou de

collocation.

Les points de Fekete

Les points Fekete sont définis au moyen des fonctions de base de Dubiner [20]

φij(r, s) =
(1− s

2

)i
× p0,0

i

(2r + s+ 1
1− s

)
× p2i+1,0

j (s)

où les pα,βj (s) sont les polynômes de Jacobi de degré j et d’ordre (α, β) [1]. Il est

bien connu que l’ensemble des fonctions φij, 0 ≤ i, j ≤ N et i + j ≤ N est une

base orthogonale de PN(T̂ ), l’espace du polynôme de degré inférieur ou égal à N

sur un domaine triangulaire de référence, T̂ . Dans tout ce qui suit, nous écrirons

φk au lieu de φij, 1 ≤ k ≤ (N + 1)(N + 2)/2 pour toute bijection arbitraire k ≡

k(i, j). Considérons maintenant la matrice de Vandermonde généralisé V dont les

composants sont Vij = φj(zi) pour les points arbitraires zk ∈ T̂ , k = 1, ..., s, où

nous avons défini s = (N + 1) (N + 2) /2. Les points de Fekete sont les points ẑi,

i = 1, ..., s qui maximisent le déterminant de V :

max
{zi}∈T̂

|V (z1, z2, ..., zN)| (1.1)

Les points de Gauss-Lobatto

Les points de Gauss-Lobatto correspondent aux racines des polynômes de Jacobie

pα,βj (s). Cependant, dans le cas des domaines à produits tensoriels comme des droites

ou des rectangles, les points de Gauss-Lobatto sont bien adaptés à l’approximation

spectrale [15], [16]. Et dans le cas des domaines complexes, les points sont générés

dans une élément rectangulaire standard premièrement et transférés par la suite
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1.2 Maillage du domaine

dans le domaine complexe en utilisant une transformation appropriée. Dans Figure

1.3, nous présentons des exemples de points de collocation générés sur un domaine

complexe.

On peut remarquer que les points de collocation sont indépendants de la base

choisie. En outre, comme il faut calculer numériquement l’inverse des matrices dans

l’approximation des opérateurs de différentiations, il est important pour les matrices

obtenues d’être bien conditionnées.

Figure 1.3 – De la gauche vers la droite, les points de collocation construits respec-
tivement pour NP = 10, 15 et 20.

1.2.3 Maillage mixte

Le maillage mixte combine les éléments finis et les points de collocations. Le

principal avantage de cette méthode, comparée aux travaux [46] et [47], est qu’elle

recherche la meilleure valeur des paramètres de maillage NT (paramètre de trian-

gularisation) et NP (Paramètre des Points de collocation) pour une meilleure ap-

proximation et conditionnement des matrices de différenciation. Pour cette raison,
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1.3 Formulation de schémas numériques

la nouvelle approche reste efficace, même pour les petites valeurs de NT et NP.

Figure 1.4 – De gauche à droite, Les éléments finis Points de collocation pour res-
pectivement les couples de paramètres (NT = 5, NP = 3), (NT = 5, NP = 5) et
(NT = 10, NP = 3).

1.3 Formulation de schémas numériques

Dans cette section nous faisons un bref rappel sur la construction des matrices

de différentiations pseudo-spectrales définies sur des domaines non réguliers. A cet

effet, nous emprunterons certaines notations de [46],[47] et [49] qui ont longuement

étudié cet aspect.

1.3.1 Méthode de différentiation Pseudo-spectrale [38, 39,

40, 47]

L’approximation des opérateurs de différentiations par des matrices de différen-

tiation pseudo-spectrale passe par un maillage du domaine d’étude en éléments finis

et ensuite par des points de collocation générés sur lesdits éléments finis. Ces points
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1.3 Formulation de schémas numériques

de collocation constituent des valeurs particulières pour des fonctions de base asso-

ciées à chaque élément fini. Ainsi nous auront les points de Gauss-Lobatto qui sont

issus des polynômes de Jocobie et des points de Feketes qui sont issus des fonctions

de la base de Dubiner. Nous rappellerons dans un premier temps les opérateurs de

différentiations ensuite la méthode de collocation moindres carrés et enfin la méthode

itérative de Denor-cell.

Matrices de Différentiation

Dans cette sous-section, nous rappelons les techniques développées dans [47, 38,

39, 40] qui ont longuement travaillé sur les performances de ces matrices selon la

nature du domaine et du type d’équation. Tout d’abord, l’ensemble du domaine est

maillé par des éléments finis triangulaires. Deuxièmement, nous définissons les points

de collocation dans un triangle standard en utilisant soit les points de Fekete [44]

ou les points de Gauss-Lobatto [51] et enfin, par une transformation bijective, nous

transférons les points de collocation du triangle de référence à un triangle arbitraire

(voir la figure 1.5). Pour être plus compréhensif, considérons le triangle de référence

défini par

T̂ = {(r, s),−1 ≤ r, s ≤ 1; r + s ≤ 0} (1.2)

ainsi que la transformation bijective entre un triangle rectangle (standard), T̂ et

un triangle quelconque T :

h1 : T̂ → T r

s

 →


x2 − x1

2
x3 − x1

2
y2 − y1

2
y3 − y1

2

×
 r

s

+


x2 + x3

2
y2 + y3

2

 (1.3)

Les (xi, yi), i = 1, 2, 3 sont les cordonnées des sommets du triangle T. Notons que

toute fonction continue sur le triangle standard T̂ peut être approchée par U(x̂i) ∈
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1.3 Formulation de schémas numériques

(r,s) (x,y)

Figure 1.5 – (A gauche) Les points de Gauss-Lobatto (+) et les points de Fekete (o)
representés sur le triangle de référenceT̂ pour N = 10. ; (A droite)Transfert des
points de Fekete du triangle de référence (gauche) au triangle arbitraire (droit) pour
N = 10.

PN (T̂ ) satisfaisant à

U(x̂i) =
d(N)∑
k=1

Uk × ψk(x̂i), i = 1, .., d(N) (1.4)

où {x̂k}1≤k≤d(N) est une suite de points collocaux définie sur T̂ et les Uk sont les

coordonnées de la fonction approchée dans la base (voir [46] pour le calcul des Uk).

Appliquant les règles de dérivation dans les directions r et s on obtient :

∂rUN(r, s) =
d(N)∑
k=1

Uk × ∂rψk(r, s),

∂sUN(r, s) =
d(N)∑
k=1

Uk × ∂sψk(r, s)
(1.5)

où PN (T̂ ) est l’espace de polynômes de degré inférieur ou égal à N , d(N) est

le nombre total de points collocaux générés dans T̂ . Admettons par ailleurs les
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1.3 Formulation de schémas numériques

notations matricielles suivantes :

V : Vij = ψj(x̂i) (matrice de Vandermonde)

V r : V r
ij = ∂rψj(x̂i)

V s : V s
ij = ∂sψj(x̂i)

V rs : V rs
ij = ∂r∂sψj(x̂i)

(1.6)

et
Û =

(
U1, U2, ..., Ud(N)

)T
Ũr =

(
Ur(x̂1), Ur(x̂1), ..., Ur(x̂d(N))

)T
Ũs =

(
Us(x̂1), Us(x̂1), ..., Us(x̂d(N))

)T
Ũ =

(
U(x̂1), U(x̂1), ..., U(x̂d(N))

)T
(1.7)

Il faut noter que le choix des points de collocation est fait de telle sorte que

la matrice de Vandermonde V soit inversible. Ce critère de selection a fait l’objet

d’un algorithme développé dans [47]. Ainsi, Nous déduisons alors les matrices de

différentiation d’ordre un et deux sur le triangle standard que sont :

Dr = V r × V −1

Ds = V s × V −1

Drs = V rs × V −1

(1.8)

de telle sorte que
Ũr = Dr.Ũ

Ũs = Ds.Ũ

Ũrs = Drs.Ũ

(1.9)

On généralise cette définition en considérant la transformation ponctuelle (1.3) et

on obtient pour un triangle quelconque les matrices de différentiations de premier
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1.3 Formulation de schémas numériques

et de second ordre suivant :

Dx = (c11 × V r + c21 × V s)× V −1

Dy = (c12 × V r + c22 × V s)× V −1

Dxx = (c2
11V

r + 2.c11.c21V
rs + c2

21.V
s) .V −1

Dyy = (c2
12V

r + 2.c12.c22V
rs + c2

22.V
s) .V −1

Dxy = (c12.c11)V r + (c11.c22 + c21.c12).V rs + (c22.c21).V s) .V −1

(1.10)

où ci,j sont des valeurs constantes.

Processus d’assemblage

L’avantage d’approximer les opérateurs de différentiation par une matrice de

différentiation locale (appliquée à chaque élément triangulaire) est de former une

matrice diagonale, de grande taille, par bloc contenant toutes les matrices de dif-

férentiations locales. Ainsi le système d’équations aux dérivées partielles peut se

réécrire sous forme d’une équation différentielle ordinaire.

1.3.2 Méthode de collocation moindres carrés

Considérons le système d’équations (1.22) modélisant la dynamique de la pollu-

tion dans une eau de surface. En appliquant la méthode de discrétisation expliquée

ci-dessus à cette équation, on obtient le système de différentiation ordinaire discrète

suivant :

dC(t)
dt

= ξL×C(t)− ηC(t)

−µ |C|p (t)− f(t;λ)

Z1 × DC(t) = Z1 × Φ1(t)

Z2 × DC(t) = Z2 × Φ2(t)

C(0) = C0(x)

(1.11)
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1.3 Formulation de schémas numériques

où t ∈]0, T ], D la matrice de différentiation du bord et :

C(t) =
(
C(t,x1), ..., C(t,xd(N))

)′

; (1.12)

f(t;λ) =
(
f(t,x1;λ), ..., f(t,xd(N);λ)

)′

; (1.13)

g(t; τ) =
(
g(t,x1; τ), ..., g(t,xd(N); τ)

)′

; (1.14)

Φ1(t; τ) =
(
Φ1(t,x1; τ), ...,Φ1(t,xd(N); τ)

)′

; (1.15)

Φ2(t; τ) =
(
Φ2(t,x1; τ), ...,Φ2(t,xd(N); τ)

)′

; (1.16)

les xk, k = 1, ..., d(N) sont les points de collocation. Zi, i = 1; 2 désigne l’opé-

rateur discret qui identifie les points du bord du domaine Γi. L’erreur commise dans

l’approximation du système continue par le système discret (1.11) est estimée par

l’opérateur suivant :

L (v, C) =
∥∥∥∥∥dC(t)

dt
− ξL×C(t) + ηC(t)

−µ |C|p (t)− f(t;λ)
∥∥∥2
.

(1.17)

Notons le vecteur des paramètres inconnus par

v = (ξ, η, µ, p, λ, τ). (1.18)

Pour évaluer v nous avons besoin de données observées de C solution de l’équation

(1.22) sur tout l’étendu du domaine d’étude Ω. Dans la pratique, c’est une tâche

difficile d’avoir de telles données.

Dans ce paragraphe, nous sommes concernés par le problème inverse suivant :
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1.3 Formulation de schémas numériques

Ayant des données collectées sur la solution de notre équation, nous voulons estimer

v et la solution numérique C(t) dans l’intégralité du domaine. Pour résoudre ce

problème, nous nous sommes inspirés des travaux sur la méthode des sentinelles

dévéloppés par J.L. Lions [41] et A. Traore [48]. A cet effet, notons par Cobs lesdites

données et Ωobs ⊂ Ω le domaine d’observation, un sous domaine de Ω (Figure 1.7)

où les mesures expérimentales ont été prélevées. Nous désignons par Zobs et Zi (i =

1; 2) les matrices associées aux points de collocations du domaine d’observation

respectivement du bord du domaine Γi tel que :

Zobs × C = C|x∈Ωobs

Zi × C = C|x∈Γi .
(1.19)

Nous cherchons à évaluer C(t, v) solution de (1.11) et le vecteur de paramètres in-

connus (1.18). Nous résumons la formulation de la méthode de collocation-moindres

carrées de (1.11) comme le suivant :

identifier v∗, C∗, solutions de

J
β̂
(v∗, C∗) = min

(v,C)∈R6×Rd(N)
J
β̂
(v, C)

(1.20)

où

J
β̂
(v, C) =

[T/∆t]∑
k=1
‖Zobs × C(k∆t)− Cobs(k∆t)‖2

+
[T/∆t]∑
k=1

∥∥∥Z1D× C(k∆t)− Z1 × Φ1(k∆t)
∥∥∥2

+
[T/∆t]∑
k=1

∥∥∥Z2D× C(k∆t)− Z2 × Φ2(k∆t)
∥∥∥2

+β̂ × ‖v − v̂‖2 + L (v, C)
(1.21)

et Cobs(t) est un vecteur de mesure obtenu au point x ∈ Ωobs et au temps t. Une

contrainte positive est établie sur C. β̂ est un paramètre de régularisation de Tikho-

nov et v̂ est une information à priori. Dans cet exemple nous cherchons des valeurs

de v ∈ ]0, 2].
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1.3 Formulation de schémas numériques

1.3.3 Méthode itérative de Denor-cell

Le schéma numerique de Denor-cell a été développé par Griebel et al [24] pour

l’approximation des opérateurs de différentiation pour l’étude d’écoulement des

fluides dans un canal modélisé par des équations de Navier-Stokes. Pour illustrer

un tel schéma :

Considérons le domaine régulier Ω = [a, b] × [c, d] ∈ R sur lequel nous introdui-

sons une grille de points (xi, yj) telle que xi+1 = xi + δx, i = 0, ..., imax − 1 et

yj+1 = yj + δy, j = 0, ..., jmax − 1 où δx = (b− a)/imax et δy = (d− c)/jmax sont les

pas de discrétisation suivant x et y respectivement. Le domaine Ω est ainsi discré-

tisé en (imax × jmax) cellules (Figure 1.6). Les cellules sont numérotées dans l’ordre

lexicographique (de la gauche vers la droite et du bas vers le haut).

Enfin, pour tous i = 0, ..., imax − 1, j = 0, ..., jmax − 1 nous introduisons le point

Xi,j = (xi+1/2, yi+1/2) de Ω comme étant le centre de la cellule (i, j) (Figure 1.6).

Considérons une fonction h = h(x, y) assez régulière définie sur Ω. Étant données

des valeurs de h aux points Xi,j.

Dans la suite, On définit les matrices de différentiations spatiales du premier et

second ordre. Hi,j désigne la valeur de h au point Xi,j.

Matrices de différentiations : différences finies centrales

L’approximation des opérateurs ∂h
∂x

et ∂h
∂y

à l’ordre o(δx) donne :

∂h

∂x
(Xi,j) ≈

1
δx

(Hi+1,j −Hi−1,j)

et
∂h

∂y
(Xi,j) ≈

1
δy

(Hi+1,j −Hi−1,j).
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1.4 Expérimentation numérique

Matrice de différentiations : différences finies progressives

Nous définissons, comme précédemment, les opérateurs de premiers ordre comme

suit :
∂h

∂x
(Xi,j) ≈

1
δx

(Hi+1,j −Hi,j)

et
∂h

∂y
(Xi,j) ≈

1
δy

(Hi+1,j −Hi,j).

Matrice de différentiation : Schema de Denor-cell

Le schema de Denor-cell a été développé pour l’approximation des opérateurs

de second ordre. Il s’apparente à un couplage des deux précédentes méthodes. Soit

K(h) une application régulière et sa valeur au point Xi,j est donnée par Ki,j.

∂

∂x

(
K(h)∂h

∂x

)
(Xi,j) ≈

1
δx

(
Ki+ 1

2 ,j

Hi+1,j −Hi,j

δx
−Ki− 1

2 ,j

Hi,j −Hi−1,j

δx

)

et

∂

∂y

(
K(h)∂h

∂y

)
(Xi,j) ≈

1
δy

(
Ki,j+ 1

2

Hi,j+1 −Hi,j

δx
−Ki,j− 1

2

Hi,j −Hi,j−1

δx

)
.

1.4 Expérimentation numérique

1.4.1 Étude de cas 1 : Pollutions dans une eau de surface.[46]

Mise en équation

En prenant en compte les propriétés des fluides, nous décrivons une propagation

de la pollution dans une eau de surface, C(t,x), comme suit :

Diffusion : Un terme de diffusion kdiv(a∇C(t,x)). Ici k est la constante de diffu-

sion et a est la constante de transmissibilité dans le milieu.
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x
i

Cellule(i,j)

x
max

y
j

y
1

x
1x

0

y
0

y

x

y
max

x
i+1

x
i+1/2x

i

K(i,j)
Cellule(i,j)

y
i+1

y
i+1/2

y
i

Figure 1.6 – (A gauche) Maillage d’un domaine tensoriel Ω en imax × jmax cellules.
(A droite) représentation d’une cellule (i, j) dans la grille.

Transport : Un terme de transport ou convection −→u∇C(t,x), où −→u désigne le

champ de vitesse du fluide. Ce terme prend donc en compte l’effet de l’écou-

lement du fluide et dans l’étude d’un lac nous considérerons −→u = −→0 du fait

de l’absence d’écoulement de l’eau. Ce qui n’est pas le cas d’une rivière.

Réaction : Un terme de réaction R qui traduit les interactions chimiques et biochi-

miques dans le liquide. Ces interactions se déroulent entre les micro-organismes

d’une part et les composés chimiques d’autre part. Nous nous sommes inté-

ressés à une réaction de type explosive donnée sous la forme −λC(t,x) +

µ |C|p (t,x). Ce choix a été motivé par les réactions d’oxydation qui se pro-

duisent dans un fluide pollué(voir [48])

Source de pollution : La modélisation de la source de pollution s’est inspirée des

travaux de J.P. Kernevez dans le cas d’un fleuve, [30]. Ainsi, la source de pol-

lution est décrite par une fonction f(t,x). Elle donne naissance aux substances

polluantes déversées dans le fluide. A ce niveau, deux considérations sur les

sources de pollution méritent d’être faites pour une meilleure prise en compte

des espèces polluantes :

Il s’agit des termes sources distribués que nous noterons par ξ(t,x) et les
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termes sources ponctuels au point i de cordonnée xi que nous désignerons par

λj ξ̂i(t)× δ(x− xi) . La formulation générale de la source est donnée par

f(t,x) =ξ(t,x)+
∑
i

λj ξ̂i(t)× δ(x− xi)

où δ(x− xi) représente la fonction de Dirac associée à xi.

Conditions aux Bords : Le bord du domaine, Γ, considéré dans ce problème peut

être scindé en fonction de la nature des échanges qui ont lieu au contact du

fluide(l’eau) et les parois du domaine(la nappe phréatique). Ici, nous considé-

rerons deux types Γ1 et Γ2. Soit Γ = Γ1 ∪ Γ2 :

(i)- En Γ1, on note une absence d’échange de pollution entre les deux milieux et la

concentration de la pollution reste équivalente à une fonction Φ1(x, t), x ∈ Γ1 ;

(ii)- En Γ2, le flux d’échange de pollution à travers la nappe phréatique est maté-

rialisé par la fonction Φ2(x, t), x ∈ Γ2.

En somme les conditions aux bords se résument en :

C(x, t) = Φ1(t,x), x ∈ Γ1;
∂C(x, t)
∂n

= Φ2(t,x), x ∈ Γ2

et la

Condition initiale :

C(0,x) = g(x; τ).

Nous résumons le transport d’une unité de concentration dans une eau de surface
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par le système parabolique suivant :

∂C(t,x)
∂t

= ξ∆C(t,x) + ηC(t,x))− µ |C|p (t,x))

+f(t,x;λ), (t,x) ∈]0, T ]× Ω,

C(t,x) = Φ1(t,x), (t,x) ∈]0, T ]× Γ1, Absence de flux

∂C(t,x)
∂n

= Φ2(t,x), (t,x) ∈]0, T ]× Γ2, Présence de flux

C(0,x) = g(x; τ), x ∈ Ω

(1.22)

où

le domaine : Ω ⊂ R2 ;

la durée de l’expérience : ]0, T ], T > 0, est la durée de l’expérience;

les paramètres inconnus : Les réels ξ, η, µ, p, λ et τ sont des réels strictement

positifs dont la valeur de chacun est inconnue dans le système d’équations.

Nous sommes concernés par un problème d’identification de paramètres qui

consiste à déterminer les paramètres inconnus ξ, η, µ, p, λ et τ dans le système (1.22).

Pour les aspects théoriques concernant l’existence et l’unicité d’une solution d’un

tel système (1.22), le lecteur pourra voir les documents suivants : [21], [32] et [41].

Les données du problèmes

Pour le cas d’un Lac, nous avons considéré que Γ = Γ1 et que nous sommes dans

le cas d’une absence de flux et ~u = ~0. De plus, l’expression de la fonction source est

donnée par :

f(t,x) =10λsin(πt+ 1)δxc(x)
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où δxc(x) est une fonction de Dirac définit au point xc, où xc = (0, 0), tel que

δxc(x) =

 1 if x = xc
0 ailleurs.

La fonction initiale est exprimée par

g(x) = τ.
(
x2 + y2 − .06

)
δxc(x).

Collecte des données : Pour tester notre algorithme, nous avons construit des

données en laboratoire, Cobs(t) comme suit :

Figure 1.9 : Premièrement, nous considérons des courbes d’évolution de la concen-

tration en pollution prélevée en cinq points, Oi, i = 1, ..., 5 (points d’observation,

Figure 1.7) situés dans Ωobs,

Figure 1.8 : ensuite, à partir de 24 points pris sur l’axe des abscisses représentant

l’intervalle de temps (par jour), nous constituons les données de concentration pré-

levées dans chaque puit Oi par projection sur les courbes respectives. Finalement,

nous recouvrons le maximum de données prélevées sur tous les points de collocation

inclus dans ΩObs.

Grâce au logiciel de programmation scientifique, MATLAB 7.01, qui contient des

algorithmes intégrés. Ainsi, pour la résolution de (1.20) nous avons utilisé le solver

" fmincon" et pour (1.17) nous avons utilisé le "solver" "ode45 ".
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Figure 1.7 – Une vue du domaine d’observation Ωobs et les points, Oi utilisés pour
les mesures : Cas d’un Lac.

Résultats : En utilisant les données dans la figure 1.8, pour 0 ≤ t ≤ 24 et après

simulation de (1.20), les valeurs optimales de v obtenus sont :

ξ = 58.10−4

η = 10−6

µ = 6

p = 0.3373

λ = 0.4999

τ = 1.4680

Les valeurs approximatives des paramètres constituent des résultats importants dans

le processus de résolution numérique. Ils identifient clairement l’équation parabolique

(1.22) :

L’expression de la fonction source f est déterminée :

f(t,x) =10λsin(πt+ 1)δxc(x) avec λ = 0.4999 (1.23)
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mésures
O1 O2 O3 O4

t1 0 0 0 0
t2 0.0341 1.6315 2.4895 2.4303
t3 0.1227 0.2481 1.5021 0.4914
t4 0.2471 0.5347 1.0590 1.6734
t5 0.4863 0.6602 0.7808 1.2885
t6 0.8996 2.0906 2.6617 4.3541
t7 1.9562 3.1453 2.7454 3.3367
t8 4.7598 4.7221 5.4121 4.7685
t9 8.0019 8.3292 9.1448 9.5251
t10 10.1644 10.3390 11.0510 10.0418
t11 10.2478 10.0611 11.3513 11.3318
t12 9.9489 10.6747 11.3433 11.2951
t13 11.0906 10.5023 11.6931 11.6932
t14 11.6184 13.8016 12.5992 12.2813
t15 11.0771 10.9407 10.9209 12.0159
t16 12.0918 12.2057 12.0490 10.1750
t17 14.0955 15.1623 13.5582 13.9864
t18 14.1742 14.2334 14.4907 15.3864
t19 15.1680 15.0724 14.0159 14.7469
t20 15.3715 14.5391 15.9543 16.5321
t21 16.5278 16.8222 16.0171 16.0574
t22 16.0663 14.7302 15.2589 15.9360
t23 16.2276 16.9419 17.1612 17.7301
t24 14.0069 15.6304 14.7085 14.4529

Figure 1.8 – Les données obtenues à partir de quatre points d’observation associés à
la figure 1.9.
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Figure 1.9 – Les courbes des mesures sur points d’observation, O1, O2, O3, O4 et O5.
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la fonction initiale est déterminée

g(x) = τ. (x2 + y2 − .06) δxc(x) avec τ = 1.4680

et le système d’équations qui gouverne notre modèle de pollution est établi :

∂C(t,x)
∂t

= ξ∆C(t,x) + ηC(t,x))− µ |C|p (t,x))

+f(t,x;λ), (t,x) ∈]0, T ]× Ω,

C(t,x) = 0, (t,x) ∈]0, T ]× Γ,

(1.24)

avec

ξ = 58.10−4; η = 10−6; µ = 6 et p = 0.3373. (1.25)

On peut approcher la solution de (1.24) par tout schéma numérique convenable

d’équation différentielle partielle. La solution approximative est notée par C∗.

Lorsque le temps évolue de 0 à 20, nous construisons en deux dimensions d’espace

(Figures 1.11 et 1.12) et en dimension trois d’espace (Figure 1.10) la représentation

graphique de la solution approchée C∗. Ainsi nous pouvons apprécier l’évolution des

solutions expérimentales sur les quatre images prises aux temps : t = 2, t = 4, t = 6

et t = 20. Nous faisons les observations suivantes :

Figure 1.10 : Premièrement, Nous remarquons la croissance de la quantité de

concentration lorsque le temps de l’expérience croit. Ensuite, la forme de la solution

contient des trous situés aux mêmes cordonnées que les obstacles introduits dans

le domaine. Ceci signifie, qu’il n’y a pas de pollution dans ces lieux et il confirme

notre hypothèse. La croissance de C∗ est cohérent avec l’évolution des données (Fi-

gure 1.9). Enfin, à tout moment, nous remarquons dans les graphiques un pic de

la concentration, c’est la valeur la plus grande de la concentration, elle indique la

position de la source comme cela a été prédit dans Figure 1.23.
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Figures 1.11 et 1.12 : nous décidons de représenter en dimension 2D− pour

mettre en évidence la valeur de C∗ autour des bords du domaine. Lorsque le temps

croit, nous remarquons que la valeur de la concentration de pollution augmente. Nous

notons également que la valeur de la concentration de pollution autour des bords

du domaine(le périmètre de l’étendu d’eau et des obstacles à l’intérieur) augmente.

Ceci est clairement visible dans la figure 1.11. Cette augmentation de la pollution

se matérialise dans la figure 1.12, ainsi la couleur du domaine change du bleu (à

t = 2) au vert (à t = 20). La position de la source est visible à travers la plus grande

valeur, la couleur rouge et la surface des obstacles est maintenue à la couleur bleue,

correspondante à la valeur nulle. Et nous remarquons une fois encore, la position de

la source de pollution à travers chaque graphique.

Figure 1.13 : Nous sommes intéressés par la direction et les sens de déplacement

des polluants, ainsi nous avons représenté le gradient de C∗ en dimension 2. Les

flèches indiquent les sens de déplacements des polluants dans le liquide. Lorsque le

temps croit, les flèches se déplacent de la source vers les bords du domaine. Ceci

justifie l’accumulation de polluants aux limites du domaine dans Figure 1.11.
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Figure 1.10 – Schéma de la pollution en dimension 3D aux temps t = 2, t = 4,
t = 6 et t = 20.
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Figure 1.11 – Présentation de la pollution aux temps t = 2, t = 4, t = 6 et t = 20.
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Figure 1.12 – Présentation de la pollution aux temps t = 2, t = 4, t = 6 et t = 20.
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Figure 1.13 – Présentation du sens de déplacement de la pollution aux temps t = 2,
t = 4, t = 6 et t = 20.
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1.4.2 Étude de cas 2 : Assèchement d’un lac. [31]

Cette étude a fait l’objet d’une publication en 2013 [31]. Elle s’inspire du pro-

blème de l’assèchement du Lac Tchad pour développer un modèle mathématique et

proposer une solution numérique en se basant sur des images satellitaires. En effet,

considérant les images de Figure 1.14,

Figure 1.14 – Evolution de l’assèchement du Lac Tchad de 1963 à 2007. Source :
Nasa Goddard Space Flight Center.

Mise en équation

Les lacs sont des systèmes dynamiques complexes en raison des paramètres hy-

drologiques (pluie, évaporation, flux entrant et sortant) et des caractéristiques phy-

siques (le bassin, le contour). Ces paramètres peuvent changer d’un lac à l’autre.

Dans l’article [31], nous avons concentré notre modèle sur les caractéristiques phy-

siques du Lac Tchad pouvant être adaptées à d’autres lacs. Le modèle suit les lois

physiques et les relations constitutives des principes de modélisation développés dans

[26].
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Supposons Ω un domaine borné de R2 qui représente la surface du lac dont le bord

est noté par ∂Ω et supposé être assez régulier. De plus, soit h(x, t) la fonction qui

décrit la hauteur de l’eau à la position x ∈ Ω et au temps t. Soit V une unité de

volume d’eau autour de x, nous définissons l’équation suivante au point x et au

temps t par
d

dt
h(x, t) + E(x, t) = P (x, t) + V (x, t)

A(h) + ε(t) (1.26)

où h est le niveau du lac, A est la surface dépendante de la profondeur du lac,

P est le taux de précipitations sur le lac, E est le taux d’évaporation du lac, t

est le temps et V est le volume d’eau échangé (les entrées, les sorties d’eau dans le

Lac). Le terme final ε représente les incertitudes dans le bilan hydrologique résultant

d’erreurs dans les données et des instruments de mesures.

Aussi, nous supposons que les paramètres hydrologiques ne sont pas distribués

uniformément, de sorte que les paramètres de modélisation E, P dépendent égale-

ment de la variable de position.

Soit q(x, t) le flux d’eau échangé tel que la quantité d’eau dans une unité de surface

normale n est :

V (x, t) = q(x, t) · n (1.27)

par unité de surface (A(h) = 1). Ainsi, nous déduisons la loi de conservation de la

masse pour V comme suit :

∫
V

d

dt
h(x, t)dx +

∫
V
E(x, t)dx =

∫
V
P (x, t)dx +

∫
∂V

q(x, t) · n dx + ε(t) (1.28)

où ∂V est le bord de V.

Dans la suite, nous utilisons le théorème de Green sur les intégrales de surfaces et

comme v est arbitraire l’équation 1.28 nous donne
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d

dt
h+ E = P +∇ · q + ε(t) (1.29)

A ce stade, nous devons exprimer les paramètres E et q en fonction de h. Nous

faisons les suppositions suivantes

E = αhr, 0 ≤ r ≤ 1, (1.30)

où α et r sont des paramètres réels inconnus et peuvent être identifiés. Le flux q est

proportionnel au volume par rapport au niveau. L’expression générale du flux est

donnée par l’équation de transport et, à ce stade, l’hypothèse sur le coefficient de

transport nous échappe, car q est l’agrégation des flux de surface et du sol :

q = k(x, t)∇h (1.31)

où k(x, t) = ah(x, t)(a > 0) est le coefficient de transport de l’eau, ∇h est la

variation du niveau d’eau dans les directions x et y. Ce terme permet de prendre

en compte le processus d’ensablement du lac ou tout élément géologique contri-

buant à réduire le niveau d’eau au fond du bassin. Enfin, nous obtenons le système

d’équations suivant pour décrire le niveau du lac :

∂h

∂t
−∇ ·

(
k(h) ∇h

)
+ α hr = P dans Ω×]0, ∞) (1.32a)

h = 0 dans ∂Ω× [0, ∞) (1.32b)

h(x, 0) = h0(x) > 0, ∀x dans Ω = Ω ∪ ∂Ω. (1.32c)

Le système (1.32) est un cas spécial du modèle introduit par J.I Diaz dans [18].
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Pour des raisons d’approximation numérique et éviter que le problème (1.32) soit

mal posé, nous admettrons les hypothèses suivantes :

— h ∈ C1(0,∞;L2(Ω));

— k, α et r sont des constantes positives, les paramètres du modèle ;

— h0 ∈ L2(Ω), et h0 = 0 dans ∂Ω;

— P ∈ C1([0,∞]), P ≥ 0;

Sous ces hypothèses de regularité, le système (8a)− (8c) est bien posé [18].

Discrétisation du modèle

L’équation (1.32a) peut être écrite comme suit :

∂h

∂t
− ∂

∂x

(
k(h)∂h

∂x

)
− ∂

∂y

(
k(h)∂h

∂y

)
+ α hr = P (1.33)

En appliquant le schéma de Donor-cell en espace pour l’équation (1.32a) cela

conduit à la semi-discrétisation suivante :

(
∂h

∂t

)
i,j

=
[ 1
∆x

(
ki+1/2,j

hi+1,j − hi,j
∆x − ki−1/2,j

hi,j − hi−1,j

∆x

)

+ 1
∆y

(
ki,j+1/2

hi,j+1 − hi,j
∆y − ki,j−1/2

hi,j − hi,j−1

∆y

)
− α hri,j + Pi,j (1.34a)

Et la discrétisation totale est donnée par :
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hn+1
i,j =hni,j + ∆t

[ 1
∆x

(
ki+1/2,j

hni+1,j − hni,j
∆x − ki−1/2,j

hni,j − hni−1,j

∆x

)
+ 1

∆y

(
ki,j+1/2

hni,j+1 − hni,j
∆y − ki,j−1/2

hni,j − hni,j−1

∆y

)
− α hni,j + P n

i,j

]
; ∀(i, j) ∈ F et 0 ≤ n ≤ N, (1.35a)

(hri,j)n = 0; ∀(i, j) ∈ B ∪ L et 0 ≤ n ≤ N, (1.35b)

h0
i,j = h0

i,j; ∀(i, j) ∈ F. (1.35c)

où nous avons introduit d’abord un temps maximum T et un temps d’intervalle

[0, T ]. De même nous avons considéré ∆t comme le pas de discrétisation temporelle

définie par ∆t = T/N où N+1 est le nombre total de points de la grille. La notation

hn représente l’approximation de h(x, tn) pour tout x ∈ Ω̃ et tn = n∆t , 0 ≤ n ≤ N.

.

Simulation numérique

Nous donnons les résultats numériques d’un exemple dévéloppé dans [31]. Le

lecteur pourra consulter cet article pour plus d’informations et d’exemples numé-

riques sur le processus d’assèchement. Dans le suite, la valeur de l’erreur relative est

calculée selon la formule ci-après

Er = ‖Hh −H‖2

‖H‖2 (1.36)

et l’ordre de convergence est mesuré par

s =
log( Eh

E2h
)

log(2)

où Hh est la solution approchée obtenue par (1.35) et H est la solution exacte du

problème. Notre objectif est de rechercher une solution approchée du problème et
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d’évaluer l’erreur commise.

Pour ce faire, nous avons considéré le modèle d’un lac tel que la figure 1.1(A

droite). Le temps maximal de l’expérience est T = 10, les paramètres k, α et r sont

supposés connus et donnés ci-après :

k(x) = 0.3, α = 2, q = 0.8,

et h0(x, y) = xy(1− x)(1− y).

Après simulation du schéma numérique, nous présentons les résultats graphiques

dans le domaine considéré aux temps t = 0; 2; 4; 6; 8 et 10 (Figure 1.15). La valeur

de la hauteur de l’eau est exprimée en couleur. Ces résultats montrent la diminution

du niveau de l’eau dans le domaine. Ceci traduit le processus d’assèchement décrit

par le modèle (1.32).

1.5 Conclusion

Au terme de ce chapitre, nous avons développé des modèles mathématiques d’une

part de l’étude de l’écoulement de la pollution dans une eau de surface et d’autre part

du processus d’assèchement d’une étendue d’eau dans un bassin. La nature complexe

des domaines sur lesquels sont définis ces problèmes nous a motivé à mettre en place

de nouvelles techniques pour le maillage desdits domaines avec une meilleure prise en

compte de leur circonférence. De plus nous avons développé des schémas numériques

basés d’une part sur une méthode pseudo-spectrale et d’autre part sur une méthode

itérative dans la recherche d’une meilleure solution approchée des équations aux

dérivées partielles modélisant les problèmes cités plus haut. Les résultats de ces

travaux ont abouti à la publications des articles scientifiques [31] (2013), [46](2017)

et [47]. Les difficultés rencontrées dans ce travail résident essentiellement dans la

collecte des données fiables pour la validation des modèles. nous espérons que des

équipes de travail mixte, enseignants-chercheurs et praticiens pourront corriger cette
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Figure 1.15 – Les solutions numériques obtenus par ( 1.35) sur un domaine complexe
aux temps : t = 0; 2; 4; 6; 8; 10.

difficulté.
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Chapitre 2

Modélisation et simulation

numérique d’un problème

épidémiologie : Les modèles

dépendants de l’âge de la

population. [9, 36]
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Ce chapitre a fait l’objet de deux publications scientifiques : l’une propose un

schéma numérique dans la résolution des modèles dépendants de l’âge de la

population et le second fait une analyse asymptotique d’un modèle mathématique
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2.1 Résolution numérique d’un système d’équations non linéaires
dépendant de l’âge de la population [9]

de l’hépatite B. Ces deux papiers sont consultables en annexes 2 et 3.

2.1 Résolution numérique d’un système d’équa-

tions non linéaires dépendant de l’âge de la

population [9]

Nous présenterons d’abord la méthode numérique et ensuite une illustration sur

un modèle donné.

2.1.1 Présentation de la méthode de Heun

Dans ce sous chapitre, considérons le modèle suivant :

ut + ua = −f (a, P (t))u, 0 < t ≤ T, 0 < a < +∞, (2.1a)

u (t, 0) = g
(
t,
∫ +∞

0
β(a, P (t))u da

)
, (2.1b)

u (0, a) = u0(a), (2.1c)

où

P (t) =
∫ +∞

0
u(t, a)da. (2.2)

Les variables indépendantes t et a représentent l’âge et le temps, respectivement.

La valeur u(t, a) est la densité de la population au temps t avec un âge a, f(a, P (t))

est la fonction de mortalité ou de disparition de la population étudiée en fonction de

l’âge, la fonction de natalité ou de fertilité est donnée par β(a, P (t)). Nous observons

que les fonctions f et β dépendent de l’effectif de la population totale P (t) au temps

t comme défini dans (2.2). Les conditions initiales et aux bords sont données par u0

et g, respectivement.

Une étude intensive des modèles linéaires et non-linéaires des populations struc-

turées en âge, en particulier du système (2.1), peut être consultée dans les travaux
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2.1 Résolution numérique d’un système d’équations non linéaires
dépendant de l’âge de la population [9]

de Iannelli ([27], [28]) et Webb([52]). En effet, un grand nombre de méthodes numé-

riques a été développé dans la littérature pour la résolution du système (2.1) durant

ces vingt-cinq dernières années.

Pour une excellente review bibliographique de ces méthodes voir les travaux

[3] et [7] où une analyse numérique des schémas développés (consistance, stabilité,

existence et convergence) est basée sur les travaux de Lòpez-Marcos and Sanz-Serna

[35]. Nous mentionnons que notre approche est proche de ces deux travaux. Le

premier est proposé par [3], où des methodes de Rung-Kutta ont été utilisées,

cependant, l’algorithme des précédents est limité à une durée de vie finie et necessite

un grand ordre de regularité sur les hypothèses. Le second est présenté dans [7],

il résout un problème sur un support fini mais le fait d’avoir un âge maximum fini

impose à la fonction de mortalité d’être non bornée. Ce présent travail résout aussi

bien les problèmes définis sur des intervalles bornés ou non en âge.

Pour éviter des temps de calcul élevés et de grandes régularités sur les hypothèses,

nous vous proposons une version de la méthode de Heun de second ordre.

2.1.2 Schéma numérique proposé

Conditions de régularités. Pour introduire cette partie, nous rappelons que

l’étude de la convergence de tout algorithme itératif et toute approximation poly-

nômiale a besoin d’une certaine régularité des fonctions u(t, a) et f , g, β. Dans la

suite, nous assumons les hypothèses suivantes :

(H1)


u0(a) est bornée, non négative et

Il existe un âge maximal A tel que

u0(a) = 0 avec a > A;
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(H2)



f, β ∈ C3([0,∞]× [0, +∞)),

β(., P ), f(., P ) ∈ C1([0,∞), L∞([0,∞)),

βP (., P ), fP (., P ) ∈ C1([0,∞), L∞([0,∞)),

β(., P ), f(., P ) sont à supports compacts dans [0,∞),

il existe une constante positive C tel que

0 ≤ β(a, P ) ≤ C;

(H3)


g ∈ C1([0, T ]×D2),

où D2 est un voisinage compact de{∫+∞
0 β(a, P (t))u da, 0 ≤ t ≤ T

}
;

(H4)


u0(0) = g(0, z0),

où z0 =
∫+∞

0 β(a, P 0)u0(a) da

et P 0 =
∫∞

0 u0(a)da;

(H5)



u0
a(0) = −

[
f(0, P 0) + β(0, P 0)

]
u0(0)

+gt(0, z0)− gz(0, z0)
[∫∞

0 {βa(a, P 0)

+βP (a, P 0)P 0
t − β(a, P 0)f(a, P 0)}u0da

]
,

où P 0
t = u0(0)−

∫∞
0 f(a, P 0)u0(a)da.

Les hypothèses (H1)-(H3) garantissent l’existence d’une unique solution u(t, a),

tandis que les conditions de compatibilité (H4)-(H5) assurent que la solution est
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au moins une fois continument dérivable. Nous nous référons à [23] où le théorème

suivant est prouvé :

Théorème 2.1 Supposons que (H1)-(H3) soient vérifiés, alors le problème (2.1)

a une unique solution non négative u(t, a), globale en temps et u ∈ C1
(
[0, T ) ×

[0,∞)/{(t, t)|t ≥ 0}
)
. Si en plus (H4)-(H5) sont satisfaites alors u ∈ C1([0, T ) ×

[0,+∞)).

Pour assurer que u ∈ Ck([0, T )× [0,∞)), k ≥ 2, en plus de (H1)-(H5) l’on doit

supposer

(H6) lim
a→0

dl

dal
u0(a) = lim

t→0

dl

dtl
g(t, P (t)), 2 ≤ l ≤ k.

Condition de compatibilité (H6) joue un rôle essentiel dans la preuve de la consis-

tance du schéma numérique.

Méthode numérique. Le long de toutes les lignes caractéristiques ac(t) = t + c

(c désigne l’âge d’un individu à l’instant t = 0) l’équation (2.1a) prend la forme

d
dt
u
(
t, ac(t)

)
= −f

(
ac(t), P (t)

)
u
(
t, ac(t)

)
,

u(0, c) = u0(c).
(2.3)

L’idée principale de cette méthode est de remplacer(2.1) par un système d’équa-

tions différentielles ordinaires (2.3) et ensuite appliquer une méthode de Runge-

Kutta. Dans la suite nous présentons l’essentiel de cette technique.

Premièrement, nous introduisons des grilles de calcul. Pour un intervalle de temps

donné [0, T ], T > 0, et un nombre total de pas de discrétisation N , nous posons

h = T
N
. L’hypothèse (H1) implique qu’il existe un entier positif L, tel que u0 est à

support compact dans [0, Lh]. En utilisant h, N et L nous définissons :
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la grille sur l’axe des temps

T = {tn : tn = nh, 0 ≤ n ≤ N},

la grille sur l’axe des âges

A = {aj : aj = jh, j ≥ 0}.

En particulier, la grille sur l’axe des âges à l’instant tn

An = {aj : aj = jh, 0 ≤ j ≤ L+ n}

et enfin les grilles sur les lignes caractéristiques

C = {(tn, aj) : 0 ≤ n ≤ N, 0 ≤ j ≤ L+ n}.

Nous notons que les points (tn, aj) et (tn + mh, aj + mh), m ≥ 0, appartiennent à

la même ligne caractéristique.

Ensuite, nous considérons que l’indice j se réfère à l’âge aj et l’exposant n à

l’instant tn. En utilisant ces notations nous définissons le vecteur

Un = (Un
0 , . . . , U

n
L+n)′

,

dont les composants Un
j représentent l’approximation numérique de u(tn, aj). Nous

notons que la taille de Un dépend du nombre de pas du temps n.

Enfin, nous supposons que Un est donné et permet d’évaluer Un+1 en deux ité-

rations. Dans la première itération, nous calculons les composantes Un+1
j , 1 ≤ j ≤

L+ n+ 1, en intégrant (2.3) dans l’intervalle [tn, tn+1]. A ce niveau, on peut appli-

quer une méthode de Runge-Kutta sans distinction. Cependant, pour passer d’une

itération à une autre dans la détermination des composantes de la solution, l’on
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doit faire plusieurs autres calculs dans l’approximation des quadratures. Ceci doit

être coûteux puisque chaque niveau d’itération à besoin de l’approximation des in-

tégrales P (t). Dans la seconde itération, nous déterminons la valeur au bord Un+1
0

en utilisant (2.1b).

Le temps de calcul est réduit de manière significative si les étapes de calcul

(suivant le temps) coïncident avec la grille de calcul (suivant les âges).

Dans les deux itérations ci-dessus, nous devons approximer P (tn) et P (tn+1).

La technique la plus simple de faire cela est d’appliquer une formule de quadrature

qui prend en compte les points des grilles suivant l’axe des âges prédéfinis, An.

Dans notre cas, la règle de Simpson est la mieux indiquée. Pour en savoir plus sur

les formules de quadrature dans l’approximation des intégrales comme (2.1)) nous

invitons le lecteur à consulter [43].

Ainsi l’algorithme se présente comme suit :

Qn =
L+n∑
j=0

bnjU
n
j , (2.4a)

F n
1,j = −f(aj, Qn)Un

j , 0 ≤ j ≤ L+ n, (2.4b)

Qn+1 =
L+n+1∑
j=0

bn+1
j Un+1

j , (2.4c)

F n
2,j = −f(aj+1, Q

n+1)
(
Un
j + hF n

1,j

)
, 0 ≤ j ≤ L+ n, (2.4d)

Un+1
j+1 = Un

j + h
2

(
F n

1,j + F n
2,j

)
, 0 ≤ j ≤ L+ n, (2.4e)

Q̂n+1 =
L+n+1∑
j=0

bn+1
j β(aj, Qn+1)Un+1

j , (2.4f)
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Un+1
0 = g(tn+1, Q̂n+1), (2.4g)

où les poids de quadrature bnj sont donnés par

bnj =


h
3 si j = 0 où j = L+ n;
2h
3 si j est impaire;

4h
3 autre.

Notons que les équations (2.4a) et (2.4b) sont explicites, tandis que tous les autres

sont implicites. Dans la pratique, le système (2.4c)-(2.4g) est résolu par des itérations

successives.

2.1.3 Résultats numériques

Nous donnons dans ce paragraphe des exemples d’application de notre schéma

numérique. Dans le premier exemple, nous mesurons l’efficacité du schéma numé-

rique (2.4) en terme d’erreur globale, de temps de calcul de la machine et de l’ordre

de convergence. Notons que dans cet exemple l’âge maximal est fini. Dans le se-

cond exemple nous comparons les solutions numériques obtenues par (2.4) et par

la méthode explicite de Euler d’ordre deux (Une fois encore l’âge maximum est fini

également). Le dernier exemple traite le cas d’un problème avec un maximum d’âge

illimité. Dans tous ces exemples l’erreur globale est calculée par la formule suivante

Eh = max
0≤n≤N

‖Un
h − Un‖n. (2.5)

Exemple 1 Dans cet exemple le maximum d’âge A est fixé à 1 unité. La fonction

de mortalité, l’âge spécifique de fertilité, la densité initiale et la fonction de naissance
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Figure 2.1 – La solution exacte(a), la solution approchée(b) et l’erreur(c) pour
N=100.
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Tableau 2.1 – Erreurs, temps machine (secondes), et l’ordre de convergence de
l’exemple 1.

N 20 40 80 160 320
Eh 0.534 · 10−5 0.212 · 10−5 0.325 · 10−6 0.796 · 10−7 0.195 · 10−7

CPU 0.094 0.187 0.515 1.497 6.74
ordre 2.049 1.988 2.030 2.027

sont données par :

f(a, z) = −z, β(a, z) = aze−a

(1 + z)2 , u0(a) = e−a

2− e−A ,

g(z, t) = 4z(2− 2e−A + e−t)2

(1− e−A)(1− (1 + 2A)e−2A)(1− e−A + e−t) ,

respectivement. La solution exacte de ce problème est (voir [3])

u(t, a) = e−a

1− e−A + e−t
.

Les résultats de la simulation numérique (dans l’intervalle de temps [0, 10]) sont

présentés dans le tableau 2.1.

Notons aussi que u(t, a) ∈ C∞([0, T ) × [0, 1)) et le théorème 1 prédisent que

Eh = O(h2). La dernière colonne du tableau 2.1 est en accord avec la théorie. Les

solutions exactes et numériques et les erreurs sont présentées dans Figure 2.1.

Exemple 2 Ici nous comparons des solutions obtenues en utilisant le schéma nu-

mérique (2.4) et le schéma de Euler explicite. Nous utilisons les données : A = 0.9,

T = 1,

f(a, z) = − 1
1− a − z, β(a, z) = 4,

g(t, z) = z, u0(a) = 4(1− a)e−αa.
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Tableau 2.2 – Erreurs et Temps machine (CPU) (en secondes) pour l’exemple 3.
N 20 40 60 80

L = 5N Eh 0.121 · 10−1 0.233 · 10−1 0.36 · 10−1 0.482 · 10−1

CPU 0.109 0.20 0.327 0.499
L = 10N Eh 0.816 · 10−5 0.421 · 10−5 0.306 · 10−5 0.124 · 10−5

CPU 0.14 0.29 0.515 0.827
L = 1000N Eh 0.782 · 10−5 0.335 · 10−5 0.294 · 10−5 0.169 · 10−5

CPU 3.1 10.28 22.94 42.073
L = 2000N Eh 0.782 · 10−5 0.335 · 10−5 0.294 · 10−5 0.169 · 10−5

CPU 4.618 17.082 38.204 70.184

La solutions exacte est donnée par

u(a, t) = 4α(1− a)e−αa
(α− 1)e−αt + 1 ,

où α = 2.5569290855.

Les solutions numériques obtenues par la méthode de Euler explicite et par les

schéma numérique (2.4) sont présentées dans Figure 2.2.

Notons que les solutions numériques à faible ordre de convergence développent

des sauts de discontinuités le long de la ligne caractéristique a = t. L’amplitude de

ces sauts diminue lorsque N →∞ mais ne disparait pas complètement. La situation

est complètement différente si nous utilisons (2.4), les solutions numériques restent

continues pour tout N .

Exemple 3 Dans ce exemple A = ∞, l’âge spécifique de fertilité et la fonction

de mortalité sont les mêmes que dans l’exemple 1, la fonction de naissance et la

fonction initiale sont données par :

g(t, z) = 4z(2 + e−t)2

(1 + e−t) , u0(a) = 1
2e
−a,

respectivement. La solution exacte est

u(t, a) = e−a

1 + e−t
.
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Figure 2.2 – (Colonne à gauche)Les solutions numériques obtenues par (2.4) et (co-
lonne à droite) par Euler explicite pour N = 5; 10et 20.
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Pour des raisons de simulation numérique, l’infini sera matérialisé par la plus

grande valeur que nous souhaitons. A cet effet, nous prenons L dans (5N ≤ L ≤

2000N). Il est claire que le temps de calcul augmentera en fonction de la taille de L.

Cependant, la théorie développée dans la section 3 atteste que Eh = O(hmin{k−1,2})

dès que suppu0 ⊂ [0, hL]. Aussi dans la pratique, il n’y a pas besoin d ’accroitre

la valeur de L indéfiniment. Les valeurs des calculs resteront constantes pour tout

L ≥ L∗, où L∗ est le plus petit entier qui satisfait suppu0 ⊂ [0, hL∗]. Les résultats des

simulations (dans l’intervalle de temps [0, 10]) présentés dans Table 2.2 confirment

complètement cette simple observation.
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2.2 Exemple de cas : Étude asymptotique de la

dynamique de transmission de l’hépatite B

dépendant de l’âge de la population [36].

Au cours des études des polluants dans les eaux de surface (les chapitres précé-

dents), nous avons énuméré des micros organismes provenant des eaux usées notam-

ment des virus. Ce qui fait de l’eau polluée un vecteur potentiel de transmission des

maladies hydriques. Nous nous intéressons dans ce chapitre à la modélisation et à

l’étude asymptotique de la transmission de l’hépatite B.

2.2.1 Mise en équation du problème

Le virus de l’hépatite B(VHB) se transmet par les sécrétions corporelles comme

le sang, la salive et les sécrétions vaginales. Dans ce paragraphe nous partons du

modèle de la transmission de VHB introduit dans [55] auquel nous avons fait des

hypothèses réalistes. D’abord la population est divisée en six sous-classes que sont :

1-Susceptibles : les individus sains et exposés à la maladie ;

2-Latents : les individus infectés, mais pas encore infectieux ;

3-Infectés : les individus infectés et malade ;

4-Chroniques : les personnes infectées en phase aigüe ;

5-Rétablis ou Guéris : les individus qui se sont rétablis de l’infection et qui sont

maintenant des individus immunisés ;

6-Vaccinés : ceux immunisés par le vaccin.

Ensuite nous supposerons que :

(1) Les phases latents, infectés et chroniques sont séparées. Seuls les individus

en phase infectés et chronique sont infectieux.

(2) Tous les individus en phase latente développent d’abord une phase aiguë
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(3) Certains individus ayant une infection aiguë progressent vers l’état chro-

nique et plus tard développent l’immunité tandis que d’autres développent

l’immunité sans progresser vers l’état chronique.

(4) Il existe une possibilité de traitement (ou de récupération) pendant la phase

aiguë de l’infection et l’état de porteur chronique de l’infection.

(5) Il n’y a pas de proportion d’infectés périnatales de nouveau-nés (des mères

porteuses)

(6) il y a une proportion de naissances avec une vaccination réussie et une pro-

portion de nouveau-nés susceptibles

p(a,t)s(a,t)
 v(a,t)

(a)L(a,t)

(1-q(a))
1
i(a,t)

2
(a)c(a,t)

(a)C(a,t)

q(a)
1
i(a,t)

(a)s(a,t)

L(a,t)
Latente

S(a,t)
Susceptible

(a)I(a,t)

I(a,t)
Infecté

C(a,t)
Chronique

R(a,t)
Guéri

V(a,t)
Vacciné

S(0,t) (a,i( ,t),c( ,t))s(a,t)

 l(a,t)

(a)R(a,t)

(a)v(a,t)

V(0,t)

Figure 2.3 – Le diagramme du flux de transmission de la maladie.

Dans la suite nous désignons par s(a, t), l(a, t), i(a, t), c(a, t), r(a, t) et v(a, t) les

fonctions de densités correspondantes pour ces classes épidémiologiques dépendant

de l’âge et du temps respectivement.

Le choix de la force d’infection est determinant dans le processus de modélisation

de l’évolution de la maladie, à cet effet nous considérons une forme constitutive
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Tableau 2.3 – Définition des paramètres de la modélisation
Paramètres Description

β(a) Fonction d’âge spécifique de fertilité de la population
µ(a) Taux de mortalité naturel de la population
σ Taux d’individus se déplaçant des latents vers la phase aigüe
γ1 Taux d’individu se déplaçant vers les porteurs chroniques

γ2(a) Taux d ’individus se déplaçant des porteurs chroniques vers les vaccinés
p(a, t) Taux de vaccination contre VHB
ψ Taux de l’immunité induite par la vaccination

(1− ω) Proportion de naissances avec des vaccinations à la naissance
q(a) Probabilité qu’un individu en phase aigu passe en phase chronique
Λ Taux d’infection (ou force d’infection)

intercohort séparable suivante introduit par [17] :

Λ(a, i(·, t), c(·, t)) = k(a)
a+∫
0

[h1(a)i(a, t) + h2(a)c(a, t)] da (2.6)

où h1(a) et h2(a) sont des taux d’infection d’âge spécifique correspondant à la phase

aïgue et chronique respectivement. k(a) est le taux de contagion de l’âge spécifique,

ici nous assumons que les deux phases ont le même taux de contagion, a+ est l’âge

maximal d’un individu et que h1(a), h2(a) et k(a) vérifient les conditions suivantes :

h1, h2, k ∈ L∞([0, a+]), h1(a), h2(a), k(a) ≥ 0 . (2.7)

Enfin, la dynamique du modèle épidémiologique structuré par âge pour la trans-

mission du VHB, schématisée par la figure 2.3 peut être décrite par le problème
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suivante :

∂ts(a, t) = −∂as(a, t)− µ(a)s(a, t) + ψv(a, t)− s(a, t)Λ(a, i(·, t), c(·, t))

− p(a, t)s(a, t),

∂tl(a, t) = −∂al(a, t)− µ(a)l(a, t)− σl(a, t) + s(a, t)Λ(a, i(·, t), c(·, t)),

∂ti(a, t) = −∂ai(a, t)− µ(a)i(a, t) + σl(a, t)− γ1i(a, t),

∂tc(a, t) = −∂ac(a, t)− µ(a)c(a, t)− γ2(a)c(a, t) + q(a)γ1i(a, t),

∂tr(a, t) = −∂ar(a, t)− µ(a)r(a, t) + γ2(a)c(a, t) + (1− q(a))γ1i(a, t),

∂tv(a, t) = −∂av(a, t)− µ(a)v(a, t)− ψv(a, t) + p(a, t)s(a, t),

(2.8)

avec des conditions aux bords (les nouveaux-nés)

s(0, t) = ω

a+∫
0

β(a) [s(a, t) + l(a, t) + i(a, t) + r(a, t) + v(a, t) + c(a, t)] da,

l(0, t) = i(0, t) = c(0, t) = r(0, t) = 0,

v(0, t) = (1− ω)
a+∫
0

[s(a, t) + l(a, t) + i(a, t) + r(a, t) + v(a, t) + c(a, t)] da,

(2.9)

et les conditions initiales

s(a, 0) = o
s(a), l(a, 0) =

o
l(a), i(a, 0) =

o
i(a),

c(a, 0) = o
c(a), r(a, 0) = o

r(a), v(a, 0) = o
v(a).

(2.10)

Les définitions des paramètres utilisés dans la modélisation peuvent être consultées

dans le tableau 2.3.

2.2.2 Équations singulièrement perturbées

Dans la construction du modèle épidémiologique dépendant de l’âge (2.8-2.10),

nous avons pris en compte à la fois la dynamique démographique et l’infection.
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Fort malheureusement le processus de contamination agit sur une échelle de temps

différente de celle du processus démographique.

A titre d’illustration, en se basant sur les résultats numériques obtenus pour les

paramètres dans (2.1-2.10) provenant de [54, 55] : les taux de mortalité et de natalité

sont mesurés en unités 1/70 ans, où 70 est considéré comme la durée de vie moyenne

de la population étant donné que nous étudions une population humaine. De plus,

nous notons que β = 0.0121, µ = 0.00693, µ1 = 0.002, ψ = 0.1, Λ ≈ 0.16, σ = 6/an,

γ1 = 4/an et γ2 = 0.025/an. Nous faisons le constat suivant : en utilisant 70 ans

comme unité de temps dans le modèle(2.8-2.10), les valeurs numériques pour σ, γ1

et γ2 seraient multipliées par 70 et ce résultat donne σ = 420, γ1 = 280 et γ2 = 1.75.

Ceci montre que les processus induits par σ et γ1 (processus de contamination) sont

plus rapides que ceux induits par β, µ (processus démographique), ψ et Λ ; et le

processus induit par γ2 est légèrement plus rapide que ceux induits par β, µ, ψ et Λ.

Dans le modèle asymptotique nous considérons la même échelle de temps aussi bien

pour les durées des processus d’infection que démographique, de telle sorte que les

processus d’infection induis par les paramètres σ, γ1 et γ2 sont plus rapides que ceux

induits par les paramètres β, µ (processus démographique), ψ et Λ. Dans la suite,

nous considérons ε un petit paramètre reflétant le rapport des échelles de temps

typiques des processus vitaux et épidémiologiques. Ainsi, le modèle asymptotique

de (2.8-2.10) se résume comme suit :



∂tuε = Suε + Muε + F(uε) + 1
ε
Cuε,

uε(0, t) = B [uε(·, t)] ,

uε(a, 0) = ou,

(2.11)

où

uε = (sε, lε, iε, cε, rε, vε),

S = diag{−∂a,−∂a,−∂a,−∂a,−∂a,−∂a}
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M(a) =



−µ(a) 0 0 0 0 ψ

0 −µ(a) 0 0 0 0

0 0 −µ(a) 0 0 0

0 0 0 −µ(a) 0 0

0 0 0 0 −µ(a) 0

0 0 0 0 0 −µ(a)− ψ


,

[F(u)] (a) =



−s(a)p(a)− s(a)Λ(a, i, c)

s(a)Λ(a, i, c)

0

0

0

s(a)p(a)


et

[Cu] (a) =



0 0 0 0 0 0

0 −σ 0 0 0 0

0 σ −γ1 0 0 0

0 0 q(a)γ1 −γ2(a) 0 0

0 0 (1− q(a))γ1 γ2(a) 0 0

0 0 0 0 0 0


u(a).

En outre, l’opérateur borné B : L1 ([0, a+],R6)→ R6 est défini par

Bu =
a+∫
0

B(a)u(a) da,
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avec

B(a) =



b11 b12 b13 b14 b15 b16

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

b61 b62 b63 b64 b65 b66


,

b1k = ωβ(a) et b6k = (1− ω)β(a), k = 1, . . . , 6,

Nous visons à étudier le comportement de la solution uε = (sε, lε, iε, cε, rε, vε), de

(2.11) lorsque ε→ 0.

Taux de reproduction

Étant donnée une maladie, une question fondamentale est de savoir si elle peut

se propager dans la population. Ceci revient à calculer le nombre moyen d’individus

qu’une personne infectieuse pourra infecter, tant qu’elle sera contagieuse. Ce nombre

est appelé le taux de reproduction. Il est considéré dans une population où tous les

individus sont sains, sauf l’individu infectieux introduit. Si R0 < 1, alors un individu

en infecte en moyenne moins d’un, ce qui signifie que la maladie disparaîtra de la

population à terme. À l’opposé, si R0 > 1, alors la maladie peut se propager dans

la population. Déterminer R en fonction des paramètres du modèle permet ainsi de

calculer les conditions dans lesquelles la maladie se propage. On définit dans la suite

le taux de reproduction net par :

Rµ =
a+∫
0

β(a)Πµ(a) da (2.12)

où

Πµ(a) := e
−

a∫
0
µ(s) ds

(2.13)
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est la probabilité de survie d’un individu jusqu’à l’âge a, et M une constante tel que

‖n(t)‖ ≤Meλµt‖ o
n‖. (2.14)

En effet si nous supposons que uε vérifie (2.11) alors, en additionnant les équa-

tions dans (2.11), il revient que la population totale,

n(a, t) = sε(a, t) + lε(a, t) + iε(a, t) + cε(a, t) + rε(a, t) + vε(a, t),

satisfait 

∂tn(a, t) = −∂an(a, t)− µ(a)n(a, t),

n(0, t) =
a+∫
0

β(a)n(a, t) da,

n(a, 0) = o
n(a),

(2.15)

et est indépendant de ε. Il résulte de [8, 27, 45] qu’il existe une valeur propre domi-

nante λµ ≤ β − µ, définie comme une unique solution de

a+∫
0

e−λaβ(a)Πµ(a) da = 1. (2.16)

Lemme 2.1 λµ est négative, zéro où positive si et seulement si le taux de reproduc-

tion net, Rµ, est respectivement, plus petit, égal ou supérieur à un.

Comme nous l’avons mentionné plus tôt, la mise à l’échelle considérée est réa-

liste pour les modèles dans lesquels il n’y a pas de changements significatifs de la

population totale. Par conséquent, tout au long du document, nous supposerons

Rµ ≤ 1. (2.17)
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2.2.3 Quelques résultats théoriques

On admettra dans la suite que β ≤ µ. avec w la solution du problème de

McKendrick-von Foerster

∂tw(a, t) = −∂aw(a, t)− µ(a)w(a, t),

w(0, t) = 0,

w(a, 0) = o
w(a) =

o
l(a) +

o
i(a) + o

c(a) + o
r(a),

(2.18)

et v est la solution du problème de McKendrick-von Foerster

∂tv(a, t) = −∂av(a, t)− µ(a)v(a, t)− ψv(a, t)

− p(a, t)v(a, t) + p(a, t)(n(a, t)− w(a, t)),

v(0, t) = (1− ω)n(0, t),

v(a, 0) = o
v(a).

(2.19)

De plus, nous considérons les espaces suivants : X = L1 ([0, a+],R6) et X+ =

L1
(
[0, a+],R6

+

)
. On associe à X la norme, ‖ · ‖X .

Enfin nous faisons les hypothèses suivantes :

(A1) : µ ∈ L1
loc ([0, a+)),

a+∫
0

µ(s) ds =∞ avec µ > 0 ;

(A2) : β ∈ L∞ ([0, a+]) ;

(A3) : q, γ2 ∈W1,∞ ([0, a+]) avec q > 0, γ2 > 0 ;

(A4) : p ∈ C ([0, a+]× [0, T ]) ;

(A5) : a+ < ∞ où a+ est l’âge maximal, ceci signifie qu’aucun individu ne peut

vivre indéfiniment ;

(A6) : Πµ(a+) = 0 avec Πµ(a) := e
−

a∫
0
µ(s) ds

la probabilité de survie.

Sous les hypothèses citées ci-dessus, il est prouvé dans [13], l’existence d’une solution

uε du système (2.11).
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La preuve est basée sur le fait que l’opérateur A := S + M défini dans

D(A) = {u ∈ D(S) ∩D(M); u(0) = Bu} (2.20)

génère un C0-semi-groupe positif, noté
(
etA
)
t≥0

. Puisque, pour un ε fixé, (2.15) est

un système linéaire quadratique perturbé.

Théorème 2.2 Si ou = (o
s,

o
l,

o
i,

o
c,

o
r,

o
v) ∈ X+, alors il existe une unique solution faible

globale lorsque t → ∞ ,uε(t) = (sε(t), lε(t), iε(t), cε(t), rε(t), vε(t)) ∈ C ([0,∞),X) à

(2.4). Cette solution devient une solution classique si ou ∈ D(A). Dans un tel cas

nous obtenons, en particulier, que uε est continue sur [0, a+]× [0, T ] pour tout 0 ≤

T <∞, uε ∈ D(S) ∩D(M) et (2.4) est satisfait presque partout sur [0, a+]× [0, T ].

La preuve de ce théorème est à consultée dans [12, 13]. De simple calculs montre

que, voir [29],
(
etA
)
t≥0

vérifie l’estimation suivante

‖etA‖ ≤ e(β−µ)t. (2.21)

Cette estimation peut être améliorée. En fait, tel que nous l’avons mentionné plus

haut, si (sε(t), lε(t), iε(t), , cε(t), rε(t), vε(t)) est une solution classique de (2.11), alors

n(a, t) = sε(a, t)+lε(a, t)+iε(a, t)+cε(a, t)+rε(a, t)+vε(a, t) est une solution classique

de (2.15). Nous désignons par (A,D(A)) le générateur du semi-groupe
(
etA
)
t≥0

pour

(2.15), sur un domaine défini comme dans(2.20). De plus, si ou ≥ 0 entraine que

uε(t) = (sε(t), lε(t), iε(t), cε(t), rε(t), vε(t)) ≥ 0. Ainsi chaque composante de uε est

majorée par une solution n de (2.15) indépendant de ε :

0 ≤ sε(a, t) ≤ n(a, t), 0 ≤ lε(a, t) ≤ n(a, t), 0 ≤ iε(a, t) ≤ n(a, t),

0 ≤ cε(a, t) ≤ n(a, t), 0 ≤ rε(a, t) ≤ n(a, t) and 0 ≤ vε(a, t) ≤ n(a, t)
(2.22)

pour tout t ≥ 0 et a ∈ [0, a+] ainsi l’inégalité (2.14) est satisfaite.

63



2.2 Exemple de cas : Étude asymptotique de la dynamique de
transmission de l’hépatite B dépendant de l’âge de la population [36].

2.2.4 Développement asymptotique du modèle

En se basant sur l’approche générale de l’analyse asymptotique [11, 13], nous

cherchons à identifier l’espace hydrodynamique V du système d’équations singuliè-

rement perturbées (2.11) qui, dans ce cas, est donné par l’espace nul de C. Dans ce

contexte, a est traité comme un paramètre. Après plusieurs calculs et en supposant

a comme une constante on obtient :

V = {u ∈ R6; u = (u1, 0, 0, 0, u5, u6), u1, u5, u6 ∈ R} = span{e1, e2, e3},

où e1, e2, e3 constituent une base de V . L’espace spectral complémentaireW , appelé

l’espace cinétique, généré par les valeurs propres λ4 = −σ, λ5 = −γ1, et λ6 = −γ2(a),

respectivement associées aux vecteurs définis par :

e4 =



0

1

− σ
σ−γ1

σq(a)γ1
(σ−γ1)(σ−γ2(a))

γ1
σ−γ1

· (1−q(a))σ−γ2(a)
σ−γ2(a)

0


, e5 =



0

0

1

− q(a)γ1
γ1−γ2(a)

− (1−q(a))γ1−γ2(a)
γ1−γ2(a)

0


et e6 =



0

0

0

1

−1

0


,

respectivement.

Pour achever le décomposition de u = c1e1 + c2e2 + c3e3 + c4e4 + c5e5 + c6e6 dans les

espaces hydrodynamique et cinétique, nous devons identifier les coéfficients ci, i =

1, . . . , 6. En utilisant des résultats standard de l’algèbre linéaire [13], ci = fi ·u/fi ·ei
où fi sont les vecteurs propres de gauche de C correspondants aux vecteurs propres

de ei, i = 1, . . . , 6. Ici, le contexte est plus compliqué dans la mesure où V est

de dimension trois et nous devons choisir ses bases convenablement. Sachant que

f1 = (1, 1, 1, 1, 1, 1) est vecteur propre de gauche de C correspondant à la valeur

propre nulle et f1 ·u = u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6, il jouera un rôle significatif dans
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l’analyse de (2.15).

Ainsi, pour faciliter les calculs, nous prenons e2 = (−1, 0, 0, 0, 0, 1) ∈ V qui est

orthogonal à f1. En prenant f3 = (0, 0, 0, 0, 0, 1) ceci entraine e1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ V

et e2 = (−1, 0, 0, 0, 1, 0) ∈ V . Finalement f4 = (0, 1, 0, 0, 0, 0), f5 = (0, σ/(σ −

γ1), 1, 0, 0, 0), f6 = (0, σq(a)γ1/(σ − γ2(a))(γ1 − γ2(a)), q(a)γ1/(γ1 − γ2(a)), 1, 0, 0).

Donc nous avons la décomposition suivante :

u = (u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6)e1 + (u2 + u3 + u4 + u5)e2 + u6e3 + u2e4

+
(

σ

σ − γ1
u2 + u3

)
e5 +

(
qγ1

γ1 − γ2
· σ

σ − γ1
u2 + qγ1

γ1 − γ2
u3 + u4

)
e6.

(2.23)

Approximation globale

Dans le cadre de l’étude de l’approximation globale de la solution de (2.11) et en

se basant sur la décomposition (2.23), nous procédons à la définition de nouvelles

variables accumulées que sont :

n = sε + lε + iε + cε + rε + vε;

wε = lε + iε + cε + rε,

zε = σ
σ−γ1

lε + iε,

xε = qγ1
γ1−γ2

zε + cε
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et laissons inchangées les variables lε, vε.

Ainsi ces nouvelles variables vérifient les systèmes d’équations suivant :

∂tn(a, t) = −∂an(a, t)− µ(a)n(a, t),

∂twε(a, t) = −∂awε(a, t)− µ(a)wε(a, t) + Λ(a, lε(·, t), xε(·, t), zε(·, t))

× (n(a, t)− wε(a, t)− vε(a, t)),

∂tzε(a, t) = −∂azε(a, t)− µ(a)zε(a, t)−
γ1

ε
zε(a, t)

+ σ

σ − γ1
Λ(a, lε(·, t), xε(·, t), zε(·, t))(n(a, t)− wε(a, t)− vε(a, t)),

∂txε(a, t) = −∂axε(a, t)− µ(a)xε(a, t)−
γ2(a)
ε

xε(a, t)−
γ1

ε
· σq(a)
σ − γ1

lε(a, t)

+ q(a)γ1

γ1 − γ2(a) ·
γ

′
2(a)

γ1 − γ2(a)zε(a, t) + σ

σ − γ1
· q(a)γ1

γ1 − γ2(a)

× Λ(a, lε(·, t), xε(·, t), zε(·, t))(n(a, t)− wε(a, t)− vε(a, t)),

∂tlε(a, t) = −∂alε(a, t)− µ(a)lε(a, t)−
σ

ε
lε(a, t)

+ Λ(a, lε(·, t), xε(·, t), zε(·, t))(n(a, t)− wε(a, t)− vε(a, t)),

∂tvε(a, t) = −∂avε(a, t)− µ(a)vε(a, t)− ψvε(a, t)− p(a, t)vε(a, t)

+ p(a, t)(n(a, t)− wε(a, t)),
(2.24)

les conditions aux bords

n(0, t) =
a+∫
0

β(a)n(a, t) da,

wε(0, t) = xε(0, t) = zε(0, t) = lε(0, t) = 0,

vε(0, t) = (1− ω)n(0, t),

(2.25)
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et les conditions initiales

n(a, 0) = o
n(a) = o

s(a) +
o
l(a) +

o
i(a) + o

c(a) + o
r(a) + o

v(a),

wε(a, 0) = o
w(a) =

o
l(a) +

o
i(a) + o

c(a) + o
r(a),

zε(a, 0) = o
z(a) = σ

σ − γ1

o
l(a) +

o
i(a),

xε(a, 0) = o
x(a) = q(a)γ1

γ1 − γ2(a) ·
σ

σ − γ1

o
l(a) + q(a)γ1

γ1 − γ2(a)
o
i(a) + o

c(a),

lε(a, 0) =
o
l(a), vε(a, 0) = o

v(a),

(2.26)

où la force d’infection

Λ(a, lε(·, t), xε(·, t), zε(·, t)) = k(a)
a+∫
0

[
− σ

σ − γ1
h1(a)lε(a, t) + h2(a)xε(a, t)

+
(
h1(a)− q(a)γ1

γ1 − γ2(a)h2(a)
)
zε(a, t)

]
da.

Cependant, on note que le (n,wε, vε) ∈ V et le triplet (zε, xε, lε) ∈ W . Nous

voyons que la population totale n est séparée du système, il est inutile de l’approxi-

mer et peut être traitée comme une fonction connue. Par conséquent, nous allons

nous focaliser sur le quintuplet (wε, zε, xε, lε, vε).

Soit (w, z, x, l, v) l’approximation globale de (wε, zε, xε, lε, vε). Suivant la procé-

dure d’approximation globale de Chapman-Enskog [11, 13], nous développons uni-

quement la partie cinétique de l’approximation globale telle que :

z = z0 + εz1 + · · · ,

x = x0 + εx1 + · · · ,

l = l0 + εl1 + · · · .

(2.27)
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En insérant (2.27) dans les quatre dernières équations de (2.24), nous obtenons

∂tz0 + ε∂tz1 = −∂az0 − ε∂az1 − µz0 − εµz1 −
γ1

ε
z0 − γ1z1 + σ

σ − γ1

×
(
Λ(l0, x0, z0) + εΛ(l1, x1, z1)

)
(n− w − v) +O(ε2),

∂tx0 + ε∂tx1 = −∂ax0 − ε∂ax1 − µx0 − εµx1 −
γ2

ε
x0 − γ2x1

+ 1
ε
· qγ2

1
γ1 − γ2

z0 + qγ2
1

γ1 − γ2
z1 −

qγ1

γ1 − γ2
· qγ

′
2

γ1 − γ2
z0

− ε qγ1

γ1 − γ2
· qγ

′
2

γ1 − γ2
z1 −

q

ε
· σγ1

σ − γ1
l0 −

σqγ1

σ − γ1
l1

+ qγ1

γ1 − γ2
· σ

σ − γ1

(
Λ(l0, x0, z0) + εΛ(l1, x1, z1)

)
× (n− w − v) +O(ε2),

∂tl0 + ε∂tl1 = −∂al0 − ε∂al1 − µl0 − εµl1 +
(
Λ(l0, x0, z0) + εΛ(l1, x1, z1)

)
× (n− w − v)− σ

ε
l0 − σl1 +O(ε2).

En comparant les coefficients ayant les mêmes puissances de ε et en utilisant le fait

que Λ(0, 0, 0) = 0, nous obtenons z0 = x0 = l0 = 0, z1 = x1 = l1 = 0.

On aboutit enfin à l’approximation globale

(n,w, z, x, l, v) = (n,w, 0, 0, 0, v).

En substituant lε ≈ l = 0, xε ≈ x = 0, zε ≈ z = 0 dans la deuxième équation

de (2.24), nous arrivons au système (2.18). De plus, la substitution de w dans la

dernière équation de (2.24), conduit à (2.19).
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Estimation de l’erreur d’approximation globale

L’erreur commise en approximant la solution (n,wε, zε, xε, lε, vε) par (n,w, 0, 0, 0, v)

est notée par

E = (ew, ez, ex, el, ev) = (wε − w, zε − z, xε − x, lε − l, vε − v)

= (wε − w, zε, xε, lε, vε − v),
(2.28)

satisfaisant au système d’équation

∂tew = −∂aew − µew − Λ (el, ex, ez) (ew + ev) + Λ (el, ex, ez) (n− w − v) ,

∂tez = −∂aez − µez −
γ1

ε
ez −

σ

σ − γ1
Λ (el, ex, ez) (ew + ev)

+ σ

σ − γ1
Λ (el, ex, ez) (n− w − v) ,

∂tex = −∂aex − µex −
γ2

ε
ex −

1
ε
· σγ1

σ − γ1
el + qγ1

γ1 − γ2
· γ

′
2

γ1 − γ2
ez

− σ

σ − γ1
· qγ1

γ1 − γ2
Λ (el, ex, ez) (ew + ev)

+ σ

σ − γ1
· qγ1

γ1 − γ2
Λ (el, ex, ez) (n− w − v) ,

∂tel = −∂ael − µel −
σ

ε
el − Λ (el, ex, ez) (ew + ev)

+ Λ (el, ex, ez) (n− w − v) ,

∂tev = −∂aev − µev − (p+ ψ)ev − pew,

(2.29)

avec les conditions aux bords

ew(0, t) = ez(0, t) = ex(0, t) = el(0, t) = ev(0, t) = 0, (2.30)

69



2.2 Exemple de cas : Étude asymptotique de la dynamique de
transmission de l’hépatite B dépendant de l’âge de la population [36].

et les conditions initiales

ew(a, 0) = 0, ez(a, 0) = σ

σ − γ1

o
l(a) +

o
i(a),

ex(a, 0) = qγ1

γ1 − γ2(a) ·
σ

σ − γ1

o
l(a) + qγ1

γ1 − γ2(a)
o
i(a) + o

c(a),

el(a, 0) =
o
l(a), ev(a, 0) = 0.

(2.31)

Nous remarquons que la condition initiale est d’ordre 1, donc l’erreur d’approxima-

tion globale ne peut pas être d’ordre ε. Pour remédier à cette situation, nous devons

introduire des corrections de couche qui prendront en charge les phénomènes tran-

sitoires se produisant près de t = 0 et a = 0 appelés respectivement correction aux

valeurs initiales et correction valeurs aux bords.

Correction aux valeurs initiales

Nous effectuons la correction aux valeurs initiales en faisant exploser le temps

selon τ = t/ε et en recherchant l’approximation

(wε(t), zε(t), xε(t), lε(t), vε(t)) ≈ (w(t), z̃(τ), x̃(τ), l̃(τ), v(t)),

où nous prévoyons qu’il est inutile d’introduire la correction des valeurs initiales

pour wε et vε comme w et v remplissent la condition initiale exacte. Comme précé-

demment, nous insérons le développement formelle

z̃ = z̃0 + εz̃1 + · · · ,

x̃ = x̃0 + εx̃1 + · · · ,

l̃ = l̃0 + εl̃1 + · · ·

dans les troisième, quatrième et cinquième équations de (2.24) et en prenant en

compte le changement de variable ∂t = ε−1∂τ .

En comparant les coefficients ayant les mêmes puissances de ε, les équations pour
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les termes ε−1 sont
∂τ z̃0 = −γ1z̃0, d∂τ l̃0 = −σl̃0,

∂τ x̃0 =− γ2(a)x̃0 −
σγ1

σ − γ1
l̃0

sous les conditions initiales

z̃0(0) = σ

σ − γ1

o
l +

o
i, l̃0(0) =

o
l,

x̃0(0) = q(a)γ1

γ1 − γ2(a) ·
σ

σ − γ1

o
l + q(a)γ1

γ1 − γ2(a)
o
i + o

c,

et sous les conditions aux bords

z̃0(a, t/ε) =
(

σ

σ − γ1

o
l(a) +

o
i(a)

)
e−

γ1
ε
t, l̃0(a, t/ε) =

o
l(a)e−σε t,

x̃0(a, t/ε) =
(

q(a)γ1

γ1 − γ2(a) ·
σ

σ − γ1

o
l(a) + q(a)γ1

γ1 − γ2(a)
o
i(a) + o

c(a)
)
e−

γ2(a)
ε

t

+ σ

σ − γ1
·

o
l(a)

σ − γ2(a)

(
e−

σ
ε
t − e−

γ2(a)
ε

t
)
.

(2.32)

La nouvelle estimation de l’erreur d’approximation est donnée par

Ẽ = (ẽw, ẽz, ẽx, ẽl, ẽv) = (wε − w, zε − z̃0, xε − x̃0, lε − l̃0, vε − v)

= (ew, ez − z̃0, ex − x̃0, el − l̃0, ev).
(2.33)

On note que
o
l,

o
i,

o
c,

o
v ∈W1,1 ([0, a+]) et µ

o
l, µ

o
i, µ

o
c, µ

o
v ∈ L1 ([0, a+]).

L’équation d’erreurs pour Ẽ s’obtient à partir de (2.29), (2.30) et (2.31) en exprimant
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ew, ez, ex, el et ev en terme de ẽw, ẽz, ẽx, ẽl et ẽv, selon (2.33). Ainsi nous obtenons

∂tẽw = −∂aẽw − µẽw − Λ(ẽl, ẽx, ẽz) (ẽw + ẽv)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ẽw + ẽv)

+ Λ(ẽl, ẽx, ẽz) (n− w − v)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (n− w − v) ,

∂tẽz = −∂aẽz − µẽz −
γ1

ε
ẽz −

σ

σ − γ1
Λ(ẽl, ẽx, ẽz) (ẽw + ẽv)

− σ

σ − γ1
Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ẽw + ẽv) + σ

σ − γ1
Λ(ẽl, ẽx, ẽz) (n− w − v)

− σ

σ − γ1
Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (n− w − v)− ∂az̃0 − µz̃0,

∂tẽx = −∂aẽx − µẽx −
γ2

ε
ẽx −

1
ε
· σγ1

σ − γ1
ẽl + qγ1

γ1 − γ2
· γ

′
2

γ1 − γ2
ẽz

− σ

σ − γ1
· qγ1

γ1 − γ2

(
Λ(ẽl, ẽx, ẽz) + Λ(l̃0, x̃0, z̃0)

)
(ẽw + ẽv)

+ σ

σ − γ1
· qγ1

γ1 − γ2

(
Λ(ẽl, ẽx, ẽz)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0)

)
(n− w − v)

+ qγ1

γ1 − γ2
· γ

′
2

γ1 − γ2
z̃0 − ∂ax̃0 − µx̃0,

∂tẽl = −∂aẽl − µẽl −
σ

ε
ẽl − Λ(ẽl, ẽx, ẽz) (ẽw + ẽv)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ẽw + ẽv)

+ Λ(ẽl, ẽx, ẽz) (n− w − v)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (n− w − v)− ∂al̃0 − µl̃0,

∂tẽv = −∂aẽv − µẽv − (p+ ψ)ẽv − pẽw,

(2.34)

avec les conditions aux bords

ẽw(0, t) = 0, ẽz(0, t) = −z̃0(0, t/ε), ẽx(0, t) = −x̃0(0, t/ε),

ẽl(0, t) = −l̃0(0, t/ε), ẽv(0, t) = 0,
(2.35)

et les conditions initiales

ẽw(a, 0) = ẽz(a, 0) = ẽx(a, 0) = ẽl(a, 0) = ẽv(a, 0) = 0. (2.36)

Nous remarquons qu’aux bords nous avons encore des termes d’ordre inférieur

à ε sauf ẽw(0, t) = 0 et ẽv(0, t) = 0. Heureusement, pour éliminer cette contribu-

tion aux valeurs initiales, nous introduisons des corrections aux valeurs du bord en
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dimensionnant simultanément le temps et l’âge tel que τ = t/ε et de α = a/ε.

Correction aux valeurs du bord

L’approche standard de la correction au bord, [10], ne suffira pas ici malheureu-

sement car les équations des corrections aux bords n’intègrent pas la multiplication

par µ. Ainsi, la correction au bord classique n’appartiendra pas à D(M) et nous

ne pourrons pas substituer les termes d’erreur aux équations, comme dans (2.34) -

(2.36). Pour remédier au problème, nous définissons le correcteur au bord d’être la

solution de
∂tz̆ = −∂az̆ − µz̆ −

γ1

ε
z̆,

∂tx̆ = −∂ax̆− µx̆−
γ2

ε
x̆− γ1

ε
· qσ

σ − γ1
l̆,

∂tl̆ = −∂al̆ − µl̆ −
σ

ε
l̆,

(2.37)

avec les conditions aux bords

z̆(0, t) = −z̃0(0, t/ε), x̆(0, t) = −x̃0(0, t/ε), l̆(0, t) = −l̃0(0, t/ε), (2.38)

et les conditions initiales

z̆(a, 0) = cεe
−a
ε , x̆(a, 0) = dεe

−a
ε , l̆(a, 0) = hεe

−a
ε , (2.39)

où cε, dε et hε sont des constantes obtenues à partir de l’égalité des conditions

au bord et initiale (a, t) = (0, 0), telle que la résolution classique du problème avec

une condition au bord non homogène soit vérifiée. Par conséquent,

cε = −z̃0(0, 0) = − σ

σ − γ1

o
l(0)−

o
i(0), hε = −

o
l(0),

dε = −x̃0(0, 0) = − q(0)γ1

γ1 − γ2(0) ·
σ

σ − γ1

o
l(0)− q(0)γ1

γ1 − γ2(0)
o
i(0)− o

c(0)
(2.40)

comme nous avons supposé que la condition initiale pour le problème initial satisfait
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(o
s,

o
l,

o
i,

o
c,

o
r,

o
v) ∈ D(A).

Les estimations nécessaires de la solution de la correction au bord seront fournies

ultérieurement. Ici, en supposant qu’elle soit suffisamment régulière, on considère la

nouvelle approximation

(wε, zε, xε, lε, vε) ≈ (w, z̃0 + l̆, x̃0 + ĭ, l̃0 + c̆, v).

et l’erreur correspondante,

Ĕ = (ĕw, ĕz, ĕx, ĕl, ĕv)

= (wε − w, zε − z̃0 − z̆, xε − x̃0 − x̆, lε − l̃0 − l̆, vε − v)

= (ẽw, ẽz − z̆, ẽx − x̆, ẽl − l̆, ẽv),
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vérifie le système

∂tĕw = −∂aĕw − µĕw − Λ(ĕl, ĕx, ĕz) (ĕw + ĕv)− Λ(l̆, x̆, z̆) (ĕw + ĕv)

+ Λ(ĕl, ĕx, ĕz) (n− w − v)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ĕw + ĕv)

− Λ(l̆, x̆, z̆)w̆ + Λ(l̆, x̆, z̆) (n− w − v)

+ Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (n− w − v) ,

∂tĕz = −∂aĕz − µĕz −
γ1

ε
ĕz −

σ

σ − γ1
Λ(ĕl, ĕx, ĕz) (ĕw + ĕv)

− σ

σ − γ1
Λ(l̆, x̆, z̆) (ĕw + ĕv) + σ

σ − γ1
Λ(ĕl, ĕx, ĕz) (n− w − v)

− σ

σ − γ1
Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ĕw + ĕv) + σ

σ − γ1
Λ(l̆, x̆, z̆) (n− w − v)

+ σ

σ − γ1
Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (n− w − v)− ∂az̃0 − µz̃0,

∂tĕx = −∂aĕx − µĕx −
γ2

ε
ĕx −

1
ε
· σγ1

σ − γ1
ĕl + qγ1

γ1 − γ2
· γ

′
2

γ1 − γ2
ĕz

− σ

σ − γ1
· qγ1

γ1 − γ2

(
Λ(ĕl, ĕx, ĕz) + Λ(l̆, x̆, z̆)

)
(ĕw + ĕv)

+ σ

σ − γ1
· qγ1

γ1 − γ2

(
Λ(ĕl, ĕx, ĕz) (n− w − v)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ĕw + ĕv)

)
+ σ

σ − γ1
· qγ1

γ1 − γ2

(
Λ(l̆, x̆, z̆) + Λ(l̃0, x̃0, z̃0)

)
(n− w − v)

+ qγ1

γ1 − γ2
· γ

′
2

γ1 − γ2
(z̆ + z̃0)− 1

ε
· σγ1

σ − γ1
l̆ − ∂ax̃0 − µx̃0,

∂tĕl = −∂aĕl − µĕl −
σ

ε
ĕl − Λ(ĕl, ĕx, ĕz) (ĕw + ĕv)− Λ(l̆, x̆, z̆) (ĕw + ĕv)

+
(

Λ(ĕl, ĕx, ĕz) + Λ(l̆, x̆, z̆)
)

(n− w − v)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ĕw + ĕv)

+ Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (n− w − v)− ∂al̃0 − µl̃0,

∂tĕv = −∂aĕv − µĕv − (p+ ψ)ĕv − pĕw,
(2.41)

avec les conditions aux bords

ĕw(0, t) = ĕz(0, t) = ĕx(0, t) = ĕl(0, t) = ĕv(0, t) = 0, (2.42)
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et les conditions initiales

ĕw(a, 0) = 0, ĕz(a, 0) = −cεe−
a
ε , ĕx(a, 0) = −dεe−

a
ε ,

ĕl(a, 0) = −hεe−
a
ε , ĕv(a, 0) = 0.

(2.43)

Nous remarquons enfin qu’aux bords tous les termes non nuls sont d’ordre ε. Pour

achever ce chapitre nous donnons dans la suite une série de résultats théoriques pour

justifier cette convergence. Le lecteur pourra se référer à ([36]) pour les preuves de

ces résultats.

Lemme 2.2 Soit Mθ = µ+ θ/ε, où θ est une constante. Si η est la solution de

∂tη = −∂aη −Mθη,

η(0, t) = −δ1e
− θ
ε
t,

η(a, 0) = −δ2e
−a
ε ,

alors il existe une constante non nulle Cη telle que

‖η(t)‖ ≤ εCηe
− θ

2ε t. (2.44)

A partir du résultat précédent, nous pouvons majorer z̆ et l̆, solution de (2.37)-

(2.39), où δ1 = δ2. Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.1 Soient z̆ et l̆ les solutions de (2.37)-(2.39). Alors ils existent des

constantes Kz et dépendant des coefficients des valeurs initiales
o
i et

o
l et de la norme

de W1,1(R+) , telle que pour tout t ∈ R+,

‖z̆(t)‖ ≤ εKze
− γ1

2ε t, (2.45)

‖l̆(t)‖ ≤ εKle
− σ

2ε t, . (2.46)

En somme l’étude de l’approximation asymptotique du système 2.11 aboutit au

résultat fondamental suivant :
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2.2 Exemple de cas : Étude asymptotique de la dynamique de
transmission de l’hépatite B dépendant de l’âge de la population [36].

Théorème 2.3 Considérant que les coefficients du problème (2.11) vérifient les

conditions A1−−A4 et (2.17) et la condition initiale (o
s,

o
l,

o
i,

o
c,

o
r,

o
v) est telle que

(sε, lε, iε, cε, rε, vε) est une solution classique de (2.11), alors, il existe des constantes

C1, C2, C3, C4, C5, C6, dépendants seulement des coefficients du problème et la norme

de la condition initiale D(S) ∩D(M), telles que pour tout ε > 0 suffisamment petit

‖sε(t)− (n(t)− w(t)− v(t))‖ ≤ εC1, (2.47)

‖lε(t)−
o
le−

σ
ε
t‖ ≤ εC2, (2.48)∥∥∥∥∥∥iε(t)−

o
ie−

γ1
ε
t + σ

o
l

σ − γ1

(
e−

γ1
ε
t − e−

σ
ε
t
)∥∥∥∥∥∥ ≤ εC3, (2.49)

∥∥∥∥∥∥cε(t)−
o
ce−

γ2
ε
t − qγ2

1
(γ1 − γ2)2

 σ
o
l

σ − γ1
+

o
i

(e− γ2
ε
t − e−

γ1
ε
t
)

− σ
o
l

(σ − γ1)(σ − γ2)
(
e−

γ2
ε
t − e−

σ
ε
t
)∥∥∥∥∥∥ ≤ εC4, (2.50)

∥∥∥∥∥∥rε(t)−
w − γ1

o
l

σ − γ1
e−

σ
ε
t − (1− q)γ1 − γ2

γ1 − γ2

 σ
o
l

σ − γ1
+

o
i

 e− γ1
ε
t

− σ
o
l

(σ − γ1)(γ1 − γ2)
(
e−

γ2
ε
t − e−

σ
ε
t
)

−

 qσγ1
o
l

(σ − γ1)(γ1 − γ2) + qγ1
o
i

γ1 − γ2
+ o
c

 e− γ1
ε
t

− qγ2
1

(γ1 − γ2)2

 σ
o
l

σ − γ1
+

o
i

(e− γ2
ε
t − e−

γ1
ε
t
)∥∥∥∥∥∥ ≤ εC5, (2.51)

‖vε(t)− v(t)‖ ≤ εC6. (2.52)

Ce théorème fondamental achève l’estimation de l’erreur d’approximation à ε près en

utilisant les corrections aux valeurs initiales et aux bords. La preuve de ce théorème

est à retrouver dans ([36]).
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2.3 Conclusion

Au terme de ce chapitre nous avons dans un premier temps développé un schéma

numérique qui a donné une bonne approximation du système d’équation dépendant

de l’âge de la population. L’analyse a montré que le taux de convergence est de

l’ordre de O(h2). De plus, l’ordre de convergence est indépendant de l’intervalle

d’âge. Si l’âge maximum n’est pas fini, cela est suffisant de choisir un L de telle

sorte que suppu0 ⊂ [0, hL].

Dans un second temps, nous avons présenté un nouveau modèle mathématique de

la dynamique de transmission de l’hépatite B dans la population. ce modèle diffère

des précédents par sa force d’infection. Ensuite nous avons approximé la solution

à travers une analyse asymptotique de type Chapman-Enskog. L’erreur d’approxi-

mation obtenue est de l’ordre de ε. La suite de ce travail consistera à trouver une

solution numérique des erreurs d’approximation commises dans le processus de l’ana-

lyse asymptotique. La méthode de Heun proposée dans ce chapitre serait une voie

ouverte à cet effet.
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Chapitre 3

Interfaces graphiques de résolution

des problèmes en environnement

et en épidémiologie

Sommaire
2.1 Résolution numérique d’un système d’équations non

linéaires dépendant de l’âge de la population [9] . . . . . 42

2.2 Exemple de cas : Étude asymptotique de la dynamique
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2.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Dans ce chapitre, nous présentons un outil de simulation numérique de modèles

mathématiques. Nous ferons une brève présentation des interfaces graphiques

regroupées en deux sous groupes : l’interface graphique pour les problèmes environ-

nementaux et celle dédiée pour les problèmes épidémiologiques. Des exemples de

démonstrations sont donnés dans chaque catégorie.
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3.1 Présentation de l’interface graphique

L’outil numérique que nous présentons dans ce travail est une plateforme de

résolution de problèmes en environnement et en épidémiologie. Il a été conçu à partir

du logiciel Matlab grâce à son application intégrée GUIDE (Graphical User Interface

for the Development Environment). Le GUI (Graphical User Interface ) résume la

plupart des programmes développés dans la résolution des problèmes abordés dans

les thématiques citées plus haut. Ainsi, La plateforme comporte au total huit (8)

interfaces graphiques qui inter-réagissent entre elles selon la Figure 3.1. Les flèches

entres les interfaces indiquent que l’utilisateur a la possibilité de se déplacer entre

elles.

Nous avons un GUI ou interface d’entrée, qui constitue la fenêtre d’accueil à

laquelle est rattachée toutes les autres et un GUI de sortie qui constitue la fenêtre

de sortie de tous les résultats. Les autres GUI sont organisés selon la thématique

du problème. Aussi quelque soit la nature du problème, l’utilisateur a la possibilité

de chercher une solution approchée du système d’équations (Problème direct) ou

d’identifier de manière complète un système d’équations issues d’une modélisation(

Problème inverse). Nous procéderons dans la suite à la présentation des différentes

interfaces.

Interface(1) : Simulation Principale (Figure 3.2)

Cette interface représente le portail d’accueil, qui permet à l’utilisateur de choisir

la thématique du problème à résoudre. Elle comporte les touches suivantes :

• Environnement : pour le traitement des modèles environnementaux ;

• Épidémiologie : pour le traitement des modèles épidémiologiques et

• FIN : pour arrêter le processus.
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3.1 Présentation de l’interface graphique

Figure 3.1 – Organisation et interactions entre les interfaces graphiques.

Figure 3.2 – Interface d’accueil.
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3.2 Les interfaces graphiques pour les problèmes environnementaux

3.2 Les interfaces graphiques pour les problèmes

environnementaux

Une fois le choix de Environnemental fait dans Figure 3.2, nous sommes dirigés

vers des interfaces secondaires dédiées à la résolution des modèles issus en environ-

nement et tous les outils numériques servants à leur traitement. Ainsi, nous avons :

Interface(2a) : Simulation en environnement(Figure 3.3)

Figure 3.3 – Interface graphique du choix de maillage et du type de problème.

Cette fenêtre est la première qui apparaît après la sélection de la touche Envi-

ronnemental dans l’interface Figure 3.2. Elle nous permet de choisir un modèle de

domaine (défini par défaut), du type de problème (Problème direct ou inverse), du

type de maillage (Eléments finis triangulaires, Points collocaux ou Mixtes). Ensuite,

un espace graphique situé à gauche de l’écran nous permet de visualiser le domaine

d’étude. Enfin, on a les touches :

+ : pour le raffinement du maillage ;
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3.2 Les interfaces graphiques pour les problèmes environnementaux

- : pour le grossissement du maillage ;

Préc. : pour revenir à l’étape précédente (Figure 3.2) ;

Suiv. : pour passer à la prochaine étape (Figures 3.4 ou 3.7) ;

STOP : pour arrêter le processus.

Interface(2a(i)) : Simulation en environnement Pb Direct (Fi-

gure 3.4)

Figure 3.4 – Interface graphique de résolution des problèmes directs en environne-
ment.

Cette fenêtre vient à la suite de la Figure 3.3. Ce GUI nous permet d’approcher

la solution d’un modèle d’équations paraboliques visibles sur l’écran et comportant

des paramètres supposés connus (ai, i = 1, .., 6). L’opérateur devra entrer les valeurs

de ces paramètres, ensuite choisir le type de représentation graphique ( Mesh, Surf,

contour ou quiver) et enfin appuyer sur la touche :

Préc. : pour revenir à l’étape précédente et changer de type de problème ;

Suiv. : pour visualiser la solution approchée du problème ou
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3.3 Les interfaces graphiques pour les problèmes épidémiologiques

STOP : pour arrêter le processus.

Dans Figure 3.5, nous présentons des exemples de maillages à l’aide de l’interface

Figure 3.4. Dans cet exemple nous avons choisi deux domaines différents (Domaine

1 et Domaine 2), pris comme type de maillages les éléments finis triangulaires et les

éléments finis points collocaux et enfin nous avons procédé au raffinement de chaque

type de maillage.

Interface(2a(ii)) : Simulation en environnement Pb Inverse

(Figure 3.7)

Cette fenêtre suit la Figure 3.3 lorsque l’utilisateur décide de résoudre un pro-

blème inverse. Ce GUI ressemble à Figure 3.4 en ce sens qu’ils présentent tous les

deux un modèle d’équations aux dérivées partielles avec des paramètres. Dans le cas

présent, les paramètres sont inconnus et l’opérateur devra télécharger des données

sur la solution recherchée et faire le choix d’une méthode de résolution pour calculer

des valeurs approchées aux dits paramètres. Nous retrouvons également les touches

Prec, Suiv et STOP définis comme précédemment.

Dans la Figure 3.8, nous donnons des exemples de simulations numériques ob-

tenues en choisissant la méthode des Eléments Finis Points Collocaux. Les données

prédéfinis dans cet exemple, ont été celle collectées dans le cas de l’article [46]. Ainsi

pour le choix des données data1 (Figure 3.8(a)), nous obtenons les résultats dans la

Figure 3.8(b). Il en est de même pour les figures 3.8(c) et 3.8(d).

3.3 Les interfaces graphiques pour les problèmes

épidémiologiques

Une fois le choix de Epidémiologique fait dans Figure 3.2, nous nous dirigeons

vers des interfaces secondaires dédiées à la résolution des modèles issus dans ce
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3.3 Les interfaces graphiques pour les problèmes épidémiologiques

Figure 3.5 – Exemples de raffinement de maillage du domaine 1 par les élements
finis (Colonne à gauche) et du domaine 2 par les éléments finis collocaux (Colonne
à droite).
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3.3 Les interfaces graphiques pour les problèmes épidémiologiques

(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.6 – Resultats de simulation d’un problème direct selon les différents types
de graphiques(a) : quiver(b), mesh(c) et contour(d). 86



3.3 Les interfaces graphiques pour les problèmes épidémiologiques

Figure 3.7 – Interface graphique de résolution de problèmes inverses en environne-
ment.

domaine et tous les outils numériques servants à leur traitement. Ainsi nous avons :

Interface(2b) : Simulation en Epidemiologie (Figure 3.9)

Dans cette section, nous avons la fenêtre d’accueil (Figure 3.9 (a)) liée à la simu-

lation en épidémiologie. Elle apparaît lorsque nous faisons le choix de la touche Épi-

démiologique dans l’interface Figure 3.2. Elle nous permet de faire le choix du type

de problème (Problème direct ou Inverse) et du type de modèle (SIS, SIR,SLICRV).

Ainsi pour le choix d’un modèle SIS nous avons l’interface Figure 3.9 (b), pour ce-

lui d’un modèle SIR on a Figure 3.9 (c) et enfin pour un modèle SLICRV la plate

forme affiche Figure 3.9 (d). Un espace graphique existe pour visualiser le modèle

compartimental associé au type de modèle choisi. On a les touches :

Prec. : pour revenir à l’étape précédente (Figure 3.2) ;

Suiv. : pour passer à la prochaine étape(Figures 3.10 ou 3.12) ;

STOP : pour arrêter le processus.
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3.3 Les interfaces graphiques pour les problèmes épidémiologiques

(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.8 – Résultats de simulation d’un problème inverse : (A gauche)les interfaces
indiquant le choix des données et de la méthode, (A droite) les résultats obtenus.88



3.3 Les interfaces graphiques pour les problèmes épidémiologiques

(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.9 – (a) Interface d’accueil, (b) Interface du modèle SIS, (c) Interface pour
le modèle SIR et (d) Interface pour le modèle SLICRV. 89



3.3 Les interfaces graphiques pour les problèmes épidémiologiques

Interface(2b(i)) : Simulation en Epidemiologie Pb Direct (Fi-

gure 3.10)

Figure 3.10 – Interface graphique de résolution de problèmes directs en épidémiologie.

Ce GUI sert à la résolution de problèmes directs d’un système d’équations issues

de la modélisation de la propagation en épidémiologie. Le schéma compartimental

présente des paramètres qui peuvent être des coefficients scalaires dans le cas des

systèmes linéaires ou des paramètres appartenant à des fonctions de transfert dans

le cas des systèmes non linéaires. c’est le cas de (2.1) ou les solutions sont sous

forme vectoriel (u = (s, i, r)). Dans le cas des systèmes non linéaires, la forme

des fonctions vitales est bien connue (Fonction de naissance, mortalité,...), ainsi un

programme prend en compte cette structure et il ne reste qu’à intégrer la valeur du

paramètre manquant. Le schéma compartimental visible à l’écran, l’utilisateur s’en

servira pour donner les valeurs des paramètres manquants, supposés connus, ensuite

choisir le type de représentation graphique (Mesh, Surf, contour, plot). Les résultats

que nous présentons après simulation dans Figure 3.11 sont de la forme vectoriel,

u = (s, i, r).
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3.3 Les interfaces graphiques pour les problèmes épidémiologiques

(a) (b)

(c)

Figure 3.11 – Résultats de simulation d’un problème direct en épidémiologie obtenus
avec le maillage MESH à differents niveaux de discrétisation : N = 5(a), N = 10(b)
et N = 20(c).
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3.4 Conclusion

Interface(2b(ii)) : Simulation en Epidemiologie Pb Inverse

(Figure 3.12)

Il s’agit dans ce GUI de la résolution d’un problème inverse lié au modèle de type

SLICRV. Les paramètres contenus dans le modèle compartimental sont supposés in-

connus qu’il faut rechercher à partir de données téléchargeables. Ensuite l’opérateur

pourra également choisir la méthode de résolution.

Figure 3.12 – Interface graphique de résolution de problèmes inverses en épidemio-
logie.

Aucun exemple pratique n’a été présenté dans cette section car n’ayant pas été

l’objet de publication. Elle pourrait être complétée telque nous l’avions prévu dans

la conclusion général.

3.4 Conclusion

Ce GUI que nous présentons dans ce travail est une contribution majeure à la

résolution numérique des problèmes issus en environnement et en épidémiologie. Il

résume les travaux et les programmes que nous avons développés dans ce mémoire.
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3.4 Conclusion

Cet outil numérique pourra être enrichi en intégrant de nouvelles interfaces secon-

daires. Ainsi, en environnement tout comme en épidémiologie, on pourra ajouter de

nouvelles interfaces graphiques prenant en compte d’autres modèles mathématiques

ou d’autres schémas de résolution numérique.
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Synthèse des travaux

Ce mémoire fait le bilan d’une dizaine d’années de recherche durant lesquelles

nous avons exploré quatre grandes thématiques que sont : La modélisation et la si-

mulation numériques dans les eaux de surface (pollution et assèchement), le maillage

des domaines complexes par des éléments finis avec la définition des opérateurs de

différentiations, la modélisation et la simulation en épidémiologie et enfin l’analyse

asymptotique des équations singulièrement perturbées.

La modélisation et la simulation dans les eaux de surface a longuement été notre

axe de recherche. Nous sommes partis de modèles standards d’équations parabo-

liques avec des conditions aux bords de Dirichlet homogènes pour aboutir à des

équations aux dérivées partielles non linéaires avec des conditions aux bords mixtes.

La plateforme de simulation s’est beaucoup améliorée avec les nouvelles versions du
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3.4 Conclusion

logiciel MATLAB. Nos simulations ce sont déroulées sur la version 7.

La nature complexe des domaines d’étude, nous a motivés à proposer des algo-

rithmes de maillage en éléments finis adaptatifs. Cet algorithme génère à la fois les

éléments finis triangulaires et les points de collocation dans des proportions cali-

brées pour avoir une meilleure convergence des solutions en un temps d’exécution

relativement faible.

L’épidémiologie est un axe récent dans notre recherche, mais il existe bien une

corrélation entre la pollution et des maladies contagieuses. Dans cette thématique

nous avons proposé un modèle en se basant sur un existant qui prend en compte

une nouvelle forme d’infection. Le calibrage de l’échelle des temps des paramètres

en présence nous a conduit à une équation singulièrement perturbée. Nous avons

alors appliqué une analyse asymptotique pour approcher la solution. Cette étude a

aboutit à un théorème fondamental pour avoir une erreur de l’ordre infiniment petit.

Discussion

Dans l’étude de la modélisation de la propagation de la pollution, nous nous

sommes intéressés à l’étude d’une seule espèce de polluant. Pourtant si on considère

une décharge de pollution dans l’eau, la nature des polluants est diverse et variée. A

cet effet, une modélisation d’un modèle par un système à plusieurs variables pren-

drait mieux en compte cette diversité. Aussi, les fonctions de diffusion, associées à

chaque espèce de polluants auront des échelles de temps différentes (certaine diffu-

sion plus rapide que d’autre). Cela nous conduirait certainement vers des équations

de type perturbé, étudiées au chapitre 3, si nous décidions de les ramener avec une

même unité de temps. On pourrait dans ce cas envisager une étude asymptotique

pour de tel système.

Au niveau des méthodes numériques proposées, nous tirons une satisfaction dans

le traitement des domaines complexes par la discrétisation en éléments finis trian-
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gulaires et points collocaux. De plus, la série des travaux scientifiques publiés sur la

conception des opérateurs de différentiations ont considérablement diminué le temps

de calcul machine. Toutefois, avec cette méthode, les tailles des matrices occupent

énormément de place dans la mémoire de stockage de la machine. Pour cette raison,

un ordinateur ayant une bonne capacité de RAM et une vitesse de processeur assez

intéressante contribuera à réduire encore plus le temps de calcul.

Dans la validation des modèles mathématiques développés, surtout dans le cas

des problèmes inverses, la collaboration avec des praticiens spécialistes (Ingénieurs,

médecins) pourrait aboutir à des modèles performants qui contribueraient à la

conception d’une solution numérique commerciale. D’où l’initiative de mettre en

place un "graphical user interface" en environnement et en épidémiologie.

Perspectives et évolution

Nous visons après ces travaux de thèse, comme annoncé précédemment, à la

mise en place d’un outil numérique qui faciliterait la prise de décision dans l’étude

de certains problèmes environnementaux et épidémiologiques. Pour arriver à cet

objectif, plusieurs travaux sont en cours notamment :

En environnement :

- L’élaboration d’un modèle mathématique plus raffiné prenant en compte plu-

sieurs espèces polluantes et leurs caractéristiques ;

- Le développement d’un modèle mathématique pour les eaux plus profondes,

d’où l’introduction d’une troisième dimension en espace (la profondeur) qui

prendrait mieux en compte le flux au niveau de la nappe phréatique.

Ces deux travaux viendraient généraliser les articles [38, 39, 40] et [46].
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En épidémiologie

- Le Développement d’un schéma numérique dans l’approximation de la

solution asymptotique. Ensuite faire une comparaison entre les valeurs des

erreurs théoriques obtenues dans cette thèse et celles numériques obtenues

par le schéma mis en place. Ce travail s’apparenterait au travail de J.

BANASIAK et al. [10] et viendrait complèter de manière logique [36].

- Mener des études similaires à [36] dans l’analyse d’autre épidémie telle

que le malaria, l’Ebola, etc.
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Abstract: In this paper, We modeled the behavior of pollution concentration in a lake by a parabolic equation.
The domain of the lake is reduced to 2D-dimension in space and characterized by some obstacles inside and the
circumference is a polygonal form. First, The mathematical model obtained contains unknown parameters which
have to be determined and then the approximative solution of the mathematical model has to be estmimated. For
this purpose, we approximate the system of equations by means of discrete differential operators adapted to the
complexity of the domain based on Least Squares Spectral Collocation Method, LSSCM. To test our numerical
scheme, we consider some experimental data. After computations, we obtain optimals values of unknown param-
eters and the approximative solution of the mathematical model. The 2D and 3D-dimension in space graphics
of the solution are presented. The analysis of the graphs allows us to better identify the source of the pollution,
the concentration of the pollution and the direction of the propagation in lake. We conclude that the use of Least
squares spectral collocation method to solve pollution problem over a complex domain was successful.

Key–Words: Lake Pollution, Least-squares formulation, finite elements, Collocation point methods, differentiation
matrices, complex domain

1 Introduction
In this paper, we describe the propagation of pollution
concentration in a lake by a non-linear partial differen-
tiation equation. This mathematical model is acheived
by taking into account the physical, chemical and bi-
ological properties of water. The system of equations
obtained contain some unknown parameters coming
from the modelling process.
The mathematical problem we are facing is: can we
recover both unknown parameters and the solution of
the system equation (if there exists) knowing some
measurements of pollution concentration in a subset
of the lake? this is an identification problem. A such
problem has been investigated by many autors both
theoretical and numerical aspects and has been ap-
plyed in diverse fields of reseach; see [19] and[24] for
more details. For an application in physic, see [7] and
[22], the authors work on identification problem aris-
ing in single-photon emission computerized tomogra-
phy. In identification problems, the measurements and
where they have been collected play an important role
so in [3], [1] and [2], the determination of some char-
acteristic sources is based on boundary data. But there
are restrictions on the number and type of sources that
can be identified from boundary data. For more in-

formation see [2]. In some articles, [4], [5], [6] and
[8], the authors present numerical methods to identify
the source terms in a model of pollution propagation
in surface water. This topic is close to our present re-
search. But we do not limit the identification problem
to the source term.
Two most popular methods are often used in identi-
fication problems: the least squares method (see [9],
[16] and [30]) and the sentinel method (see [21], [23]
and [27]). In many papers, both numerical and theo-
retical aspects for these methods are developed using
smooth domains.
This paper deals with a computational method for de-
termining unknown terms of a non linear partial differ-
ential equation including unknown parameters. The-
ses unknown terms may be in initial, boundary con-
ditions or source terms. Furthermore, to be close to
the reality, we assume that the computational domain
has a complex geometry shape (see Figure 1). We
intend to take into account the geometry complexity
as well as the non linear term from which blow up
property can occur. In this case, the computation of
PDEs requires a special treatment both for meshing
domain and the discretization of the equation system.
To this end, we use LSSCM over a complex domain
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in the current work.The most important papers where
LSSCM has been developed are given by [13], [15],
[17] and [26]. This paper extends a previous work,
[26], by solving both a parabolic equation and identi-
fication problem.
This paper is organized as follow: In section 2, we
present a mathematical model of the pollution propa-
gation and the description of the domain over which
the problem is posed. Then the least squares spec-
tral collocation formulation of parameters identifica-
tion problem is posed. In section 3, we present the
discretization process of both system equations and
the domain. In the section 4, we present some numer-
ical results and give some remarks in the last section.

2 Setting of the problem
The polluted lakes generally contain chemical wastes
like nitrate and phosphate coming from industries,
agricultural runoff and waste water from cities. These
pollutants kill fishes and other aquatic animals by re-
ducing the rate of dissolved oxygen in the water. So,
there exists a correlation between the rate of dissolved
oxygen and the rate of pollution in the water and that
is why the quantity of pollution is valued from the
quantity of dissolved oxygen that pollutants need for
their chemical and biological reactions. This quantity
is estimated in BOD (Biologic Oxygen Demand) and
COD (Chemical Oxygen Demand) respectively (see
[12] and [18]). We suppose in the remaining of this
paper that C(t,x) (Kg/m3) denotes the concentra-
tion of the pollution in the Lake measured in COD at
the time t and x-position.

To take into account the fluid properties, we de-
scribe the pollutant propagation by considering its
concentration C(t,x). According to some assump-
tions the following terms will be considered to de-
scribe our model:

• A diffusion term, k.div [a(x)∇C(t,x)], where k
is a constant, a(x) denotes the diffusion of chem-
ical substances in the water. In the case of the
Lake, a(x) may be considered as a constant term
so that the diffusion term becomes K.∆C(t,x).
K is the coefficient of diffusion (m2/s).

• A transport term,−→u∇C(t,x), where−→u denoted
the velocity of the fluid. In absence of wind, con-
sidered as the only means of transportation here,
we can assumed that −→u =

−→
0 .

• A reaction term, λC(t,x)− µ |C|p (t,x), where
λ and µ are coefficients that describe the charac-
teristics of the reaction process. It shows chem-
ical and biochemical interactions in the fluid so

two types of reactions may be considered: the
first term increases the rate of pollution and the
second term reduces the pollution rate.

• A source term f(t,x). It brings polluted sub-
stances in the liquid. We have two cases of
source term. The pollutants which come from
land surface (agricultural runoff, waste water)
denoted by ξ(t,x) and those which are situated
at the bottom of the Lake (sediment, Heavy met-
als). Let consider we have Ns sources terms at
xi− coordinate. So, the general formulation of
the source can be taken like

f(t,x) = ξ(t,x) +

Ns∑

i

λiξ̂i(t)× δ(x− xi),

where δ(x − xi) represents the Dirac function
associated to xi.

The domain considered in this problem has two
types of boundary: Γint, the circomference of obsta-
cles inside the domain and Γout, the limit of Lake
domain. Then the boundary of the domain, Γ =
Γint ∪ Γout (see Figure 1). For the sake of simplic-
ity, we suppose that there are no exchange of pollu-
tion concentration through the boundaries. So, we are
concerned with a Dirichlet condition

C |Γ = 0

and the initial condition is

C(0,x) = g(x; τ).

We summary the behavior of pollution concentration
C in a lake by the parabolic system below

∂C(t,x)

∂t
= ξ∆C(t,x) + ηC(t,x))− µ |C|p (t,x))

+f(t,x;λ), (t,x) ∈]0, T ]× Ω,

C(t,x) = 0, (t,x) ∈]0, T ]× Γ,

C(0,x) = g(x; τ), x ∈ Ω
(1)

where

• Ω ⊂ R2 and Γ is the boundary of Ω.

• ]0, T ], T > 0, is the spending time for the
experience.

• The reals ξ, η, µ, p, λ and τ are unknown param-
eters and strictly positives.
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• The structure of f(t,x;λ), the source of pollu-
tion and g(t,x; τ), the initial concentration are
known.

We are concerned with the identification problem
that consists of determining the unknown parameters
ξ, η, µ, p, λ and τ in the system (1). For theoretical
aspects, on can refer to [14], [20] and [21] for the ex-
istence and uniqueness conditions of global solution
for the system (1).

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

X

Y

Z

 Observatory

Obstacles

Lake

Figure 1: The domain of the Lake.

3 Discrete differential operators
The solving of (1) requires accurate approximation of
derivatives and particularly on such domain. Least
squares spectral collocation method combines both
the standard least squares method and collocation
method. For this purpose, a macro mesh is used to
mesh the whole domain. LSSCM consists in solv-
ing (1) into each triangular finite elements and the
global solution is obtain by applying the standard least
squares method after the assembly process. The con-
vergence of LSSCM has been hugely study by previ-
ous authors, we mentioned at the beginning, in smooth
domain. The case of complex domains has been stud-
ied in [26] for elliptic equations. To better understand
this method, we describe first the discrete differenti-
ation matrix associated with Fekete([25]) or Gauss-
Lobatto([29]) points in the triangles.

3.1 Discrete differential operators
Let us consider as standard triangle the following

Θ̂ = {(r, s),−1 ≤ r, s ≤ 1; r + s ≤ 0} . (2)

We denote by pα,βj (s) the Jacobi polynomials of
(α, β)-order and degree j [?]. It is well known these

polynomial have j + 1 zeros and are distributed ar-
bitrary over ] − 1, 1[. In the case of standard quad-
rangle, the Gauss-Lobatto points are generated using
tensor product (see [28]). In the case of a triangle, one
can build a suitable transformation function to trans-
late the Gauss-Lobatto points from a quadrangle to a
standard triangle [29]. It is proved in [10] and [11]
that these collocation points are close to the Fekete
ones. Let consider PN (Θ̂) the space of polynomials
of degree less than N over Θ̂. In the remaining of this
paper we shall by note {φk}1≤k≤N a basis of PN (Θ̂).

Figure 2: The Lobatto triangle nodes (+) and associ-
ated Fekete nodes (o) over the reference triangle Θ̂ .

(r,s) (x,y)

Figure 3: Distribution of collocation points from ref-
erence triangle (left) to arbitrary triangle (right).

3.2 Differentiation over the reference trian-
gle

For any continuous function u(r, s) on the reference
triangle Θ̂, we can write its spectral approximation in
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the space PN (Θ) by

uN (r, s) =

N∑

k=1

Ukφk(r, s) (3)

where the coefficients Uk are obtained using colloca-
tion equations at collocation points that we denote by
ẑm(r, s):

uN (ẑm) =
N∑

k=1

Ukφk(ẑm), m = 1, 2, ..., N. (4)

Setting U(t) =
(
uN (ẑ1), uN (ẑ2), ..., uN (ẑN )

)′

and C(t) = (U1(t), U2(t), ..., UN (t))
′

the coeffi-
cient vectors, where (..)

′
designs the transposed vec-

tor. The equation yields

C = V −1 × U (5)

where V is the Vandermonde matrix over colloca-
tion points. That is a matrix whose components are
φk(ẑm). According to (3), the derivatives in s and in
r directions at collocation points ẑm are then given by

∂ru
N (ẑm) =

N∑

k=1

Uk × ∂rφk(ẑm)

and

∂su
N (ẑm) =

N∑

k=1

Uk × ∂sφk(ẑm)

respectively. We introduce two differentiation matri-
ces V r and V s, of the size N ×N respectively in r−
and s−direction respectively, whose components are
V r
ij = ∂rφj(ẑi) and V s

ij = ∂sφj(ẑi) respectively. De-
noting Ur and Us, the vector values of the differential
approximations in r− and s− direction respectively
at collocation points, we obtain

Ur = Dr × U and Us = Ds × U (6)

where we have set

Dr = V r × V −1 and Ds = V s × V −1. (7)

3.3 Differentiation over an arbitrary trian-
gle

Any derivative over an arbitrary triangle is derived
from the reference triangle according to the bijective
transformation such that:

u(r, s) = u(x(r, s), y(r, s)). (8)

Applying the derivative rule in r (respectively s) di-
rection, we have

{
∂ru = (∂rx) ∂xu+ (∂ry) ∂yu,
∂su = (∂sx) ∂xu+ (∂sy) ∂yu.

(9)

Let us denote by Ux(t) and Uy(t) the vector values
of the differential approximation in x and y directions
respectively at collocation points. Then, from (7) and
(9) we deduce

(
Ux
Uy

)
= G−1 ×

(
Dr

Ds

)
× U (10)

where the matrixG is associated to the system (9) over
collocation points. Setting D =G−1 ×

(
Dr

Ds

)
then the

differentiation matrices over an arbitrary triangle in
x−direction, and y−direction are obtained by extract-
ing the matrix D from the first to the N th column and
from the (N + 1)th to 2N thcolumn respectively :

Dx = D(1 : N, : ) and Dy = D(N+1 : 2N, : ).
(11)

The second order differentiation matrices on an arbi-
trary triangle are obtained in the similar way. Next we
shall denote by Dxx and Dyy the second differenti-
ation matrix in x−direction and y−direction respec-
tively and by L the discrete Laplacian, where

L = Dxx +Dyy. (12)

3.4 Differentiation over the entire domain
We are concerned in this paper to 2D− space and the
triangular finite elements mesh. To define the differ-
entiation matrix over the whole domain like the previ-
ous sections, we explain briefly the collocation points
assembly process. Let denote by {Θk}k=1,...,NΘ

the
set of elementary triangle in the domain of length NΘ

and Xloc the set of collocation points coming from
each Θk of length Nloc. It’s clear that Xloc contains
some collocation points repeated more than ones, like
certain points on edges and nodes (see Figure 4). To
avoid the repeated points, we achieve a second set,
Xglob, of length Nglob (Nloc > Nglob). We have the
following relation

Xglob = Z× Xloc

where Z is the assembly matrix of size Nglob × Nloc.
A such matrix were defined in [29] for hybrid el-
ements(triangular and quadrilateral elements). The
components of Z are 0 or 1.

Let Uglob the vector solution at Xglob collocation
points.

Uglob =
(
u1, u2, ..., uNglob

)′
.
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Figure 4: (left) Local numbering of two elementary
triangles, the size of Xloc is twelve(12) collocation
points per triangle. (right) Global numbering of two
elementary triangles, the size of Xglob is nine(9) col-
location points.

We define the first derivative matrix in x-direction of
Uglob over the whole domain by the following relation:

∂xU = Hx × Z×Uglob

where Hx is a diagonal matrix of size d(N)2 =
(N × NΘ)2

Hx=




D1
x 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 DNΘ

x




(13)

where Dk
x represent the local first derivative matrix in

x-direction over an elementary triangle Θk. Then we
deduce the global differentiation matrix in x-direction,
given by:

Dx= Hx × Z. (14)

In the same ways, we define below the first derivative
matrix in y-direction and the second derivative matrix
in x- and y-direction respectively over the whole do-
main by:

Dy= Hy × Z; (15)

Dxx= Hxx × Z; (16)

and
Dyy= Hyy × Z (17)

where Hy, Hxx and Hyy are like (13) where Di
x are

replaced by Di
y, Di

xx and Di
yy respectively , i =

1, ..., NΘ.

4 Least squares spectral collocation
formulation

Using the discretization method explain above, the
discrete system of (1) can be written as follow

dC(t)

dt
− ξL×C(t) + ηC(t)− µ |C|p (t) = f(t;λ)

Db × C(t) = 0
C(0) = g(t; τ)

(18)
where t ∈]0, T ],

C(t) =
(
C(t,x1), ..., C(t,xd(N))

)′
, (19)

f(t;λ) =
(
f(t,x1;λ), ..., f(t,xd(N);λ)

)′
, (20)

g(t; τ) =
(
g(t,x1; τ), ..., g(t,xd(N); τ)

)′
, (21)

the xk, k = 1, ..., d(N) are the collocation points. Db

designs the discrete operator which selects the bound-
ary points. The residual of the discrete system (18) is
valued by the following operator

L (v, C) =

∥∥∥∥
dC(t)

dt
− ξL×C(t) + ηC(t)

−µ |C|p (t)− f(t;λ)
∥∥2
.

(22)
Let denote the vector of unknown parameters by

v = (ξ, η, µ, p, λ, τ). (23)

To estimate v we need some data measurements of
C which govern the system (1) over the whole do-
main Ω. It seems to be difficult in reality to get such
data. In this paper, we are concerned with the follow-
ing type of inverse problem: Having some data about
the solution over a sudomain of Ω, we want to esti-
mate v and the numerical solution C(t) in the entire
domain. To solve this problem we have been inspired
by the sentinel method developped by J.L. Lions [21].
We denote by Cobs the so called data and Ωobs ⊂ Ω
the observatory, a subdomain of Ω (Figure 6) where
the measurement has been done. We denote by Dobs

and Db the matrix which select the observatory re-
spectively the boundary collocation points from whole
collocation points of Ω such that

Dobs × C = C|x∈Ωobs

Db × C = C|x∈Γ.
(24)

We are concerned here with the determination of
C(t, v) solution of (18) and the unknown vector (23).
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We summary the least squares spectral collocation
method of (18) as

find v∗, C∗ solutions of
J
β̂
(v∗, C∗) = min

(v,C)∈R6×Rd(N)
J
β̂
(v, C) (25)

where

J
β̂
(v, C) =

[T/∆t]∑
k=1

‖Dobs × C(k∆t)− Cobs(k∆t)‖2

+
[T/∆t]∑
k=1

‖Db×C(k∆t)‖2 + β̂ × ‖v − v̂‖2

+L (v, C)
(26)

and Cobs(t) is a measurement vector obtain at x ∈
Ωobs at time t. A positive constraint is established on
C. β̂ stand for Tikhonov regularization parameter and
v̂ is an a priori information, (27). We look for values
of v∈ ]0, 2] according to this information

0 < ξ < 10−3

10−6 < η < 0, 4
0, 1 < µ < 6

0, 034 < p < 2
10−6 < λ < 0, 5
10−2 < τ < 1, 6

(27)

We summary the computational process through
an algorithmic scheme (Figure 5).

5 Numerical experimentation
Collecting Data: For experimental purpose to test
our numerical scheme, we built data, Cobs(t) as:

Figure 8: firstly, We consider graphs of pollution
at five arbitrary points, Oi, i = 1, ..., 5 (Observation
points, Figure 6) situated in Ωobs,

Figure 7: secondly, we collect the value of each
curve at 24 axis points representing the time intervals
(per days) and

finally we fit the data over the whole collocation
points include to ΩObs.
The expression of source function f is given by

f(t,x) =10λsin(πt+ 1)δxc(x)

where δxc(x) is a Dirac function define in xc, here
xc = (0, 0), such that

δxc(x) =

{
1 if x = xc
0 otherwise.

The initial function is given by

g(x) = τ.
(
x2 + y2 − .06

)
δxc(x).

We use MATLAB 7.01 graphic interface to compute
the algorithm which has some solvers associated to
our numerical scheme. So, for the achievement of (25)
we used " fmincon" solver and for (22) we used the
"ode45" solver.

Results: By using the data built in Figure 7, for 0 ≤
t ≤ 24 and after the computation of (25), the optimal
values of v obtained are:

ξ = 58.10−4

η = 10−6

µ = 6
p = 0.3373
λ = 0.4999
τ = 1.4680

The approximative values of the parameters are the
main results of the numerical process. Its identify
clearly the parabolic equation (1):
The expression of source function f is determined

f(t,x) =10λsin(πt+ 1)δxc(x) with λ = 0.4999
(28)

the initial function is identified

g(x) = τ.
(
x2 + y2 − .06

)
δxc(x) with τ = 1.4680

and the system of equation which governed our pollu-
tion model is dertermined:

∂C(t,x)

∂t
= ξ∆C(t,x) + ηC(t,x))− µ |C|p (t,x))

+f(t,x;λ), (t,x) ∈]0, T ]× Ω,

C(t,x) = 0, (t,x) ∈]0, T ]× Γ,
(29)

with

ξ = 58.10−4; η = 10−6; µ = 6 and p = 0.3373.
(30)

Then one can approximate the solution of (29) by any
suitable partial differential equation solver. The ap-
proximative solution is given by C∗.
For time goes from 0 to 20, we plot in two dimensions
( Figures 10 and 11 ) and in three dimensions (Figure
9) the graphs of the approximative solution C∗ so that
we can appreciate the evolution of the experimental
solution. We have selected four pictures at arbitrary
time (t = 2, t = 4, t = 6 and t = 20). So in:
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Figure 9: Firsly, We observe the growing of the vol-
ume of the concentration when the time of the expe-
rience is increasing. Secondly, the shape of the so-
lution contains some holes located at the same posi-
tions of our obstacles introduced in the domain. That
means, there are no pollutions in these places and it
confirms our hypotheses. The groth of C∗ is consis-
tent the graph of data (Figure 8). Finally, at each time,
we remark somewhere in the graph a highest value of
the pollution concentration, it shows the position of
the source term as predicted in 28.

Figure 10 and 11: we decide to plot in 2D− dimen-
sion to point out the value of C∗ around the bound-
aries. When the time increases, We remark that the
value of pollution concentration around the bound-
aries( circumference, obstacles) increase. In particu-
lar, in Figure 10 there is an accumulation of streamline
around the boundaries. In Figure 11, the color of the
domain moves from blue (t = 2) to green (t = 20).
the source term position is identified by the heighest
value, the red color and The surfaces of obstacles are
maintained in blue color, the lowest value. Here again,
the source term is clearly identify and the growth of
pollution is in phase with the previous graphs.

Figure 12: we are interested by the direction of the
propagation of the pollution, so we have presented the
gradient of C∗ in 2D− dimension. The arrows show
the senses of the propagation in the domain. When
the time increases the arrows move from the source
position throughout the entire domain excepted in the
obstacles. Also, most of the arrows are directed to the
boundaries. That confirms the accumulation of pollu-
tion around the boundaries in Figure 10.

6 Concluding remarks

In this paper, we acheive a convenient algorithm to
study the propagation of pollutants in a lake over a
complex domain. The succes of the numerical scheme
is done by coupling the technique of differentiation
operators over finite elements and the least squares
spectral collocation method. One particularity of this
algoritm, it does not need the data over the entire do-
main. It works with few data collected in a subdomain
of the lake like in sentinel method [21]. The numerical
test with experimental data gives an excellent results
that identify clearly the mathematical model, localyze
the source terme and the direction of pollutants. the
data are consistence with our results obtained.
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Step 1 Read the following parameters:

- n : Mesh parameter,

- T : Experience time,

- 4t : A unit of time,

- N : Degree of interpolation polynomials,

- ε : Precision parameter.

Step 2 Mesh the domains

- Ω : Whole domain,

- Ωobs : Observatory.

Step 3 Compute the vectors and matrices associated to the mesh.

- Z : Assembly matrix,

- Dbord : Matrix which select the boundary points, computed according to (24),

- Dobs : Matrix which select the observatory points, computed according to (24),

- L : Discrete di�erential operator approaching the Laplacian such as (12)

- xloc : Vector of local collocation points, obtained according to (2),

- xglob = Z × xloc : Vector of global collocation points,

- xbord = Dbord × xglob : Vector of boundary points,

- xobs = Dobs × xglob : Vector of observatory points.

Step 4 De�ne the structure of vectorial functions:

- f(t, λ) according to (20),

- g(t, τ) according to (21),

Step 5 De�ne the residual operator

L (v, C) =

∥∥∥∥
dC(t)

dt
− ξL×C(t) + ηC(t)− µ |C|p (t)− f(t;λ)

∥∥∥∥
2

.

Step 6 Compute the regularizing parameter β̂.

Step 7 De�ne the least squares spectral collocation operator

Jβ̂(v, C) =
[T/∆t]∑
k=1

‖Dobs × C(k∆t)− Cobs(k∆t)‖2 +
[T/∆t]∑
k=1

‖Db×C(k∆t)‖2

+β̂ × ‖v − v̂‖2 + L (v, C).

Step 8 Choose an arbitrary value v0.

Step 9 Achieve the following problem
Jβ̂(v̂, Ĉ) = min

v,C
Jβ̂(v, C).

1

Figure 5: Algorithm of least squares spectral colloca-
tion scheme.
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Figure 6: Presentation of observation domain Ωobs

and the points, Oi used for the measurements .

Measures
O1 O2 O3 O4

t1 0 0 0 0
t2 0.0341 1.6315 2.4895 2.4303
t3 0.1227 0.2481 1.5021 0.4914
t4 0.2471 0.5347 1.0590 1.6734
t5 0.4863 0.6602 0.7808 1.2885
t6 0.8996 2.0906 2.6617 4.3541
t7 1.9562 3.1453 2.7454 3.3367
t8 4.7598 4.7221 5.4121 4.7685
t9 8.0019 8.3292 9.1448 9.5251
t10 10.1644 10.3390 11.0510 10.0418
t11 10.2478 10.0611 11.3513 11.3318
t12 9.9489 10.6747 11.3433 11.2951
t13 11.0906 10.5023 11.6931 11.6932
t14 11.6184 13.8016 12.5992 12.2813
t15 11.0771 10.9407 10.9209 12.0159
t16 12.0918 12.2057 12.0490 10.1750
t17 14.0955 15.1623 13.5582 13.9864
t18 14.1742 14.2334 14.4907 15.3864
t19 15.1680 15.0724 14.0159 14.7469
t20 15.3715 14.5391 15.9543 16.5321
t21 16.5278 16.8222 16.0171 16.0574
t22 16.0663 14.7302 15.2589 15.9360
t23 16.2276 16.9419 17.1612 17.7301
t24 14.0069 15.6304 14.7085 14.4529

Figure 7: The data obtained at four (4) observation
points (see also figure 8).
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Figure 8: The measurement curves at 5 observation
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Figure 9: Concentration curve in 3D dimension at
times t = 2 respectively t = 4, t = 6 and t = 20.
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Figure 10: Presentation of pollution zone at times t =
2 respectively t = 4, t = 6 and t = 20.
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Figure 11: Presentation of pollution zone at times t =
2 respectively t = 4, t = 6 and t = 20.
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Abstract: In this paper, we consider the age-structured model for the transmission dynamics of Hepatitis B virus (HBV)

proposed earlier in the article by Zou et al.: An age-structured model for transmission dynamics of hepatitis B. SIAM

J Appl Math 2010; 70: 3121-3139, where a slight modification is made. We consider that the HBV infection processes

act on a time scale different from that of the vital processes. Such a model becomes a multiple time scale model and

thus it often can be significantly simplified by various asymptotic methods. We apply, as in the paper of Banasiak and

M’pika Massoukou: A singularly perturbed age structured SIRS model with fast recovery. Disc Cont Dyn Sys 2014, a

suitable technique of asymptotic analysis, based on the Chapman–Enskog procedure, which allows separation of scales

and aggregation of variables.

Key words: Hepatitis B virus (HBV), age structure, asymptotic analysis

1. Introduction

Hepatitis B virus (HBV) is mainly transmitted through body fluids like blood, semen, and vaginal secretions.

One of the most important factors influencing the probability of developing carriage of HBV is age, involving

mature individuals. Thus, it can be expected that the interplay of the demographic processes with the infection

mechanism will produce a nontrivial dynamics.

In this paper we consider the model for transmission dynamic of HBV introduced in [20], but slightly

modified, which is formulated under the following assumptions:

(1) The latent, acute, and carrier stages are differentiated. Only acute individuals and carrier individuals are

infectious.

(2) All latently infected individuals develop acute hepatitis B first.

(3) Some individuals with acute infection progress towards the carrier state and later develop immunity while

others develop immunity without progressing towards the carrier state.

(4) Since the disease-induced death rate is relatively low, it is ignored.

(5) There is a possibility for treatment (or recovery) during both the acute stage of infection and the carrier

state of infection.
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The population is divided into six subclasses: susceptible individuals, infected individuals but not yet

infectious (latent), acutely infectious individuals, carrier individuals, individuals who have recovered from

infection and are now immune, and vaccinated immune individuals, and we denote by s(a, t), l(a, t), i(a, t),

c(a, t), r(a, t), and v(a, t) the corresponding density functions for these epidemiological age-structured classes,

respectively.

Let β(a) and µ(a) be the age-specific fertility and the age-specific mortality (or natural mortality rate)

of the population, which we suppose are not affected by the disease; σ is the rate moving from latent to acute,

γ1 is the rate moving from acute to carrier, γ2(a) is the rate moving from carrier to vaccinated, p(a, t) is the

vaccination rate against HBV, (1 − ω) is the proportion of births with successful vaccination, ω ∈ [0, 1], q(a)

is the probability an individual fails to clear an acute infection and develops to carrier state, ψ is the rate of

waning vaccine-induced immunity, and Λ is the infection rate (or force of infection).

We consider the following separable intercohort constitutive form for the force of infection [7]:

Λ(a, i(·, t), c(·, t)) = k(a)

a+∫
0

[h1(a)i(a, t) + h2(a)c(a, t)] da, (1)

where h1(a) and h2(a) are the age-specific infectiousness corresponding to acute stage and chronic stage,

respectively, k(a), the age-specific contagion rate; here we assume that the two stages have the same contagion

rate and a+ is the maximum age of an individual. We assume that h1(a), h2(a), and k(a) satisfy the following

conditions:

hj , k ∈ L∞([0, a+]), hj(a), k(a) ≥ 0 a.e. in [0, a+]. (2)

We assume that there is no proportion of perinatal infected (from carrier mothers) newborns, there is

a proportion of births with successful vaccination, there is a proportion of susceptible newborns, and that an

individual may become infected through contact both with acute hepatitis B individuals and chronic hepatitis

B individuals. Then the dynamics of the age-structured epidemiological model for the transmission of HBV can

be described by the following initial boundary value problem:

∂ts(a, t) = −∂as(a, t)− µ(a)s(a, t) + ψv(a, t)− s(a, t)Λ(a, i(·, t), c(·, t))

− p(a, t)s(a, t),

∂tl(a, t) = −∂al(a, t)− µ(a)l(a, t)− σl(a, t) + s(a, t)Λ(a, i(·, t), c(·, t)),

∂ti(a, t) = −∂ai(a, t)− µ(a)i(a, t) + σl(a, t)− γ1i(a, t),

∂tc(a, t) = −∂ac(a, t)− µ(a)c(a, t)− γ2(a)c(a, t) + q(a)γ1i(a, t),

∂tr(a, t) = −∂ar(a, t)− µ(a)r(a, t) + γ2(a)c(a, t) + (1− q(a))γ1i(a, t),

∂tv(a, t) = −∂av(a, t)− µ(a)v(a, t)− ψv(a, t) + p(a, t)s(a, t),

(3)
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with boundary conditions

s(0, t) = ω

a+∫
0

β(a) [s(a, t) + l(a, t) + i(a, t) + r(a, t) + v(a, t) + c(a, t)] da,

l(0, t) = i(0, t) = c(0, t) = r(0, t) = 0,

v(0, t) = (1− ω)

a+∫
0

[s(a, t) + l(a, t) + i(a, t) + r(a, t) + v(a, t) + c(a, t)] da,

(4)

and initial conditions

s(a, 0) =
o
s(a), l(a, 0) =

o

l(a), i(a, 0) =
o
i(a),

c(a, 0) =
o
c(a), r(a, 0) =

o
r(a), v(a, 0) =

o
v(a).

(5)

Note that in building the age-structured (epidemiological) model (3), which takes into account both the

vital and infection dynamics, we must be careful as many diseases act on different time scales than the vital

process. Since we are dealing with a human population, the death and birth rates are measured in units 1/70

years, where 70 is considered to be the average life-span in the population.

Regarding the numerical values for the parameters in the model (3) provided in [19, 20], we see that

β = 0.0121, µ = 0.00693, µ1 = 0.002, ψ = 0.1, Λ ≈ 0.16, σ = 6/year, γ1 = 4/year, and γ2 = 0.025/year.

Using 70 years as unit of time in the model (3), the numerical values for σ , γ1 , and γ2 should be multiplied

by 70 and this results in σ = 420, γ1 = 280, and γ2 = 1.75. This shows that the processes induced by σ and

γ1 are faster than those induced by β , µ (demography processes), ψ and Λ, while the process induced by γ2

is slightly faster than those induced by β , µ (demography processes), ψ and Λ. Here we consider the model

where the duration of carriage is of the same time-scale as the duration of latency and acute infection such that

these processes are faster than those induced by β , µ (demography processes), ψ , and Λ. Thus we consider

∂tuϵ = Suϵ +Muϵ + F(uϵ) +
1

ϵ
Cuϵ,

uϵ(0, t) = B [uϵ(·, t)] ,

uϵ(a, 0) =
o
u,

(6)

where uϵ = (sϵ, lϵ, iϵ, cϵ, rϵ, vϵ), S = diag{−∂a,−∂a,−∂a,−∂a,−∂a,−∂a} on D (S) = W1,1
(
[0, a+],R6

)
,

M(a) =


−µ(a) 0 0 0 0 ψ

0 −µ(a) 0 0 0 0
0 0 −µ(a) 0 0 0
0 0 0 −µ(a) 0 0
0 0 0 0 −µ(a) 0
0 0 0 0 0 −µ(a)− ψ

 ,

on D (M) = {u ∈ L1
(
[0, a+],R6

)
;µu ∈ L1

(
[0, a+],R6

)
} and ϵ is a small parameter reflecting the ratio

of the typical time scales of the vital and epidemiological processes. Moreover, the bounded operator B :
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L1
(
[0, a+],R6

)
→ R6 is defined by

Bu =

a+∫
0

B(a)u(a) da,

with

B(a) =


b11 b12 b13 b14 b15 b16
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
b61 b62 b63 b64 b65 b66

 ,

b1k = ωβ(a) and b6k = (1− ω)β(a), k = 1, . . . , 6,

[F(u)] (a) =


−s(a)p(a)− s(a)Λ(a, i, c)

s(a)Λ(a, i, c)
0
0
0

s(a)p(a)


and

[Cu] (a) =


0 0 0 0 0 0
0 −σ 0 0 0 0
0 σ −γ1 0 0 0
0 0 q(a)γ1 −γ2(a) 0 0
0 0 (1− q(a))γ1 γ2(a) 0 0
0 0 0 0 0 0

u(a).

We aim to investigate the behavior of the solution (sϵ, lϵ, iϵ, cϵ, rϵ, vϵ), of (6), as ϵ→ 0. We shall note that

if (sϵ, lϵ, iϵ, cϵ, rϵ, vϵ) satisfies (6) then, by summing the equations in (6), it results that the total population,

n(a, t) = sϵ(a, t) + lϵ(a, t) + iϵ(a, t) + cϵ(a, t) + rϵ(a, t) + vϵ(a, t),

satisfies

∂tn(a, t) = −∂an(a, t)− µ(a)n(a, t),

n(0, t) =

a+∫
0

β(a)n(a, t) da,

n(a, 0) =
o
n(a),

(7)

and is independent of ϵ . It follows from [8] that there exists a dominant eigenvalue λµ ≤ β − µ , defined as the

unique real solution to

a+∫
0

e−λaβ(a)Πµ(a) da = 1, (8)

439



M’PIKA MASSOUKOU and TRAORE/Turk J Math

where, see [2, 8, 16],

Πµ(a) := e
−

a∫
0

µ(s) ds
(9)

is the probability of survival of an individual until age a , and a constant M such that

∥n(t)∥ ≤Meλµt∥o
n∥, (10)

where λµ is negative, zero, or positive if and only if the net reproduction rate Rµ =
a+∫
0

β(a)Πµ(a) da is,

respectively, smaller than, equal to, or greater than one. As we mentioned earlier, the considered scaling is

realistic for models in which there are no significant changes in the total population. Hence, throughout the

paper we will assume

Rµ ≤ 1, (11)

that is, β ≤ µ .

Let w be the solution to the McKendrick–von Foerster problem

∂tw(a, t) = −∂aw(a, t)− µ(a)w(a, t),

w(0, t) = 0,

w(a, 0) =
o
w(a) =

o

l(a) +
o
i(a) +

o
c(a) +

o
r(a),

(12)

and v be the solution to the McKendrick–von Foerster problem

∂tv(a, t) = −∂av(a, t)− µ(a)v(a, t)− ψv(a, t)

− p(a, t)v(a, t) + p(a, t)(n(a, t)− w(a, t)),

v(0, t) = (1− ω)n(0, t),

v(a, 0) =
o
v(a).

(13)

2. Notation, assumptions, and well-posedness results

In the sequel we consider the state space X = L1
(
[0, a+],R6

)
. We denote by X+ = L1

(
[0, a+],R6

+

)
the positive

cone of X and ∥ · ∥ the suitable norm in L1 . If necessary, the notation ∥ · ∥X will be used for the norm in a

specific space X . In addition, for any measurable function η on [0, a+] , we introduce the notation

η = ess sup
a∈[0,a+]

η(a), η = ess inf
a∈[0,a+]

η(a)

and we make the assumptions

A1: µ ∈ L1
loc ([0, a+)),

a+∫
0

µ(s) ds = ∞ with µ > 0;

A2: β ∈ L∞ ([0, a+]) ;
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A3: q, γ2 ∈ W1,∞ ([0, a+]) with q > 0, γ2 > 0;

A4: p ∈ C ([0, a+]× [0, T ]) .

We make the biologically realistic assumption on the maximum age, a+ , such that a+ < ∞ , meaning

that no individual can live indefinitely. This requires the survival probability Πµ , defined by

Πµ(a) := e
−

a∫
0

µ(s) ds
, (14)

to satisfy Πµ(a+) = 0, which accounts for the nonintegrable singularity in A1. Hence, µ cannot be assumed

bounded as a → a−+ while it could be bounded in the case a+ = ∞ . This justifies the fact that most authors

[9, 11, 14, 15, 18] consider an infinite maximum age, a+ = ∞ , though without any biological significance, in

order to be able to handle µ after being assumed bounded. In some papers, e.g., [10], the unboundedness of

µ , in the case a+ < ∞ , was circumvented by assuming that there is a maximum reproductive age ar < a+ ,

so that the birth rate satisfies β(a) = 0 for a > ar , and hence ignoring the postreproductive population by

performing the analysis for a ∈ [0, ar] , which causes the loss of the conservativeness of the model. The analysis

of the model without any simplifying assumption in the scalar linear case was done in [8] by reducing it to

an integral equation along the characteristics. It is known that the solutions obtained in this way generate a

strongly continuous semigroup on L1 ([0, a+]) ; see [3, 17] (though in [17] it is assumed that a+ = ∞ .)

The technical details required to handle the unbounded µ , on [0, a+] with a+ < ∞ , in the problem at

hand can be found in [12]. In particular, it follows that the realization of the operator A := S + M on the

domain
D(A) = {u ∈ D(S) ∩D(M); u(0) = Bu} (15)

generates a positive C0 -semigroup, denoted by
(
etA

)
t≥0

. Since, for a fixed ϵ , (7) is a quadratic perturbation of

the linear system, a standard argument, see [5, 12], shows that if
o
u = (

o
s,

o

l,
o
i,

o
c,

o
r,

o
v) ∈ X+ , then there exists a

unique global positive mild solution t→ uϵ(t) = (sϵ(t), lϵ(t), iϵ(t), cϵ(t), rϵ(t), vϵ(t)) ∈ C ([0,∞),X) to (7). This

solution becomes a classical solution if
o
u ∈ D(A). In such a case we obtain, in particular, that uϵ is continuous

on [0, a+]× [0, T ] for any 0 ≤ T <∞ , uϵ ∈ D(S) ∩D(M) and (7) is satisfied termwise almost everywhere on

[0, a+]× [0, T ] . Standard calculations, see e.g. [10], show that
(
etA

)
t≥0

satisfies the estimate

∥etA∥ ≤ e(β−µ)t. (16)

This estimate can be improved. In fact, as mentioned earlier, if (sϵ(t), lϵ(t), iϵ(t),

cϵ(t), rϵ(t), vϵ(t)) is a classical solution to (6), then n(a, t) = sϵ(a, t)+lϵ(a, t)+iϵ(a, t)+cϵ(a, t)+rϵ(a, t)+vϵ(a, t)

is a classical solution to (7). We denote by (A,D(A)) the generator of the semigroup
(
etA

)
t≥0

for (7), with

domain defined analogously to (15). Hence, since
o
u ≥ 0 yields uϵ(t) = (sϵ(t), lϵ(t), iϵ(t), cϵ(t),

rϵ(t), vϵ(t)) ≥ 0, we see that each component of uϵ is controlled by the ϵ-independent solution n of (7):

0 ≤ sϵ(a, t) ≤ n(a, t), 0 ≤ lϵ(a, t) ≤ n(a, t), 0 ≤ iϵ(a, t) ≤ n(a, t),
0 ≤ cϵ(a, t) ≤ n(a, t), 0 ≤ rϵ(a, t) ≤ n(a, t) and 0 ≤ vϵ(a, t) ≤ n(a, t)

(17)

for each t ≥ 0 and almost every a ∈ [0, a+] thus satisfying the inequality (10).
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3. Formal asymptotic expansion

Following the general approach of the asymptotic analysis, see e.g. [4, 6], we are looking for the so-called

hydrodynamic space V of the singularly perturbed equation (6), which, in this case, is given by the null-space

of C . Since, in this context, a is treated as a parameter, we perform the calculations for a fixed a . Then we

have

V = {u ∈ R6; u = (u1, 0, 0, 0, u5, u6), u1, u5, u6 ∈ R} = span{e1, e2, e3},

where e1, e2, e3 are an approximate basis for V . The complementary spectral space W , called the kinetic

space, corresponding to the eigenvalues λ4 = −σ , λ5 = −γ1 , and λ6 = −γ2(a), respectively, is spanned by e4 ,

e5 , and e6 given by



0
1

− σ
σ−γ1

σq(a)γ1
(σ−γ1)(σ−γ2(a))

γ1
σ−γ1 · (1−q(a))σ−γ2(a)

σ−γ2(a)
0


,



0
0
1

− q(a)γ1
γ1−γ2(a)

− (1−q(a))γ1−γ2(a)
γ1−γ2(a)

0


and


0
0
0
1
−1
0

 ,

respectively. To come up with the decomposition u = c1e1+c2e2+c3e3+c4e4+c5e5+c6e6 in the hydrodynamic

and kinetic space, we have to find the coefficients ci, i = 1, . . . , 6, which yield the aggregated variables.

Using standard results from linear algebra, see e.g. [6], ci = fi · u/fi · ei , where fi are left eigenvectors

of C corresponding to the eigenvectors as ei, i = 1, . . . , 6. Here the context is more complicated as V

is three dimensional and we have to choose its basis in an appropriate way. Since f1 = (1, 1, 1, 1, 1, 1) is

a left eigenvector of C corresponding to the zero eigenvalue and f1 · u = u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6 ,

it should play a significant role in the analysis due to (7). Then, for the convenience of calculations, we

take e2 = (−1, 0, 0, 0, 0, 1) ∈ V , which is orthogonal to f1 . We have some freedom in selecting f3 : taking

f3 = (0, 0, 0, 0, 0, 1) yields e1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ V and e2 = (−1, 0, 0, 0, 1, 0) ∈ V . Finally f4 = (0, 1, 0, 0, 0, 0),

f5 = (0, σ/(σ − γ1), 1, 0, 0, 0), f6 = (0, σq(a)γ1/(σ − γ2(a))(γ1 − γ2(a)), q(a)γ1/(γ1 − γ2(a)), 1, 0, 0) so that

u = (u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6)e1 + (u2 + u3 + u4 + u5)e2 + u6e3 + u2e4

+

(
σ

σ − γ1
u2 + u3

)
e5 +

(
qγ1

γ1 − γ2
· σ

σ − γ1
u2 +

qγ1
γ1 − γ2

u3 + u4

)
e6.

(18)

Then we use this decomposition to change variables in (6). Accordingly, we define n = sϵ+ lϵ+ iϵ+ cϵ+ rϵ+vϵ ,

wϵ = lϵ + iϵ + cϵ + rϵ , zϵ =
σ

σ−γ1 lϵ + iϵ , xϵ =
qγ1
γ1−γ2 zϵ + cϵ and leave lϵ, vϵ unchanged. This yields the system
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of equations

∂tn(a, t) = −∂an(a, t)− µ(a)n(a, t),

∂twϵ(a, t) = −∂awϵ(a, t)− µ(a)wϵ(a, t) + Λ(a, lϵ(·, t), xϵ(·, t), zϵ(·, t))

× (n(a, t)− wϵ(a, t)− vϵ(a, t)),

∂tzϵ(a, t) = −∂azϵ(a, t)− µ(a)zϵ(a, t)−
γ1
ϵ
zϵ(a, t)

+
σ

σ − γ1
Λ(a, lϵ(·, t), xϵ(·, t), zϵ(·, t))(n(a, t)− wϵ(a, t)− vϵ(a, t)),

∂txϵ(a, t) = −∂axϵ(a, t)− µ(a)xϵ(a, t)−
γ2(a)

ϵ
xϵ(a, t)−

γ1
ϵ

· σq(a)
σ − γ1

lϵ(a, t)

+
q(a)γ1

γ1 − γ2(a)
· γ

′

2(a)

γ1 − γ2(a)
zϵ(a, t) +

σ

σ − γ1
· q(a)γ1
γ1 − γ2(a)

× Λ(a, lϵ(·, t), xϵ(·, t), zϵ(·, t))(n(a, t)− wϵ(a, t)− vϵ(a, t)),

∂tlϵ(a, t) = −∂alϵ(a, t)− µ(a)lϵ(a, t)−
σ

ϵ
lϵ(a, t)

+ Λ(a, lϵ(·, t), xϵ(·, t), zϵ(·, t))(n(a, t)− wϵ(a, t)− vϵ(a, t)),

∂tvϵ(a, t) = −∂avϵ(a, t)− µ(a)vϵ(a, t)− ψvϵ(a, t)− p(a, t)vϵ(a, t)

+ p(a, t)(n(a, t)− wϵ(a, t)),

(19)

n(0, t) =

a+∫
0

β(a)n(a, t) da,

wϵ(0, t) = xϵ(0, t) = zϵ(0, t) = lϵ(0, t) = 0,

vϵ(0, t) = (1− ω)n(0, t),

(20)

and

n(a, 0) =
o
n(a) =

o
s(a) +

o

l(a) +
o
i(a) +

o
c(a) +

o
r(a) +

o
v(a),

wϵ(a, 0) =
o
w(a) =

o

l(a) +
o
i(a) +

o
c(a) +

o
r(a),

zϵ(a, 0) =
o
z(a) =

σ

σ − γ1

o

l(a) +
o
i(a),

xϵ(a, 0) =
o
x(a) =

q(a)γ1
γ1 − γ2(a)

· σ

σ − γ1

o

l(a) +
q(a)γ1

γ1 − γ2(a)

o
i(a) +

o
c(a),

lϵ(a, 0) =
o

l(a), vϵ(a, 0) =
o
v(a),

(21)
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where

Λ(a, lϵ(·, t), xϵ(·, t), zϵ(·, t)) = k(a)

a+∫
0

[
− σ

σ − γ1
h1(a)lϵ(a, t) + h2(a)xϵ(a, t)

+

(
h1(a)−

q(a)γ1
γ1 − γ2(a)

h2(a)

)
zϵ(a, t)

]
da.

Therefore, the triplet (n,wϵ, vϵ) ∈ V and the triplet (zϵ, xϵ, lϵ) ∈ W . We see that the total population

n decouples from the system, it is unnecessary to approximate it, and it can be treated as a known function.

Therefore we shall focus on the quintuplet (wϵ, zϵ, xϵ, lϵ, vϵ). Let (w, z, x, l, v) be the bulk approximation of the

quintuplet (wϵ, zϵ, xϵ, lϵ, vϵ), we note that (wϵ, zϵ, xϵ, lϵ, vϵ) ≈ (w, z, x, l, v), where w and v are defined by (12)

and (13), respectively, and the approximate equality symbol ≈ accounts for the fact that we only consider the

first terms of the asymptotic expansion. Following the Chapman–Enskog procedure, we only expand the kinetic

part of the bulk approximation such that

z = z0 + ϵz1 + · · · , x = x0 + ϵx1 + · · · , l = l0 + ϵl1 + · · · . (22)

Inserting (22) into the last four equations in (19), we get

∂tz0 + ϵ∂tz1 = −∂az0 − ϵ∂az1 − µz0 − ϵµz1 −
γ1
ϵ
z0 − γ1z1 +

σ

σ − γ1

×
(
Λ(l0, x0, z0) + ϵΛ(l1, x1, z1)

)
(n− w − v) +O(ϵ2),

∂tx0 + ϵ∂tx1 = −∂ax0 − ϵ∂ax1 − µx0 − ϵµx1 −
γ2
ϵ
x0 − γ2x1

+
1

ϵ
· qγ21
γ1 − γ2

z0 +
qγ21

γ1 − γ2
z1 −

qγ1
γ1 − γ2

· qγ
′

2

γ1 − γ2
z0

− ϵ
qγ1

γ1 − γ2
· qγ

′

2

γ1 − γ2
z1 −

q

ϵ
· σγ1
σ − γ1

l0 −
σqγ1
σ − γ1

l1

+
qγ1

γ1 − γ2
· σ

σ − γ1

(
Λ(l0, x0, z0) + ϵΛ(l1, x1, z1)

)
× (n− w − v) +O(ϵ2),

∂tl0 + ϵ∂tl1 = −∂al0 − ϵ∂al1 − µl0 − ϵµl1 +
(
Λ(l0, x0, z0) + ϵΛ(l1, x1, z1)

)
× (n− w − v)− σ

ϵ
l0 − σl1 +O(ϵ2).

Comparing coefficients at like powers of ϵ and using Λ(0, 0, 0) = 0 we get z0 = x0 = l0 = 0, z1 = x1 = l1 = 0.

Hence we arrive at the (formal) bulk approximation

(n,w, z, x, l, v) = (n,w, 0, 0, 0, v).

Note that by substituting lϵ ≈ l = 0, xϵ ≈ x = 0, zϵ ≈ z = 0 in the second equation in (19) we arrive at

the system, (12). Furthermore, substituting w into the last equation in (19) leads to (13). The error of the

approximation,

(n,wϵ, zϵ, xϵ, lϵ, vϵ) ≈ (n,w, 0, 0, 0, v),
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denoted by

E = (ew, ez, ex, el, ev) = (wϵ − w, zϵ − z, xϵ − x, lϵ − l, vϵ − v)

= (wϵ − w, zϵ, xϵ, lϵ, vϵ − v),
(23)

satisfies

∂tew = −∂aew − µew − Λ (el, ex, ez) (ew + ev) + Λ (el, ex, ez) (n− w − v) ,

∂tez = −∂aez − µez −
γ1
ϵ
ez −

σ

σ − γ1
Λ (el, ex, ez) (ew + ev)

+
σ

σ − γ1
Λ (el, ex, ez) (n− w − v) ,

∂tex = −∂aex − µex −
γ2
ϵ
ex −

1

ϵ
· σγ1
σ − γ1

el +
qγ1

γ1 − γ2
· γ

′

2

γ1 − γ2
ez

− σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

Λ (el, ex, ez) (ew + ev)

+
σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

Λ (el, ex, ez) (n− w − v) ,

∂tel = −∂ael − µel −
σ

ϵ
el − Λ (el, ex, ez) (ew + ev)

+ Λ (el, ex, ez) (n− w − v) ,

∂tev = −∂aev − µev − (p+ ψ)ev − pew,

(24)

with the boundary condition

ew(0, t) = ez(0, t) = ex(0, t) = el(0, t) = ev(0, t) = 0, (25)

and the initial condition

ew(a, 0) = 0, ez(a, 0) =
σ

σ − γ1

o

l(a) +
o
i(a),

ex(a, 0) =
qγ1

γ1 − γ2(a)
· σ

σ − γ1

o

l(a) +
qγ1

γ1 − γ2(a)

o
i(a) +

o
c(a),

el(a, 0) =
o

l(a), ev(a, 0) = 0.

(26)

We see that the initial condition is of order 1; therefore the error cannot be of order ϵ . To remedy the situation

we have to introduce layer corrections that will take care of the transient phenomena occurring close to t = 0,

namely the initial layer.

We carry out the initial layer correction by blowing up time according to τ = t/ϵ and looking for the

approximation

(wϵ(t), zϵ(t), xϵ(t), lϵ(t), vϵ(t)) ≈ (w(t), z̃(τ), x̃(τ), l̃(τ), v(t)),

where we anticipate that it is unnecessary to introduce the initial layer for wϵ and vϵ as w and v satisfy the

exact initial condition. We insert the formal expansion

z̃ = z̃0 + ϵz̃1 + · · · , x̃ = x̃0 + ϵx̃1 + · · · , l̃ = l̃0 + ϵl̃1 + · · ·
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and rescale time, due to ∂t = ϵ−1∂τ , in the third, fourth, and fifth equations in (19).

Comparing coefficients at like powers of ϵ , the equations for the terms at ϵ−1 level are

∂τ z̃0 = −γ1z̃0, ∂τ l̃0 = −σl̃0,

∂τ x̃0 = −γ2(a)x̃0 −
σγ1
σ − γ1

l̃0

which, subject to the initial condition

z̃0(0) =
σ

σ − γ1

o

l +
o
i, l̃0(0) =

o

l,

x̃0(0) =
q(a)γ1

γ1 − γ2(a)
· σ

σ − γ1

o

l +
q(a)γ1

γ1 − γ2(a)

o
i +

o
c,

yield

z̃0(a, t/ϵ) =

(
σ

σ − γ1

o

l(a) +
o
i(a)

)
e−

γ1
ϵ t, l̃0(a, t/ϵ) =

o

l(a)e−
σ
ϵ t,

x̃0(a, t/ϵ) =

(
q(a)γ1

γ1 − γ2(a)
· σ

σ − γ1

o

l(a) +
q(a)γ1

γ1 − γ2(a)

o
i(a) +

o
c(a)

)
e−

γ2(a)
ϵ t

+
σ

σ − γ1
·

o

l(a)

σ − γ2(a)

(
e−

σ
ϵ t − e−

γ2(a)
ϵ t

)
.

(27)

The new error is given by

Ẽ = (ẽw, ẽz, ẽx, ẽl, ẽv) = (wϵ − w, zϵ − z̃0, xϵ − x̃0, lϵ − l̃0, vϵ − v)

= (ew, ez − z̃0, ex − x̃0, el − l̃0, ev).
(28)

Since
o

l,
o
i,

o
c,

o
v ∈ W1,1 ([0, a+]) and µ

o

l, µ
o
i, µ

o
c, µ

o
v ∈ L1 ([0, a+]) , the error equation for Ẽ can be obtained from

(24), (25), and (26) by expressing ew , ez , ex , el , and ev in terms of ẽw , ẽz , ẽx , ẽl , and ẽv , according to (28).

We get

∂tẽw = −∂aẽw − µẽw − Λ(ẽl, ẽx, ẽz) (ẽw + ẽv)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ẽw + ẽv)

+ Λ(ẽl, ẽx, ẽz) (n− w − v)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (n− w − v) ,

∂tẽz = −∂aẽz − µẽz −
γ1
ϵ
ẽz −

σ

σ − γ1
Λ(ẽl, ẽx, ẽz) (ẽw + ẽv)

− σ

σ − γ1
Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ẽw + ẽv) +

σ

σ − γ1
Λ(ẽl, ẽx, ẽz) (n− w − v)

− σ

σ − γ1
Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (n− w − v)− ∂az̃0 − µz̃0,
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∂tẽx = −∂aẽx − µẽx −
γ2
ϵ
ẽx −

1

ϵ
· σγ1
σ − γ1

ẽl +
qγ1

γ1 − γ2
· γ

′

2

γ1 − γ2
ẽz

− σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

(
Λ(ẽl, ẽx, ẽz) + Λ(l̃0, x̃0, z̃0)

)
(ẽw + ẽv)

+
σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

(
Λ(ẽl, ẽx, ẽz)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0)

)
(n− w − v)

+
qγ1

γ1 − γ2
· γ

′

2

γ1 − γ2
z̃0 − ∂ax̃0 − µx̃0,

∂tẽl = −∂aẽl − µẽl −
σ

ϵ
ẽl − Λ(ẽl, ẽx, ẽz) (ẽw + ẽv)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ẽw + ẽv)

+ Λ(ẽl, ẽx, ẽz) (n− w − v)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (n− w − v)− ∂a l̃0 − µl̃0,

∂tẽv = −∂aẽv − µẽv − (p+ ψ)ẽv − pẽw,

(29)

with boundary condition

ẽw(0, t) = 0, ẽz(0, t) = −z̃0(0, t/ϵ), ẽx(0, t) = −x̃0(0, t/ϵ),

ẽl(0, t) = −l̃0(0, t/ϵ), ẽv(0, t) = 0,
(30)

as we assumed that the initial condition for the original problem satisfies

(
o
s,

o

l,
o
i,

o
c,

o
r,

o
v) ∈ D(A), and initial condition

ẽw(a, 0) = ẽz(a, 0) = ẽx(a, 0) = ẽl(a, 0) = ẽv(a, 0) = 0. (31)

We see that at the boundary we still have terms that are of order lower than ϵ except for ẽw(0, t) = 0

and ẽv(0, t) = 0. Fortunately, to eliminate this initial layer contribution on the boundary, we need to introduce

the corner layer by simultaneously rescaling time and age according to τ = t/ϵ and α = a/ϵ . Unfortunately, the

standard approach to the corner layer, [3], will not suffice here as the corner layer equations will not incorporate

the multiplication by µ . Thus the classical corner layer will not belong to D(M) and we will not be able to

substitute the error terms into the equations, as in (29)–(31). To remedy the problem, we define the corner

corrector to be the solution to

∂tz̆ = −∂az̆ − µz̆ − γ1
ϵ
z̆,

∂tx̆ = −∂ax̆− µx̆− γ2
ϵ
x̆− γ1

ϵ
· qσ

σ − γ1
l̆,

∂t l̆ = −∂a l̆ − µl̆ − σ

ϵ
l̆,

(32)

with boundary condition

z̆(0, t) = −z̃0(0, t/ϵ), x̆(0, t) = −x̃0(0, t/ϵ), l̆(0, t) = −l̃0(0, t/ϵ), (33)

and initial condition

z̆(a, 0) = cϵe
− a

ϵ , x̆(a, 0) = dϵe
− a

ϵ , l̆(a, 0) = hϵe
− a

ϵ , (34)
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where cϵ , dϵ , and hϵ are constants obtained from the equality of the boundary and the initial condition at

(a, t) = (0, 0), such that the classical solvability of the problem with inhomogeneous boundary condition holds.

Hence,

cϵ = −z̃0(0, 0) = − σ

σ − γ1

o

l(0)−
o
i(0), hϵ = −

o

l(0),

dϵ = −x̃0(0, 0) = − q(0)γ1
γ1 − γ2(0)

· σ

σ − γ1

o

l(0)− q(0)γ1
γ1 − γ2(0)

o
i(0)− o

c(0)

(35)

as we assumed that the initial condition for the original problem satisfies

(
o
s,

o

l,
o
i,

o
c,

o
r,

o
v) ∈ D(A).

The necessary estimates of the corner layer solution will be provided later. Here, assuming that it is

sufficiently regular, we consider the new approximation

(wϵ, zϵ, xϵ, lϵ, vϵ) ≈ (w, z̃0 + l̆, x̃0 + ĭ, l̃0 + c̆, v).

The corresponding error,

Ĕ = (ĕw, ĕz, ĕx, ĕl, ĕv)

= (wϵ − w, zϵ − z̃0 − z̆, xϵ − x̃0 − x̆, lϵ − l̃0 − l̆, vϵ − v)

= (ẽw, ẽz − z̆, ẽx − x̆, ẽl − l̆, ẽv),

satisfies the system

∂tĕw = −∂aĕw − µĕw − Λ(ĕl, ĕx, ĕz) (ĕw + ĕv)− Λ(l̆, x̆, z̆) (ĕw + ĕv)

+ Λ(ĕl, ĕx, ĕz) (n− w − v)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ĕw + ĕv)

− Λ(l̆, x̆, z̆)w̆ + Λ(l̆, x̆, z̆) (n− w − v)

+ Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (n− w − v) ,

∂tĕz = −∂aĕz − µĕz −
γ1
ϵ
ĕz −

σ

σ − γ1
Λ(ĕl, ĕx, ĕz) (ĕw + ĕv)

− σ

σ − γ1
Λ(l̆, x̆, z̆) (ĕw + ĕv) +

σ

σ − γ1
Λ(ĕl, ĕx, ĕz) (n− w − v)

− σ

σ − γ1
Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ĕw + ĕv) +

σ

σ − γ1
Λ(l̆, x̆, z̆) (n− w − v)

+
σ

σ − γ1
Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (n− w − v)− ∂az̃0 − µz̃0,
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∂tĕx = −∂aĕx − µĕx −
γ2
ϵ
ĕx −

1

ϵ
· σγ1
σ − γ1

ĕl +
qγ1

γ1 − γ2
· γ

′

2

γ1 − γ2
ĕz

− σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

(
Λ(ĕl, ĕx, ĕz) + Λ(l̆, x̆, z̆)

)
(ĕw + ĕv)

+
σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

(
Λ(ĕl, ĕx, ĕz) (n− w − v)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ĕw + ĕv)

)
+

σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

(
Λ(l̆, x̆, z̆) + Λ(l̃0, x̃0, z̃0)

)
(n− w − v)

+
qγ1

γ1 − γ2
· γ

′

2

γ1 − γ2
(z̆ + z̃0)−

1

ϵ
· σγ1
σ − γ1

l̆ − ∂ax̃0 − µx̃0,

∂tĕl = −∂aĕl − µĕl −
σ

ϵ
ĕl − Λ(ĕl, ĕx, ĕz) (ĕw + ĕv)− Λ(l̆, x̆, z̆) (ĕw + ĕv)

+
(
Λ(ĕl, ĕx, ĕz) + Λ(l̆, x̆, z̆)

)
(n− w − v)− Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (ĕw + ĕv)

+ Λ(l̃0, x̃0, z̃0) (n− w − v)− ∂a l̃0 − µl̃0,

∂tĕv = −∂aĕv − µĕv − (p+ ψ)ĕv − pĕw,

(36)

with boundary condition

ĕw(0, t) = ĕz(0, t) = ĕx(0, t) = ĕl(0, t) = ĕv(0, t) = 0, (37)

and initial condition

ĕw(a, 0) = 0, ĕz(a, 0) = −cϵe−
a
ϵ , ĕx(a, 0) = −dϵe−

a
ϵ ,

ĕl(a, 0) = −hϵe−
a
ϵ , ĕv(a, 0) = 0.

(38)

4. Corner corrector estimates

Lemma 4.1 Let Mθ = µ+ θ/ϵ , where θ is a constant. If η is the solution of

∂tη = −∂aη −Mθη, η(0, t) = −δ1e−
θ
ϵ t, η(a, 0) = −δ2e−

a
ϵ ,

then there exists a nonzero constant Cη such that

∥η(t)∥ ≤ ϵCηe
− θ

2ϵ t. (39)

Proof The solution of (39) is given by

η(a, t) =


δ2e

− a−t
ϵ

ΠMθ
(a)

ΠMθ
(a− t)

if a > t,

δ1e
− θ

ϵ (t−a)ΠMθ
(a) if a < t,
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where ΠMθ
is defined by (9) with µ replaced by Mθ . Using the above expression of η(a, t), we get

∥η(t)∥ ≤ |δ|

 min{t,a+}∫
0

e−
θ
2ϵ (t−a)ΠMθ

(a) da+ e
t
ϵ

a+∫
min{t,a+}

e−
a
ϵ

ΠMθ
(a)

ΠMθ
(a− t)

da



≤ |δ|e− θ
2ϵ t

 min{t,a+}∫
0

e−
θ
2ϵae

−
a∫
0

µ(τ) dτ
da+ e

t
ϵ

a+∫
min{t,a+}

e
− a

ϵ −
a∫

a−t

µ(τ) dτ

da



≤ |δ|e− θ
2ϵ t

 min{t,a+}∫
0

e−
θ
2ϵa da+ e

t
ϵ

a+∫
min{t,a+}

e−
a
ϵ da


≤ ϵe−

θ
2ϵ t|δ|

(
2

θ
+ e−

min{t,a+}−t

ϵ − e−
a+−t

ϵ

)
= ϵKθe

− θ
2ϵ t,

where |δ| = max{|δ1|, |δ2|} , and we arrive at (39) 2

Now we want to specify (39) to z̆ and l̆ , solution to (32)–(34), where δ1 = δ2 . From Lemma 4.1, we

have the following result:

Proposition 4.2 Let z̆ and l̆ be the solution to (32)–(34) . Then there are constants Kz and Kl , depending

on the coefficients and the W1,1(R+) norm of the initial condition
o
i and

o

l , such that for any t ∈ R+ ,

∥z̆(t)∥ ≤ ϵKze
− γ1

2ϵ t, (40)

∥l̆(t)∥ ≤ ϵKle
− σ

2ϵ t, . (41)

Moreover, we also have the following result:

Proposition 4.3 Let 0 < γ2 < γ2 < γ2 < γ1 < σ . Let x̆1 be the solution to (32)–(34) . Then there is a

constant Kx , depending on the coefficients and on the W1,1([0, a+]) norm of the initial conditions
o
c ,

o
i and

o

l ,

such that for any t ∈ R+ ,

∥x̆(t)∥ ≤ ϵKxe
−

γ2
ϵ t. (42)

Proof Let x̆ be the solution to (32)–(34). We get

x̆(a, t) =


ζ1e

− a−t
ϵ

ΠMγ2
(a)

ΠMγ2
(a− t)

+
ΠMγ2

(a)

ϵ

t∫
0

F (a− t+ τ, τ)

ΠMγ2
(a− t+ τ)

dτ if a > t,

ζ2e
− γ2(a)

ϵ (t−a)ΠMγ2
(a) +

ΠMγ2
(a)

ϵ

a∫
0

F (τ, t− a+ τ)

ΠMγ2
(τ)

dτ if a < t,

where ζ1 = −x̃0(0, 0), ζ2 = −x̃0(0, 0)−
σ

σ − γ1
·

o

l(0)

σ − γ2(0)

(
e−

σ−γ2(0)
ϵ (t−a) − 1

)
and F (a, t) = − σγ1

σ − γ1
q(a)l̆(a, t) .
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It follows that

∥x̆(t)∥ ≤ |ζ|

 min{t,a+}∫
0

e−
γ2
2ϵ (t−a)ΠMγ2

(a) da+ e
t
ϵ

a+∫
min{t,a+}

e−
a
ϵ

ΠMγ2
(a)

ΠMγ2
(a− t)

da



+
1

ϵ

min{t,a+}∫
0

ΠMγ2
(a)

 a∫
0

|F (τ, t− a+ τ)|
ΠMγ2

(τ)
dτ

 da

+
1

ϵ

a+∫
min{t,a+}

ΠMγ2
(a)

 t∫
0

|F (a− t+ τ, τ)|
ΠMγ2

(a− t+ τ)
dτ

 da

≤ |ζ|e−
γ2
2ϵ t

 min{t,a+}∫
0

e−
γ2
2ϵ ae

−
a∫
0

µ(τ) dτ
da+ e

t
ϵ

a+∫
min{t,a+}

e
− a

ϵ −
a∫

a−t

µ(τ) dτ

da



+
σqγ1
σ − γ1

min{t,a+}∫
0

e−
γ2
ϵ a

 a∫
0

e
γ2
ϵ τ |l̆(τ, t− a+ τ)| dτ

 da

+
σqγ1
σ − γ1

a+∫
min{t,a+}

e−
γ2
ϵ t

 t∫
0

e
γ2
ϵ τ |l̆(a− t+ τ, τ)| dτ

 da

≤ |ζ|e−
γ2
2ϵ t

 min{t,a+}∫
0

e−
γ2
2ϵ a da+ e

t
ϵ

a+∫
min{t,a+}

e−
a
ϵ da



+
σqγ1
σ − γ1

min{t,a+}∫
0

e
γ2
ϵ τ |l̆(τ, t− a+ τ)|

 min{t,a+}∫
τ

e−
γ2
ϵ a da

 dτ

+
σqγ1
σ − γ1

a+∫
a−t

e
γ2
ϵ τ |l̆(τ, t− a+ τ)|

 a+∫
τ

e−
γ2
ϵ a da

 dτ

≤ ϵe−
γ2
2ϵ |ζ|

(
2

γ2
+ e−

min{t,a+}−t

ϵ − e−
a+−t

ϵ

)
+

2σqγ1
σ − γ1

∥l̆(t)∥

= ϵKγ2e
−

γ2
2ϵ +

2σqγ1
σ − γ1

∥l̆(t)∥,

where |ζ| = max{|ζ1|, |ζ2|} . Using (41), we get

∥x̆(t)∥ ≤ ϵKγ2e
−

γ2
2ϵ t + ϵ

2σqγ1
σ − γ1

Kle
− σ

2ϵ t

≤ ϵ

(
Kγ2 +

2σqγ1
σ − γ1

Kl

)
e−

γ2
2ϵ t = ϵKxe

−
γ2
2ϵ t.

2
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5. Main result

Theorem 5.1 Let the coefficients of the problem (6) satisfy A1–A4 together with (11) , and (
o
s,

o

l,
o
i,

o
c,

o
r,

o
v)

be such that (sϵ, lϵ, iϵ, cϵ, rϵ, vϵ) is a classical solution to (6) . Then there exist constants C1, C2, C3, C4, C5, C6 ,

depending only on the coefficients of the problem and the D(S) ∩ D(M) norm of the initial conditions, such

that for all sufficiently small ϵ > 0

∥sϵ(t)− (n(t)− w(t)− v(t))∥ ≤ ϵC1, (43)

∥lϵ(t)−
o

le−
σ
ϵ t∥ ≤ ϵC2, (44)∥∥∥∥∥∥iϵ(t)−

o
ie−

γ1
ϵ t +

σ
o

l

σ − γ1

(
e−

γ1
ϵ t − e−

σ
ϵ t
)∥∥∥∥∥∥ ≤ ϵC3, (45)

∥∥∥∥∥∥cϵ(t)−
o
ce−

γ2
ϵ t − qγ21

(γ1 − γ2)2

 σ
o

l

σ − γ1
+

o
i

(
e−

γ2
ϵ t − e−

γ1
ϵ t

)

− σ
o

l

(σ − γ1)(σ − γ2)

(
e−

γ2
ϵ t − e−

σ
ϵ t
)∥∥∥∥∥∥ ≤ ϵC4, (46)

∥∥∥∥∥∥rϵ(t)−
w − γ1

o

l

σ − γ1
e−

σ
ϵ t − (1− q)γ1 − γ2

γ1 − γ2

 σ
o

l

σ − γ1
+

o
i

 e−
γ1
ϵ t

− σ
o

l

(σ − γ1)(γ1 − γ2)

(
e−

γ2
ϵ t − e−

σ
ϵ t
)

−

 qσγ1
o

l

(σ − γ1)(γ1 − γ2)
+

qγ1
o
i

γ1 − γ2
+

o
c

 e−
γ1
ϵ t

− qγ21
(γ1 − γ2)2

 σ
o

l

σ − γ1
+

o
i

(
e−

γ2
ϵ t − e−

γ1
ϵ t

)∥∥∥∥∥∥ ≤ ϵC5, (47)

∥vϵ(t)− v(t)∥ ≤ ϵC6. (48)

Proof We shall simplify the notation and subsequent calculations by introducing the rescaled errors ĕw = ϵd ,

ĕz = ϵf , ĕx = ϵg , ĕl = ϵh and ĕv = ϵj ; that is,

wϵ = w + ϵd, zϵ = z̃0 + z̆ + ϵf, xϵ = x̃0 + x̆+ ϵg,

lϵ = l̃0 + l̆ + ϵh, vϵ = v + ϵj.
(49)

This converts the system (36)–(38) into

∂td = −∂ad− µd− (d+ j)F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)− ϵ(d+ j)Λ(h, g, f)

+ Λ(h, g, f)G(n,w, v) +
1

ϵ
F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)G(n,w, v),
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∂tf = −∂af − µf − γ1
ϵ
f − ϵ

σ

σ − γ1
(d+ j)Λ(h, g, f)− σ

σ − γ1
(d+ j)

× F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆) +
σ

σ − γ1
Λ(h, g, f)G(n,w, v)

+
1

ϵ

(
−∂az̃0 − µz̃0 +

σ

σ − γ1
F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)G(n,w, v)

)
,

∂tg = −∂ag − µg − γ2
ϵ
g − 1

ϵ
· σ

σ − γ1
h+

qγ1
γ1 − γ2

· γ
′

2

γ1 − γ2
f,

− ϵ
σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

(d+ j)Λ(h, g, f)− σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

×
(
(d+ j)F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)− Λ(h, g, f)G(n,w, v)

)
+

1

ϵ

(
σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)G(n,w, v)

+
qγ1

γ1 − γ2
· γ

′

2

γ1 − γ2
(z̃0 + z̆)− ∂ax̃0 − µx̃0

)
− 1

ϵ2
· σγ1
σ − γ1

l̆,

∂th = −∂ah− µh− σ

ϵ
h− ϵ(d+ j)Λ(h, g, f)− (d+ j)F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)

+ Λ(h, g, f)G(n,w, v) +
1

ϵ

(
− ∂a l̃0 − µl̃0

F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)G(n,w, v)

)
,

∂tj = −∂aj − µj − (p+ ψ)j − pd,

(50)

with boundary condition

d(0, t) = f(0, t) = g(0, t) = h(0, t) = j(0, t) = 0, (51)

and with initial condition

d(a, 0) = 0, f(a, 0) = −cϵ
ϵ
e−

a
ϵ , g(a, 0) = −dϵ

ϵ
e−

a
ϵ ,

h(a, 0) = −hϵ
ϵ
e−

a
ϵ , j(a, 0) = 0,

(52)

where

F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆) = Λ(l̃0, x̃0, z̃0) + Λ(l̆, x̆, z̆),

G(n,w, v) = n− w − v.

In the sequel we consider (11), as mentioned earlier. In this case λµ ≤ 0 and n and w satisfy (10).

Furthermore, we shall need the estimate for the v solution to the scalar McKendrick problem (13). For this,
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we first consider the auxiliary problem

∂tϕ = −∂aϕ− µϕ− ψϕ,

ϕ(0, t) = (1− ω)

a+∫
0

β(a)ϕ(a) da,

ϕ(a, 0) =
o

ϕ(a).

(53)

Using the fact that
(
etA

)
t≥0

is a positive semigroup, we get

∥ϕ(t)∥ ≤Me−ψt∥
o

ϕ∥, t ≥ 0. (54)

Next we apply the Duhamel formula to the Equation (13). Taking the norm and using (54) lead to

eψt∥v(t)∥ ≤M∥ov∥+
a+∫
0

 t∫
0

eψs|p(a, s)||v(a, s)| ds

 da

+

a+∫
0

 t∫
0

eψs|p(a, s)|
(
|n(a, s)|+ |w(a, s)|

)
ds

 da.

(55)

Since p ∈ C ([0, a+]× [0, T ]) , see A4, we can find a positive real number δ0 such that if 0 < a + t < δ0 then

|p(a, t)− p(0, 0)| < ϵ0 . We see that

|p(a, t)| ≤ ϵ0 + c0, (56)

where c0 = |p(0, 0)| and hence, from (55), we get

eψt∥v(t)∥ ≤M∥ov∥+ (ϵ0 + c0)

t∫
0

eψs∥v(s)∥ ds

+ (ϵ0 + c0)

t∫
0

eψs
(
∥n(s)∥+ ∥w(s)∥

)
ds.
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This leads, by (10), to

eψt∥v(t)∥ ≤M∥ov∥+ (ϵ0 + c0)

t∫
0

eψs∥v(s)∥ ds

+M(ϵ0 + c0)

t∫
0

eψs
(
∥o
n∥+ ∥ o

w∥)
)
ds,

≤M

1 + (ϵ0 + c0)

t∫
0

eψs ds

 ∥o
n∥

+ (ϵ0 + c0)

t∫
0

eψs∥v(s)∥ ds,

≤M(1 + ϵ0 + c0)e
ψt∥o

n∥+ (ϵ0 + c0)

t∫
0

eψs∥v(s)∥ ds

and the Gronwall inequality gives

∥v(t)∥ ≤M(1 + ϵ0 + c0)

(
1 +

ϵ0 + c0
ϵ0 + c0 − ψ

e(ϵ0+c0−ψ)t
)
∥o
n∥ ≤ Kv∥

o
n∥, (57)

with ψ ̸= ϵ0 + c0 .

Then, (49), by (10) with (17), (27), (40), (41), (42), and (57), yields

∥ϵd(t)∥ ≤ Cd∥
o
n∥W1,1([0,a+]), (58)

∥ϵf(t)∥ ≤ Cf∥
o
n∥W1,1([0,a+])

(
1 + e−

γ1
ϵ t + ϵe−

γ1
2ϵ t

)
, (59)

∥ϵg(t)∥ ≤ Cg∥
o
n∥W1,1([0,a+])

(
1 + e−

γ2
ϵ t + ϵe−

γ2
2ϵ t

)
, (60)

∥ϵh(t)∥ ≤ Ch∥
o
n∥W1,1([0,a+])

(
1 + e−

σ
ϵ t + ϵe−

σ
2ϵ t

)
, (61)

∥ϵj(t)∥ ≤ Cj∥
o
n∥W1,1([0,a+]), (62)

for some constants Cd , Cf , Cg , Ch , and Cj .

For any function of a , or a constant, θ , we consider the following auxiliary problem:

∂tϱ = −∂aϱ− µϱ− θ

ϵ
ϱ, ϱ(0, t) = 0, ϱ(a, 0) =

o
ϱ(a). (63)

Using the fact that
(
etA

)
t≥0

is a positive semigroup, it is easy to see that then

∥ϱ(t)∥ ≤Me−
θ
ϵ t∥oϱ∥, t ≥ 0, (64)
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where, as mentioned earlier, θ = min
a∈[0,a+]

θ(a). Note that the assumption on Rµ is also sufficient here since

ω ∈ [0, 1]. Using this estimate and the Duhamel formula, from (50), we have

∥d(t)∥ ≤M

t∫
0

∥∥∥−(d+ j)F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)− ϵ(d+ j)Λ(h, g, f)

+Λ(h, g, f)G(n,w, v) +
1

ϵ
F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)G(n,w, v)

∥∥∥∥ ds, (65)

∥f(t)∥ ≤Me−
γ1
ϵ t|cϵ|+M

t∫
0

e−
γ1
ϵ (t−s)

∥∥∥∥−ϵ σ

σ − γ1
(d+ j)Λ(h, g, f)

− σ

σ − γ1
(d+ j)F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆) +

σ

σ − γ1
Λ(h, g, f)G(n,w, v)

+
1

ϵ

(
−∂az̃0 − µz̃0 +

σ

σ − γ1
F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)G(n,w, v)

)∥∥∥∥ ds, (66)

∥g(t)∥ ≤Me−
γ2
ϵ t|dϵ|+M

t∫
0

e−
γ2
ϵ (t−s)

∥∥∥∥∥−1

ϵ
· σ

σ − γ1
h+

qγ1
γ1 − γ2

· γ
′

2

γ1 − γ2
f

− ϵ
σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

(d+ j)Λ(h, g, f)− σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

×
(
(d+ j)F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)− Λ(h, g, f)G(n,w, v)

)
+

1

ϵ

(
σ

σ − γ1
· qγ1
γ1 − γ2

F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)G(n,w, v) +
qγ1

γ1 − γ2

× γ
′

2

γ1 − γ2
(z̃0 + z̆)− ∂ax̃0 − µx̃0

)
− 1

ϵ2
· σγ1
σ − γ1

l̆

∥∥∥∥∥ ds, (67)

∥h(t)∥ ≤Me−
σ
ϵ t|hϵ|+M

t∫
0

e−
σ
ϵ (t−s)

∥∥∥∥− ϵ(d+ j)Λ(h, g, f)

− (d+ j)F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆) + Λ(h, g, f)G(n,w, v)

+
1

ϵ

(
− ∂a l̃0 − µl̃0 + F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)G(n,w, v)

)∥∥∥∥ ds, (68)

∥j(t)∥ ≤M

t∫
0

e−ψ(t−s) ∥−pj − pd∥ ds. (69)

Next, by (59), (60), and (61), we obtain

∥ϵΛ(h, g, f)∥ ≤ k1

(
1 + e−

γ1
ϵ t + e−

γ2
ϵ t + e−

σ
ϵ t + ϵe−

γ1
ϵ t + ϵe−

γ2
ϵ t + ϵe−

σ
ϵ t
)
. (70)
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Further, by (27), (40), (41), and (42),

∥F (l̃0, x̃0, z̃0, l̆, x̆, z̆)∥ ≤ k2e
−

γ2
ϵ t(1 + ϵ)

(
1 + e−

γ1−γ2
ϵ t + e−

σ−γ2
ϵ t

)
. (71)

Next, by (10) and (57),

∥G(n,w, v)∥ ≤ k3. (72)

Finally, by (27),

∥∂a l̃0 + µl̃0∥ ≤ k4e
−σ

ϵ t, ∥∂ax̃0 + µx̃0∥ ≤ k5e
−

γ2
ϵ t, ∥∂az̃0 + µz̃0∥ ≤ k6e

− γ1
ϵ t, (73)

where k4 , k5 , and k6 depend, in particular, on L1 norm of ∂a
o

l and µ
o

l , ∂a
o
x and µ

o
x and ∂a

o
z and µ

o
z ,

respectively; that is, on the D(A) norm of the initial condition.

The error estimates (50)–(52) will be completed below. Firstly, we see that, by (58), (59), (60), (71),

(72), and (73) and by defining H(t) = e
σ
ϵ t∥h(t)∥ , (68) can be written as

H(t) ≤ K1

t∫
0

H(s) ds+Φ1(t),

where K1 is a constant and 0 < Φ1(t) ≤ k7(e
σ
ϵ t + 1), and the Gronwall inequality gives

H(t) ≤ k7(e
σ
ϵ t + 1) +K1k7e

K1t

t∫
0

e−K1s(e
σ
ϵ s + 1) ds ≤ k8e

σ
ϵ t + k9e

K1t

and hence

∥h(t)∥ ≤ k8 + k9e
(K1−σ

ϵ )t ≤ k10. (74)

Secondly, we see that, by (58), (62), (70), (71), (72), (73), and (74) and by defining F (t) = e
γ1
ϵ t∥f(t)∥ ,

(66) can be written as

F (t) ≤ K2

t∫
0

F (s) ds+Φ2(t),

where K2 is a constant and 0 < Φ2(t) ≤ k11(e
γ1
ϵ t + 1), and the Gronwall inequality gives

F (t) ≤ k11(e
γ1
ϵ t + 1) +K2k11e

K2t

t∫
0

e−K2s(e
γ1
ϵ s + 1) ds ≤ k12e

γ1
ϵ t + k13e

K1t

and hence

∥f(t)∥ ≤ k12 + k13e
(K1− γ1

ϵ )t ≤ k14. (75)

Thirdly, we see that, by (27), (40), (41), (42), (58), (59), (62), (70), (71), (72), (73), and (74) and by

defining G(t) = e
γ2
ϵ t∥g(t)∥ , (67) can be written as

G(t) ≤ K3

t∫
0

G(s) ds+Φ3(t),

457



M’PIKA MASSOUKOU and TRAORE/Turk J Math

where K3 is a constant and 0 < Φ3(t) ≤ k15(e
γ2
ϵ t + 1), and the Gronwall inequality gives

G(t) ≤ k15(e
γ2
ϵ t + 1) +K3k15e

K3t

t∫
0

e−K3s(e
γ2
ϵ s + 1) ds ≤ k16e

γ2
ϵ t + k17e

K3t

and hence

∥g(t)∥ ≤ k16 + k17e
(K3−

γ2
ϵ )t ≤ k18. (76)

Next, we see that, by (27), (40), (41), (42), (70), (71), (72), (73), (74), and (75), (65) can be written as

∥d(t)∥ ≤ k19

t∫
0

e−
γ2
2ϵ s∥d(s)∥ ds+ k20

ϵ

t∫
0

e−
γ2
2ϵ s ds+ k21.

Taking the maximum of t over [0,∞), we get

max
t∈[0,∞)

∥d(t)∥ ≤ k19

∞∫
0

e−
γ2
2ϵ s∥d(s)∥ ds+ k20

ϵ

∞∫
0

e−
γ2
2ϵ s ds+ k21

≤ ϵk22 max
t∈[0,∞)

∥d(t)∥+ ϵk23 + k21,

which implies that max
t∈[0,∞)

∥d(t)∥ ≤ k21 + ϵk23
1− ϵk22

=: k24 <∞ . Hence

∥d(t)∥ ≤ k24. (77)

Finally, we see that, by (56) and (77) and by defining J(t) = eψt∥j(t)∥ , (69) can be written as

J(t) ≤ K4

t∫
0

J(s) ds+Φ4(t),

where K4 is a constant and 0 < Φ4(t) ≤ k25
(
eψt − 1

)
, and the Gronwall inequality gives

J(t) ≤ k25
(
eψt − 1

)
+K4k25e

K4t

t∫
0

e−K4s
(
eψs − 1

)
ds

and hence

∥j(t)∥ ≤ ψk25
ψ −K4

=: k26, (78)

where ψ > K4 . This completes the proof. 2
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6. Conclusion

In this paper we proposed an age-structured epidemiological model for the transmission of HBV; then an

asymptotic analysis of a singularly perturbed for such a model was performed. The Chapman–Enskog procedure,

as an asymptotic method, was used for the mathematical analysis. This asymptotic method was developed in

[1, 3, 6, 12] for age-structured epidemiological models and in [13] for the Carleman model of the Boltzmann

equation, has enabled a systematic aggregation of variables, and has yielded a good approximated formula with

layers correctors, namely initial layer and corner layer correctors. Note that a special corner layer equation was

used instead of the standard one, and since the corner layer corrector decays exponentially fast in both a/ϵ and

t/ϵ , while the initial layer corrector only does so in t/ϵ , this was neglected because of the L([0, a+],R6)-norm

and therefore we obtained the approximation in terms of the initial layer corrector.

In summary, the result obtained shows that the solution of the nonlinear problem (6) can be approximated

by the solution of five scalar linear problems and explicitly given initial layer corrector, uniformly for any time.

The result is very interesting as the error estimates are uniform on the whole infinite time interval, in contrast

to the typical result based on the Tikhonov theorem and classical asymptotic expansions.
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Abstract 

We develop a modified Heun’s method for solving nonlinear age 

structured population models with finite and infinite life span. 

Convergence of the scheme is proven, numerical experiments are given in 

order to demonstrate efficiency of the proposed algorithm. 

1. Introduction 

In the paper, we deal with age-structured population models of the form: 

( )( ) ,, utPafuu at −=+    ,0 Tt ≤<    ,0 ∞+<< a  (1a) 



J. BANASIAK, A. TRAORE, S. SHINDIN and R. Y. MASSOUKOU 

 

56 

( ) ( )( ) ,,,0,
0









β= ∫

∞+
udatPatgtu  (1b) 

( ) ( ),,0 0 auau =  (1c) 

where 

( ) ( )∫
∞+

=
0

., daatutP  (2) 

The independent variables t and a represent age and time, respectively. The 

value ( )atu ,  is the density of the population at time t with age a, ( )( )tPaf ,  is the 

age-specific mortality modulus, the age-specific fertility modulus is given by 

( )( )., tPaβ  We observe that functions f and β depend on the total population ( )tP  at 

time t as defined in (2). The initial and the boundary functions are given by 0u  and 

g, respectively. An extensive theoretical study of linear and nonlinear age-structured 

population models, in particular of system (1), can be found in the works of Iannelli 

[4], [5] and Webb [10] and allowed us to try to know what could happen with the 

numerical behaviour of the problem. A number of computational methods for system 

(1) have been developed and analyzed during the past twenty-five years. For an 

excellent review of these methods see [1] and [3] where an analysis of numerical 

schemes (consistency, stability, existence and convergence) is carried out by means 

of a general framework introduced by Lòpez-Marcos and Sanz-Serna [6]. We 

mention that the three problems, the one we want to threat, [1] and [3] are completely 

different. The most studied is the one fixed in [1] in which they integrated a problem 

where the initial condition is compact support and the integration time is finite, in this 

case the difficulties of the problem are given by the nonlinearities. The second one 

presented in [3] shows a problem with finite support but the fact of a finite maximum 

age makes the mortality to be unbounded. The one treated here deals with bounded 

and unbounded age intervals. 

To avoid high expensive computational effort and regularity of hypotheses, we 

propose a modified Heun method of second order. We mention that our approach is a 

particular case to the one proposed by Abia and Lòpez-Marcos [2], where general 

Runge-Kutta methods were used. However, the algorithm of the formers is limited to 

a finite maximum age and required high regularity order in hypotheses. 
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The paper is organized as follows: in Section 2, we present our numerical 

scheme and discuss regularity conditions needed for its analysis. Consistency, 

stability and convergence are studied in Section 3. Section 4 is devoted to numerical 

simulations. Some conclusions are made in Section 5. 

2. Numerical Scheme 

The method. Along each characteristic line ( ) cttac +=  (c is the age at time 

)0=t  equation (1a) takes the form 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ),,,, tatutPtaftatu
dt

d
ccc −=    ( ) ( ).,0 0 cucu =  (3) 

The main idea of the method is to replace (1) with finite system of ODEs (3) and then 

apply a Runge-Kutta method. The technical details are explained below. 

First, we introduce computational grids. For a given finite time interval [ ],,0 T  

,0>T  and a total number of time discretization steps N, we set .
N

T
h =  Hypothesis 

( )1H  imply that there exists positive integer L, such that 0u  is compactly supported 

in [ ].,0 Lh  Using h, N and L we define: the grid on the time axis 

{ },0,: Nnnhtt nn ≤≤==T  

the grid on the age axis at time nt  

{ },0,: nLjjhaa jj
n +≤≤==A  

and grids on the characteristic lines 

{( ) }.0,0:, nLjNnat j
n +≤≤≤≤=C  

We note that points ( )j
n

at ,  and ( ),, mhamht j
n ++  ,0≥m  belong to the same 

characteristic line. 

Second, we assume that subscript j refers to the age ja  and superscript n to the 

time level .nt  Using this notation we define vector 
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( ) ,...,,0
Tn

nL
nn UUU +=  

whose components 
n
jU  represent numerical approximation of ( )., j

n
atu  Note that 

dimension of nU  depends on n. 

Third, assume that nU  is given, we evaluate 1+nU  in two sub-steps. In the first 

sub-step, we compute the components ,
1+n

jU  ,11 ++≤≤ nLj  by integrating (3) 

in the interval [ ]., 1+nn tt  In the second sub-step, we determine boundary value 

1
0

+nU  using (1b). 

In the first sub-step one can apply arbitrary Runge-Kutta method. However, to 

advance the numerical solution by a single time step one has to compute several off-

grid stage values. This might be expensive as each stage value requires 

approximation of the integrals ( ).tP  The cost of computations is significantly 

reduced if stage values coincide with the computational grid. In the paper we employ 

Heun’s method. It is the simplest explicit second order Runge-Kutta method which 

satisfies the condition mentioned above. 

In both sub-steps we have to approximate ( )ntP  and ( ).1+ntP  The simplest way 

to do this is to apply a quadrature formula with nodes in .n
A  In our case we use 

composite Simpson’s rule (see [9] for a discussion of quadratures in the context of 

numerical integration of (1)). 

One step of the algorithm reads: 

∑
+

=

=

nL

j

n
j

n
j

n UbQ

0

,  (4a) 

( ) ,,,1
n
j

n
j

n
j UQafF −=    ,0 nLj +≤≤  (4b) 

∑
+

=

+++ =

nL

j

n
j

n
j

n UbQ

0

111 ,  (4c) 

( ) ( ),, ,1
1

1,2
n

j
n
j

n
j

n
j hFUQafF +−= +

+    ,0 nLj +≤≤  (4d) 
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( ),
2 ,2,1

1
1

n
j

n
j

n
j

n
j FF

h
UU ++=+

+    ,0 nLj +≤≤  (4e) 

( )∑
++

=

++++ β=

1

0

1111 ,,ˆ
nL

j

n
j

n
j

n
j

n UQabQ  (4f) 

( ),ˆ, 111
0

+++ = nnn QtgU  (4g) 

where the quadrature weights 
n
jb  are give by 












 +==

=

otherwise.
3

4

;oddisif
3

2

;or0if
3

h

j
h

nLjj
h

b
n
j  

Note that formulas (4a) and (4b) are explicit, while all other formulas are implicit. In 

practice system (4c)-(4g) is solved by successive iterations. In the next section we 

show that in an appropriately chosen space the map defined by (4c)-(4g) is a 

contraction. This guarantees that the iterations converge and the whole process (4) is 

well defined. 

Regularity conditions. To conclude this section we mention that convergence 

analysis of any timestepping algorithm and any quadrature formula require some 

regularity of ( )atu ,  and functions f, g, β. In the sequel we assume that the following 

holds: 

( )1H  

( )au0  is bounded, nonnegative and there exists a maximum value A such that 

( ) 00 =au  for ;Aa >  

( )2H  

[ ] [ )( ),,0,0, 3 ∞+×∞∈β Cf  ( ),, P⋅β  ( ),, Pf ⋅  ( ),, PP ⋅β  ( ) ∈⋅ PfP ,  

[ ) [ )( ),,0,,01 ∞∞ ∞LC  ( ),, P⋅β  ( )Pf ,⋅  are compactly supported in [ ),,0 ∞  there 

exists a positive constant C such that ( ) ;,0 CPa <β≤  
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( )3H  

[ ]( ) ,,0 2
1

D×∈ TCg  where 2D  is a compact neighborhood of 

( )( ) .0,,
0 








≤≤β∫
∞+

TtudatPa  

( )4H   

( ) ( ),,00 00 zgu =  

where ( ) ( )∫
∞+

β=
0

000 , daauPaz  and ( )∫
∞

=
0

00 .daauP  

( )5H  

( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )000000 ,0,00,0,00 zgzguPPfu zta −+β+−=  

{ ( ) ( )



β+β× ∫

− inftydsKuttamethoRunge

tPa PPaPa
,

0

000
,,  

( ) ( )} ,,, 000




β− dauPafPa  

where ( ) ( ) ( )∫
∞

−=
0

0000 .,0 daauPafuPt  

Hypotheses ( ) ( )31 H-H  guarantee existence of unique solution ( ),, atu  while 

compatibility conditions ( ) ( )54 H-H  ensure that the solution is at least one time 

continuously differentiable. We refer to [7, 8] where the following theorem is proven: 

Theorem 2.1. Assume that ( ) ( )31 H-H  hold, then the problem (1) has unique 

non negative solution ( ),, atu  global in time and [ ] [ ) ( ){ }( ).0,,0,01 ≥|∞×∈ tttTCu  

If in addition ( ) ( )54 H-H  are satisfied then [ ] [ )( ).,0,01 ∞+×∈ TCu  

To ensure that [ ] [ )( ),,0,0 ∞+×∈ TCu k  ,2≥k  in addition to ( ) ( )51 H-H  one 

has to assume 
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( )k
6

H  

( ) ( )( ),,limlim 0
0

0 tPtg
dt

d
au

da

d
l

l

tl

l

a →→ =    .2 kl ≤≤  

Compatibility condition ( )k
6

H  plays essential role in the proof of the consistency of 

the scheme. 

3. Convergence Analysis 

To simplify the analysis we introduce some notation. Assume that time step h 

takes values in { },0,, >∈= NnNTH N  for a given n and h we define the 

normed space 

,
nLn += RX    ∑

+

=

=

nL

j

n
jn

n UhU

0

,  

the map 

,: 1+×Ψ nnn
h XX    ( ) ( ) ( ) ,

2

1
,ˆ,

1
, 21

111
T

nnnnnnn
h FFQtg

h
UU 






 +=Ψ +++  

and the matrix 

,

0














=

I

J n    ( ) ( ).nLnLI +×+∈ R  

Then method (4) takes the form 

( ),, 11 ++ ψ+= nnn
h

nnn UUhUJU    .10 −≤≤ Nn  (5) 

We set 

( ( ) ( )) ,,...,,, 0
nT

nL
nnn

h atuatuU X∈= +  

and assume that ( ) n
R UB X⊂  denotes the ball of radius R centered at U. 

First, we show that hΨ  is Lipschitz continuous. 
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Lemma 3.1. Assume that hypotheses ( ) ( )41 H-H  hold and 

( ) nn
hR

nn UBWV X⊂∈,  and ( ) ,, 1111 ++++ ⊂∈ nn
hR

nn UBWV X  

for some .0>R  Then 

( ) ( )
1

11 ,, +
++ ψ−ψ

n
nnn

h
nnn

h WWVV  

( ),
1

11
+

++
Ψ −+−≥

n
nn

n
nn WVWVL  (6) 

where ΨL  depends on L, T, R, ,n
hU  1+n

hU  and Lipschitz constants of  f, g, β. 

Proof. Let n
V

Q  and n
W

Q  be quadrature rules for the components nV  and 

,
n

W  respectively. Then 

∑
+

=

−≤−≤−

nL

j

n
nnn

j
n
j

n
jWV

WVWVbQQ nn

0

.
3

4
 

Similarly, if n
V

Q̂  and n
W

Q̂  are quadrature approximations of ( ( ))∫
∞

β
0

,, ntPa  

then ( )2H  and previous estimate imply 

( ) ( )∑
+

=

β−β≤−

nL

j
WjVjWV

nnnn QaQahQQ

0

,,
3

4ˆˆ  

∑
+

=

β −≤

nL

j
WV

nn QQLh

0
3

4
 

( ) ,
9

16
n

nn WVTLL −+≤ β  

where βL  is the Lipschitz constant of β. 

Next, we estimate the components of .n
hΨ  For the first component, we have 

( ) ( ) 1111
ˆˆ1ˆ,ˆ,

1 11
++++ −≤− ++

nnnn
WVgW

n

V

n QQL
h

QtgQt
h
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( ) ,
9

16
1

11
+

++
β −+≤

n
nn

g WVTLLL
h

 

where gL  is the Lipschitz constant of g. Lengthy but straightforward calculations 

show that all other components of  

( ) ( ),,,
11 ++ Ψ−Ψ= nnn

h
nnn

h
n
j WWVVE    ,11 ++≤≤ nLj  

are bounded by 

( ) ( )
n

nn
f

n
j

n
j

n
j WVBLhWVMhE −++−+≤ 11  

( ) ,
3

4
1

11
+

++ −++
n

nn
f WVLMhB  

where fL  is the Lipschitz constant of f, 

{ } RUUB
n

n
hn

n
h +≤ +

+
1

1,max  and 
( ) [ ]

( )( ) .,,max
,0,

atuafM
Tta ×∈ +

≤
R

 

Putting all together we obtain (6). ~ 

Using Lemma 3.1 it is not difficult to prove that discretization (5) is stable. 

Lemma 3.2. Let ,
n

V  nW  be two sequences such, that ,
n

V  ( ),n
hR

n UBW ∈  

for .0 Nn ≤≤  Then for sufficiently small Hh ∈  the following estimate holds 

,max
101

11
j

j

njn
nn R

h

S
WV

+≤≤+
++ ≤−  (7) 

where 

( )nnnnnn WVJWVR −−−= +++ 111  

( ( ) ( )),,, 11 ++ Ψ−Ψ− Nnn
h

nnn
h WWVVh    10 −≤≤ Nn  

( ),000 WVhR −=  

and S does not depend on h. 
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Proof. We denote .
n

nnn WV −=δ  Using Lemma 3.1 and the identity 

11 ++ − nn WV  

( ) ( ( ) ( )) ,,, 111 +++ +Ψ−Ψ+−= nNnn
h

nnn
h

nnn RWWVVhWVJ  

we infer 

( ) ( ) .11
1

11
+

+
Ψ

+
Ψ +δ−≤δ−

n
nnn RLhLh  

Straightforward application of discrete Gronwall’s inequality yields 

∑
=

+
+

−+

Ψ

Ψ

Ψ

+

Ψ

Ψ+








−

+

−
+








−

+
≤δ

n

j

j
j

jnn
n R

Lh

Lh

Lh
R

Lh

Lh

0
1

1
1

0
0

1
1

1

1

1

1

1

1
 

( )
.max

1

1

1

2

10

1

j
j

nj

n

R
Lh

Lh

LhLh +≤≤

+

Ψ

Ψ

ΨΨ








−

+

−
≤  

Since 
( )

1

1

1

1

2
+

Ψ

Ψ

ΨΨ








−

+

−

n

Lh

Lh

LhL
 is uniformly bounded for all ,0 Nn ≤≤  

estimate (7) follows. ~ 

Next, we show that method (5) is consistent, provided that ( )2
6H  holds. 

Lemma 3.3. Assume that hypotheses ( ) ( )51 H-H  and ( ) ,H
6
k  ,2≥k  are 

satisfied, then 

( ) ( { }),, 3,1min
1

11 −
+

++ =Ψ−− k
n

n
h

n
h

n
h

n
h

nn
h hUUhUJU O    .10 −≤≤ Nn  (8) 

Proof. Hypotheses ( ) ( )51 H-H  and ( ) ,H 2
6  ,2≥k  imply that 

[ ) [ )( ).,0,0 ∞×∈ TCu k  Let 

( ),, 11 ++ Ψ+= n
h

n
h

n
h

n
h

nn UUhUJU  

then, taking into account orders of Heun’s method (the order is 2) and composite 

Simpson’s rule (the order is 4), we infer 

( { }),4,min knn hPQ O+=  (9a) 
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( ) ( { }),,
4,min

,,1
kn

jh
n

j
n

j hUPafF O+−=    ,0 nLj +≤≤  (9b) 

( { }),4,min11 knn hPQ O+= ++  (9c) 

( ) ( { }),,
4,min

1,
1

1,2
kn

jh
n

j
n

j hUPafF O+−= +
+

+    ,0 nLj +≤≤  (9d) 

( ) ( { }),,
2

3,min1
1,,2,1,

1
1

kn
jh

n
j

n
j

n
jh

n
j hUFF

h
UU O+=+= +

+
+
+    ,0 nLj +≤≤  (9e) 

( ) ( ) ( { })∫
∞

−+++ +β=
0

3,1min111
,,,ˆ knnn

hdatauPaQ O  (9f) 

( ) ( { }),,
3,1min1

0,
111

0
−++++ +== kn

h
nnn

hUQtgU O  (9g) 

or shortly 

( { }),3,1min11 −++ += kn
h

n hUU O  

and (8) follows. ~ 

We conclude this section with the following theorem. 

Theorem 3.4. Assume that hypotheses ( ) ( )51 H-H  and ( )k
6

H  with ,3≥k  are 

satisfied. If ( ),0
hR uBU ∈  then for all sufficiently small Hh ∈  the following is 

true: 

(a) for each Nn ≤≤1  there exists a unique solution of (5) ( );n
hR

n UBU ∈  

(b) the numerical solution converges and 

( { }),2,2min
0

00 −+−≤− k
hn

nn
h hUUUU O    .0 Nn ≤≤  (10) 

Proof. We use induction. Obviously theorem holds for .0=n  Assume that 

statements (a), (b) are true for .0 nk ≤≤  We show then that it holds for .1+= nk  

Part (a). Consider the iterations: 

( ),, ,11,1 innn
h

nnin UUhUJU +++ Ψ+=    ,0≥i  

( )....,,, 100
0,1 n

L
nnn UUUU +

+ =  
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First of all, induction hypothesis imply 
( { })

( ).2,2min
0,1 n

hh

n
UBU k −∈+

O
 Second, 

using the regularity assumptions we infer ( )( ).1+∈ n
hh

n
h UBU O  Hence, 

( { })
( ) ( )( ) ( ),110,1

2,2min
+++ ⊂⊂∈ −

n
hR

n
hh

n
hh

n
UBUBUBU k OO

 

provided that h is small. 

Next, let ,
1

,11,1
+

+++ −=
n

inin
i UUe  then for the first iterate we have 

( ).
1

0,1
01 +

++≤+≤
n

nn UMhMhUe  

The inequality above implies that ( )( )0,11,1 ++ ∈ n
h

n
UBU O  and we conclude 

that ( ),11,1 ++ ∈ n
hR

n UBU  provided that h is small. 

In general Lemma 3.1 implies 

( ) ( ) ( ),
1

0,11
1 +

+−
Ψ− +≤≤

n
ni

ii UMhLheLhe  

therefore 

( ) ( )∑
−

=

Ψ+
+

+
+++ +≤−

1

0
1

1
01

0,11,1
i

j

j
n

n
n

nin LhUMhUU  

.
1

1
1

0

Ψ

+
+

−

+
≤

Lh

UM
h n

n

 

We conclude that the iterates do not leave the ball ( )( ) ( ),10,1 ++ ⊂ n
hR

n
h UBUBO  and 

converge to unique ( )( ) ( ),10,11 +++ ⊂∈ n
hR

n
h

n
UBUBU O  that solves (5). 

Part (b). Combining Lemmas 3.2 and 3.3, we obtain 

1
11

+
++ −

n
n
h

n UU  

( ( ) )1
11

00
00

,max +
++

≤≤
Ψ−−+−≤

i
i
h

i
h

i
n

iii
h

ni
h UUhUJUUU

h

S
 

( ( { }))3,1min
0

00 −+−≤ k
h hUUh

h

S
O  
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( { }).2,2min
0

00 −+−= k
h hUUO  

The proof is complete. ~ 

4. Numerical Results 

In this section, we provide three computational examples. In the first one, we 

study efficiency of (4) in term of global error, CPU time and order of convergence. 

Note that in this example the maximum age is finite. In the second example we 

compare numerical solutions obtained by (4) and by the low order explicit Euler 

scheme (once again the maximum age is set to be finite). The last example deals with 

the case of infinite maximum age. In all the examples the global error is calculated by 

means of the formula 

n
nn

h
Nn

h UUE −=
≤≤0

max  (11) 

Example 1. In this example the maximum age A is set to be 1, the age-specific 

fertility and mortality moduli, the initial density and the birth function are given by 

( ) ,, zzaf −=    ( )
( )

,
1

,
2

z

aze
za

a

+
=β

−

   ( ) ,
2

0

A

a

e

e
au

−

−

−
=  

( )
( )

( ) ( ( ) ) ( )
,

222111

224
,

2

2

tAAA

tA

eeeAe

eez
tzg

−−−−

−−

+−+−−

+−
=  

respectively. The exact solution is (see [2]) 

( ) .
1

,
tA

a

ee

e
atu

−−

−

+−
=  

Results of numerical simulations (in time interval [0, 10]) are shown in Table 1. 

Thanks to the choice of time stepping algorithm (there is no off-grid stage values) 

very accurate approximations are obtained in a reasonably short time. Note also that 

( ) [ ) [ )( )1,0,0, ×∈ ∞ TCatu  and Theorem 3.4 predicts that ( ).2hEh O=  The last 

row of Table 1 is in complete agreement with the theory. The exact and the numerical 

solutions and the pointwise errors are shown in Figure 1. 
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Table 1. Errors, CPU time (seconds), and order of convergence Example 1. 

N 20 40 80 160 320 

      

hE  510534.0 −⋅  510212.0 −⋅  610325.0 −⋅  710796.0 −⋅  710195.0 −⋅  

CPU 0.094 0.187 0.515 1.497 6.74 

order  2.049 1.988 2.030 2.027 

 

 

Figure 1. The exact solution, the numerical solution and the pointwise error, 

.100=N  

Example 2. Here we compare numerical solutions obtained using (4) and using 

the low order explicit Euler scheme. We use the following data: ,9.0=A ,1=T  

( ) ,
1

1
, z

a
zaf −

−
−=    ( ) ,4, =β za    ( ) ,, zztg =    ( ) ( ) .140 aeaau α−−=  

The exact solution is given by 
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( )
( )

( )
,

11

14
,

+−α

−α
=

α−

α−

t

a

e

ea
tau  

where .5569290855.2=α  

The numerical solutions obtained by explicit Euler method and by (4) are shown 

in Figure 2. Note that the low order solutions develop jump discontinuity along the 

main characteristic line .ta =  The magnitude of the jump decreases as ∞→N  but 

does not vanish completely. The situation is totally different if we use (4), the 

numerical solutions remain smooth for all N. 

 

Figure 2. The numerical solution obtained by (4) and by explicit Euler Scheme (left 

and right columns, respectively), .20,10,5=N  
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Example 3. In this example ,∞=A  the age-specific fertility and mortality 

moduli are the same as in Example 1, the birth function and the initial age-specific 

density are given by 

( )
( )

( )
,

1

24
,

2

t

t

e

ez
ztg

−

−

+

+
=    ( ) ,

2

10 aeau −=  

respectively. The exact solution is 

( ) .
1

,
t

a

e

e
atu

−

−

+
=  

For numerical simulations we took L to be large ( ).20005 NLN ≤≤  It is clear 

that the cost of computations increases together with L. However, the theory 

developed in Section 3 asserts that ( { })2,1min −= k
h hE O  as soon as supp 

[ ].,00 Lhu ⊂  Practical implication | there is no need to increase L indefinitely, the 

accuracy of computations will be the same for all ,
∗≥ LL  where ∗L  is the smallest 

positive integer that satisfy supp [ ].,00 ∗⊂ Lhu  Results of simulations (in time 

interval [ ])10,0  shown in Table 2 completely confirms this simple observation. 

5. Conclusion 

The numerical scheme developed in this paper provides a good approximation to 

the age structured population model. Analysis shows that the convergence rate is 

( ),2hO  provided that the exact solution is sufficiently smooth. Moreover, the order 

of convergence is independent of the age interval. If the maximum age is not finite it 

is sufficient to choose parameter L so, that supp [ ].,00 Lhu ⊂  

To conclude, we mention that analysis of Section 3 requires global regularity of 

( )atu ,  in [ ) [ ).,0,0 ∞×T  However, the method can be reformulated to cope with 

discontinuities along characteristic lines. In addition, the method can be adapted to 

size-structured models [9]. In this case, the characteristic curves are not straight lines 

and more complicated meshing strategy must be used. 
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Table 2. Errors and CPU time (seconds) Example 3. 

L N 20 40 60 80 
 

hE  110121.0 −⋅  110233.0 −⋅  11036.0 −⋅  110482.0 −⋅  
NL 5=  

CPU 0.109 0.20 0.327 0.499 
 

hE  510816.0 −⋅  510421.0 −⋅  510306.0 −⋅  510124.0 −⋅  
NL 10=  

CPU 0.14 0.29 0.515 0.827 
 

hE  510782.0 −⋅  510335.0 −⋅  510294.0 −⋅  510169.0 −⋅  
NL 1000=  

CPU 3.1 10.28 22.94 42.073 
 

hE  510782.0 −⋅  510335.0 −⋅  510294.0 −⋅  510169.0 −⋅  
NL 2000=  

CPU 4.618 17.082 38.204 70.184 
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Abstract 

We saw in [H. Nkounkou, A. Traoré, G. Séworé, M. A. Abani and B. 

Mampassi, Least squares collocation methods for solving partial 

differential equations: a matlab approach, Pioneer Journal of Computer 

Science and Engineering Technology 1(2) (2011), 57-71; H. Nkounkou, 

A. Traore, G. Seworé, A. M. Abani and B. Mampassi, Spectral 

differentiation on unstructured meshes using Jacobi Gauss-Lobatto points, 

Far East Journal of Applied Mathematics 59(2) (2011), 105-122] that the 
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approximation of differentiation operators of order 2 was less good 

because of errors in the second derivation. To compensate this problem, 

we propose in this article an alternative method for approximating 

differentiation operators of order 2 by means of collocation points and we 

present an algorithm for solving a convection diffusion problem in 

complex geometry domains using differentiation matrices with Jacobi 

Gauss Lobatto points. We develop Matlab codes for solving the problem 

by a Least squares collocation method. Least squares collocation methods 

are considered as alternative to least squares finite elements methods [W. 

Heinrichs, An adaptive spectral least squares spectral collocation method 

with triangular elements for the incompressible Navier-Stokes equations, 

Springer and Business Media (2006), 337-350; D. Pathria and G. E. 

Karniadakis, Spectral element methods for elliptic problems in non 

smooth domains, Journal of Computational Physics 122 (1995), 83-95] 

and are particularly very attractive for solving partial differential equations 

on complex geometry domains. A numerical example is supporting our 

paper. 

1. Introduction 

Most of the physical problems are governed by non-linear partial differential 

equations whose analytical resolution is very difficult or impossible in many cases. 

Hence the need of using approximation methods based generally on differentiation 

matrices [7]. The choice of Gauss-Lobatto collocation points in the pseudo spectral 

approximation is an important factor for triangular elements [1, 6]. It is well known 

that computing solutions of Partial Differential Equations (PDEs) by a Least Squares 

Collocation method [2], requires accurate approximation schemes for differential 

operators and occurs in three stages: 

• The generation of the mesh of the studied domain as well as corresponding 

collocation points; 

• The discretization of the problem on each element by the spectral method, 

followed by the process of assembly of local solutions; 

• The determination of the overall solution using approximating differentiation 

operators by means of collocation points. 

The outline of this paper is as follows. In Section 2, we present the linear 

convection diffusion problem. In Section 3, we describe the discretisation of this 

problem, and give its formulations of differentiation matrices associated with        
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two-dimensional mesh domains. This section gives also the algorithm for solving the 

convection diffusion problem and Matlab codes for computing differentiation 

matrices [7]. In the last section, we present numerical experiments and we discuss on 

the accuracy of the method. 

2. The Model Problem 

As a model problem, we consider the following convection diffusion system 

] [ ] [





Ω∂=

−=Ω=+∆−

,on0

,1,0\1,1in
22

u

fuu
 (1) 

where ( ).2 Ω∈ Lf  Referring to [3], the system (1) admits a non-trivial unique 

solution in ( ).1
0 ΩH  We propose, here, an alternative approach of collocation 

methods to approximating second order differentiation operators. We saw in [9] that 

direct application of the collocation method to second order differential operators 

was less good due to errors proliferation in the second derivation. To overcome this 

problem, it is worthwhile to transform the system (1) by a system of partial 

differential equations of the first order. To this end, let introduce two new unknowns 

v and w by setting 

( ) ., ugradwv
T =  

It then follows: 










=








=+







−

,

,

ugrad
w

v

fu
w

v
div

 (2) 

with boundary conditions ,0=u  0=v  and 0=w  on .Ω∂ . Explicitly, we have to 

seek ( )wvu ,,  solution of the problem: 















Ω∂===

Ω=+
∂

∂
−

∂

∂
−

Ω=−
∂

∂

Ω=−
∂

∂

.on0

,in

,in0

,in0

wvu

fu
x

w

x

v

w
y

u

v
x

u

 (3) 
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This system of partial differential equations of the first order has some advantage 

for approximating derivatives with the pseudo spectral method. This latter system is 

therefore to be considered in the rest of this paper for developing a numerical scheme 

based on the combination of both collocation and least squares methods which 

integrates the complexity of the domain geometry. 

3. Collocation Least Squares Approximation 

Let U, V, W be the vectors whose components are, respectively the values of u, 

v, w at collocation points, associated with elements of the meshes hT  as defined in 

[9]. Considering differentiation matrices described in [9] the discretization of the 

problem (3) leads to: 

















=

=

=

=+−−

=−

=−

,0

,0

,0

,

,0

,0

WD

VD

UD

FUWDVD

WUD

VUD

b

b

b

yx

y

x

 (4) 

where xD  and yD  are pseudo differential matrices for which if xU  and yU  denote 

vectors of values of derivatives respect to x and y at collocation points, then we have 

UDU x
x =  and .UDU

y
y =  Here, bD  is the boundary matrix, F the vector of 

values of f at collocation points. It should be noticed that the accuracy of pseudo 

differentiation approximation has been studied in [8] and [9]. It is shown that this 

approximation is very attractive. The discretization problem (4) can be rewritten into 

block matrices forms. 

,

0

0

0

0

0

00

00

00

0

0





























=

















×





























−−

−

−

F

W

V

U

D

D

D

DDI

ID

ID

b

b

b

yx
d

d
y

d
x

 (5) 
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where dI  is the identity matrix. Setting 









































−−

−

−

=

b

b

b

yx
d

d
y

d
x

D

D

D

DDI

ID

ID

00

00

00

0

0

A  (6) 

( )TWVUX ,,=  and ( ) ,0,0,0,,0,0
T

Fb =  we are then led in solving the linear 

system: 

.bX =A  (7) 

The approximation of the problem (1) by the least squares collocation method is 

then reduced in finding ∗X  solution of 

( ) ( ) .min
22

XbXb AA −=− ∗  (8) 

The resolution of such a problem can then be obtained in MatLab by the simple 

command line: 

.\ bX A=  (9) 

We know that there are matrices called assembling matrices Z and W [9] such that 

ZW loc
x

x DD =  (10) 

and 

.ZW
loc
y

y
DD =  (11) 

The differentiation matrices xD  and ,
y

D  in the block matrix ,A  are easily 

computed [9]. The boundary matrix dD  is constructed from knowledge of the mesh. 
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The differentiation global matrix [9] in which we define a third column to 

identify the edge points and to take into account the peaks of the domain. The code to 

compute the global points and the assembling matrices is done as follows: 
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The code for the computation of the boundary matrix is given by: 

 

The general algorithm for solving the problem (1) may be done as follows. 

Algorithm 3.1 (algorithm of solving the problem (1) by the LSCM method). 

  (i) Read the parameter N, degree of local interpolation polynomial. 

 (ii) Load the settings of the mesh ( )., tp  

(iii) Compute the vectors and matrices associated with the mesh 

• Z, W: Assembling matrices. 

• .locglob UU W=  

• ;Loc
xD  :Loc

xD  Local differentiation matrices. 

• ;
x

D  :yD  Global differentiation matrices. 
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• :bD  Boundering matrix. 

• Define the matrix .A  

(iv) Compute: 

• :globbordbord UDU ×=  vector of boundering points. 

(v) Compute: .\ bX A=  

4. Numerical Experiments 

To test our algorithm, we have to consider the model problem (1) with 

( ) ( ) ( ) ( ).sinsin1, 2 yxyxf ππ+π=  

It is easy to verify that the exact solution of this problem is 

( ) ( ) ( ).sinsin, yxyxu ππ=  

We propose then to compare the exact solution with approached solutions based 

on the mesh parameters and those of the spectral approximation. For the resolution of 

the system (7), we can use the normal approximation which consists to reduce this 

equation to the following 

.bX TT
AAA =  (12) 

It shows that it is quite equivalent to solve 

,min
22

bXbX −=−∗
AA  (13) 

but in this case it is reduced to use an optimization code such that: “LSQLIN” of 

MatLab. 

The simulation results are presented in Figures 1 and 2. In Figure 1, we fixed the 

value of the discretization parameter 4=N  and varied the size of the mesh: 1A  (14 

triangles), 1B  (16 triangles) and 1C  (28 triangles) and then we observed their 

corresponding approached solutions ,2A  2B  and .2C  In Figure 2, we fixed the size 

of the mesh and varied the value of discretization parameter N. We note that for this 

case, the direct method gives a better approximation than the method using the 

“LSQLIN” function, which is shown in the two following errors tables: Table 1 and 
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Table 2. We first give the errors table for 4=N  both for the direct method and for 

the method using the “LSQLIN” function. 

Table 1. Evolution of the errors norm for the direct method with .4=N  

Meshes Euclidean norm of the Error 

14 triangles 0.61319 

16 triangles 0.84072 

28 triangles 1.2803 

Table 2. Evolution of the errors norm for the method using « LSQLIN » function 

Meshes Euclidean norm of the Error 

14 triangles 0.92762 

16 triangles 1.1954 

28 triangles 1.6575 

When N increases and when the mesh becomes increasingly thin, we have a 

degradation of the approximation. It is due to bad conditioned matrix [ ],; BA  where 

the condition number of this matrix is computed on the basis of the mesh for .4=N  

Table 3. Condition number of the matrix [ ]BA;  

Meshes 14 Triangles 16 Triangles 28 Triangles 

Condition number of [ ]BA;  792.1456 542.2327 14133. 

The Figure 2 represents approached solutions on a mesh grid of 16 triangles by 

varying the parameter of discretization N. We have here the confirmation that the 

approximation becomes less good when N increases however for values relatively 

modest, 3=N  and ,4=N  the approximation is perfect. This justifies that the 

method converges well and that deterioration obtained for large values of N is simply 

due to the condition number which has an impact on predefined MATLAB 

optimization codes. 
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Figure 1. Meshes and approached solutions for .4=N  
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Figure 2. Approximated solutions for a fixed mesh within 6,5,4,3,2=N  

respectively for figures from left to right. 
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Abstract 

A partial differential equation (PDE) is proposed for simulating the 
lake drying-up. Precisely, we were interested in the change of the 
water level of Lake Chad in long-time. A couple of least squares and 
Donor-cell scheme are used to identify both the level and unknown 
parameters in a lake model. Numerical experiments give the behaviors 
of lake level and the values unknown parameters of model. 
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1. Introduction 

The shrinking and drying-up of Lake Chad in Africa have been widely 
observed in the recent years. In fact, Lake Chad was the sixth largest lake in 
the world 40 years ago but water level has decreased by more than 90 per 
cent of its area [2, 9, 4] (Figure 1). Political leaders, environmentalists and 
scientists have turned their attention to this dramatic topic and try to 
understand the causes, the water balance and how to stop the drying-up 
process. 

Nowadays, many investigations are done in modeling and numerical 
analysis in order to build a useful tool to approximate the environmental 
problems by mathematical models and explain their behavior by numerical 
simulation. For this purpose, the aim of this paper is to contribute to the 
understanding of the drying-up of Lake Chad in long-time. Precisely, to 
develop a preliminary deterministic model of Lake Chad in order to estimate 
the water budget component of the lake and to simulate the lake level 
variations. 

 
Figure 1. Chronology of Lake Chad change from 1963 to 2001. The 
collection of maps has been sourced from the series of satellite images 
provided by NASA Goddard Space Flight Center. 
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A similar investigation has been done in 2006 on Lake Tana in Ethiopia 
[8] where simulation of lake level variation has been conducted through 
modeling at a monthly time step. 

The water balance studies of Africa lakes have been relatively well 
documented, the readers can see for instance, Lake Victoria [18, 14], Lake 
Malawi [11] and Lake Chad [5, 10, 13, 17]. The formers usually approach 
the problem by solving the differential water balance equation, simulating the 
lake level, integrating over a time interval and the differential equation can 
be rewritten as: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ),tthA
tVtPtEthdt

d ε++=+  (1) 

where h is the lake level, A is the depth depending surface area of the lake, P 
is the rate of rainfall over the lake, E is the rate of the lake evaporation, t is 
the time and V is the volume of water exchanged by inflow, outflow and 
groundwater. The final term ε represents uncertainties in the water balance 
arising from errors in the data and other terms such as minor abstraction or 
inflow from ungauged catchments. 

This model depends only on the variable time t, it means that the shape 
of the lake is neglected and the level h is supposed to be the same 
everywhere in the domain. It is clear that this is far to the reality if we 
consider the complexity of the climate, hydrological characteristics of the 
basins and the problem of sand at the bottom of the lake. The improvement in 
the existing water resources models or the development of news models 
required to take into account both the space and time variable which can be 
combined to produce sound models for lakes which generalizes the model 
given by (1). 

This paper is organized as follows: in Section 2, we derive a 
mathematical model of drying-up process in a complex domain such as Lake 
Chad and we treat the discretization of the lake surface. In Section 3, a 
numerical scheme is proposed. Numerical experiments are presented in 
Section 4 and Section 5 is devoted to the conclusion. 
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2. Model 

Lakes are complex dynamics systems due to the hydrology parameters 
(rain, evaporation, inflow and outflow) and physical characteristics (the 
basin, the boundary). These parameters can change from one lake to another. 
In this present paper, we focus our model on the physical characteristics of 
Lake Chad which can be adapted to other lakes. The model follows the 
physical laws and constitutive relations of modeling principles developed in 
[7] and the hydrobalance equation (1). 

2.1. Derivation of equations 

Let Ω be a bounded domain of 2R  which represents the surface of lake, 
whose boundary is denoted by Ω∂  and assumed sufficiently regular. 
Moreover, let ( )th ,x  be the function which describes the level of the lake at 

position Ω∈x  and at time t. Let V be any material volume around x we 
deduce from (1) the water balance in X at time t by 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ).,,,, thA

tVtPtEthdt
d ε++=+ xxxx  (2) 

We assume that the hydrological parameters are not uniformly distributed so 
that the modeling parameters E, P also depend on the position variable. This 
assumption is realistic according to the surface of lake in 1963 (Figure 1). 
Let ( )t,xq  be the flux of water exchanged such that the rate of water flow 

on a surface with unit normal n is 

 ( ) ( ) nxqx ⋅= ttV ,,  (3) 

per unit area ( )( ).1=hA  Then, we can write down the conservation of mass 

for V in the form 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫∂ ε+⋅+=+
V V V V

tdtdtPdtEdthdt
d ,,,,, xnxqxxxxxx  

 (4) 

where V∂  is the boundary of V. 
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We use Green’s theorem on the surface integral and as V is arbitrary, 
equation (4) gives us 

 ( ).tPEhdt
d ε+⋅∇+=+ q  (5) 

At this point, we need to express the parameters E and q to the level h. We 
make the following assumption: 

 ,10, ≤≤α= rhE r  (6) 

where α and r are unknown real parameters and can be identified. The flux q 
is proportional to the volume hence to the level. The general expression of 
the flux is given by the transport equation and at this point, the assumption 
on the coefficient of the transportation fails us, because q is the aggregation 
of the surface and ground flux: 

 ( ) ,, htk ∇= xq  (7) 

where ( ) ( ) ( )0,, >= atahtk xx  is the coefficient of transportation of water, 

h∇  is the variation of the level in x- and y-directions. This term allows us to 
take into account the sanding progress of sand in the lake or any geological 
component contributing to reduce the water level from the bottom of the 
basin. Finally, we obtain the following initial value problem for describing 
the lake level: 

( )( ) ] ),,0in ∞×Ω=α+∇⋅∇−
∂
∂ Phhhkt
h r  (8a) 

[ ),,0in0 ∞×Ω∂=h  (8b) 

( ) ( ) .in,00, 0 Ω∂Ω=Ω∀>= ∪xxx hh  (8c) 

The system (8) is a special case of the problem model introduced by Diaz 
in [3]. For the sake of well-posedness and numerical approach of system (8), 
we admit the following regularity assumptions: 

• ( ( ));;,0 21 Ω∞∈ LCh  

• α,k  and r are positive constants, the parameters of the model; 
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• ( ),2
0 Ω∈ Lh  and 00 =h  in ;Ω∂  

• [ ]( ) .0,,01 ≥∞∈ PCP  

2.2. Discretization of the lake surface 

The spatial discretization of certain partial differential equations requires 
a discretization of the domain by cells where the unknown variable is located 
in the centers of cells. 

Nowadays many pictures from lakes in general and Lake Chad in 
particular are available from satellites. We are concerned with the surface of 
water and it is known that the geometry of natural water areas is complex 
whence we need a preliminary treatment of the original picture in order to 
emphasize only two surfaces, the water and the land areas, and we include in 
land areas the swamps and forest. 

The treatment of satellite image is done with Matlab image toolbox and 
some complementary programs. Here, we assume that the original surface of 
lake is domain Ω and the approximated domain is hΩ  such that the boundary 

of hΩ  is closed. Then, we imbed hΩ  in a rectangular domain .~
hΩ⊃Ω  Ω~  

is discretized in rectangular finite elements (cells), thus we divide the cells in 
three subsets: 

1. F, the subset of fluid cells which are entirely embedding in water area, 

2. B, the subset of boundary cells which are both on land and water area, 
and 

3. L, the subset of obstacle cells which are situated on land area. 

It is shown in Figure 2 that when the number of finite element (cells) 
increases, then the image is neat. This phenomenon respects the main rule of 
pixel in the cameras. 

A such decomposition of the domain required a special numerical 
scheme to approximate the solution of the system (8). 
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Figure 2. Process of treatment from original picture (Figure 2(a)) to discrete 

picture (Figure 2(c) and Figure 2(d)) via the approximation of domain Ω~  
(Figure 2(b)). Fluid Cells are in white color, boundary cells in black color 
and obstacle cells in grey color. 

3. Numerical Scheme 

We propose in this section to calculate an approximation to the solution 
of (8) with a numerical scheme suggested by Griebel et al. [6]. This scheme 
consists in using Donor-cell in space and Euler method in time. 

3.1. Donor-cell scheme on space 

We choose a rectangular grid with constant mesh sizes xΔ  and yΔ  in x- 

and y-directions, respectively. Let maxi  and maxj  be the total number of 

cells in x- and y-direction, respectively. We denote the grid counters as 
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max1 ii ≤≤  and max1 jj ≤≤  in x- and y-space, respectively. Equation (8a) 

can be rewritten as follows: 

 ( ) ( ) .Shy
hhkyx

hhkxt
h r =α+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂

∂
∂−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂

∂
∂−

∂
∂  (9) 

The spatial derivatives 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

x
hkx   and  ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

y
hky  

are discretized at the cell center ( ),, ji  ,...,,1 maxii =  max...,,1 jj =  by 

replacing the spatial derivative by the Donor-cell scheme. Details of the 
spatial discretization can be found in [6]. 

We shall use the notation jih ,  for the numerical approximation to h at 

the center of the cell ( )ji,  and the subscripts 21,21 ±± ji  denote the 

midpoints nodes in x-direction and y-direction, respectively. Therefore, the 
Donor-cell schemes for equation (8a) are the following: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ
−

−
Δ
−

Δ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂

∂
∂ −

−
+

+ x
hh

kx
hh

kxx
hhkx

jiji
ji

jiji
ji

ji

,1,
,21

,,1
,21

,

1
  

 (10) 

and 

( ) .1 1,,
21,

,1,
21,

,
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ
−

−
Δ
−

Δ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂

∂
∂ −

−
+

+ y
hh

ky
hh

kyy
hhky

jiji
ji

jiji
ji

ji
  

 (11) 

3.2. Full discretization 

We first introduce a maximum time T and an interval time [ ].,0 T  Let 

tΔ  be a step size defined by ,NTt =Δ  where 1+N  is the total number of 

grid points. The notation nh  represents the approximation to ( )nth ,x  for 

any Ω∈ ~x  and .0, Nntntn ≤≤Δ=  
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We set 

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

Δ
−

−
Δ
−

Δ
Δ+= −

−
+

+
+

x
hh

kx
hh

kxthh
n

ji
n

ji
ji

n
ji

n
ji

ji
n

ji
n

ji
,1,

,21
,,1

,21,
1

,
1  

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

Δ
−

−
Δ
−

Δ
+ −

−
+

+ y
hh

ky
hh

ky

n
ji

n
ji

ji

n
ji

n
ji

ji
1,,

21,
,1,

21,
1  

( ) F∈∀⎥
⎦

⎤
+α− jiPh n

ji
n

ji ,;,,  and ,0 Nn ≤≤  (12a) 

( ) LB ∪∈∀= jihn
ji ,;0,  and ,0 Nn ≤≤  (12b) 

( ) .,;0
,

0
, F∈∀= jihh jiji  (12c) 

We will not go in depth in the stability condition of this scheme. It is 
well known that Donor-cell scheme is conditionally stable since the time step 
cannot be chosen independently of the spatial discretization. The stability 
criterion used is based on the Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) conditions 

 

( ) ( )

,
112

1

220 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Δ
+

Δ

<δ

yx
K

t  (13) 

where 0K  and α are positive constants. 

Another biologic criterion must be taken into account which is the 
positivity of the solution of (12). In the following section, we will illustrate 
three problems and point out their numerical solutions. 

4. Numerical Experiments 

In this section, we provide three computational examples. In the first one, 
we study the efficiency of (12) in term of relative error, CPU time and order 
of convergence in a regular domain. Note that, in this example, the maximum 
time is finite and the parameters k, α and r are known. The relative error is 
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calculated by means of the formula 

 2

2

H
HHE h

r
−

=  (14) 

and the order of convergence is computed from 

( ) ,2log

log
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

= h
h

E
E

s  

where hH  is the matrix solution obtained via (12) and H is the matrix 

solution of the exact solution. In the second example, we deal with a complex 
domain such as Figure 1, we present in color pictures the water level in the 
domain during the experience. Once again, the parameters k, α and r are 
known but not the exact solution. The aim of this example is to approximate 
the solution and compare to the exact one. The last example deals with the 
case of inverse problem. We consider that we have in our disposal data 
relative to the level of the water in a lake and we would like to identify the 
parameters k, α and r. 

4.1. Example 1 

Let [ ] [ ],1,01,0 ×=Ω  the maximum time T is set to be 10 and we 

consider 

( ) .1,1,1 ==α= rxk  

The initial and the exact solutions are, respectively, 

( ) ( ) ( )yxxyyxh −−= 11,0  

and 

( ) ( ) ( ) .11,, 2teyxxytyxh −−−=  

Numerical results are shown in Table 1. The first column is relative to 
the meshgrid, the second column is the relative error, the third is the CPU 
time and the last column of Table 1 is the order of convergence of the 
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method. The exact and the numerical solutions and the pointwise errors are 
shown in Figure 3. 

 

 

Figure 3. Example 1: The exact solution, the numerical solution and the 
pointwise error with .50=N  
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Table 1. Example 1: NN ×  meshgrid, relative errors, CPU time (seconds) 
and order of convergence 

N rE  CPU s 

5 210016.0 −⋅  0.023 - 

10 51065336.0 −⋅  0.031 1.2921 

15 51040944.0 −⋅  0.031 - 

20 5102978.0 −⋅  0.031 1.332 

25 510234.0 −⋅  0.031 - 

30 51019267.0 −⋅  0.047 1.087 

35 51016374.0 −⋅  0.063 - 

40 51014235.0 −⋅  0.078 1.0652 

4.2. Example 2 

In this example, we consider the domain of lake like Figure 1 and the 
final time .10=T  We consider also the following parameters: 

( ) ,8.0,2,3.0 ==α= qxk  

( ) ( ) ( ).11,0 yxxyyxh −−=  

We present the water level graphs in the domain at time 10;8;6;4;2;0=t  

(Figure 4). These figures show the decreasing process of initial water level. 
This example confirms the drying process described by the model (8). 
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Figure 4. Example 2: The numerical solutions obtained by (12) on complex 
domain at time .10;8;6;4;2;0=t  
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4.3. Example 3 

In this example, we are concerned by an inverse problem. We suppose 
that we have in our disposal data relative to the level of the lake, ,obsH  

collected in the time interval [ ].10,0  The domain of the lake is the same as in 

Example 2. We would like to identify the parameters k, α and r which are 
constants. This is done by means of least square method [15] or sentinel 
method [16]. For this purpose, we introduce an operator of least squares 
method 

 ( ) ( ) 2,,,, rkHHrkJ obs α−=α  (15) 

such that 

 ( )
( )

( ),,,min~,~,~
3,,

rkJrk
Rrk

α=α
∈α

 (16) 

where H is the approximated solution of (8) via Donor-cell algorithm (12). 
We consider obsH  the matrix solution of Example 1. We expect to recover 

the values of Example 2 parameters i.e. 

( ) .8.0,2,3.0 ==α= qxk  

The numerical results are shown in Table 2. 

Table 2. Example 3: The approximated value of k, α and r are given 
according to the number of meshgrid and the CPU time 

k~  α~  r~  N CPU 

0.3018 1.87 0.68 10 15.85 

0.3005 1.7097 0.69 15 65.489 

0.3003 1.7097 0.6898 20 68.952 

0.3002 1.7635 0.6902 25 72.40 

0.3001 1.7118 0.6900 30 77.361 
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5. Concluding Remarks 

In this paper, we have presented a deterministic model to describe the 
drying-up process of a lake taking into account the complexity of the domain 
like Lake Chad surface. We have illustrated three numerical examples based 
on Donor-cells approximation to emphasize, firstly, the well known stability 
and convergence rate of the method, this is done in the first example. 
Secondly, in the second example we have shown the drying-up process of the 
model solution and finally in the last example we have identified the 
unknown parameters via some existing data. The paper points out numerical 
techniques to establish a deterministic model for any and in particular for 
Lake Chad if we have in our disposal the required data. This will be the next 
work of this investigation. 
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Abstract:

A least squares collocation scheme is used to solve PDEs defined on a complex geometry

domain. Triangular finite elements are used to build a macro-mesh of the whole domain and

Fekete points are used as collocation points. We combine together the standard least squares

method and spectral method to compute the global solution. The assembling process of local

solutions is explained through an algorithm. The success of this method is studied throughout

a test problem. Numerical results prove the accuracy of the method which takes into account

the boundary conditions.

Keywords: Least-squares formulation, Spectral elements, Fekete points, differentiation

matrices.

1 Introduction

Computing solutions of partial differential equations (PDEs) on complex geometry domains is one
of the important challenges in numerical analysis. Many classical numerical schemes suffer on the
fact they do not take into account the complexity of the domain geometry.

It is well known that the finite element method (FEM) in its different variants is one of the
most frequently used techniques to approximate the solutions of PDEs. The FEM is become
more popular since the middle of the twentieth century mainly because of its applications by
engineers to structural mechanics such that the analysis of pollutant transport in a fluid [3], [21],
[30], the estimation of crustal deformation fields from GPS measurements [12], [15], [25], [26] and
more generally some numerical solutions of Navier-Stokes equations [4], [13], [23]. One of the
variant of the FEM is the Least-squares Finite Element Method (LSFEM) that gives accuracy
solutions in the case of elliptic problems. But this method is not efficient for solving non linear
and parabolic problems [5]. Alternatively to the LSFEM the Least Squares Spectral Collocation
Method (LSSCM) was developed for solving some non linear PDEs. These methods have become
an attractive class of methods for the numerical solutions of PDEs. LSSCM is particularly well
suitable for solving problems that require coordinate transformations or tracking [22], [24], [29],
[36]. However, it seems to require more computational effort and higher order continuity basis
functions and more work in the matrix assembly. An other variant is the hp-Finite Element

Corresponding author: Aboubakari Traore
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Method (hp-FEM). This version has been developed to take into account the boundary layers and
the singularity of the solutions [16], [34], [37]. This method presents best abilities. For example
the hp-FEM automatically refines the grid around the singularity and increases the polynomial
order of approximation in regions where the solutions are smooth. The overall convergence of the
method is very fast (exponential convergence).

Because the problem domain needs to be discretized into a mesh, these FEM versions suffer
from drawbacks such as tedious meshing and re-meshing. The meshless method [2], [31],[32],[33],
[42] has been proposed for the problem of computational mechanics in order to avoid the tedious
meshing and re-meshing. The meshless method is used to establish a system of algebraic equations
for the whole problem domain without the use of a predefined mesh.

Taking into account the problems met by the previous methods, FEMs has been developed in
[40]. The domain is meshed by using a hybrid discretization consisting of triangular and quadrilat-
eral sub-domains in order to provide great flexibility in refinement and unrefinement techniques.
The spectral method is used over each finite element, in which the weak formulation of Galerkin
is used to discretize the equations. An assembled matrix is easily defined but the difficulties for
applying this method lies in the choice of suitable basis functions to interpolate the solutions.

In this paper we develop a scheme that combines LSCMs, [11], [22],[29] and Spectral colloca-
tion finite elements methods [14], [17],[18],[35]. Collocation points over an arbitrary triangle are
generated using Fekete points [38].

We should also note that a lot of research for the LSSCM is done for Stokes and Navier-Stokes
equations as well as for singular perturbation problems. The most important papers where LSSCM
has been developed in different directions are given in [20], [27], [28]. For a general overview for
spectral methods we should refer to [9]. Furthemore an adaptive LSSCM on triangular elements
is presented in [19].

The paper is organized as follows. In Section 2 we describe the generating collocation points
into a triangular element. In Section 3, we introduce the pseudospectral differentiation. The
least squares collocation method is presented in section 4. The section 5 is devoted to numerical
experiments and we conclude the paper with some remarks in section 6.

2 Triangular-collocation points

In this paper the whole domain is meshed by triangular elements. In this section we define collo-
cation points in an arbitrary triangle by using Fekete points.

Let us define the standard triangle by

T̂ = {(r, s),−1 ≤ r, s ≤ 1; r + s ≤ 0} (2.1)

and let us consider the Dubiner basis functions [14]

φij(r, s) =

(
1− s

2

)i

× p0,0i

(
2r + s+ 1

1− s

)
× p2i+1,0

j (s)

where the pα,βj (s) are the (α, β)-order Jacobi polynomials of degree j [1]. It is well known that

the set of functions φij , 0 ≤ i, j ≤ N and i + j ≤ N is an orthogonal basis of PN (T̂ ), the space
of polynomial of degree less than N . In all the following of this paper we shall write φk instead
of φij , 1 ≤ k ≤ (N + 1)(N + 2)/2 for any arbitrary bijection k ≡ k(i, j). Let us now consider
the generalized Vandermonde matrix V whose components are Vij = φj(zi) for arbitrary points

zk ∈ T̂ , k = 1, ..., η, where we have set η = (N + 1) (N + 2) /2. Fekete points are the points ẑi,
i = 1, ..., η that maximize the determinant of V :

max
{zi}∈T̂

|V (z1, z2, ..., zN )| (2.2)
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In the framework of this paper Fekete points will be generate into an arbitrary triangular element
using appropriate transformation map.

Figure 1: The Lobatto triangle nodes (+) and associated Fekete nodes (o) over the reference triangle

T̂ for N = 10.

(r,s) (x,y)

Figure 2: Distribution of Fekete points from reference triangle (left) to arbitrary triangle (right)
for N = 10.

Fekete points are alternative collocation points to Gauss-Lobatto quadrature points. Clearly in
the case of tensor-product domains such as lines or quadrangles, the Gauss- Lobatto quadrature
points are well suitable for spectral approximation [7],[8]. However, in the case of the triangular
domains, the Fekete points are commonly used in numerical methods to achieve both accurate
high-order polynomial interpolation and quadrature properties [11],[38]. One can notice that the
Fekete points are independent of the chosen basis but since we must compute numerically the
inverse, it is important for the matrix to be well-conditioned.

3 Pseudo spectral Differentiation

Solving PDEs requires accurate approximation of derivatives. We want to provide a discrete differ-
entiation matrix associated with Fekete collocation points on arbitrary triangles. We refer to [39]
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in the case of one dimension and the standard quadrangle. In the case of triangular domains, sin-
gularities often arise near edges. Therefore both suitable collocation points and accurate numerical
methods are required.

3.1 Differentiation over the reference triangle

For any continuous function u(r, s) on the reference triangle T̂ we can write its spectral approxi-
mation in the space PN by

uN (r, s) =

η∑

k=1

Uk φk(r, s) (3.1)

where η = (N + 1) (N + 2) /2, and where the coefficients Uk are obtained by using collocation
equations at Fekete points ẑm

u(ẑm) =

η∑

k=1

Uk φk(ẑm), m = 1, 2, ..., η (3.2)

Setting U = (u(ẑ1), u(ẑ2), ..., u(ẑη))
T

and C = (U1, U2, ..., Uη)
T

the coefficients vector, we
obtain

C = V −1 × U (3.3)

where V is the Vandermonde matrix for the Fekete points. According to (3.1), the derivatives in
s and in r directions at Fekete collocation points ẑm are given by

∂ru
N (ẑm) =

η∑

k=1

Uk × ∂rφk(ẑm)

and

∂su
N (ẑm) =

η∑

k=1

Uk × ∂sφk(ẑm)

respectively. We introduce two differentiation matrices V r, V s, of size η × η in r−direction re-
spectively in s−direction whose components are V r

ij = ∂rφj(ẑi) and V s
ij = ∂sφj(ẑi). Denoting Ur

respectively Us the vector values of the differential approximation respectively in r and s directions
at Fekete collocation points, we obtain

Ur = Dr × U and Us = Ds × U (3.4)

with
Dr = V r × V −1 and Ds = V s × V −1 (3.5)

We deduce the second order differentiation matrices over the reference triangle from (3.4) and
(3.5)

Drr = V rr × V −1, Dss = V ss × V −1, Drs = V rs × V −1 (3.6)

where
V rr = ∂rV

r, V ss = ∂sV
s, V rs = ∂rV

s

3.2 Differentiation over an arbitrary triangle

Any derivative over an arbitrary triangle is derived from the reference triangle according to the
bijective transformation such that:

u(r, s) = u(x1(r, s), x2(r, s)) (3.7)
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Applying the derivative rule in r (respectively s) direction, we have

{
∂ru = (∂rx1) ∂x1

u+ (∂rx2) ∂x2
u

∂su = (∂sx1) ∂x1
u+ (∂sx2) ∂x2

u
(3.8)

Let us denote by Ux1
and Ux2

the vector values of the differential approximation respectively in
x1 and x2 directions at Fekete collocation points. Then, from (3.5) and (3.8) we deduce

(
Ux1

Ux2

)
= G−1 ×

(
Dr

Ds

)
× U (3.9)

where the matrix G is associated to the system (3.8) over Fekete collocation points. Setting

D =G−1 ×
(
Dr

Ds

)
then the differentiation matrices over an arbitrary triangle in x−direction, and

y−direction are given by

Dx = D(1 : η, : ) and Dy = D(η + 1 : 2η, : ) (3.10)

respectively. Second order differentiation matrices on an arbitrary triangle are derived from (3.6)
and (3.8 ). Thus, there exists a matrix Q of size 3× 3, obtained from the derivative of (3.8), such
that 


Dxx

Dxy

Dyy


 = Q×




Drr

Drs

Dss


 (3.11)

4 Least Squares spectral elements formulation

Collocation least squares methods (CLSM) also known as point least-squares or overdetermined
collocation methods, have got a great success in elliptic equations solving [5],[6]. In this section
we present them as an alternative method of standard Least Squares method applied to spectral
collocation methods (LSSCM). The CLSM carried also a numerical contribution for solving some
hyperbolic equations [10], [29], [41]. The parabolic problem case is not enough developed to our
knowledge so we propose in this section the achievement on a test problem over a complex domain.
The Fekete points have been used as collocation points over triangles.

4.1 The test problem

As a test problem, we consider the following parabolic equation

{
∆u+ 2π2 × u = f in Ω

uΓ = g on Γ = ∂Ω
(4.1)

where Ω is a plane domain that contains an obstacle taking into account the complexity of the
domain geometry (see Fig. 3).

4.2 Triangulation and global assembling procedure

The differentiation procedure using finite element over a non standard domain requires the subdi-
vision of the whole domain into finite elements (quadrilaterals, triangles) [40]. We have studied in
the previous section the differentiation operators (the gradient and the Laplacian) over elementary
triangles. We present now the procedure to assemble these elementary operators into a global
operator by means of an operator that assembles the local coefficients into the global coefficients
and ensure C0 continuity.

Our numerical scheme is based on computing a local solution uloc over each elementary triangles
and then the global solution is obtained using an assembly procedure. To illustrate this global
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Figure 3: Triangular macromesh of computational domain.

assembly procedure, we consider a global domain made up of two triangles as shown in the figure
below.

The figure (4) illustrates the local and global numbering of a domain containing two triangular
elements. For example we have taken N = 3 for the expansion order. This technique will allows
us to avoid the repeated collocations points in global assembly. In the examples above, the total
number of freedom in local numbering is NLoc = 12 and the global numbering is Nglob = 9. Let u
be a continuous function defined over such a domain and ûg the global vector value of u calculated
over the global collocation points

ûg =
(
û1
g, û

2
g, ..., û

9
g

)T
(4.2)

and û1 and û2 respectively the vector value of u over the first (respectively the second) triangular
element

û1 =
(
û1
1, û

2
1, ..., û

6
1

)T
and û2 =

(
û1
2, û

2
2, ..., û

6
2

)T
(4.3)

In this case the global assembled matrix A is a (12× 9) matrix such that

[
û1

û2

]
= A×ûg (4.4)

The mesh of the domain above can be done by the program ”dismesh 2d” available in Matlab
software, this returns the matrix of p coordinates of each edge and the matrix of numbering of
triangulation. Let us consider an elementary triangle k in Ω, the problem (4.1) is linear so there
exists a matrix Hk such that

Hk × Uk + 2π2Uk = fk (4.5)

for 1 ≤ k ≤ nt, where nt is the total number of triangles in Ω. We deduce the system




H1
. . . 0

. . .
. . .

. . .

0
. . . Hnt


×




U1

...
Unt


+ 2π2 ×




U1

...
Unt


 =




f1

...
fnt


 (4.6)
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Figure 4: Local numbering (left) and global numbering (right).

Let us denote by

H =




H1
. . . 0

. . .
. . .

. . .

0
. . . Hnt


 (4.7)

and
ULoc =

(
U1, ..., Unt

)T
(4.8)

FLoc =
(
f1, ..., fnt

)T
(4.9)

According to the relation (4.4), there exists an assembled matrix Z such that:

ULoc = Z × Uglob (4.10)

Then, the relation (4.6) becomes

H× Z × Uglob + 2π2 × Z × Uglob = FLoc (4.11)

Hence, for simplicity, we deduce from (4.11) a differentiation matrix D such that:

D×Uglob + 2π2 × Uglob = Fglob

where we have set
D =inv(ZT × Z)× ZT ×H×Z (4.12)

It is important to note that the definition of D is justified by the fact that the matrix Z is not
square. For boundary conditions, there exists a matrix B such that

B×Uglob = Gglob (4.13)

The operator of least squares method is then derived from (4.11 and 4.13)

L(U) = α̂
∥∥D×U + 2π2 × U − Fglob

∥∥2
R

np
+ β̂ ‖B× U −Gglob‖

2

R
nb

(4.14)

where the weights β̂ and α̂ can be used to adjust the relative importance of the terms in the
functional. Here ‖.‖

R
np and ‖.‖

R
nb

denote l2-norm respectively over R
np and R

nb . The integers
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np and nb represent the number of collocation points on the whole domain and the number of
boundary collocation points. Finally, one obtains the numerical solution of the problem (4.1) by
solving the following problem

min
U∈R

np
L(U) (4.15)

We summarize the algorithmic scheme in (Fig.5).

Figure 5: Algorithm for the Least Squares Spectral Elements Method.

5 Computational Experiments

For our numerical experiment we consider the test problem (4.1) from which the exact solution is

ue = sin(πx) sin(πy) (5.1)

when we have taken f = 0 and the data of the function g called Gglob in (4.14) are available by
computing the value of (5.1) at boundaries points. All calculations are performed with a fixed
mesh size by varying the degree N of the interpolation polynomial. The aim of this experience is
to analyze the efficiency of the algorithmic scheme (Fig.5).
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Figure 6: The exact solution (5.1)

Figures 7, 8 and 9 illustrate the solution of problem (4.1) for N = 2, 4 and 6 respectively. These
graphics show the convergence process of approached solutions toward the exact solution and take
better account of boundary conditions. The gradient field in figures (10-12) shows the convergence
of the solution in regions with high concentration gradient. In figures (13-15), we evaluate the
absolute error committed when approximating first and second order partial derivatives. Thus, it
is clear that these errors become as small as the number N of collocation points increases. Starting
from N = 4, the approached solution is very close to the exact one.

Figure 7: Numerical solution for N = 2, and α̂ = β̂ = 1.

6 Concluding remarks

A least squares collocation scheme for solving PDEs over a complex domain is presented. Using
triangular finite elements and Fekete points, the assembling process of global solution has been
quite easy. The macro-mesh of complex domain by triangles has enabled to take into account the
boundary conditions. Numerical simulations on a test problem have confirmed the high accuracy
of our spectral least-squares scheme.
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Figure 8: Numerical solution for N = 4, and α̂ = β̂ = 1.

Figure 9: Numerical solution of (4.1) with N = 6, and α̂ = β̂ = 1.
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