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Abréviations & Notations

Variables aléatoires et modes de convergence
P (A) : la probabilité de l’événement A.
E (X) : l’espérance mathématique de la variable aléatoire X.
Var (X) : la variance de la variable aléatoire X.
Xn

P�! Y : la suite de variables aléatoires (Xn)
n

converge en probabilité vers Y .
Xn

L�! Y : la suite de variables aléatoires (X)
n

converge en distribution vers Y.
i.i.d : indépendantes et identiquement distribuées.
p.s : presque sûrement.
Ft : filtration à l’instant t.

P
]s,t]

ou
t

P
s

: produit-intégrale (ou produit infini) sur ]s, t].

Notations d’ordre général
�

p

n

�
= n!

p!(n�p)! : coefficient binomial.
�T : transposée de �.
kUk : norme du vecteur U .
⌦ : produit direct.
Z⌦2 : ZZ> pour tout vecteur colonne transposé Z.
IA : fonction indicatrice de A; IA(x) vaut 1 si x 2 A et 0 sinon.
p� n : p très grand devant n



v

Modèle de survie
X : temps de survenue de l’événement d’intérêt.
C : temps de censure.
T = min(X, C) : temps réellement observé.
� = I{XC} : indicateur d’événement.
T̃ : temps observé non censuré (c’est-à-dire � = 1).
Y (t) = I{tTi} : indicateur de risque de subir un événement juste avant Ti.
Zij : un vecteur de covariables associé au temps de survie Xij de

l’individu j du groupe i.
R(Ti) : ensemble des individus encore à risque juste avant Ti.
f✓ (Ti) : utilisée s’il n’y a pas d’embiguité pour désigner f ✓

T
(Ti) (la den-

sité de probabilité de la variable aléatoire T prise à la valeur Ti

et indexée par la valeur ✓ des paramètres).
F (t) : fonction de repartition.
S(t) : fonction de survie.
S✓ (Ti) : fonction de survie prise à la valeur de Ti et indexée par la ✓ des

paramètres.
h(t) : fonction de risque.
h0(t) : fonction de risque de base.
H(t) : fonction de risque cumulé.
bH(t) : estimateur de la fonction de risque cumulé.
H0(t) : fonction de risque cumulé de base.
bH0(t) : estimateur de la fonction de risque cumulé de base.
Â(t) : estimateur de Nelson-Aalen de la fonction de risque cumulé.
�(t) : intensité du processus de comptage.

Remarque sur la bibliographie
Dans la bibliographie, les numéros qui apparaissent après une référence désignent
les numéros de pages où cette référence a été citée.
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Introduction Générale

Contexte général
De nos jours, les données volumineuses sont au coeur des problématiques

émergentes en recherche, que ce soit dans le domaine de la biologie, de l’épidémio-
logie, de la physique ou de la finance. Par exemple, pour une maladie complexe, les
chercheurs tentent toujours à collecter un grand nombre de données sur chacun
des sujets de l’étude afin de mieux saisir les mécanismes biologiques et génétiques
entourant ces maladies complexes.

Soit X une matrice de données n ⇥ p où n est la taille de l’échantillon et p

le nombre de variables. Les données en grande dimension signifie généralement
que p est supérieur à n. L’analyse de données en grande dimension pose souvent
des problèmes qui nécessitent de nouvelles méthodologies et théories statistiques
[31]. Par exemple, l’ajustement par les moindres carrés de modèles linéaires et
les méthodes statistiques multivariées classiques ne permettent pas de traiter
un X de grande dimension, car ils reposent tous les deux sur l’inverse de X 0X

qui peut être singulier. Il est à noter que l’augmentation de n et de p a des effets
très différents et opposés sur les résultats statistiques. En général, l’analyse
multivariée a pour objectif de tirer des conclusions statistiques sur la dépendance
entre les variables considerées, de sorte que l’augmentation de n a pour effet
d’améliorer la précision et la certitude de l’inférence, tandis que l’augmentation
de p a l’effet inverse de réduire la précision et la certitude. Par conséquent, le
niveau de détail pouvant être déduit des corrélations entre variables s’accroit avec
n, mais se détériore avec l’augmentation de p.

Dans les modèles de regréssion classique, p  n. Cependant, dans la majorité
des cas en statistique appliquée, les données observées sont de grande taille,
c’est-à-dire de dimension p très grand devant n (p � n). Par exemple en analyse
de survie d’une maladie génétique, pour chaque individu, on dispose d’un grand
nombre de gènes, qui est parfois nettement plus elevé que le nombre d’individus
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dans l’échantillon. Bien évidemment, ce ne sont pas tous les gènes qui sont
associés à cette maladie génétique en question. Dans cette analyse, nous nous
retrouvons avec un vecteur Y de dimension n ⇥ 1 contenant les durées de survie
d’une certaine maladie et une matrice X de dimension n ⇥ p contenant les
expressions génétiques, où le nombre de colonnes est beaucoup plus grand que le
nombre de lignes (p� n).

La réduction des dimensions et la sélection des variables sont d’une importance
capitale pour l’analyse de données de grandes dimensions. En effet, le principe de
parcimonie (sparsity), qui suppose que seul un petit nombre de prédicteurs contri-
buent à la réponse, est donc fondamental et il est fréquemment consideré comme
déterminant dans l’analyse et l’interprétation statistique de données en grande
dimension. Partant du principe de parcimonie (qui permet d’expliquer un phéno-
mène avec un minimum de variables explicatives), un grand nombre de méthodes
d’estimation ont été développées au cours de la dernière décennie. Elles sont adap-
tées au choix des modèles parcimonieux, à l’estimation des coefficients associés et
à la sélection des variables statistiquement significatives et ceci de façon simulta-
née. Ces méthodes reposent sur l’introduction d’un terme de pénalité, dont l’une
des plus populaires est sans aucun doute l’approche connue sous le nom de "mé-
thode Lasso" introduite par [111].

Problématique
L’accroissement de la masse et de la taille des données a en effet nécessité la

proposition de nouvelles approches statistiques adaptées aux caractéristiques des
données modernes. En particulier, le gros volume des données (nombre important
de variables) pose un ensemble de problèmes à la statistique multivariée classique
que l’on résume usuellement par le terme "fléau de la dimension" [13]. Parmi les
difficultés que pose l’analyse statistique en grande dimension, on peut citer les
problème numériques, les problèmes d’inférence ou les problèmes de biais des es-
timateurs. Il a donc été nécessaire de développer durant ces dernières années, des
méthodes capables de pallier avec succès ces problèmes. On note une évolution
diversifiée de la litterature portant sur les méthodes d’estimation pénalisée et la
sélection des modèles de durées de survie censurées pour les données en cluster de
grande dimension. A notre connaissance, malgré ces outils décrivant les aspects
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méthodologiques, algorithmiques, computationnels et théoriques, la méthode du
"group-Lasso" dans le modèle de régression semi-paramétrique à risques propor-
tionnels de Cox, avec fragilité pour les données en clusters, n’a pas été abordée et
fait l’objet principal de cette thèse.

Objectifs
L’objectif de notre travail était d’abord de réaliser un état de l’art exhaustif

sur les méthodes d’estimation pénalisées, souvent utilisées, pour faire de la
sélection de variables en grande dimension dans les modèles de durées de vie
censurées. Cet état de l’art concerne les aspects méthodologiques, algorithmiques,
computationnels et théoriques des méthodes proposées.

Cela commence par une présentation des thóries et méthodologies existantes
sur l’intérêt de la sélection de variables dans les modèles de durées de vie cen-
surées. Nous nous sommes également intéressés à la littérature développée sur
les modèles de survie avec fragilités (fragilité partgée, fragilité corrélée ainsi que
les fragilités emboitées). Ensuite, nous avons présenté les méthodes d’estimations
pénalisées (méthodes de régularisation) Ridge [118], Lasso [111], SCAD [35],
Elastic net [137], Adptive-Lasso [136] et Mcp [133] pour la sélection des variables
dans modèle de régression semi-paramétrique à risques proportionnels de Cox.
Un accent particulier a été mis sur l’aspect computationnel. Cet état de l’art inclut
également la compréhension des différents packages R développés. Notamment
leurs avantages et inconvénients.

Dans une seconde partie, on a adapté la méthode du "group-Lasso" au modèle
de Cox pour des données en clusters ou "groupées" en tenant compte de la fra-
gilité propre à chaque cluster. Les aspects algorithmiques ont été traités et des
simulations ont été réalisées pour étudier le comportement des estimateurs obte-
nus. Ensuite la performance de la méthode group Lasso a été comparée avec celle
des autres méthodes comme group-MCP et group-SCAD. La consistance des esti-
mateurs obtenus par cette méthode a été établie théoriquement. Le travail a été
ensuite généralisé en implémentant l’ "Adaptive group-lasso" dans le modèle de
Cox avec fragilité pour des données en clusters . Chacune des méthodologies étu-
diées a été confrontée aux différents jeux de données réelles, issus en grande partie
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du domaine biomédical.

Etat de l’art
L’identification d’un sous-ensemble de variables explicatives pertinentes est

l’un des objectifs majeurs d’une analyse de modèle de régression en situation
de "petite dimension"(p  n). Dans ce contexte plus traditionnel, on recense
plusieurs méthodes de sélection de modèle qui se proposent de comparer les
modèles construits sur des sous-ensembles de variables explicatives selon un
critère de qualité d’ajustement, pénalisé par le nombre de variables explicatives.
Ainsi, dans le contexte du modèle linéaire généralisé, la minimisation du critère
AIC introduit par [3] ou celui de BIC proposé par [102], (qui représentent des
versions pénalisées de la déviance du modèle par la norme `0 du vecteur � des pa-
ramètres de régression), préfigurent les méthodes d’estimation par régularisation
devenues si populaires pour les données en grande dimension et pour lesquelles
la pénalisation est définie par les normes `2 [56] ou `1 [111] de �.

En effet, l’optimisation de critères pénalisés par :

||�||0 = #{j 2 [1; p], �j 6= 0}

où #A désigne le cardinal de l’ensemble A, nécessite l’ajustement de tous les
sous-modèles possibles (2p modèles); ce qui pose des problèmes numériques, et
ceci même pour des valeurs modérées de p. Certes, la sélection pas à pas constitue
une alternative raisonnable d’un point de vue computationnel, mais le parcours
par cet algorithme séquentiel d’une part très faible du graphe des sous-modèles,
au mieux p(p + 1)/2 sous-modèles, génère une instabilité de la procédure, d’autant
plus grande que p est lui-même grand [16, 35].

L’évolution de la technologie en terme de recueil et de stockage de données,
notamment en biologie moléculaire pour l’étude du génome [104] pour les puces
à ADN [12] et pour l’étude épigénétique de la méthylation de l’ADN, ou en
neurosciences, pour l’analyse de l’activité cérébrale par électro-encéphalographie
[52], ou l’imagerie par résonance magnétique [92], a conduit à des développements
importants de la méthodologie statistique pour l’adapter ensuite à des situations
caractérisées par un grand nombre de variables.
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Les méthodes classiques, notamment celles dont l’objectif est l’identification
de variables d’intérêt par sélection ou tests multiples, ont des propriétés analy-
tiques éprouvées en situation asymptotique, lorsque le nombre n d’individus tend
vers l’infini et que le nombre de variables est fixe. Cependant, ces méthodes se
montrent peu performantes en grande dimension. Par exemple, la propriété de
consistance d’estimation du support par le critère BIC [105, 126] se perd lorsque
le nombre de variables n’est pas fixé [18, 22, 69]. A l’instar de la problématique
abordée plus haut pour évoquer la sélection pas à pas, un des problèmes est
l’explosion combinatoire des associations possibles de variables sélectionnées, qui
nécessite aussi le contrôle par des méthodes adaptées du nombre de sélections
erronées. Une autre raison plus spécifique du paradigme n  p est liée à l’insta-
bilité voire l’impossibilité numérique de l’ajustement de modèles dont le nombre
de paramètres dépasse celui des individus par des méthodes impliquant le plus
souvent l’inversion de la matrice de variance-covariance des variables explica-
tives, par exemple la méthode des moindres carrés en régression. Ainsi, au-delà
de la recherche de solutions statistiques performantes, un des défis de l’analyse
de données de grande dimension est également la simplicité algorithmique des
méthodes, garantissant la possibilité effective de leur mise en oeuvre.

Le modèle de régression semi-paramétrique à risques proportionnels de Cox
[26] est l’un des modèles de régression de durées les plus utilisées en statistique
médicale. Il permet en particulier d’identifier les facteurs de risque d’une ma-
ladie, de comparer des traitements, d’estimer les probabilités de survenue d’un
événement (décès, rechute, etc) chez un individu identifié par un vecteur donné de
variables explicatives. L’inférence statistique dans ce modèle est maintenant bien
maîtrisée et repose généralement sur la méthode du maximum de vraisemblance
partielle, qui fournit des estimateurs consistants et asymptotiquement gaussiens
des paramètres du modèle [78, 37].

De nombreuses extensions de ce modèle ont été proposées, en particulier
pour prendre en compte l’existence de "clusters" ou groupes d’individus au sein
desquels les durées sont corrélées. Ces groupes peuvent représenter les individus
d’une même famille, les patients traités au sein d’un même hôpital, les organes
d’un même patient,...etc. Les clusters peuvent également représenter des durées
observées de manière répétée sur le même individu: dates de rechute, dates de
réapparution d’un symptôme donné,...etc [78].
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Les modèles de régression de durées ont également fait l’objet de la litérature
abondante développée autour des problèmes de sélection de variables en grande
dimension pour le modèle de Cox [111, 112, 134, 9], pour le modèle de Cox avec
fragilité [36], pour le modèle à risques convergents [75] et pour la classe des
modèles de transformation linéaire [135]. Les méthodes de sélection de variables
proposées ici reposent essentiellement sur des versions pénalisées de la méthode
du maximum de vraisemblance partielle. Les pénalités Lasso (basée sur une
norme `1), ridge (basée sur une norme `2), elastic-net sont parmi les plus étudiées
[54]. L’estimateur du Lasso dans le contexte de l’analyse de survie en grande
dimension a été aussi étudié par [79, 43] pour le modèle d’Aalen et par [113, 62, 73]
entre autres pour le modèle de Cox.

Un autre aspect plus crucial dans la modélisation de durée de survie, est
l’hétérogénéité non observée au sein d’une population en étude qu’on appelle
souvent "fragilité" et qui se définit simplement dans le contexte épidémiologique,
qu’un sujet peut être plus fragile qu’un autre et donc avoir un risque de mort ou
d’autre événement pathologique plus grand. C’est un facteur de proportionnalité
aléatoire non observé qui modifie la fonction de risque d’un individu ou d’un
groupe de personnes liées les unes aux autres. Donc l’impact de l’hétérogénéité
de la population sur l’interprétation de la forme des fonctions de risques est
important [2]. Les modèles de fragilité [32, 24, 123, 51] étant des extensions du
modèle classique à risques proportionnels de Cox [26], ils ont été proposés, en
particulier, pour prendre en compte l’hétŕogénéité liée à l’existence de groupes ou
"clusters" d’individus au sein desquels les durées sont corrélées.

Dans le cas de variables catégorielles, les méthodes d’estimation pénalisée où
les variables sont sélectionnées individuellement comme dans le Lasso [112], la
procedure LARS-Cox [49], la finesse résiduelle [103], l’algorithme LARS généralisé
pour le modèle à risques proportionnels de Cox [88] et l’algorithme Lasso à gra-
dient [108] ne sont plus adaptés. Dans cette situation ces méthodes sélectionnent
les indicatrices des modalités et non le groupe d’indicatrices, i.e la variable dans sa
totalité. Dans de telles situations, il est plus judicieux d’envisager de sélectionner
(ou rejeter) les variables par groupes. Cette structure des variables peut être prise
en compte en utilisant l’estimateur Group Lasso introduit par [128] pour le modèle
linéaire, par [83] pour le modèle logistique et [68] pour le modèle de Cox. Inspirés
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par ces ouvrages autour du problème de la modélisation de durées de survie pour
les données en grande dimension, nous sommes motivés pour proposer dans cette
thèse, la méthode du group Lasso dans la sélection de variables pour le modèle de
Cox avec fragilité pour les données en cluster.
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Plan et contribution de la thèse
Pour pouvoir bien mener notre présent travail de thèse, nous avons organisé

notre manuscrit en cinq chapitres sans compter l’introduction générale et la
conclusion générale. Le reste de la présente étude est répartie comme suit :

Chapitre 1 : Le premier chapitre de la thèse est consacré à une brève
présentation de l’historique, des notions et des définitions de concepts relatifs à
l’analyse de durées de vie et des principales fonctions assocées aux distributions
de survie. Nous avons également présenté de façon détaillée trois approches de la
modélisations de durées de vie censurées (approche non paramètrique, approche
paramètrique et approche semi-paramètrique).

Chapitre 2 : Le deuxième chapitre introduit la notion de la fragilité ainsi
que ses différents domaines d’application. Nous avons présenté la méthodologie,
les algorithmes et l’illustration de méthodes sur quelques modèles de fragilité,
particulièrement les modèles de survie à fragilité Gamma (la fragilité partagée, la
fragilitée corrélée ainsi que les fragilités emboitées) sur les différentes bases de
données biomédicales à l’aide de différents packages R.

Chapitre 3 : Le troisième chapitre présente quelques méthodes de régularisa-
tion et de sélection de variables qui ont été proposées ces dernières années pour
le modèle de Cox. Il s’agit principalement de la régression Ridge, la régression
Lasso (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator), la régression adaptive
Lasso, la regression Elastic-net, et enfin la régression Scad et Mcp. Ce chapitre
aussi, présente l’ensemble des solutions (chemin de régularisation) pour une
grille de valeurs des paramètres de lissage pour chaque méthode. Ensuite, nous
avons illustré chaque méthode présentée sur une base de données de survie en
grande dimension. On a 115 patients avec 549 gènes associés au Cancer du sein au
Pays-Bas entre les années 1984 et 1995

Chapitre 4 : Le quatrième chapitre présente des résultats sur la méthode du
group Lasso dans le modèle de Cox avec fragilité. Dans ce chapitre, nous proposons
la méthode group Lasso pour la sélection de variables dans le modèle de Cox
avec une fragilité gamma partagée afin d’étendre les connaissances antérieures
en tenant compte de l’hétérogénéité entre les groupes d’individus liés, exposés et
susceptibles à la survenue d’un événement d’intérêt. La consistance théorique de
la méthode proposée est établie. Nous avons illustré la comparaison de méthodes
group Lasso, group SCAD et group MCP sur une base de données simulées
et de données réelles. Il s’agit des données en grande dimension de l’Institut
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National de Cancerologie des Etats Unis sur 470+ patients ayant la lymphome
à cellules B diffus (DLBCL) recevant un traitement standard avec rituximab
plus cyclophosphamide, doxorubicine, vincristine et prednisolone (R-CHOP). Des
résultats obtenus dans ce travail réalisé sous la supérvision de mon directeur de
thèse Papa Ngom, ont fait l’objet d’une publication d’un article intitulé : Variable
selection with group LASSO approach: Application to Cox regression
with frailty model. Cet article a été publié en 2019 dans une revue internatio-
nale de Communications in Statistics-Simulation and Computation[114].

Chapitre 5 : Le cinquième chapitre présente des résultats sur la méthode
d’Adaptive group Lasso dans le modèle de Cox avec fragilité. C’est une géné-
ralisation du chapitre 4. Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord présenté
quelques méthodes d’estimation pénalisées pour la sélection de variables qui
ne sélectionnent que des variables individuelles dans le modèle de Cox. Il s’agit
principalement de la méthode Lasso (Least Absolute Shrinkage and Selection
Operator), la pénalité Hard-thresholding, la pénalité Smoothly Clipped Absolute
Deviation (SCAD) et la pénalité concave minimale (MCP). Ces pénalités nous
ont permis d’étudier les mèthodes d’estimation pénalisées prenant en compte la
structure des variables groupées, plus particulièrement la méthode d’Adaptive
group Lasso qui fournit une sélection parcimonieuse à l’intérieur des groupes.
La consistance théorique et la sparsité de la méthode ont été presentés. Nous
appliquons l’algorithme " Group Coordinate Descent" pour retrouver l’ensemble
des solutions de la méthodes proposée pour une grille de valeurs des paramètres
de lissage. Un exemple sur une base de données réelles sur la survie au cancer du
sein du Programme de l’Institut national de surveillance, d’épidémiologie et des
résultats (SEER) des Etats-Unis a été utilisée pour comparer les performances de
la méthode proposée avec des méthodes concurrentes, à savoir la méthode group
Lasso, la méthode group SCAD et la méthode group MCP. Des résultats obtenus
dans ce travail réalisé sous la supervision de mon directeur de thèse Papa Ngom,
ont fait l’objet d’un article intitulé : Cox survival analysis with Adaptive
group Lasso à paraître dans Journal des sciences et technologie, 2019.
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CHAPITRE 1

Analyse de durée de survie:
Définitions, Notions et Propriétés

Résumé

Ce chapitre a pour but de faire une brève présentation des outils de base sur l’ana-
lyse de durée de survie que nous utilisons dans cette thèse. Il explique de façon
detaillée l’historique des méthodes d’analyse des données de survie, les principales
fonctions associées aux distributions de survie, la notion de censure et les propriétés
et enfin les trois approches utilisées pour modéliser les durées de survie en particu-
lier l’approche semi-paramétrique (modèle de Cox).
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L’analyse des données de survie est l’étude du délai de survenue d’un événe-
ment particulier pour un ou plusieurs groupes d’individus. Cet événement est sou-
vent associé à un changement d’état; il peut tout aussi bien représenter la mort
d’un individu pour une cause déterminée, que l’appartion d’une maladie, ou bien
encore la dispartition des symptômes. L’analyse des données de survie est utili-
sée dans un contexte d’études longitudinales comme les études de cohorte et les
essais thérapeutiques. Une de ses caractéristiques est la difficulté à pouvoir obser-
ver complètement tous les temps d’événements. Par exemple, quand l’événement
étudié est le décès, la date de cet événement n’est pas observée pour les sujets
toujours vivants à la fin de l’étude. Ce type d’observation incomplète se nomme
"censure à droite" et sera bien discuté dans cette thèse.
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1.1 Historique des méthodes d’analyse des don-
nées de survie

L’étude des données de survie est restée au XVII ème siècle un problème
longtemps étudié par les démographes et les actuaires. Le but des analystes de
ce siècle est l’estimation, à partir des carnets de décès, de diverses variétés de
la population, son groupe, sa durée, etc... Ces analyses, très générales, ne sont
affinées qu’ à partir du XIX ème siècle, avec l’apparition de particularité suivant
des variables exogènes (sexe, nationalité, catégories socio-professionnelles...). Et
c’est durant ce siècle que les premières modélisations concernant la probabilité de
mourir à un certain âge, probabilité qui sera par la suite désignée sous le terme
de fonction de risque ont fait leur appartion.

L’analyse des données de survie commence à prendre une envergure en s’éloi-
gnant petit à petit du cadre strict de la démographie et de l’actuariat pour investir,
au XX ème siècle, toutes les disciplines susceptibles d’avoir recours à de tels types
de données : l’ingénierie avec l’apparition de la théorie de la fiabilité, la sociologie
avec l’analyse de l’histoire d’événements et dans le domaine biomédical où on note
deux objectifs principaux de l’analyse de survie:

Lors d’un essai thérapeutique, il s’agit de tester l’efficacité d’un nouveau trai-
tement en comparant les durées de survie qu’il permet d’obtenir à celles que donne
le traitement habituel (ou un placebo).

Lors d’une étude épidémiologique, il s’agit d’évaluer la valeur pronostique
d’un ou plusieurs facteurs, soit sur la durée de survie, soit sur le délai de sur-
venue d’une maladie. Peu utilisée par la communauté scientifique en particulier
celle des statisticiens jusqu’en 1950, malgré les conceptions d’un modèle paramé-
trique dans le domaine de la fiabilité par Weibull en 1951 et celle d’un modèle
non-paramétrique de la fonction de survie en 1958, où l’on note d’importants ré-
sultats de Kaplan-Meier en terme d’estimateur , l’analyse de survie connaît son
épilogue en 1972 grâce aux excellents travaux de Cox publiant un article posant
les bases d’un cas particulier de modèle semi-paramétrique faisant intervenir des
variables explicatives (exogènes).
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1.2 Les principales fonctions associées aux distri-
butions de survie

Le terme de durée de survie est employé de manière générale pour désigner
le temps qui s’écoule dès le début de l’observation jusqu’à la survenue d’un évé-
nement particulier. A l’origine cet événement désignait le " décès " mais d’autres
événements peuvent être considérés par exemple la rechute d’une maladie en épi-
démiologie, la panne d’une machine (durée de fonctionnement d’une machine en
fiabilité) ou les durées de contrats en actuariat. Cinq fonctions équivalentes sont
associées aux distributions de durée de survie. Supposons que la durée de survie
X soit une variable aléatoire positive ou nulle et absolument continue. Alors la loi
de probabilité peut être définie par l’une des fonctions suivantes.

1. La fonction de survie S

La fonction de survie notée S est définie par :

S(t) = P{X � t}, t � 0.

Pour t fixé, S(t) est la probabilité de survivre jusqu’a l’instat t. C’est donc
une fonction continue monotone non croissante telle que

S(0) = 1, lim
t!1

S(t) = 0.

2. La fonction de repartition F

La fonction de repartition notée F est définie par :

F (t) = P{X < t} = 1� S(t), t � 0.

Pour t fixé, c’est la probabilité de mourir avant l’instat t.

3. La densité de probabilité f

La fonction de densité notée f est positive telle que :

F (t) =

Z
t

0

f(s)ds.

Si la fonction de repartition a une derivée au point t alors

f(t) = lim
dt!0

P(t  X < t + dt)

dt
= F 0(t) = �S0(t).

Pour t � 0 fixé , la densité de probabilité caractérise la probabilité par unité
de temps de mourir dans un petit intervalle de temps après l’ instant t.
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4. Le taux d’ incidence ou risque instantané h

Le risque instantané est aussi très souvent appelé " le taux de hasard".

h(t) = lim
dt!0

P(t  X < t + dt | X > t)

dt
=

f(t)

S(t)
= � ln (S(t))0 .

Pour t fixé, h caractérise le risque de mourir dans un petit intervalle de
temps après l’instant t conditionnellement au fait d’ avoir survécu jusqu’à
l’instant t. Aussi cela signifie -t-il le risque de mort instantané par ceux qui
ont survécu.

5. Le risque cumulé H

H(t) =

Z
t

0

h(u)du = � ln{S(t)}

=) S(t) = exp (�H(t)) = exp

✓
�
Z

t

0

h(u)du

◆
.

Le temps moyen de survie E(X) ainsi que de variance Var(X) sont donnés
par :

E(X) =

Z
1

0

S(t)dt, Var(X) = 2

Z
1

0

tS(t)dt� (E(X))2 .

1.3 Notions de Censure, Processus ponctuel et
Propriétés

Les méthodes standards d’analyse statistique sont inappropriées pour les don-
nées de survie. En effet, ces données présentent plusieurs particularités. Une des
particularités de données de survie est que l’on dispose de " données incomplètes "
dans le sens où l’événement d’intérêt comme le décès n’est pas forcément observé
sur quelques individus durant le temps de suivi. Pour ces individus, le temps de
survie est dit "censuré". Plusieurs types de censures existent. La censure à droite
est l’exemple le plus connu d’observation incomplète en analyse de survie. La cen-
sure à gauche est moins souvent rencontrée dans les études épidémiologiques. La
censure par intervalles est peu abordée car même lorsqu’elle est présente dans la
réalité, elle est rarement prise en compte, le plus souvent dans un souci de simpli-
cité. Nous nous limiterons, dans le cadre de cette thèse, à la censure dite censure
aléatoire à droite qui indique que le délai exact de décès de sujets (non observés)
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est supérieur ou égal (à droite) à son délai de survie. En fait la durée de vie est dite
censurée à droite si l’individu n’a pas subi l’événement à sa dernière observation.
Il est par conséquent à risque de subir encore l’événement à la fin du suivi. La
censure aléatoire à droite est la plus courante par exemple : la perte de vue d’un
patient qui quitte l’étude en cours et on ne le voit plus à cause de diverses raisons
par exemple :

- les patients qui sont exclus de l’étude du fait qu’ il y ait les effets secondaires
ou inefficacité du traitement pouvant entrainer un changement ou un arrêt
du traitement.

- les patients dits exclus-vivants de l’étude à cause de la fin de l’étude au
moment où ils sont encore vivants (ils n’ont pas subi l’événement).

Dans les modèles classiques d’analyse de survie, on fait l’hypothèse de la censure
indépendante. La censure est dite indépendante si, sachant qu’une personne est
vivante en t et connaissant ses caractéristiques individuelles, le fait de savoir que
cette personne n’est pas censurée ne change pas son risque instantané [4].

1.3.1 Processus de la censure
Définition 1.3.1. La variable de censure C est définie par la possible non-
observation de l’événement. Si l’on observe C et non la durée de survie X, et que
l’on sait que X > C (respectivement X < C, C1 < X < C2), on dit qu’il y a censure
à droite ( respectivement censure à gauche, censure par intervalle).

Si l’événement se produit, X est "réalisée". S’il ne se produit pas (l’individu
étant perdu de vue, ou bien exclu vivant), c’est C qui est " réalisée". X peut être
considérée comme la durée séparant un événement initial A d’un événement
terminal B, ou comme la durée pendant laquelle un sujet reste dans un état donné
(auquel cas A désigne l’entrée dans cet état et B la sortie de cet état). Nous
allons donner les caractéristiques de la censure.

1. - Censure de type I ( Censure non-aléatoire de type I)
La censure est dite de type I si étant donné un nombre positif C et un n-
échantillon X1, ...., Xn, les observations consistent en (Ti, �i), où

(
Ti = Xi ^ C

�i = I{XiC}
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C’est le cas, par exemple, si les seuls sujets censurés sont des sujets exclus
vivants à une date de point ou à la fin de l’étude, fixée à l’avance. La vrai-
semblance du modèle associée aux observations (T1, �1), ..., (Tn, �n) s’écrit :

L(✓) =
nY

i=1

f✓

�
Ti

��iS✓

�
C
�1��i . (1.1)

En d’autres termes lorsqu’on observe la sortie avant la censure (�i = 1),
c’est f✓ (Ti) (utilisée s’il n’y a pas d’embiguité pour désigner la densité de
probabilité de la variable aléatoire T prise à la valeur Ti et indexée par la
valeur ✓ des paramètres) qui intervient dans la vraisemblance et, dans le cas
contraire (� = 0), on retrouve S✓ (C) (fonction de survie à la date de censure
et indexée par ✓).
Et pour démontrer la formule (1.1), il suffit de calculer P

�
Ti 2 [ti, ti +dti], �i =

di

�
. Puisque �i ne peut prendre que les valeurs 0 et 1, on calcule sur [0, C] :

P
�
Ti 2 [ti, ti + dti], �i = 1

�
= P

�
Xi ^ C 2

⇥
ti, ti + dti,

⇤
, Xi  C

�

= P
�
Xi 2 [ti, ti + dti]

�

= f✓

�
ti
�
dti. (1.2)

On peut toujours supposer dti suffisamment petit pour que ti + dti  C et

P
�
Ti 2 [ti, ti + dti], �i = 0

�
= P

�
Xi ^ C 2

⇥
ti, ti + dti,

⇤
, Xi � C

�

= P
�
Xi � C

�

= S✓(C). (1.3)

Ces deux cas peuvent se résumer en :

P
�
Ti 2 [ti, ti + dti], �i = di

�
= f✓

�
ti
��iS✓

�
C
�1��i . (1.4)

Cette expression peut être également obtenue en observant que :

P
�
Ti > ti, �i = 1

�
= P

�
Xi > ti, Xi  C

�
=

Z
C

ti

f✓(u)du

et dans le cas où �i = 0 comme alors Ti = C, il n’y a pas de densité, mais
simplement la probabilité de cet événement est égale à S✓(C). Comme pour
une observation censurée, par définition Ti = C et l’expression ci-dessus
peut se réécrire :

L(✓) =
nY

i=1

S✓

�
Ti

�
h✓

�
Ti

��i . (1.5)
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Cette expression est donc simplement le produit des valeurs de la fonction de
survie (qui traduit le fait que les individus sont observés au moins jusqu’en
Ti), pondérée pour les sorties non censurées par la valeur de la fonction de
hasard (qui traduit le fait que pour ces observations la sortie a effectivement
lieu à l’instant Ti). On utilise en général la log-vraisemblance égale à une
constante additive près à :

ln L
�
✓
�

=
nX

i=1

⇥
�i ln h✓

�
Ti

�
+ ln S✓

�
Ti

�⇤
. (1.6)

Ce mécanisme de censure est fréquemment utilisé dans les applications in-
dustrielles. Par exemple on peut tester la durée de vie de n ampoules iden-
tiques sur un intervalle d’observation fixé [0, t].

2. - Censure de type II
La censure est dite de type II si étant donné un nombre positif fixé r et un
n-échantillon X1, ...., Xn, les observations consistent en (Ti, �i), où

(
Ti = Xi ^X(r)

�i = I{XiX(r)}

X(1) < X(2) < · · · < X(n) sont les statistiques d’ordre. En biologie par exemple
on peut tester l’efficacité d’une molécule sur un lot de souris, la durée de
l’étude correspondant au temps que mettent r souris à mourir. Un autre
exemple concerne l’observation de la durée de fonctionnement de n machines
tant que r d’entre elles ne tombent pas en panne. Autrement dit, la censure
est présente quand on décide d’observer les durées de vie de n patients jus-
qu’à ce que r d’entre eux soient décédés et d’arrêter l’étude à cet instant
là.
Soient X(i) et T(i) les statistiques d’ordre des variables Xi et Ti. La date de
censure est donc X(r).

T(1) = X(1)
... =

...
T(r) = X(r)

T(r+1) = X(r)
... =

...
T(n) = X(r).



1.3. Notions de Censure, Processus ponctuel et Propriétés 20

La vraisemblance a une forme proche du cas de la censure de type I. On
remarque que, dans la fonction de survie à la date de censure, il convient de
choisir les instants des r sorties parmi les n observations. Cela nous permet
d’écrire :

L(✓) =
n !

(n� r) !

"
rY

i=1

f✓

�
X(i)

�
#

S✓

�
X(r)

�n�r

=
n !

(n� r) !

nY

i=1

f✓

�
T(i)

��iS✓

�
T(i)

�1��i

=
n !

(n� r) !

nY

i=1

h✓

�
T(i)

��iS✓

�
T(i)

�
. (1.7)

Si la loi de référence est la loi exponentielle, on trouve ainsi que :

L(✓) =
n !

(n� r) !
✓r exp

�
� ✓T

�
,

avec T =
P

r

i=1 T(i) +
�
n � r

�
T(r); la statistique est donc exhaustive pour le

modèle.

3. - Censure de type III ( Censure aléatoire de type I)
Une censure est dite aléatoire de type I si étant donné une n-observation
X1, ..., Xn, il existe une v.a n-dimensionnelle (C1, ..., Cn) de (R+)n telle que les
observations consistent en (Ti, �i), où

(
Ti = Xi ^ Ci

�i = I{XiCi}

La vraisemblance de l’échantillon (T1, �1), ..., (Tn, �n) s’écrit avec des nota-
tions évidentes:

L(✓) =
nY

i=1

h
fX(Ti, ✓)SC(Ti, ✓)

i�i
h
fC(Ti, ✓)SX(Ti, ✓)

i1��i

.

La forme de la vraisemblance ci-dessus se déduit par exemple du fait que
T1, ..., Tn est un échantillon de la loi ST (✓, .) avec :

ST (✓, t) = P✓(Ti > t) = P✓

�
Xi^Ci > t

�
= P✓(Xi > t)P✓(Ci > t) = SX(t, ✓)SC(t, ✓).

On écrit comme dans l’équation 1.2 et l’équation 1.3 que :

P
�
Ti 2 [ti, ti + dti], �i = 1

�
= P

�
Xi ^ Ci 2

⇥
ti, ti + dti,

⇤
, Xi  Ci

�
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= P
�
Xi 2 [ti, ti + dti], ti < Ci

�

= SX(✓, ti)fC(✓, ti)dti.

et

P
�
Ti 2 [ti, ti + dti], �i = 0

�
= P

�
Xi ^ Ci 2

⇥
ti, ti + dti,

⇤
, Xi � Ci

�

= P
�
Ci 2 [ti, ti + dti], Xi > ti

�

= fX(✓, ti)SC(✓, ti)dti.

On peut obtenir ces expressions directement à partir de celles obtenues dans
la sous-section 1.3.1 en conditionnant par rapport à la censure, puis en in-
tégrant par rapport à la loi de celle-ci. Plus précisement on écrit :

P
�
Ti > ti, �i = 1

�
= P

�
Xi ^ Ci > ti, Xi  Ci

�

= P
�
ti < Xi  Ci

�

=

Z +1

ti

P
�
ti < Xi  c

�
fC(✓, c)dc

=

Z +1

ti

⇣Z c

ti

fX(✓, x)dx
⌘
fC(✓, c)dc,

puis par Fubini on inverse les intégrales pour obtenir :

P
�
Ti > ti, �i = 1

�
=

Z +1

ti

fX(✓, x)
⇣Z +1

x

fC(✓, c)dc
⌘
dx

=

Z +1

ti

fX(✓, x)SC

�
✓, x

�
dx

et finalement

P
�
Ti 2 [ti, ti + dti], �i = 1

�
= � d

dti
P
�
Ti > ti, �i = 1

�
= fX

�
✓, ti

�
SC

�
✓, ti

�
dti.

On fait alors l’hypothèse que la censure est non-informative, c’est à dire que
la loi de censure est indépendante du paramètre ✓. La vraisemblance se met
dans ce cas sous la forme

L(✓) =
nY

i=1

f✓

�
Ti

��iS✓

�
Ti

�1��i .

Cette dernière expression peut s’écrire comme en (1.1) ci-dessus :

L(✓) =
nY

i=1

S✓(Ti)h✓(Ti)
�i . (1.8)
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Enfin le mécanisme de censure est habituellement supposé être indépen-
dant de l’événement étudié : on parle de censure non-informative. On
constate ici que la censure fixe est un cas particulier de censure aléatoire
non-informative dans laquelle la loi de la censure est une loi de Dirac au
point C. L’expression établie dans le cas de la censure fixe se généralise
donc facilement. Si la censure est informative, alors l’expression classique
de la vraisemblance ne correspond plus à une vraisemblance complète, mais
à une vraisemblance partielle qui peut être utilisée pour des inférences, bien
qu’il y ait une perte d’efficacité des estimateurs produits (car toute l’infor-
mation n’est pas utilisée). Ainsi, la censure informative est à l’origine d’un
biais lors de l’analyse standard basée sur la vraisemblance [101, 66].

1.3.2 Processus ponctuel Ni(t)

L’étude des durées de survie peut être abordée d’une autre façon. Au lieu de
considérer T la durée étudiée, qui est une variable aléatoire réelle positive, gé-
néralement continue, de densité f , de fonction de répartition F et de fonction de
survie S = 1�F , on représente l’expérience par le processus ponctuel associé Ni(t).
Notons que certaines notions utilisées dans cette section sont définies en annexe
A de cette thèse.

Définition 1.3.2. - Une observation consiste en (Ti, �i), où
(

Ti = Xi ^ Ci

�i = I{XiCi}

Un processus ponctuel est défini par :

Ni(t) = I{Tit, �i=1}, t � 0.

Ni(t) est un processus non décroissant, tel que Ni(0) = 0 et qui fait des sauts de
1. Si l’individu i subit l’événement avant t, alors Ni(t) = 1; sinon, Ni(t) = 0. Nous
définissons également la fonction

Yi(t) = I{Ti�t}

qui est l’indicateur de risque pour le sujet i ( n’a pas encore subi l’événement ni
censuré) juste avant l’instant t.
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Définition 1.3.3. Les processus

�i(t) = hi(t)Yi(t)

et
⇤i(t) =

Z
t

0

hi(s)Yi(s)ds

sont appelés respectivement processus d’intensité et processus d’intensité cu-
mulée de Ni(t). (cf. annexe A.2). ⇤i(t) est également appelé compensateur du
processus Ni(t). Notons que �i(t) est une variable aléatoire, contrairement à hi(t)

qui est fixe.

Proposition 1.3.4. Le processus stochastique défini par :

Mi(t) = Ni(t)�
Z

t

0

hi(s)Yi(s)

est une martingale.

Preuve.

E [dMi(t)|Ft�)] = E [dNi(t)� hi(t)Yi(t)dt|Ft�] (1.9)

= E [dNi(t)|Ft�]� hi(t)Yi(t)dt

= �i(t)dt� �i(t)dt

= 0 (cf. annexe A.2).

Modélisation
Concernant les modèles statistiques proprement dits, trois approches se re-

trouvent dans la description des données de survie : l’approche non-paramétrique,
paramétrique et semi-paramétrique.

1.4 L’approche non-paramétrique
L’approche non-paramétrique est utilisée lorsqu’aucune hypothèse n’est faite

sur la distribution des temps de survie. Il s’agit dès lors d’un problème d’estima-
tion fonctionnelle, avec les équivoques que cela implique par exemple, la fonction
de survie sera estimée par une fonction discontinue, sachant qu’elle est continue.
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L’inconvénient d’une telle approche est la nécessité de disposer d’un nombre impor-
tant d’observations, le problème de l’estimation d’un paramètre fonctionnel étant
délicat puisqu’il est non décrit par un nombre fini de paramètres, c’est à dire il
appartient à un espace de dimension infinie.

1.4.1 Estimation du risque cumulé
L’une des fonctions qui caractérisent la distribution des temps d’événements est

la fonction de risque cumulé. Nous traiterons donc de l’estimation de la fonction
de risque cumulé, avec l’estimateur de Nelson-Aalen.

1.4.1.1 Estimateur de Nelson-Aalen bA(t)

Lorsque X admet une densité f , on a défini la fonction du risque cumulé noté
dans cette section par

A(t) =

Z
t

0

h(u)du =

Z
t

0

f(u)

S(u)
du.

Dans le cas où la distribution de X n’admet pas de dérivée en tout point de R+,
on peut toujours écrire le risque cumulé comme

A(t) = �
Z

t

0

S(du)

S(u�)
.

Dans le cadre de données censurées aléatoirement à droite, on remarque que

A(t) = �
Z

t

0

H1(du)

H(u�)
, (1.10)

où H(t) = P(T > t), H1(t) = P(T > t, � = 1). On note G(t) la fonction de survie
de la variable de censure C. D’après l’hypothèse d’indépendance entre X et C, on
obtient

H(t) = P(T > t) = P(X > t, C > t) = S(t)G(t)

et
H1(t) =

Z +1

t

G(u�)f(u)du = �
Z +1

t

G(u�)S(du).

Par conséquent,
H(u�) = G(u�)S(u�)

et
H1(dt) = G(t�)S(dt).
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En remplaçant les fonctions H et H1 dans (1.10) par leurs équivalents empiriques
définis par

bH(u) =
1

n

nX

i=1

I{T(i)>u} et bH1(u) =
1

n

nX

i=1

I{T(i)>u,�i=1},

on obtient alors, pour tout t tel que P(T > t) > 0, un estimateur "naturel" de la
fonction de risque cumulé de Nelson Aalen :

bA(t) = �
Z

t

0

bH1(du)
bH(u�)

=
X

i,Tit

P
n

j=1 I{Tj=Ti,�j=1}P
n

j=1 I{Tj�Ti}

=
X

i,Tit

di

Yi

.

— Yi est le nombre d’individus à risque juste avant Ti.
— di est le nombre de décès en Ti.

L’estimateur de Nelson-Aalen est une fonction en escalier ayant un saut de taille
di

Yi

à chaque instant de décès.

Exemple 1.4.1. On observe les durées de vie de 10 diodes exprimées en mois
1, 2, 4+, 5, 7+, 8, 9, 10+, 11, 13+ où (+) désigne les données censurées.
Le calcul de l’estimateur de Nelson-Aalen donne :

8 0  t < 1 bA(t) = 0

8 1  t < 2 bA(t) = 1
10 + bA(0) = 0.1

8 2  t < 5 bA(t) = 1
9 + bA(1) = 0.21

8 5  t < 8 bA(t) = 1
7 + bA(3) = 0.35

8 8  t < 9 bA(t) = 1
5 + bA(5) = 0.55

8 9  t < 11 bA(t) = 1
4 + bA(8) = 0.80

8 t � 11 bA(t) = 1
2 + bA(9) = 1.3

1.4.1.2 Estimation de la variance de bA(t)

En utilisant le processus de comptage et en faisant une approximation de l’ac-
croissement du processus de comptage par une loi de poisson, [1] a montré que la
variance de l’estimateur de Nelson-Aalen est donné par

bVar( bA(t)) =
nX

i,Tit

di

Y 2
i

,

où di et Yi sont respectivement le nombre de décès et d’individus à risque en Ti.
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Figure 1.1 – Estimateur de Nelson-Aalen sur les durées de vie de 10 diodes exprimées en
mois.

1.4.1.3 Loi asymptotique

D’après la décomposition de Doob-Meyer (cf. annexe A.2)

M(t) = N(t)� ⇤(t) = N(t)�
Z

t

0

h(s)Y (s)ds

est une martingale locale de carré intégrable. Heuristiquement, on a

dN(t) = dM(t) + h(t)Y (t)dt,

où dM(t) peut être considéré comme un "un bruit aléatoire". On déduit que
dN(t)

Y (t)
' h(t)dt et que

Z
t

0

dN(t)

Y (t)
'
Z

t

0

h(t)dt.

On cherche à estimer le risque cumulé

A(t) =

Z
t

0

h(t)dt.

On définit les notations suivantes :

N+(t) =
nX

i=1

Ni(t)
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et

Y+(t) =
nX

i=1

Yi(t).

comme étant, respectivement, le nombre total de survenues de l’événement à l’ins-
tant t et le nombre total d’individus encore à risque juste avant l’instant t.

Définition 1.4.2. L’estimateur de Nelson-Aalen de la fonction de risque cumulé
[86, 1] est défini par

Â(t) =

Z
t

0

J(u)

Y+(u)
dN+(u), (1.11)

où J(t) = I{Y+(t)>0}. Par convention, J(t)

Y+(t)
= 0 quand Y+(t) = 0.

Théorème 1.4.3. (cf. section IV.1, pg.193 de l’ouvrage d’[4]).
bA(t) est un estimateur biaisé de A(t) et sous l’hypothèse que sa fonction de réparti-
tion F (t) < 1 (c-à-d. que A(t) <1), nous avons

p
n
� bA(t)� A(t)

�
L�! U(t) (n! +1),

avec U une martingale gaussienne telle que
8
<

:

U(0) = 0

Var(U(t)) =

Z
t

0

h(u)

y(u)
du,

où y(s) =
⇥
1� F (s)

⇤⇥
1�G(s�)

⇤
avec G la fonction de répartition de censure C.

Preuve. Pour démontrer le Théorème 1.4.3, on va d’abord calculer le biais et en-
suite, on examine le comportement asymptotique de l’estimateur.
Pour le biais, calculons E

⇥ bA(t)
⇤
.

E
⇥ bA(t)

⇤
= E

h Z t

0

J(u)

Y+(u)
dN+(u)

i

= E
h Z t

0

J(u)

Y+(u)
dM+(u) + Y+(u)h(u)

i

= E
h Z t

0

J(u)

Y+(u)
dM+(u)

i
+ E

h Z t

0

J(u)h(u)du
i

= 0 +

Z
t

0

E[J(u)]h(u)du (car M+(t) est une martingale)

=

Z
t

0

P
�
Y+(u) > 0

�
h(u)du
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=

Z
t

0

h(u)du�
Z

t

0

P
�
Y+(u) = 0

�
h(u)du

= A(t)�
Z

t

0

P(Y+(u) = 0)h(u)du.

Remarque 1.4.4. Le biais de l’estimateur de Nelson-Aalen est extrêmement faible
car en pratique la probabilité qu’à un instant t tous les individus aient, soit subi
l’événement, soit été censuré est proche de zéro.

Pour expliciter le caractère asymptotique de l’estimateur, nous allons expri-
mer

N (n)(t) =
nX

i=1

Ni(t),

Y (n)(t) =
nX

i=1

Yi(t),

et J (n)(t) = I
{Y (n)(t)>0}

Notons aussi F la fonction de répartition des Xi et G celle des Ci (i 2 1, ..., n). Nous
obtenons que la fonction de répartition des Ti qui est [1� (1�F )][1�G]. D’après le
théorème de Glivenko-Cantelli (cf. annexe A.4.4),

sup
s2[0,1]

���
Y (n)

n
� [1� F (s)][1�G(s�)]

��� P�! 0 (n! +1).

Par ailleurs,
J (n)(t) = I

{Y (n)(t)>0}
.

Nous en déduisons que

1� J (n)(t) = I{Y (n)(t)=0}

= I{B(n,[1�F (t)][1�G(t�)]=0}

P�! 0 (n! +1),

et, par suite, que
J (n) P�! 1 (n! +1).

Par conséquent,
Dp

n
⇥ bA(n) � A

⇤
(t)
E

=

Z
t

0

n
J (n)(u)

Y (n)(u)
h(u)du

P�!
Z

t

0

h(s)

[1� F (s)][1�G(s�)]

qui est déterministe. Le théorème de Rebolledo donne le résultat. (cf. annexe
A.3.1).
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1.4.2 Estimation de la fonction de survie.
1.4.2.1 Estimateur de Kaplan-Meier bS(t)

L’estimateur de la fonction de survie le plus utilisé dans l’approche non-
paramétrique est celui de Kaplan-Meier. Il découle de l’idée intuitive suivante :
survivre après un temps t, c’est être en vie juste avant t et ne pas mourir au temps
t. Il est aussi appelé P.L (Produit-Limite) car il s’obtient comme la limite d’un pro-
duit. En considérant les temps d’événements (censure et décès) distincts T(i)

(i = 1, ..., n) rangés par ordre croissant, on obtient

P(X > T(j)) =
jY

k=1

P(X > T(k)|X > T(k�1))

avec T(0) = 0.
Considérons les notations suivantes:
-Yi le nombre d’individus à risques subissant l’événement juste avant le temps T(i)

-di le nombre de décès en T(i).
Alors la probabilité pi de mourir dans l’intervalle ]T(i�1), T(i)] sachant que l’on était
vivant en T(i�1) , i.e pi = P(X  T(i)|X > T(i�1)) peut être estimée par

bpi =
di

Yi

.

Comme les temps d’événement sont supposés distincts, on a :
di = 0 en cas de censure en T(i), i.e quand �i = 0.
di = 1 en cas de décès en T(i), i.e quand �i = 1.
On obtient alors l’estimateur de Kaplan-Meier :

bS(t) =
Y

i=1,..,n;Tit

⇣
1� �i

Yi

⌘
=

nY

i=1,..,n;Tit

⇣
1� �i

n� (i� 1)

⌘
=

Y

i=1,..,n;Tit

⇣ n� i

n� i + 1

⌘�i

.

Par la suite on montre que l’estimateur de Kaplan-Meier est un estimateur du
maximum de vraisemblance non paramétrique. bS(t) est une fonction en escalier dé-
croissante, constante entre deux temps d’événements consécutifs, continue à droite
avec un saut à chaque temps d’événement observé.

Exemple 1.4.5. Freireich, a fait en 1963, un essai thérapeutique pour comparer les
durées de rémission des patients atteints de leucémie selon qu’ils ont reçu ou non
un médicament appelé
6-Mercaptopurnie ou un placebo. Les resultats obtenus sont les suivants :

6�MP : 6, 6, 6, 6+, 7, 9+, 10, 10+, 11+, 13, 16, 17+, 19+, 20+, 22, 23, 25+, 32+, 32+, 34+, 35+
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Les nombres suivis du signe + correspondent à des données censurées.
Calculons l’estimateur de Kaplan-Meier sur les données de Freireich en 1963.

bS(t) = 1 si 0  t < 6
bS(t) =

�
1� 3/21

�bS(6�) = 0.857 si 6  t < 7
bS(t) =

�
1� 1/17

�bS(7�) = 0.807 si 7  t < 10
bS(t) =

�
1� 1/15

�bS(10�) = 0.753 si 10  t < 13
bS(t) =

�
1� 1/12

�bS(13�) = 0.690 si 13  t < 16
bS(t) =

�
1� 1/11

�bS(16�) = 0.627 si 16  t < 22
bS(t) =

�
1� 1/7

�bS(22�) = 0.538 si 22  t < 23
bS(t) =

�
1� 1/6

�bS(23�) = 0.448 si 23  t

Figure 1.2 – Estimateur de Kaplan-Meier sur les données de Freireich en 1963.

L’estimateur de Kaplan-Meier peut être également obtenu dans le cas des don-
nées tronquées mais pas dans le cas des données censurées par intervalles car on
ignore les temps de décès.

Remarque 1.4.6. Dans le cas où il y a des ex-aequo :
— si ce sont des événements de nature différente, on considère que les observa-

tions non censurées ont lieu avant les observations censurées.
— s’il y a plusieurs décès au même temps T(i) alors di > 1 et on a

bS(t) =
Y

i=1,..,n;Tit

⇣
1� bpi

⌘
=

Y

i=1,..,n;Tit

⇣
1� di

Yi

⌘
, bpi =

di

Yi

.
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Remarque 1.4.7. Estimation empirique : Pour un échantillon i.i.d de durées non
censurées (Xi)i=1,...,n

, un estimateur "naturel" de la survie de la variable X est la
survie empirique

Ŝn(t) =
1

n

nX

i=1

I{Xi>t}.

Cet estimateur a de bonnes propriétés en terme de convergence : convergence p.s
(Glivenko-Cantelli), convergence en loi du processus empirique associé vers un pont
brownien. Néamoins, dans le cas des données consurées, la variable d’intérêt n’est
plus la variable observée. Ainsi estimer la survie S par la survie empirique des
données observées (Ti) i = 1, . . . , n

Ŝn(t) =
1

n

nX

i=1

I{Ti>t}

fournit un estimateur biaisé de S : il y a une sous estimation de S puisque les
censures sont considérées comme des décès.

Notons qu’en l’absence de censure, l’estimateur de Kaplan-Meier se réduit à la
fonction de survie empirique.

1.4.2.2 Estimation de la variance de bS(t)

Propriété 1.4.8. Pour t 2 [0, ⌧ [ on a asymptotiquement bS(t) ⇠ N
⇣
S(t), bVar

⇣
bS(t)

⌘⌘

où bVar
⇣
bS(t)

⌘
est la variance de bS(t) estimée par la formule de [47] :

bVar
⇣
bS(t)

⌘
= bS(t)2

X

i:T(i)t

di

Yi (Yi � di)
,

où Yi est le nombre d’individus à risques subissant l’événement juste avant le temps
T(i) et di est le nombre de décès en T(i).

En conséquence, on peut utiliser la formule suivante pour calculer un intervalle
de confiance de S(t) au niveau 1� ↵ :

IC1�↵ (S(t)) =


bS(t) ± Z↵

2

q
bVar

�bS(t)
� �

.

Cet intervalle n’est pas utilisable quand bS(t) est proche de 0 ou de 1. En effet les
bornes peuvent dépasser 0 ou 1, l’intervalle étant symétrique autour de bS(t).
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De ce fait, il est préférable d’utiliser l’intervalle de confiance de Rothman pour
contourner cette difficulté [98] :

IC1�↵ (S(t)) =
K

K +
⇣
Z↵

2

⌘2


bS(t) +

�
Z↵

2

�2

2K
± Z↵

2

s

bVar
�bS(t)

�
+

�
Z↵

2

�2

4K2

�

avec K =
bS(t)(1�bS(t))

bVar

�
bS(t)

� .

1.4.2.3 Lois asymptotique

Théorème 1.4.9. Soit t 2 [0, ⌧), nous suppons qu’il exite une fonction positive y

telle que h/y est integrable sur [0, t]. Soit

�2(s) =

Z
s

0

h(u)

y(u)
du.

L’estimateur de Kaplan-Meier Ŝ(t) est biaisé; de plus, si nous supposons que
A- pour tout s 2 [0, t],

n

Z
s

0

J(u)

Y (u)
h(u)du

P�! �2(s) (n! +1),

B- pour tout " > 0,

n

Z
t

0

J(s)

Y (s)
h(s)I{

p
n|J(s)/Y (s)|>"}ds

P�! 0 (n! +1),

C-
p

n

Z
t

0

�
1� J(u)

�
h(u)du

P�! 0 (n! +1),

alors cet estimateur vérifie asymptotiquement
p

n
⇣
bS(t)� S(t)

⌘
L�! �U(t)S(t) (n! +1),

où U est la martingale gaussienne définie dans la sous-section 1.4.1.3.

Preuve. On montre d’abord que Ŝ(t) est biaisé. La fonction de survie est définie
par

S(t) = exp (�A(t)) .

Posons
S⇤(t) = exp(�A⇤(t))
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où A⇤(t) =
R

t

0 J(u)h(u)du. En utilisant (1.11), on a

Â(t)� A⇤(t) =

Z
t

0

J(u)

Y+(u)
dM+(u). (1.12)

Nous avons, par la formule de Duhamel (cf. annexe A.4.3) et (1.12)

bS(t)

S⇤(t)
� 1 = �

Z
t

0

bS(s�)

S⇤(t)
d
� bA� A⇤

�
(s)

= �
Z

t

0

bS(s�)J(s)

S⇤(t)Y+(t)
dM+(s) (1.13)

pour t 2 [0, ⌧ ] et avec dM+(t) = dN+(t) � Y+(t)h(t)dt. Puisque S⇤(t) � S(t), l’inté-
grande en (1.13) est borné par 1/S(t). Par suite, bS/S⇤ � 1 étant une martingale
localement de carré intégrable sur [0, ⌧ ] (Théorème II.3.1 d’[4]), nous avons

E
h bS(t)

S⇤(t)

i
= 1

pout tout t 2 [0, ⌧ ].

Enfin,

S(t)  S⇤(t) (puisque A(t) � A⇤(t))

=) bS(t)
S⇤(t) 

bS(t)

S(t)

=) E
h

bS(t)
S⇤(t)

i
 E

"
bS(t)

S(t)

#

() 1 
E
⇣
bS(t)

⌘

S(t)

() E
⇣
bS(t)

⌘
� S(t).

Pour la convergence asymptotique on a, d’après (1.13)

p
n

 
bS(t)

S⇤(t)
� 1

!
= �
p

n

Z
t

0

bS(s�)

S⇤(t)Y+(t)
dM(s).

D’après les condition A et B, et d’après le fait que bS(s)/S⇤(s)  1
S(t) pour tout

s 2 [0, t], nous déduisons du théorème de Rebolledo (annexe A.3.1) que

p
n
⇣ bS(t)

S⇤(t)
� 1

⌘
L�! �U(t) (n! +1).
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La condition C et le fait que

p
n
���
bS(t)

S⇤(t)
� 1

��� =

Z
s

0

S(u)

S⇤(u)
d
� bA� A⇤

�
(u)  1

S(t)

�
1� J(u)

�
h(u)du

entrainent que

sup
s2[0,t]

p
n
���
bS(t)

S⇤(t)
� 1

��� P�! 0 (n! +1).

D’où il s’ensuit que

p
n
bS(s)� S(s)

S⇤(s)
L�! �U (n! +1)

et nous obtenons le résultat du théorème.

Pour les détails de cette démonstration, nous renvoyons le lecteur à l’ouvrage
de réference ([4],pg.263).

1.4.3 Autres estimateurs
1.4.3.1 Estimateur de Breslow du risque cumulé

Les fonctions du risque cumulé H(t) et de survie S(t) sont liées par

H(t) = � log S(t).

L’estimateur de Kaplan-Meier bS(t) de la fonction de survie induit donc un estima-
teur non-paramétrique du risque cumulé appelé l’estimateur de [17] :

bHBr(t) = � log
⇣
bS(t)

⌘

= �
nX

i,Tit

log

✓
1� di

Yi

◆
.

L’estimateur de sa variance est donnée par

bVar( bHBr(t)) =
nX

i,Tit

di

Yi(Yi � di)
.
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1.4.3.2 Estimateur de Harrington et Fleming de la survie

Les fonctions de survie S(t) et du risque cumulé H(t) sont liées par

S(t) = exp (�H(t)) .

L’estimateur de Nelson-Aalen bA(t) du risque cumulé induit donc un estimateur
non-paramétrique de la survie appelé l’estimateur de [37] :

bSHf (t) = exp
⇣
� bA(t)

⌘

=
nY

i,Tit

exp

✓
�di

Yi

◆

⇡
nY

i,Tit

✓
1� di

Yi

◆
si

di

Yi

! 0.

L’estimateur de sa variance est donnée par

bVar(bSHf (t)) = exp

 
�2

nX

i,Tit

di

Yi

!
⇥
 

nX

i,Tit

di

Y 2
i

!
.

1.5 L’approche paramétrique
Une approche alternative pour l’estimation de la fonction de survie est l’ap-

proche paramétrique. Elle consiste à faire l’hypothèse que la distribution des
temps de survie appartient à une famille de distributions paramétrées par un vec-
teur de paramètres réels de dimension finie. L’avantage de cette approche est la
facilitation attendue de la phase d’estimation des paramètres, ainsi que de l’ob-
tention d’intervalles de confiance et de la construction de tests. L’inconvénient de
l’approche paramétrique est la non adéquation pouvant exister entre le phéno-
mène étudié et le modèle retenu. Quand on analyse des durées de survie, quelques
formes de risque instantané les plus usuelles sont les suivantes: constante, mono-
tone (croissant ou décroissant), en forme de

T
.

1.5.1 Risque instantané constant
1.5.1.1 Loi exponentielle

La loi exponentielle E(✓) est la seule qui admet un risque instantané constant.
Cette loi est dite sans mémoire car la probabilité de décès pour un individu dans
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un laps de temps est la même. i.e

P(X > s + t|X > t) = P(X > s).

Les quantités associées à cette loi sont :

f(t|✓) = ✓e�✓t t � 0, ✓ > 0

h(t|✓) = ✓

S(t|✓) = e�✓t

1.5.2 Risque instantané monotone
1.5.2.1 Loi de Weibull

Considérons une loi de Weibull W (✓, ⌫). Sa densité, fonction du risque et fonc-
tion de survie sont données par :

f(t|✓, ⌫) = ⌫
⇣1

✓

⌘⌫

t⌫�1 exp

✓
�
✓

t

✓

◆⌫◆
t � 0, ✓ > 0, ⌫ > 0

h(t|✓, ⌫) = ⌫
⇣1

✓

⌘⌫

t⌫�1

S(t|✓, ⌫) = exp

✓
�
✓

t

✓

◆⌫◆

Remarque 1.5.1. Pour ⌫ = 1, on retrouve la loi exponentielle E
⇣

1
✓

⌘
. Si 0 < ⌫ <

1, le risque instantané est monotone décroissant; si ⌫ > 1 le risque est monotone
croissant.

1.5.2.2 Loi Gamma

Soit une loi Gamma notée G(⌫, ✓), on a alors :

f(t|⌫, ✓) =
✓⌫

�(⌫)
t⌫�1e�✓t t � 0, ✓ > 0, ⌫ > 0

h(t|⌫, ✓) =
1

�(⌫)

Z
✓t

0

u⌫�1e�udu

S(t|⌫, ✓) =
f(t|✓, ⌫)

1� F (t|✓, ⌫)
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Figure 1.3 – Densité de probabilité de la loi de Weibull

Figure 1.4 – Densité de probabilité de la loi Gamma

1.5.2.3 Loi de Weibull généralisée

Cette loi est intéressante pour modéliser des risques monotones. L’évolution de
risque est non-monotone au cours du temps en forme de cloche.

h(t|✓, ⌫, �) =

✓
1 +

✓
t

✓

◆⌫◆ 1
� �1 ⌫

�✓⌫
t⌫�1 t � 0; ✓, ⌫, � > 0



1.5. L’approche paramétrique 38

S(t|✓, ⌫, �) = exp


1�

✓
1 +

✓
t

✓

◆⌫◆ 1
�
�

Remarque 1.5.2. Pour � = 1, on retrouve la loi de Weibull W (✓, ⌫) et pour � = 1 et
⌫ = 1, on retrouve la loi exponentielle E

⇣
1
✓

⌘
.

1.5.3 Risque instantané en
T

1.5.3.1 Loi Log-normale

La distribution des temps d’événements est Log-normale si :

f(t|µ, �) =
1

t�
p

2⇡
exp

 
�1

2


log(t)� µ

�

�2
!

h(t|µ, �) =

1
t�

�
h

log(t)�µ

�

i

�
h
� log(t)�µ

�

i , t > 0, µ > 0, � > 0.

S(t|µ, �) = 1� �


log(t)� µ

�

�

Cette loi est intéressante pour modéliser des risques monotones. L’évolution de

Figure 1.5 – Densité de probabilité de la loi Log-normale

risque est non-monotone au cours du temps en forme de cloche. Si T est une va-
riable aléatoire qui suit une loi Log-normale, Y = log(T ) est une distribution nor-
male.
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1.5.3.2 Loi Log-logistique

La distribution des temps d’événements est Log-logistique si :

f(t|↵, �) =
↵�t��1

(1 + ↵t�)2
t � c; ↵, � > 0

h(t|↵, �) =
↵�t��1

1 + ↵t�

S(t|↵, �) =
1

1 + ↵t�

On rappelle que si T est une variable aléatoire qui suit une loi Log-logistique, alors
Y = log T suit une loi logistique.

1.6 L’approche semi-paramétrique
Elle peut être vue comme une sorte de médiation entre l’approche non-

paramétrique et l’approche paramétrique. En effet, on utilise cette approche
lorsque la famille de lois à laquelle appartient la loi de la variable de durée
X n’est pas totalement spécifiée. Apparue au cours des années soixante-dix,
cette approche est très répandue en analyse de la survie, notamment à travers
le modèle de régression de [26]. Le modèle de régression semi-paramétrique à
risques proportionnels de Cox est l’un des modèles de régression de durée les plus
utilisés en statistique médicale. Il permet en particulier d’identifier les facteurs
de risque d’une maladie, de comparer des traitements, d’estimer des probabilités
de survenue d’un événement (décès, rechute) chez un individu identifié par un
vecteur donné de variables explicatives.

Le modèle de durées de vie accélérées (Accelerated failure time model ou ATF
détaillé dans [27] et le modèle additif de hasard [38] sont présentés comme des
alternatives du modèle de Cox. Tous ces modèles ne considèrent que la survenue
d’un seul événement tel que le décès, la première récidive, l’apparition de la dé-
mence ou la survenue d’un diabète... Le modèle de Cox classiquement utilisé en
analyse de survie suppose l’indépendance des temps de survie (au moins condition-
nellement à un ensemble de variables explicatives observées). Or cette hypothèse
s’avère quelque fois irrecevable au cas de l’existence de ”cluster” ou groupes d’indi-
vidus au sein desquels les durées sont corrélées. Ces groupes peuvent représenter
les individus d’une même famille, les patients traités au sein d’un même hôpital,
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les organes d’un même patient,... Les clusters peuvent également représenter des
durées observées de manière répétée sur le même individu : date de rechute, date
de réapparution d’un symptôme donné [78]. L’utilisation sur des données corrélées
d’un modèle de Cox conçu pour l’analyse de données indépendantes peut biaiser les
paramètres de régression et lorsque la variable explicative est spécifique à chaque
groupe, elle conduit à une sous-estimation de la variance de l’estimateur du para-
mètre. D’où l’introduction du modèle de Cox avec "fragilité".

1.6.1 Les modèles à risques proportionnels
Pour utiliser ces modèles exprimant un effet multiplicatif des diverses cova-

riables sur la fonction de hasard (modèle à structure multiplicative), on introduit
une fonction de hasard de base (appelée encore fonction de risque de base) et qui
est commune à tous les individus. En d’autres termes on se place dans un contexte
où l’objectif est le positionnement de différentes populations les unes par rapport
aux autres, sans considération du niveau absolu du risque. Cela motive l’intérêt
pour une spécification partielle, étudiée ici. Ces modèles se caractérisent par la
relation suivante, pour tout t > 0

h(t|Z) = h0(t)h(�, Z)

où Z est un vecteur de covariables, � le paramètre d’intérêt et h une fonction po-
sitive. La fonction de hasard est le produit d’une fonction qui ne dépend que du
temps et d’une fonction qui n’en dépend pas. En général, on suppose que l’effet de
covariables se résume en une quantité réelle �>Z. C’est à dire

h(t|Z) = h0(t)h(�>Z).

Ce modèle est dit à risques proportionnels, car quels que soient i et j qui ont pour
covariables Zi et Zj, le rapport des risques instantanés de deux individus ne varie
pas au cours du temps :

h(t|Zi)

h(t|Zj)
=

h(�>Zi)

h(�>Zj)
.

On en déduit que les fonctions de hasard sont donc propotionnelles.
Un cas particulier très important est le modèle de Cox [26]. Ce modèle supposant
que la fonction h est positive, impose une transformée logarithmique sur h :

h(�>, Z) = exp(�>Z).

Soit au total:
h(t|Z) = h0(t) exp(�>Z).
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1.6.1.1 Le modèle de régression à risques proportionnels de Cox

Le modèle de Cox [26] spécifie que le risque instantané ou relatif s’écrit :

h(t|Z) = h0(t) exp(�>Z) (1.14)

où Z est un vecteur de covariables de dimension p ⇥ 1 et � un vecteur (p ⇥ 1) de
coefficients de régression. Considérons

— N le nombre de décès observés parmi les n sujets à l’étude,
— T1 < T2 < ... < TN les temps d’événements (décès) distincts,
— (1), (2), ..., (N) les indices des individus décédés respectivement en T1 < T2 <

... < TN ,
— Zi la valeur des covariables de l’individu i,
— R(Ti) l’ensemble des individus encore à risque à T�

i
( juste avant Ti).

1.6.1.2 La vraisemblance partielle de Cox

Le modele de Cox, [26], est un modèle semi-paramétrique à risques propor-
tionnels puisqu’il est paramétré par un vecteur de paramètres réels � (la partie
paramétrique) et une fonction h0(t) sur laquelle on ne fait aucune hypothèse (la
partie non-paramétrique). C’est le modèle de régression le plus utilisé pour les
données de survie, dans le but d’étudier les effets des covariables. Pour l’individu
i, i = 1, ..., N , soit Xi le temps d’événement, Ci le temps de censure (indépendante)
et Ti = min(Xi, Ci). On définit l’indicateur d’événement �i = I{Xi<Ci}. L’expression
de la vraisemblance pour un échantillon constitué de n individus indépendants
est :

L =
nY

i=1

f(ti)
�iS(ti)

1��i . (1.15)

f(ti), S(ti) sont respectivement la dansité de probabilité et la fonction de survie
evaluées en ti. Soit R(ti) , les individus à risque au temps d’événement ti. En sup-
posant pour l’instant qu’il n’y a pas concomitance dans la survenue de l’événement
entre plusieurs individus : chaque temps d’événement observé est spécifique à un
individu i et un seul, alors il vient :
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L =
nY

i=1

{hi(ti)Si(ti)}�i{Si(ti)}1��i (1.16)

=
nY

i=1

{h(ti)}�iS(ti) (1.17)

=
nY

i=1

(
hi(ti)P

j2R(ti)
hj(ti)

)�i

8
<

:
X

j2R(ti)

hj(ti)

9
=

;

�i

Si(ti). (1.18)

Cox propose de ne considérer que le premier terme de l’expression précédente pour
construire la vraisemblance partielle qui se définit donc comme :

LCox =
nY

i=1

(
hi(ti)P

j2R(ti)
hj(ti)

)�i

. (1.19)

Il est très important de comprendre que le terme :

(
hi(ti)P

j2R(ti)
hj(ti)

)
représente la

probabilité qu’un individu i connaisse l’événement du temps ti sachant q’il s’est
produit un événement à cette durée parmi tous les individus à risque R(ti). On
note Zi le vecteur associé des coéfficients de régression. La fonction de risque pour
un individu i au temps t s’écrit :

h(t|Zi) = h0(t) exp(�>Zi).

h(t|Zi) est le produit de deux fonctions, la première h0(t) étant dépendante du
temps mais pas de caractéristiques individuelles. Elle désigne la fonction de risque
de base inconnue et non spécifiée, identique pour tous les individus, alors que la
seconde est une fonction exponentielle ne dépendant pas du temps mais unique-
ment des caractéristiques des individus et plus généralement des explicatives rete-
nues. L’estimation des coefficients de régression est obtenue par maximisation de
la vraisemblance obtenue en ne considérant qu’une partie de la vraisemblance to-
tale, d’où le qualificatif de vraisemblance partielle. Les estimateurs obtenus seront
naturellement moins efficients que ceux découlant de la maximisation de la vrai-
semblance complète mais cette perte d’efficience est toutefois contrebalancée par
l’énorme avantage de ne pas avoir à spécifier de distribution particulière sur les
temps de survie, ce qui doit accroître leur robustesse. Une fois obtenus les estima-
teurs des coefficients, il est possible de construire un estimateur non paramétrique
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du risque de base.
La conjugaison d’une estimation non paramétrique avec une technique de
maximisation de vraisemblance explique que ce modèle soit qualifié de semi-
paramétrique. Cette solution, proposée par Cox, est l’approche la plus couramment
employée pour l’ajustement des modèles de survie [67, 26]. La vraisemblance par-
tielle de Cox, est notée LCox :

LCox(�) =
NY

i=1

(
exp(�>Zi(Ti))P

j2R(Ti)
exp(�>Zj(Ti))

)�i

,

où R(Ti) représente l’ensemble des individus à risque au temps d’événement Ti.

1.6.2 Estimation
1.6.2.1 Estimation des coefficients de régression �

L’estimation du vecteur des paramètres de dimension p⇥ 1 peut être obtenue à
partir de la vraisemblance partielle. Notons

L(�) = log(LCox(�)) =
NX

i=1

2

4�>Zi � log

✓ X

j2R(Ti)

exp(�>Zj)

◆3

5

et U(�) la fonction score, c’est à dire le vecteur p⇥1 des dérivées premières de L(�)

U(�) =
@L(�)

@(�)

=
@L(�)

@(�1)
, · · · ,

@L(�)

@(�p)

=

0

B@
NX

i=1

2

64Zi,1 �

P
j2R(Ti)

Zj,1 exp(�>Zj)

P
j2R(Ti)

exp (�>Zj)

3

75 , . . . ,
NX

i=1

2

64Zi,p �

P
j2R(Ti)

Zj,p exp(�>Zj)

P
j2R(Ti)

exp (�>Zj)

3

75

1

CA .

L’estimateur de Cox b� du coefficient de régression est solution de l’équation

U(�) = 0. (1.20)

Proposition 1.6.1. Soit b� l’estimateur du maximum de vraisemblance de � i.e. la
quantité vérifiant :

U(b�) = 0
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Alors
b� L�! N (�, I�1(b�))

I�1 est l’inverse de la matrice d’information de Fisher basée sur la vraisemblance
partielle.

Autrement dit un estimateur consistant de la matrice de variance-covariance
de �̂ peut être calculé à partir de l’inverse de la matrice d’information de Fisher,

bVar(b�) =

✓
I
⇣
b�
⌘◆�1

où le terme (i, j) de la matrice I(�̂) est

h
I(�̂)

i

i,j

= E

�@2L(�)

@�i@�j

|
�=�̂

�
.

Cela est démontré dans [5] en utilisant la théorie des martingales. Il faut noter
qu’il n’y a pas de solution exacte à cette équation (1.20). L’algorithme de Newton-
Raphson est souvent utilisé par les logiciels pour obtenir une solution.

1.6.3 Résolution numérique
Pour résoudre l’équation du score (1.20), l’algorithme de Newton-Raphson

est habituellement employé. Partant d’une solution initiale �0 = 0, l’algorithme
consiste en la succession d’itérations de la forme

b�j+1 = b�j �

@2 log L(b�j)

@�2

��1@ log L(b�j)

@�
.

Le second terme du deuxième membre (qui suit le signe moins ) est le pas itéra-
tif de l’algorithme de Newton-Raphson. Si la fonction de vraisemblance évalué en
b�j+1 est inférieure à celle évaluée en b�j, alors b�j+1 est recalculée en utilisant, cette
fois-ci, la moitié du pas itératif. Ces étapes se succèdent jusqu’à ce que la conver-
gence soit obtenue, c’est-à-dire jusqu’à ce que b�m+1 soit suffisamment proche de �

. L’estimateur du maximum de vraisemblance de � est alors b�=b�m+1. Les compo-
santes �l du vecteur de paramètres � s’interprètent comme le logarithme du risque
relatif associé aux covariables et représentent une augmentation (�l > 0) ou une
diminution (�l < 0) du risque d’observer un événement.
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1.6.4 Evaluation du risque cumulé de base
Après avoir estimé les coefficients de régression, on peut estimer le risque cu-

mulé de base par l’estimateur de Breslow qui est une extension de l’estimateur de
Nelson- Aalen,

bH0(t) =
X

i;Tit

diP
j2R(Ti)

exp(b�>Zj)
,

où di est le nombre de décès en Ti.
Si b� = 0, on retrouve l’estimateur de Nelson-Aalen. On peut déduire un estimateur
de la fonction de survie pour un vecteur des covariables Z, donnée par :

S(t|Z) = exp

✓
�
Z

t

0

h(u|Z)du

◆

et l’estimateur correspondant est :

bS(t|Z) = exp
⇣
� bH0(t) exp(b�>Z)

⌘
.

1.6.5 Tests
On souhaite souvent vérifier certaines hypothèses sur les coefficients de régres-

sion. Trois tests de l’hypothèse nulle H0 : � = �0 peuvent être déduits du resultat
concernant la convergence asymptotique de b�.

1.6.5.1 Test du rapport de vraisemblance

Ce test mesure la distance entre log LCox(b�) et log LCox(b�0), très couramment
utilisé en statistique, découle d’un développement de Taylor à l’ordre 2 de log L(�),
puis de propriétés de convergence en loi [30]. Il s’énonce comme suit:

�2
LRT

= 2


log LCox(b�)� log LCox(b�0)

�
H0 �2(p).

1.6.5.2 Test de Wald (ou du maximum de vraisemblance)

Il mesure l’écart entre b� et �0. Si une variable aléatoire X p-dimensionnelle suit
une loi normale centrée réduite alors X>X suit une loi du Khi-deux à p degrés de
liberté. Ainsi

�2
w

= (b� � �0)
0I(b�)(b� � �0)

H0 �2(p).
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1.6.5.3 Test du Score (ou mesure de la pente en �0)

Ce test mesure la pente de la tangente en �0. Sous H0, le maximum de vraisem-
blance est obtenu pour une valeur b� proche de �0. La pente en �0 diffère de peu de
0, et elle est nulle en moyenne sous H0.
Il est possible de montrer que

@ log L(�)

@�

���
�=�0

L�! N (0, I)

En notant U(�) = @ log L(�)/@�, nous obtenons par conséquent

�2
s

= (U(�0))
0(I(�0))

�1U(�0)
H0 �2(p)

Ces trois statistiques suivent, sous H0, une loi de �2 à p degrés de liberté (où � est
un vecteur de dimension p). La statistique du rapport de vraisemblance ne néces-
site pas de calculer les dérivées secondes de la log-vraisemblance. La statistique
du score ne nécessite pas l’estimation de b�.
On peut déduire de ces statistiques des tests partiels permettant de tester des hy-
pothèses concernant certaines coordonnées de �. En particulier, supposons que l’on
souhaite tester l’addition d’une nouvelle variable Zp dans un modèle avec (p � 1)

variables. On veut savoir si le modèle contenant la variable Zp apporte plus d’in-
formations sur la distribution des durées de vie que le modèle sans cette variable.
On teste l’hypothèse

H0 : � = �0

où � = (�1, ..., �p) et �0 = (�1, ..., �p�1, 0), c’est à dire on teste

H0 : �p = 0

Dans ce cas on aura:
- La statistique du rapport de vraisemblance:

�2
LRT

= 2


log LCox(b�)� log LCox(b�0)

�
H0 �2(1).

- La statistique de Wald:

�2
w

= (b� � �0)
0I(b�)(b� � �0)

H0 �2(1).

- La statistique du Score:

�2
s

= (U(b�0))
0(I(b�0))

�1U(b�0)
H0 �2(1)

où b� = (b�1, ..., b�p) et b�0 = (b�1, ..., b�p�1, 0).
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1.6.6 Significativité des paramètres
Puisque �̂ = (�̂1, . . . , �̂p) suit asymptotiquement une loi normale de moyenne

� et de variance I(�)�1, il est facile de calculer un intervalle de confiance pour le
paramètre �j(j = 1, . . . , p). L’intervalle de confiance de �j est donné par :

IC1�↵(�j) =
h
b�j � z↵

2
�̂(�̂j), b�j + z↵

2
�̂(�̂j)

i
,

où z↵
2

est le quantile de la loi normale d’ordre ↵

2 et �̂(�̂j) est l’écart-type de �̂j.
Rappelons par définition que le rapport des risques à l’instant t pour deux vecteurs
de covariables Zi et Zj, est égal à :

RR(t) =
h(t|Zi)

h(t|Zj)
.

Dans le modèle de Cox le rapport des risques est constant au cours du temps :

RR(t, Zi, Zj) = RR = exp
�
�>(Zi � Zj)

�
. (1.21)

Dans un modèle de Cox à p variable explicatives, le modèle s’écrit :

h(t|Z, �) = h0(t) exp) (�1Z1 + · · · + �pZp)

et on a RRj = exp (�j) qui est le rapport des risques lié à la variable Zj ajusté
sur toutes les autres variables explicatives, c’est à dire le rapport des risques d’un
sujet à un autre sujet qui ne diffère que par la valeur de Zj. En général, dans
l’interprétation des résultats, ce n’est pas l’intervalle de confiance du paramètre
qui est fourni mais plutôt l’intervalle de confiance du rapport des risques. Puisque
l’on dispose d’un intervalle de confiance pour le paramètre et que le rapport des
risques est égal à l’exponentielle de ce paramètre, l’intervalle de confiance à 1� ↵

pour le rapport des risques correspondant peut être calculé par :

IC1�↵ (RRj) =
h
exp

⇣
b�j � z↵

2
�̂(�̂j)

⌘
, exp

⇣
b�j + z↵

2
�̂(�̂j)

⌘i
.

Il faut aussi noter que si les valeurs des statistiques précédentes ( statistique
de Wald, statistique du rapport de vraisemblance, statistique du score) sont supé-
rieures à la valeur de la statistique de test du �2 à p degrés de libertés au risque
↵ = 5%, alors on rejette l’hypothèse nulle et on conclut à l’effet significatif des
covariables sur la survie.
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1.6.7 Diagnostique du modèle de Cox
Il y a deux hypothèses importantes à vérifier dans l’utilisation du modèle de

Cox :

1. La log-linéarité pour les variables continues,

2. Les risques proportionnels.

Les résidus. De nombreuses procédures de vérification des hypothèses du modèle
de Cox sont basées sur des quantités que l’on appelle résidus. Il existe plusieurs
résidus :

1. Les résidus de Schoenfeld servent à tester l’hypothèse des risques
proportionnels.
- Si l’hypothèse des risques proportionnels est vérifiée, ces résidus ont en
théorie un aspect totalement aléatoire et l’évolution temporelle moyenne
est une droite horizontale.
- Si l’hypothèse des risques proportionnels n’est pas vérifiée, par exemple
si le facteur de risque est important au début du suivi du patient mais pas
à la fin, alors les résidus seront, sur le schéma, négatifs puis positifs, et
l’évolution temporelle moyenne sera une courbe croissante (ou le contraire
selon le codage du facteur risque).

2. Les résidus des martingales permettent de détecter la log-linéarité, c’est-
à-dire une forme fonctionnelle mal spécifiée dans la partie paramétrique du
modèle. Le tracé des résidus des martingales en fonction des variables ex-
plicatives inclues dans le modèle peut être utilisé pour indiquer si certaines
variables ont besoin d’être transformées avant d’être incorporées dans le
modèle. Pour cela, on ajoute une courbe lisse sur les points obtenus. La forme
fonctionnelle est alors suggérée par la forme de la courbe lisse :
- Une croissance lente suggèrera une transformation logarithmique.
- À l’inverse, une croissance rapide suggèrera une transformation puissance
avec une puissance supérieure à 1.
Par ailleurs, le tracé des résidus des martingales en fonction des variables
explicatives non inclues dans le modèle peut être utilisé pour indiquer si
certaines variables devraient être inclues dans le modèle, ce qui est le cas si
une dépendance apparaît.

3. Les résidus de Cox-Snell servent à valider l’ensemble du modèle. L’idée est
que si T suit une loi de fonction de risque cumulé H(t|Z), alors Y = H(T |Z)
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suit une loi exponentielle de paramètre 1. En effet, on sait que la fonction
de survie de la variable T vérifie

S(t) = P(T > t) = exp(�H(t|Z))

où H(t|Z) = H0(t) exp(�>Z). Donc Y = H(T |Z) vérifie

P(Y > y) = P(T > H�1(y|Z)) = exp(�y),

c’est-à-dire que la variable Y = H(T |Z) suit une loi exponentielle de
paramètre 1. Il y a donc adéquation du modèle si le risque cumulé de la
variable Y est proche de la droite y = x. On procède de la façon suivante :

(i). On estime H(.|Z) du modèle supposé par l’estimateur semi-
paramétrique bH0(.) exp(b�>Z).

(ii). On calcule les résidus de Cox-Snell pour chaque temps observé Ti,
i = 1, . . . , n

ri = bH(Ti|Z) = bH0(Ti) exp(b�>Z).

(iii). On estime la fonction de risque cumulé des ri de façon non paramé-
trique (Nelson-Aalen) par l’estimateur de Nelson-Aalen noté bA.

(iv). On trace donc les fonctions y = bA(x) et y = x sur le même graphique.
En effet, si le modèle est correct, le risque cumulé bA(x) doit être approxi-
mativement égal à la droite y = x.

4. Les résidus de déviance (resymétrisation des résidus des martingales, pour
corriger leur asymétrie) sont compris entre �1 et 1. Ils valent 0 sous l’hypo-
thèse des risques proportionnels.

5. Les résidus du score permettent d’identifier les observations qui contri-
buent fortement à la détermination des paramètres du modèle.

6. Il y aussi les indices dfbetas qui permettent de rechercher les sujets in-
fluents (ou marginaux). Cette recherche se limite à la représentation des
indices dfbetas de chaque sujet en fonction du temps. Des points extrêmes
ou isolés doivent être examinés en détail. Il pourra parfois être intéressant
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d’extraire provisoirement ces sujets de l’échantillon et de recalculer le mo-
dèle : une variabilité importante fera craindre une instabilité importante et
jettera un doute sur les résultats.

Hypothèse des risques proportionnels
1. Utiliser l’interaction avec le temps,

2. Méthodes de validation graphique pour les variables qualitatives. Ces mé-
thodes sont peu puissantes mais constituent une première approche intéres-
sante. Le tracé de ln(� ln(S(t))) en fonction de ln t dans chaque groupe, dans
le cas de risques proportionnels, devrait se traduire par des courbes trans-
latées. Par exemple, pour une variable à deux modalités, on peut estimer la
fonction de survie dans les deux groupes et tracer les courbes

ln
⇥
� ln(bS(t))

⇤
= ln

 Z
t

0

bh(u|Z)du

�

= ln
⇥ bH0(t) exp(b�Z)

⇤

= ln
⇣
bH0(t)

⌘
+ b�Z.

3. Test basé sur les résidus de Schoenfeld.

Dans le cas des risques non proportionnels, on peut utiliser une des méthodes
suivantes :

(i). Transformer les variables quantitatives en variables qualitatives,

(ii). Pour les variables qualitatives, essayer de changer de classes,

(iii). Si l’hypothèse de proportionalité est vérifiée sur des intervalles de
temps courts, faire une modélisation par partie (construire différents mo-
dèles sur ces intervalles),

(iv). Stratification.

Hypothèse 1.6.2. Le modèle fait également une hyothèse de log-linéarité, c’est à
dire que le logarithme du risque est une fonction linéaire de la v.a. Z

log h(t|Z)� log h0(t) = �>Z. (1.22)

Autrement dit si l’on peut raisonnablement accepter l’hypothèse de log-linéarité,
la variable doit rester continue. Cette hypothèse a pour conséquence qu’une aug-
mentation de la variable par t multiplie le risque de survie par exp(t�) que lorsque
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l’on passe de t à t + a ou de 2t à 2t + a. Par exemple si l’événement est le décès et la
covariable est l’âge, alors cette hypothèse entraîne qu’une augmentation de l’âge de
5 ans multiplie le risque de décès par exp(5�) lorsque l’on passe de 20 à 25 ans ou
de 70 à 75 ans. On peut donner un autre exemple dans lequel, si l’âge est une va-
riable explicative continue et que l’on étudie une maladie qui touche essentiellement
les personnes âgées, le modèle supposera que le risque relatif est le même pour une
augmentation de 1 an, que ce soit pour un âge de 30 ans ou pour un âge de 70 ans.
Dans le cas de variables quantitatives, on peut considérer un codage dichotomique
(par exemple , une variable codée 0, 1, 2 peut être recodée en utilisant deux variables
binaires: (0, 0), (0, 1), (1, 1) .

C’est une hypothèse forte qui n’est généralement pas recommandée. Si l’on choi-
sit de transformer une variable quantitative continue en une variable à n classes
ordonnées, se pose le problème du nombre de classes et du choix des seuils pour
découper cette variable. La transformation peut être simple en classes en utilisant
la moyenne ou la médiane de la variable continue ou plus complexe en utilisant
les tertiles pour un découpage en 3 classes ou les quartiles pour un découpage en 4
classes. L’information la plus réduite est associée au plus petit nombre de classes.
Attention à ce que l’hypothèse de proportionnalité des risques soit vérifiée. On peut
également essayer de transformer la variable (logarithme, racine, puissance...) afin
qu’elle vérifie l’hypothèse de log-linéarité.

1.7 Conclusion
L’analyse de données de survie est l’étude du délai de survenue d’un événement

d’intérêt pour un ou plusieurs groupes d’individus. Pour cela on estime la fonction
de survie en utilisant les différentes méthodes : l’estimation non-paramétrique,
l’estimation paramétrique et l’estimation semi-paramétrique. Ces méthodes clas-
siques supposent l’indépendance des temps de survenue de l’événement d’intérêt.
Pour pouvoir bien mener cette étude d’analyse de survie, nous avons collecté les
informations nécessaires en se basant en grande partie sur des notions mathéma-
tiques pour donner un sens à leur signification. Nous avons présenté une étude
ayant pour objectif de modéliser les données de survie et en donner des appli-
cations en exposant les différents modèles en particulier le modèle de Cox, leur
signification, leur critère d’adéquation ainsi que la nature de la convergence de
certains estimateurs. Dans ce chapitre, nous avons aussi présenté l’utilisation des
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outils habituels propres aux processus ponctuels qui nous permettent de déter-
miner les propriétés asymptotiques du meilleur estimateur. Ce qui montre que
l’apprentissage de la théorie mathématique des données de survie peut se faire
suivant une autre approche à savoir la théorie des processus de comptage qui pré-
sente l’avantage d’une grande précision mathématique. Par conséquent la notion
de complexité auquel le modèle de Cox fait appel dans l’analyse de survie peut
cependant être déjouée : les modèles de Cox, malgré leurs applications épidémio-
logiques nombreuses sont limités.



CHAPITRE 2

Modèles de fragilité

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons une revue sur des modèles de fragilité. Nous
présentons en particulier des modèles à risque multiplicatif avec hypothèse d’une
distribution gamma pour la variable de fragilité. Le modèle de base examiné est un
modèle avec des fragilités partagées par des sujets du même groupe. Le modèle à
fragilité Gamma corrélée ainsi que le modèle à fragilités emboitées ont été discutés.
Différentes approches ont été proposées pour s’adapter à ces modèles, notamment
l’utilisation de l’algorithme EM et la vraisemblance pénalisée.
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2.1 Introduction
La notion de fragilité offre un moyen pratique d’introduire des effets aléatoires,

de dépendance et d’hétérogénéité non observée, dans les modèles de données de
survie. Dans sa forme la plus simple, une fragilité est un facteur de proportionna-
lité aléatoire non observé qui modifie la fonction de risque d’un individu ou d’un
groupe de personnes liées les unes aux autres. Fondamentalement, le concept de
fragilité remonte aux travaux de [48] sur la "prédisposition à l’accident". Ce n’est
qu’en 1979 que le terme de fragilité lui-même a été présenté par [117] pour rendre
compte l’hétérogénéité individuelle dans un contexte de mortalité. En général,
dans la plupart des applications cliniques, l’analyse de survie suppose implicite-
ment que la population étudiée est homogène. Ceci veut dire que tous les individus
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en étude sont soumis, en principe, aux mêmes risques (par exemple, risque de dé-
cès, risque de récidive). Or dans de nombreuses applications, cette hypothèse n’est
pas réaliste. Par exemple, il peut y avoir une prédisposition génétique à certaines
maladies qui est différente d’un individu ou d’un groupe d’individus à l’autre. Ceci
veut donc dire que les individus en étude forment un ensemble de personnes avec
différents risques. Les modèles de fragilité [32, 24, 123, 51] sont des extensions
du modèle classique à risques proportionnels de Cox [26] et ont été proposés en
particulier pour prendre en compte l’hétérogénéité liée à l’existence de groupes ou
"clusters" d’individus au sein desquels les durées sont corrélées. Les facteurs de
risque non observés ou non mesurés et partagés par un groupe d’individus vont
créer une dépendance des événements étudiés dans chaque groupe. Dans les ana-
lyses de survie, si cette hétérogénéité non observée est ignorée, elle peut créer un
biais important dans l’estimation de la variance des paramètres de régression et
sur l’estimation de la fonction de risque.

Les données de survie environnementales conduisent très souvent à des ana-
lyses statistiques particulières. En effet, ces données sont souvent regroupées en
zones géographiques (région, ville, pays) et il est fréquent que les individus d’une
même zone partagent des facteurs de risque non identifiés (génétiques, environne-
mentaux).

Les individus appartenant à des groupes, tels que les familles, les zones géo-
graphiques, les patients traités au sein d’un même hôpital, les organes d’un même
patient, font intervenir la corrélation des temps de survie. Une corrélation peut
alternativement provenir des événements récurrents, c’est-à-dire lorsqu’un indi-
vidu subit un même événement de manière répétée, telles que les réhospitalisa-
tions ou la réapparition d’un symptôme donné [78]. Dans ces situations, la façon
naturelle de modéliser la durée de survie est l’introduction d’un effet aléatoire
spécifique-groupe, la fragilité. Cet effet aléatoire explique la dépendance dans le
sens où si la fragilité était connue, alors les événements seraient indépendants.
En d’autres termes, les durées de vie sont indépendantes conditionnellement à la
fragilité. Cette approche peut être utilisée pour les temps de survie d’unités liées,
comme les membres d’une famille ou les observations récurrentes sur une même
personne. Ainsi, dans ce chapitre, les modèles de fragilités sont présentés. Un ac-
cent particulier est mis sur les modèles à fragilité gamma partagée où l’aspect
méthodologique et algorithmique ainsi que l’illustration des propos sur différentes
bases de données, en utilisant les différents packages "R" ont été succinctement
explorés.



2.2. Présentation du modèle de fragilité 56

2.2 Présentation du modèle de fragilité
Ici, nous introduisons les modèles de fragilité en donnant quelques exemples les
plus rencontrés. Nous précisons également les notations et les hypothèses de base.

2.2.1 Modèle à fragilité partagé ( Fragilité Gamma)
Le modèle à fragilités partagées (Shared frailty model) spécifie que la fonction

de risque conditionnelle à la variable de fragilité est

hij(t|Ui) = Uih0(t) exp(�>Zij) (2.1)

où h0(t) est la fonction de risque de base; Zij = (Z1ij, ..., Zpij)> représente le vecteur
des variables explicatives pour le jieme individu du groupe i, � est le vecteur cor-
respondant des paramètres de régression, et Ui sont des variables aléatoires non
observées (ou variables de fragilité) et partagées par tous les individus d’un même
groupe. Le plus souvent, on suppose que la variable de fragilité est distribuée selon
une loi gamma, pour avoir une forme explicite de la vraisemblance marginale [24].
La distribution gamma peut être paramétrée par un paramètre de forme ⌘, et un
paramètre d’échelle ⌫. La densité de la distribution est alors :

fU(u) =
u⌘�1 exp(�⌫u)⌫⌘

�(⌘)
,

avec ⌘ > 0, ⌫ > 0. L’espérance d’une variable U de distribution gamma de para-
mètres ⌘ et ⌫ est :

E(U) =
⌘

⌫
et sa variance:

Var(U) =
⌘

⌫2
.

En considérant par la suite que les effets aléatoires Ui sont indépendants et iden-
tiquement distribués d’éspérence 1 et de variance inconnue ' = 1

⌫
, on a la densité

fU(u|') =
u
( 1

'�1)
exp(� u

' )

'

1
' �( 1

')
comme distribution a priori. On peut en déduire la distribu-

tion à posteriori des effets aléatoires de la manière suivante :

fui (U |Ti, h0(.), �, ') =
f (Ti|ui, h0(.), �, ') fui(U |')

f(Ti, h0(.), �, ')

Le choix de la distribution gamma a été discuté par [58]. D’autres distributions ont
été étudiées, telles que la distribution log-normal ou la distribution positive stable,
proposée par [57].
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Dans un modèle semi-paramétrique où le risque de base n’est pas spécifié, l’es-
timation directe n’est pas possible. Deux approches sont alors souvent utilisées :
l’algorithme EM ou la vraisemblance pénalisée.

2.2.1.1 Ecriture du modèle

Si les effets aléatoires Ui étaient observés, la vraisemblance conditionnelle des
observations (Ui, Ti1, ..., TiJi) pour le cluster i dans un modèle à fragilité gamma et
des données potentiellement censurées à droite serait :

"
JiY

j=1

hij(Tij|Ui)
�ij ⇥ Sij(Tij|Ui)

#
f(Ui).

Donc la vraisemblance conditionnel s’écrit :

Li (h0(.), �|Ui) =
"

JiY

j=1

�
Uih0(Tij) exp(�>Zij)

��ij exp
�
�H0(Tij) exp(�>Zij)Ui

�
#

f(Ui),
(2.2)

avec H0(t) =
R

t

0 ho(u) du. La log-vraisemblance complète correspondante à la vrai-
semblance (2.2) peut s’écrire

nX

i=1

JiX

j=1

⇥
�ij

�
log h0(Tij) + log Ui + �>Zij

�
�H0(Tij) exp(�>Zij)Ui + log

�
f(Ui)

�⇤
. (2.3)

La log-vraisemblance (2.3) peut se décomposer en deux parties, l’une impliquant
les paramètres � et le risque cumulé de base H0(.), l’autre impliquant le paramètre
' associé à la fragilité :

` (�, H0(.), ') = `1 (�, H0(.)) + `2 (')

avec

`1 (�, H0(.)) =
nX

i=1

(
JiX

j=1

⇥
�ij

�
log h0(Tij) + �>Zij

�
�H0(Tij) exp

�
�>Zij

�
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⇤
)

(2.4)

`2 (') =
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✓
1

'
+ di � 1

◆
log(Ui)�

Ui

'

�
� L


1

'
+ log �

✓
1

'

◆�
(2.5)
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avec di =
JiP

j=1
�ij le nombre d’événements observés dans le iieme cluster. Le vecteur

de paramètres � n’intervient que dans la première partie `1 (�, H0(.)) de cette log-
vraisemblance.
La vraisemblance marginale pour les observations (Ui, Ti1, ..., TiJi) est donc

Lmarg,i (�, H0(.), Ui) =
Z

1

0

"
JiY

j=1

�
Uih0(Tij) exp(�>Zij)

��ij exp
�
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�
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�
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�
#

fUi(u)du
(2.6)

Donc
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Dans cette expression,

f (Zi|ui, h0(.), �, ') fUi(u|') =
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correspond à la contribution conditionnelle à la vraisemblance du cluster i, avec

di =
JiP

j=1
�ij le nombre d’événements observés dans le iieme cluster. En posant
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�
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vraisemblance marginale comme
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On en déduit une expression de la distribution à posteriori des effets aléatoires

fui(U |Zi, h0(.), �, ') =
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On retrouve ici l’expression d’une distribution gamma de paramètre de forme
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Le logarithme de la vraisemblance complète correspondant à la vraisemblance
(2.7) s’écrit :
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La validité de l’inférence sur � et ' à partir de cette vraisemblance repose sur
l’hypothèse que conditionnellement à la fragilité Ui, la censure est indépendante
des événements et non informative sur la fragilité.
Dans un cadre semi-paramétrique où le risque de base h0(.) est considéré comme
un paramètre de nuisance, si les fragilités Ui étaient observées, l’estimation de �

pourrait être obtenue par maximisation de la vraisemblance partielle de Cox :
nY

i=1

JiY

j=1

(
exp(�>Zij)UiP

l2R(Ti)
exp(�>Zl)Ul

)�ij

.

D’où la log-vraisemblance partielle :
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2.2.1.2 Estimation des paramètres par l’algorithme EM

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour estimer les différents paramètres
d’intérêts qui sont: les coefficients �, la fonction de risque de base h0(.) consi-
dérée comme un paramètre de nuisance et la variance ' des effets aléatoires,
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ou pour prédire les effets aléatoires. Dans le cadre du modèle de fragilité de
Cox, l’algorithme le plus utilisé est l’algorithme EM (Estimation-Maximization).
L’algorithme EM introduit par [29] permet d’obtenir des estimations par maximi-
sation de la vraisemblance dans le cas de données incomplètes. L’utilisation de
l’algorithme EM dans le cadre des modèles à fragilité gamma a été proposée par
[45] et développée par [87, 70, 50]. [87] conjecturent que les estimateurs ont les
propriétés habituelles des estimateurs obtenus par maximum de vraisemblance.
Cela a été démontré par la suite par [85]. Les fragilités individuelles peuvent
être vues comme des données manquantes, d’où l’utilité de l’algorithme EM.
A l’étape M, les fragilités sont remplacées par les valeurs calculées à l’étape E
et la vraisemblance partielle est maximisée comme si les fragilités étaient connues.

Des valeurs initiales �̂(0) et Ĥ(0)
0 (.) sont attribuées à � et H0(.) respectivement

via maximisation de la log-vrasemblance classique de Cox (2.9) et l’équation (2.12)
avec Ui = 1.

1. Etape E. Ui et log(Ui) sont remplacés par leurs espérences conditionnelles
aux données (�, H0(.)), pour des valeurs courantes de � et de h0. C’est-à-dire,

E (Ui) =
1
'

+ di

1
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+
JiP
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exp

⇣
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⌘
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d’où à la kieme iteration
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Les fragilités Ui étant distribuées selon une loi gamma conditionnellement aux ob-
servations, de paramètre de forme ( 1

'
+ di) et de paramètre d’échelle

1
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+
JiP

j=1
exp

⇣
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⌘
exp(�̂>Zij), ce qui correspond à l’éspérence en (2.10), en s’ap-

puiyant sur le calcul des moments et cumulants de la statistique suffisante on peut
montrer que
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d’où à la kieme iteration
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Dans cette expression, la variance ' est, soit fixée (dans le cas où l’on utilise
l’algorithme EM pour une série de valeurs fixes de ' avant de maximiser la vrai-
semblance marginale profilée déterminée graphiquement ou numériquement),
soit correspond à la valeur estimée '̂(k) à l’étape M en maximisant (2.5).

2. Etape M. Cette étape nécessite respectivement une maximisation de (2.4)
et de (2.5) par rapport aux paramètres inconnus ' et � en remplaçant Ui et
log(Ui) dans (2.4) et dans (2.5) par leurs espérences calculées à l’étape E. Pour
estimer �, on effectue une maximisation de la log-vraisemblance (2.4). Cette log-
vraisemblance contient le paramètre de nuisance H0(.), qui va être remplacé par
l’estimateur similaire à l’estimateur de Breslow, soit

Ĥ(k)
0 (t) =

Z
t

0

dN.(s)
P

i,j2R(t)
E(k)(Ui) exp

⇣
�̂>(k)Zij

⌘ (2.12)

où N.(t) est le processus de comptage qui compte le nombre d’évéments de tous
les sujets juste avant le temps t: N.(t) =

P
i,j

Ni,j(t) et R(t) est l’ensembre des

indices des sujets à risque juste avant le temps t. Le risque de base estimé ĥ(k)
0 (t)

correspond alors aux sauts du processus Ĥ(k)
0 (t).

Ces étapes sont répétées jusqu’à la convergence de l’algorithme, c’ést-à-dire
`
⇣
�̂(k), Ĥ(k)

0 (.), '̂(k)
⌘

entre deux itérations inférieure à une valeur " fixée. Une fois

la convergence obtenue, les estimateurs des variances des paramètres �̂ et '̂

sont obtenus par inversion de la matrice d’information de Fisher dont le calcul
ne porte plus seulement sur I

⇣
�̂, '̂

⌘�1

mais plutôt sur I
⇣
�̂, Ĥ0(.), '̂

⌘�1

de la log-

vrasemblance marginale `
⇣
�̂, Ĥ0(.), '̂

⌘
[6]. L’algorithme pour l’estimation est dé-

crit dans la Figure 2.1.
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Figure 2.1 – Algorithme EM pour estimer des paramètres dans le modèle semi-
paramètrique à fragilités partagées

2.2.1.3 Application de l’Algorithme EM avec les packages R Survival et R
FrailtyEM

Descriptions des données CGD de Fleming et Harrington

Les données sont issues d’un essai randomisé contre placebo sur le traitement
par gamma-interferon (��IFN) dans la granulomatose septique chronique (CGD
"Chronic Granulomatous disease"). Des temps d’infection récurrents sur 128

patients de 13 hopitaux différents ont été observés. Ce fichier de données est
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disponible dans son intégralité sous le package R survival.

Analyse des données CGD de Fleming et Harrington

Pour analyser ces données du cancer colorectal, on s’est servi du package
frailtyEM [11], un package R qui utilise l’algorithme général d’ Espèrence-
Maximisation (EM) [29] pour ajuster des modèles de fragilité partagés semi-
paramétriques.

Tableau 2.1 – Résultats de l’estimation des paramètres du modèle semi-paramètrique à
fragilités partagées par l’Agorithme EM, pour des données CGD.

Variables coef exp(coef) se(coef) adj. se z p
sexfemale -0.23 0.80 0.40 0.40 -0.57 0.57
treatrIFN-g -1.05 0.35 0.31 0.31 -3.39 0.00
Effets aléatoires 1.22 0.90

Ici, Nous omettons la partie sortie de la fragilité; la variance de fragilité esti-
mée est de 0.820 avec un intervalle de confiance basé sur la vraisemblance à 95%

de (0.539, 4.326) et elle est donc significativement différente de 0. Ceci veut dire
qu’il y a une hétérogénéité entre les patients. Nous avons une valeur p < 0, 05

pour la variable " treatrIFN-g". Ceci montre que le traitement par ��IFN réduit
significativement le risque d’infections graves chez les patients atteints de CGD.
L’Illustration de fonctions de risques cumulés et fonctions de survie chez les pa-
tients sous traitement��IFN et du groupe Placebo peut se voir sur les figures 2.2
et 2.3.
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Figure 2.2 – Risques cumulés conditionnel (en rouge) et marginal (en noir) avec les inter-
valles de confiance correspondants en traits chez les hommes, l’un appartenant au groupe
de traitement �-IFN et l’autre du groupe Placebo. Ici on constate que le risque d’infections
graves chez les patients atteints de CGD au cours d’une période donnée est moins élevé
pour les pateints atteints de CGD sous traitement �-IFN que les patients atteints de CGD
du groupe Placebo
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Figure 2.3 – Fonctions de survie conditionnelle (en rouge) et marginale (en noir) avec
les intervalles de confiance correpondants en traits chez les hommes, l’un appartenant au
groupe de traitement �-IFN et l’autre du groupe Placebo dans le modèle à fragilités parta-
gées. On constate que la probabilité de survivre jusquà un instant donné chez les patients
atteints de CGD sous traitement �-IFN est plus élevée que chez les patients atteints de
CGD du groupe Placebo.

2.2.1.4 Estimation des paramètres par vraisemblance partielle pénalisée

L’approche par vraisemblance pénalisée a été proposée dans un premier temps
pour des fragilités de distribution lognormales par [81, 82, 94] mais est utilisable
également pour des fragilités gamma [110, 32, 109]. Pour estimer les paramètres
dans un modèle à fragilités gamma partagées en utilisant l’approche par vrai-
semblance pénalisée, il est préférable de réécrire le modèle (2.1) en remplaçant
vi = log(ui).

hij(t|vi) = h0(t) exp(�>Zij + vi) (2.13)

Pour les différencier, On appellera fragilité le terme ui et effet aléatoire le terme vi.
De manière similaire à ce qui a été vu dans l’EM, la log-vraisemblance complète

` (�, H0(.), ') = `1 (�, H0(.)) + `2 (')
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Dans le cadre d’une estimation semi-paramétrique, où h0(.) est considéré comme
un paramètre de nuisance, le premier terme de cette vraisemblance peut être rem-
placé par une vraisemblance partielle

`p,1(�) =
nX

i=1

JiX

j=1

�ij

2

4vi + �>Zij � log

0

@
X

l2R(Ti)

exp(�>Zl + Ul)

1

A

3

5 (2.14)

Le second terme de cette vraisemblance correspond à la distribution des fragilités

`2 (') =
nX

i=1

fV (vi) (2.15)

Ce second terme est ici considéré comme un terme de pénalité et par la suite noté
lpen(v, '). La log-vraisemblance partielle pénalisée s’écrit alors

`ppl(v,�,') = `p,1(v, �)� lpen(v, '). (2.16)

Sous l’hypothèse d’une distribution gamma de la fragilité, d’espérance 1 et de va-
riance ', la densité de l’effet aléatoire V est :

fV (v) =
(exp(v))

1
' exp(� exp( v

'
))

'
1
' �( 1

'
)

(2.17)

La procédure consiste à estimer, pour une variance ' fixée, les effets aléatoires
vi et le vecteur des paramètres associés aux covariables � en maximisant la log-
vraisemblance partielle pénalisée (2.16). Puisque le Log de la densité des effets
aléatoires en (2.17) est égal 1

'
(v � exp(v)) plus des termes qui ne dépendent pas

de vi, Ils peuvent donc être omis dans le terme de pénalité, d’où dans l’expression
(2.16),

lpen(v, ') = � 1

'

nX

i=1

(vi � exp(vi))

Le terme �(vi � exp(vi)) a son minimum en vi = 0. Dans l’estimation des effets
aléatoires vi et de � à partir de (2.16), les valeurs de vi sont donc d’autant plus
pénalisées qu’elles sont éloignées de 0. La variance de l’effet aléatoire correspond
au paramètre de "lissage", pré-spécifié ou estimé. C’est-à-dire qu’elle détermine
l’importance de la pénalité. Si la variance est faible, le terme de pénalité est im-
portant, et donc des valeurs de l’effet aléatoire éloignées de 0 sont très pénalisées.
Si la variance est élevée, le terme de pénalité contribue moins à la vraisemblance
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complète, et ainsi on autorise l’effet aléatoire à s’éloigner d’avantage de 0. La pro-
cédure générale d’estimation des paramètres utilise deux boucles imbriquées l’une
dans l’autre.
Pour une valeur fixée de ', l’algorithme de Newton-Raphson permet d’estimer �̂(')

et v̂(') en maximisant la log-vraisemblance partielle pénalisée (2.16) et fournir la
valeur correspondante de `ppl(�̂('), v̂('), ') .

La seconde étape consiste à estimer la variance ' de l’effet aléatoire. Elle est
estimée en maximisant la log-vraisemblance marginale profilée, obtenue de ma-
nière similaire à celle de l’algorithme EM en remplaçant dans l’expression de la
log-vraisemblance marginale (2.8) le vecteur � par l’ estimation obtenue à l’étape
précédente, et le risque de base cumulé de manière similaire qu’en (2.12) en rem-
plaçant l’espérance des fragilités par sa valeur estimée. On itère entre les deux
étapes jusqu’à ce que la différence entre deux valeurs successives de ' soit in-
férieure à un certain seuil. [110] ont démontré que la solution obtenue dans un
modèle à fragilité gamma partagée par une vraisemblance partielle pénalisée coin-
cide avec la solution obtenue par l’algorithme EM. Une approche alternative par
vraisemblance pénalisée a été proposée par [95, 97]. Cette approche repose sur la
vraisemblance marginale dans laquelle le risque de base cumulé H0(.) est estimé
de façon non-paramétrique et approché par des splines. L’algorithme pour l’esti-
mation est décrit dans Figure 2.4.

2.2.1.5 Illustration de l’estimation des paramètres par vraisemblance
partielle pénalisée sur les données de Fleming et Harrington

Dans cette sous-section, nous illustrons l’estimation des paramètres d’intérêt
par approche semi-paramétrique par vraisemblance partielle pénalisée sur les
données CGD décrites en section 2.2.1.3.

Tableau 2.2 – Résultats de l’estimation des paramètres par vraisemblance partielle péna-
lisée, pour des données CGD.

coef se(coef) se2 Chisq DF p
sexfemale -0.22 0.40 0.33 0.32 1.00 0.57
treatrIFN-g -1.05 0.31 0.26 11.61 1.00 0.00
Effets aléatoires 0.91 56.46 37.58 0.02

Ici nous remarquons que cette approche conduit aux mêmes estimateurs qu’en
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Figure 2.4 – Algorithme d’estimation des paramètres dans le modèle semi-paramètrique
à fragilités partagées par vraisemblance partielle pénalisé

utilisant l’algorithme EM décrit dans la section 2.2.1.3 dont les résultats sont pré-
sentés dans le tableau 2.1. Nous omettons aussi la partie sortie de la fragilité; la
variance de fragilité estimée est de 0.828 et à une valeur p < 0, 05. Ceci veut dire
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qu’il y a une hétérogénéité entre les patients. Nous avons aussi une valeur p < 0, 05

pour la variable " treatrIFN-g". Ceci montre que le traitement par ��IFN réduit
significativement le risque d’infections graves chez les patients atteints de CGD.
Notons qu’en raison de la difficulté technique, la fonction "predict.coxph" dans le
package "survival" n’a pas encore l’option de prédire les modèles contenant un
terme de fragilité avec argument "newdata". Les fonctions de risque cumulé et de
survie estimées par approche semi-paramétrique par vraisemblance partielle pé-
nalisée sur les données CGD (résultats du tableau 2.2) sont données par la figure
2.5 .

Figure 2.5 – Fonction de risque cumulé à gauche et fonction de survie à droite avec les
intervalles de confiance estimées par approche semi-paramétrique par vraisemblance par-
tielle pénalisée sur les données CGD dans le modèle à fragilités partagées.

La fragilité partagée explique la corrélation entre les sujets dans les groupes. Ce-
pendant, elle comporte certaines limites. Tout d’abord, elle suppose que les fac-
teurs non observés sont les mêmes dans le groupe, ce qui ne reflète pas toujours la
réalité. Par exemple, à certains moments, il peut être inapproprié de supposer que
tous les partenaires dans un groupe partagent tous leurs facteurs de risque non
observés.
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Deuxièmement, la dépendance entre les temps de survie au sein du groupe est
basée sur les distributions marginales des temps de survie. Toutefois, lorsque les
covariables sont présentes dans un modèle à risques proportionnels avec fragilité
distribuée selon une loi Gamma, le paramètre de dépendance et l’hétérogénéité de
la population sont confondus [23]. Ceci implique que la distribution jointe ne peut
être différenciée des distributions marginales [57, 58].

Troisièmement, dans la plupart des cas, une fragilité à une dimension ne peut
que provoquer une association positive au sein du groupe. Toutefois, il y a certaines
situations où les temps de survie des sujets, dans le même groupe sont associés
négativement. Par exemple, dans l’étude de transplantation de Coeur de Stanford,
plus une personne doit attendre pour un coeur disponible, moins il ou elle est sus-
ceptible de survivre après la transplantation. Par conséquent, les temps d’attente
et les temps de survie peuvent être négativement associés. Pour éviter les limita-
tions mentionnées ci-dessus les modèles de fragilité corrélée ont été développés.

2.2.2 Modèle à fragilité Gamma corrélée
2.2.2.1 Formulation du modèle

Une autre structure de modèle à fragilités a été proposée pour tenir compte à la
fois d’une hétérogénéité due à des variables individuelles non observées et d’une
corrélation entre certains individus. A l’origine, ce modèle à fragilitées corrélées
ou modèle additif à fragilités a été développé pour l’analyse des données de temps
d’événements bivariés, dans laquelle deux variables aléatoires associées sont uti-
lisées pour caractériser l’effet de la fragilité pour chaque paire. Par exemple, une
variable aléatoire est attribuée pour le partenaire 1 et une pour le partenaire 2 afin
qu’ils ne soient plus contraints d’avoir une fragilité commune. Ces deux variables
sont associées et ont une distribution conjointe. La connaissance de l’une d’entre
elles n’implique pas nécessairement la connaissance de l’autre. Il n’y a plus de
restriction sur le type de corrélation. Ces deux variables peuvent également être
négativement associées, ce qui induit une association négative entre les temps de
survie. Ce modèle a été developpé par plusieurs auteurs [91, 127, 89, 71] pour dis-
tinguer l’effet de facteurs de risque environnementaux par rapport aux facteurs
génétiques sur la survie des jumeaux. Pour deux personnes dans une paire, les
fragilités ne sont pas nécessairement les mêmes, comme dans le modèle à fragi-
lité partagée. Nous supposons que les fragilités agissent de manière multiplicative
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sur la fonction de risque de base (modèle à risques proportionnels) et que les ob-
servations d’une paire sont conditionnellement indépendantes, compte tenu de la
fragilité. La formulation générale du modèle à fragilités corrélées se présente de
la manière suivante pour i = 1, 2, ..., n et j = 1, 2.

h(t|Zij, Uij) = Uijh0j(t) exp(�>Zij) (2.18)

où h0j(t) est la fonction de risque de base en un temps t et Uij est une variable
aléatoire de fragilité spécifique au sujet j du groupe i. Les modèles de fragilité à
corrélation bivariée sont caractérisés par la distribution conjointe d’un vecteur bi-
dimensionnel de fragilités (Ui1, Ui2). Si les deux fragilités sont indépendantes, les
durées de vie résultantes le sont et aucun cluster n’est présent dans le modèle. Si
les deux fragilités sont égales, le modèle de fragilité partagée est obtenu comme
un cas particulier du modèle de fragilité corrélée avec une corrélation 1 entre les
fragilités [123]. Afin de dériver une fonction de vraisemblance marginale, l’hypo-
thèse de l’indépendance conditionnelle de la durée de vie, étant donné la fragilité,
est utilisée. Soit �ij une indicatrice de censure pour l’individu j(j = 1, 2) de la paire
i(i = 1, ..., n). L’indicatrice �ij est 1 si la personne a vécu l’événement d’intérêt, et
0 sinon. D’après (2.18), la fonction de survie conditionnelle de l’individu j dans la
paire i est :

S(t|Zij, Uij) = exp
�
�UijH0j(t)�

>Zij

�
(2.19)

avec H0j, la fonction de risque de base cumulée. La contribution de l’individu j(j =

1, 2) de la paire i(i = 1, ..., n) à la vraisemblance conditionnelle est donnée par :
⇥
Uijh0j(t) exp(�>Zij)

⇤�ij exp
�
�UijH0j(t)�

>Zij

�
.

Le modèle à fragilités corrélées conduit à une expression de la vraisemblance
plus compliquée que celle utilisée dans le modèle à fragilités partagées [89]. En
supposant que la censure est indépendante et non informative pour U , la vraisem-
blance sur les données non observées est de la forme

nY

i=1

(
JiY

j=1

hij(tij|Uij)
�ij exp [�UijHij(tij)]

)
fU(ui1, ui2) (2.20)

avec fU(., .), une densité de probabilité d’une loi de distribution de la fragilité cor-
respondante.

[127] ont par exemple proposé d’appliquer un modèle à fragilités corrélées sur
une cohorte de jumeaux. Pour cela, ils utilisent une décomposition de la variable
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de fragilité en une somme de deux variables de fragilité, une partagée par
plusieurs individus d’un même groupe, l’autre étant non partagée. La structure de
corrélation additive est: Ui1 = Ui0 + Ui1 et Ui2 = Ui0 + Ui2. Ces variables aléatoires
dans chaque groupe sont corrélées. Par contre, les variables aléatoires Ui0, Ui1

et Ui2 sont indépendantes et distribuées selon des lois gamma des paramètres
(k0, �0), (k1, �1), (k2, �2) respectivement. Nous ne mentionnons pas toute la théorie
découlant de ces hypothèses, le lecteur intéressé par les détails de la théorie peut
consulter le travail de [51]. Seulement, il résulte de ce modèle la distribution de
survie bivariée de la forme

S(t1, t2) =
S1(t1)

1�
�1
�2

⇢S2(t2)
1�

�2
�1

⇢

⇣
S1(t1)

��
2
1 + S2(t2)

��
2
2 � 1

⌘ ⇢
�1�2

, (2.21)

avec
E (Ui1) = 1, Var (Ui1) = k0 + k1 =

1

�1
= �1,

E (Ui2) = 1, Var (Ui2) = k0 + k2 =
1

�2
= �2,

et
⇢ =

Cov(Ui1, Ui2)p
Var (Ui1) Var (Ui2)

=
k0p

(k0 + k1)(k0 + k2)

représente la corrélation entre le jumeau 1 et le jumeau 2. L’intervalle possible de
la corrélation entre les fragilités dépend des valeurs de �1 et �2.

0  ⇢  min

✓
�1

�2
,
�2

�1

◆
. (2.22)

Si les deux fragilités sont égales, le modèle de fragilité partagée est obtenu comme
un cas particulier où �1 = �2 = �, ⇢ = 1,

S(t1, t2) =
⇣
S1(t1)

��
2
+ S2(t2)

��
2 � 1

⌘�1
�2

(2.23)

D’autres modèles de fragilité Gamma corrélée ont été appliqués au cas des ju-
meaux [132, 124]. L’algorithme EM peut être utilisé également pour estimer les
paramètres d’intérêt selon la même procédure décrite pour les modèles à fragilités
partagées.
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2.2.3 Modèle à fragilités emboitées
L’analyse de données de survie groupées par des modèles à fragilités partagées

est très utile, avec des domaines d’application multiples. Cependant, ces modèles
ne sont restreints qu’à un seul niveau de regroupement des données. De plus en
plus d’études épidémiologiques ont un schéma de regroupement des données plus
complexe, avec plusieurs niveaux de regroupement. Les modèles à fragilités emboi-
tées sont particulièrement intéressants dans des cohortes où les données sont na-
turellement regroupées en clusters avec deux niveaux hiérarchiques. Par exemple
le regroupement des familles dans les différentes villes, ou par le schéma d’étude,
c’est-à-dire des données collectées selon plusieurs niveaux de regroupement (diffé-
rents quartiers nichés dans des villes). Cette approche peut être également inté-
ressante dans l’analyse de données de survie récurrentes et groupées.

Dans les modèles à fragilités partagées, en ignorant des composantes aléatoires
(ou des niveaux de regroupement des données) on risque d’obtenir des résultats
non valides. Des développements ont donc été proposés pour permettre l’analyse
de données de survie hiérarchiques à plusieurs niveaux de regroupements, ils
concernent les modèles à fragilités emboitées. Les données tronquées à gauche
et censurées à droite sont autorisées dans ce modèle.

2.2.3.1 Formulation du modèle

Nous condidérons n groupes indépendants des individus et dans chaque groupe
i = 1, ..., ni il y a Ji sous-groupes des individus. Soient Xijk, Cijk et Lijk les temps de
survie, de censure à droite et de troncature à gauche respectivement pour le kime

individu (k = 1, ..., Kij) du sous-groupe j(j = 1, ..., Ji) et du groupe i(i = 1, ..., n). Les
temps observés sont Tijk = min(Xijk, Cijk) et les indicateurs de censure sont �ijk.
Nous supposons que Xijk, Cijk, Lijk soient indépendants. Dans le modèle à fragilités
emboitées, la fonction de risque conditionnelle aux deux effets aléatoires Ui et Vij

pour l’individu k(k = 1, ..., Kij) du sous-groupe j(j = 1, ..., Ji) et du groupe i(i =

1, ..., n) est :
hijk (t|Zijk, Ui, Vij) = UiVijh0(t) exp

�
�>Zijk

�
(2.24)

avec h0(t) la fonction de risque de base, Zijk covariable associée à l’individu k du
groupe i et sous-groupe j. L’effet aléatoire Ui du groupe i et l’effet aléatoire Vij

du sous-groupe j sont tous les deux distribués de façon indépendante et identique
avec une loi gamma. C’est-à-dire :
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Ui

i.i.d! �
⇣

1
�
, 1

�

⌘
, avec E(Ui) = 1 et Var(Ui) = �

Vij

i.i.d! �
⇣

1
⌘
, 1

⌘

⌘
, avec E(Vij) = 1 et Var(Vij) = ⌘

Si ⌘ est nul, les observations du même sous-groupe sont indépendantes et si �

est nul, les observations du même groupe sont indépendantes. Une variance plus
importante implique une plus grande hétérogénéité de la fragilité d’un groupe à
l’autre et une plus grande corrélation des temps de survie des individus apparte-
nant au même groupe. La log-vraisemblance complète dans le modèle à fragilité
gamma emboitée prend la forme suivante [96]
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(2.25)

où Hijk(.) est la fonction de risque cumulé de base et Ai =
niP

j=1

KijP
k=1

I{�ijk=1} est la

somme des événements dans le groupe i.
Les deux niveaux hiérarchiques de regroupement des données sont pris en

compte dans les modèles en incluant deux effets aléatoires emboités. Cependant,
les difficultés numériques rencontrées pour étendre les modèles à fragilités par-
tagés ont limité leur développement. Les paramètres peuvent être estimés en uti-
lisant un algorithme EM [100] ou une approche bayésienne [33]. Une méthode
d’estimation non paramétrique par vraisemblance pénalisée pour estimer la fonc-
tion de risque dans les modèles à fragilités emboitées sur des données de survie
censurées à droite et tronquées à gauche a été proposée [96]. Contrairement aux
modèles à fragilités partagées, dans les modèles à fragilités emboitées, l’expres-
sion de la vraisemblance marginale contient des intégrales non analytiques sur
des effets aléatoires du niveau de regroupement le plus haut.
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2.2.3.2 Illustration du modèle

Ici, en utilisant le package R frailtypack, nous illustrons l’utilisation du mo-
dèle à fragilités emboitées sur une base des données [37] décrite dans la section
2.2.1.3. Les données sont issues d’un essai randomisé contre placebo sur le trai-
tement par gamma-interferon (��IFN) dans la granulomatose septique chronique
(CGD "Chronic Granulomatous disease"). Des temps d’infection récurrents sur 128

patients de 13 hopitaux différents ont été observés. Le nombre de patients par hô-
pital varie entre 4 et 26. Les résultats exposés dans le tableau 2.3 comparent des
modèles à fragilités partagées standards à des modèles à fragilités emboitées qui
tiennent compte de deux effets aléatoires. Les résultats sont également exposés
pour deux choix de temps de base (en"gap time" ou "calendar time"). En général,
toutes les analyses montrent que le traitement par ��(IFN) réduit significative-
ment le risque d’infections graves chez les patients atteints de CGD.

Tableau 2.3 – Analyse d’événements récurrents avec un modèle à fragilités emboitées
pour des données CGD.

Variables Modèle à fragilités partagés Modèle à fragilités
Niveau Hôpital Niveau patient emboitées

�̂(S.E) �̂(S.E) �̂(S.E)
?Temps de base"calendrier"
Traitement (��IFN) -1.112(0.262) -1.059(0.309) -1.058(0.308)
Var(Ui) = � (hôpital) 0.12(0.13) - 0.007(0.003)
Var(Vij) = ⌘ (patient) - 0.803(0.391) 0.802(0.391)
Log-vraisemblance
pénalisée -526.63 -522.58 -510.99
?Temps de base"gap"
Traitement (��IFN) -1.124(0.268) -1.166(0.355) -1.166(0.355)
Var(Ui) = � (hôpital) 0.145(0.141) - 0.007(0.003)
Var(Vij) = ⌘ (patient) - 1.579(0.707) 1.577(0.705)
Log-vraisemblance
pénalisée -532.38 -525.54 -514.09

Ici on remarque que, quelque soit l’approche utilisée (Calendrier ou en gap),
toutes les analyses montrent que le traitement par ��IFN réduit significati-
vement le risque d’infections graves chez les patients atteints de la CGD. Par
exemple, dans le modèle à fragilités emboitées, en "gap time", nous obtenons
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RR = 0.311, IC95(0.16 � 0.63). Puisqu’une seule partie de la structure de corréla-
tion des données est considérée dans le modèle simple à fragilités partagées, cela
fait que la variance des effets aléatoires spécifiques aux hôpitaux (Ui) estimée à
0.145 est supérieure à la variance des effets aléatoires spécifiques des hôpitaux (Ui)
estimée à 0.007 dans le modèle à fragilités emboitées où les deux structures de cor-
rélation sont prises en compte.
Les modèles à fragilités emboitées suggèrent que la variance entre patients (Vij =

1.577) est largement supérieure à la variance entre hopitaux (Ui = 0.007).

2.3 Conclusion
Ce chapitre introduit la notion de la fragilité ainsi que ses différents domaines

d’application. La fragilité est une variable aléatoire qui permet, entre autres, de
prendre en compte l’hétérogénéité des individus issus d’un même groupe par rap-
port à d’éventuels sous-groupes homogènes. Cette hétérogénéité est considérée
comme non observable et elle reflète souvent des facteurs environnementaux ou
des facteurs génétiques. Les groupes d’individus peuvent être des familles, les pa-
tients d’un même hôpital, les gens de la même ville ou par exemple un événement
observé avec répétition pour une même personne. La génétique est l’un des do-
maines d’application le plus prometteur des modèles à fragilités et l’hétérogénéité
inexpliquée d’origine géographique est le plus faible et souvent non detectable [95].
Les modèles à fragilités sont intéressants pour modéliser la durée de survie en te-
nant compte de l’hétérogénéité de la population qui ne peut pas être expliquée par
des facteurs connus et mesurables. L’hétérogénéité peut être présente même si les
observations sont indépendantes; cependant, c’est dans le cas où l’on a des don-
nées corrélées que l’on peut valablement estimer des paramètres mesurant cette
hétérogénéité. Dans le modèle à fragilités, la variance de la variable de fragilité
est un indice direct de l’hétérogénéité. Dans ce chapitre, un accent particulier a
été mis sur le modèle à fragilité partagé gamma ainsi que certaines extensions de
ce modèle : modèle à fragilités corrélées et modèle à fragilités emboitées. En effet,
cette distribution possède de bonnes propriétés. Un de ces avantages réside dans
ses facilités calculatoires.

Malgré la popularité de modèles à fragilités gamma partagées aujourd’hui, les
modèles utilisant d’autres distributions de fragilité peuvent être utilisés pour mo-
déliser cette fragilité : Positive Stable, Log-normale,... Le choix de la distribution
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pour l’effet aléatoire est un problème majeur dans les modèles de fragilité. Même
si chaque distribution possède ses atouts, dans la plupart des analyses effectuées
dans la littérature, il ressort que la distribution gamma est particulièrement satis-
faisante [59]. C’est pourquoi nous n’utilisons que celle-ci pour modéliser la fragilité
dans les divers modèles de cette thèse. Le modèle à fragilités gamma partagées
formulé mathématiquement dans la section (2.2.1) a été illustré sur une base de
données CGD de Flemming et Harrington décrite dans la sous-section (2.2.1.3).
L’approche de l’algorithme EM et l’approche de la vraisemblance partielle pénali-
sée ont été utilisées. La formulation mathématique du modèle à fragilité gamma
corrélée a été présentée dans la section (2.2.2) et suite à l’unique disponible pa-
ckage "R frailtypack" à notre connaissance pour le moment, qui ne prend que les
modèles à fragilités corrélées suivant une loi gamma, on s’est uniquement limité
à la présentation d’une formulation mathématique du modèle à fragilité corrélées
suivant une loi gamma. Le modèle à fragilités emboitées formulé mathématique-
ment dans la section (2.2.3) a été illustré sur une base CGD de Flemming et Har-
rington décrite dans la sous-section (2.2.1.3). Ici, on signale que quelques exemples
sur l’estimation de la fonction de risque de base dans les modèles de fragilités ont
été graphiquement présentés. Quelle que soit l’approche utilisée dans l’estimation
des paramètres d’intérêt, l’introduction de la notion de fragilité dans la modélisa-
tion classique de durées de survie produit des résultats qui reflètent la réalité.



CHAPITRE 3

Estimations pénalisées dans les
modèles de durées de vie

censurées

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons un certain nombre de méthodes de régularisation
dans le modèle à risques proportionnels de Cox. Les approches présentées dans ce
chapitre sont basées sur l’estimation pénalisée : la régression Ridge, la régression
Lasso (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator), la régression adaptive
Lasso, la régression Elastic-net, la régression Scad (Smoothly Clipped Absolute De-
viation) et la régression Mcp (Minimax Concave Penalty). Nous présentons ensuite
l’illustration de ces méthodes sur une base de données censurées en utilisant l’algo-
rithme "coordinate descente".
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3.1 Introduction

LL’avènement des données génomiques, protéomiques, métaboliques, mais aussi
celles issues de l’imagerie médicale ou décrivant l’historique des prescriptions mé-
dicamenteuses, ouvre de nouvelles perspectives dans la modélisation statistique.
Plusieurs modèles ont ainsi été développés autour de ces nouvelles sources d’in-
formation [80]. Cependant, ces données posent également de nouvelles questions
d’un point de vue méthodologique. D’une part, du point de vue de la qualité de l’es-
timation, la plupart des procédures statistiques classiques souffrent du fléau de
la dimension [46]. Les modèles de régression paramétriques, par exemple, ont des
performances prédictives détériorées lorsqu’ils sont estimés à partir d’un grand
nombre de covariables. Or ces performances prédictives sont cruciales, notamment
dans le cas des modèles pronostiques. D’autre part, du point de vue de l’interpréta-
tion, on cherche à travers ces modèles à déterminer quelles covariables sont effec-
tivement associées à la variable d’intérêt (par exemple pour mieux comprendre les
mécanismes biologiques en jeu). L’identification des variables pertinentes est ce-
pendant d’autant plus difficile que le nombre de variables "candidates" est grand.
Ainsi, les données de grandes dimensions disponibles aujourd’hui posent naturel-
lement la question de la sélection des variables pertinentes, tant pour l’interpré-
tation des modèles obtenus que pour leur garantir de bonnes performances prédic-
tives.

Le problème de la sélection de variables (voire plus généralement de la sélec-
tion de modèle) est un des axes de recherche majeur en statistique. Parmi les pro-
cédures classiques de sélection de variables figurent celles qui reposent sur la mi-
nimisation de critères pénalisés. Un exemple bien connu est le BIC [102] pour le-
quel la consistance en sélection de variables est garantie sous certaines conditions
[69]. Cependant, ce critère reposant sur la "norme" l0 des paramètres n’est pas
convexe et sa résolution numérique est dite combinatoire : en général, il n’existe
pas d’autres stratégies que celle consistant à calculer le BIC pour l’ensemble des
2p modèles possibles. Dès que p � 30, il n’est pas raisonnable de construire les 2p

modèles et on le combine le plus souvent à des techniques heuristiques qui per-
mettent de ne parcourir qu’un sous-ensemble de ces 2p modèles. Les plus utilisées
en épidémiologie et en recherches cliniques sont les approches "gloutonnes" dites
pas-à-pas (stepwise en anglais), qui peuvent être ascendantes, descendantes, voire
hybrides [55].

On parle généralement de grandes dimensions quand le nombre total de va-
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riables explicatives est du même ordre de grandeur ou est supérieur au nombre
d’individus. En d’autres termes, il y a trop de variables pour pouvoir directement
appliquer un modèle de régression de Cox.

Nous partons du postulat qu’il existe un modèle incluant un petit nombre de
variables explicatives permettant de bien prédire la variable réponse. Cette hypo-
thèse semble raisonnable, car elle traduit le fait que le nombre important de va-
riables à notre disposition (dans le cas des données socio-épidémiologiques) est dû
au fait que les questionnaires sont issus des experts de différents domaines (méde-
cins, sociologues, économistes etc..) qui peuvent poser des questions très proches.
Même si cette hypothèse n’est pas verifiable, le fait de décrire les données par
un nombre restreint de variables permet d’avoir des modèles interprétables. Plu-
sieurs stratégies de réduction de dimension existent. Nous présentons ici celles
basées sur la minimisation d’un contraste pénalisé qui soient simples à résoudre
numériquement tout en renvoyant des estimateurs présentant de bonnes proprié-
tés statistiques [111, 35, 21, 19, 46]. Nous nous restreignons ici sur les penalités
Ridge, de type Lasso (ou l1), adaptive lasso, elastic net, Group Lasso et de Adaptive
Group Lasso, que nous allons maintenant décrire.

3.2 Méthodes de régulation dans le modèle de Cox

3.2.1 La régression Ridge
La recherche du meilleur estimateur au sens du compromis biais-variance est

un problème fondamental en statistique. Les approches pénalisées ont été intro-
duites dans le but d’améliorer la qualité du modèle, en réduisant par exemple le
nombre de variables. Dans le cas où chaque variable n’est liée qu’à un coefficient,
la réduction du nombre de variables est équivalente à la réduction du nombre de
coefficients. Pour obtenir une meilleure prédiction, [56] ont proposé la régression
Ridge. Dans le cas du modèle de Cox, c’est la solution du problème pénalisé sui-
vant :
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où � > 0 est un paramètre de régularisation. La régression Ridge rétrécit l’es-
timateur des moindres carres ordinaires vers 0. Ce faisant, elle donne un esti-
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mateur biaisé, mais avec une variance plus petite que celle de l’estimateur des
moindres carres ordinaires. La régression Ridge permet de rétrécir les coefficients,
mais elle n’en annule aucun, donc elle ne donne pas des modèles interprétables
(Figure 3.1b).

3.2.2 La régression Lasso (Least Absolute Shrinkage and Se-
lection Operator)

La méthode Lasso, proposée par [111], est certainement la plus populaire des
méthodes de régularisation. Cette méthode minimise la log-vraisemblance par-
tielle négative de Cox pénalisée par la norme l1 des coefficients. Elle s’écrit sous la
forme suivante :
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(3.2)

où � > 0 est un paramètre de régularisation. Ce paramètre de régularisation a
le double effet de rétrécir les coefficients de �, permettant de diminuer le biais à
l’instar de la méthode Ridge, mais surtout de faire de la sélection automatique de
variables, en annulant certains coefficients de �, pour des valeurs suffisamment
grandes du paramètre � (Figure 3.1a). Même si en général il n’existe pas de forme
analytique de la solution pour ce type de problème d’optimisation, des algorithmes
existent pour résoudre ce problème, par exemple, l’algorithme couramment utilisé
de coordinate descent introduit par [40].

La figure 3.1 permet de visualiser les solutions respectives du Lasso et du Ridge
en rouge. Sur cet exemple, on constate que le coefficient �1 solution du Lasso est
contrainte à zéro. Ce n’est pas le cas de la solution du Ridge pour laquelle les deux
coefficients �1 et �2 sont nuls. Plus généralement, le Lasso introduit de la sparsité,
alors que ce n’est pas le cas du Ridge.

3.2.3 La régression adaptive Lasso
Dans la méthode Lasso, il est bien connu que, plus le paramètre de régulari-

sation est grand plus le coefficient a de forte chance d’être estimé égal à zéro et
inversement, plus le paramètre de régularisation est petit, plus le coefficient a de
forte chance d’être estimé différent de zéro. Il est donc judicieux de pénaliser dif-
féremment les coefficients du vecteur � : affecter aux coefficients non significatifs
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Figure 3.1 – Les solutions du Lasso et du Ridge

une pénalité considérable (un poids important) et aux coefficients significatifs une
petite pénalité (un petit poids). C’est pour cela que [136] a proposé la méthode de
l’Adaptive Lasso. C’est une version pondérée de Lasso classique. C’est une solution
du problème pénalisé suivant :

�̂AdaLasso = arg min
�
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(3.3)

où !̂ = (!̂1, ..., !̂p)> est un vecteur de poids donné par un estimateur initial et
� > 0 est un paramètre de régularisation. Elle résout le problème de consistance en
sélection du Lasso, en pénalisant différemment les coefficients de �. Le problème
est que l’on ne connait pas à l’avance les paramètres significatifs. En pratique on
utilise généralement les poids !̂ = 1

|�̂j |
, où �̂j est soit l’estimateur du maximum de

vraisemblance soit l’estimateur ridge [136].

3.2.4 La regression Elastic-net
Malgré la popularité de la méthode Lasso, [137] ont constaté que le Lasso pos-

sède certaines limitations.
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Le nombre de variables sélectionnées par la méthode Lasso est limité par la
taille de l’échantillon, donc ce nombre ne peut pas dépasser n. Les résultats théo-
riques qui garantissent la consistance de l’estimateur Lasso portent en général sur
une hypothèse de faible corrélation entre les variables. La méthode Lasso a donc
de mauvaises performances en cas de forte multicolinéarité entre les variables
explicatives. En effet, lorsque plusieurs variables sont fortement corrélées entre
elles, on aimerait que l’ensemble de ces variables soit sélectionné. Cependant, le
Lasso a tendance à sélectionner une seule variable parmi un groupe de variables
très corrélées. Donc la méthode Lasso présente un problème d’identifiabilité. Tou-
jours dans le cas d’existence d’une forte corrélation entre les variables explicatives,
les performances de prédiction de la méthode Lasso ne sont pas aussi bonnes que
celles de la régression Ridge.

Pour pallier ces limitations du Lasso, [137] ont proposé l’Elastic-net. Cette mé-
thode combine les deux pénalités l1 (norme L1) et l2 (norme L2). C’est la solution
du problème pénalisé :

�̂Enet = arg min
�
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(3.4)

où, � � 0 et ↵ 2 [0, 1] sont deux paramètres de régularisation. Avec un bon équilibre
des deux pénalités, l’Elastic-net parvient à combiner les points forts du Lasso et du
Ridge tout en minimisant leurs inconvénients. Notons que les régressions Lasso et
Ridge sont deux cas particuliers de l’estimateur Elastic-net correspondants respec-
tivement à ↵ = 0 et ↵ = 1.

Cette combinaison de deux pénalités a l’avantage de sélectionner les variables
tout en prenant en compte les corrélations entre celles-ci. En effet le premier terme
de pénalité (l1) assure la sélection de variables c’est à dire la sparsité de la solution
�̂Enet et le second terme (l2) permet de prendre en compte la corrélation entre les
variables (en encourageant les variables corrélées à être sélectionnées ensemble).

3.2.5 La régression Scad et Mcp
Lorsque le nombre de variables p est grand et que le nombre de variables per-

tinentes est petit, [35] et [133] ont remarqué que :
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1. pour écarter les variables parasites, le paramètre de régularisation � du
problème Lasso doit être grand, ce qui provoque un biais dans les variables
retenues.

2. La diminution de � pour réduire le biais cause l’introduction de beaucoup de
variables parasites.

Pour résoudre ces problèmes, [35] ont proposé l’estimateur Scad, tandis que [133]
ont proposé l’estimateur Mcp.

3.2.5.1 La regression Scad (Smoothly Clipped Absolute Deviation)

Etant donné � � 0 et � > 2, considérons la fonction définie sur [0,1[ par :

q�,�(t) =

8
>>>>><

>>>>>:

�t, si t  �
��t� 0.5(t2 + �2)

� � 1
, si � < t < ��

�2(�2 � 1)

2(� � 1)
, si t > ��.

(3.5)

et le critère pénalisé est donné par :
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L’estimateur Scad est défini par :

�̂Scad = arg min
�

N(�, �, �) (3.7)

Il consiste à remplacer la pénalité l1 dans le Lasso par la pénalité dans l’équation
((3.5)). Pour avoir une idée du fonctionnement de cette pénalité, il est intéressant
de considérer sa dérivée :

q0

�,�
(t) =

8
>>><

>>>:

�, si t  �
��� t

� � 1
, si � < t  ��

0, si t > ��.

(3.8)

Cette pénalité permet de :
1. pénaliser plus sévèrement que Lasso les petits coefficients, conduisant a des

modèles plus parcimonieux.
2. pénaliser moins les grands coefficients, ce qui réduit leur biais.
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3.2.5.2 La régression Mcp (Minimax Concave Penalty)

Pour � � 1 et � > 1, considérons la fonction définie sur [0,1) par :

p�,�(t) =

8
><

>:

�t� t2

2�
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2
��2, si t > ��.

(3.9)

Soit le critère de pénalité :

M(�, �, �) = � 1

n

nX

i=1

2

4�i

0

@�>Zi � log

0

@
X

j2R(Ti)

exp(�>Zj)

1

A

1

A

3

5+
pX

j=1

p�,�(|�j|) (3.10)

L’estimateur Mcp est défini par :

�̂Mcp = arg min
�

M(�, �, �) (3.11)

Il consiste donc à remplacer la pénalité l1 dans le Lasso par la pénalité (3.9), qui a
pour dérivée :

p0

�,�
(t) =

8
<

:
�� t

�
, si t  ��

0, si t > ��.
(3.12)

La pénalité Mcp commence en appliquant le même taux de pénalisation que Lasso,
mais elle le relaxe d’une manière continue jusqu’à ce que t > �� ou le taux de
pénalisation devient nul.

3.2.6 Chemin de régularisation
Les statisticiens sont intéressés par l’obtention d’un estimateur �̂ pour une

grille de valeurs � allant d’une valeur maximale �max pour laquelle tous les co-
efficients pénalisés sont nuls, jusqu’à � = 0 ou une valeur minimale �min pour la-
quelle le modèle devient trop grand ou cesse d’être identifiable(non-sparsité). Nous
parlons donc de chemin de régulation : �̂(�), �min  �  �max.

En 2004, l’algorithme LARS [34] a fourni un moyen pour calculer efficacement
le chemin de régularisation du Lasso avec un coût de calcul des moindres carrés
ordinaires. De 2004 jusqu’à présent, d’autres algorithmes de calcul de chemin de
régulation sont apparus pour une variété de problèmes similaires au Lasso : Grou-
ped lasso [128], support-vector machine [53], elastic-net [137], Dantzig selector
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[64]. Cependant, beaucoup d’algorithmes parmi eux ne possèdent pas la propriété
de la linéarité par morceaux de l’algorithme LARS, ce qui peut poser un certain
nombre de problèmes de calculs.

Dernièrement, un grand intérêt a été donné à l’algorithme Coordinate Descent
[106, 72, 44, 39, 125, 83]. Cet algorithme consiste à optimiser chaque paramètre
séparément tout en fixant les autres et en répétant la procédure jusqu’à conver-
gence.

3.3 Illustration des méthodes sur la base de don-
nées en grande dimension

Dans cette section, toutes les méthodes suivent l’approche de [40] qui donne
les solutions pour une grille de 100 valeurs pour � qui sont equi- espacées sur
l’échelle logarithmique. L’application de méthodes se fait sur une base de données
de survie pour 115 patients avec 549 gènes exposées au cancer du sein au Pays-Bas
entre les années 1984 et 1995 [116]. Nous sommes donc dans une situation où p� n.
Dans cette partie, nous nous concentrons sur la démonstration de l’utilisation et
la performance des méthodes de régularisation présentées dans cette section sur
cette base de données en utilisant des librairies R.

3.3.1 La régression Ridge dans le modèle de Cox
La Figure 3.2 donne le chemin de régularisation de la régression Ridge, ainsi

que l’erreur de validation croisée calculée par des 10 � folds. Pour la base de don-
nées du cancer du sein, la valeur optimale du paramètre de régularisation est
�̂ = 0.1105954, correspondant à une erreur MSEcv = 10.05765. L’estimateur �̂Ridge

est l’intersection du chemin de régularisation (courbe gauche de la figure 3.2) avec
la ligne verticale d’abscisse �̂ = 0.1105954. La régression Ridge permet de rétrécir
les coefficients, mais elle n’en annule aucun, donc elle ne donne pas des modèles
interprétables.



3.3. Illustration des méthodes sur la base de données en grande
dimension 88

1 2 3 4 5

−0.0
4

−0.0
2

0.00
0.02

0.04

log(λ)

Coe
fficie

nts

549 549 549

1 2 3 4 5

9.8
10.0

10.2
10.4

10.6
10.8

11.0
log(λ)

Dev
ianc

e de
 vra

isem
blan

ce p
artie

lle

549 549 549 549 549

Figure 3.2 – La régression Ridge dans le modèle de Cox pour la base de données Breast
Cancer. La courbe de gauche représente �̂Ridge en fonction de log(�), tandis que la courbe de
droite représente l’erreur moyenne calculée par validation croisée, ainsi qu’un intervalle
de confiance de la déviance de la vraisemblance partielle associée à son écart-type. La ligne
verticale de gauche correspond à l’erreur minimale mincv, tandis que la ligne verticale de
droite correspond à la plus grande valeur de � telle que son erreur est inférieure ou égale à
mincv + sdmincv, où sdmincv est l’écart-type de mincv. Le régression Ridge n’effectue pas
la séléction de modèles

3.3.2 La méthode Lasso dans le modèle de Cox
La Figure 3.3 donne le chemin de régularisation du Lasso, ainsi que l’erreur de

validation croisée calculée par des 10� folds, c’est-à- dire qu’on a découpé le jeu de
données arbitrairement en 10 parties (folds en anglais) à peu près égales et tour
à tour, chacune des 10 parties est utilisée comme jeu de test. Le reste (autrement
dit, l’union des 9 autres parties) est utilisé pour l’entraînement). Pour la base de
données Breast Cancer, la valeur optimale du paramètre de régularisation est �̂ =

0.1105954, correspondant à une erreur MSEcv = 10.15128. L’estimateur �̂Lasso est
l’intersection du chemin de régularisation (courbe gauche de la Figure 3.3) avec
la ligne verticale d’abscisse �̂ = 0.1105954. Pour cet exemple le Lasso produit 10
variables non nulles.
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Figure 3.3 – La régression Lasso pour la base de données Breast Cancer. La courbe de
gauche représente �̂Lasso en fonction de log(�), tandis que la courbe de droite représente
l’erreur moyenne calculée par validation croisée, ainsi qu’un intervalle de confiance de
la déviance de la vraisemblance partielle associée à son écart-type. La ligne verticale
de gauche correspond à l’erreur minimale mincv, tandis que la ligne verticale de droite
correspond à la plus grande valeur de � telle que son erreur est inférieure ou égale à
mincv + sdmincv, où sdmincv est l’écart-type de mincv. Les nombres en haut des deux
courbes représentent la taille des modèles.

3.3.3 La méthode Adaptive Lasso dans le modèle de Cox
Pour l’Adaptive-Lasso, un choix usuel pour les poids est le suivant :

!̂j =

✓�����̂j(Lasso) +
1

n

����

◆��

(3.13)

où � est un paramètre de régularisation. Nous faisons une validation croisée bidi-
mensionnelle pour une grille de valeurs du paramètre de régularisation ✓ = (�, �).
Nous choisissons la grille {0.01, 0.5, 1, 5} pour le paramètre � et de la même ma-
nière que le Lasso, nous faisons tourner l’algorithme pour 100 valeurs de �. La
Figure 3.4 permet de visualiser les résultats obtenus pour � = 0.5, MSEcv =

9.337551, ✓̂ = (0.5, 0.1147515) et 9 variables sont introduites dans le modèle final.
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Figure 3.4 – La régression Adaptive Lasso dans le modèle de Cox pour la base de données
Breast Cancer. La courbe de gauche représente �̂(AdaLasso) en fonction de log(�), tandis
que la courbe de droite représente l’erreur moyenne calculée par validation croisée, ainsi
qu’un intervalle de confiance de la déviance de la vraisemblance partielle associée à son
écart-type. La ligne verticale de gauche correspond à l’erreur minimale mincv, tandis que
la ligne verticale de droite correspond à la plus grande valeur de � telle que son erreur est
inférieure ou égale à mincv + sdmincv, où sdmincv est l’écart-type de mincv. Les nombres
en haut des deux courbes représentent la taille des modèles. Pour cet exemple � = 0.5.

3.3.4 La méthode Elastic-net dans le modèle de Cox
Pour l’Elastic-net le paramètre de régularisation est ✓ = (↵, �). En pratique,

nous choisissons une petite grille de valeurs de ↵, à savoir ↵ 2 {0.1, 0.5, 0.9, 1}.
Ensuite, pour tout ↵ fixé, l’algorithme coordinate descent produit le chemin de
régularisation de l’Elastic-net. L’autre paramètre de régularisation � est choisi par
validation croisée. La valeur finale de ↵ est celle qui minimise l’erreur de validation
croisée. La Figure 3.5 donne les chemins de régularisation de l’Elastic-net ainsi
que l’erreur de validation croisée pour les 4 valeurs de ↵. La valeur optimale du
paramètre de régularisation est ✓̂ = (↵̂, �̂) = (0.5, 0.1752899). L’erreur de prédiction
est MSEcv = 9.981516 et le modèle final contient 28 variables.
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Figure 3.5 – La régression Elastic-net pour la base de données Breat Cancer. Les courbes
du haut représentent �̂Enet en fonction de log(�) pour ↵ 2 {0.1, 0.5, 0.9, 1}, tandis que les
courbes du bas représentent l’erreur moyenne calculée par validation croisée en fonction
de log(�) pour les même valeurs de ↵.

3.3.5 La regression Scad (SmoothlyClipped Absolute Devia-
tion) dans le modèle de Cox

Le paramètre de régularisation de la régression Scad est ✓ = (�, �). Afin de
trouver les meilleures performances, nous devons faire de la validation croisée bi-
dimensionnelle. Nous faisons tourner l’algorithme pour � 2 {60, 70, 80, 90} et pour
100 valeurs de � choisies par défaut. Les résultats obtenus sont résumés graphi-
quement sur la Figure 3.6. La meilleure prédiction est MSEcv = 155.6727. Elle est
atteinte pour ✓̂ = (�̂, �̂) = (80, 0.1050802) et nous avons 14 variables sélectionnées
dans le modèle final.
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Figure 3.6 – La régression Scad pour la base de données Breat Cancer. Les courbes
du haut représentent �̂Scad en fonction de log(�) pour � 2 {60, 70, 80, 90}, tandis que les
courbes du bas représentent l’erreur moyenne calculée par validation croisée en fonction
de log(�) pour les même valeurs de �.

3.3.6 La régression Mcp (Minimax Concave Penalty) dans le
modèle de Cox

Pour la régression Mcp dans le modèle de Cox, le paramètre de régularisation
est ✓ = (�, �). Nous devons donc faire de la validation croisée bidimensionnelle pour
retrouver l’estimateur optimal. La Figure 3.7 montre le chemin de régularisation
et l’erreur de prédiction pour � 2 {70, 80, 90, 100}. Il faut souligner ici que pour cer-
taines valeurs du paramètre (�, �), la fonction objectif peut ne pas être convexe, ce
qui peut ralentir ou mm̂e empêcher la convergence de l’algorithme. La Figure 3.7
montre les chemins de régularisation et l’erreur de prédiction pour les 4 valeurs de
�. Le paramètre de régularisation optimal est ✓̂ = (�̂, �̂) = (90, 0.1050802), l’erreur
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de prédiction est MSEcv = 155.7598 et le nombre de variables non nulles est 14.

−1.5 −3.5

−20

−10

0

10

20

MCP,γ=70

log(λ)

Coe
ffici

ent
s

−1.5 −3.5

−2

0

2

4

MCP,γ=80

log(λ)

Coe
ffici

ent
s

−1.5 −3.5

−2

−1

0

1

2

3

MCP,γ=90

log(λ)

Coe
ffici

ent
s

−1.5 −3.5

−2

−1

0

1

2

3

MCP,γ=100

log(λ)

Coe
ffici

ent
s

−1.5 −3.0

1000

2000

3000

4000

log(λ)

Erre
ur d

e la
 val

idat
ion 

cro
isée

0 9 39 52
Variables selected

−1.5 −3.0

500

1000

1500

2000

log(λ)

Erre
ur d

e la
 val

idat
ion 

cro
isée

0 9 39 56
Variables selected

−1.5 −3.5

500

1000

1500

2000

log(λ)

Erre
ur d

e la
 val

idat
ion 

cro
isée

0 9 44 54
Variables selected

−1.5 −3.5

200

400

600

800

1000

1200

1400

log(λ)

Erre
ur d

e la
 val

idat
ion 

cro
isée

0 9 43 56
Variables selected

Figure 3.7 – La régression Mcp dans le modèle de Cox pour la base de données Breat Can-
cer. Les courbes du haut représentent �̂Mcp en fonction de log(�) pour � 2 {70, 80, 90, 100},
tandis que les courbes du bas représentent l’erreur moyenne calculée par validation croisée
en fonction de log(�) pour les même valeurs de �.

3.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons vu que le choix d’un modèle et de ses paramètres

repose sur la minimisation de la vraisemblance partielle de Cox négative péna-
lisée. Les approches pénalisées visent à contrôler la complexité d’un modèle en
cherchant un compromis entre biais et variance via l’ajout d’une pénalité donnée.
Nous avons présenté un certain nombre de méthodes de régularisation dans le mo-
dèle de Cox et nous avons illustré la performance de ces méthodes par un exemple
de données réelles sur la survie des patients du cancer du sein en utilisant les
librairies de R comme ”survival”, ”glmnet”et”ncvreg”.



CHAPITRE 4

Méthode du group Lasso dans le
modèle de Cox avec fragilité

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons l’intérêt de la méthode group Lasso dans la sélec-
tion des variables groupées pour les données en grande dimension. La formulation
mathématique de cette méthode se restreint dans le modèle de Cox avec fragilités
partagées suivant la loi Gamma. L’algorithme de la résolution du problème d’opti-
misation sera présenté et la consistance de l’estimateur obtenu est démontrée. Nous
discutons les différents domaines d’application de la méthode group Lasso dans le
cas des données en grande dimension. Un exemple d’application sur les données
simulées et un exemple sur les données réelles seront traités pour comparer les per-
formances de la méthode proposée avec celles des méthodes concurrentes à savoir :
la méthode group SCAD et la méthode group MCP.
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4.1 Introduction
Dans le cas de variables catégorielles, les méthodes d’estimation pénalisée où

les variables sont sélectionnées individuellement comme dans le Lasso [112], la
procedure LARS-Cox [49], la finesse résiduelle [103], l’algorithme LARS généra-
lisé pour le modèle à risques proportionnels de Cox [88] et l’algorithme Lasso à
gradient [108] ne sont plus adaptées dans cette situation puisqu’elles sélectionnent
les indicatrices des modalités et non le groupe d’indicatrices, c’est-à-dire la variable
dans sa totalité. Par exemple, dans le cas de variables corrélées, le Lasso standard
a tendance à ne sélectionner qu’une seule variable et ignorer toutes les autres.
Dans de telles situations, il est plus judicieux d’envisager de sélectionner (ou re-
jeter) les variables par groupes. Cette structure des variables peut être prise en
compte en utilisant l’estimateur Group Lasso introduit par [128] pour le modèle
linéaire, par [83] pour le modèle logistique et [68] pour le modèle de Cox. Le Group
Lasso est en effet une méthode de réduction de dimension developpée dans le but
de remédier au problème de corrélation dans la régression Lasso.

Nous considérons ici le cas où les variables explicatives ont une structure en
groupe qui est connue a priori, structure que l’on souhaite prendre en compte dans
la procédure d’estimation. La structure en groupe des variables est présente par
exemple en biologie, ou un groupe peut être constitué des variables qui partagent
une même propriété biologique ou chimique. Par exemple, si 30 gènes font par-
tie de la même voie biologique, alors ils auront les mêmes coefficients. Ils seront
tous différents de 0 ou exactement égaux à 0 selon qu’ils prédisent bien ou non la
variable réponse. C’est aussi le cas des variables catégorielles (nombreuses dans
les données Actu-Palu), ou chacune d’entre elles est représenté dans la matrice du
design par un groupe d’indicatrices de modalités.

Cette méthode considère les groupes de variables au lieu de variables indi-
viduelles de la façon suivante: notons (Gl)l=1,··· ,g une partition de {1, · · · , d} en g

groupes de Lj coefficients, où chaque groupe est potentiellement constitué d’un
nombre différent de coefficients. Pour tout � 2 Rd, on note � = (�1, · · · , �d) =

(�1, · · · , �g). On note �j,l le l-ième coefficient du groupe j. L’estimateur group Lasso
�̂GL est défini par :

�̂GL 2 argmin
�

(
`n(�) + �

gX

l=1

||�l||2

)
(4.1)
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où ||�l||2 =

 
LjP
l=1

�2
j,l

! 1
2

et � > 0, le paramètre de régularisation. Si chaque groupe

contient exactement une variable, on retrouve l’estimateur Lasso. Il s’ agit donc
d’une extension du Lasso. L’estimateur Groupe Lasso defini en (4.1) repose sur
l’hypothèse que les groupes forment une partition de {1, · · · , d}. Les cas où les
groupes ne forment pas une partition sont traités par [63], [65], [61] entre autres.

Un autre défi est qu’en général, dans la plupart des applications cliniques,
l’analyse de survie suppose implicitement que la population étudiée est homogène.
Ceci veut dire que tous les individus en étude sont soumis, en principe, aux mêmes
risques (par exemple, risque de décès, risque de récidive). Or dans de nombreuses
applications, cette hypothèse n’est pas réaliste. Par exemple, il peut y avoir une
prédisposition génétique à certaines maladies qui est différente d’un individu ou
d’un groupe d’individus à l’autre. Ceci veut donc dire que les individus en étude
forment un ensemble de personnes avec différents risques. La notion de fragilité
offre un moyen pratique d’introduire des effets aléatoires, de dépendance et d’hé-
térogénéité non observée, dans les modèles de données de survie. C’est pour cela
que dans ce chapitre, nous présentons la méthode du group Lasso dans la sélection
de variables pour le modèle de Cox avec fragilité pour les données en clusters.

4.2 Modélisation
Supposons qu’on a n groupes d’individus et que le ieme groupe est constitué de Ji

individus avec une fragilité partagée ui. Soit Zij un vecteur de covariables associé
au temps de survie Xij de l’individu j du groupe i. Supposons que pour cet individu,
on dispose des données de survie (Tij, �ij, Zij, ui) qui sont des v.a qui sont i.i.d, avec
�ij = I{XijCij} l’indicatrice de censure, Cij le temps de censure et Tij = min(Xij, Cij)

son temps de survie observé. La fonction de vraisemblance correspondante est don-
née par :

Ln(�, ↵, H0(.)) =
nY

i=1

JiY

j=1

n
hij (Tij|ui, Zij)

�ij Sij (Tij|ui, Zij)
o nY

i=1

g(ui), (4.2)

avec S(t) = exp(�H0(t)), la fonction de survie et h(t|Z, u), le taux de hasard condi-
tionnellement au vecteur de covariables Z et de fragilité ui avec ui partagée par le
groupe i. Les fragilités suivent une loi Gamma dont la densité donnée par

g(u) =
↵↵u↵�1 exp(�↵u)

�(↵)
, (4.3)
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avec
�(↵) =

Z +1

0

exp(�u)u↵�1du.

On considère un modèle à risques propotionnels de Cox avec fragilité partagée,

hij(t|Zij, ui) = ho(t)ui exp(�>Zij), (4.4)

où h0(t) est le taux de risque de base et � un vecteur des paramètres d’intérêt. Soit
H0(t) =

R
t

0 ho(µ) dµ le taux de risque cumulé. En remplaçant hij(.) par sa valeur, la
vraisemblance (équation 4.2) devient :

Ln(�, ↵, H0(.)) =
nY

i=1

JiY

j=1

H0(Tij)
�ij exp(�>Zij)u

�ij

i
exp

�
�H0(Tij) exp(�>Zij)ui

 nY

i=1

g(ui).

(4.5)
La vraisemblance des données observées, après intégration de l’expression (4.5)
par rapport à u1, ..., un, est donnée par :

Z +1

u1

. . .

Z +1

un

nY

i=1

JiY

j=1

n
H0(Tij)

�ij exp(�>Zij)u
�ij

i
exp

⇥
�H0(Tij) exp(�>Zij)ui

⇤o

⇥
nY

i=1

g(ui) dun . . . du1

=
nY

i=1

JiY

j=1

H0(Tij)
�ij exp(�>Zij)⇥ A,

où

A =

Z +1

u1

. . .

Z +1

un

nY

i=1

n JiY

j=1

u
�ij

i
exp

h
�H0(Tij) exp(�>Zij)ui

io nY

i=1

g(ui) dun . . . du1

=

Z +1

u1

. . .

Z +1

un

nY

i=1

n
u
PJi

j=1 �ij

i
exp

h
�

JiX

j=1

H0(Tij) exp(�>Zij)ui

i nY

i=1

g(ui)
o

dun . . . du1.

(4.6)

En remplaçant (4.3) dans (4.6), on a

A =
nY

i=1

Z +1

ui

u(Ai+↵)�1
i

exp
n
�
"

JiX

j=1

H0(Tij) exp(�>Zij) + ↵

#
ui

o
dui

| {z }

⇥
nY

i=1

↵↵

�(↵)
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où Ai =
JiP

j=1
�ij.

En posant k =
hP

Ji

j=1 H0(Tij) exp(�>Zij) + ↵
i
, alors on obtient

A =
nY

i=1

Z +1

ui

(kui)
(Ai+↵)�1 exp(�(kui)) d(kui)

1

(k)Ai+↵

nY

i=1

↵↵

�(↵)

A =
nY

i=1

�(Ai + ↵)
1

hP
Ji

j=1 H0(Tij) exp(�>Zij) + ↵
iAi+↵

nY

i=1

↵↵

�(↵)
.

Ainsi la vraisemblance des données observées peut s’écrire :

Ln(�, ↵, H0(.)) =
nY

i=1

↵↵
Q

Ji

j=1 H0(Tij)�ij exp(�>Zij)�ij

�(↵)
hP

Ji

j=1 H0(Tij) exp(�>Zij) + ↵
iAi+↵

�(Ai + ↵). (4.7)

Par conséquent, la log-vraisemblance de l’equation (4.7) est donnée par :

`n(�, ↵, H0(.)) =
nX

i=1

(
↵ log ↵ +

JiX

j=1

⇥
�>Zij�ij + �ij log H0(Tij)

⇤
+ log �(Ai + ↵)

� log �(↵)� (Ai + ↵) log
⇥ JiX

j=1

H0(Tij) exp(�>Zij) + ↵
⇤
)

.

(4.8)

[36] ont formulé la vraisemblance profilée en considérant une modélisation non
informative et non paramétrique du taux de risque cumulé H0(.) . H0(Tij) a des
sauts de taille ⇢l à des durées obsevés T̃l. Alors

H0(Tij) =
NX

l=1

⇢lI{T̃lTij}

h0(Tij) =
NY

l=1

⇢
I{T̃lTij}

l
,

(4.9)

où T̃l, l = 1, ..., N sont des instants observés non censurés. En remplaçant (4.9) dans
(4.8) et en dérivant le résultat obtenu par rapport à ⇢k, on a

@`n(�, ↵, H0(.))

@⇢k

=
nX

i=1

JiX

j=1

�ijI{T̃kZij}

1

⇢k

�
nX

i=1

(Ai + ↵)

P
Ji

j=1 exp(�>Zij)I{T̃kTij}

↵ +
P

Ji

j=1 exp(�>Zij)
P

N

l=1 ⇢lI{T̃lTij}

, k = 1, ...N.

(4.10)
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Supposons qu’il n’y ait pas des événements simultannés ("ties") pour les différents
groupes d’individus. Alors la solution de l’équation (4.10) vérifie l’équation

1

⇢k

=
nX

i=1

(Ai + ↵)
P

Ji

j=1 exp(�>Zij)I{T̃kTij}

↵ +
P

Ji

j=1 exp(�>Zij)
P

N

l=1 ⇢lI{T̃lTij}

, k = 1, ...N. (4.11)

La valeur de ⇢k dans (4.11) est obtenue numériquement par l’algorithme décrit
dans la section 4.3.

4.2.1 Estimateur Group Lasso dans le modèle à risque pro-
portionnel de Cox avec fragilité

La fonction objective à minimiser pour l’estimateur group Lasso dans le modèle
de Cox avec fragilité est

Qn(�, �n) = � 1

n
`n(↵, �, H0(.)) + �n

KX

j=1

p
pjk�(j)k2 (4.12)

où Qn(�, �n) est une fonction objective qui est convexe à minimiser par rap-
port au paramètre d’intérêt � avec un paramètre de régularisation �n donné.
Ce paramètre de régularisation contrôle le degré de pénalisation. `n(�, ↵, H0(.))

est la log-vraisemblance définie en (4.8). Le paramètre d’intérêt � est un vecteur
�(j)(j = 1, 2, ..., K) de K composantes correspondants aux K groupes de covariables
respectifs. Le terme ppj ajuste la variation de taille d’un groupe de covariable et
k.k2 est la norme euclidienne.

L’estimateur Group Lasso dans le modèle à risque proportionnel de Cox avec
fragilité est défini par :

�̂n(�n) = arg min
�

(
� 1

n
`n(↵, �, H0(.)) + �n

KX

j=1

p
pjk�(j)k2

)
. (4.13)

Cet estimateur n’ est pas obtenu explicitement en général en raison de la non-
différentiabilité de la norme euclidienne. Par conséquent, nous utilisons une pro-
cédure itérative pour résoudre ce problème de minimisation. En fonction de la
valeur du paramètre optimal de régularisation �n, les coefficients estimés pour un
groupe de paramètres donné sont tels que �̂(j) = 0 pour toutes les composantes ou
�̂(j) 6= 0 pour toutes les composantes. Cela est dû à la non-différentiabilité de la
fonction racine carrée au point 0 (�(j) = 0). Si la taille de tous les groupes est égale
à 1, la méthode se réduit au Lasso standard.
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4.2.2 Paramètre optimal de lissage �n et sélection de modèle
Il est d’une importance capitale de disposer une méthode automatique de sélec-

tion du paramètre optimal de régularisation �n permettant de contrôler le degré
de pénalisation en fonction d’un critère spécifique, tel que le critère d’information
Akaike (AIC) [3] défini par

AIC(�i) = log
⇣
`n(�̂)

⌘
/n + d(�i)/n, (4.14)

le critère de l’information de Bayes (BIC) [102] défini par

BIC(�i) = log
⇣
`n(�̂)

⌘
/n + log(n)d(�i)/n (4.15)

où d(�i) est le degré de liberté de l’estimateur pour un �i donné [84] et la vali-
dation croisée (CV) [28] détaillée ci-dessous. Il n’existe pas de moyen simple ou
universellement reconnu comme meilleur moyen pour déterminer la valeur opti-
male de �n. En général, la valeur sélectionnée est basée sur l’optimisation d’une
fonction, généralement appelée "fonction de perte". Si �i = 0, l’estimateur Group
Lasso coincide avec l’estimateur du maximum de vraisemblance qui est inadq́uat
en grande dimension. Si �i ! 1, la procédure group Lasso ne sélectionne aucun
groupe de variables, car toutes les composantes de � sont estimées à zéro. Donc
�i = 0, �i ! 1 sont inadéquats. L’estimateur group Lasso sélectionne d’autant
plus de groupes de variables explicatives que �n est petit, et plus �i est grand, plus
les composantes de � sont contraintes à être nulles. L’objectif est de déterminer
une valeur de �n qui permet de sélectionner les groupes de variables pertinentes
et ainsi d’améliorer les performances en prédiction du modèle. Toutes ces trois mé-
thodes citées permettent de trouver la valeur optimale de �n suivant le choix du
critère donné et la méthode de la validation croisée est la plus couramment utili-
sée. Il consiste à se donner une grille de valeurs de � = �min, ..., �max. Pour chaque
i 2 {min, ..., max} on répète les étapes suivante

1. Partitionner l’ensemble des individus en k groupes G1, ..., Gk

2. Pour chaque j 2 {1, ..., k}, l’estimation des paramètres se fait sur Gc

j
, c’est-

à-dire l’échantillon initial diminué du groupe j d’individus et chacune des k
groupes (Gj) est utilisée comme jeu de test.
3. Ensuite, on calcule une estimation de l’erreur de prédiction définie par

CV (�i) = �1

k

kX

j=1

`
⇣
�̂(k�j)(�i)

⌘
(4.16)
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où �̂(k�j)(�i) est l’estimateur de � à une valeur de �i sur l’échantillon initial di-
mininué d’un sous ensemble j des données. Un sous ensemble j des données est
considéré comme un échantillon test et k � j données est considéré comme échan-
tillon d’apprentissage. `(.) est la log-vraissemblance partielle pour l’échantillon
d’apprentissage. Le paramètre optimal de régularisation est celui qui minimise
l’erreur de prédiction. La validation croisée est recommandée lorsque l’objectif de
l’analyse est la prédiction [74] mais elle pose en général un problème majeur du
coût de calcul élevé. L’adaptation d’un modèle de risques proportionnels pénalisés
est une opération de calcul lourde, en particulier si le modèle doit être ajusté plu-
sieurs fois pour chaque valeur de � que nous voulons évaluer. Dans cette thèse, le
choix de k est fixé à 10.

4.3 Algorithme proposé
Pour minimiser (4.12), on suit la procedure suivante : on scinde (4.8) en deux

pseudo log-vraisemblances. L’une principalement dépendante de � :

`(�)
n

(�, ↵, H0(.)) ⌘
nX

i=1

JiX

j=1

�>Zij�ij �
nX

i=1

(Ai + ↵) log

(
JiX

j=1

H0(Tij) exp(�>Zij) + ↵

)

(4.17)
et l’autre principalement dépendante de ↵:

`n(�, ↵, H0(.)) ⌘
nX

i=1

(
↵ log ↵ + log �(Ai + ↵)� log �(↵)

� (Ai + ↵) log
⇥ JiX

j=1

H0(Tij) exp(�>Zij) + ↵
⇤
)

.

(4.18)

Etant donné que le terme de pénalité dans (4.12) dépend seulement de �, minimi-
ser (4.12) par rapport de � est équivalente à minimiser

� 1

n
`(�)
n

(�, ↵, H0(.)) + �n

KX

j=1

p
pjk�(j)k2 (4.19)

Nous parcourons les groupes de paramètres et minimisons (4.19) en gardant tous
les groupes de paramètres sauf le groupe actuel fixe. L’algorithme de Block Co-
ordinate Gradient Descent (BCGD) est appliqué pour résoudre le problème d’op-
timisation convexe non lisse en (4.19) [131]. Cet algorithme serait également im-
plémenté pour optimiser l’équation (4.18). Cependant, l’équation (4.18) implique
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que les dérivés du premier et second ordres de la fonction gamma peuvent ne pas
exister pour certaines valeurs de ↵. Pour contourner cette difficulté, nous utilisons
une approche similaire à celle de [36] en utilisant une grille discrète de valeurs
possibles pour le paramètre de fragilité ↵ et en recherchant le minima de (4.18)
comme [87] l’ont suggéré.

On note Q�n(�) = � 1
n
`(�)
n (�, ↵, H0(.)) + �n

KP
j=1

p
pjk�(j)k2 une fonction objective

pénalisée à minimiser et rQ�n(�) son gradient à evaluer en �

Tableau 4.1 – L’algorithme Block Co-ordinate Gradient (BCGD)
Etapes Algorithme
1. Pour j = 1, ..., K

on choisit �̂(0)
(j) comme valeur initiale.

2. Pour la mieme itération, �̂(m+1)
(j)  �̂(m)

l
�

�nrQ�n(�̂(m+1)
l

) avec m = 0, 1, 2, ... et �n > 0 le pas
calculé en suivant la règle d’Armijo

3. Pour chaque j, on repète l’étape 2 jusqu’à la conver-
gence

Avec BCGD au Tableau (4.1), on propose l’algorithme suivant pour résoudre le
problème en (4.12).

Etapes Algorithme
1. Pour j = 1, ..., K

on choisit �̂(0)
(j) , ↵̂

(0)
(j), ⇢̂

(0)
j,k

, k=1,...,N comme valeurs ini-
tiales.

2. Pour la mieme itération, ⇢̂(m+1)
j,k

est mis à jour en (4.11)
avec m = 0, 1, 2, ... et ça calcule Ĥ(m+1)

0 en (4.9)
3. Puisque Ĥ(m+1)

0 (.) est connu, on peut alors minimi-
ser (4.18) par rapport à

⇣
�̂(m+1)

(j)

⌘
en utilisant l’algo-

rithme BCGD
4. Puisque

⇣
Ĥ(m+1)

0 (.), �̂(m+1)
(j)

⌘
sont connus, on peut

alors minimiser (4.19) par rapport à
⇣
↵̂(m+1)

(j)

⌘

comme indiqué plus haut
5. Pour chaque j, on repète létape 2 à 4 jusqu’à la

convergence
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4.4 La consistance théorique de la méthode pro-
posée

On considère l’estimateur pénalisé du vecteur � des paramètres :

�̂n(�n) = arg min
�

(
� 1

n
`n(↵, �, H0(.)) + �n

KX

j=1

p
pjk�(j)k2

)

On note �0 la vraie valeur du paramètre du modèle � = (↵, �, H0(.)). 8" > 0, nous
voulons montrer que P

n
k�̂n(�n)� �0k < "

o
! 1 quand n!1.

En utilisant la théorie des processus de comptage Ni abordée dans la section
1.3.2 et détaillée dans la partie annexe A.1 de cette thèse, on considère la fonction
de log-vraisemblance partielle de Cox sur l’intervalle [0, t] :

log(LCox(�, t)) =
nX

i=1

Z
t

0

⇥
�>Zi � log S(0)(�, u)

⇤
dNi(u), (4.20)

avec

S(0)(�, t) =
1

n

nX

i=1

Yi(t) exp
�
�>Zi

�
.

Le vecteur score
U(�, t) =

@log(LCox(�, t))

@�

peut s’écrire

U(�, t) =
nX

i=1

Z
t

0

[Zi � E(�, u)] dNi(u)

=
nX

i=1

Z
t

0

[Zi � E(�, u)] dMi(u),

où
E(�, t) =

S(1)(�, t)

S(0)(�, t)

et

S(1)(�, t) =
1

n

nX

i=1

Yi(t) exp
�
�>Zi

�
Zi.

[Zi � E(�, u)] étant un vecteur de processus prévisible, U(�, t) est une somme de n

martingales vectorielles, et est donc lui-même une martingale. La suite de martin-
gale M (n)(t) = n�1/2U(�, t) vérifie les conditions d’application du théorème de Re-
bolledo. En appliquant le théorème de Rebolledo (cf. annexe A.3.1), nous déduisons
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de la loi du processus limite M1 = M ⌧ la nouvelle formulation de la proposition
1.6.1 de façon suivante :

Proposition 4.4.1. Soit �̂ l’estimateur de � i.e la quantité vérifiant

U(�̂, ⌧). (4.21)

Soit b� l’estimateur du maximum de vraisemblance de � i.e. la quantité vérifiant :

U(b�) = 0

Alors
b� L�! N (�0, I

�1(b�))

I�1 est l’inverse de la matrice d’information de Fisher (notée ⌃) basée sur la vrai-
semblance partielle.

I(�) =
@2log(LCox(�))

@�2
(4.22)

= �
nX

i=1

Z
⌧

0


S(2)(�, s)

S(0)(�, s)
� E(�, s)

N
2

�
dNi(u),

avec

S(2)(�, s) =
1

n

nX

i=1

Yi(t) exp
�
�>Zi(t)

�
Z

N
2

i
.

I�1, l’inverse de la matrice d’information de Fisher , fournit une estimation de
la variance de �̂.

Pour pouvoir démontrer la consistance de l’estimateur �̂n(�n) de �, on fait d’abaord
un rappel sur des conditions de régularité (A)-(D) de [5]. Ces conditions sont
supposées être vérifiées tout au long de cette section.
CONDITIONS:

A. (interval fini):
R 1

0 h0(t)dt <1
B. (Stabilité asymptotique). Il existe un voisinage B de la vraie valeur �0 et

des fonctions constante, vectorielle et matricielle s(0), s(1) et s(2) definies sur
B ⇥ [0, 1] telles que, pour j = 0, 1, 2

sup
t2[0,1],�2B

kS(j)(�, t)� s(j)(�, t)k P! 0.



4.4. La consistance théorique de la méthode proposée 106

C. (Condition de Lindeberg). Il existe � > 0 tel que

n�
1
2 sup

i,t

|Zi(t)|Yi(t)I{�
>
0 Zi(t)>��|Zi(t)|}

P! 0

D. (Conditions de régularité asymptotique). Soient B, s(0), s(1) et s(2) comme dé-
finis dans la condition B et on définit e = s

(1)

s(0) et v = s
(2)

s(0) � e⌦2. Pour tout
� 2 B, t 2 [0, 1] :

s(1)(., t) =
@

@�
s(0)(�, t), s(2)(., t) =

@2

@�2
s(0)(�, t)

s(0)(., t), s(1)(., t) et s(2)(., t) sont des fonctions continues de � 2 B, uniformé-
ment en t 2 [0, 1], s(0), s(1) et s(2) sont bornées sur B ⇥ [0, 1]; s(0) est borné
en déhors de zéro sur B ⇥ [0, 1], et ⌃ =

R
t

0 v(�0, t)s(0)(�0, t)h0(t)dt est défini
positive.

On note que les conditions de l’existence de dérivées partielles de s(0), s(1) et s(2)

sont verifiées par S(0), S(1) et S(2) et que ⌃ est automatiquement défini semi positif.
De plus, l’interval [0, 1] utilisé dans ces conditions peut être remplacé partout par
{t : h0(t) > 0}.

Théorème 4.4.2. (consistance) Supposons que (Zij, Xij, Cij, ui) sont des v.a qui
sont i.i.d. Xij et Cij sont conditionnellement indépendants sachant Zij et ui, i =

1, ..., n, j = 1, ..., Ji. Sous les conditions de régularité (A)-(D) dans [5], si �n ! 0

quand n!1, alors �̂n(�n) est un estimateur consistant de �0.

Preuve. En s’appuyant sur le théorème 5.7 de [115] avec une approche légèrement
différente, le théorème 4.4.2 peut être démontré comme suit : montrons d’abord
que Qn(�n, �n) > Qn(�0

n
, �n).

Posons �n = Qn(�n, �n)�Qn(�0
n
, �n)

�n = � 1

n

�
`n(�)� `n(�0)

�
+

KX

j=1

�n

p
pj

�
k�(j)k � k�0

(j)k
�

� �n�1/2

✓
n�1/2 @

@�

⇣
`n(�0)

⌘◆> �
� � �0

�
+
�
� � �0

�>

✓
n�1/2 @2

@�2

⇣
`n(�0)

⌘◆�
� � �0

�

+n�1op

�
k� � �0k2

�
�

KX

j=1

�n

p
pj

�
k�(j)k � k�0

(j)k
�

� �n�1Op(1)k� � �0k+
�
� � �0

�>

(⌃ + op(1))
�
� � �0

�

+n�1op

�
k� � �0k2

�
� �n

KX

j=1

p
pj

�
k�(j)k � k�0

(j)k
�
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Puisque �n ! 0 quand n ! 1 alors Qn(�n, �n) � Qn(�0
n
, �n) �

(� � �0)> (⌃ + op(1)) (� � �0) et la quantité à droite de l’équation est positive puis
⌃ est positif. Qn(�n, �n) est non-vide et borné inférieurement par Qn(�0

n
, �n) et par

conséquent, il admet un minimum local. Puisque Qn(�n, �n) est concave, son mini-
mum local est un minimum global.

Qn(�n, �n) > Qn(�0
n
, �n).

Pour tout " positif
(

sup
�:k���0k=a

Qn(�n, �n) > Qn(�0
n
, �n)

)
✓
n
k�̂n(�n)� �0k < "

o

) P
n
k�̂n(�n)� �0k < "

o
� P

(
sup

�:k���0k=a

Qn(�n, �n) > Qn(�0
n
, �n)

)

Alors P
n

ˆk�n(�n)� �0k < "
o
! 1.

4.5 Applications
Avec l’avènement de la biologie moléculaire qui étudie la relation entre la géné-

tique et les maladies tel que le cancer ainsi que des mesures prises pour contrôler
des multiples polluants ou agents pathogènes dans l’air et dans l’eau, il devient
possible pour les chercheurs et les agents de la santé publique de générer des
vastes bases de données en grande dimension où le nombre de covariables p est
supérieur à la taille de l’échantillon n. Des méthodes statistiques sont nécessaires
pour traiter et analyser cette base de données [99]. Dans le cas de l’épidémiologie
génétique, les chercheurs sont en mesure d’identifier les gènes qui agissent le long
de voies identiques ou similaires et de regrouper ces gènes afin de comprendre la
relation entre ces gènes et l’éclosion de la maladie et enfin de pouvoir calculer le
risque cumulatif.

Dans le cadre de l’évaluation de l’exposition à la maladie, les scientifiques du
domaine de la santé environnementale comprennent maintenant que les polluants
rejetés par plusieures sources de pollution contribuent aux mêmes morbidités. Les
exemples incluent de nombreux produits chimiques qui sont contenus dans la fu-
mée de tabac, les émissions des véhicules et les cheminées industrielles. Les per-
sonnes souffrant de diarrhée peuvent par exemple être coinfectées par plusieurs
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agents pathogènes se trouvant dans l’eau et la compréhension de la nature de
l’émergence de la maladie peut être améliorée au fur et à mesure que la science
de l’exposition à l’eau se développe. La médecine personnalisée a ouvert la porte
à la santé publique personnalisée car de nouvelles informations peuvent être re-
cueillies au niveau individuel. L’utilisation de la méthode du group Lasso avec
fragilité au niveau du groupe d’individus dans l’analyse de survie, serait préfé-
rable afin de pouvoir comprendre l’effet de la maladie ainsi que des facteurs clés
contribuant à l’exposition à une telle maladie. La préférence de la méthode group
Lasso qui met tous les groupes de covariables non significatives dans le modèle à
zéro est de produire des modèles sparses (c’est-à-dire les modèle ayant un nombre
important de coefficients nuls) qui renvoient à des sources de pollution plutôt qu’à
des expositions chimiques ou biologiques de l’individu. Cette application pourrait
s’appliquer dans le cas d’études d’utilisation du sol, d’évaluation des risques liés
aux zones industrielles et d’études d’impact sur l’environnement de nouveaux pro-
jets de construction. Le groupe Lasso dans le modèle à risques proportionnels de
Cox avec fragilité fera partie du nouveau paradigme de l’évaluation des risques
qui englobe les expositions cumulatives [25]. Comme applications en épidémiologie
génétique, le test de l’association et complexité génétique deviennent de moins en
moins couteux. De grandes bases de données de cohortes deviendront disponibles
pour établir plus efficacement des associations entre les marqueurs génétiques
et épigénétiques et les effets sur les maladies. Comme indiqué précédemment, le
groupe Lasso avec la fragilité au niveau du groupe permet d’intégrer des voies et
des mécanismes communs à l’analyse, tout en incluant un terme de fragilité pour
prendre en compte la susceptibilité ou de la résilience non mesurée existant dans
les sous populations.

4.6 Exemples d’application

4.6.1 Les données simulées
Des données ont été simulées avec une taille d’échantillon total m =

P
n

i=1 Ji

(où n est le nombre de groupes d’individus et Ji est la taille de l’échantillon du
groupe i ) fixé arbitrairement à 100 et le nombre de covariables p fixé arbitraire-
ment à 200. La taille de groupes d’individus (par rapport à la fragilité) et de cova-
riables (par rapport aux groupes de covariables) ont été tous fixés arbitrairement
à 10. Ceci peut varier en fonction de la taille des données. On a simulé la matrice
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Zij (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , p) de données avec Zi

i.i.d! N (0, 1). On a aussi simulé la
matrice de variance-covariance ⌃i,j = ⇢|i�j| où ⇢ = 0.5. En pratique, l’hypothèse de
constance du taux de risque n’est pas souvent vérifiée. La forme la plus générale
de la fonction de risque est donnée par la distribution de Weibull, qui est caracté-
risée par deux paramètres positifs : le paramètre d’échelle (� > 0) et le paramètre
de forme (⌫ > 0). La fonction de risque de base est donnée par

h0(t) = �⌫t⌫�1

et le temps de survie X pour un modèle de Cox avec une fragilité gamma partagée
U est donnée par

X =

✓
log(G) exp(��>Z)

�U

◆

avec G = P(X > t|Z) = exp
⇥
� exp

�
�>Z

�
�X⌫

⇤
et G  Uniform[0, 1] et U  

Gamma(↵, ↵). En tenant compte de l’état de censure, nous avons simulé des temps
de censure à partir de la distribution exponentielle: C  Exponential(3). Le temps
de défaillance observé pour chaque observation est le minimum entre son temps
de survie T et son statut de censure C. L’algorithme décrit en (4.3) a été utilisé
pour sélectionner le paramètre optimal �n de régularisation qui minimise le cri-
tère de la validation croisée (CV). La performance du group Lasso dans le modèle
à risques proportionnels de Cox avec fragilité est comparée à celle du group SCAD
et du groupe MCP. La figure 4.2 montre un exemple de chemin de régularisation
pour le group Lasso, le group SCAD et le group MCP, respectivement.

Tableau 4.2 – Résumé sur la sélection de modèles pour les données simulées.
Méthode utilisée # de � 6= 0 # de groupes � 6= 0 �n

Group Lasso(n=100, p=200) 80 8 0.0294
Group SCAD(n=100, p=200) 20 2 0.1079
Group MCP(n=100, p=200) 10 1 0.1255

A partir du tableau 4.2, le group Lasso sélectionne 8 groupes à une valeur
de paramètre de régularisation égale à 0.0294 pendant que le group SCAD et
group MCP pénalisent fortement les groupes de variables et ne sélectionnent que
2 groupes à une valeur de paramètre de régularisation égale à 0.1079 et un seul
groupe à une valeur de paramètre de régularisation égale 0.1255 respectivement.

Les figures 4.1-4.4 comparent la perfomance de trois méthodes sur 100 simula-
tions sur une grille de valeurs de paramètres de régularisation, erreur de la vali-



4.6. Exemples d’application 110

dation croisée et la valeur de R2, respectivement (rappellons-nous qu’il s’agit d’un
ensemble de données simulées). Quelques tendances sommaires apparaissent. No-
tamment pour cette simulation, le groupe Lasso a tendance à choisir la plus petite
valeur de paramètre de régularisation, centrée autour de 0,03 comparé à 0.09 pour
le group SCAD et 0.10 pour le group MCP.

Figure 4.1 – Distribution du paramètre de régularisation pour chacune des trois méthodes
sur 100 simulations.

Si l’on considère l’erreur de validation croisée, les résultats sont presque simi-
laires, le group Lasso n’affiche qu’une performance légèrement meilleure (139 pour
le groupe Lasso, 151 pour le groupe SCAD et 156 pour le groupe MCP) dans cet
example de simulations.

La performance de R2 pour le group Lasso est significativement meilleure, se
situant en moyenne autour de 0,18 par rapport à 0.05 pour le group SCAD et 0.03
pour le group MCP.

4.6.2 Exemple sur des données réelles
Dans cette section, nous appliquons la méthode group Lasso dans le modèle

à risques proportionnels de Cox avec fragilité pour la sélection du modèle. Nous
comparons sa performance avec celle du group SCAD et du group MCP aux don-
nées génétiques en grande dimension de l’Institut National de Cancerologie des
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Figure 4.2 – Chemin de régularisation pour: Group Lasso, Group SCAD, Group MCP pour
les données simulées
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Figure 4.3 – Distribution de l’erreur de la validation croisée pour chacune des trois mé-
thodes sur 100 simulations.

Figure 4.4 – Distribution de R2 pour chacune des trois méthodes sur 100 simulations.

Etats Unis sur 470+ patients ayant la lymphome à cellules B diffus (DLBCL) rece-
vant un traitement standard avec rituximab plus cyclophosphamide, doxorubicine,
vincristine et prednisolone (R-CHOP). La fragilité gamma est appliquée pour te-
nir compte de l’hétérogénéité en fonction des facteurs de risque identifiés dans les
données démographiques des patients. La classification hiérarchique a été utilisée
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pour déterminer les groupes d’expression des génétiques, car on dispose de peu
d’information sur ces gènes et leurs voies d’expression pertinentes pour le DLBCL.
Les patients dont les données démographiques ou génétiques étaient incomplètes
ont été exclus, ce qui a donné 470 profils de patients à utiliser dans le modèle.
L’ensemble de cette base de données est 54634 gènes; en raison du coût de cal-
cul computationnel elevé, 5 000 gènes ont été sélectionnés pour le modèle et ont
été regroupés selon une classification hiérarchique en 10 groupes, comparables à
ceux de l’exemple sur les données simulées en 4.6.1. Pour déterminer la fragilité
du groupe, huit indices de susceptibilité au risque de LDCLB ont été sélectionnés
à partir des données démographiques. En fonction de la présence ou de l’absence
de ces caractéristiques, sept groupes ont été constitués et des fragilités partagées
ont été assignées par ordre de risque non mesuré, du plus faible au plus élevé, en
fonction de leurs données démographiques.

La figure 4.6 montre un exemple de chemin de régularisation pour le group
Lasso, le group SCAD et le group MCP, respectivement. Le group Lasso a tendance
à sélectionner plus de groupes de variables à une plus petite valeur de paramètre
de régularisation par rapport au group SCAD et au group MCP.

Tableau 4.3 – Resumé sur la sélection de modèle sur un exemple des données DLBCL
Méthode utilisée # de � 6= 0 # de groupes � 6= 0 �n

Group Lasso(n=470, p=5000) 636 6 0.0303
Group SCAD(n=470, p=5000) 636 6 0.0316
Group MCP(n=470, p=5000) 278 3 0.0372

A partir du tableau 4.3, le group Lasso sélectionne 6 groupes à une valeur de
paramètre de régularisation égale à 0.0303 , le groupe SCAD sélectionne 6 groupes
à une valeur de paramètre de régularisation égale à 0.0316 et le groupe MCP
sélectionne 3 groupes à une valeur de paramètre de régularisation égale à 0,0372.

Les figures 4.5-4.8 comparent la performance des trois méthodes sur 100 simu-
lations sur une grille de valeurs de paramètre de régularisation, des erreurs de
validation croisée et des R2, respectivement. Quelques tendances sommaires ap-
paraissent. Notamment pour ces simulations, le group Lasso et le groupe SCAD
choisissent la plus petite valeur de paramètre de régularisation centrée autour de
3.5 ⇥10�2 comparé à 3.9 ⇥10�2 pour le group MCP.

La performance de R2 pour le groupe Lasso est comparable à celle du groupe
SCAD, les deux ayant une valeur moyenne de R2 d’environ 4,5⇥10�3 comparée à
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Figure 4.5 – Distribution de paramètre de régularisation pour les trois méthodes sur 100
simulations

une valeur de 2, 0⇥ 10�3 pour le group MCP.
Si l’on considère l’erreur de validation croisée (figure 4.7), les résultats pour le

group Lasso et le group SCAD sont également similaires, avec des valeurs autour
de 1459, le groupe MCP étant légèrement inférieur à une valeur moyenne de 1463.
En resumé, pour cet exemple des données réeles, on peut dire que la méthode
group Lasso et la méthode SCAD ont les mêmes performances.
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Figure 4.7 – Distribution de l’erreur de la validation croisée pour les trois méthodes sur
100 simulations

Figure 4.8 – Distribution de valeurs R2 pour les trois méthodes sur 100 simulations

4.7 Conclusion
La performance relativement faible de toutes les méthodes de sélection des va-

riables de groupe, y compris le group Lasso sur l’exemple de données du monde
réelles en 4.6.2, met en évidence des problèmes dans ce domaine pour relever ces
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défis. Le manque de données informatives sur la structure des groupes de gènes
et leurs voies d’entrée rend la description et la mise en oeuvre de leurs sélections
de groupes moins réalistes et affaiblit l’utilité des données sur les résultats. De
plus, le concept de fragilité partagé par un groupe d’individus, un concept consti-
tuant une hétérogénéité non mesurée entre des groupes d’individus, est difficile à
quantifier et exige un certain degré de connaissance sur des différences entre les
groupes, même si elle n’est pas bien mesurée. L’application de méthode du group
Lasso en tenant compte de la fragilité sur une base de données qui n’a pas été
conçus de façon prospective pour recueillir les informations pertinentes afin de
mettre en évidence les structures de simularité et de regroupement constitue un
obstacle majeur pour une analyse rigoureuse de durée de survie.

Des limitations de cette méthode chevauchent des limitations du Lasso stan-
dard. La méthode group Lasso demeure une méthode de pénalisation qui ne
convient pas à toutes les études et circonstances et qui est parfois dépassée par
la régression Ridge, la régression LARS et régression garrotte non négative [130].
Même si la méthode group LASSO et la fragilité partagée par un groupe d’indi-
vidus font des ajustements pour tenir compte des effets de regroupement, cette
méthode exige des connaissances de base sur des données qui ne sont pas dis-
ponibles pour de nombreuses bases de donnés pour de nommbreux probèmes de
recherche. Les recherches futures devraient continuer à élucider ces scénarios et
à rendre certaines bases de données plus faciles à implémenter la méthode group
LASSO. Pour un �n approprié, tous les coefficients de certains groupes seront mis
à zéro simultannément. Cependant, le group Lasso ne produit pas de parcimonie
au sein d’un groupe, ce qui serait préférable. Par exemple, si les prédicteurs sont
des gènes, il serait utile d’identifier les gènes particulièrement " importants " dans
les voies d’intérêt. Pour ce, [41] ont discuté la méthode "group Lasso Sparse" dans
le modèle de régression linéaire où ils ont introduit à la fois les deux pénalités
l1 et l2. Ils ont discuté de la "sparsité" et d’autres propriétés de régularisation de
l’ajustement optimal de ce modèle et ont montré que la méthode a un effet dési-
rable de "sparsité" de groupe et à l’intérieur du groupe. Même si le group Lasso
est une méthode attrayante pour la sélection de variables, puisqu’il tient compte
de la structure de données groupes, il n’est généralement pas consistent pour la
sélection et peut également sélectionner des groupes qui ne sont pas importants
dans le modèle [121]. Pour améliorer les résultats de la sélection, les chercheurs
ont proposé une méthode Adaptive group Lasso qui est aussi une généralisation
de la méthode Adaptive Lasso.
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Dans ce contexte, dans le chapitre 5, nous avons généralisé cette méthode en
adaptant la méthode " Adaptive group Lasso" dans le modèle à risques proportion-
nels de Cox avec fragilité, pour optimiser la sélection des variables groupées.



CHAPITRE 5

Méthode du group Adaptive Lasso
dans le modèle de Cox avec

fragilité

Résumé

Ce chapitre présente l’intérêt de la méthode Adaptive group Lasso pour généra-
liser la méthode group Lasso dans la sélection des variables groupées. Quelques
pénalités classiques sélectionnant des variables individuelles seront introduites.
Ces pénalités nous permettent d’élaborer clairement la formulation mathéma-
tique des méthodes de sélection de variables groupées, particulièrement la méthode
Adaptive group Lasso dans le modèle de Cox avec fragilité. La consistance et la
sparsité (c’est-à-dire une combinaison comportant un nombre important de coef-
ficients nuls dans le modèle) de la méthode Adaptive group Lasso seront présen-
tées. Ensuite, l’algorithme "Group coordinate descent" sera utilisé pour comparer
les performances de la méthode proposée avec des méthodes concurrentes à sa-
voir : la méthode group Lasso, la méthode group SCAD et la méthode group MCP.
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5.1 Introduction
La méthode group-Lasso agit comme le Lasso au niveau des groupes. Pour un

paramètre � approprié, tous les coefficients d’un groupe seront mis à zéro simul-
tanément. Cependant, le group Lasso ne produit pas de parcimonie au sein d’un
groupe. Il est important de noter que si la taille de chaque groupe j de variables
notée pj est égale à 1, alors le Lasso par groupe se réduit au Lasso. De plus, le
Lasso par groupe ne possède pas les propriétés oracles puisqu’il pénalise tous les
groupes de la même façon, ce qui résulte en une estimation biaisée des coefficients
significativement différents de zéro. Afin d’éviter ce problème, [119] ont proposé la
méthode Adaptive group-Lasso pour la régression linéaire.

5.2 Méthodes d’estimation pénalisée
La pénalité la plus couramment utilisée est la pénalité l1 connue aussi sous

le nom de la méthode Lasso (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)
proposée pour la première fois par [111] et définie comme

P lasso
�

(�) = �|�| 8 � 2 R, � > 0 (5.1)

et la pénalité "Hard-thresholding" proposée par [7] définie comme

Phard
�

(�) = �2 � (|�|� �)2 I{|�|�}, (5.2)

où � est le paramètre de régularisation et I{.} est la fonction indicatrice. Toutefois,
ces deux pénalités ne remplissent pas simultanément les conditions mathéma-
tiques nécessaires : des conditions de non-biais, de sparsité et de continuité. Pour
améliorer les propriétés de la pénalité l1 et de la pénalité "Hard-thresholding", [35]
ont proposé la fonction de pénalité différentielle continue connue sous le nom de
pénalité "Smoothly Clipped Absolute Deviation (SCAD)" définie comme suit :

Pscad
�,�

(�) =

8
>>>>><

>>>>>:

��, si �  �
��� 0.5(�2 + �2)

� � 1
, si � < �  ��

�2(�2 � 1)

2(� � 1)
, si � > ��.

(5.3)

Sa dérivée première est définie comme :

Pscad
�,�

(�)0 = �

⇢
I{|�|�} +

(��� �)+

(� � 1)�
I{�>�}

�
(5.4)
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=

8
>>><

>>>:

�, si �  �
��� �

� � 1
, si � < �  ��

0, si � > ��.

(5.5)

où le paramètre de régularisation � > 0 permet de gérer le compromis entre la
qualité d’ajustement du modèle et la parcimonie. Le paramètre � > 2 est un para-
mètre de rétrécissement qui détermine l’ordre de la pénalité sur la fonction. D’un
point de vue bayésien, [35] confirment que pour un � ⇡ 3, 7, l’on observe des résul-
tats satisfaisants dans de nombreux problèmes de sélection de variables. Dans le
même contexte, [133] ont également proposé une sélection de variables non biaisée
sous la pénalité concave minimale (MCP) prenant � � 1 et � > 1 pour la fonction
de pénalité définie sur [0,1). La pénalité de la MCP est définie comme suit :

Pmcp
�,�

(�) =

8
><

>:

�� � �2

2�
, si �  ��

1

2
��2, si � > ��.

(5.6)

Sa dérivée première par rapport à � est donnée par :

Pmcp
�,�

(�)0 =

8
<

:
�� �

�
, si �  ��

0, si � > ��.
(5.7)

Un inconvénient de ces types de sélection de variables est qu’ils ne sélectionnent
que des variables individuelles et ne peuvent pas traiter adéquatement des va-
riables catégorielles comme le sexe, les antécédents familiaux et d’autres variables
cliniques. En combinant des covariables continues (comme l’expression des gènes)
et catégorielles (comme le sexe et les antécédents familiaux), il est possible d’obte-
nir de meilleures prédictions [77]. Un autre inconvénient associé à la sélection de
variables individuelles est que les voies biologiques affectées par l’expression géné-
tique et les mutations ne peuvent être prises en compte pour étudier des maladies
complexes et multifactorielles. Par conséquent, il serait raisonnable de sélection-
ner des groupes de gènes apparentés plutôt que des gènes individuels [76] et de
les ajuster au sein des groupes en fonction des connaissances disponibles. Le mo-
dèle du groupe lasso [128, 10, 20, 8] surmonte ces problèmes dans un contexte de
régression linéaire en introduisant une extension appropriée de la pénalité.

Pglasso
�

(�) = �
KX

j=1

k�jk. (5.8)
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Le paramètre d’intérêt � est décomposé en K vecteurs �j, j = 1, 2, ..., K correspon-
dant respectivement aux K�groupes des covariables. k.k est la norme euclidienne.
[68] ont étendu cette approche aux données de survie. Le group Lasso pénalise
chaque facteur de la même manière que le Lasso standard en utilisant le para-
mètre de régularisation � pour chaque facteur indépendamment de son impor-
tance relative. Dans un cadre de régression typiquement linéaire, il a été démontré
qu’une telle pénalité excessive appliquée aux variables pertinentes peut dégrader
l’efficacité de l’estimation [35] et affecter la consistance de la sélection [129, 136].
La méthode group Lasso présente donc les mêmes inconvénients. Pour surmon-
ter des telles limitations dans le cas du modèle de régression linéaire, [119] ont
proposé la pénalité adaptive group Lasso qui est définie comme

PAglasso
�j

(�) =
KX

j=1

�jk�jk (5.9)

avec �j le paramètre de régularisation spécifique pour un groupe j et il est ap-
proximé dans la section 5.4. La méthode Adaptive group Lasso permet aux dif-
férents facteurs d’être associés aux différents paramètres de régularisation. Une
telle flexibilité produit à son tour des différents degrés de pénalisation. Intuitive-
ment, si une très forte pénalisation est appliquée aux coefficients des variables non
pertinentes et une faible pénalisation est utilisée pour les coefficients des variables
pertinentes, un estimateur avec une meilleure efficacité peut être obtenu. Motivés
par l’extension de la méthode group Lasso aux données de survie [68], nous consi-
dérons la méthode Adaptive group Lasso dans l’analyse de survie de Cox avec une
fragilité partagée discutée dans [32] et [60].

5.3 Estimateur Adaptive Group Lasso dans le mo-
dèle à risque proportionnel de Cox avec fragi-
lité

Supposons qu’on a n groupes d’individus et que le ieme groupe est constitué de Ji

individus avec une fragilité partagée ui. Soit Zij un vecteur de covariables associé
au temps de survie Xij de l’individu j du groupe i. Supposons que pour cet individu,
on dispose des données de survie (Tij, �ij, Zij, ui) qui sont des v.a qui sont i.i.d avec
�ij = I{XijCij} l’indicatrice de censure, Cij le temps de censure et Tij = min(Xij, Cij)
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son temps de survie observé. La fonction de vraisemblance correspondante est don-
née par :

Ln(�, ↵, H0(.)) =
nY

i=1

JiY

j=1

⇢
hij

⇣
Tij|ui, Zij

⌘�ij

Sij

⇣
Tij|ui, Zij

⌘� nY

i=1

g(ui), (5.10)

avec S(t) = exp(�H0(t)), la fonction de survie et h(t|Z, u), le taux de hasard condi-
tionnellement au vecteur de covariables Z et de la fragilité ui où ui partagée par
un groupe i. Les fragilités suivent une loi Gamma avec une densité donnée par :

g(u) =
↵↵u↵�1 exp(�↵u)

�(↵)
.

On considère un modèle à risques proportionnels de Cox avec fragilité partagée,

hij(t|Zij, ui) = h0(t)ui exp(�>Zij), (5.11)

avec h0(t) le taux de risque de base et � un vecteur de paramètres d’intérêt. Soit
H0(t) =

R
t

0 h0(µ) dµ le taux de risque cumulé. En remplaçant hij(.) par sa valeur
(équation 5.11), la fonction de la vraisemblance (équation 5.10) devient

Ln (�, ↵, H0(.)) =
nY

i=1

JiY

j=1

h0(Tij)
�ij exp(�>Zij)u

�ij

i
exp{�H0(Tij) exp(�>Zij)ui}

nY

i=1

g(ui).

(5.12)
Partant de la même procédure que dans le chapitre 4, la vraisemblance profilée est
donnée par :

`n (�, ↵, H0(Tij)) ⌘
nX

i=1

JiX

j=1

�ij

(
NX

l=1

⇢lI{T̃lTij}
log ⇢l

)

�
nX

i=1

(Ai + ↵) log

(
↵ +

JiX

j=1

exp
�
�>Zij

� NX

l=1

⇢lI{T̃lTij}

)
(5.13)

où Ai =
JiP

j=1
�ij et H0(.) un taux de risque cumulé où H0(Tij) a des sauts de taille ⇢l à

des durées obsevées T̃l, , l = 1, ..., N . C’est-à-dire

H0(Tij) =
NX

l=1

⇢lI{T̃lTij}

h0(Tij) =
NY

l=1

⇢
I{T̃lTij}

l

(5.14)
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En remplaçant (5.14) dans (5.13) et en dérivant le résultat obtenu rapport à ⇢k,
on a

@`n(�, ↵, H0(.))

@⇢k

=
nX

i=1

JiX

j=1

�ijI{T̃kZij}

1

⇢k

�
nX

i=1

(Ai + ↵)

P
Ji

j=1 exp(�>Zij)I{T̃kTij}

↵ +
P

Ji

j=1 exp(�>Zij)
P

N

l=1 ⇢lI{T̃lTij}

, k = 1, ...N

(5.15)

Supposons qu’il n’y ait pas des événements simultanés ("ties") pour les différents
groupes d’individus. La solution de l’équation (5.15) vérifie l’équation

1

⇢k

=
nX

i=1

(Ai + ↵)
P

Ji

j=1 exp(�>Zij)I{T̃kTij}

↵ +
P

Ji

j=1 exp(�>Zij)
P

N

l=1 ⇢lI{T̃lTij}

, pour k = 1, ...N (5.16)

Pour simplifier les notations, on note `n(�, ↵, H0(.)) = `n(�). L’estimateur Adap-
tive group Lasso dans le modèle à risque proportionnel de Cox avec fragilité est
défini comme :

Q(�) = �`n (�) + PAglasso
�j

(�) (5.17)

où Q(�) est une fonction objective qui est convexe à minimiser par rapport au para-
mètre d’intérêt � avec un paramètre de régularisation �j donné. Ce paramètre de
régularisation contrôle le degré de pénalisation pour chaque group j des variables.
`n(�) est la log-vraisemblance définie dans (5.13) et PAglasso

�j
(�) est la pénalité adap-

tive group Lasso définie dans l’équation (5.9). La vraie valeur du paramètre � est
notée �0. Sans perte de généralité, nous supposons que les coefficients des S  K

premiers groupes de covariables sont différents de zéro et que les autres sont nuls.
En prenant la dérivée première de la fonction objective Q(�, �n), les conditions
d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) pour trouver le minimum de Q(�, �n)

sur un ensemble de �, peuvent être établies comme suit :
8
>>><

>>>:

�j, 8�̃j = 0

� 1
n

˙`n,j(�) +
�
p

pj

k ˜�jk
= 0, 8�j 6= 0, �̃j 6= 0

k 1
n

˙`n,j(�)k  �
p

pj

k�̃jk
, 8�j = 0, �̃j 6= 0.

(5.18)

En plus de la première condition, la troisième condition de la KKT en (5.18) force
certaines composantes de � à être nulles. La troisième condition du KKT sera prin-
cipalement utilisée pour montrer la sparsité de la méthode. Dans ce chapitre, nous
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comparons la méthode Adaptive group Lasso avec d’autres pénalités au niveau du
groupe inclus group Lasso, group MCP et group SCAD. De la même formulation
que [61], on peut définir la pénalité group SCAD comme

Pgscad(�) =
KX

j=1

Pscad
⇣p

pjk�jk; �, pj�
⌘

(5.19)

et la pénalité group MCP comme

Pgmcp(�) =
KX

j=1

Pmcp
⇣p

pjk�jk; �, pj�
⌘

(5.20)

avec Pscad(.), Pmcp(.) la pénalité SCAD et la pénalité MCP définies respectivement
en (5.3) et en (5.6). Le multiplicateur ppj sur k�jk normalise la taille des groupes.
Ceci signifie que les groupes de petite taille ne seront pas surpondérés par les
groupes de grande taille. Le multiplicateur pj pour � rend le niveau de régularisa-
tion par groupe proportionnel à sa taille. Ainsi, l’interprétation de � reste la même
que dans le cas où toutes les tailles de groupe sont égales à 1.

5.4 Paramètre de régularisation
Afin de pouvoir implémenter toutes ces méthodes d’estimation pénalisée citées

ci-dessus, on doit décider des valeurs des paramètres de régularisation (i.e., �j).
Traditionnellement, la validation croisée (CV) ou la validation croisée généralisée
(GCV) ont été largement utilisées. Cependant, ces méthodes ne sont pas directe-
ment adaptées pour la méthode Adaptive group Lasso. En effet, il y a trop de pa-
ramètres de régularisation à calculer ce qui exige un coût elevé de calcul. Une so-
lution simple à ce défi informatique est de considérer, comme dans [136, 120, 134],

�j = �nk�̃jk��

avec �̃j un estimateur consistent connu de �j et � une constante positive prédéfi-
nie. Tout au long de ce chapitre, � sera fixé à 1. Ensuite, le problème de départ
de sélection des K-paramètres de régularisation (�1, ..., �K) se réduit simplement
à un problème univarié pour �. Par la suite, toute méthode de sélection du para-
mètre de régularisation appropriée peut être utilisée. Deux critères de sélection du
modèle seront utilisés pour sélectionner le paramètre de régularisation. Le critère
d’information Bayesienne [102] est défini comme :

BIC(�n) = log(`n(�̂))/n + log(n)d(�n)/n,
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avec d(�n) le degré de liberté de l’estimateur pour un � donné [84] et celui de la
validation croisée détaillé par [90].

5.5 Algorithme de calcul
Pour aborder la sélection des variables par la méthode Adaptive group Lasso,

group Lasso, group SCAD et group MCP, dans ce chapitre, nous décrivons l’al-
gorithme "group coordinate descent" utilisé. C’est une extension de l’algorithme
"coordinate descent". L’algorithme "coordinate descent" peut être appliqué soit
aux pénalités convexes, Lasso et adaptive Lasso, soit aux pénalités non convexes,
SCAD et MCP [39, 40, 14]. L’algorithme "coordinate descent" optimise la fonction
objective par rapport à un seul paramètre �j associé à une variable donnée et fait
défiler tous les paramètres jusqu’à ce que la convergence soit atteinte tandis que
l’algorithme "group coordinate descent" optimise la fonction objective par rapport
à un paramètre �j associé à un groupe des variables, et fait défiler tous les groupes
jusqu’à la convergence [128]. Cet algorithme a été utilisé par [15] dans les cas de
l’estimation pénalisée dans le modèle linéaire non convexe et régression logistique
et [42] dans le modèle à risques compétitifs. L’algorithme "coordinate descent" dans
le tableau 5.1 et décrit dans [39, 40, 14], présente les mises à jour de paramètres
pour Lasso/Adaptive Lasso, SCAD et MCP.

L’algorithme "coordinate descent" du tableau 5.1 a été étendu sur la sélection
par groupe [122, 15, 42] dans le tableau 5.2

5.5.1 L’algorithme de Group Coordinate Descent pour la mé-
thode Adaptive group Lasso

On note Xj = (xj1 , ..., xjpj)
> une (n⇥ pj)� matrice design de variables groupées

dans un groupe j et ⌘ = Xj�j. On définit le vecteur gradient u = @`(�)/@⌘ et la
matrice Hessienne H = @2`(�)/@⌘@⌘>. Le vecteur pseudo réponse est Y = ⌘+H�1u.
En utilisant le développement de Taylor du second ordre, la log-vraisemblance
négative peut être approximée par �`(�) ⇡ 1/2

�
Y � ⌘

�>

H
�
Y � ⌘

�
. Ainsi, à chaque

étape d’itération, nous devons minimiser la fonction objective

Q(�) = 1/2
�
Y � ⌘

�>

H
�
Y � ⌘

�
+ PAglasso

�j
(�) (5.21)
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Tableau 5.1 – Mise à jour des paramètres dans l’algorithme "Coordinate descent"

Methode Mise à jour

Lasso/Adaptive Lasso �m+1
j
 S(zj, ✓j�) =

8
>>><

>>>:

zj � ✓j�, si zj > ✓j�

0, si |zj|  ✓j�

zj + ✓j�, si zj < ✓j�

✓j est le poids adaptif

SCAD �m+1
j
 SScad(zj, �, �) =

8
>>><

>>>:

S(zj, �), si |zj|  2�

S

�
zj ,��/(��1)

�

1�1/(��1) , si 2� < |zj|  ��

zj, si |zj| > ��

MCP �m+1
j
 SMcp(zj, �, �) =

8
<

:

S(zj ,�)
1�1/�

, si |zj|  ��

zj, si |zj| > ��

Tableau 5.2 – Mise à jour des paramètres dans l’algorithme "Group Coordinate descent"

Methode Mise à jour
Group Lasso/Adaptive Lasso �(m+1)

j
 S

�
kzjk,

p
pj✓j�

�
zj

kzjk
, ✓j = k�̃jk�1

Group SCAD �(m+1)
j

 SScad
�
kzjk,

p
pj�

�
zj

kzjk

Group MCP �(m+1)
j

 SMcp
�
kzjk,

p
pj�

�
zj

kzjk

Pour éviter le coût de calcul, nous remplaçons H par une matrice diagonale D avec
des entrées h(⌘)i = �@2`/@⌘2

i
, i = 1, ..., n, ainsi Y = ⌘ + D�1u. On définit

zj = n�1X>

j
D(u + Xj�

(m)
j

).

En se servant du tableau 5.2, nous pouvons résumer et donner l’algorithme com-
plet pour minimiser la quantité en (5.17) sur un ensemble de paramètres � dans
les étapes suivantes
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Tableau 5.3 – Algorithme "Group Coordinate descent"

Etape Algorithme
1. On obtient �̃ en minimisant la log-vraisemblance négative non pé-

nalisée �`(�) dans (5.17) par l’algorithme New-Raphson.
2. Initialisation �̂j = 0 pour l’itération m = 1

3. On calcule ⌘, u, D et Y en se basant sur les valeurs actuelles de
�̂j

(m)

4. Minimisation de l’Eq (5.21) par rapport à la valeur de �̂j

m+1
de l’al-

gorithme "group coordinate descent" dans le tableau 5.2
5. On pose m = m + 1. On repète l’étape 3 et l’étape 4 pour tous les

groupes jusqu’à la convergence.

5.6 La consistance théorique et la sparsité de la
méthode

5.6.1 consistance
Considérons l’estimateur pénalisé du vecteur � des paramètres :

�̂n(�n) = arg min
�

(
� 1

n
`n(↵, �, H0(.)) + �n

KX

j=1

p
pj

k�̃jk
k�jk

)

On note �0 la vraie valeur du paramètre du modèle � = (↵, �, H0(.)). 8" > 0, nous
voulons montrer que P

n
k�̂n(�n)� �0

n
k < "

o
! 1 lorsque n!1.

Théorème 5.6.1. (Consistance) Supposons que (Zij, Xij, Cij, ui) sont des v.a qui
sont i.i.d, Xij et Cij sont conditionnellement indépendants sachant Zij et ui, i =

1, ..., n, j = 1, ..., Ji.Sous les conditions de régularité (A)-(D) en [5], si �n ! 0 quand
n!1, alors �̂n(�n) est un estimateur consistant de �0.

Preuve. La preuve du Théorème 5.6.1 est similaire à celle du Théorème 5.7 de
[115] avec une approche légèrement différente. Il suffit de montrer que 8" > 0

P

(
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! 1, (5.22)

ce qui implique qu’avec une probabilité qui tend vers 1, Qn(�n, �n) a un minimum
local dans une boule {� : k� � �0k < "} pour �n donnée. De plus E {Qn(�0

n
, �n} !
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E {n�1`n(�)} quand �n ! 0 et E {n�1`n(�)} est une fonction strictement convexe
avec un minimiseur global �0. Pour montrer (5.22), nous montrons tout d’abord
que Qn(�n, �n) > Qn(�0

n
, �n). Puisque �̃ est un estimateur consistent de �0, on a
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car ⌃ est positif. Puisque Qn(�n, �n) � Qn(�0
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5.6.2 Sparsité de la méthode
L’une des propriétés attrayantes de la méthode Adaptive group Lasso par rap-

port au group Lasso est sa "sparsité", c’est-à-dire une combinaison comportant
un nombre important de coefficients nuls dans le modèle. Nous adoptons les no-
tations suivantes �0 = (�0

1 , �
0
2), avec �0

1 =
⇣
(�0

1)
>, ..., (�0

S
)>

⌘>

comme un vecteur
de S  K premiers facteurs. Nous supposons que ces S facteurs sont pertinents
(k�jk 6= 0 pour j  S), et �0

2 =
⇣
(�0

S+1)
>, ..., (�0

K
)>

⌘>

un vecteur de tous les fac-

teurs non pertinents (k�jk = 0 pour j > S). Une fois de plus, nous notons �̂n,1(�n)

et �̂n,2(�n) leurs estimateurs Adaptives group Lasso associés. Le théorème suivant
montre que si l’Adaptive group Lasso choisit de manière consistente le vrai mo-
dèle, alors avec une probabilité tendant vers 1, tous les coefficients associés aux
variables non pertinents doivent être estimés exactement comme zéro, c’est-à-dire,
P
n

�̂n,2(�n) = 0
o
! 1

Théorème 5.6.2. (Sparsité) On suppose que n�n ! 1 lorsque n ! 0, dans les
conditions du Théorème 5.6.1, avec une probabilité qui tend vers 1. Alors l’estima-
teur Adaptive group Lasso �̂n(�n) vérifie les conditions de sparsité : �̂n,2(�n) = 0.

Preuve. Puisque la troisième condition de KKT établie dans léquation (5.18) est
une condition nécessaire et suffisante pour minimiser la fonction objective, on an
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avec �? sur le segment entre �̂n(�n) et �0. D’autre part,
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puisque n�n ! 0 quand n ! 0. En comparant l’équation (5.23) et (5.24), on voit
clairement que lorsque n! 0,
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C’est-à-dire
P
n

�̂n,2(�n) = 0
o
! 1.

5.7 Résultats et Discussion
Pour implementer la méthode proposée, dans ce chapitre, nous appliquons des

méthodes de sélection de variables groupées : méthode Adaptive group Lasso avec
fragilité partagée par groupe d’individus dans la sélection du modèle. Ensuite,
nous comparons ses performances avec celles du group SCAD et du group MCP
à un exemple d’une base de données réelles sur la survie au cancer du sein du
Programme de l’Institut national de surveillance, d’épidémiologie et des résultats
(SEER) des Etats-Unis. Les variables supplémentaires et non significatives ont
été supprimées si l’on savait sans doute qu’elles n’avaient aucune incidence biolo-
gique ou démographique sur l’issue du cancer. Après le processus de nettoyage des
données, on est resté avec 236 observations contenant 44760 micropuces de ADN
regroupées en 100 groupes en fonction de caractéristiques biologiques ou démogra-
phiques communes. Pour de raison de la forte corrélation observée dans l’ensemble
de données, nous avons utilisé l’analyse en composantes principales pour enlever
la corrélation de données.

La figure 5.1 montre les chemins de régularisation pour la méthode Adaptive
group Lasso, le group LASSO, le group SCAD et le group MCP, respectivement.
En se basant sur la validation croisée généralisée (GCV), la méthode group Adap-
tive group Lasso tend à sélectionner le plus petit nombre de groupes de variables
à une valeur de paramètre de régularisation plus petite par rapport aux autres
groupes de variables sélectionnées. Ceci nous garantit à un certain niveau le choix
du modèle parcimonieux par la méthode Adaptive group Lasso pour cet exemple
de données réelles. Le paramètre de régularisation � passe de � = 0 lorsque le
modèle est excessivement grand à la valeur maximale de �max lorsque tous les co-
efficients pénalisés sont à 0. Pour cet exemple, nous nous sommes rendus compte
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qu’en ce qui concerne les critères de sélection du modèle BIC, presque toutes les
4 méthodes ne sélectionnent aucun groupe de variables. La valeur de rétrécisse-
ment � pour la méthode group MCP et la méthode group SCAD a été fixée à 2.7

et à 3.7 respectivement, conformément à la recommandation par défaut suggérée
dans [42].

Figure 5.1 – Chemin de régularisation des méthode group lasso, Adaptive group Lasso,
group MCP, et group SCAD
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Figure 5.2 – Taille du modèle par rapport au paramètre de régularisation � des méthode
group lasso, Adaptive group Lasso, group MCP, et group SCAD

La figure 5.2 complète la figure 5.1. Il montre la variation à laquelle un groupe
de variables est sélectionné par la méthode adaptive group Lasso, group Lasso,
group MCP et group SCAD. En général, la méthode adaptive group Lasso sélec-
tionne des modèles avec beaucoup plus petit nombre de variables et s’approche
de la taille réelle du modèle (à la valeur optimale de paramètre de régularisa-
tion) beaucoup plus rapidement que la méthode group Lasso, group MCP et group
SCAD.

Pour évaluer la performance de ces 4 méthodes pour cet exemple des données,
nous évaluons la précision du modèle par l’erreur quadratique moyenne (RMSE).
La figure 5.2 montre que pour les petites valeurs du paramètre de régularisation,
les 4 méthodes de régularisation par groupe fonctionnent de manière similaire.
Cependant, suivant l’augmentation de la valeur de ce paramètre, la méthode adap-
tive group Lasso tend à avoir la plus petite valeur de RMSE par rapport au group
Lasso, group MCP et group SCAD. En comparant le group MCP et le group SCAD,
les deux sont presque identiques en termes de précision de prédiction tandis que
le group Lasso a une meilleure précision en comparant avec le group MCP et le
group SCAD.
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Figure 5.3 – Evaluation de l’erreur de prédiction

5.8 Conclusion et perspectives
Dans ce chapitre, nous avons proposé la méthode Adaptive group Lasso pour la

sélection des variables groupées dans le modèle de Cox avec fragilité. La méthode
adaptive group Lasso est un moyen alternatif relativement puissant par rapport
au group Lasso dans les problèmes impliquant la sélection de variables groupées.
Cependant, il y a beaucoup à faire dans ce domaine. La performance relativement
faible de toutes les méthodes de sélection des variables groupées, y compris la mé-
thode Adaptive group Lasso sur un exemple d’une base des données réelles met
en évidence la principale question dans ce domaine, à savoir comment relever ces
défis. Le manque de connaissances avancées sur la structure des groupes de gènes
et leurs voies d’entrée rend la description et la sélection de variables groupées
moins réalistes et affaiblit l’utilité des données sur les résultats. Dans le cadre de
travaux futurs, nous aimerions appliquer la méthode adaptive group Lasso à dif-
férents ensembles de données, y compris des exemples simulés, afin de généraliser
les résultats de cette méthode.



Conclusion générale et
Perspectives

5.9 Conclusion générale
Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés aux problèmes de sélection de

variables en grande dimension en utilisant des méthodes d’estimation pénalisée
pour des données de survie censurées. Nous avons mis l’accent sur la méthode
group Lasso dans le modèle de Cox avec fragilité et nous avons généralisé cette
approche.

En effet les données massives sont de plus en plus populaires et de plus en
plus utilisées dans la recherche statistique. Les chercheurs recueillent des mil-
liers de données pour mieux comprendre et mieux expliquer divers phénomènes.
Par exemple, dans le domaine biomédical, les scientifiques collectent de l’informa-
tion sur une maladie complexe comme le Cancer pour mieux saisir les interactions
entre les gènes et mieux cibler les dysfonctionnements survenant dans un réseau
de voies biologiques (les gènes faisant partie d’un même groupe et interagissant
ensemble) responsable à cette maladie. Nos objectifs principaux lors de l’analyse
des données de survie dans le modèle de régression à risques proportionnels de
Cox, étaient d’identifier les facteurs de risque d’une maladie, de comparer les ré-
ponses à des traitements, d’estimer les probabilités de survenue d’un événement
(décès, rechute, etc.) chez un individu identifié par un vecteur donné de variables
explicatives. Nous avons dû faire face à trois grands défis.

Tout d’abord, dans des jeux de données de grandes dimensions, plusieurs gènes
ne sont pas informatifs. C’est-à-dire qu’il y a des gènes qui n’ont pas de lien avec
la maladie. Ceci nous conduit à la singularité d’une matrice de covariables de di-
mension n ⇥ p contenant les expressions génétiques où le nombre de colonnes est
beaucoup plus grand que le nombre de lignes (p >> n). Pour remédier à ce pro-
blème, dans cette thèse, nous avons présenté et appliqué différentes méthodes de
régularisation qui ont été développées dans le modèle de Cox pour sélectionner un
modèle parcimonieux en éliminant les informations non pertinentes.
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Un second défi, est que la plupart des modèles de survie supposent que la po-
pulation étudiée est homogène. Cela suppose que le risque de décès est le même
pour tous les individus de cette population. Cependant ce n’est pas toujours le cas,
les individus ont des propensions différentes sous l’effet d’un traitement ou l’in-
fluence de certaines covariables. Dans de nombreuses situations, il est impossible
de mesurer toutes les covariables pertinentes liées à la pathologie d’intérêt et donc
d’introduire ces covariables comme effets fixes dans le modèle. Les raisons sont
souvent économiques ou liées à la méconnaissance de l’importance de certaines co-
variables sur la pathologie étudiée. Par ailleurs, lorsque l’étude porte par exemple,
sur des patients issus de même famille ou un événement à répétition sur un même
patient, la présence d’un facteur caché liant les unités statistiques d’un même
groupe peut être suspectée. Ainsi, l’approche de la fragilité est un concept de mo-
délisation statistique qui vise à représenter l’hétérogénéité dans une population
étudiée provoquée par les covariables non mesurées. Les modèles de fragilités ont
été ainsi discutés dans cette thèse. Un accent particulier a été mis sur les modèles
à fragilité gamma partagée. L’aspect méthodologique, algorithmique et illustration
des propos sur différentes bases de données ont été présentés.

Malgré les méthodes de régularisation développées durant ces dernières années
autour des problèmes de singularité de la matrice de covariables et la réduction de
dimension dans les modèles de survie, ces méthodes ne prennent pas en compte la
structure de dépendance dans les données. Par exemple dans le cas de variables
catégorielles, l’estimateur Lasso sélectionne les indicatrices des modalités et non
le groupe d’indicatrices, i.e la variable dans sa totalité. Ceci nous amène au troi-
sième défi. Pour remédier à tous ces défis relevés, dans cette thèse, nous avons
proposé la méthode group Lasso dans la sélection des variables dans le modèle
de Cox avec fragilité pour les données en clusters. La consistance théorique de la
méthode proposée est établie. Cette méthode est appropriée pour répondre à dif-
férentes questions de recherche allant du domaine de la génétique à la pollution
atmosphérique. L’analyse de données simulées et des données réelles montre des
performances prometteuses pour le group Lasso par rapport à d’autres méthodes,
y compris le group SCAD et le group MCP.

L’utilisation de cette méthode encourage tous les coefficients d’un même groupe
à être simultanément nuls. Cependant, le group Lasso ne produit pas de parcimo-
nie au sein d’un groupe. Afin de généraliser ce travail de thèse, nous nous sommes
intéressés à la méthode Adaptive group Lasso dans le modèle de Cox pour les don-
nées en clusters. Nous avons aussi pris en compte l’hétérogénéité non observée
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dans les groupes d’individus. La consistance théorique, la sparsité de la méthode,
l’algorithme utilisé pour résoudre ce problème d’optimisation ont été presentés.
Cette méthode fournit une sélection parcimonieuse à l’intérieur des groupes. L’ap-
plication de cette méthode sur une base de données de Cancer de sein montre la
bonne performance de prédiction de la méthode Adaptive group Lasso par rapport
au group Lasso, group SCAD et le group MCP.

5.10 Perspectives
Nous terminons ce manuscrit en donnant quelques perspectives et prolonge-

ments naturels de ce travail de thèse.
La normalité asymptotique est une propriété plus utile dans la statistique

asymptotique. Elle consiste en effet, pour une suite d’estimateurs (�̂n)n�1 i.i.d
de loi P , à comprendre si et comment obtenir une loi asymptotique du genre
p

n
⇣
�̂n � �0

⌘
converge en loi vers une gaussienne. Avec �̂ un estimateur supposé

consistant (convergeant en probabilité vers �0). Dans ce travail de thèse, nous re-
grettons de ne pas avoir traité cette propriété des estimateurs obtenus pour la
méthode group Lasso et sa généralisation (méthode Adaptive group Lasso) dans le
modèle de Cox avec fragilité. Cette propriété fait partie de nos premières perspec-
tives dans le futur.

Le choix de la distribution de l’effet aléatoire reste toujours un problème majeur
dans les modèles de fragilité. Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés parti-
culièrement à la fragilité gamma. Dans nos travaux futurs, nous allons nous inté-
resser à l’investigation et la modélisation de problèmes faisant intervenir d’autres
distributions de l’effet aléatoire comme : Positive Stable, Log-normale. Nous pour-
rons également nous intéresser au cas où des effets aléatoires individuels (et non
plus seulement propres aux clusters) sont présents dans la modélisation.

Dans les techniques de régularisation et de sélection de variables via la vrai-
semblance pénalisée, la complexité du modèle et le taux de rétrécissement appli-
qué aux coefficients de régression sont fortement liés au choix des paramètres de
régularisation. Dans le chapitre 5 de ce travail de thèse, nous avons remarqué que
seule la validation croisée pouvait sélectionner les paramètres de régularisation
optimaux et par conséquent sélectionner des modèles parcimonieux (c’est-à-dire
les modèles qui expliquent les phénomènes avec un minimum de variables explica-
tives). Les critères AIC (4.14) et BIC (4.2.2) ont été caractérisés par un grand taux
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de rétrécissement et par conséquent, ils ne sélectionnent presque aucun groupe
de variable. Nous comptons dans le futur de chercher sous quelles conditions, les
critères d’information AIC ou BIC peuvent être de bonnes alternatives pour choi-
sir les paramètres de régularisation optimaux, afin de sélectionner des variables
pertinentes.
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ANNEXE A

Processus de comptage

A.1 Processus aléatoires
On s’intéresse à la modélisation des occurences dans le temps d’événements

aléatoires. On étudiera particulièrement le cas où les événements ont lieu en
temps continu et sont de nature discrète. On considère donc un intervalle de temps
continu. T = [0, ⌧ ].

Définition A.1.1. Soit (⌦, A, P) un espace probabilisé. Une filtration (ou histoire)
est une famille {Ft : t 2 T } de tribus, telle que

Fs ⇢ Ft ⇢ A, 80  s  t,

Définition A.1.2. Un processus X(t), t 2 ⌧ est intégrable si

sup
t2T

E(|Xt|) <1.

Un processus X(t), t 2 ⌧ est de carré intégrable si

sup
t2T

E(X2
t
) <1.

Définition A.1.3. Un processus M(t), t 2 T intégrable et adapté à une filtra-
tion {Ft : t 2 T } est une martingale (resp. une sur-martingale, resp. une sous-
martingale) si

8(s, t), 0  s  t, E (M(t)|Fs) = M(s) p.s (resp. , resp. �).

Propriété A.1.4. Soit M(t) une martingale par rapport à une filtration {Ft : t 2
T }. Alors

(i) E{M(t)|Ft�} = M(t�), où Ft� = [
s<t

Fs.

(ii) E{dM(t)|Ft�} = 0.
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Définition A.1.5. Un temps d’arrêt T par rapport à Ft est une v.a prenant ses
valeurs dans [0,1] telle que {T  t} 2 Ft, 8t 2 [0,1].

Un processus arrêté XT est défini par

XT

t
(w) =

8
<

:
XT

t
(w), si T (w) > t

XT (w), sinon.

Définition A.1.6. Un processus stochastique X est dit Ft� prévisible si
(i) comme fonction de (t, w) 2 T ⇥⌦ 7! R, il est mesurable par rapport à la tribu

sur T ⇥ ⌦ engendrée par les processus adaptés et continus à gauche. ou si
(ii) X(T ) est Ft� mesurable pout tout point d’arrêt T.

Définition A.1.7. Soit (⌦, A, P) un espace probabilisé et Ft une filtration. Le pro-
cessus X(t), t 2 T est dit Ft�adapté si 8t, X(t) est Ft� mesurable.

Proposition A.1.8. Soit X un processus Ft� prévisible alors pour t, Xt est Ft�
mesurable.

Proposition A.1.9. Tout processus adapté à Ft est continu à gauche et Ft� prévi-
sible.

Définition A.1.10. Un processus adapté Mt, t 2 T tel que M0 = 0 est une mar-
tingale locale si il est continu et il existe une suite croissante Tn, n 2 N, de temps
d’arrêt tendant vers +1 telle que MTn

t soit une martingale.

A.2 Processus de comptage
Définition A.2.1. Un processus de comptage N(t) est un processus continu à
droite avec une limite à gauche, adapté, nul en zéro, croissant et ayant des sauts
d’amplitude 1. N(t) compte le nombre d’événements d’intérêt qui se sont produits
avant t.

Proposition A.2.2. Soit N(t) un processus de comptage. Il existe un processus ⇤(t)

prévisible, croissant, continu à droite et nul en zéro tel que

M(t) = N(t)� ⇤(t), t � 0 (A.1)

soit une martingale. ⇤(t) est appelé compensateur de N(t), ou encore processus
d’intensité cumulée.

⇤(t) =

Z
t

0

�(s)ds
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où �(s) est aussi unprocessus prévisible, appelé intensité du processus ponctuel.
Elle est définie par

�(s) = lim
"!0

1

"
P
�
N(s + ")�N(s) � 1|Fs

�
.

Fs est l’ensemble des événements observables à l’instant s.

Pour une loi de probabilité donnée et une filtration donnée, (A.1) est connue
sous la décomposition de Doob-Meyer et elle est unique. On utilise souvent,
quand elle existe, la repr’esentation différentielle de (A.1) :

dM(t) = dN(t)� �(t)dt, t � 0. (A.2)

En appliquant propriété A.1.4, on a

E(dN(t)|Ft) = �(t)dt.

Mais
E(dN(t)|T � t) = P (t  T < t + dt|T > t) et E(dN(t)|T < t) = 0.

Par définition de risque et l’indicateur de risque, nous avons

�(t) = Y (t)h(t).

A.3 Théorème Limite Centrale
Théorème A.3.1. [93] -Si Mn est une suite de martingales, et si

(i) hMnit converge en probabilité vers vt déteministe,
(ii) 8" 9Mn," suite de martingales telle qu’aucune différence Mn �Mn," n’ait une

amplitude supérieure à ",
alors Mn(t) a une limite M(t) de processus croissant vt et M(t) est un processus
gaussien :

Mn(t)

vt

L�! N (0.1)

A.4 Produit infini (ou intégral
Définition A.4.1. Soit X(s) un processus càdlag, nul en 0, et à variation bornée.
On obtient une mesure en posant

X(]s, t]) = X(t)�X(s)
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Soit une partition t0 = s < t1 < · · · < tn = t. Son pas est

|�| = sup
i

|ti � ti�1|.

On appelle produit infini (ou produit intégral)

P t

s
(1 + dX) = P]s,t](1 + dX)

= lim
|�|!0

nY

i=1

[1 + X (]ti�1, ti])]

qui est indépendante de la suite des (�).

Propriété A.4.2. -Si X(t) est continue, alors

P]s,t](1 + dX) = exp(X(t)).

Théorème A.4.3. (Duhamel) [4], pg 90.
Soient Y = P]s,t](1 + dX) et Y 0 = P]s,t](1 + dX 0), alors

Y (t)� Y 0(t) =

Z

s2[0,t]

P[0,s)(1 + dX) (X(ds)�X 0(ds)) P(s,t](1 + dX 0).

Si Y 0(t) est régulière, alors

Y (t)

Y 0(t)
� 1 =

Z

s2[0,t]

P[0,s)(1 + dX) (X(ds)�X 0(ds))
⇥
P[0,s](1 + dX 0)

⇤�1
,

=

Z
t

0

Y (s�)

Y (s)
[X(ds)�X 0(ds)] .

Théorème A.4.4. Glivenko-Cantelli [107]�pg.304 � 305. -Si Mn est une suite de
martingales, et si

(i ) Pour une suite (Xn) de vecteurs aléatoires à valeurs dans Rk indépendants,
de loi F , les répartitions empiriques F̄n(w, .) où

F̄n(w, .) =
1

n

nX

i=1

�Xi(w)

convergent étroitement vers F pour presque tout w.
(ii) Pour k = 1, la convergence des fonctions de répartition est p.s uniforme :

pour presque tout w,

sup
x

��F̄n(w, x)� F (x)
�� �! 0, n �!1.



Résumé & Abstract

Résumé : En épidémiologie, on est amené à prendre en compte simultanément le rôle
de plusieurs facteurs de risque dans la survenue d’une maladie. Le modèle de régression
à risques proportionnels de Cox est l’un des modèles le plus populaire dans l’analyse des
données de survie censurées. Il permet d’exprimer le risque instantané de survenue de
l’événement en fonction des facteurs explicatifs. Cependant, ce modèle ne répond pas à
certains besoins émergents dans la majorité des cas en statistiques appliquées. Les don-
nées observées sont souvent de grande taille, c’est-à-dire de dimension p très grand devant
n (p >> n). Par exemple en analyse de survie d’une maladie génétique, pour chaque in-
dividu, on dispose d’un grand nombre de gènes, qui est parfois nettement plus élevé que
le nombre d’individus dans l’échantillon. Dans cette thèse, nous avons réalisé un état de
l’art exhaustif sur les méthodes d’estimation pénalisée, souvent utilisées pour faire de la
sélection de variables en grande dimension dans les modèles de durées de vie censurées.
Cet état de l’art concerne les aspects méthodologiques, algorithmiques, computationnels
et théoriques des méthodes proposées.

Cet état de l’art commence par une présentation des théories et méthodologies existant
sur l’intérêt de la sélection de variables dans les modèles de durées de vie censurées. Nous
nous sommes également intéressés à la littérature développée sur les modèles de survie
avec fragilités en particulier des modèles à risque multiplicatif avec hypothèse d’une dis-
tribution gamma pour la variable de fragilité. Ensuite, nous avons présenté les méthodes
de régularisation basées sur l’estimation pénalisée pour la sélection des variables dans le
modèle de régression semi-paramétrique à risques proportionnels de Cox.

Dans un second temps, nous avons adapté la méthode du "group-Lasso" au modèle de
Cox pour des données en clusters ou "groupées" en tenant compte de la fragilité propre
à chaque cluster. Les aspects algorithmiques ont été traités et des simulations ont été
réalisées pour étudier le comportement des estimateurs obtenus. Ensuite, la performance
de la méthode group Lasso a été comparée avec celle des autres méthodes concurrentes :
group-MCP et group-SCAD. La consistance des estimateurs obtenus par cette méthode a
été établie théoriquement. Le travail a été ensuite généralisé en implémentant la méthode
de l’ "Adaptive group-lasso" dans le modèle de Cox avec fragilité pour des données en
clusters. Chacune des méthodologies étudiées a été confrontée aux différents jeux de
données réelles, issus en grande partie du domaine biomédical. Les résultats montrent
que la méthode group Lasso et la méthode Adaptive group Lasso dans le modèle de
Cox avec fragilité gamma partagée, sont en général plus performantes en matière de
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prédictions par rapport aux autres méthodes concurrentes à savoir : la méthode group
SCAD et la méthode group MCP. Néanmoins, la connaissance a priori de structures de
groupes de variables reste un problème majeur dans la modélisation des données en
clusters.

Mots clés : Survie, group Lasso, fragilité
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Abstract : In epidemiology, the role of several risk factors in the occurrence of a disease
must be taken into account simultaneously. Cox’s proportional hazard model is one of the
most popular models in the analysis of censored survival data. It allows the instantaneous
risk of the event occurring to be expressed in terms of explanatory factors. However, this
model does not meet some emerging needs in applied statistics in the most of the cases. The
observed data are often large in size, i.e. high dimensional situation (p » n). For example,
in survival analysis of a genetic disease, for each individual, there is a large number of
genes, which is sometimes significantly higher than the sample size. In this thesis, we have
carried out an exhaustive litterature review on penalized estimation methods, often used
to select high dimensional variables in censored lifetime models. This litterature review
concerns with the methodological, algorithmic, computational and theoretical aspects of
the proposed methods.

This general review starts with a presentation of existing theories and methodologies
on the interest of variable selection in censored lifetime models. We were also interested in
the literature developed on survival models with frailty, in particular multiplicative risk
models with shared gamma frailty. Next, we presented the regularization methods based
on the penalized estimation for variables selection in the Cox semi-parametric proportio-
nal hazard model.

In a second step, we adapted the "group-Lasso" method to the Cox model for clustered
or "grouped" data, taking into account the shared frailty of each cluster. Algorithmic as-
pects have been investigated and simulations were carried out to study the behaviour of
the obtained estimators. Then, the performance of the Lasso group method was compared
with that of the other competing methods: group-MCP and group-SCAD. The consistency of
the estimators obtained by this method has been theoretically established. The work was
then generalized by implementing the "Adaptive group-lasso" method in the Cox model
with frailty for clustered data. Each of the methodologies studied was applied to different
real and simulated dataset, mainly from biomedical research area.

The results show that the group Lasso method and the Adaptive group Lasso method
in the Cox model with shared gamma frailty are generally more predictive than the other
competing methods, namely the SCAD group method and the MCP group method. Never-
theless, a prior knowledge of variable group structures remains a major problem in cluster
data modeling.
Key words : survival, Lasso group, frailty
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