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Introduction générale

Historique : Au début du XX
e siècle, les anneaux de polynômes à plusieurs

indéterminées et à coefficients dans un corps ont été largement étudiés. L’un des

problèmes récurrents de l’époque était de savoir "Comment tester l’appartenance

d’un polynôme f à un idéal I". Ce problème est communément appelé l’"Ideal Mem-

bership Problem" pIMPq. Il est bien connu que l’anneau de polynômes en une seule

indéterminée est principal et euclidien. Ainsi, le test d’appartenance d’un polynôme

f à un idéal I se réalise en faisant la division euclidienne de f par un polynôme g

engendrant I. Or, les anneaux de polynômes à plusieurs indéterminées ne sont ni

principaux ni euclidiens ; d’où la difficulté de résoudre l’IMP. Pour étudier les po-

lynômes à plusieurs indéterminées, les chercheurs faisaient alors le parallèle avec les

polynômes en une seule indéterminée. Au fil du temps, des avancées importantes ont

été obtenues. Les premières de ces avancées remontent aux travaux de Maccaulay,

Dickson et Hilbert.

— Maccaulay a montré que l’ensemble M des monômes de KrX1, X2, ..., Xns peut

toujours être muni d’un ordre total.

— Dickson a prouvé que tout idéal I de KrX1, X2, ..., Xns engendré par des mo-

nômes admet une partie génératrice minimale finie.

— Hilbert a montré que tout idéal I de KrX1, X2, ..., Xns admet une partie géné-

ratrice finie.

En dépit de ces avancées, l’IMP est résté non résolu. En 1939, Wolgang Gröbner a

publié un papier sur des applications des idées de Maccaulay concernant les ordres

totaux sur les monômes. Et plus tard, il proposa à son étudiant en thèse Bruno

Buchberger de réfléchir sur la résolution de l’IMP. Dans [13], Buchberger a d’abord

conçu un algorithme généralisant la division euclidienne. Cependant, cet algorithme
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ne donne pas nécessairement un reste unique ; d’où son inefficacité. Puis, il a établi

pour tout idéal donné, l’existence d’une partie génératrice G fixant le reste de la

division d’un polynôme f par G. Cette partie génératrice permet alors de résoudre

efficacement le problème posé. Elle a été baptisée base de Gröbner par Buchberger

en guise de reconnaissance et de remerciements à son direteur de thèse.

Buchberger a également donné un algorithme qui permet de déterminer une base de

Gröbner d’un idéal à partir d’une partie génératrice quelconque dont l’existence est

garantie par le théorème de la base de Hilbert.

Bien que les travaux de Buchberger sont plus populaires, A. I. Shirshov, un étu-

diant de l’école russe d’algèbre non associative a développé à la même époque la

même théorie sur les algèbres de Lie. Il a cherché à répondre à la question suivante :

"Comment déterminer une base linéaire d’une algèbre de Lie définie par des généra-

teurs et des relations ?". Introduisant la notion de composition, il finit par trouver un

algorithme généralement infini qui répond tout de même à sa question. Ses travaux

pvoir [55]q sont plus connus dans les milieux de recherche asiatiques où la théorie est

appelée Bases de Gröbner-Shirshov.

Parllèlement, un concept analogue pvoir [36]q, a été développé en géométrie algé-

brique par le mathématicien japonais Heisuke Hironaka qui l’a baptisé base stan-

dard.

A partir des années 70, les bases de Gröbner ont connu plusieurs généralisations.

Dans [5] publié en 1978, Bergman fait la généralisation en algèbre non associative.

Puis, les bases de Gröbner non commutatives sur un corps ont été largement étudiées

et caractérisées dans [46], [48],... .

Parallèlement, les bases de Gröbner sur un anneau ont été développées. Dans

cette généralisation, les auteurs remplacent le corps de base par un anneau. Puis, ils

redéfinissent les bases de Gröbner en tenant en compte des particularités de l’anneau

considéré. La diversité des anneaux a naturellement fait de cette partie un vaste

champ de recherches avec des résultats tout aussi intéressants. Ainsi, en 1988, dans

[50], Pan étend la notion de base de Gröbner à des idéaux de polynômes à coefficients

dans un anneau principal tandis que Kandry-Rody et Kapur, dans [38], faisaient

simultanément un travail similaire sur les idéaux de polynômes à coefficients dans

viiiYATMA DIOP UCAD-EDMI
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un anneau euclidien. Plus tard, Kapur et Yongyang publient des résultats de leurs

travaux portant sur les bases de Gröbner sur les anneaux admettant des diviseurs

de zéro. Voir [40].

Récemment, une nouvelle approche a été proposée par Bokut et al. dans [9].

L’idée est de faire passer la structure algébrique des monômes d’un monoïde à un

semi-anneau.

En plus d’avoir permis de résoudre l’IMP, les bases de Gröbner ont de nom-

breuses applications. La résolution des systèmes d’équations non linéaires est l’une

des plus importantes de ces applications. En effet, dans les systèmes d’équations

non linéaires, les bases de Gröbner donnent un analogue de l’élimination de Gauss

utilisée pour résoudre les systèmes linéaires. Or, les systèmes non linéaires sont pré-

sents dans plusieurs domaines notamment en cryptologie [14, 15], en théorie des

codes correcteurs d’erreurs [16, 42], en optimisation [1], en robotique [28], etc. Ceci

explique l’utilisation accrue des bases de Gröbner dans tous ces domaines et motive

davantage les recherches. Les bases de Gröbner constituent le principal outil d’ana-

lyse de sécurité en cryptographie multivariée qui est l’une des pistes privilégiées pour

la cryptographie post-quantique.

Motivations : Des thèses de doctorat dans le domaine des bases de Gröbner ont

déjà été soutenues au sein de l’Ecole Doctorale de Mathématiques et Informatique.

Dans sa thèse [11] soutenue le 28 février 2014, Bouesso A. S. E. M. a étudié les

bases de Gröbner dynamiques. Puis, Nafissatou Diarra a étudié dans sa thèse [22],

soutenue le 12 août 2017, les bases de Gröbner sur les D-A-anneaux. C’est dans

le cadre de la poursuite de ces travaux de recherche dèjà entamé sur les bases de

Gröbner qu’il nous a été proposé de réfléchir sur des problèmes actuels concernant

cette théorie notamment :

— l’étude des bases de Gröbner non commutatives finies ;

— la généralisation de la nouvelle approche, encore peu explorée, proposée dans

[9] aux anneaux de valuation.

Contributions : Nos investigations nous ont valu deux contributions.

— Première contribution : La généralisation des bases de Gröbner aux an-

neaux de polynômes non commutatifs KxX1, X2, ..., Xny a entrainé la perte

ixYATMA DIOP UCAD-EDMI
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partielle de la finitude de l’algorithme de Buchberger. Il se pose alors la ques-

tion de savoir si un idéal non commutatif donné admet une base de Gröbner

finie ou non. En 1998, D. Eisenbud, I. Peeva et B. Strumfels publient le pa-

pier [27] dans lequel ils résolvent partiellement le problème. Plus précisément,

ils ont construit un homomorphisme surjectif γ de l’anneau non commuta-

tif KxX1, X2, ..., Xny vers l’anneau commutatif Krx1, x2, ..., xns des polynômes

et ont montré que pour tout idéal I de Krx1, x2, ..., xns, l’idéal γ´1pIq de

KxX1, X2, ..., Xny admet une base de Gröbner finie. Ils ont également donné

une méthode de construction d’une base de Gröbner finie de tout idéal J de

KxX1, X2, ..., Xny s’exprimant sous la forme précédemment indiquée.

La question inverse nous a alors intéressé. Autrement dit, nous avons cherché

à répondre à la question suivante : "soit J un idéal de KxX1, X2, ..., Xny ad-

mettant une base de Gröbner finie, existe-t-il un idéal I de Krx1, x2, ..., xns tel

que J “ γ´1pIq ?".

Partis d’une analyse minutieuse des bases de Gröbner construites dans [27],

nous avons établi les conditions nécessaires et suffisantes pour que la réponse

à la question précédente soit affirmative. Nous avons montré, dans le papier

[24] "Diop Y., Sow D. On finite noncommutative Gröbner bases. Algebra

Colloquium 27 : 3p2020q 381 ´ 388", que sous certaines conditions, tout idéal

non commutatif admettant une base de Gröbner finie s’exprime sous la forme

J “ γ´1pIq, où I est un idéal de Krx1, x2, ..., xns.

Ce résultat sera présenté en détail dans le Chapitre 2.

— Deuxième contribution : En 2013, Bokut, Chen et Mo ont proposé un nou-

veau type de généralisation des bases de Gröbner dans le papier [9]. Leur idée

est de faire passer la strucutre des monômes d’un monoïde à un semi-anneau.

Nous avons adapté cette approche aux anneaux de valuation. Comparés aux

bases de Gröbner classiques, les résultats de cette investigation donnent une

double extension des bases de Gröbner :

— une extension sur les monômes qui sont munis d’une structure de semi-

anneau ;

— une extension sur les coefficients qui sont munis d’une structure d’anneau

xYATMA DIOP UCAD-EDMI
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admettant des diviseurs de zéro : les anneaux de valuation.

De ce travail, résulte le papier [23] "Diop Y., Mesmoudi L., Sow D. Semi-

ring based Gröbner-Shirshov over a noetherian valuation ring. Associative and

Non-associative Algebras and Applications. Springer Proceedings in Mathema-

tics & Statistics, vol 311p2020q, pp 183 ´ 198. Springer, Cham".

Le Chapitre 3 est une présentation détaillée de ce travail.

Plan de la thèse : Cette thèse est divisée en trois chapitres.

— Chapitre 1 : Rappels sur les bases de Gröbner.

Dans ce chapitre, on revient sur les notions de base et les résultats permettant

de se familiariser aux bases de Gröbner et de comprendre le contenu des autres

chapitres.

— Chapitre 2 : Sur la finitude des bases de Gröbner non commutatives.

Dans ce chapitre, on présentera en détail notre contribution portant sur la

caractérisation de certains idéaux non commutatifs admettant des bases de

Gröbner finies.

— Chapitre 3 : Bases de Gröbner-Shirshov sur un anneau de valuation.

Ce chapitre est une présentation de notre contribution portant sur la généra-

lisation des bases de Gröbner-Shirshov aux anneaux de valuation.

xiYATMA DIOP UCAD-EDMI



Chapitre 1

Rappels sur les bases de Gröbner

Ce chapitre est consacré aux rappels sur les bases de Gröbner. Il est composé

de trois sections. Dans la première section, on reviendra sur les bases de Gröbner

commutatives sur un corps, dans la deuxième et la troisième sections intitulées

respectivemnt Bases de Gröbner non commutatives sur un corps et Bases de Gröbner

sur un anneau, on taitera les généralisations des bases de Gröbner. Pour chacune de

ces sections, on introduira les concepts de base et les notations que nous utilisons. Le

lecteur peut se réfèrer aux documents [20, 34] pour les détails concernant les notions

élémentaires essentielles que sont anneaux, corps, idéaux, anneaux de polynômes à

plusieurs indéterminées.

I Bases de Gröbner commutatives sur un corps

Il est connu que l’anneau KrXs des polynômes en une seule indéterminée est prin-

cipal et euclidien.

Ainsi, le test d’appartenance d’un polynôme g à un idéal I de KrXs se réalise faci-

lement par la division euclidienne de g par un polynôme f engendrant I.

Par contre, l’anneau KrX1, X2, ..., Xns des polynômes à plusieurs indéterminées n’est

ni principal ni euclidien. Néanmoins, le théorème de la base de Hilbert affirme que

tout idéal I de KrX1, X2, ..., Xns admet au moins une partie génératrice finie. Faisant

le parallèle avec l’anneau des polynômes en une seule indéterminée, on développe

dans KrX1, X2, ..., Xns un analogue de la division euclidienne afin de faire le test

1



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES BASES DE GRÖBNER

d’appartenance. Puis, on verra que pour un idéal I donné, il peut exister des parties

génératrices qui ne garantissent pas nécessairement l’unicité du reste de la division

d’un polynôme f. Ces parties génératrices ne sont donc pas efficaces dans la ré-

solution de l’IMP. Certaines parties génératrices ayant des propriétés particulières

garantissent l’unicité du reste de la division d’un polynôme f. Ces dernières que nous

appelerons plus tard bases de Gröbner permettent donc de résoudre l’IMP de façon

efficace.

Les bases de Gröbner commutatives sur un corps sont le cas classique des bases de

Gröbner. Elles ont été développées par B. Buchberger dans sa thèse de doctorat

alors qu’il cherchait à résoudre le problème de l’appartenance d’un polynôme à un

idéal [13].

I - 1 Notations

Etant donnés un corps commutatif K et un alphabet fini X “ tX1, X2, ..., Xnu,

— l’anneau KrX1, X2, ..., Xns des polynômes commutatifs à coefficients dans K et

à indéterminées dans X est noté KrXs ;

— pour tout α “ pα1, α2, ..., αnq P Nn, le monôme X1
α1X2

α2...Xn
αn est noté Xα ;

— L’ensemble tXα|α P Nnu des monômes est noté M ;

— l’idéal engendré par un sous-ensemble G de KrXs est noté xGy.

— Le nombre d’éléments d’un ensemble fini G est appelé cardinal de G et noté

cardpGq.

I - 2 Concepts de base

I - 2 - a Support d’un polynôme

Définition I - 2.1. Tout polynôme f P KrXs s’exprime de façon unique à une

permutation près sous la forme

f “
ÿ

iPΛ

aiX
αi, ai P Kzt0u, αi P Nn, Λ est fini et αi ‰ αj si i ‰ j

L’ensemble des monômes intervenant dans cette expression forme le support de f

noté Supppfq.

2YATMA DIOP UCAD-EDMI



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES BASES DE GRÖBNER

I - 2 - b Degré d’un monôme et degré d’un polynôme

Définition I - 2.2.

— Pour tout α “ pα1, α2, ..., αnq P Nn, l’entier naturel |α| “ α1 ` α2 ` ... ` αn est

appelé degré du monôme Xα. On le note degpXαq.

— Le degré d’un polynôme f est le maximum des degrés des éléments de son

support.

I - 2 - c Relation de divisibilité entre monômes

Définition I - 2.3. On dit qu’un monôme Xα divise un monôme Xβ s’il existe un

monôme Xγ tel que Xβ “ XαXγ “ Xα`γ où α ` γ “ pα1 ` γ1, α2 ` γ2, ..., αn ` γnq.

Exemple I - 2.1. Le monôme X2Z divise X2Y3Z mais il n’y a aucune relation de

divisibilité entre XY et XZ dans l’anneau à trois indéterminées KrX, Y, Zs.

I - 2 - d Ordre monomial

Dans l’écriture d’un polynôme en une seule indéterminée, les monômes sont très

souvent rangés suivant leur degré. Le monôme de plus haut degré étant souvent

désigné sous l’expression "monôme de tête". On peut vérifier que cet ordre défini

à partir du degré est total, un bon ordre et compatible avec la multiplication des

monômes. On l’étend à l’anneau commuatif des polynômes à plusieurs indéterminées.

Plus précisément, on a la définition suivante.

Définition I - 2.4. Un ordre ă sur M est appelé ordre monomial si :

— ă est total ;

— ă est un bon ordre ;

— ă est compatible avec la multiplication des monômes.

Exemple I - 2.2. Les ordres définis ci-après sont des ordres monomiaux.

— L’ordre lexicographique ălex défini par Xα ălex Xβ si et seulement si la première

composante non nulle de α ´ β est négative.

3YATMA DIOP UCAD-EDMI



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES BASES DE GRÖBNER

— L’ordre lexicographique gradué ăgrlex défini par

Xα
ăgrlex Xβ ô

$
’&
’%

|α| ă |β|

ou

|α| “ |β| et Xα ălex Xβ

En considérant l’alphabet tX, Y, Zu avec Z ă Y ă X, on a Z4 ălex XYZ ălex X2Z et

XYZ ăgrlex X2Z ăgrlex Z4.

Remarque I.1. Sur l’anneau des polynômes en une seule indéterminée, tous les

ordres monomiaux sont identiques. Ainsi, on ne parle que de l’ordre du degré.

Définition I - 2.5. Soient f P KrXs, G Ă KrXs et ă un ordre monomial fixé.

1. Le maximum du support de f relativement à ă est appelé monôme dominant

de f et noté LMăpfq.

L’ensemble des monômes dominants de G est LMăpGq “ tLMăpfq|f P Gu.

2. Le coefficient de LMăpfq est appelé coefficient dominant de f et noté LCăpfq.

L’ensemble des coefficients dominants de G est LMăpGq “ tLMăpfq|f P Gu.

3. Le produit LCăpfqLMăpfq est appelé terme dominant de f et noté LTăpfq.

L’ensemble des termes dominants de G est LTăpGq “ tLTăpfq|f P Gu.

S’il n’y a aucun risque de confusion alors on notera uniquement LM, LC et LT au

lieu de LMă, LCă et LTă.

Exemple I - 2.3. Soit f “ 2X2Z ` XYZ ´ Z4. Alors

1. LMălex
pfq “ X2Z, LCălex

pfq “ 2, LTălex
pfq “ 2X2Z.

2. LMăgrlex
pfq “ Z4, LCăgrlex

pfq “ ´1, LTăgrlex
pfq “ ´Z4.

Définition I - 2.6. Etant donnés un ordre monomial et des monômes Xα et Xβ. On

note par CMpXα, Xβq l’ensemble des multiples communs à Xα et Xβ. Le plus petit

élément de CMpXα, Xβq est appelé plus petit commun multiple de Xα et Xβ. Il

est noté LCMpXα, Xβq.
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Exemple I - 2.4. On considère les monômes X2Z, XYZ et Z4. Alors :

— LCMpX2Z, XYZq “ X2YZ ;

— LCMpX2Z, Z4q “ X2Z4 ;

— LCMpXYZ, Z4q “ XYZ4.

Proposition I - 2.1. Etant fixé un ordre monomial, tout polynôme f de KrX1, X2, ..., Xns

s’écrit de façon unique sous la forme :

f “
ÿ

iPΛ

aiX
αi, ai P Kzt0u, Λ un sous ´ ensemble fini de N Xαi ă Xαj si i ă j

I - 2 - e Algorithme de réduction

La notion d’ordre monomial permet également de définir sur l’anneau des poly-

nômes à plusieurs indéterminées un analogue de la division euclidienne. La réduction

définie ci-après constitue l’outil de base de cette "division".

Définition I - 2.7. Soit f, g P KrXs, et G Ă KrXs, ” ă ” un ordre monomial sur

M.

‚ f est dit réductible modulo g (ou g-réductible) s’il existe un couple pXα, Xβq P

SupppfqˆM tel que Xα “ XβLMpgq. Dans ce cas, le polynôme h “ f ´ aα

LCpgqX
βg, aα ‰ 0

étant le coefficient du monôme Xα dans f, est appelé réduit de f modulo g et est noté :

f
g

ÝÑ h ou h “ Redpf, g, ăq.

Si Xα “ LMpfq, on dit que f est top-réductible modulo g et h est appelé le top-

réduit de f modulo g.

‚ f est réductible modulo G s’il existe g P G tel que f soit g-réductible.

‚ f est dit réduit ou irréductible modulo f prespectivement modulo Gq s’il ne peut

se réduire modulo f prespectivement modulo Gq.

‚ f se réduit totalement en h modulo G s’il existe une suite de réductions du type

f
GÝÑ h1

GÝÑ h2... hm´1
GÝÑ hm “ h telle que h soit irréductible modulo G.

‚ Si f est irréductible modulo tout élément de G alors on dit que f est irréductible ou

totalement réduit modulo G. L’ensemble des polynômes totalement réduits modulo G

est noté Gr.
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L’algorithme de réduction décrit ci-dessous permet de réduire un polynôme mo-

dulo un ensemble de polynômes donné. On y utilise la top-réduction qui permet

d’éliminer à chaque étape le terme dominant du polynôme obtenu précédemment en

donnant un polynôme dont le monôme dominant est strictement plus petit. Ceci sera

un aspect très important dans la démonstration de la terminaison de l’algorithme.

Algorithme 1 : Réduction Totale
Entrée : pf, G, ăq

Sortie : r : irréductible modulo G

1 r Ð 0;

2 Tant que f ‰ 0 Faire

3 Si LMpfq “ XαLMpgq, Xα P M, g P G Alors

4 f Ð f ´ LCpfq
LCpgq

Xαg

5 Sinon

6 r Ð r ` LTpfq;

7 f Ð f ´ LTpfq;

8 FinSi

9 Fin

10 Retourner r

Théorème I.1. L’algorithme de réduction se termine.

Démonstration. On pose f0 “ f et fi est le résultat de la i-ème itération. Si l’al-

gorithme est infini, on obtient la suite infinie strictement décroissante suivante :

LMpf0q ą LMpf1q ą ... ą LMpftq ą ... ; ce qui est contraire au caractère de bon ordre

de ă. L’algorithme est donc bien fini. ˝

Exemple I - 2.5. Ici, on fait la réduction du polynôme f “ XY2 ` Y2Z2 ` Z par

G “ tg1 “ XY ` X, g2 “ Y2 ´ Z, g3 “ X2 ` YZ2u en considérant ălex où Z ă Y ă X.

Première itération :

LMpfq “ XY2 “ YLMpg1q ñ f Ð f ´ Yg1 “ ´XY ` Y2Z2 ` Z

Deuxième itération :

LMpfq “LMpg1q ñ f Ð f ` g1 “ X ` Y2Z2 ` Z
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Troisième itération :

LMpfq “ X ‰ XαLMpgq @ pXα, gq P M ˆ G ñ r Ð X et f Ð f ´ X “ Y2Z2 ` Z

Quatrième itération :

LMpfq “ Y2Z2 “ Z2LMpg2q ñ f Ð f ´ Z2g2 “ Z3 ` Z

Cinquième itération :

LMpfq “ Z3 ‰ XαLMpgq @ pXα, gq P M ˆ G ñ r Ð X ` Z3 et f Ð f ´ Z3 “ Z

Sixième itération :

LMpfq “ Z ‰ XαLMpgq @ pXα, gq P M ˆ G ñ r Ð X ` Z3 ` Z et f Ð f ´ Z “ 0

Sortie de la boucle : r “ X ` Z3 ` Z

Le théorème suivant est une conséquence de l’algorithme de réduction.

Théorème I.2. Soit G Ă KrXs et f P KrXs. Il existe pg, rq P xGy ˆ Gr tel que

f “ g ` r.

Pour la preuve de ce théorème, il suffit d’appliquer au couple pf, Gq l’algorithme

de réduction précédemment décrit.

Remarque I.2. Il est important de noter que, contrairement à la division eu-

clidienne, l’algorithme de réduction ne donne pas nécessairement un reste unique

comme le montre l’exemple suivant.

Exemple I - 2.6. On reprend les données de l’exemple précédent. Cette fois, on

décide de commencer la réductionn par g2.

f “ XY2 ` Y2Z2 ` Z, G “ tg1 “ XY ` X, g2 “ Y2 ´ Z, g3 “ X2 ` YZ2u et ălex avec

X ą Y ą Z.

Première itération :

LMpfq “ XY2 “ XLMpg2q ñ f Ð f ´ Xg2 “ XZ ` Y2Z2 ` Z

Deuxième itération :

LMpfq “ XZ ‰ XαLMpgq @ pXα, gq P M ˆ G ñ r Ð XZ et f Ð f ´ XZ “ Y2Z2 ` Z

Troisième itération :

LMpfq “ Y2Z2 “ Z2LMpg2q ñ f Ð f ´ Z2g2 “ Z3 ` Z

Quatrième itération :

LMpfq “ Z3 ‰ XαLMpgq @ pXα, gq P M ˆ G ñ r Ð XZ ` Z3 et f Ð f ´ Z3 “ Z
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Cinquième itération :

LMpfq “ Z ‰ XαLMpgq @ pXα, gq P M ˆ G ñ r Ð XZ ` Z3 ` Z et f Ð f ´ Z “ 0

Sortie de la boucle : r “ XZ ` Z3 ` Z.

En changeant le chemin de parcours dans G, le résultat a également changé. On

se pose alors la question de savoir s’il existe des conditions pour que le reste de

l’algorithme de réduction soit unique. Dans la suite, on verra que si G est une base

de Gröbner alors le résultat de l’algorithme est unique et ne dépend pas du chemin

choisi ; d’où la paricularité des bases de Gröbner.

I - 3 Bases de Gröbner commutatives sur un corps

I - 3 - a Généraliés sur les bases de Gröbner commutatives sur un corps

Définition I - 3.1. Un idéal est dit monomial s’il peut être engendré par des mo-

nômes.

Exemple I - 3.1. L’idéal I “ xX2Y, Y2, XZYy est un idéal monomial de RrX, Y, Zs.

Définition I - 3.2. Soit G Ă KrXs, I “ xGy et ă un ordre monomial. On dit que

G est une base de Gröbner de I relativement à ă si xLMpGqy “ xLMpIqy.

Une fois la définition établie, la question est de savoir comment les bases de

Gröbner résolvent-elles toujours le problème posé. La réponse se trouve dans le

théorème suivant.

Théorème I.3. Si G est une base de Gröbner alors pour tout polynôme f il existe

un unique couple pg, rq P xGy ˆ Gr tel que f “ g ` r.

Démonstration. Soit f un polynôme et G une base de Gröbner. On applique à f

l’algorithme de réduction modulo G empruntant deux chemins différents. Ainsi, on

a : f “ g1 ` r1 “ g2 ` r2, g1, g2 P xGy, r1, r2 P Gr.

g1 ` r1 “ g2 ` r2 ñ g1 ´ g2 “ r2 ´ r1 P xGy. Or G est une base de Gröbner. Si r2 ´ r1 ‰ 0

alors LMpr2 ´ r1q P xLMpGqy ; ie rSupppr1q
Ť

Supppr2qs
Ş

xLMpGqy ‰ H ; ce qui est

absurde. D’où r2 ´ r1 “ 0 ; ie r1 “ r2. ˝
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Définition I - 3.3. Soient f un polynôme, G une base de Gröbner et pg, rq l’unique

élément de xGy ˆ Gr tel que f “ g ` r. Alors, le polynôme r est appelé forme normale

de f modulo G. On note r “ NFpf, G, ăq ou r “ NFpf, Gq ou r “ NFpfq s’il n’y au-

cune ambiguité sur l’ensemble G et l’ordre monomial ă.

L’unicité du reste est très importante et le théorème suivant en résulte.

Théorème I.4. Soit G une base de Gröbner d’un idéal I relativement à un ordre

monomial ă et f un polynôme. Alors f P I si et seulement si NFpf, G, ăq “ 0.

Ainsi, les bases de Gröbner résolvent donc efficacement le problème de l’appar-

tenance d’un polynôme à un idéal donné et se distinguent des parties génératrices

quelconques. Ceci conduit à la question de savoir comment se caractérisent les bases

de Gröbner. Tout d’abord, on a la définition suivante.

Définition I - 3.4. Soient f et g deux polynômes et Xγ “ LCMrLMpfq, LMpgqs.

On appelle S-polynôme de f et g le polynôme noté S-polpf, gq défini par S-polpf, gq “
Xγ

LTpfqf ´ Xγ

LTpgqg.

Exemple I - 3.2. On donne f “ 2X2Y ` 4Y2 ´ 6Z3, g “ Y3 ` 3XZ ` 1 P RrX, Y, Zs.

Sur l’alphabet tX, Y, Zu, on fixe l’ordre Z ă Y ă X.

1. Suivant l’ordre lexicographique ălex, LMpfq “ X2Y et LMpgq “ XZ.

Alors LCMpLMpfq, LMpgqq “ X2YZ et

S ´ Polpf, gq “
X2YZ

2X2Y
f ´

X2YZ

XZ
g

“ ZpX2Y ` 2Y2 ´ 3Z3q ´ XYpY3 ` 3XZ ` 1q

“ ´XY4 ´ XY ` 2Y2Z ´ 3Z4.

2. Suivant l’ordre lexicographique gradué ăgrlex, LMpfq “ X2Y et LMpgq “ Y3.

Alors LCMpLMpfq, LMpgqq “ X2Y3 et

S ´ Polpf, gq “
X2Y3

2X2Y
f ´

X2Y3

Y3
g

“ Y2pX2Y ` 2Y2 ´ 3Z3q ´ X2pY3 ` 3XZ ` 1q

“ ´3Y2Z3 ´ 3X3Z ` 2Y2 ´ X2.

9YATMA DIOP UCAD-EDMI



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES BASES DE GRÖBNER

Calculé en fonction des monômes dominants, le S-Polynôme dépend de l’ordre

monomial choisi. Cependant, on peut remarquer que pour toute paire pf, gq de po-

lynômes et tout ordre monomial ă fixé, LMrS-Polpf, gqs ă LCMrLMpfq, LMpgqs.

Le théorème suivant est le résultat fondamental des bases de Gröbner. Il donne

une caractérisation complète de ces dernières à partir des S-polynômes. Le lecteur

peut se réfèrer à [20, page 74] pour la preuve.

Théorème I.5 (Critère de Buchberger). Soient G Ă KrXs et ă un ordre monomial.

Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. G est une base de Gröbner.

2. Pour toute paire pf, gq P G2, S-Polpf, gq GÝÑ 0

Ce théorème est l’outil principal utilisé pour vérifier si un ensemble donné est une

base de Gröbner ou non relativement à un ordre monomial fixé.

Exemple I - 3.3. On donne G “ tg1 “ 2X2Y ` 4X ` 6, g2 “ Z2 ` Y ` 1u Ă RrX, Y, Zs.

Alors G est une base de Gröbner relativement à l’ordre ăgrlex induit par l’ordre al-

phabétique Z ă Y ă X.

En effet, S-Polpg1, g2q “ X2YZ2

2X2Y g1 ´ X2YZ2

Z2 g2 “ ´X2Y2 ´ X2Y ` 2XZ2 ` 3Z2 “ h1

h1
g1ÝÑ h1 ` 1

2Yg1 “ ´X2Y ` 2XZ2 ` 2XY ` 3Z2 ` 3Y “ h2

h2
g1ÝÑ h2 ` 1

2g1 “ 2XZ2 ` 2XY ` 3Z2 ` 2X ` 3Y ` 3 “ h3

h3
g2ÝÑ h3 ´ 2Xg2 “ 3Z2 ` 3Y ` 3 “ h4

h4
g2ÝÑ h3 ´ 3g2 “ 0

L’efficacité des bases de Gröbner dans la résolution du test d’appartenance conduit

également à la question de savoir si tout idéal admet une telle base. La réponse est

donnée par l’algorithme de Buchberger. Cet algorithme construit une base de Gröb-

ner à partir d’une partie génératrice quelconque dont l’existence est garantie par le

théorème de la base de Hilbert.

Théorème I.6 (Théorème de la base de Hilbert). Tout idéal I de KrXs admet une

partie génératrice finie.

Démonstration. Voir [20, page 74]
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L’algorithme de Buchberger suivant découle du Théorème I.5. Il permet de construire

une base de Gröbner d’un idéal I à partir d’une partie génératrice G par des ajouts

successifs des réduits non nuls des S-Polynômes. Il est évident que les S-polynômes

définis dans l’ensemble G pretournéq seront tous réduits à zéro.

Algorithme 2 : Algorithme de Buchberger
Entrée : pG, ĺq, où G est un ensemble de ployômes et ĺ, un ordre monomial.

Sortie : Base de Gröbner de I “ xGy

1 P Ð tpf, gq P G2u;

2 Tant que P ‰ H Faire

3 Retirer un élément pf, gq de P;

4 Si h “ Réduction TotalepG, Spolpf, gq ĺq ‰ 0 Alors

5 P Ð P Y tph, gq, g P Gu;

6 G Ð G Y thu;

7 Fin

8 Retourner G

Proposition I - 3.1. L’algorithme de Buchberger se termine.

Démonstration. Rappelons que KrXs est noethérien.

Soit G Ă KrXs. Si tous les S-polynômes définis dans G sont réduits à zéro, il est

évident que l’algorithme se termine et renvoie G à la sortie.

Supposons qu’il existe f, g P G tels que S-polpf, gq GÝÑ r1 ‰ 0. Alors, G est remplacé

par G1 “ G Y tr1u. Soit tous les S-polynômes définis dans G1 sont réduits à zéro,

soit ce n’est pas le cas. Dans le premier cas, l’algorithme s’arrête, dans le second,

on itère le processus.

Supposons que cette itération continue infiniment. On obtient la suite de bases de I

suivante

G0 “ G Ă G1 Ă ... Ă Gm Ă ...,

avec Gi`1 “ Gi Y triu où l’existence de f, g P Gi tels tels que S-polpf, gq
GiÝÑ ri ‰ 0

est une condition nécessaire à la continuité de l’algorithme.
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On pose LMpGiq “ tLMpgq|g P Giu, i “ 0, 1, ....

Gi`1 “ Gi Y triu ñ LMpriq n’est divisible par aucun monôme dominant de Gi. Donc

LMpriq R xLMpGiqy. On en déduit que la suite d’idéaux monomiaux suivante :

xLMpG0qy Ă xLMpG1qy Ă ... Ă xLMpGmqy Ă ...

est strictement croissante et infinie ; ce qui est impossible.

Ainsi, la suite pGiqiPN est stationnaire ; d’où la finitude de l’algorithme de Buchberger.˝

De l’algorithme de Buchberger, on déduit le résultat suivant.

Théorème I.7. Tout idéal de KrXs admet une base de Gröbner finie relativement

à tout ordre monomial.

Exemple I - 3.4. Construisons une base de Gröbner de l’idéal I “ xGy relativement

à l’ordre monomial fixé. G “ tg1 “ X2Y ´ 1, g2 “ XY2 ´ Xu, Y ă X, ă“ălex.

Déroulement de l’algorithme

Gcomp Ð G

P Ð tpg1, g2qu

P ‰ H ; on choisit la paire pg1, g2q

P Ð H

S-polpg1, g2q “ Yg1 ´ Xg2

“ X ´ Y

“ g3 pirréductibleq

P Ð tpg1, g3q, pg2, g3qu

Gcomp Ð tg1, g2, g3u

P ‰ H ; on choisit la paire pg1, g3q

P Ð tpg2, g3qu

S-polpg1, g3q “ g1 ´ XYg3

“ xy2 ´ 1
g2ÝÑ X ´ 1

g3ÝÑ Y ´ 1 “ g4 pirréductibleq

P Ð tpg2, g3q, pg1, g4q, pg2, g4q, pg3, g4qu

Gcomp Ð tg1, g2, g3, g4u

P ‰ H ; on choisit la paire pg2, g3q.

P Ð tpg1, g4q, pg2, g4q, pg3, g4qu
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S-polpg2, g3q “ g2 ´ Y2g3

“ Y3 ´ X
g3ÝÑ Y3 ´ Y

g4ÝÑ Y2 ´ Y
g4ÝÑ 0

P ‰ H ; on choisit la paire pg1, g4q.

P Ð tpg2, g4q, pg3, g4qu

S-polpg1, g4q “ g1 ´ X2g4 “ X2 ´ 1
g3ÝÑ XY ´ 1

g3ÝÑ Y2 ´ 1
g4ÝÑ Y ´ 1

g4ÝÑ 0

P ‰ H ; on choisit la paire pg2, g4q.

P Ð tpg3, g4qu

S-polpg2, g4q “ g2 ´ XYg4 “ XY ´ X
g4ÝÑ 0

P ‰ H ; on choisit la paire pg3, g4q.

P Ð H

S-polpg3, g4q “ Yg3 ´ Xg4 “ X ´ Y2 g3ÝÑ Y ´ Y2 g4ÝÑ 0

P “ H : La boucle s’arrête.

Gcomp “ tg1 “ X2Y ´ 1, g2 “ XY2 ´ X, g3 “ X ´ Y, g4 “ Y ´ 1u est une base de

Gröbner de de I “ xg1, g2y.

Remarque I.3. Dorénavant, même sans aucune précision, toute base de Gröbner

commutative considérée est finie.

Il est clair que si G est une base de Gröbner d’un idéal I alors G
Ť

tfu est une base

de Gröbner de I pour tout f P I. Ainsi, on peut construire une base de Gröbner

avec un "nombre élevé" d’éléments. On se pose alors la question de savoir si pour

tout idéal donné I il existe un nombre minimal d’éléments contenus dans chacune

de ses bases de Gröbner. La réponse est affirmative et sera donnée par des bases

de Gröbner avec des propriétés particulières. Ces bases de Gröbner aux propriétés

particulères sont classées en deux familles : les bases de Gröbner minimales et les

bases de Gröbner réduites. Elles fixent leur nombre d’éléments à un entier m bien

défini et se distinguent des bases de Gröbner quelconques.

I - 3 - b Bases de Gröbner minimales

Définition I - 3.5. Une base de Gröbner G est dite minimale si pour tout g P G,

on a :

1. LCpgq “ 1 ;
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2. LMpgq est irréductible modulo Gztgu.

Exemple I - 3.5. G1 “ tg1
1 “ X ` 2Z2, g1

2 “ Y2 ` 2Z ´ 1u Ă RrX, Y, Zs est une

base de Gröbner minimale relativement à l’ordre ălex induit par l’ordre alphabétique

Z ă Y ă X.

Remarque I.4. Si G est une base de Gröbner minimale de I alors pour tout g P G,

Gztgu n’est pas une base de Gröbner de I.

Proposition I - 3.2. De toute base de Gröbner d’un idéal, on peut extraire une

base de Gröbner minimale de cet idéal.

Démonstration. Soit I un idéal et G une base de Gröbner de I. Supposons qu’il

existe g1, g2 P G tels que LMpg1q divise LMpg2q.

LMpg1q divise LMpg2q implique que Gztg1u est une base de Gröbner de I. En effet,

si LMpg1q divise LMpg2q alors g2 est réductible modulo g1 en un polynôme g1
2 P I ;

g2
g1ÝÑ g1

2.

g1
2 P I ñ g1

2
GÝÑ 0. Or, LMpg1

2q ă LMpg2q. Donc g1
2

Gztg2u
ÝÑ 0.

Finalement, g2
Gztg2u
ÝÑ 0. On en déduit que g2 P xGztg2uy. D’où xGy “ xGztg2uy.

En continuant ce processus d’élimination, on obtient xGy “ xGztg2, g3, ..., gtuy telle

qu’il n’y ait aucune relation de division entre deux éléments différents de

LMpGztg2, g3, ..., gtuq. En rendant unitaire l’ensemble Gztg2, g3, ..., gtu, on obtient

une base de Gröbner minimale de I “ xGy. ˝

De la preuve précédente, on déduit l’algorithme suivant qui constuit une base de

Gröbner minimale à partir d’une base de Gröbner donnée.
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Algorithme 3 : Construction de base de Gröbner minimale
Entrée : G une base de Gröbner de xGy

Sortie : G1 base de Gröbner minimale de xGy

1 G1 Ð H;

2 Tant que G ‰ H Faire

3 prendre un g P G vérifiant LMpgq “ minpLMpGqq;

4 G Ð Gztf P G | LMpfq P xLMpgqyu;

5 G1 Ð G1
Ť

t 1
LCpgq

gu

6 Fin

7 Retourner G1

Exemple I - 3.6. On veut trouver une base de Gröbner minimale de l’idéal engen-

dré par l’ensemble G “ tg1 “ X2Y ´ 1, g2 “ XY2 ´ X, g3 “ X ´ Y, g4 “ Y ´ 1u.

On remrque d’abord que G est une base de Gröbner relativement à l’ordre lexicogra-

phique induit par l’ordre alphabétique Y ă X. En appliquant l’algorithme à G, on a :

initialisation : G1 Ð H

LMpg4q “ minpLMpGqq ñ G Ð Gztf P G | LMpfq P xLMpg4qyu “ tg3u

G1 Ð tg4u

LMpg3q “ minpLMpGqq ñ G Ð Gztf P G | LMpfq P xLMpg3qyu “ H

G1 Ð tg4, g3u

Comme G est vide, l’algorithme s’arrête. G1 “ tg4, g3u est une base de Gröbner mi-

nimale de xGy.

Proposition I - 3.3. Soient G et G1 des bases de Gröbner d’un idéal I de KrXs.

1. Si G est minimale alors cardpGq ď cardpG1q.

2. Si G et G1 sont toutes deux minimales alors cardpGq “ cardpG1q.

Démonstration. Soient G et G1 deux bases de Gröbner minimales d’un idéal I.

Soit g P G. Alors, il existe pg1, Xαq P G1 ˆ M tel que LMpgq “ XαLMpg1q p‹q.

Supposons qu’il existe deux couples pg1
1, Xα1q et pg1

2, Xα2q qui vérifient la relation

p‹q ; c’est à dire LMpgq “ Xα1LMpg1
1q “ Xα2LMpg1

2q.

g1
1 ‰ g1

2 ñ g1
1 ´ g1

2 P Izt0u. Donc, il existe pg1, Xβq P G ˆ M vérifiant la relation

LMpg1
1 ´ g1

2q “ XβLMpg1q. Or LMpg1
1 ´ g1

2q “ maxtLMpg1
1q, LMpg1

2qu.
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$
’&
’%

LMpg1
1q “ XβLMpg1q

ou

LMpg1
2q “ XβLMpg1q

ñ LMpgq “

$
’&
’%

Xα1XβLMpg1q

ou

Xα2XβLMpg1q

LMpg1q divise LMpgq ; ce qui contredit la minimalité de G.

Donc g1
1 “ g1

2.

De façon similaire, on montre que pour tout g1 P G1, il existe un unique g P G dont

le monôme dominant divise celui de g1. Il y a donc une bijection entre G et G1. D’où

cardpGq “ cardpG1q. ˝

En somme, le cardinal d’une base de Gröbner minimale d’un idéal est le plus

petit nombre d’éléments contenu dans une base de Gröbner de cet idéal. De plus,

l’existence d’une base de Gröbner minimale est prouvée dans ce qui suit.

I - 3 - c Bases de Gröbner réduites

Définition I - 3.6. Une base de Gröbner G est dite réduite si pour tout g P G, on

a :

1. LCpgq “ 1 ;

2. g est irréductible modulo Gztgu.

Exemple I - 3.7. G “ tY2 ` Y, X ` Y ` 1u est une base de Gröbner réduite de xGy

relativement à ălex avec Z ă X ă Y.

On peut remarquer que toute base de Gröbner réduite est aussi minimale. Ce-

pendant, s’il est possible qu’un idéal admette plusieurs bases de Gröbner minimales,

il n’en est pas ainsi pour les bases de Gröbner réduites. On a la propriété suivante.

Propriété I.1. Tout idéal I KrXs admet une et une seule base de Gröbner réduite.

Démonstration.

‚ Existence

Soit I un idéal et G, une base de Gröbner minimale de I.

On pose G1 “ tNFpg, Gztguq, g P Gu. Alors LMpG1q “ LMpGq. Ainsi,

xLMpIqy “ xLMpGqy “ xLMpG1qy. p1q
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Montrons que xGy “ xG1y.

L’inclusion xG1y Ď xGy est évidente.

Soit f P xGy. Il existe g P G tel que LMpgq divise LMpfq. Puisque LMpG1q “ LMpGq,

il existe g1 P G1 tel que LMpg1q divise LMpfq. On réduit f par g1. On obtient f
g1

ÝÑ f1.

De même f1 P xGy entraîne qu’il existe g1
1 P G1 tel que LMpg1

1q divise LMpf1q. Enré-

duisant f1 par g1
1, on a f1

g1

1ÝÑ f2.

En continuant cette réduction, il se crée la suite strictement décroissante LMpf1q ą

LMpf2q ą ... ą LMpfiq ą ... . Comme toute suite strictement décroissante de mo-

nôme est stationnaire, il existe un entier m tel que fi “ 0 @i ě m. Il s’en suit que

f P xG1y. Par suite, xGy Ď xG1y. Donc xGy “ xG1y p2q

Les relations p1q et p2q entrainent que G1 est une base de Gröbner de xGy.

Par construction de G1, NFpg1, G1q “ g1 pour tout g1 P G1.

‚ Unicité

Supposons que I admet deux bases de Gröbner réduites distinctes G et G1.

Remarquons que toute base de Gröbner réduite est une base de Gröbner minimale.

Supposons qu’il existe g P GzG1. Alors, il existe un unique g1 P G1 tel que LMpg1q “

LMpgq.

g ‰ g1 ñ g ´ g1 ‰ 0 et LMpg ´ g1q P Supppg ´ LTpgqq
Ť

Supppg1 ´ LTpg1qq.

g ´ g1 P I ñ LMpg ´ g1q P xLMpGqy “ xLMpG1qy.

Si LMpg ´ g1q P Supppg ´ LTpgqq alors Supppg ´ LTpgqq
Ş

xLMpGqy ‰ H. Ceci im-

plique qu’il existe un monôme de g qui est réductible modulo G. Ainsi, g ‰ NFpg, Gztguq ;

ce qui est absurde. On en déduit que LMpg ´ g1q R Supppg ´ LTpgqq.

De même, LMpg ´ g1q R Supppg1 ´ LTpg1qq. D’où g ´ g1 “ 0 ; ie g “ g1. Ainsi, GzG1 “ H.

De façon analogue, on montre que G1zG “ H. Le résultat en découle. ˝

On dispose également d’une procédure permettant de déterminer l’unique base

de Gröbner réduite d’un idéal.

Exemple I - 3.8. On veut trouver l’unique base de Gröbner réduite de l’idéal engen-

dré par l’ensemble G “ tg1 “ X2Y ´ 1, g2 “ XY2 ´ X, g3 “ X ´ Y, g4 “ Y ´ 1u.
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Algorithme 4 : Construction de base de Gröbner réduite
Entrée : G : base de Gröbner minimale

Sortie : G1 : l’unique Base de Gröbner réduite de xGy

1 G Ð H;

2 Tant que G1 ‰ G1 Faire

3 Prendre un élément g P G;

4 G1 Ð G1 Y tgu;

5 G1 Ð G1 Y tNFpg, G r tguqu

6 Fin

7 Retourner G1

On a précédemment vu que G1 “ tg3 “ X ´ Y, g4 “ Y ´ 1u est une base de Gröbner

minimale de xGy. On peut appliquer l’algorithme précédent à G1. On obtient :

G” “ tNFpg4, tg3uq, NFpg3, tg4uqu “ tX ´ 1, Y ´ 1u.

L’ensemble G” “ tX ´ 1, Y ´ 1u est l’unique base de Gröbner réduite de xGy.

II Bases de Gröbner non commutatives sur un corps

Les bases de Gröbner non commuatatives sont une généralisation des bases de

Gröbner commutatives. Comme dans le cas de toute généralisation, des notions

peuvent être redéfinies et des propriétés peuvent être perdues. On verra notamment

que la non commutativité entraîne la perte partielle de l’unicité du S-polynôme et

la finitude de l’algorithme de Buchberger.

Cette section est articulée de la même manière que la précédente et à chaque notion

palgorithme, théorème,...q, on donnera son analogue. Les articles [9, 7, 6, 46, 48] de

T. Mora sont les principales références de cette section.

II - 1 Notations

Etant donnés un corps commutatif K et un alphabet fini X “ tX1, X2, ..., Xnu,

— l’anneau KxX1, X2, ..., Xny des polynômes non commuatifs est noté KxXy ;

— l’ensemble tXi1Xi2...Xit, Xij P Xu des monômes est noté M ;

— pour tout polynôme f, le support de f est noté Supppfq.
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II - 2 Concepts de base

II - 2 - a Degré d’un monôme et degré d’un polynôme

Définition II - 2.1.

— Soit ui “ Xi1Xi2...Xit P M. L’entier naturel t est appelé degré de ui. On note

t “ deg puiq “ deg pXi1Xi2...Xitq.

— Le degré d’un polynôme f est le maximum des degrés de ses monômes.

II - 2 - b Relation de divisibilté entre monômes

Définition II - 2.2. On dit qu’un monôme u divise un monôme v s’il existe pt, wq P

M ˆ M tel que v “ tuw.

II - 2 - c Ordre monomial

Définition II - 2.3. Un ordre ă sur M est appelé ordre monomial si :

— ă est total ;

— ă est un bon ordre ;

— ă est compatible avec la multiplication ; c’est à dire, pour tous monômes

t, u, v, w,

u ă v ñ tuw ă tvw.

Exemple II - 2.1. L’ordre lexicographique gradué défini par

u ăgrlex v ô

#
deg puq ă degpvq

deg puq “ degpvq et u ălex v

est un ordre monomial. Par contre l’ordre lexicographique n’est pas un ordre mono-

mial.

Remarque II.1. Etant donné un ordre monomial, les définitions et notations de

plus petit multiple commun, monôme dominant, coefficient dominant, terme domi-

nant restent les mêmes que dans la Section 1.

19YATMA DIOP UCAD-EDMI



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES BASES DE GRÖBNER

II - 2 - d Algorithme de réduction

Définition II - 2.4. Soit f, g P KxXy, G Ă KxXy et ” ă ” un ordre monomial.

‚ f est dit réductible modulo g (ou g-réductible) s’il existe un triplet pu, v, wq P

Supppfq ˆMˆM tel que u “ vLMpgqw. Dans ce cas, le polynôme h “ f ´ aα

LCpgqvgw,

où aα ‰ 0 étant le coefficient du monôme u dans f, est appelé réduit de f modulo g

et est noté : f
g

ÝÑ h.

Si u “ LMpfq, on dit que f est top-réductible modulo g et h est appelé le top-

réduit de f modulo g.

‚ Les notions de réduction modulo un ensemble, de réduction totale restent les mêmes

que dans la section 1.

Comme dans la première setion, la réduction conduit à l’algorithme suivant.

Algorithme 5 : Réduction Totale
Entrée : pf, G, ăq

Sortie : r : irréductible modulo G

1 r Ð 0;

2 Tant que f ‰ 0 Faire

3 Si LMpfq “ uLMpgqv, u, v P M, g P G Alors

4 f Ð f ´ LCpfq
LCpgq

ugv

5 Sinon

6 r Ð r ` LTpfq;

7 f Ð f ´ LTpfq;

8 FinSi

9 Fin

10 Retourner r

Théorème II.1. L’algorithme de réduction se termine.

De même, le théorème suivant est une conséquence de l’algorithme de réduction

totale.

Théorème II.2. Soit G Ă KxXy et f P KxXy. Il existe pg, rq P xGy ˆ Gr tel que

f “ g ` r.
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Remarque II.2. La décomposition d’un polynôme f sous la forme f “ g ` r, où

pg, rq P xGy ˆ Gr n’est pas nécessairement unique.

II - 3 Bases de Gröbner non commutatives sur un corps

II - 3 - a Bases de Gröbner non commutatives sur un corps

Définition II - 3.1. Un idéal est dit monomial s’il peut être engendré par des

monômes.

Définition II - 3.2. Soit G Ă KxXy, I “ xGy et ” ă ” un ordre monomial. On dit

que G est une base de Gröbner de I relativement à ă si xLMpGqy “ xLMpIqy.

Théorème II.3. Si G est une base de Gröbner alors pour tout polynôme f il existe

un unique couple pg, rq P xGy ˆ Gr tel que f “ g ` r.

Le polynôme r est appelé forme normale de f modulo G. On note r “ NFpf, G, ăq

ou r “ NFpfq s’il n’y aucune ambiguïté sur l’ensemble G et l’ordre monomial ă.

La notion de composition définie ci-après joue exactement le même rôle que celle

de S-polynôme dans KrXs. Plus précisément, les compositions permettent de carac-

tériser les bases de Gröbner. Cependant, contrairement au cas des S-polynômes, ni

l’existence ni l’unicité de compositions entre deux polynômes ne sont garanties.

Définition II - 3.3. Soient f et g deux polynômes.

1. S’il existe u, v P M tels que LMpfqu “ vLMpgq et degpLMpfqq ą deg pvq pou

de façon équivalente degpLMpfqq ` degpLMpgqq ą degpuq ` degpvqq alors on

appelle composition d’intersection des polynômes f et g relativement à

w “ LMpfqu “ vLMpgq le polynôme f
LCpfqu ´ v g

LCpgq. On le note pf, gqw.

2. S’il existe u, v P M tels que LMpfq “ uLMpgqv alors on appelle composition

d’inclusion des polynômes f et g relativement à w “ LMpfq “ uLMpgqv, le

polynôme f
LCpfq ´ u g

LCpgqv. Il est également noté pf, gqw.

Dans les deux cas, l’ensemble des composotions entre f et g est noté Comppf, gq.

Calculées en fonction des monômes dominants, les compositions dépendent de

l’ordre monomial choisi. Cependant, on a la proporiété suivante.
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Remarque II.3. Pour toute paire f, g P KxXy, on a :

1. Comppf, fq n’est pas nécessairement égal à t0u ;

2. Comppf, gq peut être vide ou admettre plus d’un élément ;

3. si Comppf, gq ‰ H alors LMrpf, gqws ă LCMrLMpfq, LMpgqs pour tout

pf, gqw P Comppf, gq.

Exemple II - 3.1.

1. X “ tX1, X2, X3u, X1 ą X2 ą X3, ă : l’ordre lexicographique gradué, K “ Q

f “ X1X2 ` X2
2 ` X1X

3
3, g “ X1 ` X2 ` X2

3

LMpfq “ X1X
3
3, LMpgq “ X2

3

w “ X1X
3
3 “ LMpfq “ X1LMpgqX3.

On a alors pf, gqw “ f ´ X1gX3

“ ´X2
1X3 ´ X1X2X3 ` X1X2 ` X2

2

est une composition d’inclusion de f et g relativement à w.

2. X “ tX1, X2, X3u, X1 ą X2 ą X3, ă : l’ordre lexicographique gradué, K “ Q

f “ X2
1X2X3X2X1 ` X2X3, g “ X2X1X3X2X

2
1 ` X2

3X1

LMpfq “ X2
1X2X3X2X1, LMpgq “ X2X1X3X2X

2
1

w1 “ X2
1X2X3X2X1X3X2X

2
1 “ LMpfqX3X2X

2
1 “ X2

1X2X3LMpgq

degpLMpfqq “ 6 ą 4 “ degpX2
1X2X3q.

ñ pf, gqw1
“ fX3X2X

2
1 ´ X2

1X2X3g

“ X2X
2
3X2X

2
1 ´ X2

1X2X
3
3X1

w2 “ X2X1X3X2X
3
1X2X3X2X1 “ LMpgqX1X2X3X2X1 “ X2X1X3X2X1LMpfq

degpLMpgqq “ 6 ą 5 “ degpX2X1X3X2X1q

ñ pg, fqw2
“ gX1X2X3X2X1 ´ X2X1X3X2X1f

“ X2
3X

2
1X2X3X2X1 ´ X2X1X3X2X1X2X3

w3 “ X2X1X3X2X
2
1X2X3X2X1 “ LMpgqX2X3X2X1 “ X2X1X3X2LMpfq

degpLMpgqq “ 6 ą 4 “ degpX2X1X3X2q

ñ pg, fqw3
“ gX2X3X2X1 ´ X2X1X3X2f

“ X2
3X

2
1X2X3X2 ´ X2X1X3X

2
2X3

w4 “ X2
1X2X3X2X

2
1X2X3X2X1 “ LMpfqX1X2X3X2X1 “ X2

1X2X3X2LMpfq
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degpLMpfqq “ 6 ą 5 degpX1X2X3X2X1q

ñ pf, fqw4
“ fX1X2X3X2X1 ´ X2

1X2X3X2f

“ X2X3X1X2X3X2X1 ´ X2
1X2X3X

2
2X3

Le théorème suivant est l’équivalent du critère de Buchberger.

Théorème II.4 (Lemme de composition). Soient G Ă KxXy et ă un ordre mono-

mial. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. G est une base de Gröbner xGy.

2. Toutes les compositions définies dans G sont réduites à zéro modulo G.

Démonstration. Voir [7]

Exemple II - 3.2. Considérons l’ordre alphabétique X1 ą X2 ą X3 et l’ordre lexi-

cographique gradué.

Alors, G “ tg1 “ X2
1X3 ` X2X1, g2 “ X3

3 ´ X2
2, g3 “ X2

1X
2
2 ` X2X1X

2
3, g4 “ X2

2X3 ´ X3X
2
2u

est une base de Gröbner de I “ xGy.

En effet, les compositions possibles dans G sont les suivantes :

pg1, g2qw1
, pg4, g2qw2

, pg3, g4qw3
, pg2, g2qw4

, pg2, g2qw5
où

w1 “ LMpg1qX2
3 “ X2

1LMpg2q “ X2
1X

3
3,

w2 “ LMpg4qX2
3 “ X2

2LMpg2q “ X2
2X

3
3,

w3 “ LMpg3qX3 “ X2
1LMpg4q “ X2

1X
2
2X3,

w4 “ LMpg2qX3 “ X3LMpg2q “ X4
3,

w5 “ LMpg2qX2
3 “ X2

3LMpg2q “ X5
3.

‚ pg1, g2qw1
“ g1X

2
3 ´ X2

1g2

“ X2
1X

3
3 ` X2X1X

2
3 ´ X2

1X
3
3 ` X2

1X
2
2

“ X2
1X

2
2 ` X2X1X

2
3

g3ÝÑ X2
1X

2
2 ` X2X1X

2
3 ´ g3 “ 0.

‚ pg4, g2qw2
“ g4X

2
3 ´ X2

2g2

“ X2
2X

3
3 ´ X3X

2
2X

2
3 ´ X2

2X
3
3 ` X4

2

“ X4
2 ´ X3X

2
2X

2
3 “ f0

f0
g4ÝÑ X4

2 ´ X3X
2
2X

2
3 ` X3g4X3 “ X4

2 ´ X3X
2
2X

2
3 ` X3X

2
2X

2
3 ´ X2

3X
2
2X3 “ f1

23YATMA DIOP UCAD-EDMI



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES BASES DE GRÖBNER

f1
g4ÝÑ X4

2 ´ X3X
2
2X

2
3 ` X3g4X3 “ yX4

2 ´ X2
3X

2
2X3 “ f2

f2
g4ÝÑ X4

2 ´ X2
3X

2
2X3 ` X2

3g4 “ X4
2 ´ X2

3X
2
2X3 ` X2

3X
2
2X3 ´ X3

3X
2
2 “ X4

2 ´ X3
3X

2
2 “ f3

f3
g2ÝÑ X4

2 ´ X3
3X

2
2 ` g2X

2
2 “ X4

2 ´ X3
3X

2
2 ` X3

3X
2
2 ´ X4

2 “ 0.

‚ pg3, g4qw3
“ g3X3 ´ X2

1g4

“ X2
1X

2
2X3 ` X2X1X

3
3 ´ X2

1X
2
2X3 ` X2

1X3X
2
2

“ X2
1X3X

2
2 ` X2X1X

3
3 “ h1

h1
g1ÝÑ X2

1X3X
2
2 ` X2X1X

3
3 ´ g1X

2
2 “ X2X1X

3
3 ´ X2X1X

2
2 “ h2

h2
g2ÝÑ X2X1X

3
3 ´ X2X1X

2
2 ´ X2X1g2 “ X2X1X

3
3 ´ X2X1X

2
2 ´ X2X1X

3
3 ` X2X1X

2
2 “ 0.

‚ pg2, g2qw4
“ g2X3 ´ X3g2

“ X4
3 ´ X2

2X3 ´ X4
3 ` X3X

2
2

“ X3X
2
2 ´ X2

2X3 “ p1

p1
g4ÝÑ X3X

2
2 ´ X2

2X3 ` g4 “ X3X
2
2 ´ X2

2X3 ` X2
2X3 ´ X3X

2
2 “ 0.

‚ pg2, g2qw5
“ g2X

2
3 ´ X2

3g2

“ X5
3 ´ X2

2X
2
3 ´ X5

3 ` X2
3X

2
2

“ X2
3X

2
2 ´ X2

2X
2
3 “ q1

q1
g4ÝÑ X2

3X
2
2 ´ X2

2X
2
3 ` g4X3 “ X2

3X
2
2 ´ X3X

2
2X3 “ X2

3X
2
2 ´ X3X

2
2X3 “ q2

q2
g4ÝÑ X2

3X
2
2 ´ X3X

2
2X3 ` X3g4 “ X2

3X
2
2 ´ X3X

2
2X3 ` X3X

2
2X3 ´ X2

3X
2
2 “ 0.

Toutes les compositions sont réduites à zéro modulo G.

Proposition II - 3.1. Tout idéal I KrXs admet une base Gröbner pfinie ou nonq.

L’idéal lui-même est une base de Gröbner. De plus, il existe une version non

commutative de l’algorithme de Buchberger. Cependant, l’existence d’une partie

génératrice finie pThéorème de la base de Hilbertq n’est pas toujours garantie. Ainsi,

pour pouvoir utiliser cet algorithme, on se restreint aux idéaux admettant au moins

une partie génératrice finie. Egalement, on verra avec un exemple classique, que

l’existence d’une partie génératrice finie n’entraîne pas forcément l’existence d’une

base de Gröbner finie. Autrement dit, l’algorithme de Buchberger ne se termine pas
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toujours dans l’anneau KxXy des polynômes non commutatifs.

Algorithme 6 : Algorithme de Buchberger
Entrée : pG “ tg1, ..., gmu, ăq

Sortie : Gcomp

1 Gcomp Ð G;

2 Tant que il existe une nouvelle composition c dans Gcomp Faire

3 Si Réductionpc, Gcomp, ăq ‰ 0 Alors

4 Gcomp Ð Gcomp Y tRéductionpc, Gcomp, ăqu;

5 Fin

6 Retourner Gcomp

Exemple II - 3.3. Soit G “ tg1 “ Z3XZ ` Y2X, g2 “ YZXZ ` X2Yu.

Déterminons une base de Gröbner de l’idéal I “ xGy pour l’ordre lexicographique

gradué induit par Z ă Y ă X.

Déroulement de l’algorithme :

Gcomp Ð G

Première itération :

w1 “ YZXZ3XZ “ LMpg2q “ YZXLMpg1q

pg2, g1qw1
“ g2Z

2XZ ´ YZXg1

“ pYZXZ ` X2YqZ2XZ ´ YZXpZ3XZ ` Y2Xq

“ X2YZ2XZ ´ YZXY2X pirréductible modulo Gcompq

Gcomp Ð tg1, g2, g3 “ X2YZ2XZ ´ YZXY2Xu

Deuxième itération :

w2 “ Z3XZ3XZ “ LMpg1qZ2XZ “ Z3XLMpg1q, degpLMpg1qq “ 5 ą deg pZ3Xq “ 4

pg1, g1qw2
“ g1Z

2XZ ´ Z3Xg1

“ pZ3XZ ` Y2XqZ2XZ ´ Z3XpZ3XZ ` Y2Xq

“ Y2XZ2XZ ´ Z3XY2X pirréductible modulo Gcompq

Gcomp Ð tg1, g2, g3, g4 “ Y2XZ2XZ ´ Z3XY2Xu
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Troisième itération :

w3 “ X2YZ2XZ3XZ “ LMpg3qZ2XZ “ X2YZ2XLMpg1q,

degpLMpg3qq “ 7 ą degpX2YZ2q “ 5

pg3, g1qw3
“ g3Z

2XZ ´ X2YZ2Xg1

“ pX2YZ2XZ ´ YZXY2XqZ2XZ ´ X2YZpZ3XZ ` Y2Xq

“ ´YZXY2XZ2XZ ´ X2YZ2XY2X
g4ÝÑ ´YZXZ3XY2X ´ X2YZ2XY2X

g2ÝÑ 0

Quatrième itération :

w4 “ Y2XZ2XZ3XZ “ LMpg4qZ2XZ “ Y2XZ2XLMpg1q

degpLMpg4qq “ 7 ą degpY 2XZ2q “ 5

pg4, g1qw4
“ g4Z

2XZ ´ Y2XZ2Xg1

“ pY2XZ2XZ ´ Z3XY2XqZ2XZ ´ Y2XZ2XpZ3XZ ` Y2Xq

“ ´Z3XY2XZ2XZ ´ Y2XZ2XY2X
g4ÝÑ ´Z3XZ3XY2X ´ Y2XZ2XY2X

g1ÝÑ 0

Gcomp n’admet aucune nouvelle composition : la boucle s’arrête.

Sortie : Gcomp “ tg1, g2, g3, g4u est une base de Gröbner xg1, g2y.

Exemple II - 3.4. On considère l’ensemble G “ tg1 “ XYX ´ YXu et un ordre

monomial quelconque.

Déroulement de l’algorithme :

Gcomp Ð G

Première itération :

w1 “ LMpg1qYX “ XYLMpg1qq, degpLMpg1qq “ 3 ą 2 “ degpXYq

pg1, g1qw1
“ g1YX ´ XYg1 “ ´YXYX ` XY2X

g1ÝÑ XY2X ´ Y2X “ g2.

Gcomp Ð tg1, g2u

Deuxième itération :

w2 “ LMpg1qY2X “ XYLMpg2qq, degpLMpg1qq “ 3 ą 2 “ degpXYq

pg1, g2qw2
“ g1Y

2X ´ XYg2 “ ´YXY2X ` XY3X
g2ÝÑ XY3X ´ Y3X “ g3.

Gcomp Ð tg1, g2, g3u

Troisième itération :

w3 “ LMpg1qY3X “ XYLMpg3qq, degpLMpg1qq “ 3 ą 2 “ degpXYq

pg1, g3qw3
“ g1Y

3X ´ XYg3 “ ´YXY3X ` XY4X
g3ÝÑ XY4X ´ Y4X “ g4.
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Gcomp Ð tg1, g2, g3, g4u

On constate que g1 est toujours composable avec l’élément gn “ XYnX ´ YnX généré

lors de l’itération précédente.

De plus, à la nieme itération, on a toujours :

pg1, gnqwn
“ g1Y

nX ´ XYgn “ ´YXYnX ` XYn`1X
gnÝÑ XYn`1X ´ Yn`1X “ gn`1.

On en déduit que la boucle ne s’arrête jamais. Ainsi, la base de Gröbner en construc-

tion est infinie.

L’existence d’idéaux n’admettant aucune base de Gröbner finie est la principale

différence entre lecas commutatif et le cas non commuatif.

II - 3 - b Bases de Gröbner réduites et bases de Gröbner minimales

Les définitions et propriétés des notions de bases de Gröbner minimales et bases

de Gröbner réduites restent inchangées par rapport à la Section 1.

III Bases de Gröbner sur un anneau

Dans cette section, on généralise à nouveau la notion de base de Gröbner en

remplaçant le corps K par un anneau A. Ainsi, la plupart des concepts de base

pdegré, ordre monomial, plus petit commun multiple,...q restent les mêmes que celles

des sections précédentes. On introduit la divisibilité entre termes qui généralise celle

définie entre monômes. Puis, on reprend la notion de réduction. Dans cette section,

R désigne l’anneau :

— ArXs “ ArX1, X2, ..., Xns si la multiplication entre monômes est commutative ;

— AxXy “ AxX1, X2, ..., Xny sinon.

III - 1 Concepts de base

Définition III - 1.1.

— Les notions de degré, de divisibilité entre monômes restent les mêmes que celles

des sections précédentes.
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— Soient pα, βq P A ˆ A, pu, vq P M ˆ M. Le terme αu divise le terme βv si

α divise β dans A et u divise v dans M ; c’est à dire s’il existe un terme

pγ, wq P A ˆ M tel que β “ γα et v “ wu.

— Un polynôme f est dit réductible modulo un polynôme g si un terme de f est

divisible par le terme dominant de g.

Si le terme dominant de f est divisible par celui de g, on dit que f est top-

réductible modulo g.

Les définitions de réduction modulo un ensemble et de réduction totale restent

inchangées.

Dans ce qui suit, on donne la version non commutative de l’algorithme de réduc-

tion totale.

Algorithme 7 : Réduction totale
Entrée : pf, G, ăq

Sortie : r : irréductible modulo G

1 r Ð 0;

2 Tant que f ‰ 0 Faire

3 Si LTpfq “ αuLTpgqv, u, v P M, α P A, g P G Alors

4 f Ð f ´ αugv

5 Sinon

6 r Ð r ` LTpfq;

7 f Ð f ´ LTpfq;

8 FinSi

9 Fin

10 Retourner r
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III - 2 Bases de Gröbner sur un anneau

Le théorème de caractérisation des bases de Gröbner pcritère de Buchberger ou

lemme de compositionq s’énonce différemment selon les spécificités des anneaux.

Dans certains anneaux, on trouve des éléments dont aucun ne divise l’autre. C’est

par exemple le cas de l’anneau Z dans lequel 2 ne divise pas 3 et 3 non plus ne divise

pas 2. Dans d’autres anneaux, on trouve des diviseurs de zéro qui nécessitent une

attention et un traitement particuliers. C’est l’exemple de Z
6Z où 2ˆ3 “ 0. Sur chaque

type d’anneau, on donne des définitions équivalentes des notions de S-polynôme

et composition suivant les particularités. Alors, pour contourner le problème, les

chercheurs ont introduit de nouvelles classifications aux bases de Gröbner sur les

anneaux : les bases de Gröbner fortes et les bases de Gröbner faibles.

Définition III - 2.1. Soit G une base de Gröbner d’un idéal I de ArXs, où A est

un anneau.

1. G est une base de Gröbner faible si xLTpGqy “ xLTpIqy.

2. G est une base de Gröbner forte si le terme dominant de tout élément de I est

divisible par celui d’un élément de G.

Remarque III.1.

— Toute base de Gröbner forte est faible.

— Si A est un corps alors toute base de Gröbner faible est forte. Ceci est la raison

pour laquelle dans le cas des corps on parle tout simplement de bases de Gröb-

ner psans aucune distictionq. Cependant, il n’est pas nécessaire que l’anneau

de base soit un corps pour qu’il y ait équivalence entre base de Gröbner forte

et base de Gröbner faible. Les bases de Gröbner sur les anneaux de valuation

en sont des exemples. On les étudiera en détails dans le Chapitre 3.

Définition III - 2.2. Un anneau A est dit de valuation si pour tous a, b P A, a

divise b ou b divise a.

Exemple III - 2.1. Pour tout nombre premier p et tout entier naturel n, l’anneau

quotient Z
pnZ

est un anneau de valuation.
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Proposition III - 2.1. Si A est un anneau de valuation alors toute base de Gröbner

faible est forte.

Dans tout le reste de cette section, R “ ArXs, où A est un anneau de

valuation.

Définition III - 2.3.

1. On suppose que R est commutatif. Soient f, g P R et Xγ “ LCMpLMpfq, LMpgqq.

Le S-polynôme de f et g est défini par :

S ´ polpf, gq “

#
Xγ

LMpfqf ´ LCpfq
LCpgq

Xγ

LMpgqg si LCpgq divise LCpfq
LCpgq
LCpfq

Xγ

LMpfqf ´ Xγ

LMpgqg sinon

2. On suppose que R est non nécessairement commutatif. Soient f, g P R.

(a) S’il existe u, v P M tels que LMpfqu “ vLMpgq et degpLMpfqq ą deg pvq

alors la composition d’intersection des polynômes f et g relativement

à w “ LMpfqu “ vLMpgq est définie par :

Opf, gqw “

#
fu ´ LCpfq

LCpgqvg si LCpgq divise LCpfq
LCpgq
LCpfq fu ´ vg sinon

(b) S’il existe u, v P M tels que LMpfq “ uLMpgqv alors la composition d’in-

clusion des polynômes f et g relativement à w “ LMpfq “ uLMpgqv est

donnée par :

Opf, gqw “

#
f ´ LCpfq

LCpgqugv
si LCpgq divise LCpfq

LCpgq
LCpfq f ´ ugv sinon

L’exemple suivant montre que dans le cas d’un anneau de valuation admettant

des diviseurs de zéro, les S-polynômes pou de compositionsq ne suffisent pas à eux

seuls pour caractériser les bases de Gröbner.

Exemple III - 2.2. On donne G “ tg1 “ 4X2 ` 2, g2 “ 2X ` 3u Ă Z
8ZrXs et un

ordre monomial quelconque.
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S-polpg1, g2q “ g1 ´ 2Xg2 “ 4X2 ` 2 ´ 4X2 ´ 6X “ ´6X ` 2 “ 2X ` 2
g2ÝÑ 0.

Or LTp2g1q “ 4 R x2Xy “ xLTpGqy. On en déduit que G n’est pas une base de gröbner

même si l’unique S-polynôme défini dans G est réduit à zéro modulo G.

D’où la nécessité d’introduire une nouvelle notion.

Définition III - 2.4. Soit f P Rzt0u. On définit :

1. a-pol1pfq “ a1f avec xa1y “ AnnpLCpfqq

a-polipfq “ a-polpa-poli´1pfqq “ aipa-poli´1pfqq où xaiy “ AnnpLCpa-poli´1pfqq.

2. A-polpfq “ ta-polipfqu

3. A-polpGq “
ď

fPG

A-polpfq

Une caractérisation des bases de Gröbner est obtenue en rajoutant les a-polynômes

aux S-polynômes.

Théorème III.1 (Critère de Buchberger/Lemme de composition).

1. On suppose que R est commutatif. Alors, un sous-ensemble G est une base de

Gröbner de xGy si et seulement si tous les S-polynômes et tous les a-polynômes

sont réduits à zéro modulo G.

2. On suppose que R n’est pas commutatif. Alors, un sous-ensemble G est une

base de Gröbner xGy si et seulement si toutes les compositions et tous les

a-polynômes sont réduits à zéro modulo G.

Dans le Chapitre 3, on verra une preuve du théorème précédent et une version

de l’algorithme de Buchberger adaptée aux anneaux de valuation noethériens.
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Chapitre 2

Sur la finitude des bases de Gröbner non

commutatives sur un corps

L’idéal J “ xXYX ´ YXy de l’anneau non commutatif KxX, Yy des polynômes

à coefficients dans un corps K et à indéterminées dans tX, Yu n’admet aucune base

de Gröbner finie relativement à un ordre monomial. En effet, pour tout entier n, le

polynôme fn “ XYnX ´ YnX P J et son monôme dominant LMpfnq “ XYnX n’est

divisible par aucun monôme dominant d’un autre polynôme de J . Ainsi, toute base

de Gröbner de J doit contenir fn. Il s’en suit que toute base de Gröbner de J est

infinie. Se pose alors la question de distinguer les idéaux non commutatifs ayant des

bases de Gröbner finies de ceux n’en qui ont aucune.

L’expérience a montré que les bases de Gröbner non commutatives sont générale-

ment infinies ; d’où la problématique de leur utilisation pratique dans la résolution de

problèmes tels que le problème de l’appartenance d’un polynôme à un idéal. De plus,

il n’est pas montré que l’existence d’une base de Gröbner finie pour un idéal non

commutatif quelconque est un problème de décision. Autrement dit, il n’existe pas de

critères généraux permettant de dire si un idéal quelconque donné admet ou non une

base de Gröbner finie. Egalement, dans la littérature, les papiers traitant les bases

de Gröbner non commutatives finies sont rares. Dans l’article [27] publié en 1998, D.

Eisenbud, I. Peeva et B. Strumfels ont prouvé l’existence de bases de Gröbner non

commutatives finies relativement à un ordre monomial spécifique pour des idéaux

particuliers. Leur preuve est basée sur des applications entre les anneaux non com-
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mutatifs et commutatifs de polynômes. Plus précisément, ils ont construit un homo-

morphisme surjectif γ de l’anneau non nécessairement commutatif KxX1, X2, ..., Xny

vers l’anneau commutatif Krx1, x2, ..., xns et ont montré que pour tout idéal I de

Krx1, x2, ..., xns, l’idéal J “ γ´1pIq de KxX1, X2, ..., Xny admet une base de Gröb-

ner finie. Nous avons travaillé sur la réciproque de leur résultat. Nous avons alors

montré que sous certaines conditions, tout idéal J de KxX1, X2, ..., Xny admettant

une base de Gröbner finie s’écrit sous la forme J “ γ´1pIq où I est un idéal de

Krx1, x2, ..., xns. Ce travail a fait l’objet du papier [24] "Diop Y., Sow D. On finite

noncommutative Gröbner bases. Algebra Colloquium 27 : 3p2020q 381 ´ 388".

Ce chapitre est un exposé de ces deux travaux. Dans la première section, nous pré-

sentons le travail de Eisenbud de façon détaillée et dans la seconde, nous donnerons

notre contribution à l’étude des bases de Gröbner non commutatives finies. Toute-

fois, signalons que nos notations diffèrent de celles de [27].

Dans tout le Chapitre, X “ tX1, X2, ..., Xnu et x “ tx1, x2, ..., xnu sont deux al-

phabets finis. KxXy et Krxs désignent respectivement l’anneau des polynômes non

commutatif à indéterminées dans X et l’anneau des polynômes commutatif à indé-

terminées dans x et à coefficients dans le corps commutatif K.

I Construction d’idéaux non commutatifs admettant des

bases de Gröbner finies

Rappelons que la problématique est celle de la classification des idéaux non com-

muatifs en deux classes :

— ceux admettant des bases de Gröbner finies ;

— ceux n’admettant pas de base de Gröbner finie.

Plus précisément, on s’intéresse à la question suivante : existe-t-il des critères de

caractérisation des idéaux de KxXy admettant des bases de Gröbner finies ?

Une réponse partielle à cette question est donnée par Eisenbud, Peeva et Strumfels

dans [27]. En effet, en construisant un homomorphisme surjectif γ : KxXy ÝÑ Krxs,

ils ont prouvé que pour tout idéal I de Krxs, l’idéal J “ γ´1pIq de KxXy admet
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une base de Gröbner finie relativement à un ordre monomial spécifique.

I - 1 Préliminaires

Les applications γ et δ construites ci-après jouent un rôle prépondérant dans la

suite. La plupart des preuves font appel à elles.

Proposition I - 1.1. Soient X “ tX1, X2, ..., Xnu et x “ tx1, x2, ..., xnu deux alpha-

bets totalement ordonnés. Soient KxXy “ KxX1, X2, ..., Xny et Krxs “ Krx1, x2, ...xns

respectivement l’anneau non commutatif et l’anneau commutatif des ploynômes à n

indéterminées et à coefficients dans K. Les appliacations suivantes sont bien définies.

— γ : KxXy ÝÑ Krxs qui remplace Xi par xi ;

— δ : Krxs ÝÑ KxXy qui remplace xi par Xi ples indéterminées étant dans l’ordre

croissantq.

Exemple I - 1.1. γpXYYXZq “ x2y2z,

γpYXZ ´ XYZ ` YZ ` X ´ 1q “ xyz ´ xyz ` yz ` x ´ 1 “ yz ` x ´ 1

δpxyq “

#
XY si x ă y

YX si y ă x

Proposition I - 1.2.

1. γ est un homomorphisme surjectif.

2. δ est injectif.

Démonstration. La preuve est triviale.

Proposition I - 1.3. Soit I un idéal de Krxs et J “ γ´1pIq “ tf P KxXy, γpfq P Iu.

Alors :

1. J est un idéal de KxXy.

2. KxXy{J » Krxs{I.

Démonstration.

1. On sait bien que l’image réciproque d’un idéal par un homorphisme d’anneaux

est aussi un idéal.
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2. Soit γ1 : KxXy ÝÑ Krxs{I

f ÞÝÑ γpfq.

γ1 est surjectif et kerpγ1q “ J . Il s’en suit que KxXy{J » Krxs{I.

˝

Proposition I - 1.4. Soit ă un ordre monomial sur Krxs. L’ordre ! sur KxXy

défini par

u ! v ô

$
’&
’%

γpuq ă γpvq

ou

γpuq “ γpvq et u ălex v

est un ordre monomial appelé extension lexicographique de ă.

Démonstration. On doit montrer que l’ordre ! est total, est un bon ordre et est

compatible avec la multiplication.

Il est clair que ! est un ordre total.

Soient u, v, w, t P M tels que u ! v. Montrons que wut ă wvt.

Si γpuq ă γpvq alors γpwqγpuqγptq ă γpwqγpvqγptq. Ainsi γpwutq ă γpwvtq. D’où

wut ! wvt.

Sinon γpuq “ γpvq et u ălex v. Il s’en suit que wut ălex wvt. D’où wut ! wvt.

Dans tous les cas wut ! wvt.

Montrons que toute suite strictement décroissante de monômes dans KxXy est sta-

tionnaire.

Soit puiqiPI une suite strictement décroissante de monômes dans KxXy.

On définit sur A “ tui, i P Iu la relation d’équivalence suivante :

ui ∼ uj ô γpuiq “ γpujq.

La classe d’équivalence de tout u P A est notée Clpuq.

Soit pvjqjPJĎI la suite strictement décroissante des représentants de classe et B “ tvj, j P Ju.

Alors, la restriction γB de γ dans B est injective. Ainsi cardpBq “ cardptγpvjq, j P Ju.

Or la suite pγpvjqqjPJ est strictement décroissante dans Krxs. Donc elle est station-

naire. D’où cardpBq est fini.

Si u et v sont dans la même classe alors deg puq “ deg pvq et cardpClpuqq ď pdeg puqq!
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est fini.

Il s’en suit que A est une réunion finie d’ensembles finis. D’où cardpAq ă 8. ˝

Exemple I - 1.2. L’extension lexicographique de l’ordre lexicographique sur Krxs

est l’ordre !lex défini sur KxXy par

u !lex v si

$
’&
’%

γpuq ălex γpvq

ou

γpuq “ γpvq et u ălex v

Si u “ XZY, v “ XZZZ, w “ XYZ P KxXy et X ą Y ą Z alors :

1q γpuq “ γpXZYq “ xyz et γpvq “ γpXZZZq “ xz3.

Comme x ą y ą z alors γpvq ălex γpuq. Donc v !lex u.

2q γpwq “ γpXYZq “ xyz “ γpuq. Comme X ą Y ą Z alors u !lex w.

Exemple I - 1.3. L’extension lexicographique de l’ordre lexicographique gradué sur

Krxs est l’ordre !grlex défini sur KxXy par

u !grlex v si

$
’&
’%

γpuq ăgrlex γpvq

ou

γpuq “ γpvq et u ălex v

Si u “ XZY, v “ XZZZ, w “ XYZ P KxXy et X ą Y ą Z alors :

1q γpuq “ γpXZYq “ xyz et γpvq “ γpXZZZq “ xz3.

degpγpuqq “ 3 ă degpγpvqq “ 4. Donc u !grlex v.

2q γpwq “ γpXYZq “ xyz “ γpuq. Comme X ą Y ą Z alors u !lex w.

L’objectif est maintenant de montrer que tout idéal J de KxXy s’exprimant sous

la forme J “ γ´1pIq, I étant un idéal de Krxs, admet une base de Gröbner finie

relativement à toute extension lexicographique d’un ordre monomial sur Krxs.

Le résultat suivant est un préliminaire à la caractérisation des éléments de l’idéal

monomial de J .

Proposition I - 1.5. Soient u “ Xi1Xi2...Xit, v “ Xj1Xj2...Xjt P M tels que v ! u et

γpuq “ γpvq. Alors il existe k P r1, t ´ 1s tel que Xik ą Xik`1
.
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Démonstration. Soient u “ Xi1Xi2...Xit, v “ Xj1Xj2...Xjt P M tels que v ! u et

γpuq “ γpvq.

Supposons que pour tout k P r1, t ´ 1s on a Xik ĺ Xik`1
.

v ! u et γpuq “ γpvq ñ v ălex u. Ainsi, il existe l P r1, t ´ 1s tel que

Xi1 “ Xj1, Xi2 “ Xj2, ..., Xil “ Xjl et Xjl`1
ă Xil`1

.

γpuq “ γpvq ñ γpXil`1
...Xitq “ γpXjl`1

...Xjtq

ñ Dk P rl ` 2, ts tel que Xjl`1
“ Xik ľ Xil`1

ñ Xjl`1
ľ Xil`1

; ce qui est absurde.

Donc il existe k P r1, t ´ 1s tel que Xik ą Xik`1
. ˝

Définition I - 1.1. On appelle commutateur tout polynôme du type XiXj ´ XjXi,

où Xi, Xj P X. L’ensemble des commutateurs est noté Com.

Proposition I - 1.6. Soient I un idéal de Krxs et J “ γ´1pIq, ă un ordre mono-

mial sur Krxs et ! son extension lexicographique, u “ Xi1Xi2...Xit P M.

Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. u P xLM!pJ qy.

2. γpuq P xLMăpIqy ou il existe k P r1, t ´ 1s : Xik ą Xik`1
.

Démonstration.

1q ñ 2q :

Si u P xLM!pJ qy alors il existe des monômes v et w et f “ αLMpfq `
řn

i“1 αifi P J

tels que u “ vLMpfqw.

LMpγpfqq “ γpLMpfqq ou il existe i0 P r1, ns : γpLMpfqq “ γpf1q “ ... “ γpfi0q et

α `
ři0

i“1 αi “ 0.

Dans le premier cas :

u “ vLMpfqw ñ γpuq “ γpvLMpfqwq

“ γpvqγpLMpfqqγpwq

“ γpvqLMpγpfqqγpwq
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f P J ñ γpfq P I

ñ LMpγpfqq P xLMăpIqy

ñ γpuq P xLMăpIqy

Dans le deuxième cas :

Posons LMpfq “ Xi1Xi2...Xit.

Comme fi0 ! fi0´1 ! ... ! f1 ! LMpfq et γpLMpfqq “ γpf1q “ ... “ γpfi0q alors d’après

la Proposition I - 1.5, il existe k P r1, t ´ 1s tel que Xik ą Xik`1
. D’où le résultat.

2q ñ 1q :

Notons que Com Ă J car pour tout pi, jq, XiXj ´ XjXi Ă γ´1p0q Ă γ´1pIq.

Ainsi, pour tous i, j P r1, ns tel que Xj ă Xi, on a XiXj “ LMpXiXj ´ XjXiq P xLM!pJ qy.

D’après ce qui précède, s’il existe k P r1, t ´ 1s tel que Xik ą Xik`1
alors u P xLM!pJ qy.

Si γpuq P xLMăpIqy et Xik ă Xik`1
@k P r1, t ´ 1s alors u “ δpγpuqq P xLM!pJ qy. ˝

L’ensemble défini ci-dessous joue un rôle important dans la suite.

Notations I.1. Soit L un idéal monomial de Krxs et m “ xi1xi2...xir P L. On note

ULpmq “ tu P krxi1`1, ..., xir´1s X M : u m
xi1

R L et u m
xir

R Lu.

Exemple I - 1.4. Soit L “ xxyz, y3y avec x ă y ă z.

Alors : ULpxyzq “ tu P krys : uyz R L, uxy R Lu “ t1, yu

ULpy3q “ t1u.

Définition I - 1.2.

1. Un monôme m d’un idéal I de Krxs est dit générateur minimal de I si m
u R I

pour tout u diviseur de m, u ‰ 1.

2. Un monôme m “ Xi1Xi2...Xit d’un idéal J de KxXy est dit générateur minimal

de J si Xi2...Xit R J , Xi1...Xit´1
R J .

Exemple I - 1.5.

1. y2z et xy sont des générateurs minimaux de l’idéal monomial xxy, x2y, y2zy de

Krx, y, zs mais x2y ne l’est pas.

2. XZ, ZX, YZ et YZZX sont des générateurs minimaux de l’idéal monomial

xXYZ, XZ, ZX, YZ, YZZXy de KxX, Y, Zy mais XYZ ne l’est pas.
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Il est bien connu qu’un idéal non commutatif admet une base de Gröbner finie si et

seulement si son idéal monomial admet une partie génératrice minimale finie. Ainsi,

suivant l’objetif fixé, on doit caractériser la finitude de l’ensemble des générateurs

minimaux de tout idéal J non commutatif s’exprimant sous la forme J “ γ´1pIq,

où I est un idéal commutatif. On a :

Proposition I - 1.7. Soient I un idéal de Krxs, J “ γ´1pIq, ă un ordre monomial

sur Krxs et ! son extension lexicographique. Soient m un générateur minimal de

xLMăpIqy et u un monôme de KxXy. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. δpumq est un générateur minimal de xLM!pJ qy ;

2. u P UxLMăpIqypmq.

Démonstration. Ecrivons : m “ xi1xi2...xir et u “ xj1xj2...xjk avec xil ĺ xil`1
et xjl ĺ xjl`1

.

1q ñ 2q : Si xj1 ĺ xi1 alors δpumq “ δpxj1qδp u
xj1

mq. Il s’en suit que δp u
xj1

mq R xLM!pJ qy

car δpumq est minimal. Donc xj1 ą xi1. De même, xjk ă xir. Donc u P krxi1`1, ..., xir´1s.

Si δpumq est un générateur minimal de xLM!pJ qy alors

δpumq “ δpxi1qδpu
m

xi1
q “ δpu

m

xir
qδpxirq.

Il s’en suit que δpu m
xi1

q R xLM!pJ qy et δpu m
xir

q R xLM!pJ qy.

Par conséquent, u m
xi1

R xLMăpIqy et u m
xir

R xLMăpIqy. D’où u P UxLMăpIqypmq.

2q ñ 1q :

Si u P UxLMăpIqypmq ñ u m
xi1

R xLMăpIqy et u m
xir

R xLMăpIqy

ñ δpu m
xi1

q R xLM!pJ qy et δpu m
xir

q R xLM!pJ qy

ñ δpumq
δpxi1

q R xLM!pJ qy et δpumq
δpxirq R xLM!pJ qy

ñ δpumq
Xi1

R xLM!pJ qy et δpumq
Xir

R xLM!pJ qy. ˝
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I - 2 Bases de Gröbner non commutatives finies

Les concepts et résultats de la section précédente permettent de construire une

partie génératrice de l’idéal monomial de tout idéal s’exprimant sous la forme

J “ γ´1pIq. Le théorème suivant est un résultat fondamental qui découle de ce qui

précède.

Théorème I.1. Si J “ γ´1pIq et !, l’extension lexiographique de ă alors l’en-

semble

tXiXj, i ą ju Y tδpumq| m P xLMăpIqy, u P UxLMăpIqypmqu

est une partie génératrice de xLM!pJ qy.

Démonstration. On pose A “ tXiXj| i ą ju et

B “ tδpumq| m P xLMăpIqy, u P UxLMăpIqypmqu. Soit f P xLM!pJ qy. Alors f “ f1`f2

avec f1 “
ř

αiwi où wi “ wi1...wir est tel qu’il existe j P r1, r ´ 1s tel que wij ą wij`1

et f2 “
ř

βjvj où vj “ vj1...vjs est tel que vj1 ĺ vj2... ĺ vjs.

Alors f1 s’écrit sous la forme f1 “
ř

αiuigivi où gi P A et ui, vi sont des monômes

de KxXy. D’où f P xAy.

Soit t un générateur minimal de vj dans xLM!pJ qy. Alors, il existe v1, v2 des mo-

nômes de KxXy tels que vj “ v1tv2.

vj “ δpγpvjqq “ δpγpv1qqδpγptqqδpγpv2qq “ v1δpumqv2 où m est un générateur mini-

mal de γptq dans xLMăpIqy.

t “ δpumq étant minimal alors u P UxLMăpIqypmq. Il s’en suit que vvj P xBy. D’où

f2 P xBy. On en déduit que f “ f1 ` f2 P xA Y By. ˝

Du théorème précédent, découle l’un des résultats les plus importants de cette

section. En effet, il nous permet d’obtenir une méthode de construction d’une base

de Gröbner minimale de tout idéal non commutatif J qui s’écrit J “ γ´1pIq pour

un idéal commutatif I.

Corollaire I.1. Soit J “ γ´1pIq et ! l’extension lexicographique de ă. Soit G une

base de Gröbner minimale de I relativement à ă alors

T “ tXiXj ´ XjXi| i ą j, Xi, Xj R xLMăpIqyu Y tδpufq| f P G, u P UxLMăpIqypLMăpfqqu
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est une base de Gröbner minimale de J relativement à !.

Démonstration. Soit J “ γ´1pIq et ! l’extension lexiographique de ă. Soit G une

base de Gröbner minimale de I relativement à ă. D’après le Théorème I.1. et la

propositon I.1.7.,

tXiXj| i ą j, Xi, Xj R xLMăpIqyu Y tδpuLMăpfqq| f P G, u P UxLMăpIqypLMăpfqqu

est une partie génératrice minimale de xLM!pJ qy. Il s’en suit que pour tout g P J ,

il existe a, b P M, h P T tels que LM!pgq “ aLM!phqb piq.

Soit g P J et g1 “ Réduction Totalepg, Comq.

Alors g1 P tδpufq| f P G, u P UxLMăpIqypLMăpfqqu. D’où g P xTy piiq.

piq et piiq impliquent que T est une base de Gröbner de J relativement à !. ˝

Dans tout le reste de ce Chapitre, T désigne une base de Gröbner obtenue à partir

de la méthode donnée par le Corollaire I.1.

Pour tout idéal commutatif I, on dispose dorénavant d’un outil de construction

d’une base de Gröbner de γ´1pIq. Cependant, la base de Gröbner calculée avec la

méthode précédemment indiquée n’est pas forcément finie.

Sachant que tXiXj ´ XjXi| i ą j, Xi, Xj R xLMăpIqyu est fini alors les conditions sui-

vantes sont équivalentes

1. tXiXj ´ XjXi| i ą j, Xi, Xj R xLMăpIqyu Y tδpufq| f P G, u P UxLMăpIqypLMăpfqqu

est fini.

2. tδpufq| f P G, u P UxLMăpIqypLMăpfqqu est fini.

3. UxLMăpIqypLMăpfqq est fini pour tout f P G.

Ainsi, on va chercher des conditions de finitude des sous-ensembles UxLMăpIqypLMăpfqq

pour obtenir une base de Gröbner finie. Pour cela, on introduit la notion de Borel

fixe qui nous donnera des conditions suffisantes.

On a d’abord la définition suivante.

Définition I - 2.1. Soit p un nombre premier. a “
ř

i aip
i et b “

ř
i bip

i deux entiers

naturels exprimés dans la base p. On dit que a ďp b si ai ď bi @i. ďp est un ordre

partiel sur les entiers naturels.
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Exemple I - 2.1.

1. 10 ď2 15 car :

15 “ 1 ˆ 23 ` 1 ˆ 22 ` 1 ˆ 21 ` 1 ˆ 20 et

10 “ 1 ˆ 23 ` 0 ˆ 22 ` 1 ˆ 21 ` 0 ˆ 20

2. 10 et 15 ne sont pas comparables sous ď3 car :

15 “ 1 ˆ 32 ` 2 ˆ 31 ` 0 ˆ 30 et

10 “ 1 ˆ 32 ` 0 ˆ 31 ` 1 ˆ 30

Définition I - 2.2.

— Un idéal monomial I est dit 0-Borel fixe si xj
m
xi

P I pour tout générateur m de

I, tout xi diviseur de m et xj ă xi.

— Soit p un nombre premier. Un idéal monomial est dit p-Borel fixe si la condi-

tion suivante est satisfaite : pour tout monôme m générateur de I, si xi
t divise

m et xi
t`1 ne divise pas m alors pxj

xi
q
s
m P I pour tout xj ă xi et s ďp t.

Exemple I - 2.2.

1. L’idéal monomial I “ xx, yy de Krx, ys est 0-Borel fixe et p-Borel fixe pour

tout nombre premier p.

2. L’idéal I “ xx4y, y3y, y ă x, est 2-Borel fixe et non 0-Borel fixe. En effet, x4y

est divisible par x4 et non par x5 et 0 et 4 sont les seuls entiers inférieurs à 4

suivant l’ordre ď2. Or py
xq0x4y “ x4y P I et py

xq4x4y “ y5 P I.

Par contre, y
xx4y “ x3y2 R I

Remarque I.1. Aucun idéal monomial principal n’est 0-Borel fixe ou p-Borel fixe

pour un nombre premier p.

Dans ce qui suit, on montre qu’il suffit que xLMăpIqy soit 0-Borel fixe ou p-Borel

fixe pour que la finitude de UxLMăpIqypLMăpfqq, où G est une base de Gröbner de I

et f P G, soit garantie.

Proposition I - 2.1. Si xLMăpIqy est 0-Borel fixe alors UxLMăpIqypmq “ t1u pour

tout monôme m générateur de I.
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Démonstration. Supposons que xLMăpIqy est 0-Borel fixe. Soit m “ xi1xi2...xir un

générateur de I et u P UxLMăpIqypmq.

Si u ‰ 1 alors u “ xj1xj2...xjk P krxi1`1, ..., xir´1s et u m
xi1

R xLMăpIqy, u m
xir

R xLMăpIqy.

Or, pour tout l P r1; ks, xjl ă xir. Donc u m
xir

“ u
xjl

xjl
m
xir

P xLMăpIqy ; ce qui est absurde.

On en déduit que u “ 1. ˝

Proposition I - 2.2. Soit p un nombre premier. Si xLMăpIqy est p-Borel fixe alors

pour tout monôme m générateur de xLMăpIqy, UxLMăpIqypmq contient un nombre fini

d’éléments.

Démonstration. Supposons que xLMăpIqy est p-Borel fixe. Soit m “ xi1xi2...xir un

générateur de I et t “ degmpxirq le degré partiel de l’indéterminée xir dans m.

Soit u “ xj1xj2...xjk P UxLMăpIqypmq. Alors, u m
xir

R xLMăpIqy.

Soit xj ă xir. Si degupxjq ě t alors u m
xir

“ u
xt

j
xt´1

ir p xj

xir
qtm P xLMăpIqy ; ce qui est ab-

surde. D’où degupxjq ă t pour tout xj ă xir.

Comme u P krxi1`1, ..., xir´1s alors on peut l’écrire sous la forme : u “ x
αi1`1

i1`1 x
αi1`2

i1`2 ...x
αir´1

ir´1

avec αi ă t @i P ri1 ` 1; ir ´ 1s. Ainsi, degpuq “ k ă t ˆ pir ´ i1 ´ 1q.

Par suite,

cardpUxLMăpIqypmqq ă
tˆpir´i1´1qÿ

s“1

pir ´ i1 ´ 1qs ă 8

. ˝

Remarque I.2. On peut remarquer que les conditions données dans la Proposition

I - 2.1 et dans la Proposition I - 2.2 sont suffisantes mais non nécessaires. En effet,

l’idéal monomial I “ xxyz, y3y de Krx, y, zs n’est ni 0-Borel fixe ni p-Borel fixe pour

un nombre premier p et pourtant UxLMăpIqypxyzq “ t1, y, y2u et UxLMăpIqypy
3q “ t1u

sont bien finis.

Alors, on reprend le Corollaire I.1 en y rajoutant ces nouvelles conditions. Cela

donne :

Corollaire I.2. Soient J “ γ´1pIq et !, l’extension lexiographique de ă et G une

base de Gröbner minimale de I relativement à ă. Si xLMăpIqy est 0-Borel fixe ou

p-Borel fixe pour un nombre premier p alors

tXiXj ´ XjXi| i ą j, Xi, Xj R xLMăpIqyu Y tδpufq| f P G, u P UxLMăpIqypLMăpfqqu
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est une base de Gröbner minimale finie de J relativement à !.

Exemple I - 2.3.

1. On considère l’idéal I “ xx ´ 1, y ´ 1y de Krx, ys, x ą y. Son idéal monomial

xLMăpIqy est 0-Borel fixe pour tout ordre monomial ă sur Krx, ys.

Donc tδpx ´ 1q, δpy ´ 1qu “ tX ´ 1, Y ´ 1u est une base de Gröbner mini-

male de l’idéal J “ γ´1pIq relativement à toute extension lexicographique de

tout ordre monomial sur Krx, ys.

2. Une base de Gröbner minimale de l’idéal I “ xx4y ` 2x2, y3 ` y2s relativement

à l’ordre lexicographique induit par y ă x est G “ ty3 ` y2, x2y ` x2, x4 ´ 2x2u.

De plus, xLMăpIqy “ xy3, x2y, x4y est 2-Borel fixe et

UxLMăpIqypy
3q “ UxLMăpIqypx

2yq “ UxLMăpIqypx
4q “ t1u.

Ainsi, une base de Gröbner minimale de l’idéal J “ γ´1pIq relativement à l’ex-

tension lexicographique de l’ordre lexicographique est T “ tY3 ` Y2, YX2 ` X2, X4 ´ 2X

3. On considère un ordre monomial ă, où z ă y ă x, sur Krx, y, zs et ! son ex-

tension lexicographique sur KxX, Y, Zy.

L’idéal monomial I “ xf1 “ x4yz2, f2 “ y5z2, f3 “ yz6, f4 “ x4z3, f5 “ y4z3, f6 “ z7y

est 2-Borel fixe. On a : UxLMăpIqypLMăpf1qq “ t1, y, y2, y3u et pour tout i P

t2, 3, 4, 5, 6u, UxLMăpIqypLMăpfiqq “ t1u. Ainsi, une base de Gröbner de l’idéal

J “ γ´1pIq est

T “ tXY ´ YX, XZ ´ ZX, YZ ´ ZY, Z2YX4, Z2Y2X4, Z2Y3X4, Z2Y4X4, Z2Y5,

Z6Y, Z3X4, Z3Y4, Z7u

La question revient alors de savoir à quelles conditions un idéal monomial est-il

0-Borel fixe ou p-Borel fixe pour un nombre premier p. Là encore, c’est une réponse

partielle qui existe.

Théorème I.2 (Galligo-Bayer-Stillman). Si K est de caractéristique zéro alors après

un changement linéaire d’indéterminées, xLMăpIqy est p-Borel fixe pour tout p pre-

mier ou nul et tout ordre monomial ă.

En somme, on conclut que :
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Corollaire I.3. Si K est de caractéristique zéro alors tout idéal J “ γ´1pIq de KxXy

admet une base de Gröbner finie relativement à toute extension lexicographique d’un

ordre monomial sur Krxs.

Dans les exemples précédents, ni le corps de base K ni sa caractéristique ne sont

spécifiés. En effet, ces exemples marchent indépendamment du corps. Par contre,

dans [27], il est montré que si K est de caractéristique p non nulle et I Ă Krx, y, zs,

l’idéal principal engendré par le produit des formes linéaires, L “ pxx, y, zy3qrps Ă krx, y, zs,

la p-ième puissance de Frobenius du cube de l’idéal maximal en trois indéterminées,

alors les idéaux non commutatifs γ´1pIq et γ´1pLq n’admettent aucune base de

Gröbner finie.

Dans toute la suite de ce chapitre, le corps K considéré est de caracté-

ristique nulle.

II Caractérisation d’idéaux non commutatifs admettant une

base de Gröbner finie

Dans la première section, on a montré que tout idéal J de KxXy s’exprimant

sous la forme J “ γ´1pIq, I étant un idéal de Krxs, admet une base de Gröbner

finie. La question naturelle est alors de savoir si tout idéal J de KxXy admettant

une base de Gröbner finie relativement à une extension lexicographique d’un ordre

monomial sur Krxs s’écrit nécessairement de la forme J “ γ´1pIq pour un idéal I

de Krxs.

Il est clair que la réponse n’est pas nécessairement affirmative. Une condition néces-

saire à cela est que l’idéal J contienne tous les commutateurs.

Dans toute la suite, tout idéal J de KxXy considéré contient tous les commutateurs.

Remarquons d’abord que la réponse à la question posée est affirmative pour l’exemple

suivant.

Exemple II - 0.1. On considère l’idéal J de KxXy engendré par

T “ tZX ´ XZ, ZY ´ YZ, YX ´ XYu Y tXYZ ´ Y, XZ ´ 1, XY2Z ´ Y2, Y3u

avec X ă Y ă Z.
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T est une base de Gröbner minimale de J relativement à tout ordre monomial

sur KxXy. En appliquant la procédure de construction décrite dans [27] à l’idéal I

engendré par txz ´ 1, y3u, on obtient :

T1 “ tZX ´ XZ, ZY ´ YZ, YX ´ XYu Y tXYZ ´ Y, XZ ´ 1, XY2Z ´ Y2, Y3u.

En remarquant que T1 “ T, on conclut que J “ γ´1pIq. Donc, pour cet exemple, la

réponse est affirmative.

Nous allons montrer que pour tout idéal J de KxXy contenant les commutateurs

et admettant une base de Gröbner finie, il existe un idéal I de Krxs tel que

J “ γ´1pIq.

Nous adoptons la démarche suivante :

— nous allons d’abord énumérer deux propriétés caractéristiques de la base de

Gröbner construite avec la méthode décrite par le Corollaire I.1 ;

— puis, nous allons montrer que tout idéal J de KxXy contenant les commu-

tateurs et admettant une base de Gröbner finie ayant ces deux propriétés

s’exprime sous la forme J “ γ´1pIq, pour un idéal I de Krxs ;

— enfin, on prouvera que si J contient tous les commutateurs, de toute base

de Gröbner finie, on peut extraire une base de Gröbner finie ayant ces deux

propriétés.

De façon générale, si la réponse est affirmative ; c’est à dire s’il existe un idéal I

de Krxs tel que J “ γ´1pIq alors I admet une base de Gröbner minimale à partir

de laquelle on peut retrouver une base de Gröbner T de J par la méthode donnée

au Corollaire I.1.

Notre question est donc équivalente à la suivante : existe-t-il une base de Gröbner

minimale G d’un idéal I vérifiant :

T “ tXiXj ´ XjXi | i ą j, xi, xj R xLMăpIqyu Y tδpufq | f P G, u P UxLMăpIqypLMăpfqqu?

Ci-dessous, nous énumérons deux propriétés P1 et P2 satisfaites par la base de Gröb-

ner minimale T construite avec la méthode proposée dans [27].

1. P1 : Soit gi P T. Si gi n’est pas un commutateur alors les indéterminées de

chaque monôme de gi sont dans l’ordre croissant.

2. P2 : Soit gi P TzCom tel que LMăpγpgiqq est un générateur minimal de xLMăpγpTqqy
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et uj un monôme de Krxs. Il existe gj P T tel que LMăpγpgjqq “ ujLMăpγpgiqq

si et seulement si uj P UxLMăpγpTqqypLMăpγpgiqqq.

Dans ce qui suit, on prouve que la réponse à la question posée est positive si l’idéal

J contient tous les commutateurs et admet une base de Gröbner finie ayant les

propriétés P1 et P2.

Sous l’hypothèse que J contient tous les commutateurs, nous prouvons d’abord le

résultat suivant.

Proposition II - 0.1. Soit J un idéal de KxXy admettant une base de Gröbner

finie. Si J contient tous les commutateurs alors J admet une base de Gröbner finie

vérifiant la propriété P1.

Démonstration. Soit T une base Gröbner finie de J et T1 “ Réduction TotalepT, Com, !q

T1 est obtenu en réduisant totalement chaque élément de T par les commutateurs.

Alors, on montre que J “ xTy “ xT1 Y Comy.

‚ J Ď xT1 Y Comy :

Soit f P J . alors f s’écrit sous la forme : f “
ÿ

i

pitiqi, pi, qi P KxXy, ti P T.

Par une réduction totale de ti par les commutateurs, on a :

ti “
ÿ

k,j

pk,jpXkXj ´ XjXkqqk,j ` ri, pk,j, qk,j P KxXy, ri P T1

f “
ÿ

i

pip
ÿ

k,j

pk,jpXkXj ´ XjXkqqk,j ` riqqi, pi, qi P KxXy, ti P T.

“
ÿ

i

pip
ÿ

k,j

pk,jpXkXj ´ XjXkqqk,jqqi `
ÿ

i

piriqi P xComy ` xT1y “ xCom Y T1y

Donc J Ď xCom Y T1y.

‚ L’autre inclusion est triviale puisque Com Ď J et T1 Ď J .

Ainsi J “ xCom Y T1y.

‚ Nous devons maintenant prouver que Com Y T1 est une base de Gröbner de J .

Soit f P J . Alors, il existe gi P T tel que LM!pgiq divise LM!pfq.

Soit ri “ Réduction Totalepgi, Com, !q.

LM!pgiq ‰ LM!priq si et seulement si LM!pXkXl ´ XlXkq divise LM!pgiq pour un

commutateur XkXl ´ XlXk.
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Dans chaque cas, le monôme dominant d’un élément de Com Y T1 divise LM!pfq.

En rendant minimale Com Y T1, on obtient une base de Gröbner

tXiXj ´ XjXi | i ą j, xi, xj R xLMăpIqyu Y T2 satisfaisant P1. ˝

Dans ce qui suit, on montre qu’à partir d’un idéal J de KxXy admettant une

base de Gröbner finie, on peut construire un sous-ensmeble G de Krxs qui est une

base de Gröbner de l’idéal I qu’il engendre tel que J “ γ´1pIq.

Proposition II - 0.2. Soit J un idéal de KxXy contenant tous les commutateurs

et admettant une base de Gröbner finie T qui vérifie la propriété P1 relativement à

une extension lexicographique d’un ordre monomial sur Krxs.

On définit l’ensemble R “ tg P T | LMăpγpgqq est minimal dans LMăpγpTqqu.

L’ensemble G “ tγpgq | g P Ru est une base de Gröbner minimale relativement à

l’ordre sur Krxs dont on a considéré l’extension lexicographique sur KxXy.

Démonstration. Soit I “ xGy et f P I. Alors f s’exprime f “
ÿ

i

hiγpgiq.

L’application γ étant surjective, alors il existe pi, qi P Krxs tel que hi “ γppiq et

1 “ γpqiq.

Ainsi f “
ÿ

i

γppiqγpgiqγpqiq “
ÿ

i

γppigiqiq “ γp
ÿ

i

pigiqiq.

D’où l’existence d’un g P J tel que f “ γpgq. En réduisant totalement ce g par les

commutateurs, on a : g “
ÿ

i,j,k

pkpXiXj ´ XjXiqqk ` r où aucun monôme de r n’est

divisible par le monôme dominant d’un commutateur.

Donc, f “ γpgq “ γprq. De même, r “ g ´
ÿ

i,j,k

pkpXiXj ´ XjXiqqk P J . Ainsi, il existe

gi tel que LMăprq “ uiLMăpgiqvi. Puisque les indéterminées de chaque monôme de

r sont dans l’ordre croissant, on a :

LMăpfq “ LMăpγprqq

“ γpLMăprqq

“ γpuiLMăpgiqviq

“ γpuiqγpLMăpgiqqγpviq

“ γpuiqγpujLMăpgijqqγpviq
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avec gij étant le représentant du sous-ensemble contenant gi.

Finalement, LMăpfq “ γpuiqγpujqγpLMăpgijqqγpviq est divisible par le monôme domi-

nant d’un élément de G. On en conclut que G est une base de Gröbner de I “ xGy.

De plus, G est minimal. ˝

L’ensemble R des représentants de T joue un rôle important dans la suite du

travail. Il permet d’obtenir un idéal I Ă Krxs dont l’image réciproque par γ est

l’idéal J Ă KxXy engendré par T .

Proposition II - 0.3. Soit J un idéal de KxXy contenant tous les commutateurs

et admettant une base de Gröbner finie T, qui vérifie la propriété P1, relativement à

l’extension lexicographique d’un ordre monomial sur Krxs, R l’ensemble des repré-

sentants de T, G “ tγpgq | g P Ru et I “ γpJ q. Alors J “ γ´1pIq et G est une

base de Gröbner minimale de I.

Démonstration.

I “ γpJ q ñ J Ď γ´1pIq pi1q. Notons que I “ γpJ q “ γpxTyq “ xγpTqy “ xGy.

Soit J 1 “ γ´1pIq. Alors, il existe une base de Gröbner minimale T1 de J 1 vérifiant

T1 “ tXiXj ´ XjXi | i ą j, xi, xj R xLMăpIqyu Y tδpufq | f P G, u P UxLMăpIqypLMăpfqqu.

Soit h P T1zCom. Alors h “ δpufq, f P G et u P UxLMăpIqypinăpfqq.

f P G ñ Dg P R Ď T tel que f “ γpgq. Alors h “ δpuγpgqq.

Donc γphq “ uγpgq P xγpTqy. Ainsi, h “ δpγphqq P δpxγpTqyq Ă xTy.

Il s’en suit que xT1y Ď xTy pi2q.

pi1q et pi2q impliquent que J “ J 1. ˝

Le résultat suivant découle assez naturellement de la Proposition II - 0.3.

Théorème II.1. Soient K un corps, KxXy et Krxs, respectivement, l’anneau non

commutatif et l’anneau commutatif des polynômes à indéterminées dans X “ tX1, X2, ...., Xn

respectivement, dans x “ tx1, x2, ...., xnu. Soit J un idéal de KxXy. Si J contient

tous les commutateurs et admet une base de Gröbner finie alors il existe un idéal I

de Krxs tel que J “ γ´1pIq.

De ce théorème, on déduit :
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Remarque II.1. Tout idéal J de KxXy contenant les commutateurs et admettant

une base de Gröbner finie admet une base de Gröbner vérifiant P2.

En combinant le théorème précédent et le Théorème 2.1 dans [27], on obtient le

résultat final suivant.

Théorème II.2. Soit J un idéal de KxXy contenant tous les commutateurs et !

l’extension lexicographique d’un ordre monomial sur Krxs. Alors J admet une base

de Gröbner finie relativement à ! si et seulement s’il existe un idéal I de Krxs tel

que J “ γ´1pIq.

Ce chapitre donne une caractérisation complète de la classe des idéaux non com-

mutatifs contenant tous les commutateurs et admettant une base de Gröbner finie.

Par le Théorème II.2, on sait qu’un idéal J appartenant à cette classe s’écrit né-

cessairement J “ γ´1pIq où I est un idéal de Krxs. Egalement, si J “ γ´1pIq alors

une base de Gröbner de chacun des deux idéaux peut être déterminée à partir d’une

base de Gröbner de l’autre.

Néanmoins, du travail reste à faire dans la caractérisation des idéaux non commu-

tatifs ayant des bases de Gröbner finies.

1. Tout d’abord, dans le Théorème II.2, il est bien précisé que le corps de base K

est de caractéristique nulle ; K est infini. Il reste donc à trouver les critères de

finitude des bases de Gröber des idéaux s’exprimant sous la forme J “ γ´1pIq

pour un idéal I commutatif au cas où K est fini. Résoudre ce problème pourrait

permettre de généraliser le travail présenté dans ce chapitre. Cela est d’autant

plus important que dans les applications pratiques notamment en cryptologie

et en théorie des codes, les corps finis sont plus présents que les corps infi-

nis. Et pour espérer utiliser convenablement les idéaux non commutatifs dans

ces domaines, on doit préalablement s’assurer de la finitude des algorithmes

utilisés, en particulier de l’algorithme de Buchberger. Autrement dit, on doit

s’assurer de l’existence d’une base de Gröbner finie.

2. On sait également qu’il existe des idéaux non commutatifs admettant des bases

de Gröbner finies mais ne s’exprimant pas sous la forme J “ γ´1pIq pour un
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idéal I commutatif. C’est donc un challenge de passer de la classe des idéaux

étudiés dans ce chapitre à une autre classe la contenant et ainsi de suite afin

de trouver les critères de reconnaissance de l’existence d’une base de Gröbner

finie d’un idéal non commutatif.

3. Du point de vue mathématique, généraliser padapterq le travail dèjà accompli

aux anneaux premplacer le corps K par un anneauq peut être intéressant.
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Chapitre 3

Bases de Gröbner-Shirshov sur un

anneau de valution noethérien

Dans ce chapitre, nous présentons une généralisation des bases de Gröbner por-

tant à la fois sur la structure algébrique des coefficients et sur celle des monômes :

1. l’ensemble des coefficients est un anneau de valuation noté V ;

2. l’ensemble des monômes est un semi-anneau au lieu d’un monoïde pvoir [9]q.

Ce travail a fait l’objet du papier [23] présenté lors de la "troisième rencontre maroco-

andalouse sur les algèbres et leurs applications" qui s’est tenue à Chefchaouen du 12

au 14 avril 2018.

Le chapitre est organisé comme suit :

— dans la section 1, on donne les notions et notations qu’on utlisera dans la

suite ;

— dans la section 2, on définit les bases de Gröbner-Shirshov sur un anneau de

valuation puis on les caractérise en donnant et prouvant le lemme de Compo-

sition correspondant.

I Concepts de base

Dans cette section, on donne les notions de base nécessaires à la définition et à la

caractérisatoin des bases de Gröbner. Cette section contient également les notations

qu’on utlisera dans les parties suivantes. Se réfèrer à r9s pour plus de détails.
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I - 1 Anneau de valuation

La définition d’anneau de valuation est donnée à la page 29. Dans le cas des bases

de Gröbner sur un anneau de valuation V, on verra comment la relation de division

garantie entre deux éléments non nuls permet de contourner certaines difficultés liées

aux coefficients.

I - 2 Semi-anneau des monômes

Proposition I - 2.1. Soit X “ tX1, X2, ..., Xnu un alphabet, M “ tXi1Xi2...Xis, Xi P Xu,

RigxXy “ tu1 ˝ u2 ˝ ... ˝ ut, ui P Mu, où ˝ est une loi de composition vérifiant

ui ˝ uj “ uj ˝ ui pour tout i, j.

1. pRigxXy, ˝q est un monoïde commutatif d’élément neutre noté θ.

2. On étend la concaténation sur M à une opération ”.” sur RigxXy qui est dis-

tributive à gauche et à droite par rapport à ˝. Alors, pRigxXy, ., ˝q est un semi-

anneau. On l’appelle le semi-anneau libre engendré par M et on le note sim-

plement par RigxXy.

Définition I - 2.1. Soit V un anneau de valuation et VRigxXy le V-semimodule

ayant pour base RigxXy et pour produits multilinéaires ω P t., ˝u étendus par linéa-

rité de RigxXy à VRigxXy.

Nous appelons respectivement monôme et polynôme tout élément u de RigxXy et tout

élément f de VRigxXy. Tout idéal de VRigxXy est appelé un Ω-idéal où Ω “ t., ˝u.

Un monôme u s’exprime sous la forme u “ u1 ˝ u2 ˝ ... ˝ ut où ui “ ui1ui2...uis P M.

Pour tout monôme u “ u1 ˝ u2 ˝ ... ˝ ut P RigxXy, l’entier naturel t sera appelé lon-

gueur de u relativement à ˝. On notera |u|˝ “ t. Si ui “ uj pour tout i, j P r1, ts alors

u “ u1 ˝ u2 ˝ ... ˝ ut sera noté u “ w|t|˝ où w “ u1. Par convention u “ θ si et seule-

ment si t “ 0.

Un polynôme f s’exprime :

f “
nÿ

i“1

αiui, αi P V, ui P RigxXy
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Exemple I - 2.1. On donne X “ tx, y, zu, RigxXy “ pM, ¨, ˝q, V “ Z
8Z.

Alors x ˝ xz, zxy ˝ xz ˝ yx ˝ z ˝ y, y|3|˝, z|4|˝yz|2|˝, z sont des monômes et

f “ 2x ˝ xz ` zxy ˝ xz ˝ yx ˝ z ˝ y ` 3y|3|˝ ` z|4|˝yz|2|˝ ` 3z est un polynôme.

I - 3 Ordre admissible et ordre monomial

Définition I - 3.1. Un ordre total sur M est dit admissible s’il est compatible avec

la multiplication ; c’est à dire si pour u, v, w, t P M, u ĺ v implique que wut ĺ wvt.

Exemple I - 3.1. L’ordre du degré lexicographique défini par

u ă v ô

$
’&
’%

degpuq ă degpvq

ou

degpuq “ degpvq et u ălex v

est un ordre admissible sur M.

Remarque I.1. Si un ordre admissile est fixé sur M alors tout élément u P RigxXy

s’exprime de façon unique sous la forme u “ u1 ˝ u2 ˝ ... ˝ ul, où ui P M et ui ĺ ui`1

pour tout i “ 1, ..., l ´ 1.

Définition I - 3.2. Un ordre ă sur RigxXy est dit monomial si :

1. il est un ordre total ;

2. il est un bon ordre ;

3. il est compatible avec la structure du semi-anneau, c’est à dire si pour tout

u, v, w P RigxXy, t1, w1 P M, on a :

u ă v ñ

#
u ˝ w ă v ˝ w

t1uw1 ă t1vw1

Exemple I - 3.2. Soit u “ u1 ˝ u2 ˝ ... ˝ un P RigxXy avec ui ĺ ui`1, on définit

vectpuq par vectpuq “ pu1, u2, ..., unq. Pour comparer deux monômes u et v lexico-

graphiquement, on compare vectpuq et vectpvq lexicographiquement en utilisant un

ordre admissible sur M.
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L’ordre de la longueur lexicographique défini par

u ăll v ô

$
’&
’%

|u|˝ ă |v|˝

ou

|u|˝ “ |v|˝ et u ălex v

est un ordre monomial sur RigxXy.

Un ordre monomial étant fixé sur VRigxXy, les notions et notations de monôme

dominant, coefficient dominant et terme dominant restent identiques à celles des

chapitres précédents.

Exemple I - 3.3. On donne V “ Z
8Z , f “ 4yy ˝ zyzx ˝ zyyx ` 2z ˝ xy ` y ˝ x ` 1 P

VRigxXy. Considérons l’ordre de la longueur lexicographique sur RigxXy.

Alors : LMpfq “ yy ˝ zyzx ˝ zyyx, LCpfq “ 4, LTpfq “ 4yy ˝ zyzx ˝ zyyx.

Définition I - 3.3. Soient u “ w1 ˝ w2 ˝ ... ˝ wm ˝ um`1 ˝ ... ˝ un,

v “ w1 ˝ w2 ˝ ... ˝ wm ˝ vm`1 ˝ ... ˝ vt deux monômes tels que ui ‰ vj pour tout

pi, jq P rm ` 1, ns ˆ rm ` 1, ts. Alors d “ w1 ˝ w2 ˝ ... ˝ wm ˝ um`1 ˝ ... ˝ un ˝ vm`1 ˝ ... ˝ vt

et w “ w1 ˝ w2 ˝ ... ˝ wm sont respectivement appelés plus petit commun multiple et

plus grand commun diviseur de u et v relativement à ˝. On les notera d “ LCM˝pu, vq

et w “ gcd˝pu, vq.

Exemple I - 3.4. Si u “ x|4|˝ ˝ yz ˝ zxy ˝ y et v “ x ˝ yz ˝ z|2|˝ ˝ yx ˝ zx ˝ y|3|˝ alors

LCM˝pu, vq “ x|4|˝ ˝ yz ˝ zxy ˝ z|2|˝ ˝ yx ˝ zx ˝ y|3|˝

“ u ˝ z|2|˝ ˝ yx ˝ zx ˝ y|2|˝

“ v ˝ x|3|˝ ˝ zxy

gcd˝pu, vq “ x ˝ y ˝ yz.

Proposition I - 3.1. Soit ă un ordre monomial sur RigxXy. Alors pour tout

u, v, w P RigxXy, on a :

1. u ˝ w “ u ˝ v ñ v “ w.

2. u ˝ v “ θ ñ u “ v “ θ.

Démonstration. Soient ă un ordre monomial sur RigxXy, u, v, w P RigxXy.
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1. Supposons que u ˝ v “ u ˝ w.

Comme ă est un ordre monomial il est total. Donc, si v ‰ w alors v ă w ou

w ă v. De plus ă est compatible avec la structure du semi-anneau.

Ainsi, si v ă w alors u ˝ v ă u ˝ w. Finalement, si v ă w alors u ˝ v ‰ u ˝ w ;

ce qui est absurde. Donc, u ˝ v “ u ˝ w ñ v “ w.

2. Si u ‰ θ et v ‰ θ alors θ ă u et θ ă v. Ainsi, θ “ θ ˝ θ ă u ˝ v. Donc, si

u ˝ v “ θ alors u “ θ ou v “ θ.

Si u “ θ alors v “ u ˝ v “ θ. De même, si v “ θ alors u “ θ.

˝

I - 4 Algorithme de réduction

Définition I - 4.1. Soit f “ α1m1 ` α2m2 ` ... ` αtmt, αi P V, mi P RigxXy, g P VRigxXy

et G Ă VRigxXy.

1. On dira que f est réductible modulo g s’il existe i P r1, ns, a, b P M, u P RigxXy

tels que αimi “ αaLTpgqb ˝ u. Dans ce cas, le polynôme h “ f ´ αagb ˝ u est

appelé un réduit de f modulo g. On note f
g

ÝÑ h ou h “ Redpf, gq.

Sinon, f est dit irréductible modulo g.

2. On dira que f est top-réductible modulo g s’il existe a, b P M, u P RigxXy tels

que LTpfq “ αaLTpgqb ˝ u. Dans ce cas Redpf, gq est noté TopRedpf, gq.

3. On étend cette réduction à une réduction d’un polynôme modulo un ensemble

de polynômes. Le polynôme f est dit réductible modulo G s’il existe un polynôme

g P G tel que f soit réductible modulo g.

4. On dira que f est totalement réduit à g modulo G s’il une séquence de réduc-

tions : f
GÝÑ f1

GÝÑ f2... fn´1
GÝÑ fn “ g, où g est irréductible modulo G. On

note TotRedpf, Gq “ g. Le polynôme f est irréductible modulo G si TotRedpf, Gq “ f.

L’algorithme suivant permet de réduire totalement un polynôme f modulo un

ensemble G relativement à un ordre monomial fixé sur RigxXy.

Proposition I - 4.1. L’algorithme de réduction se termine.
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Algorithme 8 : Réduction Totale
Entrée : pf, G, ăq

Sortie : r : irréductible modulo G

1 r Ð 0;

2 Tant que f ‰ 0 Faire

3 Si LTpfq “ αaLTpgqb ˝ u, g P G, u P RigxXy Alors

4 f ÐÝ f ´ αagb ˝ u

5 Sinon

6 r Ð r ` LTpfq;

7 f Ð f ´ LTpfq;

8 return r

La preuve de cette proposition est analogue à celle du Théorème I.1.

Exemple I - 4.1. On donne V “ Z
8Z , f “ 4yy ˝ zyzx ˝ zyyx ` 2z ˝ xy ` y ˝ x ` 1 P

VRigxXy,

G “ tg1 “ 2zx ˝ yx ` 3x ˝ y, g2 “ 5zy ˝ y ` y ˝ 1, g3 “ xy ` 2u Ă VRigxXy. On veut

réduire f par G en utilisant l’ordre de la longueur lexicographique sur RigxXy.

Première étape ; initialisation : r :“ 0

LTpfq “ 4yy ˝ zyzx ˝ zyyx “ 2zyLTpg1q ˝ yy. Donc f est réductible par g1 et on a :

f
g1ÝÑ f1 “ f ´ 2zyg1 ˝ yy “ 2zyx ˝ zyy ˝ yy ` y ˝ x ` 2z ˝ xy ` 1

LTpf1q “ 2zyx ˝ zyy ˝ yy “ 2LTpg2qy ˝ zyx. Donc f1 est réductible par g2 et on a :

f1
g2ÝÑ f2 “ f1 ´ 2g2y ˝ zyx “ 6y ˝ yy ˝ zyx ` y ˝ x ` 2z ˝ xy ` 1

LTpf2q “ 6y ˝ yy ˝ zyx qui n’est divisible par aucun LTpgiq pour tout i P t1, 2, 3u.

Donc r :“ 6y ˝ yy ˝ zyx et f3 “ f2 ´ LTpf2q “ y ˝ x ` 2z ˝ xy ` 1

LTpf3q “ y ˝ x qui n’est divisible par aucun LTpgiq pour tout i P t1, 2, 3u.

Donc r :“ 6y ˝ yy ˝ zyx ` y ˝ x et f4 “ f3 ´ LTpf3q “ 2z ˝ xy ` 1

LTpf4q “ 2z ˝ xy “ 2z ˝ LTpg3q. Donc f4 est réductible modulo g3 et on a :

f4
g3ÝÑ f5 “ f4 ´ 2z ˝ g3 “ 4z ˝ 1 ` 1

LTpf5q “ 4z ˝ 1 qui n’est divisible par aucun LTpgiq pour tout i P t1, 2, 3u.

Donc r :“ 6yy ˝ y ˝ zyx ` 4z ˝ 1 et f6 “ f5 ´ LTpf5q “ 1

LTpf6q “ 1 qui n’est divisible par aucun LTpgiq pour tout i P t1, 2, 3u.

Donc r :“ 6yy ˝ y ˝ zyx ` 4z ˝ 1 ` 1 et f7 “ f6 ´ LTpf6q “ 0.

57YATMA DIOP UCAD-EDMI



CHAPITRE 3. BASES DE GRÖBNER-SHIRSHOV SUR UN ANNEAU DE VALUTION

NOETHÉRIEN

Alors, l’algorithme s’arrête.

r :“ 6yy ˝ y ˝ zyx ` 4z ˝ 1 ` 1 est un réduit f modulo G.

II Bases de Gröbner-Shirshov sur un anneau de valuation

noethérien

II - 1 Bases de Gröbner fortes et bases de Gröbner faibles

L’absence de relation de division entre deux éléments quelconques non nuls dans

certains anneaux entraîne la définition de deux types de bases de Gröbner sur les

anneaux : les bases de Gröbner fortes et les bases de Gröbner faibles.

Définition II - 1.1. Soit V un anneau, G Ă VRigxXy, I l’idéal de VRigxXy

engendré par G et ” ĺ ” un ordre monomial sur RigxXy.

1. G est une base de Gröbner-Shirshov faible (Weak-GS) de I relativement à ĺ

si xLTpGqy “ xLTpIqy.

2. G est une base de Gröbner-Shirshov forte (Strong-GS) de I relativement à

ĺ si pour tout f P I il existe g P G, a, b P M, u P RigxXy, α P V tels que

LTpfq “ αaLTpgqb ˝ u.

Exemple II - 1.1.

1. Si G est un ensemble de termes alors G est une base de Gröbner-Shirshov forte

relativement à tout ordre monomial.

2. G “ tg1 “ 2z ˝ x ˝ xy ˝ y ` 3x ˝ z ˝ 1, g2 “ 3x ˝ z ˝ 1u Ď Z
4ZRigxXy est une base

de Gröbner-Shirshov forte de xGy relativement à l’ordre de la longueur lexico-

graphique.

Soit G1 “ tg1
1 “ g1 ´ g2, g2u. On peut facilement vérifier que xGy “ xG1y et

LTpGq “ LTpG1q. Puisque G1 est une base de Gröbner-Shirshov forte, pour

tout f P xGy il existe g1 P G1, a, b P M, u P RigxXy, α P V tel que LTpfq “

αaLTpg1qb ˝ u. De façon équivalente, il existe g P G, a, b P M, u P RigxXy, α P

V tel que LTpfq “ αaLTpgqb ˝ u.
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Proposition II - 1.1. Soit V un anneau et VRigxXy l’anneau des polynômes à

coefficients dans V. Alors

1. toute base de Gröbner-Shirshov forte VRigxXy est faible de ;

2. si V est un anneau de valuation alors toute base de Gröbner-Shirshov faible

est aussi forte.

Démonstration.

1. Soit G une base de Gröbner-Shirshov forte et f P I. Alors il existe g P G,

a, b P M, u P RigxXy tels que LTpfq “ αaLtpgqb ˝ u. Ainsi LTpfq P xLTpGqy.

Donc xLTpIqy Ď xLTpGqy. Il s’en suit que xLTpIqy “ xLTpGqy.

2. Soit V un anneau de valuation, G une base de Gröbner-Shirshov faible et f P I.

Comme f P I, on a LTpfq P LTpIq Ă xLTpIqy “ xLTpGqy.

Ainsi : LTpfq “
ÿ

i,j

αi,jai,jLTpgiqbi,j ˝ ui,j, αi,j P V, ai,j, bi,j P M, ui,j P RigxXy, gi P G.

Il est possible de choisir l’expression de LTpfq de telle sorte que

ai,jLMpgiqbi,j ˝ ui,j “ LMpfq pour tout pi, jq.

Soit pi0, j0q tel que

LMpfq “ ai0,j0LMpgi0qbi0,j0 ˝ ui0,j0 “ ai,jLMpgiqbi,j ˝ ui,j

et LCpgi0q divise LCpgiq @pi, jq. Ainsi, pour tout i il existe βi P V tel que

LCpgiq “ βiLCpgi0q. Il s’en suit que :

LTpfq “
ÿ

i,j

αi,jai,jLTpgiqbi,j ˝ ui,j

“
ÿ

i,j

αi,jLCpgiqai,jLMpgiqbi,j ˝ ui,j

“
ÿ

i,j

αi,jβiLCpgi0qai,jLMpgiqbi,j ˝ ui,j

“
ÿ

i,j

αi,jβiLCpgi0qai0,j0LMpgi0qbi0,j0 ˝ ui0,j0

“ p
ÿ

i,j

αi,jβiqai0,j0LTpgi0qbi0,j0 ˝ ui0,j0

“ αai0,j0LTpgi0qbi0,j0 ˝ ui0,j0 with α “
ÿ

i,j

αi,jβi
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Donc, G est une base de Gröbner-Shirshov forte.

˝

Remarque II.1. Sachant que tout anneau noethérien est de chaîne finie, on peut

se réfèrer à [49] pour une autre démonstration de la proposition précédente.

II - 2 Caractérisation des bases de Gröbner-Shirshov sur un anneau de

valuation

Dans la suite, V désigne toujours un anneau de valuation. Ainsi, base de Gröbner-

Shirshov forte et base de Gröbner faible sont identiques. La notion de composition

est très importante pour la théorie des bases de Gröbner. Elle permet de vérifier si

un ensemble donné de polynômes est une base de Gröbner relativement à un ordre

monomial fixé ou non. Dans ce qui suit, on la définit dans les cas commutatif et non

commutatif tenant compte du semi-anneau pensemble des monômesq et un anneau

de valuation pensemble des coefficientsq.

Définition II - 2.1.

1. Cas commutatif : on suppose que VRigxXy est un semi-anneau commutatif.

Soient f, g P VRigxXy, a, c P M. Il existe u, v P RigxXy tels que :

LCM˝paLMpfq, cLMpgqq “ aLMpfq ˝ u “ cLMpgq ˝ v. Le polynôme

Opf, g, a, c, u, vq “

#
af ˝ u ´ LCpfq

LCpgqcg ˝ v si LCpgq divise LCpfq
LCpgq
LCpfq af ˝ u ´ cg ˝ v sinon

est appelé composition de f et g relativement à w “ LCM˝paLMpfq, cLMpgqq.

2. Cas non commutatif : on suppose que VRigxXy est un semi-anneau non com-

mutatif.

Soient f, g P VRigxXy, a, b, c, d P M. Il existe u, v P RigxXy tels que :

LCM˝paLMpfqb, cLMpgqdq “ aLMpfqb ˝ u “ cLMpgqd ˝ v. Le polynôme

Opf, g, a, b, c, d, u, vq “

#
afb ˝ u ´ LCpfq

LCpgqcgd ˝ v si LCpgq divise LCpfq
LCpgq
LCpfq afb ˝ u ´ cgd ˝ v sinon
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est appelé composition de f et g relativement à w “ LCM˝paLMpfqb, cLMpgqdq.

L’ensemble de toutes les compositions entre f et g est noté Opf, gq et OpGq

l’ensemble de toutes les compositions définies dans G.

Remarque II.2.

1. Pour tout f, g P VRigxXy, Opf, gq ‰ H.

2. Soit f, g P VRigxXy tel que LMpfq “ LMpgq. Alors Opf, g, 1, 1, 1, 1, θ, θq P

Opf, gq. On l’appelle composition simple de f et g et on la note rOpf, gq.

3. La définition que nous avons donnée généralise celle donnée dans [9, p.5, def

3.1]. Par exemple, dans le cas non commutatif, il suffit de prendre respective-

ment pa, dq “ p1, 1q et pa, bq “ p1, 1q pour obtenir la composition d’intersection

et la composition d’inclusion telles que dans [9]. Cependant, dans [9], les au-

teurs considèrent uniquement les compositions qui vérifient

|LCM˝paLMpfqb, cLMpgqdq|˝ ă |aLMpfqb|˝ ` |cLMpgqd|˝.

Cette restriction est dûe au fait que l’ensemble de coefficients considéré dans [9]

est un corps. Ainsi, si |LCM˝paLMpfqb, cLMpgqdq|˝ “ |aLMpfqb|˝ `|cLMpgqd|˝

ou de façon équivalente, gcd˝paLMpfqb, cLMpgqdq “ θ alors Opf, g, a, b, c, d, u, vq

est toujours réduit à zéro modulo tf, gu. En général, tel n’est pas le cas dans

un anneau de valuation.

Exemple II - 2.1.

On donne f “ 5yz ˝ zx ˝ x ˝ 1 ` 2xy ˝ z ` z ˝ 1, g “ 2xy ˝ y ˝ z ˝ 1 ` 3x ˝ z ˝ 1 P Z
8ZRigxXy

et l’ordre de la longueur lexicographique. On suppose que VRigxXy n’est pas commu-

tatif. Alors LMpfq “ yz ˝ zx ˝ x ˝ 1, LMpgq “ xy ˝ y ˝ z ˝ 1.

1. On donne pa, b, c, dq “ pxy, z, 1, xzq.

LCM˝pxyLMpfqz, LMpgqxzq “ xyyzz ˝ xyzxz ˝ xyz ˝ xyxz ˝ yxz ˝ zxz ˝ xz

“ xyLMpfqz ˝ yxz ˝ zxz ˝ xz

“ LMpgqxz ˝ xyyzz ˝ xyzxz ˝ xyz

Opf, g, xy, z, 1, xz, u, vq “ 2xyfz ˝ yxz ˝ zxz ˝ xz ´ gxz ˝ xyyzz ˝ xyzxz ˝ xyz

“ 2xyyzz ˝ xyzxz ˝ xyz ˝ xyxz ˝ yxz ˝ zxz ˝ xz

`4xyxyz ˝ xyzz ˝ yxz ˝ zxz ˝ xz
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`2xyzz ˝ xyz ˝ yxz˝zxz ˝ xz

´2xyyzz ˝ xyzxz ˝ xyz ˝ xyxz ˝ yxz ˝ zxz ˝ xz

´3xxz ˝ zxz ˝ xz ˝ xyyzz ˝ xyzxz ˝ xyz

“ 4xyxyz ˝ xyzz ˝ yxz ˝ zxz ˝ xz ` 2xyzz ˝ xyz ˝ yxz zxz

2. On donne pa, b, c, dq “ pzx, xy, z, xyq.

LCM˝pzxLMpgqxy, zLMpgqxyq “ zxxyxy ˝ zxyxy ˝ zxzxy ˝ zxxy ˝ zyxy ˝ zzxy ˝ zxy

“ zxLMpgqxy ˝ zyxy ˝ zzxy ˝ zxy

“ zLMpgqxy ˝ zxxyxy ˝ zxzxy ˝ zxxy

Opg, g, zx, xy, z, xy, u, vq “ zxgxy ˝ zyxy ˝ zzxy ˝ zxy

´zgxy ˝ zxxyxy ˝ zxzxy ˝ zxxy

“ 2zxxyxy ˝ zxyxy ˝ zxzxy ˝ zxxy ˝ zyxy ˝ zzxy ˝ zxy

`3zxxxy ˝ zxzxy ˝ zxxy ˝ zyxy ˝ zzxy ˝ zxy

´2zxxyxy ˝ zxyxy ˝ zxzxy ˝ zxxy ˝ zyxy ˝ zzxy ˝ zxy

´3zxxy ˝ zzxy ˝ zxy ˝ zxxyxy ˝ zxzxy ˝ zxxy

“ 3zxxxy ˝ zxzxy ˝ zxxy ˝ zyxy ˝ zzxy ˝ zxy

`5zxxy ˝ zzxy ˝ zxy ˝ zxxyxy ˝ zxzxy ˝ zxxy

Dans tout ce qui reste, on suppose que VRigxXy n’est pas nécessaire-

ment commutatif.

Jusqu’ici, le célèbre critère de Buchberger dépendait exclusivement des S-polynômes.

Cependant, si la structure algébrique des coefficients est un anneau contenant des

diviseurs de zéro, le fait que tous les S-polynômes soient réduits à zéro n’entraînent

pas forcément que l’ensemble considéré est une base de Gröbner-Shirshov. Autre-

ment dit, les S-polynômes ne suffisent pas à eux seuls pour caractériser les bases de

Gröbner-Shirshov. Cela se voit dans l’exemple suivant.

Exemple II - 2.2.

Soient X “ txu, G “ tf “ 2x ˝ x ´ 1 ˝ 1, xm ˝ xm ´ xn ˝ xn, m ą n P N˚u Ď Z
4ZRigxXy.

Considérons l’ordre de la longueur lexicographique sur RigxXy. Dans ce qui suit, on

vérifie que toutes les compositions définies dans G sont réduites à zéro modulo G.
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1. Compsitions entre f et lui-même : Soit Opf, f, xk, xl, u, vq P Opf, fq.

xkLMpfq ˝ u “ xlLMpfq ˝ v ñ xk`1 ˝ xk`1 ˝ u “ xl`1 ˝ xl`1 ˝ v p‹q

ñ |u|˝ “ |v|˝

ñ u “ xm1 ˝ xm2 ˝ ... ˝ xmr, v “ xn1 ˝ xn2 ˝ ... ˝ xnr

Alors

Opf, f, xk, xl, u, vq “ xkf ˝ u ´ xlf ˝ v

“ xkp2x ˝ x ´ 1 ˝ 1q ˝ u ´ xlp2x ˝ x ` 1 ˝ 1q ˝ v

“ 2xk`1 ˝ xk`1 ˝ u ´ xk ˝ xk ˝ u ´ 2xl`1 ˝ xl`1 ˝ v

`xl ˝ xl ˝ v “ xl ˝ xl ˝ v ´ xk ˝ xk ˝ u

Si k “ l alors u “ v et Opf, f, xk, xl, u, vq “ 0.

Sinon, il existe i, j, i1, j1 P r1, rs tels que k ` 1 “ ni1 “ nj1 et l ` 1 “ mi “ mj.

Sans perte de généralité, on peut supposer que i “ i1 “ 1 et j “ j1 “ 2.

Donc, on obtient xm1 ˝ xm2 ˝ ... ˝ xmr “ xl`1 ˝ xl`1 ˝ xm3 ˝ ... ˝ xmr

et v “ xn1 ˝ xn2 ˝ ... ˝ xnr “ xk`1 ˝ xk`1 ˝ xn3 ˝ ... ˝ xnr

Donc, la relation p‹q devient :

xk`1 ˝ xk`1 ˝ xl`1 ˝ xl`1 ˝ xm3 ˝ ... ˝ xmr “ xl`1 ˝ xl`1 ˝ xk`1 ˝ xk`1 ˝ xn3 ˝ ... ˝ xnr

Ainsi, gcd˝pu, vq “ xm3 ˝ ... ˝ xmr “ xn3 ˝ ... ˝ xnr “ t

Opf, f, xk, xl, u, vq “ xl ˝ xl ˝ v ´ xk ˝ xk ˝ u

“ xl ˝ xl ˝ xk`1 ˝ xk`1 ˝ t ´ xk ˝ xk ˝ xl`1 ˝ xl`1 ˝ t

Soit γ “ maxtl ` 1, k ` 1u, γ1 “ mintl ` 1, k ` 1u. Sans perte de généralité, on

peut supposer que γ “ k ` 1 et γ1 “ l ` 1.

On note également xγ “ xγ ˝ xγ ´ xγ´1 ˝ xγ´1 et xγ1 “ xγ1

˝ xγ1

´ xγ1´1 ˝ xγ1´1.

Alors

Opf, f, xk, xl, u, vq “ xγ ˝ xγ ˝ xγ1´1 ˝ xγ1´1 ˝ t ´ xγ´1 ˝ xγ´1 ˝ xγ1

˝ xγ1

˝ t
xγ

ÝÑ xγ´1 ˝ xγ´1 ˝ xγ1´1 ˝ xγ1´1 ˝ t ´ xγ´1 ˝ xγ´1 ˝ xγ1

˝ xγ1

˝ t
xγ1

ÝÑ 0
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Soient gi “ xmi ˝ xmi ´ xni ˝ xni et gj “ xmj ˝ xmj ´ xnj ˝ xnj, mi, ni, mj, nj P N˚

tels que mi ą ni et mj ą nj.

Les mêmes arguments que précédemment permettent de conclure que les autres

compositions données ci-après sont toutes réduites à zéro.

2. Composition entre gi , gj P G :

Opgi, gj, xk, xl, u, vq“ xkgi ˝ u ´ xlgj ˝ v

“ xk`mi ˝ xk`mi ˝ u ´ xk`ni ˝ xk`ni ˝ u

´xl`mj ˝ xl`mj ˝ v ` xl`nj ˝ xl`nj ˝ v

“ xl`nj ˝ xl`nj ˝ v ´ xk`ni ˝ xk`ni ˝ u

3. Composition entre f et gi P G :

Opf, gi, xk, xl, u, vq“ xkf ˝ u ´ 2xlgi ˝ v

“ 2xk`1 ˝ xk`1 ˝ u ´ xk ˝ xk ˝ u ´ 2xl`mi ˝ xl`mi

`2xl`ni ˝ xl`ni ˝ v

“ 2xl`ni ˝ xl`ni ˝ v ´ xk ˝ xk ˝ u

Mais LTp2fq “ LTp2p2x ˝ x ´ 1 ˝ 1qq “ 2p1 ˝ 1q R xLTpGqy. Donc G n’est pas

une base de Gröbner-Shirshov de xGy mêmes si toutes les compositions sont

réduites à zéro modulo G.

Dans le cas d’un anneau de valuation noethérien, en adjoignant la notion de a-

polynôme à celle de S-polynôme, on obtient une caractérisation complète des bases

de Gröbner-Shirshov. En d’autres termes, on obtient une version du critère de Buch-

berger.
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Définition II - 2.2. Soit V un anneau et a P V. On appelle annulateur de a

l’ensemble noté Annpaq et donné par Annpaq “ tb P V : ab “ 0u.

Définition II - 2.3. Soit V un anneau de valuation noethérien et 0 ‰ f P VRigxXy.

On définit :

1. a-pol1pfq “ a1f où xa1y “ AnnpLCpfqq

a-polipfq “ a-polpa-poli´1pfqq “ aipa-poli´1pfqq où xaiy “ AnnpLCpa-poli´1pfqq.

2. A-polpfq “
mď

i“1

ta ´ polipfqu, où m “ maxti P N : a ´ polipfq ‰ 0u

3. A-polpGq “
ď

fPG

A-polpfq.

Exemple II - 2.3.

Soit f “ 6xy ˝ z ˝ 1 ˝ 1 ` 4zz ˝ x ˝ y ` 5x ˝ x ˝ 1 ` 1 ˝ 1 ` 2y P Z
9ZRigxXy et ăll l’ordre

de la longueur lexicographique. Alors :

a-pol1pfq “ 3f “ 3zz ˝ x ˝ y ` 6x ˝ x ˝ 1 ` 3p1 ˝ 1q ` 6y

a-pol2pfq “ 3a-pol1pfq “ 0

A-polpfq “ t3zz ˝ x ˝ y ` 6x ˝ x ˝ 1 ` 3p1 ˝ 1q ` 6y, 0u

Remarque II.3. Remarquons que si a-polipfq “ 0 alors a-poljpfq “ 0 pour tout j ą i.

Lemme II.1. Soit g P G tel que tout élément de A-polpgq soit réduit à zéro modulo

G. Alors pour tout α P V tel que αg ‰ 0, il existe βi P V, ai, bi P M, ui P RigxXy, gi P G

tels que

αg “
ÿ

i

βiaigibi ˝ ui, βiLCpgiq ‰ 0 @i et LMpαgq “ maxtLMpβiaigibi ˝ uiqu.

Démonstration. Soit g P G tel que tout élément de A-polpgq soit réduit à zéro

modulo G et α P V.

Si αLCpgq ‰ 0 alors l’expression αg convient.

Sinon αg P A-polpgq. Donc, il existe h1 P G tel que LTpαgq “ β1a1LTph1qb1 ˝ u1

avec β1 P V, a1, b1 P M, u1 P RigxXy. Donc β1LCph1q ‰ 0.

On réduit αg par h1. On obtient : g1 “ αg ´ β1a1h1b1 ˝ u1.

αg “ β1a1h1b1 ˝ u1 ` g1 p‹q

Si g1 “ 0 alors αg “ β1a1h1b1 ˝ u1.
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Si g1 ‰ 0 alors LMpg1q ă LMpαgq “ LMpβ1a1h1b1 ˝ u1q “ a1LMph1qb1 ˝ u1.

De même, il existe h2 P G tel que LTpg1q “ β2a2LTph2qb2 ˝ u2. En réduisant g1 par

h2, on a : g2 “ g1 ´ β2a2h2b2 ˝ u2 satisfaisant LMpg2q ă LMpg1q.

La relation p‹q devient : αg “ β1a1h1b1 ˝ u1 ` β2a2LTph2qb2 ˝ u2 ` g2.

Quand la réduction se termine, on obtient :

αg “
ÿ

i

βiaigibi ˝ ui, βi P V, ai, bi P M, ui P RigxXy, gi P G. ˝

Lemme II.2. Soit G un ensemble de polynômes tel que tout a-polynôme défini dans

G soit réduit à zéro modulo G. Alors

f “
ÿ

i,j

αi,jai,jgibi,j ˝ ui,j, αi,j P V, ai,j, bi,j P M, gi P G , ui,j P RigxXy

peut être réécrit :

f “
ÿ

k,l

λk,lck,lgkdk,l ˝ vk,l, λk,l P V, ck,l, dk,l P M, gk P G , vk,l P RigxXy

satisfaisant λk,lLCpgkq ‰ 0 et

maxtLMpαi,jai,jgibi,j ˝ ui,jqu “ maxtLMpλk,lck,lgkdk,l ˝ vk,lqu

Démonstration.

Soit f “
ÿ

i,j

αi,jai,jgibi,j ˝ ui,j, αi,j P V, ai,j, bi,j P M, gi P G , ui,j P RigxXy,

γ “ maxtLMpαi,jai,jgibi,j ˝ ui,jqu, Γ “ tpi, jq : LMpαi,jai,jgibi,j ˝ ui,jq “ γu

Soit pi, jq P Γ tel que αi,jLCpgiq “ 0.

αi,jLCpgiq “ 0 ñ αi,jgi P A-polpgiq. Puisque tout a-polynôme est réduit à zéro modulo

G, le lemme précédent implique : αi,jgi “
ÿ

k,l

βk,lck,lgkbk,l ˝ vk,l avec βk,lLCpgkq ‰ 0 et

LMpβk,lck,lgkbk,l ˝ vk,lq “ LMpck,lgkbk,l ˝ vk,lq ĺ LMpαi,jgiq.

Donc LMpβk,lai,jck,lgkbk,lbi,j ˝ ai,jvk,lbi,j ˝ ui,jq “ LMpai,jck,lgkbk,lbi,j ˝ ai,jvk,lbi,j ˝ ui,jq

Or LMpai,jck,lgkbk,lbi,j ˝ ai,jvk,lbi,j ˝ ui,jq ĺ LMpαi,jai,jgibi,j ˝ ui,jq “ γ.

Ainsi, LMpαi,jai,jgibi,j ˝ ui,jq “ γ “ maxtLMpβk,lai,jck,lgkbk,lbi,j ˝ ai,jvk,lbi,j ˝ ui,jqu.

Finalement, l’expression :

αi,jai,jgibi,j ˝ ui,j “
ÿ

k,l

βk,lai,jck,lgkbk,lbi,j ˝ ai,jvk,lbi,j ˝ ui,j satisfait βk,lLCpgkq ‰ 0 et

LMpαi,jai,jgibi,j ˝ ui,jq “ γ “ maxtLMpβk,lai,jck,lgkbk,lbi,j ˝ ai,jvk,lbi,j ˝ ui,jqu.
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En appliquant cette procédure à tout pi, jq P Γ tel que αi,jLCpgiq “ 0 on obtient une

expression de f satisfaisant la condition recherchée. ˝

Définition II - 2.4. Soit f P G Une expression de f :

f “
ÿ

i,j

αi,jai,jgibi,j ˝ ui,j, αi,j P V, ai,j, bi,j P M, gi P G , ui,j P RigxXy

satisfaisant LMpαi,jai,jgibi,j ˝ ui,jq ĺ LMpfq est appelée expression standard de f dans

G.

Théorème II.1. Soit G Ď VRigxXy tel que tout a-polynôme défini dans G soit réduit

à zéro modulo G. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. G est une base de Gröbner-Shirshov xGy.

2. Tout élément f de xGy admet une expression standard.

Démonstration.

1q ñ 2q :

Supposons que G est une base Gröbner-Shirshov. Alors il existe g1 P G tel que

LTpfq “ α1a1LTpg1qb1 ˝ u1 avec a1, b1 P M, u1 P RigxXy, α1 P V. On réduit f par g1.

On obtient f1 “ f ´ α1a1g1b1 ˝ u1.

f1 P xGy et LMpf1q ă LMpfq. Si f1 ‰ 0 alors on répète le procédé en remplaçant f par

f1. En réduisant f1, on obtient f2 “ f1 ´ α2a2g2b2 ˝ u2.

On a f “ f1 ` αa1g1b1 ˝ u1 “ αa1g1b1 ˝ u1 ` α2a2g2b2 ˝ u2 ` f2.

De même LMpf2q ă LMpf1q “ LMpα2a2g2b2 ˝ u2q ă LMpfq “ LMpαagb ˝ uq.

Comme f se réduit à zéro, à la dernière étape, on a :

f “ α1a1g1b1 ˝ u1 ` α2a2g2b2 ˝ u2 ` ... ` αnangnbn ˝ un. On obtient une expression de

f comme voulue.

2q ñ 1q :

Supposons que 2q est satisfaite. En vertu du Lemme II.2, on choisit l’expression

f “
ÿ

i,j

αi,jai,jgibi,j ˝ ui,j telle que αi,jLCpgiq ‰ 0 pour tout pi, jq P Γ défini précédem-

ment.

Donc LMpfq “ γ “ maxtLMpαi,jai,jgibi,j ˝ ui,jq, pi, jq P Γu
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Alors LTpfq “
ÿ

pi,jqPΓ

αi,jLCpgiqai,jLMpgiqbi,j ˝ ui,j p1q.

Puisque V est un anneau de valuation, il existe pi0, j0q P Γ tel que αi0,j0LCpgi0q divise

αi,jLCpgiq pour tout pi, jq P Γ.

Donc l’équation p1q devient : LTpfq “ αai0LTpgi0qbi0 ˝ ui0 P xLTpGqy. ˝

Les lemmes suivants sont très importants pour la preuve du théorème fondamental.

Lemme II.3. Soit f1, f2, ..., fn P VRigxXy tel que LMpfiq “ LMpfjq “ γ @i, j.

S’il existe α1, α2, ..., αn P V tel que LMp
nÿ

i“1

αifiq ă γ alors
nÿ

i“1

αifi est une combinaison

linéaire de compositions simples de fi à laquelle s’ajoute un élément de A-polpfi0q avec

i0 P t1, 2, ..., nu.

Démonstration. Cette preuve est similaire à celle donnée dans [62, p. 121]. Pour

plus de comodité, nous la reprenons dans ce qui suit en l’adaptant aux semi-anneaux.

Puisque V est un anneau de valuation, on peut supposer que LCpfnq|LCpfn´1q| . . . |LCpf1q.

Comme LMpfiq “ LMpfjq pour tout i ă j alors rOpfi, fjq “ fi ´ LCpfiq
LCpfjq

fj.
nÿ

i“1

αifi “ α1pf1 ´
LCpf1q

LCpf2q
f2q ` pα2 `

LCpf1q

LCpf2q
α1qpf2 ´

LCpf2q

LCpf3q
f3q

` . . . ` pαn´1 `
LCpfn´2q

LCpfn´1q
αn´2 ` . . . `

LCpf1q

LCpfn´1q
α1qpfn´1 ´

LCpfn´1q

LCpfnq
fnq

` pαn `
LCpfn´1q

LCpfnq
αn´1 ` . . . `

LCpf1q

LCpfnq
α1qfn

Soit βi “
iÿ

j“1

LCpfjq

LCpfiq
αj, i “ 1, 2, . . . , n

Puisque LMp
nÿ

i“1

αifi “q ă γ on obtient βnLCpfnq “ 0. Ainsi βnfn P A-polpfnq

nÿ

i“1

αifi “
n´1ÿ

1“1

βi
rOpfi, fi`1q ` βnfn. ˝

Lemme II.4.

Soit f, g P VRigxXy, a, b, c, d P M, u, v P RigxXy tel que aLMpfqb ˝ u “ cLMpgqd ˝ v

et LCpgq divise LCpfq. Alors il existe t P RigxXy telle que la composition simple :
rOpafb ˝ u, cgd ˝ vq “ Opf, g, a, b, c, d, u1, v1q ˝ t avec u1, v1 P RigxXy.
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Démonstration. Supposons que aLMpfqb ˝ u “ cLMpgqd ˝ v et LCpgq divise LCpfq.

Soit t “ gcd˝pu, vq. Donc u “ u1 ˝ t, v “ v1 ˝ t où u1, v1 P RigxXy.

Alors :

rOpafb ˝ u, cgd ˝ vq “ afb ˝ u ´
LCpfq

LCpgq
cgd ˝ v

“ afb ˝ u1 ˝ t ´
LCpfq

LCpgq
cgd ˝ v1 ˝ t

“ pafb ˝ u1 ´
LCpfq

LCpgq
cgd ˝ v1q ˝ t

Maintenant, on doit prouver que

LCM˝paLMpfqb, cLMpgqdq “ aLMpfq ˝ u1 “ cLMpgq ˝ v1.

Soit u1, v1 P RigxXy tels que

LCM˝paLMpfqb, cLMpgqdq “ aLMpfqb ˝ u1 “ cLMpgqd ˝ v1.

On va montrer que u “ u1 et v “ v1.

Remarquons que gcd˝pu1, v1q “ gcd˝pu1, v1q “ θ.

aLMpfqb ˝ u1 “ cLMpgqd ˝ v1 ñ aLMpfqb ˝ u1 ˝ u1 “ cLMpgqd ˝ v1 ˝ u1

ñ paLMpfqb ˝ u1q ˝ u1 “ cLMpgqd ˝ v1 ˝ u1

ñ cLMpgqd ˝ v1 ˝ u1 “ cLMpgqd ˝ v1 ˝ u1

ñ v1 ˝ u1 “ u1 ˝ v1

gcd˝pu1, v1q “ θ ñ Dw1, w2 P RigxXy tels que u1 “ u1 ˝ w1 et v1 “ v1 ˝ w2 piq.

gcd˝pu1, v1q “ θ ñ Dw1
1, w1

2 P RigxXy tels que u1 “ u1 ˝ w1
1 et v1 “ v1 ˝ w1

2 piiq.

piq et piiq impliquent

#
u1 “ u1 ˝ w1 “ u1 ˝ w1

1 ˝ w1 piiiq

v1 “ v1 ˝ w2 “ v1 ˝ w1
2 ˝ w2 pivq

p3iq ñ w1
1 ˝ w1 “ θ. La Proposition 2.1, w1

1 “ w1 “ θ

p4iq ñ w1
2 ˝ w2 “ θ. Ainsi w1

2 “ w2 “ θ. Il s’en suit que u1 “ u1
1 et v1 “ v1

1.

On conclut que LCM˝paLMpfqb, cLMpgqdq “ aLMpfqb ˝ u1 “ cLMpgqd ˝ v1

rOpafb ˝ u, cgd ˝ vq “ pafb ˝ u1 ´ LCpfq
LCpgqcgd ˝ v1q ˝ t

“ Opf, g, a, b, c, d, u1, v1q ˝ t. ˝
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Le théorème suivant communément appelé Critère de Buchberger ou Lemme de

Composition est fondamental dans la théorie des bases de Gröbner. Il donne une

caractérisation complète des bases de Gröbner-Shirshov. On l’utilise pour :

— vérifier si un ensemble de polynômes donné est une base de Gröbner-Shirshov

relativement à un ordre monomial ;

— compléter un ensemble en une base de Gröbner-Shirshov.

Théorème II.2. Soit G Ď VRigxXy. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. G est une base de Gröbner-Shirshov de xGy.

2. Tout élément de OpGq
Ť

A-polpGq est réduit à zéro modulo G.

Démonstration.

1q ñ 2q : On sait que toutes les compositions et tous les a-polynôes sont dans xGy.

Alors ils sont tous réduits à zéro modulo G.

2 ñ 1q : On va montrer que f admet une expression standard dans G.

Soit f “
ÿ

i,j

αi,jai,jgibi,j ˝ ui,j, αi,j P V, ai,j, bi,j P M, gi P G , ui,j P RigxXy

Parmi toutes les expressions de f sous cette forme, il en existe au moins une qui

minimise γ “ maxtLMpαi,jai,jgibi,j ˝ ui,jqu et αi,jLCpgiq ‰ 0.

Soit f “
ÿ

i,j

αi,jai,jgibi,j ˝ ui,j, αi,j P V, ai,j, bi,j P M, gi P G , ui,j P RigxXy tel que

maxtLMpαi,jai,jgibi,j ˝ ui,jqu “ γ, αi,jLCpgiq ‰ 0.

Soit hi,j “ ai,jgibi,j ˝ ui,j @pi, jq, Γ “ tpi, jq : LMpαi,jhi,jq “ γu

Si γ ą LMpfq alors LMp
ÿ

pi,jqPΓ

αi,jhi,jq ă γ. Alors en vertu du Lemme II.3, on peut

écrire :ÿ

pi,jqPΓ

αi,jhi,j “
ÿ

pk,lq,pm,nqPΓ

βk,l,m,n
rOphk,l, hm,nq ` h avec h P A-polphi0,j0q, pi0, j0q P Γ.

Pour tout pk, lq, pm, nq P Γ, on a :

γk,l,m,n “ LMp rOphk,l, hm,nqq ă γ.

D’après le Lemme II.4, on a : pour tout pk, lq, pm, nq P Γ il existe u1
k,l, v1

k,l, tk,l,m,n

tels que

70YATMA DIOP UCAD-EDMI



CHAPITRE 3. BASES DE GRÖBNER-SHIRSHOV SUR UN ANNEAU DE VALUTION

NOETHÉRIEN

rOphk,l, hm,nq “ rOpak,lgkbk,l ˝ uk,l, am,ngmbm,n ˝ um,nq

“ Opgk, gm, ak,l, bk,l, am,n, bm,n, u1
k,l, v1

m,nq ˝ tk,l,m,n

Puisque Opgk, gm, ak,l, bk,l, am,n, bm,n, , u1
k,l, v1

m,nq et h sont réduits à zéro modulo G,

on a :

Opgk, gm, ak,l, bk,l, am,n, bm,n, u1
k,l, v1

m,nq “
ÿ

s,t

λs,tcs,tgsds,t ˝ vs,t et h “
ÿ

p,q
γp,qc1

p,qgpd1
p,q ˝ v1

p,q

avec LMpλs,tcs,tgsds,t ˝ vs,tq ĺ LMpOpgk, gl, ak,l, bk,l, am,n, bm,n, u1
k,l, v1

m,nqq.

Donc

ÿ

pi,jqPΓ

αi,jhi,j “
ÿ

pk,lq,pm,nq

βk,l,m,np
ÿ

s,t

λs,tcs,tgsds,t ˝ vs,tq ˝ tk,l,m,n `
ÿ

p,q
γp,qc1

p,qgpd1
p,q ˝ v1

p,q

“
ÿ

pk,lq,pm,nq

ÿ

s,t

λk,l,m,nβs,tcs,tgsds,t ˝ vs,t ˝ tk,l,m,n `
ÿ

p,q
γp,qc1

p,qgpd1
p,q ˝ v1

p,q

Ainsi

LMpλs,tcs,tgsds,t ˝ vs,tq ˝ tk,l,m,n ĺ LMpOpgk, gl, ak,l, bk,l, am,n, bm,n, u1
k,l, v1

m,nqq ˝ tk,l,m,n

Or LMpOpgk, gl, ak,l, bk,l, am,n, bm,n, u1
k,l, v1

m,nqq ˝ tk,l,m,n “ γk,l,m,n ă γ.

Aussi : LMpγp,qc1
p,qgpd1

p,q ˝ v1
p,qq ă LMphi0,j0q “ γ. Alors

ÿ

pi,jqPΓ

αi,jhi,j “
ÿ

pk,lq,pm,nq

ÿ

s,t

λk,l,m,nβs,tcs,tgsds,t ˝ vs,t ˝ tk,l,m,n `
ÿ

p,q
γp,qc1

p,qgpd1
p,q ˝ v1

p,q

“
ÿ

px,yq

α1
x,ya1

x,ygx,yb1
x,y ˝ wx,y

Cette expression satisfait LMpα1
x,ya1

x,ygx,yb1
x,y ˝ wx,yq ă γ “ LMpαi,jhi,jq, pi, jq P Γ.

Ceci contredit la minimalité de γ. On conclut que γ “ maxtLMpαi,jhi,jqu ĺ LMpfq.˝

Le théorème précédent conduit à la version suivante de l’algorithme de Buchberger.

Dans les deux exemples suivants, on exécute l’algorithme en discutant des composi-

tions et des réductions. Dans le premier exemple, on obtient une base de Gröbner-

Shirshov finie et dans le second, on montre que l’algorithme ne se termine pas. Dans

les deux cas, on considère l’ordre de la longueur lexicographique.

Exemple II - 2.4. Soit G “ tg1 “ 2xy ˝ x ˝ z ˝ 1 ` 3x ˝ z ˝ 1u Ď Z
4ZRigxXy.

Alors a-pol1pg1q “ 2g1 “ 2x ˝ z ˝ 1 “ g2

Redpg2, Gq “ g2 ñ G ÐÝ G Y tg2u “ tg1, g2u
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Algorithme 9 : Algorithme de Buchberger
Entrée : pG, ăq

Sortie : base de Gr:obner-Shirshov si l’algorithme termine

1 O1 Ð H;

2 Calculer et réduire A-polpGq;

3 G Ð G Y pRedpA-polpGqzt0uq;

4 Tant que OzO1 ‰ H Faire

5 choisir un élément Opf, g, a, b, c, dq P OzO1;

6 G Ð G Y pRedptf, A-polpfqu, Gqzt0uq;

7 O1 Ð O1 Y Opf, g, a, b, c, dq

8 return G

LCM˝pLMpg1q, LMpg2qq “ xy ˝ x ˝ z ˝ 1 “ LMpg1q “ LMpg2q ˝ xy. La composition cor-

respondante est :

Opg1, g2, 1, 1, 1, 1, 1, xyq “ g1 ´ g2 ˝ xy “ 3x ˝ z ˝ 1

Redpg3, Gq “ g3 ñ G ÐÝ G Y tg3u “ tg1, g2, g3u

Pour pa, b, c, dq ‰ p1, 1, 1, 1q, u, v P RigxXy tels que

LCM˝paLMpg1qb, cLMpg2qdq “ aLMpg1qb ˝ u “ cLMpg2q ˝ v, la composition corres-

pondante est : Opg1, g2, b, c, d, u, vq “ ag1b ˝ u ´ cg2d ˝ v “ 3apx ˝ z ˝ 1qb ˝ v
g3ÝÑ 0

Pour pa, b, c, dq, u, v P RigxXy tels que

LCM˝paLMpg1qb, cLMpg3qdq “ aLMpg1qb ˝ u “ cLMpg3q ˝ v, la composition corres-

pondante est : Opg1, g3, b, c, d, u, vq “ ag1b ˝ u ´ 2cg3d ˝ v “ 3apx ˝ z ˝ 1qb ˝ v
g3ÝÑ 0

Pour pa, b, c, dq, u, v P RigxXy tels que

LCM˝paLMpg1qb, cLMpg1qdq “ aLMpg1qb ˝ u “ cLMpg1q ˝ v, la composition corres-

pondante est :

Opg1, g1, b, c, d, u, vq “ ag1b ˝ u ´ cg1d ˝ v “ 3apx ˝ z ˝ 1qb ˝ u ´ 3cpx ˝ z ˝ 1qd ˝ v
g3ÝÑ 0

Opg2, g3q “ Opg2, g2q “ Opg3, g3q “ t0u

tg1, g2, g3u est ue base de Gröbner-Shirshov de xg1y.

Exemple II - 2.5. Soit G “ tg1 “ 2xy ˝ x ˝ z ˝ y ` 3x ˝ z ˝ 1u Ď Z
4ZRigxXy.

Alors a-pol1pg1q “ 2g1 “ 2x ˝ z ˝ 1 “ g2

Redpg2, Gq “ g2 ñ G ÐÝ G Y tg2u “ tg1, g2u

Pour pa, bq “ p1, 1q et u P M, on peut déterminer c, d P M, v P RigxXy tels que LCM˝pLMpg1

72YATMA DIOP UCAD-EDMI



CHAPITRE 3. BASES DE GRÖBNER-SHIRSHOV SUR UN ANNEAU DE VALUTION

NOETHÉRIEN

La composition correspondante est Opg1, g2, 1, 1, c, d, u, vq “ g1 ˝ u ´ cg2d ˝ v “ 3x ˝ z ˝ 1 ˝ u

Supposons que gu est réductible modulo une composition

Opg1, g2, a1, b1, c1, d1, u1, v1q “ a1g1b
1 ˝ u1 ´ c1g2d

1 ˝ v1 “ 3a1px ˝ z ˝ 1qb1 ˝ u1.

Alors gu “ x ˝ z ˝ 1 ˝ u “ a1pa1px ˝ z ˝ 1qb1 ˝ u1qb1 où a1, b1 P M.

x ˝ z ˝ 1 ˝ u “ a1pa1px ˝ z ˝ 1qb1 ˝ u1qb1 ñ a1 “ b1 “ 1

ñ x ˝ z ˝ 1 ˝ u “ a1px ˝ z ˝ 1qb1 ˝ u1

ñ Opg1, g2, a1, b1, c1, d1, u1, v1q “ gu

En d’autres termes, gu est uniquement réductible par lui-même. Donc, pour tout

u P M, on doit déterminer gu et l’ajouter à G. Puisque M est infini, l’ algorithme

ne se termine pas.

Discussion sur l’algorithme

Deux faits ont motivé le démarrage de l’exécution de l’algorithme par le calcul des

a-polynômes :

1. l’ensemble des a-polynômes est fini ;

2. durant la réduction d’une composition, il peut être très avantageux d’avoir les

monômes des réducteurs aussi petits que possibles.

Malheureusement, dans notre cas pl’ensemble des monômes est un semi-anneauq,

l’algorithme de Buchbegrer s’exécute difficilement. Ceci est dû au fait que pour tout

pa, b, c, dq P M, on doit toujours calculer la composition correspondante. Puisque, M

est infini, Opf, gq est difficile à calculer en pratique. Ainsi, pour la plupart du temps,

on se restreint à utiliser le critère de Buchberger pour vérifier si un ensemble donné

est une base de Gröbner-Shirshov ou non. Donc, la théorie des bases de Gröbner ne

nous permettra pas toujours de résoudre le problème d’appartenance d’un polynôme

à un idéal.

73YATMA DIOP UCAD-EDMI



Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons présenté deux résultats fondamentaux : le premier

porte sur la caractérisation d’idéaux admettant des bases de Gröbner non commu-

tatives finies et le second, sur la généralisation des bases de Gröner-Shirshov sur les

anneaux de valuation.

Chacun de ces résultats a son importance. En guise d’exemple, sachant que la ma-

nipulation des anneaux de polynômes commutatifs est généralement plus simple,

tout travail sur un idéal non commutatif J admettant une base de Gröbner finie

ayant les propriétés P1 et P2 peut se ramener à celui de l’idéal commutitif I tel que

J “ γ´1pIq.

De même, nous avons vu que les bases de Gröbner-Shirshov peuvent être adaptées

à certains types d’anneaux tels que les anneaux de valuation.

Cette recherche sur les bases de Gröbner est motivée par les applications de plus

en plus nombreuses qu’offre cette théorie. Ces applications font de la théorie des

bases de Gröbner l’une des inventions mathématiques les plus importantes du XXe

siècle.

A terme, nous avons plusieurs objectifs parmi lesquels on peut citer les trois ci-

dessous.

1. Faire une étude sur l’adaptation du résultat sur les bases de Gröbner non

commutatives finies aux anneax : notre résultat et celui de Eisenbud et al.

ne concernent que les anneaux de polynômes à coefficient dans un corps de

caractéristique nulle. Nous comptons faire une investigation afin de généraliser

ces résultats aux corps de caractéristique non nulle et aux anneaux de façon

générale.
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2. Mener des recherches pour la réduction du temps de calcul : l’importance ma-

nifeste des bases de Gröbner contraste avec la difficulté de leur utilisation.

Dans la théorie, l’existence d’une base de Gröbner d’un idéal donné est établie

par Buchberger dans [13]. Mais sa détermination est difficile. En effet, l’algo-

rithme de Buchberger qui est le principal outil de calcul des bases de Gröbner

est très coûteux pen temps et en espaceq. Alors, des recherches allant dans le

sens de l’optimisation de cet algorithme et/ou la mise sur pied d’autres algo-

rithmes ont été entreprises. Très peu nombreux, les algorithmes obtenus de ces

recherches peuvent être classés en deux catégories :
— les algorithmes de changement d’ordre tels que FGLM [31] qui permettent

de transformer une base de Gröbner relativemnt à un ordre en une base de

Gröbner relativement à un autre ordre ;

— les algorithmes de calcul directs tels que F4 [29], F5 [30], F5C,... qui peuvent

être considèrés comme des versions optimisées de l’algorithme de Buchber-

ger.
Comparés à l’algorithme de Buchberger, ces nouveaux algorithmes diminuent

considérablement le temps de calcul mais pas assez convenablement pour les

usages voulus des bases de Gröbner. Ainsi, nous comptons faire des recherches

afin d’optimiser certains des algorithmes dèjà existants et/ou de mettre sur

pied de nouveaux algorithmes plus rapides permettant d’accélérer les calculs.

3. Mener des recherches pour la détermination de Polly Cracker sûrs et rapides :

L’hypothèse selon laquelle l’avènement de la machine quantique entrainera la

disparition des cryptosystèmes actuels a orienté les recherches pour la mise

sur pied de cryptosystèmes post-quantiques. Les cryptosystèmes basés sur les

bases de Gröbner, communément appelés Polly Cracker, sont de la catégo-

rie des cryptosystèmes post-quantiques. Mais jusqu’ici, tous les Polly Cracker

conçus ont des vulnérabilités qui rendent impossible leur utlisation. Ainsi, la

question "Why You Cannot Even Hope to use Gröbner bases in Public Key

Cryptography ?" posée par B. Barkee, D. C. Can, J. Ecks, T. Moriarty, et R.

F. Ree dans [4] reste d’actualité. Et comme le disait C. Traverso dans son ex-

posé intitulé "Gröbner Bases In Public Key Cryptography : Hope Never Dies"
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ptravail en collaboration avec M. Caboara, F. Carusoq lors de l’Eurocrypt 2008

à Istanbul : "c’est notre tour d’essayer au risque d’échouer". Alors, nous comp-

tons nous investir sur la recherche de Polly Crackers sûrs et rapides pour des

usages pratiques et efficients.

4. Faire des investigations sur la théorie des représentations et la combinatoire

en lien avec les bases de Gröbner.
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Résumé:

Depuis leur introduction en algèbre commutative dans les années 60, les bases de Gröbner
ont connu plusieurs généralisations. Leur extension en algèbre non commutative a entrainé
la perte partielle de l’existence d’une base de Gröbner finie pour tout idéal donné.
En 1998, Eisenbud, Peeva et Strumfels ont montré que si γ est l’homomorphisme de l’anneau
non commutatif K〈X1, X2, ..., Xn〉 vers l’anneau commuatif K[x1, x2, ..., xn], qui associe xi

à Xi, alors tout idéal I de K[x1, x2, ..., xn], l’idéal J = γ−1(I) de K〈X1, X2, ..., Xn〉 ad-
met une base de Gröbner finie. Dans cette thèse, nous avons montré que tout idéal J de
K〈X1, X2, ..., Xn〉 admettant une base de Gröbner finie et contenant tous les commutateurs
est l’image réciproque par γ d’un idéal I de K[x1, x2, ..., xn].
En 2013, Bokut et Chen introduisent les bases de Gröbner-Shirshov sur les semi-anneaux.
Dans cette approche, l’ensemble des monômes est muni d’une structure de semi-anneau
et non de celle habituelle de mon̈ıde. Nous avons généralisé cette approche aux anneaux
de valuation. Concrètement, nous avons donné la caractérisation des bases de Gröbner en
munissant les monômes d’une structure de semi-anneau et les coefficients, d’une structure
d’anneau de valuation.

Abstract:

Introduced in commutative algebra during the years 60′s, the Gröbner-bases theory was
then generalized in several ways. Its generalization in the noncommutative multivariate
polynomial ring implied a major consequence: there exist ideals which do not admit a finite
Gröbner basis. Then, the question ”how to recognize whether a non commutative ideal
admits a finite Gröbner basis ?” became a challenge. In 1998, by considering the homomor-
phism γ from the noncommutative polynomial ring K〈X1, X2, ..., Xn〉 to the commutaive
one K[x1, x2, ..., xn] which replaces Xi by xi, Eisenbud, Peeva and Strumfels proved that
for any ideal I of K[x1, x2, ..., xn], the ideal J = γ−1(I) admits a finte Gröbner basis. In
this thesis, we proved that for any ideal J of K〈X1, X2, ..., Xn〉 which contains all commu-
tators and admits a finte Gröbner basis, there exists an ideal I of K[x1, x2, ..., xn] such that
J = γ−1(I).
In 2013, Bokut and Chen introduced a new approach to the study of Gröbner bases. Namely,
they considerd a semiring as the set of monomilas instead of the usual structure of monoid.
In this thesis, we extend this approach to the noetherian valuation ring as the set of coeffi-
cients and we give the correspondig Buchberger criterion.


