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Introduction générale

Historique : Au début du XX siecle, les anneaux de polynémes a plusieurs
indéterminées et a coefficients dans un corps ont été largement étudiés. L'un des
problemes récurrents de I'époque était de savoir "Comment tester ’appartenance
d’un polyndéme f a un idéal Z". Ce probleme est communément appelé 1'"'Ideal Mem-
bership Problem" (IMP). Il est bien connu que I’anneau de polyndémes en une seule
indéterminée est principal et euclidien. Ainsi, le test d’appartenance d’un polynome
f a un idéal Z se réalise en faisant la division euclidienne de f par un polynome g
engendrant Z. Or, les anneaux de polynomes a plusieurs indéterminées ne sont ni
principaux ni euclidiens; d’ou la difficulté de résoudre I'IMP. Pour étudier les po-
lynomes a plusieurs indéterminées, les chercheurs faisaient alors le parallele avec les
polyndmes en une seule indéterminée. Au fil du temps, des avancées importantes ont
été obtenues. Les premieres de ces avancées remontent aux travaux de Maccaulay,
Dickson et Hilbert.

— Maccaulay a montré que ’ensemble M des mondmes de K[Xy, Xo, ..., X;,| peut

toujours étre muni d’un ordre total.

— Dickson a prouvé que tout idéal Z de K[Xy, Xy, ..., X, | engendré par des mo-

nomes admet une partie génératrice minimale finie.

— Hilbert a montré que tout idéal Z de K[X;, Xo, ..., X;,] admet une partie géné-

ratrice finie.
En dépit de ces avancées, 'IMP est résté non résolu. En 1939, Wolgang Grébner a
publié un papier sur des applications des idées de Maccaulay concernant les ordres
totaux sur les monomes. Et plus tard, il proposa a son étudiant en these Bruno
Buchberger de réfléchir sur la résolution de 'IMP. Dans [13], Buchberger a d’abord

concu un algorithme généralisant la division euclidienne. Cependant, cet algorithme

vii
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ne donne pas nécessairement un reste unique; d’ou son inefficacité. Puis, il a établi
pour tout idéal donné, l'existence d’une partie génératrice G fixant le reste de la
division d'un polynome f par G. Cette partie génératrice permet alors de résoudre
efficacement le probleme posé. Elle a été baptisée base de Grobner par Buchberger
en guise de reconnaissance et de remerciements a son direteur de these.
Buchberger a également donné un algorithme qui permet de déterminer une base de
Grobner d'un idéal a partir d’une partie génératrice quelconque dont I'existence est
garantie par le théoreme de la base de Hilbert.

Bien que les travaux de Buchberger sont plus populaires, A. I. Shirshov, un étu-
diant de 1’école russe d’algebre non associative a développé a la méme époque la
méme théorie sur les algebres de Lie. Il a cherché a répondre a la question suivante :
'"Comment déterminer une base linéaire d’une algebre de Lie définie par des généra-
teurs et des relations 7". Introduisant la notion de composition, il finit par trouver un
algorithme généralement infini qui répond tout de méme a sa question. Ses travaux
(voir [55]) sont plus connus dans les milieux de recherche asiatiques ou la théorie est
appelée Bases de Grobner-Shirshov.

Parllelement, un concept analogue (voir [36]), a été développé en géométrie algé-
brique par le mathématicien japonais Heisuke Hironaka qui I’a baptisé base stan-
dard.

A partir des années 70, les bases de Grobner ont connu plusieurs généralisations.
Dans [5] publié en 1978, Bergman fait la généralisation en algebre non associative.
Puis, les bases de Grobner non commutatives sur un corps ont été largement étudiées
et caractérisées dans [46], [48],... .

Parallelement, les bases de Grobner sur un anneau ont été développées. Dans
cette généralisation, les auteurs remplacent le corps de base par un anneau. Puis, ils
redéfinissent les bases de Grobner en tenant en compte des particularités de ’anneau
considéré. La diversité des anneaux a naturellement fait de cette partie un vaste
champ de recherches avec des résultats tout aussi intéressants. Ainsi, en 1988, dans
[50], Pan étend la notion de base de Grébner a des idéaux de polynémes a coefficients
dans un anneau principal tandis que Kandry-Rody et Kapur, dans [38], faisaient

simultanément un travail similaire sur les idéaux de polyndémes a coefficients dans
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un anneau euclidien. Plus tard, Kapur et Yongyang publient des résultats de leurs
travaux portant sur les bases de Grobner sur les anneaux admettant des diviseurs
de zéro. Voir [40].

Récemment, une nouvelle approche a été proposée par Bokut et al. dans [9].
L’idée est de faire passer la structure algébrique des monémes d’'un monoide a un
semi-anneau.

En plus d’avoir permis de résoudre 'IMP, les bases de Grobner ont de nom-
breuses applications. La résolution des systemes d’équations non linéaires est 1'une
des plus importantes de ces applications. En effet, dans les systemes d’équations
non linéaires, les bases de Grobner donnent un analogue de l’élimination de Gauss
utilisée pour résoudre les systemes linéaires. Or, les systéemes non linéaires sont pré-
sents dans plusieurs domaines notamment en cryptologie [14, 15], en théorie des
codes correcteurs d’erreurs [16, 42], en optimisation [1], en robotique [28], etc. Ceci
explique 'utilisation accrue des bases de Grobner dans tous ces domaines et motive
davantage les recherches. Les bases de Grobner constituent le principal outil d’ana-
lyse de sécurité en cryptographie multivariée qui est I'une des pistes privilégiées pour
la cryptographie post-quantique.

Motivations : Des theses de doctorat dans le domaine des bases de Grobner ont
déja été soutenues au sein de I’Ecole Doctorale de Mathématiques et Informatique.
Dans sa theése [11] soutenue le 28 février 2014, Bouesso A. S. E. M. a étudié les
bases de Grobner dynamiques. Puis, Nafissatou Diarra a étudié dans sa these [22],
soutenue le 12 aotit 2017, les bases de Grobner sur les D-A-anneaux. C’est dans
le cadre de la poursuite de ces travaux de recherche deja entamé sur les bases de
Grobner qu’il nous a été proposé de réfléchir sur des problemes actuels concernant
cette théorie notamment :

— l’étude des bases de Grobner non commutatives finies ;

— la généralisation de la nouvelle approche, encore peu explorée, proposée dans

[9] aux anneaux de valuation.
Contributions : Nos investigations nous ont valu deux contributions.
— Premiere contribution : La généralisation des bases de Grobner aux an-

neaux de polyndémes non commutatifs K(Xy, Xy, ..., X;,) a entrainé la perte
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partielle de la finitude de I’algorithme de Buchberger. Il se pose alors la ques-
tion de savoir si un idéal non commutatif donné admet une base de Grobner
finie ou non. En 1998, D. Eisenbud, I. Peeva et B. Strumfels publient le pa-
pier [27] dans lequel ils résolvent partiellement le probleme. Plus précisément,
ils ont construit un homomorphisme surjectif v de I'anneau non commuta-
tif K(Xy, X, ..., X, vers 'anneau commutatif K[x;,Xo,...,x,| des polynémes
et ont montré que pour tout idéal Z de K[xi,xXo,...,xy], l'idéal v~1(Z) de
K({Xy,Xg, ..., X, ) admet une base de Grobner finie. Ils ont également donné
une méthode de construction d’une base de Grobner finie de tout idéal J de
K{Xy, Xy, ..., Xy, s’exprimant sous la forme précédemment indiquée.

La question inverse nous a alors intéressé. Autrement dit, nous avons cherché
a répondre a la question suivante : "soit J un idéal de K{(Xy, X, ..., X;,) ad-
mettant une base de Grobner finie, existe-t-il un idéal Z de K[xy, xa, ..., x| tel
que J =~y HT) 7"

Partis d’une analyse minutieuse des bases de Grobner construites dans [27],
nous avons établi les conditions nécessaires et suffisantes pour que la réponse
a la question précédente soit affirmative. Nous avons montré, dans le papier
[24] "'Diop Y., Sow D. On finite noncommutative Grobner bases. Algebra
Colloguium 27 : 3(2020) 381 — 388", que sous certaines conditions, tout idéal
non commutatif admettant une base de Grobner finie s’exprime sous la forme
J =~ YT), ot T est un idéal de K[x1,xo, ..., Xp].

Ce résultat sera présenté en détail dans le Chapitre 2.

— Deuxieme contribution : En 2013, Bokut, Chen et Mo ont proposé un nou-
veau type de généralisation des bases de Grobner dans le papier [9]. Leur idée
est de faire passer la strucutre des mondémes d’un monoide a un semi-anneau.
Nous avons adapté cette approche aux anneaux de valuation. Comparés aux
bases de Grobner classiques, les résultats de cette investigation donnent une
double extension des bases de Grobner :

— une extension sur les monémes qui sont munis d’une structure de semi-
anneau

— une extension sur les coefficients qui sont munis d’une structure d’anneau

YATMA DIOP X UCAD-EDMI
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admettant des diviseurs de zéro : les anneaux de valuation.

De ce travail, résulte le papier [23] "Diop Y., MEsMouDI L., Sow D. Semi-
ring based Grébner-Shirshov over a noetherian valuation ring. Associative and
Non-associative Algebras and Applications. Springer Proceedings in Mathema-
tics & Statistics, vol 311(2020), pp 183 — 198. Springer, Cham".
Le Chapitre 3 est une présentation détaillée de ce travail.

Plan de la these : Cette these est divisée en trois chapitres.

— Chapitre 1 : Rappels sur les bases de Grobner.
Dans ce chapitre, on revient sur les notions de base et les résultats permettant
de se familiariser aux bases de Grobner et de comprendre le contenu des autres
chapitres.

— Chapitre 2 : Sur la finitude des bases de Grobner non commutatives.
Dans ce chapitre, on présentera en détail notre contribution portant sur la
caractérisation de certains idéaux non commutatifs admettant des bases de
Grobner finies.

— Chapitre 3 : Bases de Grobner-Shirshov sur un anneau de valuation.
Ce chapitre est une présentation de notre contribution portant sur la généra-

lisation des bases de Grobner-Shirshov aux anneaux de valuation.

YATMA DIOP xi UCAD-EDMI



Chapitre 1

Rappels sur les bases de Grobner

Ce chapitre est consacré aux rappels sur les bases de Grobner. Il est composé
de trois sections. Dans la premiere section, on reviendra sur les bases de Grobner
commutatives sur un corps, dans la deuxiéme et la troisieme sections intitulées
respectivemnt Bases de Grobner non commutatives sur un corps et Bases de Grobner
sur un anneau, on taitera les généralisations des bases de Grobner. Pour chacune de
ces sections, on introduira les concepts de base et les notations que nous utilisons. Le
lecteur peut se réferer aux documents [20, 34] pour les détails concernant les notions
¢lémentaires essentielles que sont anneaux, corps, idéaux, anneaux de polynomes a

plusieurs indéterminées.

I Bases de Grobner commutatives sur un corps

I1 est connu que 'anneau K[X] des polyndmes en une seule indéterminée est prin-
cipal et euclidien.
Ainsi, le test d’appartenance d’'un polynéme g a un idéal Z de K|[X] se réalise faci-
lement par la division euclidienne de g par un polynéme f engendrant Z.
Par contre, 'anneau K[Xy, Xo, ..., X,,] des polynomes a plusieurs indéterminées n’est
ni principal ni euclidien. Néanmoins, le théoreme de la base de Hilbert affirme que
tout idéal Z de K[Xy, Xo, ..., X;,] admet au moins une partie génératrice finie. Faisant
le parallele avec 'anneau des polynémes en une seule indéterminée, on développe

dans K[X, Xo, ..., X,] un analogue de la division euclidienne afin de faire le test



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES BASES DE GROBNER

d’appartenance. Puis, on verra que pour un idéal Z donné, il peut exister des parties
génératrices qui ne garantissent pas nécessairement 1'unicité du reste de la division
d’un polynome f. Ces parties génératrices ne sont donc pas efficaces dans la ré-
solution de I'IMP. Certaines parties génératrices ayant des propriétés particulieres
garantissent I'unicité du reste de la division d’un polynéme f. Ces dernieres que nous
appelerons plus tard bases de Grobner permettent donc de résoudre 'IMP de fagon
efficace.

Les bases de Grobner commutatives sur un corps sont le cas classique des bases de
Grobner. Elles ont été développées par B. Buchberger dans sa these de doctorat

alors qu’il cherchait a résoudre le probleme de I'appartenance d’un polyndéme a un
idéal [13].

I-1 Notations

Etant donnés un corps commutatif K et un alphabet fini X = {Xy, Xy, ..., X},

— l'anneau K[Xy, Xy, ..., X,,] des polynomes commutatifs a coefficients dans K et
a indéterminées dans X est noté K[X];

— pour tout @ = (aq, as, ..., ) € N le monome X3 X", . X,* est noté X*;

— L’ensemble {X“|a € N"} des mondmes est noté M ;

— l'idéal engendré par un sous-ensemble G de K[X] est noté (G).

— Le nombre d’éléments d’un ensemble fini G est appelé cardinal de G et noté
card(G).

I-2 Concepts de base

I-2-a Support d’'un polynéme

Définition I - 2.1. Tout polynome f € K[X] s’exprime de fagon unique a une
permutation prés sous la forme
f = ZaiXai, ai € K\{O}, oy e N, A est fini et o # o si1# ]
ieA
L’ensemble des monomes intervenant dans cette expression forme le support de f

noté Supp(f).

YATMA DIOP 2 UCAD-EDMI



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES BASES DE GROBNER

I-2-b Degré d’'un monéme et degré d’un polynéme

Définition I - 2.2.
— Pour tout a = (a1, g, ..., ay) € N, Uentier naturel |o| = a1 + ag + ... + oy est
appelé degré du monome X®. On le note deg(X?).
— Le degré d’un polynome f est le maximum des degrés des éléments de son

support.

I-2-c¢ Relation de divisibilité entre monémes

Définition I - 2.3. On dit qu’un monéme X divise un mondéme X? s’il existe un

monome X7 tel que XP = XoX7 = X o0 o + v = (a1 + 71,0 + Y25 ey O + Yn)-

Exemple I - 2.1. Le monéme X*Z divise X2Y3Z mais il n’y a aucune relation de

divisibilité entre XY et XZ dans l'anneau a trois indéterminées K[X,Y,Z].

I-2-d Ordre monomial

Dans I'écriture d’un polyndéme en une seule indéterminée, les mondémes sont tres
souvent rangés suivant leur degré. Le mondéme de plus haut degré étant souvent
désigné sous l'expression "monome de téte'. On peut vérifier que cet ordre défini
a partir du degré est total, un bon ordre et compatible avec la multiplication des
monomes. On I'étend a 'anneau commuatif des polynémes a plusieurs indéterminées.

Plus précisément, on a la définition suivante.

Définition I - 2.4. Un ordre < sur M est appelé ordre monomial si :
— < est total;
— < est un bon ordre;

— < est compatible avec la multiplication des monomes.

Exemple I - 2.2. Les ordres définis ci-aprés sont des ordres monomiaux.
— L’ordre lexicographique <ox défini par X® <iex X si et seulement si la premiére

composante non nulle de oo — 3 est négative.
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CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES BASES DE GROBNER

— L’ordre lezicographique gradué <giex défini par

o] <15
X < grlex Xﬁ < ou
o] =[] et X <jex X7

En considérant lalphabet {X,Y,Z} avec Z <Y < X, on a Z* <1ox XYZ <1ex X?Z et
XYZ < griex X2Z < grien Z2.

Remarque I.1. Sur ['anneau des polynomes en une seule indéterminée, tous les

ordres monomiaux sont identiques. Ainsi, on ne parle que de [’ordre du degré.

Définition I - 2.5. Soient f € K[X], G < K[X] et < un ordre monomial fizé.

1. Le maximum du support de f relativement a < est appelé monoéme dominant
de f et noté LM_(f).
L’ensemble des mondomes dominants de G est LM_(G) = {LM.(f)|f € G}.

2. Le coefficient de LM_(f) est appelé coefficient dominant def et noté LC_(f).
L’ensemble des coefficients dominants de G est LM_(G) = {LM.(f)|f € G}.

3. Le produit LC_(f)LM(f) est appelé terme dominant de f et noté LT_(f).
L’ensemble des termes dominants de G est LT(G) = {LT-(f)|f € G}.

Sl n’y a aucun risque de confusion alors on notera uniquement LM, LC et LT au
lieuw de LM~, LC. et LT..

Exemple I - 2.3. Soit f = 2X%7 + XYZ — 7*. Alors
1. LM, (f) = X?Z, LC., (f) =2, LT, (f) = 2X?Z.
2. LM (f) = 74, LC., .. (f)=—-1,LT (f) = —7*.

<grle:v <grlem

Définition I - 2.6. Etant donnés un ordre monomial et des monémes X et X°. On
note par CM(X®, X?) I'ensemble des multiples communs a X et X?. Le plus petit
élément de CM(X®, XP) est appelé plus petit commun multiple de X® et X7 I
est noté LCM (X%, X¥).

YATMA DIOP 4 UCAD-EDMI
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Exemple I - 2.4. On considére les monomes X2Z, XYZ et Z*. Alors :
— LCM(X?Z,XYZ) = X*YZ;
— LCM(X?%Z,7%) = X274 ;
— LCM(XYZ,7%) = XYZ%.

Proposition I - 2.1. Etant fixé un ordre monomial, tout polynome f de K[X1, Xs, ..., Xy ]

s’écrit de facon unique sous la forme :

f = 2 a; X", a; € K\{0}, A un sous — ensemble fini de N X% < X% si i < ]
ieA

I-2-e Algorithme de réduction

La notion d’ordre monomial permet également de définir sur 'anneau des poly-
nomes a plusieurs indéterminées un analogue de la division euclidienne. La réduction

définie ci-apres constitue 'outil de base de cette "division".

Définition I - 2.7. Soit f,g € K[X], et G < K[X], ” < 7 un ordre monomial sur
M.

o f est dit réductible modulo g (ou g-réductible) s’il existe un couple (X, X") e
Supp(f) xM tel que X® = XPLM(g). Dans ce cas, le polynémeh = f — Lgc(‘g)Xﬁg, aq # 0
étant le coefficient du monome X dans f, est appelé réduit de f modulo g et est noté :

f -5 h ouh = Red(f, g, <).

Si X* = LM(f), on dit que f est top-réductible modulo g et h est appelé le top-

réduit de f modulo g.

o f est réductible modulo G s’il existe g € G tel que f soit g-réductible.

o f est dit réduit ou irréductible modulo t (respectivement modulo G) s’il ne peut
se réduire modulo f (respectivement modulo G).

o f se réduit totalement en h modulo G s’il existe une suite de réductions du type
f -G, h; G, hy... hy,—1 G, h,, = h telle que h soit irréductible modulo G.

o Sif est irréductible modulo tout élément de G alors on dit que f est irréductible ou
totalement réduit modulo G. L’ensemble des polynomes totalement réduits modulo G

est noté Gy.
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L’algorithme de réduction décrit ci-dessous permet de réduire un polynéme mo-
dulo un ensemble de polynomes donné. On y utilise la top-réduction qui permet
d’éliminer a chaque étape le terme dominant du polynoéme obtenu précédemment en
donnant un polynoéme dont le monéme dominant est strictement plus petit. Ceci sera

un aspect tres important dans la démonstration de la terminaison de l’algorithme.

Algorithme 1 : Réduction Totale
Entrée : (f,G, <)

Sortie : 1 :irréductible modulo G

11 0

2 Tant que f # 0 Faire

3 Si LM(f) = X*“LM(g), X* e M, ge G Alors
| i i

5 Sinon

6 r — r+ LT(f);

7 f—f—LT(f);

8 FinSi

9 Fin

10 Retourner r

Théoreme 1.1. L’algorithme de réduction se termine.

Démonstration. On pose fy =1 et f; est le résultat de la i-eme itération. St ['al-
gorithme est infini, on obtient la suite infinie strictement décroissante suivante :
LM(fy) > LM(fy) > ... > LM(f;) > ... ; ce qui est contraire au caractére de bon ordre

de <. L’algorithme est donc bien fini. o

Exemple I - 2.5. Ici, on fait la réduction du polynéme f = XY? + Y272 + 7 par
G={g1 =XY+X,28=Y2—7,g3 = X2+ YZ?} en considérant <iox 000 Z <Y < X,
Premiere itération :

LM(f) = XY2 = YLM(gy) = f «— f — Yg; = —XY + Y?Z2 + Z

Deuzxieme itération :

LM(f) =LM(g)) =f «— f+ g =X + Y222 + Z
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Troisieme itération :

LM(f) = X # XLM(g) V (XY, g) e Mx G=r« Xetf«—f-X=Y?72Z2+7
Quatrieme itération :

LM(f) = Y?Z2 = Z°LM(gs) = f « f — Z%gy = 7Z* + Z

Cinquieme itération :

LM(f) = 73 # X°LM(g) V (X%, g) e Mx G =r« X+ Z etf -7 =17
Sizieme itération :

LM(f) = Z # X°LM(g) V (X%, g) e Mx G=1r« X+ Z+Zetf—f—-7Z=0
Sortie de la boucle : v+ =X + 73+ 7

Le théoreme suivant est une conséquence de I’algorithme de réduction.

Théoreme 1.2. Soit G < K[X] et f € K[X]. Il existe (g,r) € (G) x G, tel que
f=g+r.

Pour la preuve de ce théoreme, il suffit d’appliquer au couple (f, G) Ialgorithme

de réduction précédemment décrit.

Remarque 1.2. [] est important de noter que, contrairement a la division eu-
clidienne, [’algorithme de réduction ne donne pas nécessairement un reste unique

comme le montre [’exemple suivant.

Exemple I - 2.6. On reprend les données de l’exemple précédent. Cette fois, on
décide de commencer la réductionn par g-.

f=XY2+Y%224+7, G={g1 =XY +X, g¢2=Y2-7, g3 =X2+YZ%} et <1y avec
X>Y >7.

Premiere itération :

LM(f) = XY2 = XLM(gy) = f « f — Xgo = XZ + Y2722 + Z

Deuzieme itération :

LM(f) = XZ # XLM(g) V (X, g) e M x G =1« XZ et f « f —XZ =Y?22 + 7
Troisieme itération :

LM(f) = Y?Z2 = Z°LM(qgo) = f « f —Z?gy =73 + Z

Quatrieme itération :

LM(f) = 73 # X°LM(g) V (X%, g) e Mx G=r« XZ+Z etf«—f -7 =17
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Cinquieme itération :
LM(f) = Z # X*LM(g) ¥ (Xa,g)eMxG:w—XZJrZ?’JrZ etf{<—f—-72=0
Sortie de la boucle : v = XZ + 73 + 7.

En changeant le chemin de parcours dans G, le résultat a également changé. On
se pose alors la question de savoir s’il existe des conditions pour que le reste de
I’algorithme de réduction soit unique. Dans la suite, on verra que si G est une base
de Grobner alors le résultat de 1’algorithme est unique et ne dépend pas du chemin

choisi; d’ou la paricularité des bases de Grobner.

I -3 Bases de Grobner commutatives sur un corps

I-3-a Généraliés sur les bases de Grobner commutatives sur un corps

Définition I - 3.1. Un idéal est dit monomial s’il peut étre engendré par des mo-

nomes.
Exemple I - 3.1. L'idéal T = (X*Y,Y? XZY) est un idéal monomial de R[X,Y,Z].

Définition I - 3.2. Soit G < K[X], Z = (G) et < un ordre monomial. On dit que
G est une base de Grobner de I relativement a < si (LM(G)) = (LM(Z)).

Une fois la définition établie, la question est de savoir comment les bases de
Grobner résolvent-elles toujours le probleme posé. La réponse se trouve dans le

théoréeme suivant.

Théoreme 1.3. Si G est une base de Griobner alors pour tout polynome f il existe

un unique couple (g,r) € {G) x G, tel que f = g+ .

Démonstration. Soit f un polynome et G une base de Grobner. On applique a f
lalgorithme de réduction modulo G empruntant deux chemins différents. Ainsi, on
a:f=g +11 =g 419, 21,8 €{(G), 11,12 € G;.

g1+ 11 =go+ 19 =g —go =19 — 11 € {(G). OrG est une base de Grébner. Sirg — 11 # 0
alors LM(ry — 1) € (LM(G)) ; ie [Supp(r1) | Supp(r2)| [ XLM(G)) # & ; ce qui est
absurde. D’otu 19 — 11 = 0, ie r; = 9. O
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Définition I - 3.3. Soient f un polynome, G une base de Grébner et (g,r) l'unique
élément de (G) x Gy tel que f = g + 1. Alors, le polynomer est appelé forme normale
de f modulo G. On note r = NF(f, G, <) our = NF(f,G) ou r = NF(f) s%l n’y au-

cune ambiguité sur 'ensemble G et 'ordre monomial <.
L’unicité du reste est trés importante et le théoreme suivant en résulte.

Théoreme 1.4. Soit G une base de Grobner d’un idéal T relativement a un ordre

monomial < et f un polynome. Alors f € T si et seulement si NF(f, G, <) = 0.

Ainsi, les bases de Grobner résolvent donc efficacement le probleme de 'appar-
tenance d’un polynome a un idéal donné et se distinguent des parties génératrices
quelconques. Ceci conduit a la question de savoir comment se caractérisent les bases

de Grobner. Tout d’abord, on a la définition suivante.

Définition I - 3.4. Soient f et g deuzr polynomes et X7 = LCM[LM(f), LM(g)].
On appelle S-polyndme de f et g le polynome noté S-pol(f, g) défini par S-pol(f,g) =
LEF(Zf)f - L%(Zg)g'

Exemple I - 3.2. On donnef = 2X?Y +4Y? — 673, g = Y3+ 3XZ + 1 e R[X,Y, Z].
Sur Ualphabet {X,Y,Z}, on fize Uordre Z <Y < X.

1. Suivant Uordre lexicographique <1, LM(f) = XY et LM(g) = XZ.
Alors LCM(LM(f), LM(g)) = X?>YZ et

X2Y7Z X2Y7Z
S — Pol(f, g) = 2X2Yf AL

= Z(X*Y +2Y? — 37Z%) — XY(Y® + 3XZ + 1)
= —XY* - XY +2Y?Z — 32%,

2. Suivant l'ordre lezicographique gradué <gey, LM(f) = X*Y et LM(g) = Y*.
Alors LCM(LM(f), LM(g)) = X?Y? et

X2y3 X2y3
S — Pol(f,g) = 2X2Yf ~y3 8

= Y*(X?*Y +2Y? - 3Z%) — X*(Y? + 3XZ + 1)
= —3Y?7Z° - 3X°Z + 2Y* — X2
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Calculé en fonction des monomes dominants, le S-Polynéme dépend de 1'ordre
monomial choisi. Cependant, on peut remarquer que pour toute paire (f,g) de po-
lynémes et tout ordre monomial < fixé, LM[S-Pol(f, g)] < LCM[LM(f), LM(g)].

Le théoreme suivant est le résultat fondamental des bases de Grébner. Il donne
une caractérisation complete de ces dernieres a partir des S-polynomes. Le lecteur

peut se réferer a [20, page 74] pour la preuve.

Théoréme 1.5 (Critere de Buchberger). Soient G < K[X] et < un ordre monomial.

Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. G est une base de Grobner.

2. Pour toute paire (f,g) € G2, S-Pol(f,g) —=> 0

Ce théoreme est I'outil principal utilisé pour vérifier si un ensemble donné est une

base de Grobner ou non relativement a un ordre monomial fixé.

Exemple I-3.3. On donne G = {g; = 2X>Y +4X +6, g = Z>+Y + 1} c R[X,Y, Z].
Alors G est une base de Grobner relativement a l'ordre <gpex tnduit par Uordre al-
phabétique 7. <Y < X.

En effet, S-Pol(gy, g0) = );g%fgl — XZ%;ZQ gy = —X2Y? - X2Y + 2X7Z% + 37% = Iy

hy -5 hy + 1Yg = —X2Y + 2XZ? + 2XY + 3Z% + 3Y = hy

hy 55 hy + g1 = 2X7Z2 + 2XY + 372 + 2X + 3Y + 3 = hy

hy % hy — 2Xgy = 3722 +3Y +3 = hy

hy 5 hy — 3gy = 0

L’efficacité des bases de Grobner dans la résolution du test d’appartenance conduit
également a la question de savoir si tout idéal admet une telle base. La réponse est
donnée par l'algorithme de Buchberger. Cet algorithme construit une base de Grob-
ner a partir d’une partie génératrice quelconque dont l’existence est garantie par le
théoreme de la base de Hilbert.

Théoréme 1.6 (Théoreme de la base de Hilbert). Tout idéal T de K[X] admet une

partie génératrice finie.

Démonstration. Voir [20, page 74/
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L’algorithme de Buchberger suivant découle du Théoreme [.5. Il permet de construire

une base de Grobner d’'un idéal Z a partir d’une partie génératrice G par des ajouts
successifs des réduits non nuls des S-Polynomes. Il est évident que les S-polynémes

définis dans I'ensemble G (retourné) seront tous réduits a zéro.

Algorithme 2 : Algorithme de Buchberger

Entrée : (G, <), ou G est un ensemble de ployomes et <, un ordre monomial.
Sortie : Base de Grobner de Z = (G)

P —{(f,g) e G*};

2 Tant que P # ¢J Faire

3 Retirer un élément (f,g) de P;

4 Si h = Réduction Totale(G, Spol(f,g) <) # 0 Alors

P —Pu{(hg) geGh

6 G — Gu{h};

7 Fin

[y

(S}

8 Retourner G

Proposition I - 3.1. L’algorithme de Buchberger se termine.

Démonstration. Rappelons que K[X] est noethérien.

Soit G < K[X]. Si tous les S-polynomes définis dans G sont réduits a zéro, il est
évident que l’algorithme se termine et renvoie G a la sortie.

Supposons qu’il existe f, g€ G tels que S-pol(f, g) S, £0. Alors, G est remplacé
par G1 = G U {r1}. Soit tous les S-polynémes définis dans Gy sont réduits a zéro,
soit ce n’est pas le cas. Dans le premier cas, l'algorithme s’arréte, dans le second,
on itere le processus.

Supposons que cette itération continue infiniment. On obtient la suite de bases de T

suvante

Go=GcGc..cG,c..,

avec Giy1 = Gy U {r;} ou lexistence de f, g€ G tels tels que S-pol(f, g) G, r; # 0

est une condition nécessaire a la continuité de [’algorithme.
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On pose LM(G;) = {LM(g)|ge Gi}, i=0,1,....
Giy1 = Gj U {r;} = LM(r;) n'est divisible par aucun monéme dominant de G;. Donc

LM(r;) ¢ (LM(G;)). On en déduit que la suite d’idéaur monomiaux suivante :
(LM(Gy)) € {LM(Gq)) < ... = (LM(Gy,)) < ...

est strictement croissante et infinie; ce qui est impossible.

Ainsi, la suite (Gy)ien est stationnaire ; d’ou la finitude de ’algorithme de Buchberger.o
De I’algorithme de Buchberger, on déduit le résultat suivant.

Théoréme 1.7. Tout idéal de K[X] admet une base de Grébner finie relativement

a tout ordre monomial.

Exemple I - 3.4. Construisons une base de Grébner de l'idéal T = {G) relativement
a lordre monomial fivé. G = {g1 = X2Y — 1, go = XY? - X}, ¥ < X, <=<x.
Déroulement de [’algorithme
Geomp (3
P —{(g1,82)}
P # & ; on choisit la paire (g1, g2)
Py
S-pol(g1, g2) = Yg1 — Xgp
— XY
= g3 (irréductible)
P« {(g17g3)7 (g27g3)}
G — {g1, 82, 83}
P # & ; on choisit la paire (g1, g3)
P —{(g2,83)}
S-pol(g1, g3) = g1 — XYgs
=xy? -1 X-1-2Y —1 =g, (irréductible)
P —{(g2.83), (81,84), (82,84), (23,84)}
GOMP — {g1, 89,83, 84}
P # & ; on choisit la paire (g2, g3).

P —{(g1,84), (g2,81), (g3,84)}
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S-pol(ga, g3) = g2 — Y2gs
=Y - X B Yo YEY2Z_oY -2,
P # & ; on choisit la paire (g1, 84).
P — {(g2,84), (83,84)}
S-pol(g,gu) =g — X2 =X2 -1 -2 XY -1 Y215 Y1590
P # & ; on choisit la paire (g2, 84).
P —{(g3, 84)}
S-pol(gz, 81) = g2 — XYgy = XY =X =50
P # O ; on choisit la paire (g3, 84).
P—¢g
S-pol(gs, g4) = Ygz — Xgy = X — Y2 525 Y Y2 B,
P = & : La boucle s’arréte.
GomP = {1 = X2Y — 1, go =XY?2 - X, g3=X-Y, g4 =Y — 1} est une base de
Grobner de de T = {g1,g2).

Remarque 1.3. Dorénavant, méme sans aucune précision, toute base de Grébner

commutative considérée est finie.

Il est clair que si G est une base de Grobner d’un idéal Z alors G [ J{f} est une base
de Grobner de Z pour tout f € Z. Ainsi, on peut construire une base de Grobner
avec un 'nombre élevé" d’éléments. On se pose alors la question de savoir si pour
tout idéal donné Z il existe un nombre minimal d’éléments contenus dans chacune
de ses bases de Grobner. La réponse est affirmative et sera donnée par des bases
de Grobner avec des propriétés particulieres. Ces bases de Grobner aux propriétés
particuleres sont classées en deux familles : les bases de Grobner minimales et les
bases de Grobner réduites. Elles fixent leur nombre d’éléments a un entier m bien

défini et se distinguent des bases de Grobner quelconques.

I-3-b Bases de Grobner minimales

Définition I - 3.5. Une base de Grobner G est dite minimale si pour tout g € G,

on a :

1. LC(g) =1;
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2. LM(g) est irréductible modulo G\{g}.

Exemple I - 3.5. G/ = {g] = X + 272, g, =Y?2+2Z — 1} < R[X,Y,Z] est une
base de Grobner minimale relativement a ['ordre <o induit par ['ordre alphabétique
Z <Y < X.

Remarque 1.4. 57 G est une base de Grobner minimale de L alors pour tout g € G,

G\{g} n’est pas une base de Grébner de T.

Proposition I - 3.2. De toute base de Grébner d’un idéal, on peut extraire une

base de Grobner minimale de cet idéal.

Démonstration. Soit Z un idéal et G une base de Grébner de Z. Supposons qu’il
existe g1,82 € G tels que LM(g1) divise LM(g2).

LM(g1) divise LM(go) implique que G\{g1} est une base de Grobner de L. En effet,
st LM(g1) divise LM(gy) alors go est réductible modulo g1 en un polynome gh € T ;
g2 -5 -

gheT = gh - 0. Or, LM(g}) < LM(g). Donc g Glgghy,

Finalement, g5 M. On en déduit que g2 € (G\{ga2}). Dot (G) = (G\{g2}).

En continuant ce processus d’élimination, on obtient (G) = (G\{gs, g3, ..., &t} telle
qu’il n’y ait aucune relation de division entre deux éléments différents de
LM(G\{g2, g3, ---, 8}). En rendant unitaire l’ensemble G\{gs,gs, ..., &}, on obtient

une base de Grébner minimale de T = (G). o

De la preuve précédente, on déduit I'algorithme suivant qui constuit une base de

Grobner minimale a partir d’une base de Grobner donnée.
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Algorithme 3 : Construction de base de Grobner minimale
Entrée : G une base de Grobner de (G)
Sortie : G’ base de Grobner minimale de (G)
G' — &;
Tant que G # ¢ Faire
prendre un g € G vérifiant LM(g) = min(LM(G));
G« G\[f e G | LM(F) € (LM(g))};
¢ — &' Ul e}
Fin

7 Retourner G’

) [y w N =

=]

Exemple I - 3.6. On veut trouver une base de Grobner minimale de l'idéal engen-
dré par lensemble G = {g1 = X?Y — 1, go =XY?-X, g3=X-Y, g4 =Y —1}.
On remrque d’abord que G est une base de Grobner relativement a [’ordre lexicogra-
phique induit par ['ordre alphabétique Y < X. En appliquant 'algorithme a G, on a :
initialisation : G’ «— ¢F

LM(gs) = min(LM(G)) = G < G\{f € G | LM(f) e (LM(g4))} = {gs}

G {a4}

LM(gs) = min(LM(G)) = G < G\{f € G | LM(f) e (LM(g3))} = &

G"— {gs, 85}

Comme G est vide, l'algorithme s’arréte. G' = {g4, g3} est une base de Grobner mi-

nimale de (G).
Proposition I - 3.3. Soient G et G’ des bases de Grébner d’un idéal T de K[X].

1. Si G est minimale alors card(G) < card(G').

2. 51 G et G' sont toutes deux minimales alors card(G) = card(G').
Démonstration. Soient G et G’ deux bases de Grobner minimales d’un idéal Z.
Soit g € G. Alors, il existe (g, X*) € G' x M tel que LM(g) = X“LM(g') (x).
Supposons qu’il existe deux couples (gy, X) et (gh, X*?) qui vérifient la relation
(%) ; c’est a dire LM(g) = X“'LM(g7) = X*2LM(g}).

g # gh = g| — g e I\{0}. Donc, il existe (g1,X") € G x M vérifiant la relation
LM(gj — g5) = XPLM(g1). Or LM(g] — g5) = max{LM(g}), LM(g5)}.

YATMA DIOP 15 UCAD-EDMI



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES BASES DE GROBNER

LM(g;) = X"LM(g1) XX LM(g1)
ou = LM(g) = < ou
LM(g)) = X"LM(g1) XX LM(g1)

LM(g1) divise LM(g) ; ce qui contredit la minimalité de G.
Donc g} = g.
De facon similaire, on montre que pour tout g’ € G, il existe un unique g € G dont

le monome dominant divise celui de g'. Il y a donc une bijection entre G et G'. D’ou

card(G) = card(G’). o

En somme, le cardinal d’une base de Grobner minimale d'un idéal est le plus
petit nombre d’éléments contenu dans une base de Grobner de cet idéal. De plus,

I’existence d'une base de Grobner minimale est prouvée dans ce qui suit.

I-3-c Bases de Grobner réduites
Définition I - 3.6. Une base de Grébner G est dite réduite si pour tout g€ G, on
a:
1. LC(g) =1;
2. g est irréductible modulo G\{g}.
Exemple I-3.7. G = {Y?+ Y, X+ Y + 1} est une base de Grobner réduite de (G)

relativement a <jox avec Z, < X < Y.

On peut remarquer que toute base de Grobner réduite est aussi minimale. Ce-
pendant, s’il est possible qu'un idéal admette plusieurs bases de Grobner minimales,

il n’en est pas ainsi pour les bases de Grobner réduites. On a la propriété suivante.
Propriété 1.1. Tout idéal T K[X] admet une et une seule base de Gribner réduite.

Démonstration.
e Fxistence

Soit T un idéal et G, une base de Grobner minimale de Z.

On pose G' = {NF(g,G\{g}),g e G}. Alors LM(G') = LM(G). Ainsi,

(LM(Z)) = (LM(G)) = (LM(G")). (1)
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Montrons que {(G) = (G').

L’inclusion {(G") < (G) est évidente.

Soit f € (G). Il existe g € G tel que LM(g) divise LM(f). Puisque LM(G’) = LM(G),
il existe g' € G’ tel que LM(g') divise LM(f). On réduit f par g'. On obtient { L1,
De méme 1 € {G) entraine qu’il existe gy € G’ tel que LM(g}) divise LM(f;). Enré-
duisant f; par g, on a f; R fy.

En continuant cette réduction, il se crée la suite strictement décroissante LM(fy) >
LM(fy) > ... > LM(f;) > ... . Comme toute suite strictement décroissante de mo-
nome est stationnaire, il existe un entier m tel que f; = 0 Vi = m. Il s’en suit que
f e (G'). Par suite, {G) = (G"). Donc (G) ={(G") (2)

Les relations (1) et (2) entrainent que G’ est une base de Grobner de (G).

Par construction de G', NF(g', G') = g’ pour tout g’ € G'.

o Unicité

Supposons que I admet deux bases de Grobner réduites distinctes G et G.
Remarquons que toute base de Gréobner réduite est une base de Grobner minimale.
Supposons qu’il existe g € G\G'. Alors, il existe un unique g' € G’ tel que LM(g') =
LM(g).

g#g =g—g #0 et LM(g—g) € Supp(g — LT(g)) U Supp(g' — LT(g)).

21— g e T=IM(g— ) e (LM(G)) = (LM(G)).

Si LM(g — g') € Supp(g — LT(g)) alors Supp(g — LT(g)) [ {LM(G)) # &. Ceci im-
plique qu’il existe un monome de g qui est réductible modulo G. Ainsi, g # NF (g, G\{g}) ;
ce qui est absurde. On en déduit que LM(g — g') ¢ Supp(g — LT(g)).

De méme, LM(g — g) ¢ Supp(g’ — LT(g)). D'oug—g' =0;ieg =g Ainsi, G\G' = .

De fagon analogue, on montre que G'\G = &. Le résultat en découle. o

On dispose également d'une procédure permettant de déterminer I'unique base

de Grobner réduite d’'un idéal.

Exemple I - 3.8. On veut trouver ['unique base de Grobner réduite de ['idéal engen-
dré par Uensemble G = {g1 = XY — 1, g =XY? - X, gz3=X-Y, g4 =Y —1}.
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Algorithme 4 : Construction de base de Grobner réduite
Entrée : G : base de Grobner minimale

Sortie : G’ : I'unique Base de Grébner réduite de (G)
1 G«
2 Tant que G; # G’ Faire
3 Prendre un élément g € G;
4 G1 — Gy u {g};
5 G — G U{NF(g, G~ {g})}

¢ Fin

7 Retourner G’

On a précédemment vu que G' = {g3 = X =Y, g4 =Y — 1} est une base de Grébner
minimale de (G). On peut appliquer l'algorithme précédent a G'. On obtient :

G” = {NF(gs, {g3}), NF(gs, {ea})} = {X -1, Y - 1}.
L’ensemble G” = {X — 1,Y — 1} est l'unique base de Grobner réduite de {G).

II Bases de Grobner non commutatives sur un corps

Les bases de Grobner non commuatatives sont une généralisation des bases de
Grobner commutatives. Comme dans le cas de toute généralisation, des notions
peuvent étre redéfinies et des propriétés peuvent étre perdues. On verra notamment
que la non commutativité entraine la perte partielle de 'unicité du S-polynéme et
la finitude de 'algorithme de Buchberger.

Cette section est articulée de la méme maniere que la précédente et a chaque notion
(algorithme, théoreme,...), on donnera son analogue. Les articles [9, 7, 6, 46, 48] de

T. Mora sont les principales références de cette section.

IT -1 Notations

Etant donnés un corps commutatif K et un alphabet fini X = {X;, Xy, ..., X},
— Tl"anneau K(Xy, Xy, ..., X;,) des polynémes non commuatifs est noté K(X);
— Pensemble {Xj Xj,...Xj,, Xj, € X} des monomes est noté M ;

— pour tout polynéme f, le support de f est noté Supp(f).
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II - 2 Concepts de base

IT - 2-a Degré d’'un monéme et degré d’un polynéme

Définition II - 2.1.
— Soit u; = X, Xj,...X;, € M. L’entier naturel t est appelé degré de u;. On note
t = deg (0;) = deg (X;, Xy,... Xy, ).

— Le degré d’un polynome t est le maximum des degrés de ses monomes.

IT - 2-b Relation de divisibilté entre mondémes

Définition II - 2.2. On dit qu’un mondome u divise un mondme v s’il existe (t,w) €
M x M tel que v = tuw.

IT - 2 - ¢ Ordre monomial

Définition II - 2.3. Un ordre < sur M est appelé ordre monomial si :
— < est total,
— < est un bon ordre;
— < est compatible avec la multiplication ; c’est a dire, pour tous monomes
t,u, v, w,

u<v=tuw < tvw.

Exemple II - 2.1. L’ordre lexicographique gradué défini par

0 < v deg (u) < deg(v)
deg (u) = deg(v) et u <jex v

est un ordre monomzial. Par contre ['ordre lexicographique n’est pas un ordre mono-

mial.

Remarque I1.1. Etant donné un ordre monomial, les définitions et notations de
plus petit multiple commun, monome dominant, coefficient dominant, terme domi-

nant restent les mémes que dans la Section 1.
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IT-2-d Algorithme de réduction

Définition IT - 2.4. Soit f,g € K(X), G < K(X) et ” < 7 un ordre monomial.

o { est dit réductible modulo g (ou g-réductible) s’il existe un triplet (u,v,w) €

dg

~ LC(g)
ot a, # 0 étant le coefficient du monome u dans f, est appelé réduit de f modulo g

Supp(f) x Ml x M tel que u = vLM(g)w. Dans ce cas, le polynome h = f VEW,
et est noté : f -5 h.

Siu = LM(f), on dit que f est top-réductible modulo g et h est appelé le top-
réduit de f modulo g.

e Les notions de réduction modulo un ensemble, de réduction totale restent les mémes

que dans la section 1.

Comme dans la premiere setion, la réduction conduit a ’algorithme suivant.

Algorithme 5 : Réduction Totale
Entrée : (f,G, <)

Sortie : r: irréductible modulo G

11 0

2 Tant que f # 0 Faire

3 Si LM(f) = uLM(g)v, u,ve M, g e G Alors
4 ‘ f—1f— %ugv

5 Sinon

6 r — 1+ LT(f);

7 f—f—LT(f);

8 FinSi

9 Fin

10 Retourner r

Théoreme I1.1. L’algorithme de réduction se termine.

De méme, le théoréme suivant est une conséquence de l'algorithme de réduction

totale.

Théoréme I1.2. Soit G < K(X) et f € K(X). Il eziste (g,r) € (G) x G, tel que
f=g+r.
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Remarque 11.2. La décomposition d’un polynome f sous la forme f =g+r1, ou

(g,1) € (G) x G, n'est pas nécessairement unique.

IT - 3 Bases de Grobner non commutatives sur un corps

IT - 3-a Bases de Grobner non commutatives sur un corps

Définition II - 3.1. Un idéal est dit monomial s’il peut étre engendré par des

monomes.

Définition II - 3.2. Soit G <« K(X), T = {(G) et 7 <7 un ordre monomial. On dit
que G est une base de Grébner de T relativement a < si (LM(G)) = (LM(Z)).

Théoreme I1.3. S G est une base de Grobner alors pour tout polynome f il existe
un unique couple (g,r) € {G) x G, tel que f = g + .
Le polynéme r est appelé forme normale de f modulo G. On noter = NF(f, G, <)

our = NF(f) s%l n’y aucune ambiguité sur l’ensemble G et ’'ordre monomial <.

La notion de composition définie ci-apres joue exactement le méme role que celle
de S-polynome dans K[X]. Plus précisément, les compositions permettent de carac-
tériser les bases de Grobner. Cependant, contrairement au cas des S-polynomes, ni

I’existence ni 'unicité de compositions entre deux polynémes ne sont garanties.

Définition II - 3.3. Soient f et g deux polynomes.

1. 87l existe u,v € M tels que LM(f)u = vLM(g) et deg(LM(f)) > deg(v) (ou
de fagon équivalente deg(LM(f)) + deg(LM(g)) > deg(u) + deg(v)) alors on
appelle composition d’intersection des polynomes f et g relativement a
w = LM(f)u = vLM(g) le polynome %(f)u — Vi~ On le note (f, 2)w-

2. 87l existe u,v € M tels que LM(f) = uLM(g)v alors on appelle composition
d’inclusion des polynomes f et g relativement a w = LM(f) = uLM(g)v, le

polynome %(f) — u%@g)v. Il est également noté (f,g).

Dans les deux cas, l'ensemble des composotions entre f et g est noté Comp(f, g).

Calculées en fonction des mondomes dominants, les compositions dépendent de

I’ordre monomial choisi. Cependant, on a la proporiété suivante.
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Remarque I1.3. Pour toute paire f,g € K(X), on a :
1. Comp(f, f) n’est pas nécessairement égal a {0} ;
2. Comp(f, g) peut étre vide ou admettre plus d’un élément;

3. si Comp(f,g) # & alors LM[(f, g)w]| < LCM[LM(f), LM(g)] pour tout
(f, )w € Comp(f, g).

Exemple II - 3.1.

1. X = {Xy, X9, X3}, Xq > Xy > X3, < : lordre lexicographique gradué, K = Q
f=X1Xo+ X3+ X X3 g=X; + Xy + X3
LM(f) = X, X3, LM(g) = X2
w = X, X3 = LM(f) = X, LM(g)X.
On a alors (f,g)y = f — X1gX3
— XXy - XXX + X0 Xo + X3

est une composition d’inclusion de f et g relativement a w.

2. X = {Xy, Xy, X3}, Xy > Xy > X3, < :Uordre lexicographique gradué, K = Q
f = X2XoX5XoX + XoXs, g = XoXiX3XoX? + X2X,
LM(f) = X2XoX3XoX1, LM(g) = XoX;X3XoX?
Wi = X2XoX5Xo X X3 XoX? = LM(F)X3XoX2 = X2XoX3LM(g)
deg(LM(f)) = 6 > 4 = deg(X2X,X3).
= (f,8)w, = FX3XoX2 — X2XoX3e
— XoX2XoX? — X2XoXEX,
Wy = XoX; X5 XoX3XoX3XoX; = LM(g)X1 XoX5XoX) = XoX; X5XoX, LM(f)
deg(LM(g)) = 6 > 5 = deg(XoX1X3X2X;)
= (g, )y, = eX1XoX5XoX) — XoXi XyXo X f
— X2XZXo XXX — XoX; X3XoX; XoX;
Wy = XoX; X3XoX2XoX5Xo X, = LM(g)XoX3XoX) = XoX; X3XoLM(f)
deg(LM(g)) = 6 > 4 = deg(X2X1X3X)
= (g, )y, = gXoX5XoX) — XX X5 Xof
— XZX2Xp XX — XoX 1 X3X2X;
Wi = X2XoX5XoX2XoX5XoX; = LM(£)X, XoX5XoX) = X2XoX5XoLM(f)
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deg(LM(f)) =6 > 5deg(X1X2X3X2X1)
= (f, f)w4 = fX1X2X3X2X1 - X%Xngng
— XXX XoX35Xo X — XX, X5X3X5

Le théoreme suivant est 1’équivalent du critere de Buchberger.

Théoréme 11.4 (Lemme de composition). Soient G < K(X) et < un ordre mono-

mial. Les assertions suitvantes sont équivalentes.
1. G est une base de Grobner {(G).

2. Toutes les compositions définies dans G sont réduites a zéro modulo G.
Démonstration. Voir [7]

Exemple II - 3.2. Considérons 'ordre alphabétique Xy > Xy > X3 et ['ordre lexi-
cographique gradué.

Alors, G = {g; = X3X3 + XoXj, g9 = X3 — X3, g3 = X2X3 + Xo X X3, g4 = X3X;3 — X3X3}
est une base de Grébner de T = (G).

En effet, les compositions possibles dans G sont les suivantes :

(g1,g2)w1, (g47g2)W27 (g3,g4)w5, (gQ g2)w4; (g27g2)w5 ou

wy = LM(g1) X3 = X{LM(gs) = XiX3,
ws = LM(g4)X2 = X2LM(g5) = X2X3,
wy = LM(g3)X3 = X%LM(g;L) = X2X2X3,
wy = LM(g2)X3 = X3LM(g2) =

W5 = LM(gg)Xg = X%LM(gQ) =

® (gh g2)W1 = glxg — X%gZ
= XIX3 + XpX X2 — X2X3 + XIX3
= XIX32 + XX X2 55 X2X2 4 XX X2 — g3 = 0.

o (81,82)w, = 84X3 — X3
— X2X3 — X5X2X2 - X2X3 + X4
= X5 — X3X5X3 = 1y
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fi 55 X5 — X3X3X2 + X3g4X3 = yXi — X2X2X; = f
f 55 X3 — X3X3X5 + X3gy = X3 — X3X3X; + X3X3X; — X3X3 = X - X§X3 =13
fy 520 X3 — X3X2 + ¢,X2 = X4 — X3X3 + X3X2 - X4 = 0.

* (23,81)w, = 23X3 — Xigy
— X2X2X5 4 XoXi X3 — X2X2X5 + X2X4X2
— X2XX2 4 XX, X3 = Iy
hy -5 X%X;),X% + X2X1X§’ — glxg = X2X1X§ — X2X1X§ = hy
hy 25 XoX X3 — XoX X2 — XoXugs = XoXi X3 — XoX X2 — XoX, X3 4+ XoX, X2 = 0.

* (22,82)w, = 22X3 — X382
= X§ — X%Xg — Xél + XgX%
= XgX% — X%Xg = P1
p1 -2 X3X2 — X2X5 + g4 = X5X2 — X2X5 + X2X5 — X3X2 = 0.

o (22, 82)w; = 82X5 — X3

X3 - X3X2 - X 4 X2

= X5X3 - X3X5 =
q 55 X2X3Z — X3X2 4 g4X3 = X2X3 — X3X3X3 = X2X3 — X5X3X3 = qq
Qo 5 X2X2 — X3X2X; + Xagy = X2XZ — X3X2X5 + X5X2X;3 — X2X2 = 0.

Toutes les compositions sont réduites a zéro modulo G.
Proposition II - 3.1. Tout idéal Z K[X] admet une base Grébner (finie ou non).

L’idéal lui-méme est une base de Grobner. De plus, il existe une version non
commutative de l'algorithme de Buchberger. Cependant, 'existence d’une partie
génératrice finie (Théoreme de la base de Hilbert) n’est pas toujours garantie. Ainsi,
pour pouvoir utiliser cet algorithme, on se restreint aux idéaux admettant au moins
une partie génératrice finie. Egalement, on verra avec un exemple classique, que
I’'existence d’une partie génératrice finie n’entraine pas forcément l’existence d’une

base de Grobner finie. Autrement dit, ’algorithme de Buchberger ne se termine pas
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toujours dans l'anneau K(X) des polyndémes non commutatifs.

Algorithme 6 : Algorithme de Buchberger
Entrée : (G ={gi,....,8m}, <)
Sortie : G®™P
1 GO — G
2 Tant que il existe une nouvelle composition ¢ dans G“°™P Faire
3 Si Réduction(c, G®™P, <) # 0 Alors
4 ‘ G — G™P y {Réduction(c, G®™P, <)};
5 Fin

6 Retourner Ge¢m™p

Exemple II - 3.3. Soit G = {g; = Z3XZ + Y?X, gy = YZXZ + X*Y}.
Déterminons une base de Grébner de l'idéal T = (G) pour ['ordre lexicographique
gradué induit par . <Y < X.
Déroulement de [’algorithme :
Geomp (3
Premiere itération :
w1 = YZXZ3XZ = LM(gz) = YZXLM(g1)
(22, 81)w, = 222°XZ — YZXg,
= (YZXZ + X2Y)7*X7Z — YZX(Z*XZ + Y*X)
= X2YZ2 X7 — YZXY?X (irréductible modulo G™P)
GemP « foy gy g3 = X?YZ?XZ — YZXY?X}

Deuxieme itération :
wy = Z3XZ3XZ = LM(g1)Z*XZ = Z3XLM(g;), deg(LM(gy)) = 5 > deg (Z3X) = 4
(g1, 81)w, = 212°X7Z — Z°Xg,
— (Z3XZ + Y?X)Z?XZ — Z3X(Z°XZ + Y?X)
= Y2X72X7Z — 73XY?X (irréductible modulo G<™)
GemP « Loy gy g3, gy = Y2XZ2XZ — Z3XY?X}
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Troisieme itération :
w3 = X?YZ2XZ3X7Z = LM(g3)Z*X7Z = X?*YZ*XLM(g1),
deg(LM(g3)) = 7 > deg(X?YZ?) =5
(85, 81)w, = 857°X7 — X2YZ?Xg,
= (X2YZ*XZ — YZXY?X)7*XZ — X*YZ(Z3XZ + Y?X)
= —YZXY?XZ?XZ — X2YZ2XY?X &% —YZXZ*XY?X — X2YZ2XY?2X-5

Quatrieme itération :
wy = Y2XZ2XZ3X7Z = LM(g4)Z*XZ = Y?XZ?>XLM(g1)
deg(LM(g4)) =7 > deg(Y*XZ?) =5
(84, 81)w, = 81Z*XZ — Y*XZ*Xg;
= (Y?XZ*X7Z — 73XY?X)Z?X7Z — Y*X7*X(Z*XZ + Y?X)
= —Z3XY2XZ*XZ — Y?XZ2XY?X &5 —Z3XZ3XY?*X — Y2XZ2XY2X-25 0
G™MP n’admet aucune nouvelle composition : la boucle s arréte.

Sortie : GMP = {g1, g9, g3, g4} est une base de Grobner (g1,g2).

Exemple II - 3.4. On considére 'ensemble G = {g; = XYX — YX} et un ordre
monomial quelconque.

Déroulement de [’algorithme :

Geomp (3

Premiere itération :

wy = LM(g1)YX = XYLM(g1)), deg(LM(g1)) =3 > 2 = deg(XY)
(g1,81)w, = 21 YX — XYg; = ~YXYX 4+ XY2X &5 XY2X — Y2X = gy.
G — {g1, g2}

Deuzxieme itération :

w2 = LM(g1)Y?X = XYLM(gs)), deg(LM(g1)) =3 > 2 = deg(XY)
(21,82)w, = 21Y?X — XYgy = —YXY?X + XY3X 25 XY3X — Y3X = gs.
GO — {g1, 29, 83}

Troisieme itération :

ws = LM(g;)Y?X = XYLM(g3)), deg(LM(g1)) =3 > 2 = deg(XY)

(81, 88)w, = 81Y?X — XYgg = —YXY?X + XYV*X £ XYIX - YIX = g,.
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GO — {g17 g2, g3, g4}
On constate que g1 est toujours composable avec I’élément g, = XY"X — Y"X généré
lors de litération précédente.

eme gtération, on a toujours :

De plus, a lan
(81, 8n)w, = 81Y"X — XVYg, = —=YXY"X + XY X 55 XY X — YoHIX = g
On en déduit que la boucle ne s’arréte jamais. Ainsi, la base de Grobner en construc-

tion est infinie.

L’existence d’idéaux n’admettant aucune base de Grobner finie est la principale

différence entre lecas commutatif et le cas non commuatif.

IT - 3-b Bases de Grobner réduites et bases de Grobner minimales

Les définitions et propriétés des notions de bases de Grobner minimales et bases

de Grobner réduites restent inchangées par rapport a la Section 1.

III Bases de Grobner sur un anneau

Dans cette section, on généralise a nouveau la notion de base de Grobner en
remplacant le corps K par un anneau A. Ainsi, la plupart des concepts de base
(degré, ordre monomial, plus petit commun multiple,...) restent les mémes que celles
des sections précédentes. On introduit la divisibilité entre termes qui généralise celle
définie entre monomes. Puis, on reprend la notion de réduction. Dans cette section,
R désigne I'anneau :

— A[X] = A[ X, X5, ..., X,,] si la multiplication entre monémes est commutative ;
— A<X> = A<X1, XQ, ceey Xn> sinon.

IIT - 1 Concepts de base

Définition III - 1.1.
— Les notions de degré, de divisibilité entre monomes restent les mémes que celles

des sections précédentes.
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— Soient (o, ) € A x A, (u,v) € M x M. Le terme au divise le terme (v si
a divise B dans A et u divise v dans M ; c’est a dire s’il existe un terme
(v,w) € A x M tel que 5 = ya et v = wu.

— Un polynome { est dit réductible modulo un polynome g si un terme de f est
divisible par le terme dominant de g.

Si le terme dominant de f est divisible par celui de g, on dit que f est top-
réductible modulo g.
Les définitions de réduction modulo un ensemble et de réduction totale restent

inchangées.

Dans ce qui suit, on donne la version non commutative de I’algorithme de réduc-

tion totale.

Algorithme 7 : Réduction totale
Entrée : (f,G, <)

Sortie : r: irréductible modulo G

11« 0

2 Tant que f # 0 Faire

3 Si LT(f) = auLT(g)v, u,ve M, a € A, g € G Alors
4 ‘ f —f—augv

5 Sinon

6 r — 1+ LT(f);

7 f —f—LT(f);

8 FinSi

9 Fin

10 Retourner r
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IIT - 2 Bases de Grobner sur un anneau

Le théoreme de caractérisation des bases de Grobner (critere de Buchberger ou
lemme de composition) s’énonce différemment selon les spécificités des anneaux.
Dans certains anneaux, on trouve des éléments dont aucun ne divise l'autre. C’est
par exemple le cas de 'anneau Z dans lequel 2 ne divise pas 3 et 3 non plus ne divise
pas 2. Dans d’autres anneaux, on trouve des diviseurs de zéro qui nécessitent une
attention et un traitement particuliers. C’est ’exemple de 6% ou 2x3 = 0. Sur chaque
type d’anneau, on donne des définitions équivalentes des notions de S-polynome
et composition suivant les particularités. Alors, pour contourner le probleme, les
chercheurs ont introduit de nouvelles classifications aux bases de Grobner sur les

anneaux : les bases de Grobner fortes et les bases de Grobner faibles.

Définition III - 2.1. Soit G une base de Grobner d’un idéal T de A[X], ot A est

un anneau.
1. G est une base de Grébner faible si (LT(G)) = (LT(Z)).

2. G est une base de Grobner forte si le terme dominant de tout élément de T est

divisible par celui d’un élément de G.

Remarque III.1.

— Toute base de Grobner forte est faible.

— 51 A est un corps alors toute base de Gréobner faible est forte. Cect est la raison
pour laquelle dans le cas des corps on parle tout simplement de bases de Grob-
ner (sans aucune distiction). Cependant, il n’est pas nécessaire que [’anneau
de base soit un corps pour qu’il y ait équivalence entre base de Gréobner forte
et base de Grobner faible. Les bases de Grobner sur les anneauz de valuation

en sont des exemples. On les étudiera en détails dans le Chapitre 3.

Définition III - 2.2. Un anneau A est dit de valuation si pour tous a,b € A, a

divise b ou b divise a.

Exemple III - 2.1. Pour tout nombre premier p et tout entier naturel n, l’anneau

7

7 est un anneau de valuation.

quotient
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Proposition III - 2.1. 57 A est un anneau de valuation alors toute base de Gribner
faible est forte.

Dans tout le reste de cette section, R = A[X], oi A est un anneau de

valuation.

Définition III - 2.3.
1. On suppose que R est commutatif. Sotentf, g € R et X7 = LCM(LM(f), LM(g)).
Le S-polynome de f et g est défini par :

S — pol(t, g) = {L%f ~ Yol i i LC(e) divise LO(E)
el LC Y - .
LC((%) Ll\)/([(f)f - Lfﬁ(g)g stnon

2. On suppose que R est non nécessairement commutatif. Soient f,g € R.

(a) S’il existe u,v € M tels que LM(f)u = vLM(g) et deg(LM(f)) > deg(v)
alors la composition d’intersection des polynomes t et g relativement
a w = LM(f)u = vLM(g) est définie par :

fu — L—()Ug si LC(g) divise LC(f)
O(f, g)w = { o

Iﬂg(( ))fu — Vg stnon

(b) S’il existe u,v € M tels que LM(f) = uLM(g)v alors la composition d’in-
clusion des polynomes t et g relativement a w = LM(f) = uLM(g)v est

donnée par :

f— # si LC(g) divise LC(f)
O(fa g)w = { LC(g) LC(g)ugv

Lot )f —ugv sinon

L’exemple suivant montre que dans le cas d’un anneau de valuation admettant
des diviseurs de zéro, les S-polynémes (ou de compositions) ne suffisent pas a eux

seuls pour caractériser les bases de Grobner.

Exemple IIT - 2.2. On donne G = {g; = 4X% + 2,80 = 2X + 3} < SZZ[X] et un

ordre monomial quelconque.
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S-pol(g1,g) = g1 — 2Xgy = 4X% +2 —4X? - 6X = —6X +2 = 2X + 2 -2 0.
OrLT(2g1) = 4 ¢ (2X) = (LT(G)). On en déduit que G n’est pas une base de grébner

meéme si ['unique S-polynome défini dans G est réduit a zéro modulo G.
D’ou la nécessité d’introduire une nouvelle notion.

Définition III - 2.4. Soit f € R\{0}. On définit :
1. a-poll(f) = aif avec (a;) = Ann(LC(f))
a-pol'(f) = a-pol(a-pol1(f)) = a;(a-pol 1 (f)) ou (a;) = Ann(LC(a-pol'*(f)).
2. A-pol(f) = {a-poli(f)}
(G)

3. A-pol(G) = UA—pol(f)
feG

Une caractérisation des bases de Grobner est obtenue en rajoutant les a-polynémes

aux S-polynomes.

Théoréme III.1 (Critere de Buchberger/Lemme de composition).

1. On suppose que R est commutatif. Alors, un sous-ensemble G est une base de
Grobner de (G) si et seulement si tous les S-polyndmes et tous les a-polynomes

sont réduits a zéro modulo G.

2. On suppose que R n’est pas commutatif. Alors, un sous-ensemble G est une
base de Grobner (G) si et seulement si toutes les compositions et tous les

a-polynémes sont réduits a zéro modulo G.

Dans le Chapitre 3, on verra une preuve du théoreme précédent et une version

de I'algorithme de Buchberger adaptée aux anneaux de valuation noethériens.
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Chapitre 2

Sur la finitude des bases de Grobner non

commutatives sur un corps

L'idéal J = (XYX — YX) de 'anneau non commutatif K(X,Y) des polynomes
a coefficients dans un corps K et a indéterminées dans {X, Y} n’admet aucune base
de Grobner finie relativement a un ordre monomial. En effet, pour tout entier n, le
polynéme f, = XY"X — Y"X € J et son mondéme dominant LM(f,) = XY"X n’est
divisible par aucun monoéme dominant d’un autre polynéme de 7. Ainsi, toute base
de Grobner de J doit contenir f,,. Il s’en suit que toute base de Grobner de J est
infinie. Se pose alors la question de distinguer les idéaux non commutatifs ayant des
bases de Grobner finies de ceux n’en qui ont aucune.

L’expérience a montré que les bases de Grobner non commutatives sont générale-
ment infinies ; d’ou la problématique de leur utilisation pratique dans la résolution de
problemes tels que le probleme de I'appartenance d’un polynéme a un idéal. De plus,
il n’est pas montré que l'existence d’une base de Grobner finie pour un idéal non
commutatif quelconque est un probleme de décision. Autrement dit, il n’existe pas de
criteres généraux permettant de dire si un idéal quelconque donné admet ou non une
base de Grobner finie. Egalement, dans la littérature, les papiers traitant les bases
de Grobner non commutatives finies sont rares. Dans 'article [27] publié en 1998, D.
Eisenbud, I. Peeva et B. Strumfels ont prouvé I'existence de bases de Grobner non
commutatives finies relativement a un ordre monomial spécifique pour des idéaux

particuliers. Leur preuve est basée sur des applications entre les anneaux non com-
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mutatifs et commutatifs de polynémes. Plus précisément, ils ont construit un homo-
morphisme surjectif v de 'anneau non nécessairement commutatif K(Xy, Xs, ..., X;,)
vers 'anneau commutatif K[x;,Xo,...,x,]| et ont montré que pour tout idéal Z de
K[x1,x2,...,xa], idéal J = v 1(Z) de K(Xy, Xy, ...,X,) admet une base de Grob-
ner finie. Nous avons travaillé sur la réciproque de leur résultat. Nous avons alors
montré que sous certaines conditions, tout idéal J de K(Xj, Xo, ..., X;;) admettant
une base de Grobner finie s’écrit sous la forme J = vy 1(Z) ou Z est un idéal de
K[x1, X2, ..., Xy]. Ce travail a fait I'objet du papier [24] "Diop Y., Sow D. On finite
noncommutative Grébner bases. Algebra Colloquium 27 : 3(2020) 381 — 388".
Ce chapitre est un exposé de ces deux travaux. Dans la premiere section, nous pré-
sentons le travail de Eisenbud de fagon détaillée et dans la seconde, nous donnerons
notre contribution a I’étude des bases de Grobner non commutatives finies. Toute-
fois, signalons que nos notations different de celles de [27].

Dans tout le Chapitre, X = {Xy, Xy, ..., X,,} et x = {x1,X9, ..., x5} sont deux al-
phabets finis. K(X) et K[x] désignent respectivement ’anneau des polyndémes non
commutatif a indéterminées dans X et I’anneau des polynomes commutatif a indé-

terminées dans x et a coefficients dans le corps commutatif K.

I Construction d’idéaux non commutatifs admettant des

bases de Grobner finies

Rappelons que la problématique est celle de la classification des idéaux non com-
muatifs en deux classes :

— ceux admettant des bases de Grobner finies ;

— ceux n’admettant pas de base de Grobner finie.
Plus précisément, on s’intéresse a la question suivante : existe-t-il des criteres de
caractérisation des idéaux de K(X) admettant des bases de Grobner finies ?
Une réponse partielle a cette question est donnée par Eisenbud, Peeva et Strumfels
dans [27]. En effet, en construisant un homomorphisme surjectif v : K(X) — K][x],
ils ont prouvé que pour tout idéal Z de K[x], I'idéal J = v 1(Z) de K(X) admet
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une base de Grobner finie relativement a un ordre monomial spécifique.

I1-1 Préliminaires

Les applications v et § construites ci-apres jouent un réle prépondérant dans la

suite. La plupart des preuves font appel a elles.

Proposition I - 1.1. Soient X = {Xy, Xy, ..., Xy} et x = {x1, X9, ..., Xy} deux alpha-
bets totalement ordonnés. Soient K(X) = K(Xy, Xy, ..., X, et K[x] = K[x1, X2, ...Xy]
respectivement [’anneau non commutatif et ['anneau commutatif des ploynomes a n
indéterminées et a coefficients dans K. Les appliacations suivantes sont bien définies.
— v K(X) — K[x] qui remplace X; par x; ;
— 0 K[x] — KX qui remplace x; par X; (les indéterminées étant dans [’ordre

croissant).

Exemple I - 1.1. y(XYYXZ) = x?y?z,

YYXZ - XYZ+YZ+X—-1)=xyz—xyz+yz+x—1=yz+x—1
XY si x <y

o(xy) = .
YX sty <X

Proposition I - 1.2.
1. v est un homomorphisme surjectif.
2. 0 est injectif.
Démonstration. La preuve est triviale.
Proposition I - 1.3. Soit T un idéal de K[x] et 7 = v 1(Z) = {f € K(X),~(f) € Z}.
Alors :
1. J est un idéal de K(X).
2. K(X)/T ~ K[x]|/Z.

Démonstration.

1. On sait bien que ['image réciproque d’un idéal par un homorphisme d’anneaux

est ausst un idéal.
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2. Soit v : K(X) — K[x]/Z
fr—=h).
v est surjectif et ker(v') = J. Il s’en suit que K(X)/J ~ K|[x]/Z.

]

Proposition I - 1.4. Soit < un ordre monomial sur K[x]. L’ordre « sur K(X)
défini par
7(u) <y(v)
u<ve ou
y(u) =v(v) et u <jex V

est un ordre monomial appelé extension lexicographique de <.

Démonstration. On doit montrer que ['ordre < est total, est un bon ordre et est
compatible avec la multiplication.

Il est clair que < est un ordre total.

Soient u,v,w,t € M tels que u « v. Montrons que wut < wvt.

Siy(u) < y(v) alors y(w)y(uw)y(t) < v(w)y(v)y(t). Ainsi y(wut) < y(wvt). D’ou
wut € wvt.

Sinon y(u) = ¥(v) et u <y V. Il s’en suit que wut <je wvt. Dot wut € wvt.
Dans tous les cas wut « wvt.

Montrons que toute suite strictement décroissante de monomes dans K(X) est sta-
tionnaire.

Soit (u;)ier une suite strictement décroissante de monomes dans K(X).

On définit sur A = {w, i€ 1} la relation d’équivalence suivante :

u ~ e y(w) = ().

La classe d’équivalence de tout u € A est notée Cl(u).

Soit (vj)iesct la suite strictement décroissante des représentants de classe et B = {vj,j € J}.
Alors, la restriction yg de vy dans B est injective. Ainsi card(B) = card({v(v;),j € J}.
Or la suite (77(v;))jes est strictement décroissante dans K[x]. Donc elle est station-
naire. D’ou card(B) est fini.

Siu et v sont dans la méme classe alors deg (u) = deg (v) et card(Cl(u)) < (deg (u))!
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est fini.

Il s’en suit que A est une réunion finie d’ensembles finis. D’ou card(A) < co. D

Exemple I - 1.2. L’extension lexicographique de l’ordre lezicographique sur K[x]

est l'ordre <oy défini sur K(X) par

V(1) <iex Y(v)
U Kex V ST ou
Y(u) = 7(v) et u <pex v
Siu=XZY,v=XZ217, w=XYZeK(X) et X>Y >7Z alors :
1) v(u) = y(XZY) = xyz et v(v) = v(XZZZ) = xz>.
Comme x >y >z alors ¥(v) <jex 7(1). Donc v <jex U.

2) v(w) = v(XYZ) = xyz = y(u). Comme X >Y > 7 alors u Kjex W.

Exemple I - 1.3. L’extension lexicographique de [’ordre lexicographique gradué sur
K[x] est l'ordre <gnex défini sur K(X) par

W(U) <grlex 7(V>
U Lgrlex V St ou

() = (V) et u <ex v
Siu=XZY,v=XZ227,w=XYZeK(X) et X>Y >7Z alors :
1) v(u) = y(XZY) = xyz et v(v) = v(XZZZ) = xz>.
deg(y(u)) = 3 < deg(y(v)) = 4. Donc 1 Kgex V.
2) v(w) = v(XYZ) = xyz = y(u). Comme X >Y > 7 alors u Kjex W.

L’objectif est maintenant de montrer que tout idéal J de K(X) s’exprimant sous
la forme J = v 1(Z), Z étant un idéal de K[x], admet une base de Grobner finie
relativement a toute extension lexicographique d’un ordre monomial sur K|[x].

Le résultat suivant est un préliminaire a la caractérisation des éléments de 1’idéal

monomial de 7.

Proposition I - 1.5. Soient u = X; Xj,...X;,, v = X, Xj,...Xj, € M tels que v < u et
y(u) = v(v). Alors il existe k € [1,t — 1] tel que X;, > X, ;.
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Démonstration. Soient u = Xj, Xj,..X;,, v = Xj Xj,...X;, € M tels que v<u et

() = y(v).

Supposons que pour tout k € [1,t — 1] on a Xj, < X

ik = Mgyr-
v&uetyu) =v(v) = v < u. Ainsi, il existe 1 € [1,t — 1] tel que
Xi1 = X XiQ = Xj . Xil = le et Xj < X

J1 1+1 fj41-

y() = (V) = 7K, X)) = (KX
= Jk e [l +2,t] tel que X;,,, = X
= Xj., = X, s ce qui est absurde.

Donc il existe k € [1,t — 1] tel que X;, > X

29 -

> X

i & My

Igg1e =

Définition I - 1.1. On appelle commutateur tout polynome du type X;X; — X;X;,

ou X, Xj € X. L'ensemble des commutateurs est noté Com.

Proposition I - 1.6. Soient T un idéal de K[x] et J = v YI), < un ordre mono-
mial sur K[x] et « son extension lexicographique, u = X;, Xj,...X;, € M.

Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. ue (LM (7).
2. y(u) e (LM(Z)) ou il existek e [1,t — 1] : X;, > X

Icy1e

Démonstration.

1)=2):

Siue LM (T)) alors il existe des monomes v et w et f = aLM(f) + >, asfi € J
tels que u = vLM(f)w.

LM(y(f)) = v(LM(f)) ou il existe ip € [1,n] : ~(LM(f)) = v(f;) = ... = ~(fy,) et
a+ 3" o =0.

Dans le premier cas :

u = vLM(f)w = ~(u) =
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feJ=~({)eZ

= LM(y(f)) € (LM(Z))

= 7(u) € (LM(Z))
Dans le deuzieme cas :
Posons LM(f) = X;, Xj,...X, .
Comme fi, « fi,_1 < ... « f; < LM(f) et v(LM(f)) = v(f1) = ... = ~(f;,) alors d’apres
la Proposition I - 1.5, il existe k € [1,t — 1] tel que X;, > X, ,,. D’ou le résultat.
2)=1):

Notons que Com < J car pour tout (i,j), XiX; — X;X; < v 1(0) « v 1(T).

Ainsi, pour tousi,j € [1,n] tel que X; < X, on a X;X; = LM(X;Xj — X;X;) € (LM« (J)).
D’apreés ce qui précéde, s’il existek € [1,t — 1] tel que X;, > X, alorsu e (LM (J)).
Siy(u) € (LM (Z)) et X;, < X, Vke [1,t — 1] alors u = 6(y(u)) € (LM« (J)). ©

L’ensemble défini ci-dessous joue un role important dans la suite.

Notations I.1. Soit £ un idéal monomial de K[x] et m = xi,%;,...x;, € L. On note
Ug(m) = {uek[xjs1,....xj—1] "M : ul ¢ Let u ¢ L}
17 1r
Exemple I - 1.4. Soit £ = (xyz,y>) avec x <y < z.
Alors : Up(xyz) = {uekly] :uyz ¢ L, uxy ¢ L} = {1,y}
Ue(y?) = {1}
Définition I - 1.2.
1. Un monome m d’un idéal T de K[x] est dit générateur minimal de T si % ¢ T
pour tout u diviseur de m, u # 1.
2. Un monome m = X;, Xy,...X;, d’un idéal J de K(X) est dit générateur minimal
de j St Xig"'Xit ¢ j, Xi1"'Xit—1 ¢ j
Exemple I - 1.5.
1. y%z et xy sont des générateurs minimauz de l’idéal monomial (xy,x%y,y?z) de
K[x,v,z| mais x*y ne lest pas.

2. X7, 7X, Y7 et YZZX sont des générateurs minimaux de [’idéal monomial
(XYZ,XZ,7ZX,YZ,YZ7ZX) de K(X,Y,Z) mais XYZ ne l’est pas.
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Il est bien connu qu’un idéal non commutatif admet une base de Grobner finie si et
seulement si son idéal monomial admet une partie génératrice minimale finie. Ainsi,
suivant 1’objetif fixé, on doit caractériser la finitude de ’ensemble des générateurs
minimaux de tout idéal J non commutatif s’exprimant sous la forme J = v 1(T),

ou Z est un idéal commutatif. On a :

Proposition I - 1.7. Soient Z un idéal de K[x|, J = v Y(T), < un ordre monomial
sur K[x] et « son extension lexicographique. Soient m un générateur minimal de

(LM< (Z)) et u un monome de K(X). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. §(um) est un générateur minimal de (LM (T));
2. ue U<LM<(I)>(m)~

Démonstration. Fcrivons : m = Xj,Xj,...X, et U = Xj,Xj,...Xj, avecXj < Xj,, et x5 < Xj,,-
1) = 2): Sixj, < x, alorsd(um) = (5(Xj1)(5(%m). Il s’en suit que 5(% m) ¢ (LM (J))
car d(um) est minimal. Doncx;, > xi,. De méme, x;, < xi,. Doncu € k[xi, 41, ..., Xi,—1].
Si 0(um) est un générateur minimal de (LM (J)) alors

S(um) = 8(x; )6 (u) = S(us)d(xy).

Xil Xj

Il s’en suit que 5(11%) ¢ (LM (J)) et 5(11%) ¢ (LM (T)).
Par conséquent, u% ¢ (LM.(Z)) et ugh ¢ (LM<(Z)). D’otiw e Ugpn_(z)y(m).
2)=1):
Siue Upn a)y(m) = ut ¢ (LML (Z)) et ug ¢ (LM (Z))
= 0(uy) ¢ (LM« (J)) et d(ur) ¢ (LM (T))
= 45 A7) ot 48 £ QML)
= " ¢ (LM () et g™ ¢ (LM (). :

T
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I -2 Bases de Grobner non commutatives finies

Les concepts et résultats de la section précédente permettent de construire une
partie génératrice de I'idéal monomial de tout idéal s’exprimant sous la forme
J =~"1(Z). Le théoréme suivant est un résultat fondamental qui découle de ce qui

précede.

Théoréme 1.1. Si J = v YZ) et «, lextension leziographique de < alors l’en-
semble
{Xin, 1> J} U {5(111’11)’ m e <LM< (I)>, ue U<LM<(Z)>(m)}

est une partie génératrice de (LM (T)).

Démonstration. On pose A = {X;X;| i > j} et

B = {0(um)| m € (LM(Z)), ue Ugn_(z)(m)}. Soitf e (LM (T)). Alorsf = f;+1;
avec fi = Y cywy ot wi = wy,...wy, est tel qu’il existe j € [1,1 — 1] tel que wy > Wy,
et fo = > Bjvi ot vj = vj,...vj, est tel que vj, < vj,... < Vj..

Alors f1 s’écrit sous la forme f; = > ayuigivi ot g € A et vy, v; sont des mondomes
de K(X). D’ou f € (A).

Soit t un générateur minimal de v; dans (LM (J)). Alors, il existe v/, v" des mo-
nomes de K(X) tels que v; = v'tv".

vi = 6(7(vy)) = 0(y(v"))(y(t))o(y(v")) = v'o(um)v” ot m est un générateur mini-
mal de (t) dans (LM (Z)).

t = d(um) étant minimal alors u € Uyn_(z)y(m). 11 s’en suit que vvj e (B). D’ou
fo € (B). On en déduit que f =f; + f, € (A U B). 0

Du théoréme précédent, découle 'un des résultats les plus importants de cette
section. En effet, il nous permet d’obtenir une méthode de construction d’une base
de Grobner minimale de tout idéal non commutatif J qui s’écrit J = v~ }(Z) pour

un idéal commutatif 7.

Corollaire 1.1. Soit J = v 1(Z) et « lextension lezicographique de <. Soit G une

base de Grobner minimale de I relativement a < alors

T = {XiX; — XX 1>, X0, X; ¢ (LML (D)} U {8(uf)] £ € G, ue Uz (LM(D))}
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est une base de Grobner minimale de J relativement a «.

Démonstration. Soit J = v (L) et « lextension leziographique de <. Soit G une
base de Grobner minimale de I relativement a <. D’apres le Théoreme 1.1. et la

propositon I.1.7.,
{(XiXj| i>j, X;, X5 ¢ (LM(Z))} u{0(uLM.(f))| f € G, ue Ugn_(z)(LM(f))}

est une partie génératrice minimale de (LM (J)). 1l s’en suit que pour tout g € J,
il existe a,be M, he T tels que LM(g) = aLM(h)b (7).

Soit g e J et g’ = Réduction Totale(g, Com).

Alors g € {0(uf)| £ € G, ue Uny_ (LM< (f))}. D'ou g e {T) (i).

(7) et (i1) impliquent que T est une base de Grébner de J relativement d <. o

Dans tout le reste de ce Chapitre, T désigne une base de Grobner obtenue a partir
de la méthode donnée par le Corollaire I.1.

Pour tout idéal commutatif Z, on dispose dorénavant d’un outil de construction
d’'une base de Grobner de v~ 1(Z). Cependant, la base de Grébner calculée avec la
méthode précédemment indiquée n’est pas forcément finie.

Sachant que {X;X; — X;Xj| i > j, X, Xj ¢ (LM (Z))} est fini alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes

1. {Xin — Xin| 1> j, Xi,Xj ¢ <LM<(I>>} ) {(5(Uf)‘ fe G, ue U<LM<(I)>(LM<(f))}

est fini.

2. {6(uf)] f € G, ue Umn ) (LM<(f))} est fini.

3. U (z)y (LM< (f)) est fini pour tout f € G.

Ainsi, on va chercher des conditions de finitude des sous-ensembles Upi_ 7y, (LM< (f))
pour obtenir une base de Grobner finie. Pour cela, on introduit la notion de Borel
fixe qui nous donnera des conditions suffisantes.

On a d’abord la définition suivante.

Définition I - 2.1. Soit p un nombre premier. a = > . a;p' et b = >.. bip' deuz entiers
naturels exprimés dans la base p. On dit que a <, b si a; < b; Vi. <, est un ordre

partiel sur les entiers naturels.
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Exemple I - 2.1.

1. 10 <9 15 car :
15=1x22+1x22+1x24+1x2Y ¢t
10=1x2+0x22+1x24+0x20

2. 10 et 15 ne sont pas comparables sous <3 car :
15=1x32+2x3"+0x3" et
10=1x3"+0x3"+1x3°

Définition I - 2.2.
— Un idéal monomial T est dit 0-Borel fize si ij% € 1 pour tout générateur m de
Z, tout x; diviseur de m et xj; < Xj.
— Soit p un nombre premier. Un idéal monomial est dit p-Borel fixe si la condi-
tion suivante est satisfaite : pour tout monéme m générateur de I, si x;" divise

m et x;"*! ne divise pas m alors (2)’m € I pour tout xj < x; et s <, t.

Exemple I - 2.2.

1. L’idéal monomial T = (x,y) de K[x,y]| est 0-Borel fize et p-Borel fixe pour

tout nombre premier p.

2. Lidéal T = (x*y,y3), v < x, est 2-Borel fize et non 0-Borel fize. En effet, x'y
est divisible par x* et non par x> et 0 et 4 sont les seuls entiers inférieurs a 4
suivant Uordre <5. Or (¥)'x'y = x'y e T et (Y)x'y = y° € T.

Par contre, ¥x'y = x*y* ¢ T
Remarque 1.1. Aucun idéal monomial principal n’est 0-Borel fize ou p-Borel fixe

pour un nombre premier p.

Dans ce qui suit, on montre qu’il suffit que (LM (Z)) soit 0-Borel fixe ou p-Borel
fixe pour que la finitude de U7y, (LM<(f)), ot G est une base de Grébner de 7

et f € G, soit garantie.

Proposition I - 2.1. Si (LM.(Z)) est 0-Borel fize alors Umni_(1)ym) = {1} pour

tout monome m générateur de L.
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Démonstration. Supposons que (LML (Z)) est 0-Borel fize. Soit m = x;,X;,...Xj, un
générateur de I et u € Uy () (m).

Siu # 1 alorsu = xy,X,..X5, € k[Xi 41, .., xi,1] etud™ ¢ (LM<(Z)), u ¢ (LML (Z)).
Or, pour toutl € [1;k], x;, < x;.. Doncu* = XLanli e (LM_(Z)); ce q;u' est absurde.

1r

On en déduit que u = 1. o

Proposition I - 2.2. Soit p un nombre premier. Si (LM (Z)) est p-Borel fize alors
pour tout monome m générateur de (LM (Z)), Uiai_(z)y(m) contient un nombre fini

d’éléments.

Démonstration. Supposons que (LM_(Z)) est p-Borel fize. Soit m = x;,X;,...Xj, un
générateur de T et t = deg,,(x;) le degré partiel de l'indéterminée x;. dans m.

Soit u = xj,Xj,...%5, € Ui (z)y(m). Alors, ut ¢ (LM (Z)).

Soit x; < x;,. 91 deg,(x;) =t alors ug- = ;xfl(;fl)tm e (LM.(Z)); ce qui est ab-
surde. D’ou deg,(x;j) <t pour tout x; < Xir.J

Commeu € k[xj, (1, ...,%i,_1] alors on peut I'écrire sous la forme :u = x; 5'xp 150 x("7!
avec oy < t Vie [iy + 1;i, — 1]. Ainsi, deg(u) =k <t x (i, —i; — 1).

Par suite,
tx (ir—il—l)

card(Uqazp(m)) < >, (h—i1—1)° <o
s=1
O

Remarque 1.2. On peut remarquer que les conditions données dans la Proposition
I- 2.1 et dans la Proposition I - 2.2 sont suffisantes mais non nécessaires. En effet,
lidéal monomial T = {(xyz,v®) de K[x,y,z] nest ni 0-Borel fize ni p-Borel fize pour
un nombre premier p et pourtant Ugn_ 1)y (xyz) = {1,y,¥°} et Unnzp(v?) = {1}

sont bien finis.

Alors, on reprend le Corollaire 1.1 en y rajoutant ces nouvelles conditions. Cela

donne :

Corollaire 1.2. Soient J = v }Z) et «, l'extension lexiographique de < et G une
base de Grébner minimale de I relativement a <. St (LML (Z)) est 0-Borel fixe ou

p-Borel fixe pour un nombre premier p alors

(XX — XX 1> J, X3, X ¢ (LML (D)} o {B(uf)]| £ € G, ue Upar (LM< (£))}
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est une base de Grobner minimale finie de J relativement a <.

Exemple I - 2.3.

1. On considére l'idéal T = (x — 1,y — 1) de K[x,y], x > y. Son idéal monomial
(LM<(Z)) est 0-Borel fixe pour tout ordre monomial < sur K[x,y].
Donc {6(x—1), 6(y— 1)} ={X =1, Y — 1} est une base de Grobner mini-
male de l'idéal J = v 1(I) relativement d toute extension lexicographique de

tout ordre monomial sur K[x,y].

2. Une base de Grobner minimale de lidéal T = (x'y + 2x2,y% + y?| relativement
a lordre lexicographique induit pary < x est G = {y® + y?,x%y + x2, x* — 2x?}.
De plus, (LM_(Z)) = (y*,x%y,x) est 2-Borel fize et

Uiy (y?) = Uaa @) (%) = U@y (xh) = {1}.

Ainsi, une base de Grébner minimale de 'idéal J = v 1(I) relativement a [ ex-

tension lexicographique de ’ordre lexicographique est T = {Y3 +Y? YX? + X2 X! — 2]

3. On considére un ordre monomial <, otz <y < x, sur K[x,y,z] et € son ez-
tension lexicographique sur K(X,Y,Z).
L’idéal monomial T = {f; = xtyz? £y = y°2% f3 = y20. £, = x*23 f5 = y¥23 f5 = 27)
est 2-Borel fize. On a : Ugn_ ) (LM<(f)) = {1,y,y% ¥} et pour tout i €
{2,3,4,5,6}, Uz (LM< (f;)) = {1}. Ainsi, une base de Grébner de l'idéal
J =~"1Z) est
T = {XY - YX,XZ — ZX,YZ — ZY, Z2YX*, 22Y2X", 22Y3X4, Z2Y*X4, 72Y7,

75V, 73X, 73Y4, 77}
La question revient alors de savoir a quelles conditions un idéal monomial est-il

0-Borel fixe ou p-Borel fixe pour un nombre premier p. La encore, ¢’est une réponse

partielle qui existe.

Théoreme 1.2 (Galligo-Bayer-Stillman). Si K est de caractéristique zéro alors apreés
un changement linéaire d’indéterminées, (LM~ (Z)) est p-Borel fize pour tout p pre-

mier ou nul et tout ordre monomial <.

En somme, on conclut que :
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Corollaire 1.3. Si K est de caractéristique zéro alors tout idéal J = v () de K(X)
admet une base de Grobner finie relativement a toute extension lexicographique d’un

ordre monomial sur K[x].

Dans les exemples précédents, ni le corps de base K ni sa caractéristique ne sont
spécifiés. En effet, ces exemples marchent indépendamment du corps. Par contre,
dans [27], il est montré que si K est de caractéristique p non nulle et Z < K[x, y, z],
I'idéal principal engendré par le produit des formes linéaires, £ = ((x,v,2)*)P! < k[x,y, z],
la p-ieme puissance de Frobenius du cube de I'idéal maximal en trois indéterminées,
alors les idéaux non commutatifs v~ 1(Z) et v !(£) n’admettent aucune base de
Grobner finie.

Dans toute la suite de ce chapitre, le corps K considéré est de caracté-

ristique nulle.

IT Caractérisation d’idéaux non commutatifs admettant une

base de Grobner finie

Dans la premiere section, on a montré que tout idéal J de K(X) s’exprimant
sous la forme J =y 1(Z), T étant un idéal de K[x], admet une base de Grébner
finie. La question naturelle est alors de savoir si tout idéal J de K(X) admettant
une base de Grobner finie relativement a une extension lexicographique d’'un ordre
monomial sur K[x| s’écrit nécessairement de la forme J = vy~ }(Z) pour un idéal Z
de K[x].

Il est clair que la réponse n’est pas nécessairement affirmative. Une condition néces-
saire a cela est que l'idéal J contienne tous les commutateurs.

Dans toute la suite, tout idéal J de K(X) considéré contient tous les commutateurs.
Remarquons d’abord que la réponse a la question posée est affirmative pour I'exemple

suivant.

Exemple II - 0.1. On considére l'idéal J de K(X) engendré par
T = {ZX — XZ,ZY — YZ,YX — XY} U {XYZ — Y, XZ — 1,XY?Z — Y2, Y?)
avec X <Y < Z.
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T est une base de Grobner minimale de J relativement a tout ordre monomial
sur K(X). En appliquant la procédure de construction décrite dans [27] a l'idéal T
engendré par {xz — 1,y%}, on obtient :

T ={ZX - XZ,ZY —YZ,YX — XY} U{XYZ - Y,XZ — 1,XY?Z — Y2, Y3}.

En remarquant que T' =T, on conclut que J = v Y(I). Donc, pour cet exemple, la

réponse est affirmative.

Nous allons montrer que pour tout idéal J de K(X) contenant les commutateurs
et admettant une base de Grobner finie, il existe un idéal Z de K[x] tel que
J =~1D).

Nous adoptons la démarche suivante :

— nous allons d’abord énumérer deux propriétés caractéristiques de la base de
Grobner construite avec la méthode décrite par le Corollaire 1.1 ;

— puis, nous allons montrer que tout idéal 7 de K(X) contenant les commu-
tateurs et admettant une base de Grobner finie ayant ces deux propriétés
s’exprime sous la forme J = v~ 1(Z), pour un idéal Z de K[x];

— enfin, on prouvera que si J contient tous les commutateurs, de toute base
de Grobner finie, on peut extraire une base de Grobner finie ayant ces deux
propriétés.

De facon générale, si la réponse est affirmative; c’est a dire s’il existe un idéal 7
de K[x] tel que J = v !(Z) alors Z admet une base de Grébner minimale & partir
de laquelle on peut retrouver une base de Grobner T' de J par la méthode donnée
au Corollaire I.1.

Notre question est donc équivalente a la suivante : existe-t-il une base de Grobner
minimale G d'un idéal Z vérifiant :

T = {XiXj — XjXj | 1> ], x5, x5 ¢ (LM (Z))} u {o(uf) | f € G,ue Ugn_(z)(LM(f))}?
Ci-dessous, nous énumérons deux propriétés Py et Py satisfaites par la base de Grob-

ner minimale T construite avec la méthode proposée dans [27].

1. Py : Soit gy e T. Si g; n'est pas un commutateur alors les indéterminées de

chaque monome de g; sont dans I’ordre croissant.

2. Py : Soit g; € T\Com tel que LM _(7(g;)) est un générateur minimal de (LM (~(T)))
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et u; un monoéme de K[x]. Il existe g; € T tel que LM (y(g;)) = wyLM=(7v(gi))
si et seulement si uj € U<LM<(7(T))>(LM< (’}/(gl)))

Dans ce qui suit, on prouve que la réponse a la question posée est positive si 1’idéal
J contient tous les commutateurs et admet une base de Groébner finie ayant les
propriétés Py et Ps.

Sous I’hypothese que J contient tous les commutateurs, nous prouvons d’abord le

résultat suivant.

Proposition II - 0.1. Soit J un idéal de K(X) admettant une base de Grébner
finie. St J contient tous les commutateurs alors J admet une base de Griobner finie

vérifiant la propriété Py.

Démonstration. Soit T une base Grébner finie de J et T = Réduction Totale(T, Com, «)
T’ est obtenu en réduisant totalement chaque élément de T par les commutateurs.

Alors, on montre que J = (T) = {T" U Com).

o 7 < (T'u Com):

Soit f € J. alors f s’écrit sous la forme : f = Zpitiqi, pi,q € KX, t; e T.

1
Par une réduction totale de t; par les commutateurs, on a :

b= Z Piej (XX — XiXi )i + i, Pryjs dij € KX), 1;€ T’
k.,j

f = Zpl ZPkJ XkX X Xk)qu + rl)qh Pi, di € K<X> tieT.

— Z D Z P (XX — XX )i + Z pitiq; € (Com) + (T") = (Com U T’
k.j

Donc j - <C0m v TH.

e L’autre inclusion est triviale puisque Com < J et T < J.

Ainst J = (Com u T").

e Nous devons maintenant prouver que Com u T/ est une base de Grobner de J .
Soit f € J. Alors, il existe g; € T tel que LM (g;) divise LM ().

Soit r; = Réduction Totale(g;, Com, «).

LM (gi) # LM«(r;) si et seulement si LM (X X) — XiXy) divise LM(g;) pour un

commutateur X X; — X1 Xxk.
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Dans chaque cas, le monome dominant d’un élément de Com u T divise LM (f).

En rendant minimale Com u T', on obtient une base de Gréobner
{Xin — Xin ‘ 1> j, Xi, Xj ¢ <LM<(I)>} u T satz’sfaz'sant Pl. O

Dans ce qui suit, on montre qu’a partir d'un idéal J de K(X) admettant une
base de Grobner finie, on peut construire un sous-ensmeble G de K[x] qui est une

base de Grébner de I'idéal Z qu'’il engendre tel que J = v 1(Z).

Proposition II - 0.2. Soit J un idéal de K(X) contenant tous les commutateurs
et admettant une base de Grébner finie T qui vérifie la propriété Py relativement a
une extension lexicographique d’un ordre monomial sur K[x].

On définit 'ensemble R = {g e T | LM< (v(g)) est minimal dans LM_(y(T))}.
L’ensemble G = {v(g) | g € R} est une base de Grébner minimale relativement a

Uordre sur K[x]| dont on a considéré ['extension lexicographique sur K(X).

Démonstration. Soit Z = (G) et f € Z. Alors { s’exprime f = Z hiy(gi).

1
L’application v étant surjective, alors il existe p;,q; € K[x] tel que hy = ~(p;) et
1= y(q)-
Ainsi f = Z’Y p1 g1 Ch 27 plglql =7 Eplgl%

D’ou [’ ea:zstence dun ge J tel que f = ~(g). En réduisant totalement ce g par les
commutateurs, on a : g = Zpk(Xin — X;Xij)qk + 1 ot aucun monome de r n’est
1,k
divisible par le monome dominant d’un commutateur.
Done, f = ~v(g) = v(r). De méme, r = g — Z pr(XiX; — X;Xi)qx € J. Ainsi, il existe
ijk
g; tel que LM (r) = wLM_(g;)vi. Puisque les indéterminées de chaque mondme de

r sont dans l’ordre croissant, on a :
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avec gi; €tant le représentant du sous-ensemble contenant g;.
Finalement, LM (f) = v(uw)y(w)y(LM<(g;;))v(vi) est divisible par le monome domi-
nant d’un élément de G. On en conclut que G est une base de Grébner de T = (G).

De plus, G est minimal. D

L’ensemble R des représentants de 7' joue un réle important dans la suite du

travail. Il permet d’obtenir un idéal Z < K|[x]| dont I'image réciproque par 7 est
l'idéal J < K(X) engendré par T

Proposition II - 0.3. Soit J un idéal de K(X) contenant tous les commutateurs
et admettant une base de Grobner finie T, qui vérifie la propriété Py, relativement a
Uextension lexicographique d’un ordre monomial sur K[x], R l’ensemble des repré-
sentants de T, G = {v(g) | g€ R} et T = v(J). Alors T = v HI) et G est une

base de Grobner minimale de L.

Démonstration.

I=9T)= T <y HZ) (ir). Notons que T =v(J) = 7((T)) = (1(T)) =<G).
Soit J' = ~v~HT). Alors, il existe une base de Grébner minimale T de J' vérifiant

T = {XIXJ — XJXI ’ 1> j,Xi,Xj ¢ <LM<(I)>} U {5(Uf) ‘ fe G,u € U<LM<(I)><LM<(f))}

Soit h € T"\Com. Alors h = d(uf), f € G et ue Uy (in<(f)).
feG=3dgeR < T tel que f = ~(g). Alors h = §(uy(g)).

Donc ~(h) = uy(g) € (y(T)). Ainsi, h = (y(h)) € 6((y(T))) = (T).
Il s’en suit que {T") < (T) (is).
(11) et (i2) impliquent que J = J'. o

Le résultat suivant découle assez naturellement de la Proposition 11 - 0.3.

Théoréme II.1. Soient K un corps, K(X) et K|[x]|, respectivement, l’'anneau non

commutatif et l’anneau commutatif des polynomes a indéterminées dans X = {Xq, Xo, ....

respectivement, dans x = {x1,Xg,....,Xn}. Soit J un idéal de K(X). Si J contient
tous les commutateurs et admet une base de Grébner finie alors il existe un idéal T
de K[x] tel que J =~y HT).

De ce théoreme, on déduit :
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Remarque I1.1. Tout idéal J de K(X) contenant les commutateurs et admettant

une base de Grobner finie admet une base de Grobner vérifiant Ps.

En combinant le théoreme précédent et le Théoréme 2.1 dans [27], on obtient le

résultat final suivant.

Théoréeme I1.2. Soit J un idéal de K(X) contenant tous les commutateurs et <
extension lexicographique d’un ordre monomial sur K[x]. Alors J admet une base

de Grobner finie relativement a4 < si et seulement s’il existe un idéal T de K[x] tel
que T = v7(T).

Ce chapitre donne une caractérisation complete de la classe des idéaux non com-
mutatifs contenant tous les commutateurs et admettant une base de Grobner finie.
Par le Théoreme I1.2, on sait qu’un idéal [J appartenant a cette classe s’écrit né-
cessairement J = v 1(Z) ot Z est un idéal de K|[x]. Egalement, si J = v~ (Z) alors
une base de Grobner de chacun des deux idéaux peut étre déterminée a partir d’une
base de Grobner de l'autre.

Néanmoins, du travail reste a faire dans la caractérisation des idéaux non commu-

tatifs ayant des bases de Gréobner finies.

1. Tout d’abord, dans le Théoréeme I1.2, il est bien précisé que le corps de base K
est de caractéristique nulle ; K est infini. Il reste donc a trouver les criteres de
finitude des bases de Grober des idéaux s’exprimant sous la forme J = 7*1(1)
pour un idéal Z commutatif au cas ou K est fini. Résoudre ce probléeme pourrait
permettre de généraliser le travail présenté dans ce chapitre. Cela est d’autant
plus important que dans les applications pratiques notamment en cryptologie
et en théorie des codes, les corps finis sont plus présents que les corps infi-
nis. Et pour espérer utiliser convenablement les idéaux non commutatifs dans
ces domaines, on doit préalablement s’assurer de la finitude des algorithmes
utilisés, en particulier de I’algorithme de Buchberger. Autrement dit, on doit

s’assurer de l’existence d’une base de Grobner finie.

2. On sait également qu’il existe des idéaux non commutatifs admettant des bases

de Grobner finies mais ne s’exprimant pas sous la forme J = v }(Z) pour un
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idéal Z commutatif. C’est donc un challenge de passer de la classe des idéaux
étudiés dans ce chapitre a une autre classe la contenant et ainsi de suite afin
de trouver les criteres de reconnaissance de I'existence d’une base de Grobner

finie d’un idéal non commutatif.

3. Du point de vue mathématique, généraliser (adapter) le travail deja accompli

aux anneaux (remplacer le corps K par un anneau) peut étre intéressant.
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Chapitre 3

Bases de Grobner-Shirshov sur un

anneau de valution noethérien

Dans ce chapitre, nous présentons une généralisation des bases de Grobner por-

tant a la fois sur la structure algébrique des coefficients et sur celle des monomes :
1. ensemble des coefficients est un anneau de valuation noté V;
2. I'ensemble des monomes est un semi-anneau au lieu d’un monoide (voir [9]).

Ce travail a fait ’'objet du papier [23] présenté lors de la "troisieéme rencontre maroco-
andalouse sur les algebres et leurs applications" qui s’est tenue a Chefchaouen du 12
au 14 avril 2018.
Le chapitre est organisé comme suit :
— dans la section 1, on donne les notions et notations qu’on utlisera dans la
suite ;
— dans la section 2, on définit les bases de Grobner-Shirshov sur un anneau de
valuation puis on les caractérise en donnant et prouvant le lemme de Compo-

sition correspondant.

I Concepts de base

Dans cette section, on donne les notions de base nécessaires a la définition et a la
caractérisatoin des bases de Grobner. Cette section contient également les notations

qu’on utlisera dans les parties suivantes. Se réferer a [9] pour plus de détails.
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CHAPITRE 3. BASES DE GROBNER-SHIRSHOV SUR UN ANNEAU DE VALUTION
NOETHERIEN

I-1 Anneau de valuation

La définition d’anneau de valuation est donnée a la page 29. Dans le cas des bases
de Grobner sur un anneau de valuation V, on verra comment la relation de division
garantie entre deux éléments non nuls permet de contourner certaines difficultés liées

aux coeflicients.

I-2 Semi-anneau des monomes

Proposition I - 2.1. Soit X = {Xy, Xo, ..., Xy} un alphabet, Ml = {X;, Xj,... X, X; € X},
Rig{X) = {ujougo...ou,u; € M}, ou o est une loi de composition vérifiant

u; o uj = uj o w; pour tout 1,].
1. (Rig(X), o) est un monoide commutatif d’élément neutre noté 6.

2. On étend la concaténation sur M da une opération ”.” sur Rig{X) qui est dis-
tributive a gauche et a droite par rapport a o. Alors, (Rig(X), ., 0) est un semi-
anneau. On ['appelle le semi-anneau libre engendré par M et on le note sim-

plement par Rig(X).

Définition I - 2.1. Soit V un anneau de valuation et VRig(X) le V-semimodule
ayant pour base Rig{X) et pour produits multilinéaires w € {., o} étendus par linéa-
rité de Rig{X) a VRig(X).

Nous appelons respectivement mondéme et polynome tout élément u de Rig(X) et tout
élément f de VRig(X). Tout idéal de VRig(X) est appelé un Q-idéal ou Q = {.,o}.
Un monodome u s’exprime sous la forme u = 1u;0uUp0...0 Uy 0U Uj = Uy, Uj,... 15, € ML
Pour tout monéme u = uj ouy o ... oug € Rig(X), lentier naturel t sera appelé lon-
gueur de u relativement a o. On notera |ulo = t. Siw = uj pour tout i,j € [1,t] alors
U=1,0Uy0...0u sera noté u = with o w = uy. Par convention u = 0 si et seule-
ment si t = 0.

Un polynome t s’exprime :

f = 2 aug, o5 € V) u; € Rig(X)

i=1
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Exemple I - 2.1. On donne X = {x,y,z}, Rig(X) = (M, +,0), V = 8%.

Alors xoxz, zxyoxzoyxozoy, yBl, z¥lyzl?le 7 sont des monomes et

f=2xoxz+zxyoxzoyxozoy+ 3yPBl + zl¥lyzl?le 4 37 est un polynome.

I -3 Ordre admissible et ordre monomial

Définition I - 3.1. Un ordre total sur M est dit admissible s’il est compatible avec

la multiplication ; c’est a dire si pour u,v,w,t € M, u < v implique que wut < wvt.
Exemple I - 3.1. L’ordre du degré lexicographique défini par

deg(u) < deg(v)
u<v<e < ou
deg(u) = deg(v) et u <jex v

est un ordre admissible sur M.

Remarque 1.1. Si un ordre admissile est fixé sur M alors tout élément u € Rig(X)
s’exprime de fagcon unique sous la forme u =ujouso...ouy, ouu; € M et u; < ujqq

pour touti=1,...,1—1.
Définition I - 3.2. Un ordre < sur Rig{X) est dit monomial si :
1. il est un ordre total;

2. 1l est un bon ordre ;

3. il est compatible avec la structure du semi-anneau, c’est a dire si pour tout
u,v,w € Rig(X), t',w eM, on a :

uow<vow
u<v=

t'aw’ < t'vw’

Exemple T - 3.2. Soit u=ujouso..ou, € Rig(X) avec u; < ujy1, on définit
vect(u) par vect(u) = (ug,ug, ..., uy). Pour comparer deur mondémes u et v lexico-
graphiquement, on compare vect(u) et vect(v) lexicographiquement en utilisant un

ordre admissible sur M.
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L’ordre de la longueur lexicographique défini par

ufo < [vlo
u<pyv<s < ou

lulo = [v]o et u <jex v
est un ordre monomial sur Rig(X).

Un ordre monomial étant fixé sur VRig(X), les notions et notations de monoéme
dominant, coefficient dominant et terme dominant restent identiques a celles des

chapitres précédents.

Exemple I - 3.3. On donne V = 8%, f =4dyyozyzxozyyx +2zoxy+yox+1e
VRig{X). Considérons l’ordre de la longueur lexicographique sur Rig(X).

Alors : LM(f) = yy o zyzx o zyyx, LC(f) = 4, LT(f) = 4yy o zyzx o zyyx.

Définition I - 3.3. Soient u = Wi o W9 0 ... 0 Wy, O 41 O ... O Uy,

V = W] 0W90..0WpyOVpi O...0Vy deux monomes tels que u; # vy pour tout

(i,j) e [m+ 1,n] x [m+ 1,t]. Alorsd = Wi 0 Wo 0 ... 0 Wy © Uy 41 © ... © Uy O Vi1 O ... O Vi
et W = Wi 0 Wy O ... 0 Wy, sont respectivement appelés plus petit commun multiple et
plus grand commun diviseur de u et v relativement a o. On les notera d = LCM,(u, v)

et w = geds(u, v).

Exemple I - 3.4. Siu=x*oyzozxyoy etv=xo0yzoz? oyxozxoyBl alors
LCM, (u,v) = xI** 0 yz 0 zxy 0 2l 0 yx 0 zx 0 y3k

= uozPkoyxozxoyl?e
= voxBlogxy

gedo(u, v) =xoyoyz.

Proposition 1 - 3.1. Soit < un ordre monomial sur Rig{X). Alors pour tout
u,v,w € RigX), on a :
I.uow=uov=v=w.

2. nuov=0=u=v=0240.

Démonstration. Soient < un ordre monomial sur Rig{X), u,v,w € Rig(X).
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1. Supposons que uov =uow.
Comme < est un ordre monomial il est total. Donc, st v # w alors v < w ou
w < v. De plus < est compatible avec la structure du semi-anneau.
Ainsi, si v < w alorsuov < uow. Finalement, si v <w alorsuov # uow;

ce qui est absurde. Donc, uov=uow =V =W.

2.5 u#0 et v£0 alors 0 <u et 0 <v. Ainsi, 6 =0oc0 <uov. Donc, si
uov=~H0alorsu=460 ouv=_~0.

Siu =10 alorsv=uov=40. De méme, si v=20 alorsu = 0.

I-4 Algorithme de réduction

Définition I-4.1. Soitf = aym; + agmy + ... + aymy, o € V,m; € Rig(X), g € VRig(X)
et G < VRig(X).
1. On dira que f est réductible modulo g s’il existe i € [1,n], a,b € M, u e Rig(X)
tels que cym; = callT(g)b ou. Dans ce cas, le polynome h = f — aagb ou est
appelé un réduit de f modulo g. On note f —%>h ou h = Red(f, g).

Sinon, t est dit irréductible modulo g.

2. On dira que f est top-réductible modulo g s’il existe a,b € M, u € Rig(X) tels
que LT (f) = aalLT(g)b o u. Dans ce cas Red(f,g) est noté TopRed(f, g).

3. On étend cette réduction a une réduction d’un polynome modulo un ensemble
de polynomes. Le polynome f est dit réductible modulo G s’il existe un polynome
g e G tel que f soit réductible modulo g.

4. On dira que f est totalement réduit a ¢ modulo G s’il une séquence de réduc-
tions : f S f G, fo... f,1 BER f, =g, ou g est irréductible modulo G. On
note TotRed(f, G) = g. Le polynome t est irréductible modulo G si TotRed(f, G) = f.

L’algorithme suivant permet de réduire totalement un polynoéme f modulo un

ensemble G relativement a un ordre monomial fixé sur Rig(X).

Proposition I - 4.1. L’algorithme de réduction se termine.
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Algorithme 8 : Réduction Totale
Entrée : (f,G, <)

Sortie : r: irréductible modulo G

11«0

2 Tant que f # 0 Faire

3 Si LT(f) = calT(g)bou, g€ G, ue Rig{X) Alors
4 ‘ f«—1f—aagbou

5 Sinon

6 r — 1+ LT(f);

7 L f—f—LT(f);

8 return r

La preuve de cette proposition est analogue a celle du Théoreme 1.1.

Exemple I - 4.1. On donne V = %, f =4yyozyzxozyyx +2zoxy+yox+1¢€
VRig(X),

G ={g =2zxoyx +3x0y,g =bzyoy+yol, g3 =xy+2} c VRig{X). On veut
réduire f par G en utilisant l'ordre de la longueur lezicographique sur Rig(X).
Premaiére étape ; initialisation : r := 0

LT(f) = 4yy o zyzx o zyyx = 2zyLT(g1) o yy. Donc f est réductible par g; et on a :
fELf =f— 2zygioyy = 2zyxozyyoyy +yox 4+ 2zoxy + 1

LT(f;) = 2zyx o zyy o yy = 2LT(g2)y o zyx. Donc f; est réductible par go et on a :
fi 25 f, = f; — 2gyyozyx = 6yoyyozyx +yox 4+ 2zoxy + 1

LT(fy) = 6y o yy o zyx qui n’est divisible par aucun LT(g;) pour tout i€ {1,2,3}.
Doncr:=6yoyyozyx et f3=1f, — LT(f) =yox+2zoxy+ 1

LT(f3) = y ox qui n’est divisible par aucun LT(g;) pour toutie {1,2,3}.
Doncr:=6yoyyozyx+yox etfy =13 —LT(f3) =2zoxy+1

LT(fy) = 2zoxy = 2z0 LT (g3). Donc fy est réductible modulo g3 et on a :

f, 25 fy = f, —2z0g3=4z01+1

LT(f5) = 4z o 1 qui n’est divisible par aucun LT(g;) pour toutie {1,2,3}.
Doncr:=6yyoyozyx +4zol et fsg =15 — LT(f5) =1

LT(fs) = 1 qui n’est divisible par aucun LT(g;) pour tout i€ {1,2,3}.
Doncr:=6yyoyozyx +4zol+ 1 et f; = fsg — LT(fs) = 0.
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Alors, l'algorithme s’ arréte.

r:=6yyoyozyx +4zol+1 est un réduit f modulo G.

II Bases de Grobner-Shirshov sur un anneau de valuation

noethérien

IT - 1 Bases de Grobner fortes et bases de Grobner faibles

L’absence de relation de division entre deux éléments quelconques non nuls dans
certains anneaux entraine la définition de deux types de bases de Grobner sur les

anneaux : les bases de Grobner fortes et les bases de Grobner faibles.

Définition IT - 1.1. Soit V un anneau, G < VRig{X), T lidéal de VRig(X)

2

engendré par G et 7 <7 un ordre monomial sur Rig(X).

1. G est une base de Grébner-Shirshov faible (Weak-GS) de T relativement a <
si (LT(G)) = (LT(Z)).

2. G est une base de Grébner-Shirshov forte (Strong-GS) de T relativement a
< si pour tout f € T il existe g€ G, a,be M, u € Rig{X), a € V tels que
LT(f) = aaLlT(g)b o u.

Exemple II - 1.1.

1. 51 G est un ensemble de termes alors G est une base de Grobner-Shirshov forte

relativement a tout ordre monomial.

2.G={g =2z0oxoxyoy+3xo0zol, g2:3xozol}§%Rig<X> est une base

de Grobner-Shirshov forte de (G relativement da [’ordre de la longueur lexico-
graphique.

Soit G' = {g] = g1 — g2, g2}. On peut facilement vérifier que {(G) = (G’) et
LT(G) = LT(G). Puisque G’ est une base de Grobner-Shirshov forte, pour
tout f e (G) il existe g’ € G', a,be M, ueRig(X), aeV tel que LT(f) =
aallT(g")b ou. De facon équivalente, il existe g € G, a,b € M, ue Rig(X), a €
V tel que LT (f) = callT(g)b o u.

YATMA DIOP 58 UCAD-EDMI



CHAPITRE 3. BASES DE GROBNER-SHIRSHOV SUR UN ANNEAU DE VALUTION
NOETHERIEN

Proposition II - 1.1. Soit V un anneau et VRig{X) l'anneau des polynomes a
coefficients dans V. Alors

1. toute base de Grobner-Shirshov forte VRig(X ) est faible de;

2. 51 V est un anneau de valuation alors toute base de Gréobner-Shirshov faible

est aussi forte.

Démonstration.

1. Soit G une base de Gribner-Shirshov forte et f € Z. Alors il existe g € G,
a,b e M, ue Rig(X) tels que LT(f) = cal.t(g)b o u. Ainsi LT(f) € (LT(G)).
Donce (LT(Z)) < (LT(G)). Il s’en suit que (LT(Z)) = (LT(G)).

2. Soit V un anneau de valuation, G une base de Grobner-Shirshov faible et f € T.
Comme f €T, on a LT(f) € LT(Z) < (LT(Z)) = (LT(G)).

Ainsi - LT(f) = > oy LT(gi)bij o iy, oy € V,agg, bij € M ugj € Rig(X), g € G.

L]
Il est possible de choisir l'expression de LT(f) de telle sorte que

ai ;LM (gi)bij o uj; = LM(f) pour tout (i,j).
Soit (ip, jo) tel que

LM(f) = aj, j, LM(gi, )biy,j, © igj, = aijLM(gi)bi; o uyj

i9,jo
et LC(g;,) divise LC(g;) V(i,j). Ainsi, pour tout i il existe B; € V tel que
LC(g) = BiLC(gy,). 1l s’en suit que :

LT(f) = Z ozi,jai,jLT(gi)biJ O Uj;
L
= > s LC(g)ai LM(gi)bij o
L]
= > i BLC (g, )as LM (gi)bi o ui
L]
- Z &i7j51LC(gio)aioJoLM(gio)bioJo © Uip,jo
L
= (D] a8, 4, LT (81 )bi o © Wiy
Lj
- aaio,joLT(gio)bio,jo © Ui, jo with o = 2 Odi’jﬁi

1]
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Donc, G est une base de Grobner-Shirshov forte.

]

Remarque 11.1. Sachant que tout anneau noethérien est de chaine finie, on peut

se réferer a []9] pour une autre démonstration de la proposition précédente.

II - 2 Caractérisation des bases de Grobner-Shirshov sur un anneau de

valuation

Dans la suite, V désigne toujours un anneau de valuation. Ainsi, base de Grébner-
Shirshov forte et base de Grobner faible sont identiques. La notion de composition
est tres importante pour la théorie des bases de Grobner. Elle permet de vérifier si
un ensemble donné de polyndémes est une base de Grobner relativement a un ordre
monomial fixé ou non. Dans ce qui suit, on la définit dans les cas commutatif et non
commutatif tenant compte du semi-anneau (ensemble des mondémes) et un anneau

de valuation (ensemble des coefficients).

Définition ITI - 2.1.

1. Cas commutatif : on suppose que VRig{X) est un semi-anneau commutatif.
Soient f, g € VRig(X), a,c e M. [l existe u,v € Rig{X) tels que :
LCM,(aLM(f), cLM(g)) = aLM(f) o u = cLM(g) o v. Le polynome

af ou — %cg ov si LC(g) divise LC(f)

O(f,g,a,c,u,v) = {LC( )

LC()afou—Cgov stnon

est appelé composition de f et g relativement a w = LCM,(aLM(f), cLM(g)).

2. Cas non commutatif : on suppose que VRig(X) est un semi-anneau non com-
mutatif.
Soient f,g € VRig{X), a,b,c,d € M. Il existe u,v € Rig(X) tels que :
LCM,(aLM(f)b, cLM(g)d) = aLM(f)b o u = cLM(g)d o v. Le polynéme
atbou — %ng ov si LC(g) divise LC(f)

O(f, g, a, b7 C, d7 u, V) - {LC

Tl 8afbou — cgd o v sinon
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est appelé composition de f et g relativement a w = LCM,(aLM(f)b, cLM(g)d).
L’ensemble de toutes les compositions entre f et g est noté O(f,g) et O(G)

[’ensemble de toutes les compositions définies dans G.

Remarque II1.2.
1. Pour tout f,g € VRig(X), O(f,g) # &.

2. Soit f,g € VRig(X) tel que LM(f) = LM(g). Alors O(f,g,1,1,1,1,0,0) €
O(f,g). On Uappelle composition simple de f et g et on la note (7)(f, g).

3. La définition que nous avons donnée généralise celle donnée dans [9, p.5, def
3.1]. Par exemple, dans le cas non commutatif, il suffit de prendre respective-
ment (a,d) = (1,1) et (a,b) = (1, 1) pour obtenir la composition d’intersection
et la composition d’inclusion telles que dans [9]. Cependant, dans [9], les au-
teurs considerent uniquement les compositions qui vérifient
|ILCM,(aLM(f)b, cLM(g)d)|, < |aLM(f)b|s + |cLM(g)d|.

Cette restriction est die au fait que l’ensemble de coefficients considéré dans [9]
est un corps. Ainsi, si |[LCM,(aLM(f)b, cLM(g)d)|, = [aLM(f)b|, +|cLM(g)d|,
ou de facon équivalente, ged,(aLM(f)b, cLM(g)d) = 6 alors O(f, g,a,b,c,d, u,v)
est toujours réduit a zéro modulo {f,g}. En général, tel n'est pas le cas dans

un anneau de valuation.

Exemple II - 2.1.

On donnef = 5yzozxoxol+2xyoz+zol,g=2xyoyozol+3xozole %Rig@@
et l'ordre de la longueur lexicographique. On suppose que VRig(X) n’est pas commu-
tatif. Alors LM(f) = yzozxoxol, LM(g) =xyoyozol.

1. On donne (a,b,c,d) = (xy,z, 1,xz).
LCM, (xyLM(f)z, LM(g)xz) = Xyyzz 0 XyZXZ O XyZ O XyXZ O yXZ O ZXZ O XZ
= xyLM(f)z o yxz o zxz 0 Xz
= LM(g)xz o xyyzz o Xyzxz o Xyz
O(f, g, xy,z,1,x2z,u,v) = 2xyfz 0 yXz 0 ZX7 0 Xz — gXZ O XyY2Z O XYZXZ O XyZ
= 2XYY2Z O XyZXZ O XyZ O XYXZ O YXZ O ZXZ O XZ

+4XyXYy7Z O XYZZ O YXZ O ZXZ O X7
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+2XYy77 0 XYyZ O YXZOZXZ O XZ
—2XYY77 O XYZXZ O XYZ O XYXZ O YXZ O ZXZ O XZ
—JXXZ 0 ZXZ O XZ O XyYZZ O XYZXZ O XYZ

= 4XyXYyZ O XYZZ O YXZ O ZXZ O XZ + 2XY7Z O XYZ O YXZ

2. On donne (a,b,c,d) = (zx,xy,2,Xy).
LCM, (zxLM(g)xy, zLM(g)xy) = ZXXyXy 0 ZXyXY O ZXZXY O ZXXY O ZYXY O ZZXY O ZXY
= zxLM(g)xy o zyxy o zzXy o zZXy
= zLM(g)xy 0 zXXyXy 0 ZXZXYy O ZXXY
O(g, g, 72X, Xy, Z, Xy, U, V) = ZXEXY O ZYXY O ZZXY O ZXYy
—7gXY O ZXXYXY O ZXZXY O ZXXY
= 2ZXXYXY O ZXyXY O ZXZXY O ZXXY O ZYXY O ZZXY O ZXY
+32XXXY O ZXZXY O ZXXY O ZYXY O ZZXY O ZXY
—27XXYXY O ZXyXY O ZXZXY O ZXXY O ZYXY O ZZXY O ZXY
—37XXY 0 ZZXY O ZXY 0 ZXXYXY O ZXZXY O ZXXY
= 3ZXXXY O ZXZXY O ZXXY O ZYXY O ZZXY O ZXY

+DZXXY © ZZXY O ZXY O ZXXYXY O ZXZXY O ZXXY

Dans tout ce qui reste, on suppose que VRig{X) n’est pas nécessaire-

ment commutatif.

Jusqu’ici, le célebre critere de Buchberger dépendait exclusivement des S-polynomes.
Cependant, si la structure algébrique des coefficients est un anneau contenant des
diviseurs de zéro, le fait que tous les S-polynomes soient réduits a zéro n’entrainent
pas forcément que l'ensemble considéré est une base de Grobner-Shirshov. Autre-
ment dit, les S-polynomes ne suffisent pas a eux seuls pour caractériser les bases de

Grobner-Shirshov. Cela se voit dans ’exemple suivant.

Exemple II - 2.2.
SoientX = {x}, G = {f = 2xox —lol,x"ox™ —x"ox", m >ne N} ¢ pRig(X).
Considérons l'ordre de la longueur lezicographique sur Rig{X). Dans ce qui suit, on

vérifie que toutes les compositions définies dans G sont réduites a zéro modulo G.
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1. Compsitions entre f et lui-méme : Soit O(f,f,x* x', u,v) € O(f, ).

LM(f) ou = X LM(f) o v = x* o x* Tl ou = x o x™ o v (%)
= [ulo = |v[s

=u=xMox™Mo..ox™ v=x"ox™o.. ox™

)

Alors

O(f, f,x5, x u,v) = xfou—xlfov
—x"(2xox—1ol)ou—x'(2xox+1ol)ov

:2Xk—|—1OXk+lou_XkOXkou_2X1+1OX1—|—10V

+xoxlov=xoxlov—xfoxfou

Sik =1alorsu=v et Of,f x5 x\,u,v)=0.
Sinon, il existe 1,j,1',j' € [1,r] tels que k+1 =ny =ny et 14+ 1 = m; = m;.

Sans perte de généralité, on peut supposer quei=1=1etj=j = 2.

1+1 141

Donc, on obtient x™ ox™ o ...ox™ =x""ox Tox™o..ox"

k+1 k+1

etv=xMox™o.. ox™™ =x o X ox™o..ox™

Done, la relation () devient :

k+1 k+1 1+1 141

xox ox ox ox™o..ox™ 41 41 Lkl |kl | ong n

=X oX oX oX ox?o..o0Xx"

Ainsi, gedo(u,v) =x™o..ox™ =xMo .. ox™ =1t
) )

O(f, f,x" x u,v) =x'oxlov = xFoxFou

~ oxox okt ot — xkoxKoxtloxtl ot
Soit v = max{l + 1,k + 1}, ' = min{l + 1,k + 1}. Sans perte de généralité, on
peut supposer que y =k +1 ety =1+ 1.
On note également x, = x7 ox? —x7Lox" 1 et x, = x7 ox? —x7"Tox¥1

Alors

r ’ - _ , ,
O(f, £, x5 x,u,v) =x oxTox?7 Tox?" ot —x"tox"lox" ox” ot

X, o _ /_ /_ _ _ / /
) lox T ox" lox ot —x"1ox" loxY ox¥ ot

X7
_’Y)O
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Sotent g = x™M ox™ —xMox™ et gy =x"ox™ —x"ox", mj,n;, mj,n; € N
tels que m; > n; et mj > nj.
Les mémes arguments que précédemment permettent de conclure que les autres

compositions données ci-apres sont toutes réduites a zéro.

2. Composition entre g ,g;€ G :

k 1 k 1
O(giagjax ,X,U,V): Xgiou—Xgyov
— Xk+mi o Xkeri ol — Xk+ni o Xk+ni ou
_X1+Hlj OX1+H1j oV + X1+Ilj OX1+Hj oV

— X1+Ilj o X1+Ilj oV — Xk—|—ni o Xk—|—ni ou

3. Composition entre f et gy e G :

O(f, g, x*, !, u,v)= xfou — 2x'gj o v
— 2Xk+1 o Xk+1 ol — Xk o Xk ol — 2X1+Hli o X1+mi
+2X1+Hi o X1+Hi oV

— 2Xl+ni OX1+H1 oV _Xk OXk ou

Mais LT(2f) = LT(2(2xox —101)) =2(101) ¢ (LT(G)). Donc G n’est pas
une base de Grobner-Shirshov de (G) mémes si toutes les compositions sont

réduites a zéro modulo G.

Dans le cas d’'un anneau de valuation noethérien, en adjoignant la notion de a-
polynome a celle de S-polynome, on obtient une caractérisation complete des bases

de Grobner-Shirshov. En d’autres termes, on obtient une version du critere de Buch-

berger.
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Définition II - 2.2. Soit V un anneau et a € V. On appelle annulateur de a
’ensemble noté Ann(a) et donné par Ann(a) = {be V :ab = 0}.

Définition II - 2.3. Soit V un anneau de valuation noethérien et 0 # f € VRig(X).
On définit :
1. a-pol!(f) = aif od (a;) = Ann(LC(f))
a-poli(f) = a-pol(a-pol1(f)) = a;(a-pol1(f)) ou (a;) = Ann(LC(a-pol'"*(f)).

2. A-pol(f) = O{a — pol(f)}, ott m = max{i e N : a — poli(f) # 0}

i=1
3. A-pol(G) = UA-pol(f).
feG

Exemple II - 2.3.

Soitf =6xyozolol+4zzoxoy+bxoxol+1lol+2ye€ %Rig@() et <y l'ordre
de la longueur lexicographique. Alors :

a-pol!(f) = 3f =3zzoxoy+6xoxol+3(1lol)+ 6y

a-pol?(f) = 3a-pol!(f) = 0

A-pol(f) = {3zzoxoy+6xoxol+3(1ol)+ 6y,0}

Remarque I1.3. Remarquons que si a-pol'(f) = 0 alors a-pol!(f) = 0 pour toutj > i.

Lemme II.1. Soit g € G tel que tout élément de A-pol(g) soit réduit a zéro modulo
G. Alors pour tout a € V tel que ag # 0, il existe f; € V, a;, by € M, u; € RigX), g; € G
tels que

og = Z Piaigibi o ui, HLC(gi) # 0 Vi et LM(ag) = max{LM(Siaigib; o u)}.

Démonstration. Soit g€ G tel que tout élément de A-pol(g) soit réduit a zéro
modulo G et € V.

Si al.C(g) # 0 alors l’expression ag convient.

Sinon ag € A-pol(g). Donc, il existe hy € G tel que LT(ag) = f1a1LT(hy)b; oy
avec 31 € V, a1, by € M, u; € Rig{X). Donc S;LC(hy) # 0.

On réduit ag par hi. On obtient : g1 = ag — [Srathiby o uy.

ag = frathiby ouy + g1 (%)

Si g1 = 0 alors ag = [Brajhiby o uy.

YATMA DIOP 65 UCAD-EDMI



CHAPITRE 3. BASES DE GROBNER-SHIRSHOV SUR UN ANNEAU DE VALUTION
NOETHERIEN

Si g1 # 0 alors LM(g1) < LM(ag) = LM(B1a1h1by o uy) = a1 LM(hy)by o uy.

De méme, il existe hy € G tel que LT(g1) = BoasllT(ho)bs 0 uy. En réduisant g1 par
hy, on a : gy = g1 — Peashsby o uy satisfaisant LM(gy) < LM(gy).

La relation (x) devient : ag = [Srathiby o uy + FBrasLT (ha)bs 0 us + go.

Quand la réduction se termine, on obtient :

ag = Zﬁiaigibi ow, fi € V,a;,b; € M,y € Rig{X), g; € G. D

Lemme 11.2. Soit G un ensemble de polynomes tel que tout a-polynome défini dans

G soit réduit a zéro modulo G. Alors

[ =) aygaggby oy, aijeV, ay by e M, gie G uy; e RigX)
%

peut étre réécrit :

f = Z Ak 1€k 18kdi 1 © Vi, Akl € V, ¢y, dii € M, g e G, vy € Rig(X)
k1
satisfaisant A LC(gx) # 0 et
max{LM(c;ai;gibij o uij)} = max{LM(\ ¢k 18kdi © Vi) }

Démonstration.
Soit { = Z i 5aiigibij o Uiy, aij €V, ajy,bije M, g e G, u; € Rig(X),

N
Y= maX{LM(aLjai’jgibiJ O uiJ)}, I' = {(I,J) : LM(O[i,jangibiJ O U-i,j) = ’7}

Soit (1,j) € I' tel que a;;LC(g;) = 0.

a;;LC(gi) = 0 = a2 € A-pol(gi). Puisque tout a-polyndme est réduit a zéro modulo

G, le lemme précédent implique : o ;g8 = Zﬁk’lckigkbm o vk avec P LC(gk) # 0 et
k1
LMk 1ck18kbi © vic1) = LM(ck kb © vic) < LM (v ;8;).

Donc LM (B 121 jck 18kbk 1bij © aijviibij o uij) = LM(ayjcik18kbi1bi © aijvicibij o ujj)
Or LM(CLZ'JC]{;’lgkbk,lbi,j ) ai,jvk,lbi,j O Ui,j) < LM(aiJai’jgibi’j @) ui,j) =7.

Az’nsz’, LM(ozivjaiJgibi’j ) uiJ) =7 = maX{LM(Bk,lai,jck,lgkbhlbi,j o aLij,lbiJ © uiaj)}'
Finalement, [’expression :

ajjaiigibijougy = Z B 1ai,iCk18kbx by j 0 aijvicibij o uyy satisfait 5k,1LC(gk) # 0 et
K1
LM(ayaijgibij o uy5) = v = max{LM (B 1ai jcx,18kbi 1bij © aijviibij o uiy) -
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En appliquant cette procédure a tout (i,j) € I' tel que a;;LC(g) = 0 on obtient une

expression de t satisfaisant la condition recherchée. =

Définition II - 2.4. Soit f € G Une expression de f :

f= Z i jaijgibij o iy, iy €V, aij, bije M, gie G, ;e RigX)
1j
satisfaisant LM (o ;jaigibij o uj) < LM(f) est appelée expression standard de f dans
G.

Théoréme I1.1. Soit G < VRig(X) tel que tout a-polynome défini dans G soit réduit

a zéro modulo G. Les assertions suitvantes sont équivalentes.
1. G est une base de Grébner-Shirshov (G).

2. Tout élément f de (G) admet une expression standard.

Démonstration.

1)=2):

Supposons que G est une base Grobner-Shirshov. Alors il existe g1 € G tel que
LT(f) = apa1 LT (g1)by 0 uy avec a;, by € M, uy € RigX), ag € V. On réduit f par g;.
On obtient f; = f — aja;giby o uy.

f; € (G) et LM(f;) < LM(f). Si f; # 0 alors on répéte le procédé en remplacant £ par
fi1. En réduisant f1, on obtient fy = f; — anasgobs o us.

On a f =1 + aaig1b; ou; = aajgiby o uy + asasgsby o uy + fs.

De méme LM(fy) < LM(f;) = LM(agagg2bs 0 ug) < LM(f) = LM(aagb o u).
Comme f se réduit a zéro, a la derniere étape, on a :

f = aja;giby o uy + asasgsbs o us + ... + anang,by o uy,. On obtient une expression de
f comme voulue.

2)=1):

Supposons que 2) est satisfaite. En vertu du Lemme I1.2, on choisit l’expression

f = Zozi,jai,jgibi,j ou; telle que a;;LC(g) # 0 pour tout (i,j) € I' défini précédem-

i,j
ment.

Donc LM(f) = v = max{LM (v ;ai;gibij o wij), (i,j) €'}

YATMA DIOP 67 UCAD-EDMI



CHAPITRE 3. BASES DE GROBNER-SHIRSHOV SUR UN ANNEAU DE VALUTION
NOETHERIEN

Alors LT(f) = Z a;;LC(gi)ai LM (gi)bij o uij (1).
(ij)el
Puisque V est un anneau de valuation, il existe (ip,jo) € I' tel que o, ;,LC(gi,) divise

a;;LC(gi) pour tout (i,j) el
Donc léquation (1) devient : LT(f) = aa;, LT (gi,)bs, o wy, € (LT(G)). o

Les lemmes suivants sont tres importants pour la preuve du théoreme fondamental.

Lemme I1.3. Soit f;, fs,...,f, € VRig(X) tel que LM(f;) = LM(f;) = v Vi,].

S’il existe ay, o, ..., €V tel que LM(Z aify) < 7 alors Z oty est une combinaison
i=1 i—1
linéaire de compositions simples de f; a laquelle s’ajoute un élément de A-pol(f;,) avec

ip € {1, 2, ...,Il}.

Démonstration. Cette preuve est similaire da celle donnée dans [62, p. 121]. Pour

plus de comodité, nous la reprenons dans ce qui suit en l’adaptant auxr semi-anneaut.

Puisque V est un anneau de valuation, on peut supposer que LC(f,)|[LC(f,—1)| ... |LC(f;).
LC

Comme LM(f;) = LM(f;) pour touti < j alors O(f;, fi) ="t Cgfjng'

ZO& 1 = &1 fl Lc(fl)fg) + (CI{Q + LC(fl) )(fg — LC(fZ)f )

LO(f) LC(f) ™! LO(f) >
+ ...+ (ap_1 + man_z + ...+ mm)( no1— Iféf(“f;)l)fn)
+ (o + Iféf(nf;)l)an_l +...+ Egggal)fn
Soit B = ZZ: Egg?;aj, i=1,2...,n
Puisque LM Z —) < v on obtient B,LC(f,) = 0. Ainsi Buf, € A-pol(f,)
Z; afy = Z:lﬂio(fia fix1) + Bufy. 2
ZI?emme I;.4.

Soitf,g € VRig(X), a,b,c,d e M, u,v e Rig{X) tel que aLM(f)b ou = cLM(g)dov
et LC(g) divise LC(f). Alors il existe t € Rig(X) telle que la composition simple :
@(afb ou,cgdov) = 0O(f,g,a,b,c,d,uy, vi) ot avec uy, vy € RigX).
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Démonstration. Supposons que aLM(f)b ou = cLM(g)d o v et LC(g) divise LC(f).
Soit t = gedo(u,v). Doncu=uy0t, v=viot ot up, vy € Rig(X).
Alors :

~ LC(f)
O(atbou,cgdov) =atbou — cgdov
( gdov) LC(g)
LC(f)
= afb t — d t
afbouy o LC(g)Cg oVy 0
LC(f)
— (afb — d t
(afb o uy LC(g)Cg oVy) o

Maintenant, on doit prouver que
LCM, (aLLM(f)b, cLM(g)d) = aLM(f) o u; = cLM(g) o v.
Soit w',v' € Rig(X) tels que
LCM, (aLM(f)b, cLM(g)d) = aLM(f)bou’ = cLM(g)d o v'".

On va montrer que u =u' et v=v'.

Remarquons que geds(uy, vi) = gedo(u/,v') = 6.

aLM(f)bou; = cLM(g)d o vi = aLM(f)bou; ou’ = cLM(g)dovyou’
= (aLM(f)bou’) ou; = cLM(g)d o vy o v’
= cLM(g)dov' ou; = cLM(g)dovyou’

/ /
=V ou;p =u °oVvVy

gedo (U, V') = 0 = Jwy, we € RigdX) tels que uy = v’ owy et vi = v/ owy (7).
gedo (g, vy) = 0 = 3w, w) € RigX) tels que u' = uj ow) et v/ = vy o w) (7).
o _ )

(2) et (i7) impliquent u1 u/OW1 u1 OW} o (z'zz)
vi =V owsy = viowhowy (iv)
(3i) = wjowy = 0. La Proposition 2.1, wy = w; =0
(4i) = whowe = 0. Ainsi wy = wo = 0. Il s’en suit que u; = uj et vi = v7.
On conclut que LCM,(aLM(f)b, cLM(g)d) = aLLM(f)b o u; = cLM(g)d o v;
O(afbou,cgdov) = (afb o uy — %((gcgdovl) ot
= O(f,g,a,b,c,d,uy,vy) ot. o
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Le théoreme suivant communément appelé Critere de Buchberger ou Lemme de
Composition est fondamental dans la théorie des bases de Grobner. II donne une
caractérisation complete des bases de Grobner-Shirshov. On l'utilise pour :

— vérifier si un ensemble de polynémes donné est une base de Grobner-Shirshov

relativement a un ordre monomial ;

— compléter un ensemble en une base de Grébner-Shirshov.

Théoréme 11.2. Soit G < VRig{X). Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. G est une base de Grébner-Shirshov de {(G).
2. Tout élément de O(G) | JA-pol(G) est réduit a zéro modulo G.

Démonstration.

1) = 2) : On sait que toutes les compositions et tous les a-polynoes sont dans {(G).
Alors ils sont tous réduits a zéro modulo G.

2 =1): On va montrer que f admet une expression standard dans G.

Soit f = Z aijaijgibij o uij, aij €V, aij,bijeM, g e G ,u; e RigX)

Parmsi tolzjtes les expressions de t sous cette forme, il en existe au moins une qui
manimise v = max{LM(a;;a;;gibij o ui;)} et a;;LC(gi) # 0.

Soit f = Z @ijaijgibij o Wi, aij €V, aij,bije M, gie G, uj;e Rig(X) tel que

L]

max{LM(a;;a;;gibij o uij)} = v, a;;LC(g;) # 0.
Soit hiJ aljgl i,j © Wi (17J) {(1 J) . LM(O‘iJh'J) - 7}

Si v > LM(f) alors LM( Z aijhij) <. Alors en vertu du Lemme I1.3, on peut
(ij)er
écrire :

Z ajjhij = Z ﬁkJ,m,n@(hk’], hiyn) +h avec h € A-pol(hy, ;,), (io,jo) € I
(i,j)el (k,1),(mmn)el’

Pour tout (k,1), (m,n) eI, on a :

Yklmn = (6(hk17 mn)) <7.

D’apres le Lemme I1.4, on a : pour tout (k,1), (m,n) eI 4l existe uj;, Vi, tklmn

tels que
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O(hk,la hm,n) = O(ak,lgkbk,l O Uk, aJm,ngmbm,n o um,n)
/ /
- O(gk; gm; Ak 15 bk,l; aAmn; bm,na uk71; Vm7n) o tk,l,m,n
Puisque O(gx, gm, ax.1, Pk, mn, Pmon, 711{{,17‘7%1,11) et h sont réduits a zéro modulo G,

on a :

O(gk; Zm; akl; bkl; Am s bm o U—kl; mn 2 )\s tCs tgsdst o Vst €th 27p qCp qud, oxel o

st

avec LM (g 15 18sds ¢ © vit) < LM(O(gx, g1, ak 1, bk 1, 8m,n, P, Uy, v ;nn))

Donc

Z &i,jhi,j - Z Bk,l,m n Z /\s tCs tgsds t © Vg t) oty lmn T Z p, qCp qud/ p q
(i,j)er (k,1),(m,n) s,t

/ / /
= 20 2 MmaBhateBids © Vi © bt D 7aChBidhq © Vg

(k7l)’(m7n) S’t paq
Ainsi
/ /
LM<)\s7tCs,tgsds,t O Vs,t) o tk,l,m,n =< LM(O(gka g1, ak,l; bk,17 am,n; bm,n; U-k71; Vm’n)) o tk,Lm,n

Or LM(O(gx, g1; ak 1, bi s @mons P Wt Vinn)) © tilmn = Yedmn < -
Aussi - LM (7p,4¢p q8pdp  © Vi) < LM(hyy,) = 7. Alors

/ / /
Z a17J a.] Z Z Ak,l,m,n/BS,tCS,thdS,t © Vs7t © tkalamvn + Z fyp;qcp,qudp,q © Vp,q
St

(i,j)eT (k,1),(mm) s b4

/
Z & X,y ijgX yb X,y © WX7y

Cette expression satisfait LM(a; jal  gx bl o owyy) <7 = LM(ayshiy), (i,j) el
Ceci contredit la minimalité de . On conclut que v = max{LM(c;;h;;)} < LM(f).o

Le théoreme précédent conduit a la version suivante de ’algorithme de Buchberger.
Dans les deux exemples suivants, on exécute I'algorithme en discutant des composi-
tions et des réductions. Dans le premier exemple, on obtient une base de Grébner-
Shirshov finie et dans le second, on montre que I'algorithme ne se termine pas. Dans

les deux cas, on considere 1’ordre de la longueur lexicographique.

Exemple II - 2.4. Soit G = {g; = 2xyoxozol+3xo0zo1l} € ZRig(X).
Alors a-polt(g)) = 2g1 = 2x0z01 = gy
Red(g2, G) = go = G «— G U {g2} = {g1, g}
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Algorithme 9 : Algorithme de Buchberger
Entrée : (G, <)
Sortie : base de Grobner-Shirshov si 'algorithme termine
O — ;
Calculer et réduire A-pol(G);
G <« G U (Red(A-pol(G)\{0});
Tant que O\O' # J Faire
choisir un élément O(f, g,a, b, c,d) e O\O;
G« G u (Red({f, A-pol(f)}, G)\{0});
O — O uvO(fga,b,cd)

=

N o o« = w M

return G

o]

LCM,(LM(g1), LM(g2)) = xyoxozol =LM(g;) = LM(gs) oxy. La composition cor-
respondante est :
O(g1,82,1,1,1,1,1,xy) =g —gooxy =3x0z01
Red(gs, G) = g3 = G «— G U {g3} = {g1,82, 83}
Pour (a,b,c,d) # (1,1,1,1), u,v € Rig{X) tels que
LCM, (aL.M(g1)b, cLM(go)d) = aL.M(g;)b o u = cLM(g2) o v, la composition corres-
pondante est : O(gy, g2,b,c,d,u,v) = agibou—cgadov =3a(xozol)bov =
Pour (a,b,c,d), u,v e Rig{X) tels que
LCM,(aL.LM(g1)b, cLM(g3)d) = aLLM(g;)b o u = cLM(g3) o v, la composition corres-
pondante est : O(gy1, g3, b,c,d,u,v) = agitbou —2cgsdov = 3a(xozol)bov =%
Pour (a,b,c,d), u,v e Rig{X) tels que
LCM,(aLM(g;)b, cLM(g;)d) = al.LM(g1)b o u = cL.M(gy) o v, la composition corres-
pondante est :

g3

O(g1,g1,b,¢,d,u,v) =agitbou—cgidov =3a(xozol)bou—3c(xozol)dov =5

O(g27g3) = O(g27g2) = O(g?)ag?)) = {0}
{g1, 89,83} est ue base de Grobner-Shirshov de {(g1).

Exemple IT - 2.5. Soit G = {g; = 2xyoxozoy+3xozol} < éRig@Q.
Alors a-polt(g)) = 2g1 = 2xo0z01 = gy

Red(g2, G) = g2 = G «— G U {ga2} = {g1, 82}
Pour (a,b) = (1,1) etu € M, on peut déterminer c,d € M, v € Rig(X) tels que LCM,(LM(g;
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La composition correspondante est O(g1, g2, 1,1,¢,d,u,v) =giou—cgedov=3xozolon
Supposons que g, est réductible modulo une composition
O(gy,g9,a', b,/ d v/, v) = a’gih’ ou’ — /god’ o v/ = 3a/(x0zo 1)b o .

Alors gy =xozolou=ay(a(xozol)b’ ou’)by ou as, by € M.

xozolou=ay(a(xozol)b' ou')by =a; =b; =1
= xozolou=a(xozol)b ot

= O(g17 22, ala bla Cla dl) ul7 V/) = 8Bu

En d’autres termes, g, est uniquement réductible par lui-méme. Donc, pour tout
u € M, on doit déterminer g, et l'ajouter a G. Puisque M est infini, [’ algorithme

ne se termine pas.

Discussion sur ’algorithme
Deux faits ont motivé le démarrage de ’exécution de ’algorithme par le calcul des

a-polynomes :
1. ’ensemble des a-polynomes est fini;

2. durant la réduction d’une composition, il peut étre tres avantageux d’avoir les

monomes des réducteurs aussi petits que possibles.

Malheureusement, dans notre cas (I’ensemble des monémes est un semi-anneau),
I’algorithme de Buchbegrer s’exécute difficilement. Ceci est dii au fait que pour tout
(a, b, c,d) € M, on doit toujours calculer la composition correspondante. Puisque, M
est infini, O(f, g) est difficile a calculer en pratique. Ainsi, pour la plupart du temps,
on se restreint a utiliser le critere de Buchberger pour vérifier si un ensemble donné
est une base de Grobner-Shirshov ou non. Dongc, la théorie des bases de Grobner ne
nous permettra pas toujours de résoudre le probleme d’appartenance d’un polynome

a un idéal.
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Conclusion et perspectives

Dans cette these, nous avons présenté deux résultats fondamentaux : le premier
porte sur la caractérisation d’idéaux admettant des bases de Grébner non commu-
tatives finies et le second, sur la généralisation des bases de Groner-Shirshov sur les
anneaux de valuation.

Chacun de ces résultats a son importance. En guise d’exemple, sachant que la ma-
nipulation des anneaux de polynomes commutatifs est généralement plus simple,
tout travail sur un idéal non commutatif J admettant une base de Grobner finie
ayant les propriétés Py et Py peut se ramener a celui de I'idéal commutitif Z tel que
J=7"1D).

De méme, nous avons vu que les bases de Grobner-Shirshov peuvent étre adaptées
a certains types d’anneaux tels que les anneaux de valuation.

Cette recherche sur les bases de Grobner est motivée par les applications de plus
en plus nombreuses qu’offre cette théorie. Ces applications font de la théorie des
bases de Grobner 'une des inventions mathématiques les plus importantes du X X°
siecle.

A terme, nous avons plusieurs objectifs parmi lesquels on peut citer les trois ci-

dessous.

1. Faire une étude sur l'adaptation du résultat sur les bases de Grobner non
commutatives finies aux anneax : notre résultat et celui de Eisenbud et al.
ne concernent que les anneaux de polyndémes a coefficient dans un corps de
caractéristique nulle. Nous comptons faire une investigation afin de généraliser
ces résultats aux corps de caractéristique non nulle et aux anneaux de fagon

générale.
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2. Mener des recherches pour la réduction du temps de calcul : I'importance ma-
nifeste des bases de Grobner contraste avec la difficulté de leur utilisation.
Dans la théorie, I'existence d'une base de Grobner d’un idéal donné est établie
par Buchberger dans [13]. Mais sa détermination est difficile. En effet, 1’algo-
rithme de Buchberger qui est le principal outil de calcul des bases de Grobner
est tres cotiteux (en temps et en espace). Alors, des recherches allant dans le
sens de 'optimisation de cet algorithme et/ou la mise sur pied d’autres algo-
rithmes ont été entreprises. Tres peu nombreux, les algorithmes obtenus de ces
recherches peuvent étre classés en deux catégories :

— les algorithmes de changement d’ordre tels que FGLM [31] qui permettent
de transformer une base de Grobner relativemnt a un ordre en une base de
Grobner relativement a un autre ordre ;

— les algorithmes de calcul directs tels que Fy4 [29], F5 [30], F5C.... qui peuvent
étre considerés comme des versions optimisées de ’algorithme de Buchber-
ger.

Comparés a ’algorithme de Buchberger, ces nouveaux algorithmes diminuent

considérablement le temps de calcul mais pas assez convenablement pour les

usages voulus des bases de Grobner. Ainsi, nous comptons faire des recherches
afin d’optimiser certains des algorithmes deéja existants et/ou de mettre sur

pied de nouveaux algorithmes plus rapides permettant d’accélérer les calculs.

3. Mener des recherches pour la détermination de Polly Cracker stirs et rapides :
L’hypothese selon laquelle I’avenement de la machine quantique entrainera la
disparition des cryptosystemes actuels a orienté les recherches pour la mise
sur pied de cryptosystemes post-quantiques. Les cryptosystemes basés sur les
bases de Grobner, communément appelés Polly Cracker, sont de la catégo-
rie des cryptosystemes post-quantiques. Mais jusqu’ici, tous les Polly Cracker
congus ont des vulnérabilités qui rendent impossible leur utlisation. Ainsi, la
question "Why You Cannot Even Hope to use Grobner bases in Public Key
Cryptography 7" posée par B. Barkee, D. C. Can, J. Ecks, T. Moriarty, et R.
F. Ree dans [4] reste d’actualité. Et comme le disait C. Traverso dans son ex-

posé intitulé "Grobner Bases In Public Key Cryptography : Hope Never Dies'
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(travail en collaboration avec M. Caboara, F. Caruso) lors de I’Eurocrypt 2008
a Istanbul : "c’est notre tour d’essayer au risque d’échouer". Alors, nous comp-
tons nous investir sur la recherche de Polly Crackers stirs et rapides pour des

usages pratiques et efficients.

4. Faire des investigations sur la théorie des représentations et la combinatoire

en lien avec les bases de Grobner.
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Résumé:

Depuis leur introduction en algebre commutative dans les années 60, les bases de Grobner
ont connu plusieurs généralisations. Leur extension en algebre non commutative a entrainé
la perte partielle de 'existence d’une base de Grobner finie pour tout idéal donné.

En 1998, Eisenbud, Peeva et Strumfels ont montré que si  est 'homomorphisme de ’anneau
non commutatif K(X, Xo, ..., X,,) vers 'anneau commuatif K[z, zs, ..., 2,], qui associe z;
A X;, alors tout idéal Z de K[zy, 29, ..., x,], l'idéal J = v~1(Z) de K(X1, Xa, ..., X,,) ad-
met une base de Grobner finie. Dans cette theése, nous avons montré que tout idéal 7 de
K(X1, Xs, ..., X,,) admettant une base de Grobner finie et contenant tous les commutateurs
est 'image réciproque par v d’'un idéal Z de K[z, 22, ..., 2,].

En 2013, Bokut et Chen introduisent les bases de Grébner-Shirshov sur les semi-anneaux.
Dans cette approche, ’ensemble des mondémes est muni d’une structure de semi-anneau
et non de celle habituelle de monide. Nous avons généralisé cette approche aux anneaux
de valuation. Concretement, nous avons donné la caractérisation des bases de Grobner en
munissant les mondémes d’une structure de semi-anneau et les coefficients, d’'une structure
d’anneau de valuation.

Abstract:

Introduced in commutative algebra during the years 60’s, the Grobner-bases theory was
then generalized in several ways. Its generalization in the noncommutative multivariate
polynomial ring implied a major consequence: there exist ideals which do not admit a finite
Grobner basis. Then, the question "how to recognize whether a non commutative ideal
admits a finite Grobner basis 77 became a challenge. In 1998, by considering the homomor-
phism ~ from the noncommutative polynomial ring K(X;, X, ..., X},) to the commutaive
one Kz, 9, ...,2,] which replaces X; by z;, Eisenbud, Peeva and Strumfels proved that
for any ideal Z of K[zy, ¥, ..., 7,], the ideal J = v 1(Z) admits a finte Grébner basis. In
this thesis, we proved that for any ideal J of K(X7, X, ..., X,,) which contains all commu-
tators and admits a finte Grobner basis, there exists an ideal Z of K[z, 22, ..., 2,] such that
J =v"1D).

In 2013, Bokut and Chen introduced a new approach to the study of Grobner bases. Namely,
they considerd a semiring as the set of monomilas instead of the usual structure of monoid.
In this thesis, we extend this approach to the noetherian valuation ring as the set of coeffi-
cients and we give the correspondig Buchberger criterion.



