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TITRE :

Contribution à la résolution d'un problème inverse

de l'ensablement d'un lac par une approche non

standard de contrôlabilité exacte
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Résumé

Dans cette thèse, on s'intéresse à un problème de reconstruction de l'état initial d'un

processus d'ensablement d'un lac dont l'évolution est gouvernée par une EDP parabolique

non linéaire dé�nie sur un domaine borné décrivant l'état de sédimentation de son fond.

Se plaçant dans un cadre où les données sur les mesures de l'état de sédimentation du lac

sont partiellement connues sur une partie du domaine dans un intervalle de temps [0, T ], on

se propose d'élaborer une approche permettant d'identi�er l'état de sédimentation à l'instant

T sur tout le domaine d'étude. Cette identi�cation est indispensable pour la prévision des

états futurs (états à t > T ). Il s'agit là d'un problème inverse dont les formulations classiques

conduisent le plus souvent à des problèmes mal posés.

Dans un premier abord, on construit une suite de problèmes inverses par un processus de

linéarisation de l'EDP gouvernant le phénomène étudié. Puis, on transforme ces problèmes

inverses en une suite de problèmes de contrôlabilité à zéro. On se ramène ainsi à la résolution

d'une suite de problèmes bien posés.

En second abord, une démarche spéci�que permettant la reconstruction, pour les problèmes

associés, de la suite des états initiaux est développée. Et, on établit ensuite que l'état initial

du problème originel est limite de cette suite. En�n, sur la base de ce résultat, on propose,

un schéma algorithmique ouvrant ainsi des perspectives intéressantes pour la résolution des

problèmes d'identi�cation des EDPs paraboliques non linéaires à données manquantes.

Mots clés :Modèle d'ensablement des lacs - Problèmes aux limites à données incomplètes

- EDPs paraboliques non linéaires - Contrôlabilité à zéro - Schéma algorithmique
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Notations

Variables / domaines

• N : ensemble des entiers naturels

• N∗ : ensemble des entiers naturels non nuls

• R : ensemble des nombres réels

• R+(resp R−) : ensemble des nombres réels positifs, (resp ensemble des nombres réels

négatifs)

• Rn : espace vectoriel de dimension n construit sur un corps des réels

• x = (x1, x2, ....., xn−1, xn) : un point de Rn avec xi ∈ R

• t ∈ R+ : variable temporelle

• t0 : instant initial

• v : variable de contrôle

• y : variable d'état

• Ω : domaine d'étude supposé borné (Ω ⊂ Rn, n ≥ 2)

• Γ ou ∂Ω : bord du domaine Ω

• ω : sous ensemble ouvert non vide de Ω

• Q = Ω×]0, T [

•
∑

= Γ×]0, T [
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Fonctions - Fonctions d'état

• y(t, x) : état d'un système au point x ∈ Ω à l'instant t ∈ R+

• y(t) : fonction d'état dé�nie par

y(t) : Ω → R

x 7→ y(t, x)

• v(t) : fonction contrôle sur Ω.

v(t) : Ω → R

x 7→ v(t, x)

• yv(t) : état d'un système contrôlé par v

• y0 : état d'un système à un instant initial t0

• χω : fonction caractéristique de ω dé�nie par

χω(x) =

 1 si x ∈ ω

0 sinon

Dérivées / Opérateurs di�érentiels

• ∂y
∂t

ou ∂ty : dérivée partielle de y par rapport à la variable t.

• ∂y
∂xi

ou ∂xiy : dérivée partielle de y par rapport à la variable xi.

• soit α = (α1, α2......αn−1, αn) ∈ Nn, | α |=
n∑
1

αi avec αi ∈ N

Dαy =
∂|α|y

∂xα
=

∂|α|y

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ....∂x

αn−1

n−1 ∂x
αn
n

• ∇ : opérateur gradient :

∇y =
( ∂y
∂x1

, ......,
∂y

∂xn

)T
• ∇.U ou div (U) : divergence du champ de vecteurs U = (ui)

∇.U =
n∑
1

∂ui
∂xi
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• ∆ : opérateur de Laplace ou Laplacien

∆y = ∇.(∇y) = div(∇y)

• ∂n : dérivée normale

∂ny = ∇y.n =
n∑
1

∂y

∂xi
.ni

où n = (ni) est un vecteur normal extérieur au domaine.

Normes / Espaces fonctionnels

• | . | : valeur absolue ou module

• <;>V : produit scalaire sur un espace vectoriel V.

• ‖.‖V norme sur un espace vectoriel V.

• X espace d'état (sous espace vectoriel de l'espace de fonctions dé�nies sur Ω à valeurs

dans R+)

• Θ : espace des observations

• U : espace des contrôles

• Uadm : espace des contrôles admissibles

• Lp(Ω) : espace des fonctions u mesurables sur Ω et telles que | u |p soit intégrable

(1 ≤ p <∞)

• L∞(Ω) : espace des fonctions u mesurables sur Ω telles qu'il existe C satisfaisant

| u |≤ C pour presque tout x ∈ Ω

• C0(Ω) : ensemble des fonctions continues à valeurs dans Ω

• Ck(Ω) : ensemble des fonctions k fois continûment di�érentiables à valeurs dans Ω

• Hm(Ω) : espace de Sobolev dé�ni par

Hm(Ω) = {f ∈ L2(Ω), Dαf ∈ L2(Ω) pour tout α ∈ Nm tel que | α |≤ m}

• Lp(0, T ;Hm(Ω)) : espace des fonctions u mesurables sur (0, T ) à valeurs dans Hm(Ω)
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• Ck(0, T ;Hm(Ω)) : espace des fonctions k fois continûment di�érentiables sur (0, T ) à

valeurs dans Hm(Ω)

• Lp(0, T ;Lm(Ω)) : espace des fonctions u mesurables sur (0, T ) à valeurs dans Lm(Ω)

• Ck(0, T ;Lm(Ω)) : Espace des fonctions k fois continûment di�érentiables sur (0, T ) à

valeurs dans Lm(Ω)
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Chapitre 1

Introduction générale

Sommaire

1.1 Contexte et motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3 Organisation du document . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1 Contexte et motivation

1.1.1 Enjeux

Il est bien connu, en météorologie, en océanographie ou dans d'autres domaines, que la

connaissance d'un état initial le plus exacte possible permet d'établir des prévisons �ables.

L'assimilation de données a ainsi, entres autres pour objectif de construire cette condition

initiale a�n d'en améliorer les prévisions. C'est pourquoi, elle est au coeur de grands projets

d'océanographie opérationnelles et l'on peut citer en exemple le projet MERCATOR ([44]).

L'expérience acquise en météorologie et en océanographie montre que les techniques d'assimi-

lation de données fournissent des outils e�caces permettant de combiner des modèles et des

données en prenant en compte les imperfections et les incertitudes des uns et des autres. D'où

l'idée de s'approprier ces techniques a�n de déterminer son impact sur d'autres composants
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1.1 Contexte et motivation

du système climatique terrestre tel que le phénomène d'ensablement.

Toutes ces notions sont également utiles dans les domaines de la pêche, du transport mari-

time, de la protection des espèces marines, de la défense et, plus anecdotiquement, dans celui

des courses au large.

L'assimilation variationnelle de données consiste à réduire les incertitudes sur les paramètres

d'entrées du modèle à l'aide de mesures. L'objectif peut être d'améliorer les prévisions ou

encore de mieux connaître des paramètres incertains tels que la condition initiale optimale.

L'assimilation de données en météorologie, qui ne consistait qu'à utiliser les observations des

jours précédents pour essayer de mieux prévoir le temps qu'il ferait le lendemain, s'est consi-

dérablement développée et sert actuellement dans plusieurs domaines bien di�érents. Elle a

toujours pour but de fournir de bonnes prévisions (à moyen ou long terme) de l'état d'un

système étudié. Cela a un très grand intérêt pour nombre d'utilisateurs : prévisions météo

à quelques jours pour le grand public, prévision météo à plus long terme sur une zone très

particulière pour les organisateurs de grandes manifestations, état de l'océan pour les marins

pêcheurs mais aussi pour la détermination des trajectoires des tempêtes pour les compagnies

aériennes, ect.

Au dela de la nécessité de s'adapter le plus �nement possible aux besoins, plusieurs exigences

économiques et sociales rendent ces prévisions indispensables avec de multiples enjeux liés

aux caractéristiques des systèmes étudiés tels que :

- les coûts élevés des investissements qui doivent être évalués avant d'être adoptés ;

- les délais importants de construction et durée de vie des investissements qui inscrivent

ces évaluations dans la du¯ee ;

- l'anticipation des évolutions et des dysfonctionnements qu'il convient de prévenir ;

- l'évolution rapide du niveau de certains indicateurs de mobilité, etc.

Les modèles de prévision de la demande de déplacement, par exemple, représentent alors un

enjeu fondamental.
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1.1 Contexte et motivation

La prévision est aussi fondamentale en médecine et en épidémiologie : l'action la plus ef-

�cace est a priori celle qui limite le risque qu'il y'ait des victimes.

Dans d'autres domaines tels que l'agriculture, l'amélioration des méthodes de prévision des

productions agricoles est indispensable. L'idée de développer des modèles des plantes simples,

capables de simuler la croissance et le rendement potentiel et réel des principales cultures de

certaines zones est d'une importance capitale. Les modèles conçus peuvent également servir

à simuler les impacts qu'auront les changements climatiques spéci�ques comme les variations

de la température, de l'humidité, de la concentration en dioxyde de carbone, sur la quantité

d'eau disponible pour la productivité des cultures.

Ces études prospectives sont d'un gand intérêt car elles permettent d'anticiper les études

sur la con�guration des futures idéotypes adaptées à l'environnement et de lutter e�cace-

ment à la déserti�cation ainsi qu'à l'assèchement et le rétrécissement des lacs, des �euves et

des rivières. Le principal enjeu de leurs applications est d'aider des zones à risques dues à

des contraintes environnementales telles que la sécheresse et le phénomène d'ensablement.

Par exemple, le lac Tchad naguère l'un des plus grands du monde a perdu en moins d'une

décennie plus du 3 quarts de sa super�cie (Figures 1.1, 1.2).
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1.1 Contexte et motivation

Figure 1.1 � Images satellitaires relatives au processus d'ensablement du lac Tchad selon un

montage MEC des images courant la période de 44 années allant de 1963 à 2001.
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1.1 Contexte et motivation

Figure 1.2 � Illustration du phénomène d'assèchement de lac. La disparition du Lac Tchad

en est un exemple typique.
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1.1 Contexte et motivation

Les enjeux sont considérables pour les milieux touchés :

- les intérêts économiques traditionnels (pêche, conchyliculture) et modernes (activités

nautiques, tourisme) sont menacés ;

- la protection du patrimoine écologique (faune, �ore, zones humides) devient une pro-

blématique causant au passage un e�ondrement agricole ;

- la préservation du cadre de vie (paysage, coupures d'urbanisation) devient délicate ;

- les béné�ces environnementaux (e�et tampon face aux inondations, épuration des

eaux) sont menacés.

- l'ensablement des rives est une des causes du rétrécissement des lits des �euves et peut

contribuer à terme à son assèchement.

Un grand nombre d'utilisateurs s'intéressent à divers degrés d'importance, aux prévisions

météorologiques et océanographiques. Mais l'assimilation de données ne s'arrête pas là. Elle

a aussi pour but de mieux estimer certains paramètres des modèles physiques qui sont à

l'heure actuelle encore inconnus ou seulement partiellement identi�és. Cela permettra sans

doute d'améliorer considérablement les modèles physiques utilisés actuellement pour ces pré-

visons.

C'est dans ce contexte que se situe notre travail qui a pour objectif, l'identi�cation de la

condition initiale d'un modèle mathématique décrivant l'évolution du fond sédimentaire d'un

lac sur une grande échelle de temps.

1.1.2 Motivation

Les problèmes d'assimilation de données sont d'une grande importance pour des raisons

pratiques, notamment pour les prévisions météorologiques et climatiques et pour l'identi�ca-

tion des modèles océaniques en sciences de l'environnement. Ils conduisent à des calculs très

lourds et a�n de donner une idée de cette importance, par exemple en matière de prévision
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1.2 Problématique

météorologique, le temps de calcul dédié à l'assimilation de données correspond à plus d'une

moitié du calcul global en temps.

Des progrès importants ont été déjà réalisés dans le cadre de la reconstruction de l'état ini-

tial de systèmes gouvernés par des équations di�érentielles. Ils résident notamment dans le

développement d'outils numériques très performants pouvant supporter un �ux important de

calculs en temps optimal.

L'approche standard dans ce type de problèmes inverses consiste à minimiser une fonction-

nelle coût mesurant l'écart entre la solution prédite et celle observée. A cet e�et, il existe

dans la littérature un grand nombre de travaux sur les méthodes de résolution numériques de

ces problèmes. On peut par exemple se référer à [46] pour un développement explicite de ces

méthodes. Toutefois, il convient de signaler que la plupart de ces travaux conduit systémati-

quement à des problèmes mal posés au sens de Hadamard ([3], [5],[36]) rendant ainsi di�cile

leurs résolutions. Un recours est systématiquement fait à l'utilisation des techniques de régu-

larisation dont la plus utilisée est celle de Tchikonov ([1],[3],[10]). Mais pour bon nombre de

ces techniques des informations "a priori" pour les solutions sont nécessaires et que certains

paramètres mathématiques utilisés telle que la constante de Tchikonov n'ont pas d'inter-

prétations physiques bien identi�ées. Le challenge, ici, est dans le développement d'autres

approches, non standard, permettant de se ramener à des problèmes bien posés, admissibles

et ne nécessitant pas un grand nombres d'informations a priori (souvent inaccessibles) pour

obtenir des prédictions plus �nes.

1.2 Problématique

Considérons un domaine plan Ω borné représentant la surface d'un lac. Le fond sédimen-

taire du lac est décrit par une fonction y(t, x) représentant la hauteur de sédiment du dessous

d'un point x ∈ Ω à l'instant t. Soit X l'espace d'état. On désigne par y0 ∈ X l'état initial. On

admet que la dynamique de sédimentation ou d'ensablement est complètement déterminée
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1.2 Problématique

par un ensemble d'opérateurs (St)t≥t0 :

St : X −→ X

y0 7→ St(y
0) = y(t)

(1.1)

qui à tout état initial y0 (état de sédimentation à l'instant t0) associe un état y(t) (état de

sédimentation à l'instant t).

On se place, ici, dans le cas où y0 n'est pas connu, mais que l'on dispose de mesures par-

tielles de l'état de sédimentation entre [0, T ], T > 0 sur une partie ω ⊂ Ω. Soit yobs(t) l'état

de sédimentation observé ou mesuré à un instant t sur ω. Disposant de ces données, nous

souhaitons déterminer l'état complet de sédimentation à un instant initial t0 ∈]0, T [ :

y0(x) = y(t0, x), x ∈ Ω (1.2)

Cette valeur permettrait, en vertu de (1.1), de donner une estimation prévisionnelle de l'état

de sédimentation à un instant t > 0 quelconque par la formule

y(t) = St(y0). (1.3)

Soit, maintenant Θ l'espace vectoriel des observations, ici, le sous espace vectoriel de

fonctions à valeurs réelles dé�nies sur le domaine d'observation ω. On note ‖.‖X et ‖.‖Θ les

normes sur X et sur Θ. Par ailleurs on désigne par H l'opérateur d'observation de X vers Θ.

La méthode classique consiste à estimer la condition intiale par une approche variationnelle

d'assimilation de données. Cette approche consiste d' abord à dé�nir une fonctionnelle coût

J :

y0 ∈ X 7−→ J(y0) =
1

2

∫ T

0

∫
ω

‖HSt(y0)− yobs‖2
Θ (1.4)

et le problème d'identi�cation est alors : Trouver y0 ∈ X tel que

J(y0) = min
y0∈X

J(y0). (1.5)

Mais le problème (1.5) est bien connu pour être un problème mal posé. On fait alors recours

le plus souvent à la méthode de régularisation de Tychonov qui permet de transformer le pro-

blème originel en un problème bien posé. Cette méthode nécessite cependant la connaissance
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1.2 Problématique

d'informations supplémentaires sur l'état cherché. Par exemple, si une information a priori

de la condition initiale est connue, notée b, la méthode de Tychonov consiste à chercher un

coe�cient α > 0 tel que le problème de minimisation de la fonctionnelle

y0 7−→ Jα(y0) = J(y0) +
α

2
‖y0 − b‖2

X (1.6)

soit bien posé. Sous des hypothèses convenables, on peut établir que le problème de minimi-

sation avec la régularisation de Tychonov admet une unique solution (voir [3], [5]). Il faut

ensuite montrer que la suite de solution du problème (1.6) converge vers une solution de

(1.5). Mais cette procédure est extrêmement fastidieuse. Même si la fonctionnelle (1.6) a été

changée nous ne savons pas ce que représente la solution yα du problème.

On peut donc dire que l'approche classique pour l'identi�cation de y0 est de transformer le

problème inverse en un problème de minimisation d'une fonctionnelle. L'approche standard

de l'assimilation variationnelle de données présente de grandes di�cultés quant à l'unicité et

à la sensibilité des solutions par rapport aux observations. Elle nécessite une quantité relative-

ment importante d'informations pour mieux approcher la solution cherchée. Le challenge de

problèmes inverses réside toujours dans le développement de méthodes ou techniques insen-

sibles aux variations in�nitésimales des mesures et qui peuvent produire de solutions �ables

avec une quantité relativement modeste de données et d'informations.

D'une part, il est impossible de donner une interprétation physique du coe�cient de Tycho-

nov α intervenant dans l'expression (1.6) et aussi en pratique, l'information a priori est en

général inconnue.

Il existe dans la littérature des documents traitant des approches non classiques de la recons-

truction de la condition initiale de problèmes inverses gouvernés par des EDPs paraboliques.

Deux références importantes peuvent être citées : [10] et [48]. Mais dans [10] et [48] seuls les

problèmes inverses gouvernés par des EDPs paraboliques linéaires y sont traités.

Dans cette thèse, nous développons une approche basée sur des techniques de contrôlabi-
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lité et qui est non classique au sens suivant : nous connaissons les observations (y connu sur

(0, T )) sur une partie du domaine et nous donnons un résultat de reconstruction exacte de

l'état à l'instant T à partir d'un problème de contrôlabilité à zéro d'un problème associé, puis

nous nous référons à une démarche itérative pour déduire l'état reconstruit pour le problème

non linéaire.

1.3 Organisation du document

Les travaux de ce thèse s'articulent autour de six chapitres.

Dans le chapitre 1, nous donnons un bref aperçu sur les enjeux et les motivations de la thèse.

Dans le chapitre 2, nous présentons en détail une formulation mathématique d'un modèle

d'ensablement de lac. Nous présenterons également quelques résultats théoriques du pro-

blème considéré et nous élaborons une formulation du problème inverse est associé.

Le chapitre 3 est consacré à une présentation de notions de contrôlabilité pour des problèmes

paraboliques linéaires appliqués à l'équation de la chaleur et aux équations de Navier Stokes.

Nous passons également en revue di�érents travaux qui ont été menés sur la contrôlabilité

des problèmes paraboliques au cours des dernières années.

Au chapitre 4, nous établissons un résultat fondamental pour l'étude de la contrôlabilité de

problème parabolique non linéaire avec la condition de Neumann non homogène : l'inégalité

de Carleman. Cet outil principal nous conduit à l'élaboration de l'inégalité d'observabilité

qui caractérisera la contrôlabilité à zéro des problèmes abordés au chapitre 5.

Au chapitre 5, nous nous consacrons à la reconstruction de la solution du problème inverse

à l'instant T ; y(T ) à partir des mesures sur une partie du domaine Ω. Ensuite nous passons

également à une formulation du problème de contrôle a�n de donner une caractérisation du

contrôle considéré. En�n, nous proposons un schéma algorithmique pour l'identi�cation de

y(T ) qui est la limite d'une suite des états initiaux pour le problème originel.

Notre thèse se termine au chapitre 6 par une conclusion générale résumant tous les acquis de
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notre travail et des perspectives ouvrant de nouveaux axes de recherches futures.

Ce travail a fait l'objet de quatres (4) publications scienti�ques dont trois (3) sont déjà

parus et une (1) en cours de publication (voir [2], [14], [15], [16]).

Thèse de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 12



Chapitre 2

Formulation mathématique d'un

modèle d'ensablement d'un lac

Sommaire

2.1 Description d'un modèle d'ensablement de lacs . . . . . . . . . . 14

2.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3 Formulation inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Ce chapitre donne une formulation d'un modèle de sédimentation de lacs à plus ou moins

long terme. Des résultats sur le caractère bien posé au sens de Hadamard de la formulation

faible de ce modèle et quelques questions sur l'existence d'une solution maximale admissible

sont présentés. L'existence de la solution à plus ou moins long terme résulte d'une condition

d'entropie qui doit être satisfaite. Cette condition exprime que le processus d'extinction

n'a lieu que lorsque le taux de sédiments déposés en tout temps reste supérieur à un taux

d'érosion. Ainsi, une solution du modèle mathématique est dite physiquement admissible si

elle satisfait la condition d'entropie.

En�n, une formulation inverse conformément à la problématique de cette thèse est donnée à

la �n de ce chapitre.
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2.1 Description d'un modèle d'ensablement de lacs

2.1 Description d'un modèle d'ensablement de lacs

Il est bien connu, voir par exemple [4], que l'ensablement des lacs ou des courts d'eau

résulte d'un phénomène de sédimentation progressive du lit. Cette modi�cation progressive

du fond est en fait une conséquence de plusieurs processus (érosion, comblement et autres).

Figure 2.1 � Une schématisation de l'évolution du fond sédimentaire d'un �euve ou d'un

lac.

Celle ci est dé�nie, ici, par la hauteur S(t, x) des sédiments déposés au fond du lac à

l'instant t au point x.

Pour désigner l'évolution du fond sédimentaire, on considère Ω un domaine plan représentant

la surface libre d'un lac, puis on désigne par y(t, x) = S(t, x) la hauteur du fond sédimentaire.

Thèse de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 14



2.1 Description d'un modèle d'ensablement de lacs

Figure 2.2 � Un exemple d'évolution de fond sédimentaire.

Les équations décrivant cette évolution décrites dans [18] sont alors :

∂y

∂t
−∇.A∇y + F (y) = 0 dans Ω× (0, T ) (2.1)

(A∇y).n = g sur Γ× (0, T ) (2.2)

y(0) = y0 sur Ω (2.3)

∂ty + E ≥ 0 dans Ω (2.4)

Le terme ∇.A∇y décrit le processus de convection di�usion de sédiments ; A étant ici un

opérateur de convection di�usion. Les e�ets de type réaction, comblement et autres sont

décrit par le terme F (y).

L'inéquation ∂ty + E ≥ 0 apparait comme une contrainte de type entropie où le terme E

désigne le taux maximal d'érosion (voir [4]).

La description des e�ets non linéaires, à travers l'expression F (y), est fondamentale pour

l'évolution rapide ou non du fond sédimentaire. Dans [17], une étude avait permis d'élaborer

cette expression sous la forme :

F (y) =
( ∣∣∣ ∂y∂x1

∣∣∣p0

+
∣∣∣ ∂y∂x2

∣∣∣p0
)(
λ ∂y
∂x1

+ α ∂y
∂x2

)
+ ∂a
∂x1

∂y
∂x1

+ ∂b
∂x2

∂y
∂x2

(2.5)

où p0 est un paramètre jouant sur la raideur d'une pente du relief de fond, λ est un paramètre

représentant le coe�cient d'advection des sédiments dans la direction de la variable x et α

est un paramètre représentant le coe�cient d'advection des sédiments dans la direction de la
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2.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques

variable y.

Désignons par Λ ∈ Rm(m > 1) le vecteur paramètre. L'opérateur A et la fonctionnelle F

sont naturellement dépendants de Λ de sorte que le problème consiste à chercher le couple

paramètre - état (Λ, y) ∈ (L∞(Ω))m × C1(0, T ;H1(Ω)) telle que l'état y associé au vecteur

paramètre Λ soit solution du problème (2.1)-(2.4).

2.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques

Le vecteur paramètre Λ étant supposé connu, le problème direct, consiste ici, à chercher

y(t) solution du système (2.1)-(2.4). Un problème inverse peut consister, ici, à chercher le

vecteur paramètre Λ si on connait des mesures partielles de l'état du système y(t). Mais,

nous pouvons aussi, comme on va le voir dans la suite de cette thèse, formuler le problème

de reconstruction d'un état initial si on dispose de quelques mesures sur l'état du système

sur une période donnée.

2.2.1 Formulation faible du problème direct

Nous supposons que le vecteur paramètre Λ est bien connu ainsi que la donnée de bord g.

Le problème direct, consiste à chercher y(t) solution du système (2.1)-(2.3). En multipliant

l'équation (2.1) par une fonction test φ et en intégrant par partie sur Ω, il vient∫
Ω

∂y

∂t
φ−

∫
Ω

(∇.A∇y)φ+

∫
Ω

F (y)φ = 0.

Moyennant des conditions de régularité appropriées sur y, il vient de la formule de Green

que : ∫
Ω

∂y

∂t
φ+

∫
Ω

(A∇y)∇φ−
∫

Γ

g.φ+

∫
Ω

F (y).φ = 0

Remarquant que ∫
Ω

∂y

∂t
φ =

d

dt

∫
Ω

y.φ, ∀φ ∈ H1(Ω),
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2.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques

une formulation faible du problème (2.1)-(2.3) est donc : Trouver y ∈ C1(0, T ;H1(Ω)) tel que

pour tout φ ∈ H1(Ω) on ait

d

dt

∫
Ω

y.φ+

∫
Ω

A∇y.∇φ−
∫

Γ

g.φ+

∫
Ω

F (y).φ = 0 (2.6)

et

y(0) = y0 dans Ω (2.7)

2.2.2 Existence et unicité de la solution du problème faible

Dans cette section on suppose, a priori, que Λ ∈ (L∞(Ω))m. L'espace de Sobolev H1(Ω)

étant un espace de Hilbert séparable, il existe une famille totale dénombrable (φi), i ∈ N∗

dans H1(Ω), telle que ∫
Ω

φiφj = δij (2.8)

On a :

Proposition 2.1. Soit y0 ∈ L2(Ω). Sous les hypothèses suivantes :

� les fonctions F et g sont de classe C1 par rapport à chacun de leurs arguments,

� F (u).u ≥ 0 ∀ u et F (0) = 0,

� la matrice A est dé�nie positive,

il existe une unique suite (yk(t))k∈N ⊂ H1(Ω) telle que

yk(t) =
k∑
j=1

ykj(t)φj (2.9)

et pour i = 1, ...., k on ait :

d

dt

∫
Ω

yk(t).φi +

∫
Ω

A∇yk(t).∇φi −
∫

Γ

g.φi +

∫
Ω

F (yk(t)).φi = 0 (2.10)

et

yk(0) = y0 (2.11)
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2.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques

Démonstration. L'existence d'une solution de (2.10)-(2.11) sous la forme

yk(t) =
k∑
j=1

ykj(t)φj

se ramène à la résolution du système :

dyki(t)

dt
+

k∑
j=1

ykj(t)a(φi, φj)−
∫
∂Ω

gφi +

∫
Ω

F (
k∑
j=1

ykjφj)φi = 0 (2.12)

yki(0) =

∫
Ω

y0φi. (2.13)

où on a posé

a(φi, φj) =

∫
Ω

A∇φi.∇φj. (2.14)

F et g étant de classe C1 par rapport à chacun de leurs arguments, l'application qui à

yk = (yki) associe le vecteur dont la i-ème composante est

−
k∑
j=1

ykj(t)a(φi, φj) +

∫
Γ

gφj −
∫

Ω

F (
k∑
j=1

ykjφj)φi, (2.15)

est aussi de classe C1 et donc localement lipschitzienne. Grâce au théorème de Cauchy-

Lipschitz, le système (2.12) admet une unique solution (ykj(t))j. Il existe donc une unique

suite (yk) de la forme (2.9) satifaisant le système (2.10)-(2.11).

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2. [18] Soit y0 ∈ L2(Ω). Sous les hypothèses de la proposition (2.1), la suite

(yk)k solution de (2.10)-(2.11), satisfait

‖yk(t)‖2
H1(Ω) ≤ C

(
‖y0‖2

L2(Ω) +

∫ t

0

‖g(s)‖2
L2(Γ)ds+

∫ t

0

‖yk(s)‖2
H1(Ω)ds

)
. (2.16)

pour une certaine constante C positive.

Démonstration. En considérant (yk) la suite dé�nie par (2.9) et solution de (2.9)-(2.10), on

établit

1

2

d

dt

∫
Ω

(yk(t))2 +

∫
Ω

A∇yk(t)∇yk(t)) +

∫
Ω

F (yk(t)).yk(t) =

∫
Γ

g.yk(t). (2.17)
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Grâce à la propriété d'ellipticité deA et à celle de la croissance de F on peut déduire l'inégalité

suivante

1

2

d

dt

∫
Ω

yk(t)2 + α

∫
Ω

| ∇yk |2≤
∫

Γ

gyk(t) (2.18)

Il vient que ∫
Γ

gyk(t) ≤ C‖g‖2
L2(Γ) + C‖yk(t)‖2

H1(Ω). (2.19)

En utilisant successivement (2.18) et (2.19), puis le théorème des traces

1

2

d

dt
‖yk(t)‖2

L2(Ω) + α‖∇yk(t)‖2 ≤ C‖g‖2
L2(Γ) + C‖yk(t)‖2

H1(Ω) (2.20)

En intégrant sur (0, t), il en découle

1

2
‖yk(t)‖2

L2(Ω) + α

∫ t

0

‖∇yk(s)‖2ds ≤ ‖yk(0)‖2
L2(Ω) + C

∫ t

0

‖g(s)‖2
L2(Γ)ds+ C

∫ t

0

‖yk(t)‖2
H1(Ω)ds(2.21)

Or yk(0) = y0, donc on en déduit �nalement qu'il existe une constante C > 0 telle que

‖yk(t)‖2
H1(Ω) ≤ C.

(
‖y0‖2

L2(Ω) +

∫ t

0

‖g(s)‖2
L2(Γ)ds+

∫ t

0

‖yk(s)‖2
H1(Ω)ds

)
pour t ≤ T. (2.22)

Le résultat suivant s'ensuit.

Théorème 2.1. Sous les hypothèses de la proposition (2.1), pour tout y0 ∈ L2(Ω), g ∈

L2(0, T ;L2(Γ)), il existe une unique fonction y ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) solution du problème (2.6)-

(2.7).

Démonstration. Etape 1 : Existence D'après la proposition (2.2), il existe une suite (yk)k

véri�ant l'inégalité (2.16). En vertu du lemme de Gromwal on en déduit que :

‖yk(t)‖2
H1(Ω) ≤ C (2.23)

La suite (yk)k est donc bornée dans L2(0, T ;H1(Ω)). Il existe alors une sous suite encore

notée (yk) telle que

yk ⇀ y faiblement dans L2(0, T ;H1(Ω))
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Et comme l'injection de H1(Ω) dans L2(Ω) est compacte, alors

yk −→ y fortement dans L2(0, T ;L2(Ω))

Soit u ∈ H1(Ω). On peut écrire

u = lim
k→∞

(
k∑
i=1

uiφi), (2.24)

en considérant (φi)i une famille totale de H1(Ω). Et comme yk ⇀ y et

u = lim
k→∞

(
k∑
i=1

uiφi)

alors ∫
Ω

yk(t)(
k∑
i=1

uiφi) −→
∫

Ω

yu quand k −→∞

Passant à la limite quand k −→∞ dans (2.10), on a alors∫
Ω

dy

dt
φ+

∫
Ω

A∇y.∇φ+

∫
Ω

F (y)φ =

∫
∂Ω

gφ (2.25)

Montrons à présent que la solution y est telle que y(0) = y0.

Soit ψ ∈ C1((0, T );D(Ω)) telle que ψ(T ) = 0. Comme (φi)i est totale dans H1(Ω) et D(Ω) ⊂

H1(Ω) alors :

ψ(t) = lim
k

k∑
i=1

ψ(t)φi en norme sur H1(Ω)

Posons

ψk(t) =
k∑
i=1

ψ(t)φi.

Il s'ensuit de (2.10) que :∫
Ω

dyk

dt
ψk + a(yk, ψk) +

∫
Ω

F (yk)ψk =

∫
∂Ω

gψk, j = 1, ...., k

En intégrant cette équation par partie sur [0,T] et tenant compte du fait que ψ(T ) = 0, on

établit que :

−
∫

Ω

yk(0)ψk(0))−
∫ T

0

∫
Ω

yk
d

dt
ψk +

∫ T

0

a(yk, ψk) +

∫ T

0

∫
Ω

F (yk)ψk =

∫ T

0

∫
∂Ω

gψk
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2.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques

Remarquons que ∫
Ω

yk(0)ψ(0) =
k∑
i=1

ψ(0)

∫
Ω

yk(0)φi

On a donc ∫
Ω

yk(0)ψ(0) =
k∑
i=1

ψ(0)

∫
Ω

yk(0)φi =

∫
Ω

y0ψ
k(0)

Par suite :

−
∫

Ω

yk(0)ψk(0))−
∫ T

0

∫
Ω

yk
d

dt
ψk +

∫ T

0

a(yk, ψk) +

∫ T

0

∫
Ω

F (yk)ψk =

∫ T

0

∫
∂Ω

gψk

En passant à la limite il vient

−
∫

Ω

y0ψ(0))−
∫ T

0

∫
Ω

y
d

dt
ψ +

∫ T

0

a(y, ψ) +

∫ T

0

∫
Ω

F (y)ψ =

∫ T

0

∫
∂Ω

gψ (2.26)

D'autre part de l'équation (2.25) en intégrant sur [0,T] avec ψ(T ) = 0 on obtient :

−
∫

Ω

y(0)ψ(0))−
∫ T

0

∫
Ω

y
d

dt
ψ +

∫ T

0

a(y, ψ) +

∫ T

0

∫
Ω

F (y)ψ =

∫ T

0

∫
∂Ω

gψ (2.27)

Comparant les équations (2.26) et (2.27), on déduit que∫
Ω

y(0)ψ(0)) =

∫
Ω

y0ψ(0)) ∀ ψ ∈ C1(0, T ;D(Ω)) et ψ(T ) = 0 (2.28)

Il su�t alors de choisir ψ(t) = (T − t)η avec η ∈ D(Ω) qui satisfait bien ψ(T ) = 0. Ainsi

(2.28) devient ∫
Ω

y(0)η =

∫
Ω

y0η ∀ η ∈ D(Ω)

On en déduit alors y(0) = y0 sur Ω.

Etape 2 : Unicité On suppose éventuellement qu'il existe deux solutions y1 et y2 pour la

même condition initiale y0 ∈ H1(Ω).∫
Ω

∂yi

∂t
u+ a(yi, u) =

∫
∂Ω

g.u−
∫

Ω

F (yi).u, i = 1, 2

En soustrayant membre à membre les équations vectorielles régies par les deux solutions y1

et y2 et prenant u = y1 − y2, on obtient∫
Ω

∂(y1 − y2)

∂t
(y1− y2) +a(y1(t)− y2(t), y1(t)− y2(t)) +

∫
Ω

(F (y1(t)− y2(t))(y1(t)− y2(t)) = 0
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Grâce à la propriété d'ellipticité de A et à celle de la croissance de F , il s'en suit :

1

2

d

dt

∫
Ω

(y1(t)− y2(t))2 + α‖y1(t)− y2(t)‖2
L2(Ω) ≤ 0

Posant E(t) = ‖y1(t)−y2(t)‖2
L2(Ω), il vient :

dE(t)
dt
≤ 0. E(t) est donc une fonction décroissante.

D'où ∀t > 0, E(t) ≤ E(0) = 0. Ce qui se traduit par ‖y1(t) − y2(t)‖2
L2(Ω) = 0, c'est à dire

y1(t) = y2(t). La solution du problème est donc unique.

2.2.3 Solutions admissibles

Intéressons nous aux solutions qui véri�ent la condition d'entropie (∂ty + E ≥ 0). Nous

convenons d'appeler solution admissible tout couple paramètre-état (Λ, y) tel que (2.6),(2.7)

et la condition d'entropie (∂ty + E ≥ 0) soient satisfaites. Par la suite nous posons

E = {(Λ, y) ∈ (L∞(Ω))m × C1((0, T );H1(Ω)), (Λ, y) solution admissible} (2.29)

et nous introduisons la notion de solution maximale.

Dé�nition 2.1. Un couple (Λmax, ymax) est dit maximal si pour tout (Λ, y) ∈ E,

‖Λ‖L∞(Ω)m ≤ ‖Λmax‖L∞(Ω)m . (2.30)

Sous des hypothèses raisonnables sur le choix de Λ considéré momentanément comme un

paramètre, on a montré que le problème (2.6)-(2.7) est bien posé au sens de Hadamard dans

un cadre fonctionnel approprié. La di�culté technique réside dans le fait que le paramètre Λ

est inconnu, ce qui complique notablement l'obtention d'estimation a priori. Dès lors, deux

types de problèmes peuvent être considérés :

Problème I : Existe-t-il des solutions admissibles ?

On peut établir aisément que l'ensemble E est non vide.

Dans le cas où E est constant, pris égal à E0 par exemple (cf. Antonstsev et al.[4]), la question
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2.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques

se ramène à trouver une fonction qui à (x1, x2) 7−→ Λ(x1, x2), a priori dans un espace de type

fonctions à variation bornée BV (Ω), solution du problème suivant :

div(A∇y)− F (y) + E0 ≥ 0, au sens des mesures sur Ω.

Ce problème a donné lieu à diverses études fournissant des conditions su�santes utiles à la

notion d'identi�abilité du vecteur paramètre Λ ; citons en particulier Perez [49] et Richter

[50]. On sait à la lumière de ces travaux que l'on sera conduit à faire des hypothèses supplé-

mentaires sur l'état initial via ∇y0.

Problème II : Sous quelles conditions nécessaires sur Λ ∈ (L∞(Ω))m, un couple paramètre-

état (Λ, y) est-il solution admissible ?

Nous nous ramènons à la proposition suivante :

Proposition 2.3. [18] Pour tout couple paramètre- état (Λ, y) solution la réalisation de la

contrainte ∂y
∂t

+ E ≥ 0 est assurée sous les conditions nécessaires suivantes :

E ≤ F (y) dans Ω× (0, T ) (2.31)

g ≤ 0 dans ∂Ω× (0, T ) (2.32)

A∇y.∇(
∂y

∂t
+ E)− ≥ 0 dans Ω× (0, T ) (2.33)

avec

(
∂y

∂t
+ E)− = max(0,−∂y

∂t
− E)

Démonstration. La preuve de cette proposition est admise.

Remarque 2.1. Sous les conditions de la proposition précédente, le taux de sédiments dé-

posés

(
∂y

∂t

)
en tout temps reste supérieur au taux d'érosion (−E(t)). Le phénomène de

sédimentation restera dominant dans le temps et dans l'espace jusqu'au comblement total du

système c'est à dire à l'extinction du lac. Par conséquent la fonction y(t) est croissante et il
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existe un temps T > 0 tel que

∀t > T, ‖y(t)− Z(t)‖L2(Ω) = 0

avec Z(t) le niveau piézométrique (profondeur par rapport à la surface du sol entre la zone

saturé et la zone non saturé) du lac.

D'où le résultat suivant

Proposition 2.4. [17](Propriétés d'extinction) Sous les conditions de la proposition précé-

dente, la solution entropique tend sur L2(Ω) vers la fonction Z(t), quand t tend vers l'in�ni :

lim
t→∞
‖y(t)− Z(t)‖L2(Ω) = 0

avec pour donnée initiale une fonction y(0) à support compact.

2.2.4 Cas où le processus d'érosion est négligeable

On se limite aux seuls e�ets de sédimentation sous l'action gravitaire. En conséquence, le

processus se ramène à un phénomène d'érosion :

E = 0.

ce qui induit désormais la contrainte

∂y

∂t
≥ 0 p.p. dans Ω× (0, T ) (2.34)

On dé�nit alors une notion relativement forte de solution.

Dé�nition 2.2. Pour toute donnée initiale y0 ∈ H1(Ω), une solution forte du problème est

un couple de paramètre-état (Λ, y) ∈ (L∞(Ω))m × L∞(0, T ;H1(Ω)) véri�ant ∀ u ∈ H1(Ω) :

y(0, .) = y0 dans Ω et
∂y

∂t
≥ 0 p.p. dans Ω× (0, T ) (2.35)∫

Ω

∂y

∂t
u =

∫
Ω

(div(A∇y(t)− F (y(t)))u p.p. en t ∈ (0, T ). (2.36)
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L'énoncé de cette dé�nition appelle les remarques suivantes :

Remarque 2.2. Le choix de Λ = 1 conduit à l'équation classique de convection di�usion

∂y

∂t
= ∆y − (| ∂y

∂x1

|p + | ∂y
∂x2

|p).( ∂y
∂x1

+
∂y

∂x2

)

avec la contrainte ∂y
∂t
≥ 0 p.p. dans Ω × (0, T ) ; on aurait alors, p.p. en t et pour tout

u ∈ D+(Ω), ∫
Ω

∆y(t).u ≥
∫

Ω

(| ∂y
∂x1

|p + | ∂y
∂x2

|p).( ∂y
∂x1

+
∂y

∂x2

)u.

En faisant tendre t essentiellement vers 0+, on en déduit que nécessairement ∆y0 est positif

dans H−1(Ω) et donc, dé�nit une mesure positive, ce qui est un cas exceptionel.

Un point délicat concerne la propriété de non- négativité de ∂y
∂t

p.p. dans Ω× (0, T ) imposée

dans la dé�nition ; en clair, cette condition n'est-elle pas redondante et ne résulterait-elle pas

de la nullité de Λ sur ∂y
∂t
< 0 et de l'équation de continuité ? Comme ∂y

∂t
n'est pas une fonction

test, le résultat n'est pas trivial en formulation continue.

Remarque 2.3. Le problème énoncé par la dé�nition 2.2 est mal posé. En e�et, il admet

toujours la solution triviale (0, y0) ; cependant, on ne peut pas exclure cette solution de la

dé�nition car elle constitue dans certains cas la seule solution. Il su�t pour cela de supposer

que l'on a y0 > 0 dans un ouvert Ωδ = {(x1, x2) ∈ Ω, 0 < d((x1, x2), ∂Ω) < δ} pour un δ > 0.

Il y'a là, en accord avec un e�et-barrière sur le bord. En outre, on peut en général construire

une in�nité de solutions.

2.3 Formulation inverse

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la prédiction à long terme du processus d'ensa-

blement d'un lac dont la surface horizonetale est un domaine borné Ω ⊂ R2. L'ensablement,

ici, est vu sous le prisme de la dynamique de sédimentation du lit de lac. Les phénomènes de

sédimentation ou de comblement étant bien étudiés, nous pouvons admettre que l'opérateur
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A et la fonction F dé�nis dans le modèle d'état (2.1)-(2.3) sont bien connus. Il en ait de

même pour la donnée du bord g.

Ainsi, dans le modèle direct, si l'état initiale y0 = y(t0) est bien identi�é sur tout le domaine,

alors il sera possible de prédire l'évolution future de l'état de sédimentation : y(t) ∀ t ≥ T

où T est le temps présent. Mais, en pratique, l'état y(t0) n'est pas totalement identi�é sur

tout le domaine. L'enjeux de la recherche actuelle, au delà de tout modèle prédictif, est la

reconstitution complète (dans tout le domaine Ω) de l'état de sédimentation initiale y(t0).

Grâce à certains instruments de mesure comme les satelites on peut disposer partielllement

des données sur l'état de sédimentation sur une partie du domaine.

Dans cette thèse, nous formulons les hypothèses suivantes :

(H1) : L'état de sédimentation y(t) est observé sur une partie ω ⊂ Ω, pour tout t ∈ [T0, T ].

(H2) : ω est un domaine connexe de Ω de mesure non nulle.

Notons que l'hypothèse (H2) peut sembler irréaliste, car en pratique, les mesures au sol se

font parfois sur des points discrets. Cependant, avec des images satellitaires on peut disposer

de mesures sur des étendus bien �xées. En cela, (H1) et (H2) sont tout à fait réalistes, de

sorte que, cette thèse s'intéresse formellement au problème suivant :

Problème 1. Etant donnés

� ω ⊂ Ω,

� yobs(t) : ω −→ R ∀ t ∈ [T0, T ],

chercher y(T ) tel que l'on ait

∂y

∂t
−∇.A∇y + F (y) = 0 dans Ω× (0, T ) (2.37)

(A∇y).n = g sur Γ× (0, T ) (2.38)

yχω = yobs dans ω × (0, T ) (2.39)

Il s'agit là d'un problème de reconstruction complète d'un état à l'instant T connaissant son

statut sur une partie du domaine dans le passé (t ∈ [T0, T ]).

Thèse de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 26



2.3 Formulation inverse

Compte tenu de la présence d'un terme non linéaire dans l'équation d'état (2.37), la problé-

matique de cette thèse réside alors dans la détermination d'un processus, non standard, de

reconstruction de l'état initial. L'approche non standard se base en fait sur une transforma-

tion du problème inverse en un problème de contrôlabilité exacte à zéro qui a été déjà utilisée

avec plus ou moins de succès sur certains problèmes d'identi�cation de condition initiale des

Equations aux Dérivées Partielles linéaires (voir par exemple [10] [46]).
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Chapitre 3

Bref aperçu sur la contrôlabilité

exacte à zéro de quelques systèmes

paraboliques
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De nombreux phénomènes physiques, chimiques ou biologiques sont modélisés par des

équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires dépendant de variables d'espaces

et de temps. La contrôlabilité représente une des possibilités d'agir au cours du temps sur

des systèmes de façon à les amener à un état désiré.

La théorie de la contrôlabilité, introduite dans les années 60 à partir de la théorie du contrôle

optimal, a connu un essor important dans les années 80 sous l'impulsion notamment des tra-

vaux de Jacques-Louis Lions et demeure à l'heure actuelle une discipline très active des ma-
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thématiques appliquées. Le contrôle des systèmes d'équations aux dérivées partielles constitue

un vaste champ mathématique toujours en perpétuel évolution. Même si de grandes avancées

ont été e�ectuées ces dernières années, de nombreuses questions restent encore ouvertes.

Les enjeux de la contrôlabilité résident dans l'obtention de systèmes �ables, économiques et

rapides. Pour un système biologique, la contrôlabilité peut permettre de réduire la douleur et

de prolonger la vie. Par exemple, lorsqu'on étudie un régulateur de pression sanguine destiné

à la maintenir à un niveau constant et convenable.

Dans les années 90, des méthodes robustes d'approximation ont été proposées pour l'étude

de la contrôlabilité de l'équation de la chaleur et pour les système de Navier Stokes, basée

sur des approches variationnelles et des estimations de type Carleman [31, 39].

Nous faisons dans ce chapitre une brève revue de quelques notions de contrôlabilité.

3.1 Notions de contrôlabilité

Un problème générique de la contrôlabilité est le suivant : étant donnés deux éléments y0

et y1 de l'espace d'états, peut-on trouver un temps T et un contrôle admissible v tels que la

trajectoire t −→ yv(t) associée à ce contrôle joigne y0 = yv(0) à y1 = yv(T ) ?

On peut poser le même problème avec un temps T �xé. Autrement dit, le problème pour

lequel si T est �xé on cherche v.

Cette section, aborde de manière plus générale des notions de contrôlabilité exacte, approchée,

à zéro et aux trajectoires pour des systèmes paraboliques et explique les relations existantes

entre ces di�érents concepts.

De manière générale, on peut formuler un système de contrôle d'une équation di�érentielle

comme suit :

y′(t) = f(t, y(t); v(t)) t > 0 (3.1)

y(0) = y0 (3.2)
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où t −→ y(t) ∈ X décrit la trajectoire (évolution temporelle) de l'état du système et t −→

v(t) ∈ U est la fonction contrôle. Les espaces X et U sont supposés être des espaces de Banach

appelés respectivement espace d'états et espace des contrôles admissibles. Le problème de la

contrôlabilité consiste, pour un état initial y0 ∈ X donné et un temps �nal T , à l'emmener

vers un état cible à l'instant T par l'action d'un controle v.

Dans la suite, on notera yv l'état du système contrôlé par l'action de la fonction v.

On rappelle ci-après di�érentes notions de contrôlabilité.

Dé�nition 3.1 (Contrôlabilité exacte). On dit que le système est exactement contrôlable au

temps T si, pour tous états y0 et yT dans X, il existe un contrôle v ∈ U tel que yv(0) = y0 et

yv(T ) = yT .

Dé�nition 3.2 (Contrôlabilité approchée). On dit que le système est approximativement

contrôlable au temps T si, pour tous états y0 et yT dans X, et tout ε > 0, il existe un contrôle

v ∈ U tel que yv(0) = y0 et ‖yT − yv(T )‖X ≤ ε.

Dé�nition 3.3 (Contrôlabilité à zéro). On dit que le système est contrôlable à zéro au temps

T si, pour tout état initial y0 dans X, il existe un controle v ∈ U tel que yv(0) = y0 et

yv(T ) = 0.

Remarque 3.1. Il arrive parfois de raisonner non pas sur les états �naux du système, mais

sur les trajectoires.

Nous allons modi�er notre problème pour dire que nous voulons non pas atteindre n'importe

quel état �nal mais coincider avec une trajectoire donnée à l'instant T . On dit alors qu'il

s'agit de la contrôlabilité aux trajectoires. Dans ce cas considérons une trajectoire libre de

notre système (y, u). Supposons notre état initial y0 ∈ X di�érent de y0. Alors nous voulons

trouver un controle v tel que la solution du système véri�e yv(T ) = y(T ). Autrement dit pour

tout ε > 0 tel que ‖y0 − y0‖X < ε il existe un contrôle v satisfaisant yv(T ) = y(T ).

Les di�érentes notions de contrôlabilité admettent chacune une formulation duale équiva-

lente. Précisément, l'étude de la contrôlabilité d'un système se ramène à celle des propriétés
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de son adjoint. La contrôlabilité à zéro peut se caractériser par une inégalité d'observabilité

et la contrôlabilité approchée par une propriété de continuation unique (voir : S. Dolecki et

D.Russell dans [19]).

Une question légitime peut être posée : quelles relations existe-t-il entre ces di�érents concepts

de contrôlabilité ?

Il est évident que la contrôlabilité exacte d'un système implique les contrôlabilités approchée,

à zéro et aux trajectoires de celui-ci.

Par contre, il n'y a cependant aucune relation entre la contrôlabilité approchée et la contrô-

labilité aux trajectoires.

Si un système linéaire véri�ant l'hypothèse d'unicité rétrograde (ou propriété de continuation

unique) est contrôlable à zéro, alors il est approximativement contrôlable. Lorsqu'un système

est linéaire, les notions de contrôlabilité aux trajectoires et à zéro sont équivalentes.

Remarque 3.2. Pour un système linéaire, contrôler aux trajectoires le système revient à

contrôler à zéro le système véri�é par w := y − y.

La remarque que nous venons de faire est valable pour les systèmes linéaires, mais ne l'est

plus pour les systèmes non linéaires.

3.2 Inégalité de Carleman pour des équations de la cha-

leur

Dans le but de prouver une inégalité d'observabilité appropriée nous allons donner une in-

égalité de Carleman (voir [28],[29],[30] et [31])utile pour l'obtention d'un résultat bien connu

de contrôlabilité de l'équation de la chaleur avec terme source.

Pour s, λ > 0, p ∈ R et y ∈ L2(Q), nous dé�nissons les fonctionnelles suivantes :
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I1(p, y) := spλp+1

∫ ∫
Q

exp (−2sα)ξpy2dtdx+ sp−2λp−1

∫ ∫
Q

exp (−2sα)ξp−2 | ∇y |2 dtdx

I2(p, y) := spλp+1

∫ ∫
Q

exp (−2sα)ξpy2dtdx+ sp−2λp−1

∫ ∫
Q

exp (−2sα)ξp−2 | ∇y |2 dtdx

+sp−4λp−3

∫ ∫
Q

exp (−2sα)ξp−4(| ∆y |2 + | ∂ty |2)dtdx,

où, pour tout (x, t) ∈ Q,

α(t, x) :=
exp (k(m+1)

m
λ‖η0‖∞)− exp [λ(k‖η0‖∞ + η0(x))]

tm(T − t)m

et

ξ(t, x) :=
exp [λ(k‖η0‖∞ + η0(x))]

tm(T − t)m
,

avec m ∈ N∗, k > m et η0 ∈ C2(Ω) une fonction satisfaisant pour k > 0 et ω un ouvert non

vide de Ω, | ∇η0 |≥ k dans Ω\ω, η0 > 0 dans Ω et η0 = 0 sur ∂Ω. La démonstration de

l'existence d'une telle fonction η0 peut être trouvée dans [31],(Cf également [13]).

Lemme 3.1 (Inégalités de Carleman, [31]). Soit y0 ∈ L2(Ω) et f ∈ L2(Q).

Alors il existe une constante C0 dépendant uniquement de Ω et ω telle que la solution du

système

∂y

∂t
−∆y = f(t, x) dans Ω× (0, T ) (3.3)

y = 0 sur Σ (3.4)

y(0) = y0 dans Ω (3.5)

satisfasse

I2(p, y) ≤ C0(spλp+1

∫
B

∫ T

0

exp (−2sα)ξpy2dtdx + sp−3λp−3

∫
Ω

∫ T

0

exp (−2sα)ξp−3 | f |2 dtdx),

pour tout λ ≥ C et s ≥ s0 := C(T 2m + T 2m−1).

Une légère modi�cation de la preuve permet d'obtenir le résultat énoncé.

On peut trouver le lemme dans [31], bien que la démonstration soit faite pour m = 1.
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Théorème 3.1. Il existe trois constantes positives λ0, s0 et C (qui ne dépendent que de Ω

et ω) telles que pour tout λ ≥ λ0, pour tout s ≥ s0(T + T 2) et pour tout p ∈ R, on a :

spλp+1
∫ ∫

Q
exp (−2sα)ξpy2dtdx

+sp−2λp−1
∫ ∫

Q
exp (−2sα)ξp−2 | ∇y |2 dtdx

+sp−4λp−3
∫ ∫

Q
exp (−2sα)ξp−4(| ∆y |2 + | ∂ty |2)dtdx

≤ C
(
spλp+1

∫
ω
∫ T
0 exp (−2sα)

ξpy2dtdx

+sp−3λp−3
∫

Ω

∫ T
0

exp (−2sα)ξp−3 | f |2 dtdx
)

(3.6)

pour tout y ∈ C2(Ω) tel que y = 0 sur Σ.

Nous allons déduire maintenant l'inégalité d'observabilité à partir de l'inégalité de Carleman

(3.6)

Théorème 3.2. Il existe une constante Cobs > 0 telle que pour tout ϕ0 ∈ L2(Q), la solution

ϕ du système adjoint

−∂ϕ
∂t
−∆ϕ = 0 dans Ω× (0, T ) (3.7)

ϕ = 0 sur Σ (3.8)

ϕ(T ) = ϕ0 dans Ω (3.9)

satisfait l'inégalité d'observabilité

‖ ϕ(0) ‖2
L2(Ω) +

∫
Ω

∫ T

0

ρ−1ϕ2dtdx ≤ Cobs

∫ T

0

‖ χωϕ ‖2
L2(Ω)dt

où ρ = exp (2s0α).

Démonstration. On commence par remarquer que l'inégalité de Carleman est valide pour les

solutions du système adjoint avec ϕT ∈ L2(Ω). On �xe λ = λ0 et s = s0(T + T 2). On obtient

en particulier∫ ∫
Ω

exp [−2sα]t−3(T − t)−3 | ϕ |2 dxdt ≤ C

∫ ∫
ω×(0,T )

exp [−2sα]t−3(T − t)−3 | ϕ |2 dxdt
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On tronque en (T
4
, 3T

4
) l'intégrale à gauche et on utilise

exp [−2sα]t−3(T − t)−3 ≥ exp [−2C(1 +
1

T
)]

1

T 6
dans Ω× (

T

4
,
3T

4
)

et

exp [−2sα]t−3(T − t)−3 ≥ exp [−C(1 +
1

T
)]

1

T 6
dans Ω× (0, T )

pour obtenir ∫ ∫
Ω×(T

4
, 3T

4
)

| ϕ |2 dxdt ≤ C exp [C(1 +
1

T
)]

∫ ∫
ω×(0,T )

| ϕ |2 dxdt (3.10)

Pour les solutions de l'équation adjointe on a l'estimation d'énergie∫ 1

0

| ϕ(0) |2 dx ≤
∫ 1

0

| ϕ(t) |2 dx, ∀t ∈ [0, T ],

et en intégrant dans (T
4
, 3T

4
) on trouve∫ 1

0

| ϕ(0) |2 dx ≤ 2

T

∫ ∫
Ω×(T

4
, 3T

4
)

| ϕ |2 dxdt

En combinant cette inégalité avec la précédente on obtient l'inégalité d'observabilité.

3.3 Contrôlabilité à zéro de l'équation de la chaleur

La contrôlabilité à zéro de l'équation de la chaleur est due à G. Lebeau et L. Robbiano

[39] et A.V. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov [31]. Deux approches di�érentes ont été utilisées

pour résoudre ce problème par Lebeau-Robbiano [39] et Fursikov-Imanuvilov [31], toutes deux

utilisant de manière fondamentale (mais di�éremment) des inégalités de Carleman globales.

Dans la première, les auteurs prouvent l'inégalité d'observabilité par une décomposition spec-

trale des solutions. Dans la deuxième, la preuve de l'inégalité d'observabilité repose sur les

inégalités de Carleman globales pour les solutions du système adjoint. Dans la suite, nous

allons présenter cette deuxième technique.
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Soit l'équation de la chaleur avec condition homogène de Dirichlet

∂y

∂t
−∆y = vχω dans Ω× (0, T ) (3.11)

y = 0 sur Σ (3.12)

y(0) = y0 dans Ω (3.13)

où y0 ∈ L2(Ω) est la donnée initiale, y = y(t) est la variable d'état qui décrit la distribution

de température dans Ω à l'instant t et v = v(t) est le contrôle distribué dans ω (ω ⊂ Ω).

Le but de cette partie est de présenter une méthode pour construire un contrôle v tel que la

solution y satisfasse y(T ) = 0. C'est la méthode de dualité ou Hilbert Uniqueness Method

(HUM) introduite par J.-Louis Lions. Remarquons que dû à l'e�et régularisant de l'équation

de la chaleur (et en général des équations paraboliques), on ne peut pas espérer, quelque

soit y0 ∈ L2(Ω), mener y vers une cible quelconque en temps T . C'est pour cela qu'il est

convenable de considérer pour ce type d'équation la notion de contrôlabilité aux trajectoires,

i.e, pour tout y0 ∈ L2(Ω) et toute solution y de l'équation de la chaleur non contrôlée

∂y

∂t
−∆y = 0 dans Ω× (0, T ) (3.14)

y = 0 sur Σ (3.15)

il existe un contrôle v ∈ L2(ω× (0, T )) tel que yv(T ) = y(T ). Néanmoins, par linéarité, cette

notion de contrôlabilité est équivalente à la contrôlabilité à zéro. La contrôlabilité à zéro

du système se réduit à montrer l'observabilité du système adjoint (voir [39]), i.e, l'existence

d'une constante C > 0 tel que pour tout ϕT ∈ L2(Ω), la solution ϕ de l'équation adjointe

donnée par

−∂ϕ
∂t
−∆ϕ = 0 dans Ω× (0, T ) (3.16)

ϕ = 0 sur Σ (3.17)

ϕ(T ) = ϕT dans Ω (3.18)
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satisfasse ∫
Ω

| ϕ(0) |2 dx ≤ C

∫ ∫
ω×(0,T )

| ϕ |2 dxdt

Dans le cas linéaire, l'étude de la contrôlabilité d'un système est semblable à l'étude de sa

contrôlabilité aux trajectoires.

La question que l'on se pose ici est la suivante, exprimée sur le modèle le plus simple. On

considère l'équation de la chaleur :

∂y

∂t
−∆y = vχω dans Ω× (0, T ) (3.19)

y = 0 sur Σ (3.20)

y(0) = 0 dans Ω (3.21)

où χ est la fonction caractéristique de ω.

On cherche à déterminer un contrôle v tel que yv(T ) = 0.

Théorème 3.3. Quel que soit T > 0 et quel que soit l'ouvert ω ⊂ Ω, il exixte v tel que la

solution de l'équation véri�e yv(T ) = 0.

La démonstration de ce théorème nécessite de longs développements techniques.

La méthode développée par Fursikov et Imanuvilov [31] a un caractère plus général et s'ap-

plique à des situations variées (aux prix d'une technique lourde). Par exemple ils ont montré

le résultat suivant : soit f une fonction lipschitzienne et considérons une solution du problème

(sans contrôle)

∂y

∂t
−∆y + f(y) = 0 dans Ω× (0, T ) (3.22)

y = 0 sur Σ (3.23)

y(0) = y0 dans Ω (3.24)
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(Par exemple y peut être une solution stationnaire de ce problème, c'est- à -dire ∂y
∂t

= 0,

qui peut être éventuellement instable.)

Considérons maintenant l'équation (avec contrôle)

∂y

∂t
−∆y + f(y) = vχω dans Ω× (0, T ) (3.25)

y = 0 sur Σ (3.26)

y(0) = y0 dans Ω (3.27)

Le résultat dit alors que si ‖ y0 − y0 ‖ est assez petit, il existe v tel que yv(T ) = y(T ).

Comme le système est linéaire la méthode utilisée consiste à retrancher à y une solution

particulière du système non contrôlé. La contrôlabilité à zéro est équivalente à amener n'im-

porte quelle condition initiale à n'importe quelle extrémité de trajectoire libre (c'est ce qu'on

appelle la contrôlabilité aux trajectoires), ce qui confère une généralité à la contrôlabilité à

zéro plus importante qu'initialement visible.

L'action du contrôle permet donc de �changer de trajectoire� pour le problème d'évolution

ou d'atteindre exactement une solution stationnaire, même si elle est naturellement instable.

Le résultat à été étendu aux équations de Navier-Stokes sur des variétés sans bord ou lorsque

la condition au bord est rot(y) = 0 par Fursikov-Imanuvilov [31], puis récemment au cas des

équations de Navier Stokes avec la condition au bord y = 0 par Imanuvilov [38].

Signalons que cette équivalence n'est pas véri�ée en général pour les systèmes non linéaires,

comme pour le système de Navier-Stokes.
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3.4 Controlabilité à zéro interne d'un système de Navier-

Stokes

On présente des résultats sur la contrôlabilité à zéro du problème non linéaire de Navier-

Stokes issue de la mécanique des �uides.

Cette équation modélise un système dynamique sur lequel on peut agir au moyen de com-

mandes que l'on appelle les contrôles, et qui sont représentées en général par des conditions

aux limites ou des forces extérieures.

Nous considérons l'équation de Navier-Stokes dans Ω × (0, T ) avec un contrôle agissant sur

ω × (0, T )

∂y

∂t
−∆y + (y.∇)y +∇p = vχω dans Ω× (0, T ) (3.28)

∇.y = 0 dans Ω× (0, T ) (3.29)

y = 0 sur Σ (3.30)

y(0) = y0 dans Ω (3.31)

Nous rappelons les di�érentes dé�nitions de contrôlabilité qui seront considérées et nous

décrivons la stratégie d'étude employée.

3.4.1 Dé�nitions

Comme le système de contrôle considéré est non linéaire, on doit distinguer les résultats

de contrôlabilité locales des résultats de contrôlabilité globales.

1. On dit que le système est localement exactement contrôlable au temps T > 0, si pour

toutes conditions initiale y0 et �nale y1 très proches au sens de la norme, on peut

trouver un contrôle v qui permet d'amener l'état y du système de y0 à y1 en un temps

T.

2. On dit que le système est localement contrôlable à zéro au temps T > 0, si pour
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toute condition initiale y0 su�samment proche de 0, on peut trouver un contrôle v

qui permet d'amener l'état y du système de y0 à 0 en temps T .

Une question intéressante est la contrôlabilité locale exacte aux trajectoires au temps T > 0.

Etant donnée une solution particulière (une trajectoire (y, u)) du système de contrôle et une

condition initiale y0 assez proche de y(0), il s'agit de trouver un contrôle v qui amène l'état

y du système de y0 à y(T ) en temps T . On peut en�n reprendre ces di�érentes notions

de contrôlabilité exacte pour les transposer dans un cadre approché. Il ne s'agit alors plus

d'atteindre exactement l'état souhaité yF ou y(T ), mais de pouvoir, pour tout ε > 0 très petit,

construire un contrôle qui permet à l'état du système d'approcher cet état à une distance

ε. On parle de contrôlabilité globale des di�érentes notions si les propriétés ci-dessus sont

valables pour tout y0 et y1 dans X.

3.4.2 Résultat de contrôlabilité à zéro d'un système de Navier-

Stokes

On commence par introduire deux espaces classiques présents dans le contexte de �uides

incompressibles, à savoir :

V = {y ∈ H1
0 (Ω)N : ∇.y = 0 dans Ω}

H = {y ∈ L2(Ω)N : ∇.y = 0 dans Ω, y = 0 sur ∂Ω}

La contrôlabilité de l'équation de Navier Stokes a été abordée par J. -L Lions dans [40] et a

été l'objet de nombreux travaux ces dernières années.

Dans le cadre de la contrôlabilité approchée, les premiers résultats ont été obtenus par J.M

Coron dans [11] avec des conditions au bord de type Navier en utilisant la célèbre méthode

du retour. Pour des conditions au bord de type Dirichlet homogènes, on peut se référer à [25]

et [41]. Le résultat principal est le suivant :
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Théorème 3.4. Pour tout T > 0 et ω ⊂ Ω, il existe δ > 0 tel que, pour tout y0 dans

V satisfaisant ‖y0‖V ≤ δ, on peut trouver un contrôle v ∈ L2(ω × (0, T )), et une solution

associée (y, p) du système de Navier Stokes telle que y(T ) = 0 dans Ω.

i.e le système non linéaire (système de Navier Stokes) est localement contrôlable à zéro.

La preuve du théorème repose sur un résultat de contrôle à zéro pour le système linéaire

avec un terme source

∂y

∂t
−∆y +∇p = f + vχω dans Ω× (0, T ) (3.32)

∇.y = 0 dans Ω× (0, T ) (3.33)

y = 0 sur Σ (3.34)

y(0) = y0 dans Ω (3.35)

et un théorème d'inversion locale (voir ci-dessous). La contrôlabilité à zéro du système li-

néaire est démontrée avec f = 0 et v = 0. Pour ce faire, les auteurs montrent une inégalité

d'observabilité pour le système adjoint

−∂ϕ
∂t
−∆ϕ+∇π = 0 dans Ω× (0, T ) (3.36)

∇.ϕ = 0 dans Ω× (0, T ) (3.37)

ϕ = 0 sur Σ (3.38)

ϕ(T ) = ϕT dans Ω (3.39)

Ils montrent (voir [25],[41]) l'existence d'une constante C > 0 telle que, pour tout ϕT ∈ H,

la solution du système adjoint satisfait∫
Ω

| ϕ(0) |2 dx ≤ C
N∑

j=1,j 6=i

∫ ∫
ω×(0,T )

| ϕj |2 dxdt.

La preuve de cette inégalité repose sur une inégalité de type Carleman∫ T

0

∫
Ω

ρ1 | ϕ(0) |2 dxdt ≤ C
N∑

j=1,j 6=i

∫ ∫
ω×(0,T )

ρ2 | ϕj |2 dxdt
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où ρ1(x, t) et ρ2(x, t) sont des poids du type

ρ1(t, x) :=
exp (k(m+1)

m
λ‖η0‖∞)− exp [λ(k‖η0‖∞ + η0(x))]

t(T − t)

et

ρ2(t, x) :=
exp [λ(k‖η0‖∞ + η0(x))]

t(T − t)
.

Cependant une inégalité d'observabilité ne su�t pas pour traiter le problème non linéaire de

Navier Stokes. On aura besoin de déduire quelques propriétés de décroissance pour le terme

(y.∇)y. Pour ce faire, on démontre dans une première étape une inégalité de Carleman pour

le système adjoint non homogène

−∂ϕ
∂t
−∆ϕ+∇π = g dans Ω× (0, T ) (3.40)

∇.ϕ = 0 dans Ω× (0, T ) (3.41)

ϕ = 0 sur Σ (3.42)

ϕ(T ) = ϕT dans Ω (3.43)

où g ∈ L2(Ω)N

Théorème 3.5 (théorème d'inversion locale). Soient B1 et B2 deux espaces de Banach et

A : B1 −→ B2 véri�ant A ∈ C1(B1,B2). On suppose que b1 ∈ B1 et A(b1) = b2 et que

A′(b1) : B1 −→ B2 est surjective.

Alors, il existe δ > 0 tel que pour tout b′ ∈ B2 satisfaisant ‖b′− b2‖ < δ, il existe une solution

de l'équation

A(b) = b′, b ∈ B1

Pour appliquer ce théorème dans ce contexte, on considère l'opérateur

A(y, p, v) = (
∂y

∂t
−∆y + (y.∇)y∇p− vχω, y(0))

Lorsque l'on cherche à étudier la contrôlabilité d'un système non linéaire, on essaie souvent

dans un premier temps de se débarrasser de la non linéarité en linéarisant le système autour
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d'un état d'équilibre du système, car on a en général une meilleure connaissance des systèmes

linéaires. Ensuite, si le système linéaire est contrôlable, on essaie d'en déduire un résultat de

contrôlabilité pour le système non linéaire en utilisant par exemple un théorème d'inversion

locale ou de point �xe [41]. Cette méthode - résoudre d'abord un problème linéaire puis

utiliser un problème de point �xe pour passer au non linéaire est classique en dimension �nie.

Si après linéarisation le système obtenu n'est pas contrôlable, on doit donc utiliser une autre

méthode pour linéariser le système et pouvoir en déduire un résultat pour le système non

linéaire.

3.5 Synthèse de quelques résultats existants

Pour les systèmes linéaires, autonomes et non autonomes, leur contrôlabilité est carac-

térisée par le critère de Kalman qui est une caractérisation algébrique de la contrôlabilité.

Beaucoup de progrès ont été faits ces dernières années dans le cadre de la contrôlabilité des

équations paraboliques. Dans un premier temps, tant que les conditions aux limites sont de

types Dirichlet, la contrôlabilité à zéro du système.

∂y

∂t
−∆y = vχω dans Ω× (0, T ) (3.44)

y = 0 sur Σ (3.45)

y(0) = y0 dans Ω (3.46)

a été démontré, d'une part par G. Lebeau et L. Robbiano dans [39] et d'autre part par

A.V. Fursikov et O.Yu. Imanuvilov dans [31] en utilisant une méthode qui peut s'adapter

à des systèmes assez généraux reposant sur des inégalités de Carleman globales. Ce type

d'inégalités constitue une estimation très importante du point de vue de la contrôlabilité.

Plus précisément, les inégalités globales de Carleman impliquent en particulier l'observabilité

pour le système adjoint associé au problème de contrôle linéaire et il est bien connu que

l'observabilité du problème adjoint entraine la contrôlabilité à zéro.
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Par exemple, pour une équation avec termes d'ordre inférieur de la forme

∂y

∂t
−∆y +B(x, t).∇y + a(x, t)y = vχω dans Ω× (0, T ) (3.47)

y = 0 sur Σ (3.48)

y(0) = y0 dans Ω (3.49)

Ici, a et B = (Bi)
N
i=1, sont N + 1 fonctions qui dépendent de x et de t qui sont supposées

appartenir à L∞(Q). Dans ce cas, il faut utiliser une inégalité de Carleman appropriée pour les

solutions de l'équation de la chaleur avec un second membre dans un espace plus faible [37].

En particulier, la contrôlabilité à zéro de (3.47) est utilisée pour traiter quelques équations

paraboliques non linéaires à travers un argument de point �xe.

Des avancées fructueuses ont été faites dans ce domaine. Un exemple intéressant [25], établit

la contrôlabilité approchée du système de réaction-di�usion non linéaire.

Dans [28] E. Fernandez-Cara et E. Zuazua ont étudié la contrôlabilité à zéro de systèmes

non linéaires avec linéarité �explosives� (ou semi linéaire). En fait, pour des fonctions f

satisfaisants

lim
|s|−→∞

f(s)

slog
3
2 (1+ | s |)

= 0 (3.50)

ils démontrent que le système

∂y

∂t
−∆y + f(y) = vχω dans Ω× (0, T ) (3.51)

y = 0 sur Σ (3.52)

y(0) = y0 dans Ω (3.53)

est contrôlable à zéro.

Très récemment et comme application du travail [37], A. Doubova et al. ont étendu dans [20]

ce résultat à des non linéarités qui dépendent de l'état et du gradient de l'état. Ils ont déduit
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3.5 Synthèse de quelques résultats existants

la contrôlabilité à zéro du système :

∂y

∂t
−∆y + F (y,∇y) = vχω dans Ω× (0, T ) (3.54)

y = 0 sur Σ (3.55)

y(0) = y0 dans Ω (3.56)

pourvu que la dérivée de F (s, p) par rapport à la première variable (resp. aux N dernères

variables) soit strictement majoré à l'in�ni par log
3
2 (1+ | s | + | p |) (resp. log

1
2 (1+ | s | + |

p |)).

La contrôlabilité de l'équation de la chaleur avec conditions aux limites de type Fourier (ou

Robin) a été étudiée dans [31] où les auteurs ont résolu la contrôlabilité à zéro du système

∂y

∂t
−∆y = vχω dans Ω× (0, T ) (3.57)

∂y

∂n
+ βy = 0 sur Σ (3.58)

y(0) = y0 dans Ω (3.59)

pour des coe�cients β ∈ C1(Σ). En utilisant ce résultat, A. Doubova et al. [21] ont montré

la contrôlabilité locale à zéro pour tout T > 0 et la contrôlabilité à zéro pour T assez grand

(qui dépend de y0) du système :

∂y

∂t
−∆y +G(y) = vχω dans Ω× (0, T ) (3.60)

∂y

∂n
+ g(y) = 0 sur Σ (3.61)

y(0) = y0 dans Ω (3.62)

où G véri�e

lim
|s|−→∞

G(s)

slog
3
2 (1+ | s |)

= 0 (3.63)

et g ∈ C4(R) à une dérivée première positive.

La contrôlabilité du système de réaction-di�usion avec conditions aux limites de type Fourier

Thèse de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 44



3.6 Conclusion

linéaires et non linéaires a été étudiée dans [27] et [32].

Les auteurs ont résolu la contrôlabilité à zéro du système

∂y

∂t
−∆y + ay +B ×∇y = vχω dans Ω× (0, T ) (3.64)

∂y

∂n
+ βy = 0 sur Σ (3.65)

y(0) = y0 dans Ω (3.66)

avec des coe�cients a, B et β appartenant à l'espace L∞ (cette partie correspond à l'article

[27]).

Ceci permet ensuite d'obtenir un résultat de contrôlabilité globale pour le système non linéaire

∂y

∂t
−∆y +G(y,∇y) = vχω dans Ω× (0, T ) (3.67)

∂y

∂n
+ g(y) = 0 sur Σ (3.68)

y(0) = y0 dans Ω (3.69)

qui est l'objet de l'article [32]. Pour déduire un résultat de caractère global, on obtient la

contrôlabilité nulle du système linéaire précédent seulement avec les hypothèses L∞ sur les

coe�cients puis on applique les idées développées dans [28].

La contrôlabilité à zéro du système de Navier-Stokes a été aussi très étudiée ces derniers

temps. Dans [12] J. -M. Coron et S. Guerrero obtiennent la contrôlabilité locale à zéro d'un

système de Navier Stokes 2-D sur un tore au moyen d'un seul contrôle scalaire.

Dans [35], S. Guerrero, O Yu. Imanuvilov et J-P. Puel prouvent un résultat de contrôlabilité

pour un système de Navier Stokes sur un carré avec une seule condition de Dirichlet en

s'inspirant de la méthode du retour.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons évoqué quelques problèmes de contrôlabilité pour des sys-

tèmes paraboliques linéaires. Il apparait clairement que, les inégalités de Carleman jouent un
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3.6 Conclusion

rôle fondamental dans l'établissement de la contrôlabilité à zéro de ces systèmes. Toutefois, il

convient de remarquer que bon nombre des résultats établis concernent des systèmes parabo-

liques avec conditions aux limites de Dirichlet homogènes. Pour d'autres types de condition

les inégalités de Carleman peuvent être di�ciles à obtenir comme nous allons le voir au

chapitre suivant.
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Chapitre 4

Inégalités de type Carleman pour

des EDPs paraboliques non linéaires

Sommaire

4.1 Fonctions poids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2 Résultats préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.3 Résultat principal : Inégalité globale de Carleman . . . . . . . . . 63

4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Dans ce chapitre, nous établissons une inégalité de type Carleman pour un problème

parabolique non linéaire avec condition de Neumann non homogène. Ce type d'inégalité

constitue une étape très importante du point de vue de la contrôlabilité. Précisément, les

inégalités de Carleman impliquent en particulier l'observabilité pour le problème adjoint

associé au problème de contrôle linéaire.

Nous considérons, ici, Ω un ouvert borné de Rd, d = 2 ou 3 de frontière Γ. Pour T > 0 donné

nous considérons une équation aux dérivées partielles paraboliques non linéaire

∂tψ −∇.A∇ψ + F (ψ) = 0 dans QT = Ω× (0, T ) (4.1)

avec condition aux limites de type Neumann suivante :

A∇ψ.n = g sur ΣT = Γ× (0, T ) (4.2)
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4.1 Fonctions poids

et la condition initiale

ψ(0) = ψ0 dans Ω. (4.3)

où A est un opérateur de Rd vers Rd satisfaisant la propriété d'ellipticité :

∃C > 0 telle que ξtAξ ≥ C|ξ|2 ∀ξ ∈ Rd. (4.4)

En outre, nous supposons que A est un opérateur symétrique :

ξtAη = ηtAξ ∀ η, ξ ∈ Rd. (4.5)

F est une fonction scalaire non linéaire de classe C1 ; g et ψ0 des fonctions de régularité

su�sante. En plus, il sera supposé la condition de croissance suivante

(u− v)(F (u)− F (v)) ≥ 0 ∀u, v ∈ R (4.6)

et

F (0) = 0. (4.7)

A�n d'établir des résultats d'estimation sur la solution du problème (4.1)-(4.3), on présente

d'abord des fonctions poids puis quelques unes des propriétés utiles pour établir une estima-

tion de type Carleman pour ce problème.

4.1 Fonctions poids

Fixons ω ⊂ Ω non vide. On introduit une fonction scalaire η0 dé�nie sur Ω de classe C2

satisfaisant

η0 > 0 dans Ω (4.8)

|∇η0(x)| 6= 0 ∀x ∈ Ω r ω′ (4.9)

η0 = 0 sur Γ (4.10)
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4.1 Fonctions poids

avec ω′ ⊂⊂ ω un sous ensemble ouvert non vide de ω. On peut se référer à [31], où il

est prouvé l'existence d'une telle fonction. En exemple, si Ω = {x ∈ Rn, | x |< 1}, la

fonction η0(x) = A0 exp ( −1
1−|x|) satisfait bien (4.8),(4.9) et (4.10) en prenant par exemple

ω′ = {x, | x |< ε << 1} (Figure ci contre).

Figure 4.1 � Une illustration d'une fonction η0 véri�ant les propriétés (4.8), (4.9) et (4.10).

On voit bien que η0 = 0 en |x| = 1 et |∇η0(x)| 6= 0 sur Ω r {x, | x |< ε << 1}.

Soit, maintenant les fonctions poids ξ(t, x) et α(t, x) dé�nies par

α(t, x) = (t(T − t))−1
(
e2λ‖η0‖∞ − eλ(‖η0‖∞+η0(x))

)
(4.11)

et

ξ(t, x) = (t(T − t))−1 eλ(‖η0‖∞+η0(x)) (4.12)

avec λ > 0. Il s'ensuit les formules suivantes :

∇ξ = λξ∇(η0), (4.13)

∇α = −λξ∇(η0), (4.14)
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4.1 Fonctions poids

et

A∇α = −λξA∇(η0). (4.15)

Par ailleurs, pour simpli�er les écritures, on posera parfois

∆′(.) = ∇.A∇(.). (4.16)

Avec cette notation on écrit

∆′(α) = −λ2ξ.∇(η0).A∇(η0)− λξ∆′(η0). (4.17)

Un simple calcul permet d'écrire

∂α

∂t
=

2t− T
t2(T − t)2

(
e2λ‖η0‖∞ − eλ(‖η0‖∞+η0(x))

)
et

∂ξ

∂t
=

2t− T
t2(T − t)2

eλ(‖η0‖∞+η0(x)).

Mais, remarquant

eλ(‖η0‖∞+η0(x)) ≤ e2λ(‖η0‖∞+η0(x))

et

−e2λ(‖η0‖∞+η0(x)) ≤ e2λ‖η0‖∞ − eλ(‖η0‖∞+η0(x)) ≤ e2λ(‖η0‖∞+η0(x)).

Il en découle :

Proposition 4.1. Il existe une constante C > 0 dépendant uniquement de T tel que pour

tout t ∈ (0, T ) ∣∣∣∣∂α∂t
∣∣∣∣ ≤ Cξ2, (4.18)

∣∣∣∣∂ξ∂t
∣∣∣∣ ≤ Cξ2, (4.19)

∣∣∣∣∂2ξ

∂t2

∣∣∣∣ ≤ Cξ2, (4.20)
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4.2 Résultats préliminaires

∣∣∣∣∂ξ2

∂t

∣∣∣∣ ≤ Cξ3, (4.21)

et pour λ su�samment grand, on a

|∆′(α)| ≤ Cλ2ξ. (4.22)

4.2 Résultats préliminaires

Pour tout ψ solution de (4.1), (4.2), (4.3), posons

ψ̃(t, x) = e−sα(t,x)ψ(t, x) (4.23)

pour un réel s strictement positif judicieusement choisi. Clairement, il en découle

lim
t→0

ψ̃(t, x) = lim
t→T

ψ̃(t, x) = 0. (4.24)

On a d'une part,
∂ψ

∂t
=
∂ψ̃

∂t
esα(t,x) + s

∂α

∂t
esαψ̃(t, x) (4.25)

et d'autre part,

∇ψ = esα(t,x)∇ψ̃ + sesα(t,x)ψ̃∇(α)

d'où l'on déduit

A∇ψ = esα(t,x)A∇ψ̃ + sesα(t,x)ψ̃A∇(α).

Par suite

−∇.(A∇ψ) = −s∇α(A∇ψ)esα(t,x) −∇.(A∇ψ)esα(t,x)

−sψ̃∇.(A∇α)esα(t,x) − s(∇ψ)(A∇α)esα(t,x)

−s2∇αψ̃(A∇α)esα(t,x).

Comme A est un opérateur symétrique,

s(∇ψ̃)(A∇α) = s∇α(A∇ψ).
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4.2 Résultats préliminaires

On écrit alors :

−∇.(A∇ψ) = −∇.(A∇ψ̃)esα(t,x) − 2s∇ψ̃(A∇α)esα(t,x)

−s∇.(A∇α)ψ̃esα(t,x) − s2ψ̃(∇α)(A∇α)esα(t,x).

Utilisant la notation (4.16), le système d'équation (4.1)-(4.3) s'écrit �nalement

s
∂α

∂t
ψ̃ +

∂ψ̃

∂t
+ e−sαF

(
esαψ̃

)
= s2ψ̃∇ (α) .A∇ (α) + 2s∇

(
ψ̃
)
.A∇ (α)

+sψ̃∆′ (α) + ∆′
(
ψ̃
) dans Ω× (0, T )

(4.26)

sψ̃A∇ (α)n + A∇
(
ψ̃
)
n = e−sαg sur ΣT (4.27)

ψ̃(0) = ψ̃(T ) = 0. (4.28)

Posant

L(ψ̃) := s
∂α

∂t
ψ̃ − sψ̃∆′ (α)− s2ψ̃∇ (α) .A∇ (α) (4.29)

et

G(ψ̃) :=
∂ψ̃

∂t
+ e−sαF

(
esαψ̃

)
− 2s∇

(
ψ̃
)
.A∇ (α)−∆′

(
ψ̃
)
. (4.30)

L'équation (4.26) s'écrit

L(ψ̃) +G(ψ̃) = 0 dans (0, T )× Ω (4.31)

Par la suite, on note 〈f, g〉 =

∫ T

0

∫
Ω

fg et ‖ x ‖2= 〈x, x〉. De l'équation (4.31) on déduit

〈L(ψ̃) +G(ψ̃), L(ψ̃) +G(ψ̃)〉 = 0,

puis en développant

‖ L(ψ̃) ‖2 + ‖ G(ψ̃) ‖2 +2〈L(ψ̃), G(ψ̃)〉 = 0. (4.32)

On se servira de cette dernière équation pour établir les estimations de type Carleman. Mais

auparavant on donne d'abord quelques résultats préliminaires.
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4.2 Résultats préliminaires

Proposition 4.2. On suppose que 0 < λ < λ0 et 0 < s < s0, pour un λ0 et un s0. donnés,

sous les hypothèses (4.5) et (4.6) il existe une constante positive C telle que pour tout ψ ∈

C ([0, T ];L2(Ω))
⋂
L2 (0, T ;H1(Ω)) and g ∈ L2 (ΣT ) , nous avons

〈L(ψ̃), G(ψ̃)〉 ≥ −Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξe−2sα |∇ψ|2 − Cs2λ3

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sα |∇ψ|2
)

−Cs3λ

(∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−2sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−2sα |∇ψ|2
)

−Cs4λ5

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−2sαψ2 − Cs5λ3

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−2sαψ2

−Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψF (ψ)− Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξe−2sαψF (ψ)

−Cs2λ2

∫
ΣT

ξ2e−2sα |ψ| |g|dσdt

−Cs3λ3

∫
ΣT

ξ3e−2sαψ2dσdt.

(4.33)

Pour la preuve de cette proposition 4.2 nous allons d'abord établir les lemmes suivants.

Lemme 4.1. Sous les hypothèses de la proposition 4.2, il existe une constante C positive

telle que

〈L(ψ̃),
∂ψ̃

∂t
〉 ≥ −C

(
sλ+ sλ2

) ∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 − C(s+ s2λ2)

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2ξ3. (4.34)

Démonstration. Remplaçant L(ψ̃) par son expression (4.29), il vient

〈L(ψ̃),
∂ψ̃

∂t
〉 = s

∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃
∂ψ̃

∂t
− s

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃
∂ψ̃

∂t
∆′ (α)− s2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃
∂ψ̃

∂t
∇ (α) .A∇ (α) .

Sachant que lim
t→0

ψ̃(t, x) = lim
t→T

ψ̃(t, x) = 0 et en intégrant par partie sur (0, T ), on obtient

〈L(ψ̃),
∂ψ̃

∂t
〉 = −s

2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2∂
2α

∂t2
+
s

2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2 ∂

∂t
∆′ (α) +

s2

2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2 ∂

∂t
(∇ (α) .A∇ (α)) .

En remplaçant ∆′(α) et ∇(α) par leurs expressions (4.13) et (4.17), on obtient

〈L(ψ̃),
∂ψ̃

∂t
〉 = −s

2

∫ T

0

∫
Ω

∂2α

∂t2
ψ̃2 − sλ2

2

∫ T

0

∫
Ω

∂ξ

∂t
ψ̃2∇(η0).A∇(η0)

−sλ
2

∫ T

0

∫
Ω

∂ξ

∂t
ψ̃2∆′

(
η0
)

+
s2λ2

2

∫ T

0

∫
Ω

∂ξ2

∂t
ψ̃2
(
∇η0

)
.A∇

(
η0
)
.
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4.2 Résultats préliminaires

Utilisant les inégalités de la proposition (4.1), il existe alors une constante positive C telle

que

〈L(ψ̃),
∂ψ̃

∂t
〉 ≥ −Cs

∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃2 − C
(
s+ sλ+ sλ2

) ∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2

+
s2λ2

2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2∂ξ
2

∂t

(
∇
(
η0
)
.A∇

(
η0
))
.

Nous remarquons que

s2λ2

2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2∂ξ
2

∂t

(
∇
(
η0
)
.A∇

(
η0
))

=
s2λ2

2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2ξ
∂ξ

∂t

(
∇
(
η0
)
.A∇

(
η0
))

et en utilisant encore les inégalités dans (4.1), nous obtenons∣∣∣∣s2λ2

2

∫ T
0

∫
Ω
ψ̃2ξ

∂ξ

∂t
(∇ (η0) .A∇ (η0))

∣∣∣∣ ≤ Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2ξ3.

Par conséquent, il s'en suit que

〈L(ψ̃),
∂ψ̃

∂t
〉 ≥ −C

(
sλ+ sλ2

) ∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 − C(s+ s2λ2)

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2ξ3

pour une constante positive C. D'où la preuve du lemme.

Lemme 4.2. Sous les hypothèses de la proposition 4.2 il existe alors une constante positive

C telle que

〈L(ψ̃), e−sαF
(
esαψ̃

)
〉 ≥ −C(s+ s2λ2)

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ̃F
(
esαψ̃

)
−Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξe−sαψ̃F
(
esαψ̃

)
.

(4.35)

Démonstration. Nous avons

〈L(ψ̃), e−sαF
(
esαψ̃

)
〉 = s

∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃e−sαF

(
esαψ̃

)
−s
∫ T

0

∫
Ω

ψ̃e−sαF
(
esαψ̃

)
∆′ (α)

−s2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃e−sαF
(
esαψ̃

)
∇ (α) .A∇ (α) .
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4.2 Résultats préliminaires

A partir de l'hypothèse (4.6), on peut voir que esαψ̃F
(
esαψ̃

)
≥ 0 et, grâce aux inégalités de

la proposition 4.1, on obtient∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃e−sαF

(
esαψ̃

)∣∣∣∣ ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃e−sαF
(
esαψ̃

)
.

Il en découle

s

∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃e−sαF

(
esαψ̃

)
≥ −Cs

∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃e−sαF
(
esαψ̃

)
.

Par conséquent, en utilisant (4.14), (4.15) et (4.22) on obtient �nalement

〈L(ψ̃), e−sαF
(
esαψ̃

)
〉 ≥ −C(s+ s2λ2)

∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃e−sαF
(
esαψ̃

)
−Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξψ̃e−sαF
(
esαψ̃

)
.

Ce qui achève la preuve.

Lemme 4.3. Sous les hypothèses de la proposition 4.2, il existe une constante positive C

telle que

−2s〈L(ψ̃),∇
(
ψ̃
)
.A∇ (α)〉 ≥ −C

(
s2λ3 + s2λ2

)(∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2
∣∣∣∇(ψ̃)∣∣∣2)

−C
(
s2λ+ s3λ3

)(∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ3
∣∣∣∇(ψ̃)∣∣∣2) .

(4.36)

Démonstration. Nous avons

−2s〈L(ψ̃),∇
(
ψ̃
)
.A∇ (α)〉 = −2s2

∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃∇

(
ψ̃
)
.A∇ (α)

+2s2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃∆′ (α)∇
(
ψ̃
)
.A∇ (α)

+2s3

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃∇ (α) .A∇ (α)∇
(
ψ̃
)
.A∇ (α) .

Grâce à (4.13) et à la proposition 4.1, nous obtenons l'estimation suivante :∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃∇

(
ψ̃
)
.A∇ (α)

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∂α∂t
∣∣∣∣ ∣∣∣ψ̃∣∣∣ ∣∣∣∇(ψ̃)∣∣∣ |A∇ (α)|

≤ Cλ

∫ T

0

∫
Ω

ξ3
∣∣∣ψ̃∣∣∣ ∣∣∣∇(ψ̃)∣∣∣ .
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En appliquant l'inégalité de Young et les inégalités de la proposition 4.2, il vient

−2s2

∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃∇

(
ψ̃
)
.A∇ (α) ≥ −Cs2λ

(∫ T

0

∫
Ω

ξ3
∣∣∣ψ̃∣∣∣2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ3
∣∣∣∇(ψ̃)∣∣∣2) . (i)

De plus grâce aux formules de 4.13, (4.14) et (4.15), nous avons∫ T

0

∫
Ω

ψ̃∇ (α) .A∇ (α)∇
(
ψ̃
)
.A∇ (α) = −λ3

∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃∇
(
η0
)
.A∇

(
η0
)
∇
(
ψ̃
)
.A∇

(
η0
)
.

En appliquant l'inégalité de Young et les inégalités de la proposition (4.1), on obtient

2s3

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃∇ (α) .A∇ (α)∇
(
ψ̃
)
.A∇ (α) ≥ −Cs3λ3

(∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ3
∣∣∣∇(ψ̃)∣∣∣2) . (ii)

D'autre part,

2s2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃∆′ (α)∇
(
ψ̃
)
.A∇ (α) = 2s2λ3

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃ξ2.∇
(
ψ̃
)
.A∇

(
η0
) (
∇(η0).A∇(η0)

)
+2s2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃ξ2∇
(
ψ̃
)
.A∇

(
η0
)

∆′(η0).

Nous appliquons encore l'inégalité de Young et les inégalités de la proposition (4.1) pour

obtenir

2s2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃∆′ (α)∇
(
ψ̃
)
.A∇ (α) ≥ −Cs2λ3

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2
∣∣∣∇(ψ̃)∣∣∣2)

−Cs2λ2

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2
∣∣∣∇(ψ̃)∣∣∣2) . (iii)

En combinant (i), (ii), et (iii), nous obtenons �nalement

−2s〈L(ψ̃),∇
(
ψ̃
)
.A∇ (α)〉 ≥ −C

(
s2λ3 + s2λ2

)(∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2
∣∣∣∇(ψ̃)∣∣∣2)

−C
(
s2λ+ s3λ3

)(∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ3
∣∣∣∇(ψ̃)∣∣∣2) .

Ce qui achève la démonstration.

Lemme 4.4. Sous les hypothèses de la proposition 4.2 nous avons

−〈L(ψ̃),∆′
(
ψ̃
)
〉 ≥ −Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2 − C(s+ s2λ2)

∫ T

0

∫
Ω

ξ2|∇ψ̃|2

−C(sλ+ sλ2 + sλ3 + s2λ3)

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2)

−Csλ2

∫
ΣT

ξ
∣∣∣ψ̃∣∣∣ e−sα|g|dσdt− C(s+ s2λ2)

∫
ΣT

ξ2
∣∣∣ψ̃∣∣∣ e−sα|g|dσdt

−Cs2λ3

∫
ΣT

ξψ̃2dσdt− Cs3λ3

∫
ΣT

ξ2ψ̃2dσdt.

(4.37)
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Démonstration. Nous avons

−〈L(ψ̃),∆′
(
ψ̃
)
〉 = −s

∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃∆′

(
ψ̃
)

+ s

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃∆′ (α) ∆′
(
ψ̃
)

+s2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃∆′
(
ψ̃
)
∇ (α) .A∇ (α) .

En utilisant la formule Green, on a

−〈L(ψ̃),∆′
(
ψ̃
)
〉 = s

∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
∇ψ̃.A∇

(
ψ̃
)
− sλ

∫ T

0

∫
Ω

∂ξ

∂t
ψ̃.A∇

(
ψ̃
)
.∇(η0)

−s
∫

ΣT

∂α

∂t
ψ̃A∇

(
ψ̃
)
ndσdt− s

∫ T

0

∫
Ω

∆′ (α)∇ψ̃.A∇
(
ψ̃
)

−s
∫ T

0

∫
Ω

ψ̃A∇
(
ψ̃
)
.∇ (∆′ (α)) + s

∫
ΣT

∆′ (α) ψ̃A∇
(
ψ̃
)
.ndσdt

−s2

∫ T

0

∫
Ω

∇ψ̃.A∇
(
ψ̃
)
∇ (α) .A∇ (α)

−s2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃A∇
(
ψ̃
)
.∇ (∇ (α) .A∇ (α))

+s2

∫
ΣT

∇ (α) .A∇ (α) ψ̃A∇
(
ψ̃
)
.ndσdt.

Ecrivons cette inégalité sous la forme −〈L(ψ̃),∆′
(
ψ̃
)
〉 = (a) + (b) + (c) + (d) où

(a) = s

∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
∇ψ̃.A∇

(
ψ̃
)
− s

∫ T

0

∫
Ω

∆′ (α)∇ψ̃.A∇
(
ψ̃
)
− s2

∫ T

0

∫
Ω

∇ψ̃.A∇
(
ψ̃
)
∇ (α) .A∇ (α)

(b) = −s2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃A∇
(
ψ̃
)
.∇ (∇ (α) .A∇ (α))− sλ

∫ T

0

∫
Ω

∂ξ

∂t
ψ̃.A∇

(
ψ̃
)
.∇(η0)

(c) = −s
∫ T

0

∫
Ω

ψ̃A∇
(
ψ̃
)
.∇ (∆′ (α))

(d) = −s
∫

ΣT

∂α

∂t
ψ̃A∇

(
ψ̃
)
ndσdt+ s

∫
ΣT

∆′ (α) ψ̃A∇
(
ψ̃
)
.ndσdt+ s2

∫
ΣT

∇ (α) .A∇ (α) ψ̃A∇
(
ψ̃
)
.ndσdt

Maintenant, nous estimons des termes de l'expression précédente. A partir des inégalités

de la proposition 4.1 et en sachant que l'opérateur A est positif, on peut déduire les inégalités.

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
∇ψ̃.A∇

(
ψ̃
)∣∣∣∣ ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

ξ2|∇ψ̃|2

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

∆′ (α)∇ψ̃.A∇
(
ψ̃
)∣∣∣∣ ≤ Cλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2
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∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

∇ψ̃.A∇
(
ψ̃
)
∇ (α) .A∇ (α)

∣∣∣∣ ≤ Cλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2

ainsi, il s'en suit

(a) ≥ −Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2 − C(s+ s2λ2)

∫ T

0

∫
Ω

ξ2|∇ψ̃|2

Pour donner une estimation de (b), nous déterminons d'abord ∇ (∇ (α) .A∇ (α)) . Du fait

que nous avons

∇ (∇ (α) .A∇ (α)) = λ2∇ (ξ2∇ (η0) .A∇ (η0))

= 2λ2ξ∇(ξ)∇ (η0) .A∇ (η0 + λ2ξ2∇ (∇ (η0) .A∇ (η0)))

= 2λ3ξ2∇(η0)∇ (η0) .A∇ (η0 + λ2ξ2∇ (∇ (η0) .A∇ (η0))) .

Grâce à l'inégalité de Young et pour λ très grand, on obtient∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ψ̃A∇
(
ψ̃
)
.∇ (∇ (α) .A∇ (α))

∣∣∣∣ ≤ Cλ3

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2) .

De ce qui précède, nous avons également∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

∂ξ

∂t
ψ̃.A∇

(
ψ̃
)
.∇(η0)

∣∣∣∣ ≤ C

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2)

de sorte que l'on a :

(b) ≥ −C(s2λ3 + sλ)

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2) .

Pour donner une estimation de (c) nous allons évaluer ∇ (∆′ (α)) . De l'égalité

∆′ (α) = −λ2ξ.∇(η0).A∇(η0)− λξ∆′(η0)

alors

∇ (∆′ (α)) = −λ3ξ2
(
∇(η0).A∇(η0)

)
∇(η0)− λ2ξ2∆′(η0)∇(η0).

En appliquant encore l'inégalité de Young, on obtient �nalement

(c) ≥ −C(sλ3 + sλ2)

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2) .

Thèse de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 58



4.2 Résultats préliminaires

De plus, nous savons qu'à partir de (4.27) que

A∇
(
ψ̃
)
n = e−sαg + sλψ̃A∇

(
η0
)
n sur ΣT ,

alors nous avons

−s
∫

ΣT

∂α

∂t
ψ̃A∇

(
ψ̃
)
ndσdt = −s

∫
ΣT

∂α

∂t
ψ̃e−sαgndσdt− s2λ

∫
ΣT

∂α

∂t
ψ̃2A∇

(
η0
)
ndσdt

s

∫
ΣT

∆′ (α) ψ̃A∇
(
ψ̃
)
ndσdt = s

∫
ΣT

∆′ (α) ψ̃e−sαgndσdt+ s2λ

∫
ΣT

∆′ (α) ψ̃2A∇
(
η0
)
ndσdt

et

s2

∫
ΣT

∇ (α) .A∇ (α) ψ̃A∇
(
ψ̃
)
ndσdt = s2

∫
ΣT

∇ (α) .A∇ (α) ψ̃e−sαgndσdt+s3λ

∫
ΣT

∇ (α) .A∇ (α) ψ̃2A∇
(
η0
)
ndσdt

de sorte que nous en déduisons l'inégalité suivante

(d) ≥ −Csλ2

∫
ΣT

ξ
∣∣∣ψ̃∣∣∣ e−sα|g|dσdt− C(s+ s2λ2)

∫
ΣT

ξ2
∣∣∣ψ̃∣∣∣ e−sα|g|dσdt− Cs2λ3

∫
ΣT

ξψ̃2dσdt

−Cs3λ3

∫
ΣT

ξ2ψ̃2dσdt.

Finalement, nous obtenons

(a) + (b) + (c) + (d) ≥ −Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2 − C(s+ s2λ2)

∫ T

0

∫
Ω

ξ2|∇ψ̃|2

−C(sλ+ sλ2 + sλ3 + s2λ3)

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2)

−Csλ2

∫
ΣT

ξ
∣∣∣ψ̃∣∣∣ e−sα|g|dσdt− C(s+ s2λ2)

∫
ΣT

ξ2
∣∣∣ψ̃∣∣∣ e−sα|g|dσdt

−Cs2λ3

∫
ΣT

ξψ̃2dσdt− Cs3λ3

∫
ΣT

ξ2ψ̃2dσdt.

Ce qui achève la démonstration.

Preuve de la proposition 4.2. Premièrement, en remplaçant ψ̃ par son expression, il vient :∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2 = |−se−sαψ∇α + e−sα∇ψ|2

≤ s2e−2sα |ψ|2 |∇α|2 + 2se−2sα |ψ| |∇α| |∇ψ|+ e−2sα |∇ψ|2

≤ Ce−2sα
(
s2 |ψ|2 |∇α|2 + 2s |ψ| |∇α| |∇ψ|+ |∇ψ|2

)
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et grâce à l'inégalité de Young, on obtient∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2 ≤ Ce−2sα
(
s2 |ψ|2 |∇α|2 + |∇ψ|2

)
≤ Ce−2sα

(
s2λ2ξ2 |ψ|2 |∇η0|2 + |∇ψ|2

)
.

Deuxièmement à partir des relations (4.29) et (4.30) on peut écrire :

〈L(ψ̃), G(ψ̃)〉 = 〈L(ψ̃),
∂ψ̃

∂t
〉+ 〈L(ψ̃), e−sαF

(
esαψ̃

)
〉 − 2s〈L(ψ̃),∇

(
ψ̃
)
.A∇ (α)〉 − 〈L(ψ̃),∆′

(
ψ̃
)
〉

Ainsi, en utilisant les inégalités de (4.34) à (4.37) on obtient

〈L(ψ̃), G(ψ̃)〉 ≥ −C
(
sλ+ sλ2 + s2λ2 + s2λ3 + sλ+ s2λ2 + sλ3

) ∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψ2

−Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξe−2sα |∇ψ|2

−C
(
s+ s2λ2 + s2λ3 + sλ+ s2λ2

) ∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sα |∇ψ|2

−C
(
s3λ2 + s4λ4 + s4λ5 + s3λ3 + s4λ4

) ∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−2sαψ2

−C(s+ s2λ2 + s2λ+ s3λ3)

∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−2sαψ2

−C
(
s2λ+ s3λ

) ∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−2sα |∇ψ|2

−C
(
s4λ3 + s5λ3

) ∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−2sαψ2

−C(s+ s2λ2)

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψF (ψ)− Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξe−2sαψF (ψ)

−C
(
s+ sλ2 + sλ2 + s2λ2

) ∫
ΣT

ξ2e−2sα |ψ| |g|dσdt

−C
(
s2λ+ s2λ2 + s2λ3 + s3λ3

) ∫
ΣT

ξ3e−2sαψ2dσdt.
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En prenant s et λ su�ssamment grand cette inégalité devient

〈L(ψ̃), G(ψ̃)〉 ≥ −Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξe−2sα |∇ψ|2 − Cs2λ3

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sα |∇ψ|2
)

−Cs3λ

(∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−2sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−2sα |∇ψ|2
)

−Cs4λ5

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−2sαψ2 − Cs5λ3

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−2sαψ2

−Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψF (ψ)− Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξe−2sαψF (ψ)

−Cs2λ2

∫
ΣT

ξ2e−2sα |ψ| |g|dσdt

−Cs3λ3

∫
ΣT

ξ3e−2sαψ2dσdt.

Ceci achève la démonstration.

Proposition 4.3. On suppose que 0 < λ < λ0 et 0 < s < s0 pour un λ0 et s0 donnés, il existe

alors une constante positive C telle que pour tout ψ ∈ C ([0, T ];L2(Ω))
⋂
L2 (0, T ;H1(Ω)) ,

nous avons

〈L(ψ̃), L(ψ̃)〉 ≥ Cs2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 + Cs4λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−sαψ2

−Cs3λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−sαψ2 − Cs3λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−sαψ2.

(4.38)

Démonstration. Nous avons

〈L(ψ̃), L(ψ̃)〉 = ‖L(ψ̃)‖2

= ‖s∂α
∂t
ψ̃ − sψ̃∆′ (α)− s2ψ̃∇ (α) .A∇ (α) ‖2

= s2

∫ T

0

∫
Ω

(
∂α

∂t

)2

ψ̃2 + s2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2 (∆′ (α))
2

+ s4

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2 (∇ (α) .A∇ (α))2

−2s2

∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃2∆′ (α)− 2s3

∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃2∇ (α) .A∇ (α)

+2s3

∫ T

0

∫
Ω

∆′ (α) ψ̃2∇ (α) .A∇ (α) .

Il est clair que

s2

∫ T

0

∫
Ω

(
∂α

∂t

)2

ψ̃2 ≥ 0.
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De plus, pour une valeur de λ su�ssamment grand, à partir de (4.17), on peut écrire

(∆′α)
2 ∼ Cλ4ξ2.

On a alors

s2

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2 (∆′ (α))
2 ≥ Cs2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2.

Comme A est dé�nie positive et satisfaisant la propriété d'ellipticité on a alors

s4

∫ T

0

∫
Ω

ψ̃2 (∇ (α) .A∇ (α))2 ≥ Cs4λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ4ψ̃2.

A partir de (4.18) et (4.22), nous avons∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃2∆′ (α)

∣∣∣∣ ≤ Cλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃2

ainsi

−2s2

∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃2∆′ (α) ≥ −Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃2.

De la même manière, on obtient successivement

−2s3

∫ T

0

∫
Ω

∂α

∂t
ψ̃2∇ (α) .A∇ (α) ≥ −Cs3λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ4ψ̃2

et

2s3

∫ T

0

∫
Ω

∆′ (α) ψ̃2∇ (α) .A∇ (α) ≥ −Cs3λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃2.

Nous déduisons �nalement

〈L(ψ̃), L(ψ̃)〉 ≥ Cs2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2ψ̃2 + Cs4λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ4ψ̃2

−Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃2 − Cs3λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ4ψ̃2

−Cs3λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃2.

Pour des valeurs de λ et s su�ssamment grand, nous avons

−Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃2 − Cs3λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃2 ≥ −Cs3λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ3ψ̃2.
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D'où

〈L(ψ̃), L(ψ̃)〉 ≥ Cs2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 + Cs4λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−sαψ2

−Cs3λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−sαψ2 − Cs3λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−sαψ2.

(4.39)

4.3 Résultat principal : Inégalité globale de Carleman

De ce qui précède, nous avons établit le résultat suivant :

Théorème 4.1. Sous les hypothèses (4.4), (4.5), (4.6) et (4.7) et g ∈ L2(ΣT ), il existe alors

une constante positive C dépendant de Ω, ω et T telle que pour tout

ψ ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)⋂
L2
(
0, T ;H1(Ω)

)
solution de (4.1)-(4.3) avec g ∈ L2 (ΣT ), nous avons

s2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 + s4λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−sαψ2 ≤ Cs2λ3

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sα |∇ψ|2
)

+Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2

+Cs3λ3

(∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−2sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−2sα |∇ψ|2
)

+Cs4λ5

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−2sαψ2 + Cs5λ3

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−2sαψ2

+Cs3λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−sαψ2 + Cs3λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−sαψ2

+Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψF (ψ)

+Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξe−2sαψF (ψ)

+Cs2λ2

∫
ΣT

ξ2e−2sα |ψ| |g|dσdt

+Cs3λ3

∫
ΣT

ξ3e−2sαψ2dσdt.

(4.40)

Thèse de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 63
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Démonstration. Sachant que

‖L(ψ̃)‖2 + 2〈L(ψ̃), G
(
ψ̃
)
〉+ ‖G(ψ̃)‖2 = 0,

il s'en suit que

‖L(ψ̃)‖2 + 2〈L(ψ̃), G
(
ψ̃
)
〉 ≤ 0

et en combinant les équations (4.33) et (4.38) des propositions (4.2) et (4.3), on obtient

0 ≥ ‖L(ψ̃)‖2 + 2〈L(ψ̃), G
(
ψ̃
)
〉 ≥ −Cs2λ3

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sα |∇ψ|2
)

−Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2

−Cs3λ3

(∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−2sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−2sα |∇ψ|2
)

−Cs4λ5

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−2sαψ2 − Cs5λ3

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−2sαψ2

−Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψF (ψ)− Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξe−2sαψF (ψ)

−Cs2λ2

∫
ΣT

ξ2e−2sα |ψ| |g|dσdt

−Cs3λ3

∫
ΣT

ξ3e−2sαψ2dσdt

+Cs2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 + Cs4λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−sαψ2

−Cs3λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−sαψ2 − Cs3λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−sαψ2.

D'où il découle l'inégalité (4.40).

L'inégalité (4.40) est de type Carlemann et proche de celle obtenue dans [10]. Les fonctions

poids intervenant dans cette inégalité sont les mêmes que celles dé�nies dans [46] dans le cas

où la condition de bord est de type Dirichlet homogène. Mais ici, on note de plus dans le

second membre la présence du terme non linéaire F du problème originel.
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Corollaire 4.1. Sous les hypothèses du théorème (4.1) on a :

s2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 ≤ Cs5λ5

(∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sα |∇ψ|2
)

+Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψF (ψ) + Cs4λ4

∫ T

0

∫
ω′
ξ4e−sαψ2

+Cs2λ2

∫
ΣT

ξ2e−sα |ψ| |g|dσdt

+Cs3λ3

∫
ΣT

ξ3e−sαψ2dσdt.

(4.41)

Démonstration. Clairement, puisque ξ4e−sαψ2 ≥ 0, on a

s2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 ≤ s2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 + s4λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−sαψ2

et l'inégalité (4.40) s'écrit

s2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 ≤ Cs2λ3

(∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sα |∇ψ|2
)

+Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ
∣∣∣∇ψ̃∣∣∣2

+Cs3λ3

(∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−2sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−2sα |∇ψ|2
)

+Cs4λ5

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−2sαψ2 + Cs5λ3

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−2sαψ2

+Cs3λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ4e−sαψ2 + Cs3λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ3e−sαψ2

+Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψF (ψ)

+Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξe−2sαψF (ψ)

+Cs2λ2

∫
ΣT

ξ2e−2sα |ψ| |g|dσdt

+Cs3λ3

∫
ΣT

ξ3e−2sαψ2dσdt

Signalons que les 5 premiers termes du second membre de l'inéquation ci-dessous peuvent

être absorbés par le terme Cs5λ5

(∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sα |∇ψ|2
)

de sorte que l'on
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obtienne

s2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 ≤ Cs5λ5

(∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sα |∇ψ|2
)

+Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψF (ψ)

+Csλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξe−2sαψF (ψ)

+Cs2λ2

∫
ΣT

ξ2e−2sα |ψ| |g|dσdt

+Cs3λ3

∫
ΣT

ξ3e−2sαψ2dσdt.

Le corollaire est établi en remarquant que le terme sλ2

∫ T

0

∫
Ω

ξe−2sαψF (ψ) peut absorbé par

le terme s2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−2sαψF (ψ) et que e−2sα ≤ e−sα.

On obtient alors l'inégalité suivante :

s2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 ≤ Cs5λ5

(∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sα |∇ψ|2
)

+Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψF (ψ)

+Cs2λ2

∫
ΣT

ξ2e−sα |ψ| |g|dσdt

+Cs3λ3

∫
ΣT

ξ3e−2sαψ2dσdt

(4.42)

Corollaire 4.2. Sous les hypothèses du théorème (4.1) on a :

s2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 ≤ Cs5λ5

∫ T

0

∫
ω

ξ5e−sαψ2 + Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψF (ψ)

+Cs2λ2

∫
ΣT

ξ2e−sα |ψ| |g|dσdt

+Cs3λ3

∫
ΣT

ξ3e−sαψ2dσdt

(4.43)

Le corollaire est établi en remarquant que le terme s5λ5

(∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sα |∇ψ|2
)

peut être absorbé par le terme Cs5λ5

∫ T

0

∫
ω

ξ5e−sαψ2
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Démonstration. Comme par hypothèse

| ∇η0 |6= 0 dans Ω r ω′

on a :

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sαψ2 | ∇η0 |4≥ C1

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sαψ2 − C1

∫ T

0

∫
ω′
ξ5e−sαψ2

on obtient alors :∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sαψ2 ≤ C1

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sαψ2 | ∇η0 |4 +

∫ T

0

∫
ω′
ξ5e−sαψ2 (4.44)

de même∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sα | ∇ψ |2≤ C1

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sα | ∇ψ |2| ∇η0 |4 +

∫ T

0

∫
ω′
ξ5e−sα | ∇ψ |2 (4.45)

En faisant la somme membre à membre de (4.44) et (4.45) et des propriétés de la fonctions

η0, on obtient alors

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sα | ∇ψ |2 ≤ C2

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sαψ2 + C2

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sα | ∇ψ |2

+

∫ T

0

∫
ω′
ξ5e−sαψ2 +

∫ T

0

∫
ω′
ξ5e−sα | ∇ψ |2 .

(4.46)

En utilisant le fait que ω′ ⊂ ω, alors le terme
∫ T

0

∫
ω′
ξ5e−sαψ2 +

∫ T

0

∫
ω′
ξ5e−sα | ∇ψ |2 peut

être absorbé par
∫ T

0

∫
ω

ξ5e−sα | ∇ψ |2 (voir p.1409 de [23] et [45]).

On dé�nit aisément, qu'il existe une constante C > 0 tel que∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sαψ2 +

∫ T

0

∫
Ω

ξ5e−sα | ∇ψ |2 ≤ C

∫ T

0

∫
ω

ξ5e−sαψ2 (4.47)

On obtient alors l'inégalité suivante :

s2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 ≤ Cs5λ5

∫ T

0

∫
ω

ξ5e−sαψ2 + Cs2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψF (ψ)

+Cs2λ2

∫
ΣT

ξ2e−sα |ψ| |g|dσdt

+Cs3λ3

∫
ΣT

ξ3e−sαψ2dσdt.

(4.48)
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En utilisant le fait que ξ5e−sαψ2 ≥ 0 et ξ4e−sαψ2 ≥ 0 alors le terme s4λ4

∫ T

0

∫
ω

ξ4e−sαψ2

peut être absorbé par le terme s5λ5

∫ T

0

∫
ω

ξ5e−sαψ2.

En�n, en vertu des propriétés des fonctions ξ, α et η0, on déduit �nalement le résultat

principal qui est une estimation globale de type suivante.

Théorème 4.2. Il existe une constante positive C dépendant de T, Ω et ω telle que pour tout

ψ ∈ C
(
[0, T ];L2(Ω)

)⋂
L2
(
0, T ;H1(Ω)

)
,

nous avons

s2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψ2 ≤ C

(
s2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαψF (ψ) + s5λ5

∫ T

0

∫
ω

ξ5e−sαψ2

+s2λ2

∫
ΣT

ξ2e−sα |ψ| |g|dσdt+ s3λ3

∫
ΣT

ξ3e−sαψ2dσdt

)
.

(4.49)

4.4 Conclusion

L'inégalité obtenue est bien une inégalité de type Carleman d'un problème parabolique

non linéaire avec la condition de Neumann non homogène. Elle fait intervenir des termes

d'intégrales qui dépendent de la fonction non linéaire F et également de la fonction g.

Les résultats que nous obtiendrons de notre approche dépendront fortement de cette inéga-

lité globale de Carlemean qui permettra d'établir l'inégalité d'observabilité pour prouver la

contrôlabilité à zéro du problème associé au problème parabolique non linéaire modélisant le

phénomène d'ensablement.
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Chapitre Cinq

Approche non standard du problème

inverse (2.37)-(2.39)

Sommaire

5.1 Problème associé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.2 Problème adjoint contrôlé du système (5.11) - (5.13) . . . . . . . 71

5.3 Reconstruction exacte de l'état initial du problème associé (5.7)-

(5.9) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.4 Approximation d'un couple contrôle / état admissible du pro-

blème adjoint contrôlé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5.5 Approximation et schéma algorithmique du problème inverse

originel (5.1)-(5.3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

On s'intéresse dans ce chapitre à la résolution du problème d'identi�cation évoqué au

chapitre 2 et qui constitue la problématique principale de cette thèse, à savoir : trouver y(T )

tel que l'on ait

∂y

∂t
−∇.A∇y + F (y) = 0 dans Ω× (0, T ) (5.1)

(A∇y).n = g sur Γ× (0, T ) (5.2)

yχω = yobs dans ω × (0, T ) (5.3)
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5.1 Problème associé

Une approche non standard a été déjà utilisée dans [10] dans un cas plus particulier de

l'équation de la chaleur avec un terme linéaire F (y) = αy et où les conditions aux limites

données sont de type Dirichlet homogènes. Le problème, ici, est plus général et introduit

des di�cultés supplémentaires très peu abordées dans la littérature. Outre la présence du

terme non linéaire F (y) dans l'équation d'état (5.1), la condition aux limites non homogène

de Neumann n'est pas couramment utilisée dans la littérature.

5.1 Problème associé

Soit Ω un ouvert borné de RN (N = 2 ou 3) de frontière Γ assez régulière. Nous considé-

rons dans un premier temps le problème suivant :

∂y

∂t
−∇.A∇y = 0 dans Ω× (0, T ) (5.4)

(A∇y).n = g sur Γ× (0, T ) (5.5)

y(0) = 0 dans Ω (5.6)

Sous des hypothèses convenables sur A, le système (5.4)-(5.5)-(5.6), voir par exemple [7, 8, 9]

admet une solution unique y ∈ C1
(
0, T ;H1(Ω)

)
dès que g ∈ C0(0, T ;L2(Γ)). En second

abord, pour tout u ∈ C1(0, T ;H1(Ω)) arbitrairement choisi, on considère le problème inverse

suivant : Chercher y(T ) dépendant de u telle que y soit solution de

∂y

∂t
−∇.A∇y + F (u)y = 0 dans Ω× (0, T ) (5.7)

(A∇y).n = g sur Γ× (0, T ) (5.8)

yχω = yobs dans ω × (0, T ) (5.9)

où F est une fonction à choisir convenablement plus tard. Moyennant le changement de

variable

z = y − y (5.10)

on se ramène au problème d'identi�cation suivant.
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5.2 Problème adjoint contrôlé du système (5.11) - (5.13)

Problème 2. Chercher z(T ) ∈ H1(Ω) telle que

∂z

∂t
−∇.A∇z + F (u)z = −F (u)y dans Ω× (0, T ) (5.11)

(A∇z).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.12)

zχω = yobs − yχω = zobs dans ω × (0, T ) (5.13)

Nous nous sommes donc ramenés à un problème parabolique linéaire avec condition de Neu-

mann homogène dont la reconstruction de z(T ) peut être adaptée à celle proposée dans

([10], [46]) pour un problème de di�usion de chaleur avec condition aux limites de Dirichlet

homogène.

5.2 Problème adjoint contrôlé du système (5.11) - (5.13)

Admettons que z véri�e les équations (5.11), (5.12) et (5.13). Multiplions scalairement

(5.11) par une fonction ϕ su�samment régulière et intégrons sur (0, T )× Ω. On obtient :∫ T

0

∫
Ω

ztϕ−
∫ T

0

∫
Ω

(∇.A∇z)ϕ+

∫ T

0

∫
Ω

F (u)zϕ = −
∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕ (5.14)

Le développement du premier terme du membre de gauche de (5.14) donne∫ T

0

∫
Ω

∂z

∂t
ϕ = −

∫ T

0

∫
Ω

∂ϕ

∂t
z +

∫
Ω

z(T )ϕ(T )−
∫

Ω

z(0)ϕ(0) (5.15)

Par ailleurs, grâce à la formule de Green, on obtient

−
∫ T

0

∫
Ω

(∇.A∇z)ϕ = −
∫ T

0

∫
Ω

∇.(ϕA∇z) +

∫ T

0

∫
Ω

∇ϕ.(A∇z)

= −
∫ T

0

∫
Γ

ϕ(A∇z).n+

∫ T

0

∫
Ω

∇ϕ(A∇z)

(5.16)

On peut facilement remarquer que

∇ϕ.(A∇z) = ∇z.(AT∇ϕ) (5.17)

Thèse de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 71



5.2 Problème adjoint contrôlé du système (5.11) - (5.13)

En e�et, en écriture matricielle, le produit scalaire s'écrit :

∇ϕ.(A∇z) = (∇ϕ)T (A∇z)

= (A∇z)T∇ϕ

= (∇z)TAT∇ϕ

= ∇z.(AT∇ϕ)

(5.18)

On a donc ∫ T

0

∫
Ω

∇ϕ.(A∇z) =

∫ T

0

∫
Ω

∇z.(AT∇ϕ)

=

∫ T

0

∫
Ω

∇.(zAT∇ϕ)−
∫ T

0

∫
Ω

z∇.(AT∇ϕ)

=

∫ T

0

∫
Γ

z(AT∇ϕ).n−
∫ T

0

∫
Ω

z∇.(AT∇ϕ)

(5.19)

D'où la relation (5.16) devient :

−
∫ T

0

∫
Ω

(∇.A∇z)ϕ = −
∫ T

0

∫
Γ

ϕ.(A∇z).n+

∫ T

0

∫
Γ

z.(AT∇ϕ).n

−
∫ T

0

∫
Ω

z∇.(AT∇ϕ)

(5.20)

En remplaçant leurs expressions (5.15) et (5.20) dans (5.14) on obtient

−
∫ T

0

∫
Ω

F (u)zϕ = −
∫ T

0

∫
Ω

z
∂ϕ

∂t
+

∫
Ω

z(T )ϕ(T )

−
∫

Ω
z(0)ϕ(0)−

∫ T

0

∫
Γ

ϕ(A∇z).n

+

∫ T

0

∫
Γ

z(AT∇ϕ).n−
∫ T

0

∫
Ω

z∇.(AT∇ϕ)

(5.21)

qui peut s'écrire encore∫ T

0

∫
Ω

z
[
− ∂ϕ

∂t
−∇.(AT∇ϕ) + F (u)ϕ

]
+

∫
Ω

z(T )ϕ(T )−
∫

Ω

z(0)ϕ(0)

−
∫ T

0

∫
Γ

ϕ(A∇z).n+

∫ T

0

∫
Γ

z(AT∇ϕ).n = −
∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕ

(5.22)

Au regard de l'équation (5.22), nous formulons le problème adjoint contrôlé rétrograde sui-

vant : pour tout ϕ̂ ∈ L2(Ω) et v ∈ L2(0, T ;L2(ω)), chercher ϕ solution de

−∂ϕ
∂t
−∇.AT∇ϕ+ F (u)ϕ = χωv dans Ω× (0, T ) (5.23)

(AT∇ϕ).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.24)

ϕ(T ) = ϕ̂ dans Ω (5.25)
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où ϕ̂ est une donnée du problème. Il est bien connu, voir par exemple [10], que le problème

rétrograde (5.23)-(5.25) admet bien une solution ϕ ∈ C(0, T ;L2(Ω) ∩ L2(0, T ;H1(Ω))).

En vertu de l'équation (5.22), on a donc pour toute solution ϕ de (5.23)-(5.25),∫ T

0

∫
Ω

zχωv +

∫
Ω

z(T )ϕ̂−
∫

Ω

z(0)ϕ(0) = −
∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕ. (5.26)

qui s'écrit encore∫ T

0

∫
ω

zobsv +

∫
Ω

z(T )ϕ̂−
∫

Ω

z(0)ϕ(0) +

∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕ = 0 (5.27)

A cette étape, deux problèmes constituent notre préoccupation. Dans un premier temps si ϕ

est déterminé, alors l'équation (5.27) est une équation intégrale d'inconnu z(T ). Sa résolution

nécessite l'utilisation de méthodes numériques classiques et donc à cet e�et plusieurs options

peuvent se présenter à nous. Toutefois, la présence de z(0) qui est aussi une inconnue constitue

une di�culté qu'on peut contourner si on impose ϕ(0) = 0.

Nous devons pour cela déterminer au préalable un contrôle v convenable tel que l'on ait

ϕ(0) = 0. C'est donc l'étude de la contrôlabilité à zéro du problème adjoint contrôlé qui est

à faire, et particulièrement il faut calculer un contrôle adéquat.

5.3 Reconstruction exacte de l'état initial du problème

associé (5.7)-(5.9)

Dans le but de donner un résultat de reconstruction exacte de z(T ) relativement à la

connaissance de la mesure zχω = zobs, nous allons d'abord établir un résultat de type obser-

vabilité.
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5.3.1 Inégalité d'observabilité

On donne l'inégalité de Carleman relative au problème associé.

On a le résultat suivant :

Proposition 5.1. On suppose que 0 < λ < λ0 et 0 < s < s0 pour un λ0 et s0 donnés, il

existe alors une constante positive C telle que

s2λ4

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαz2 ≤ C
(
s2λ2

∫ T

0

∫
Ω

ξ2e−sαF (u)z2

+s5λ5

∫ T

0

∫
ω

ξ5e−sαz2

+

∫ T

0

∫
Ω

e−sα
(
F (u)y

)2

+s3λ3

∫
ΣT

ξ3e−sαz2ds
)

(5.28)

Ce résultat est une conséquence directe du résultat global de l'inégalité de Carlemann

(4.49) que nous avons établi au chapitre 4 dans le cas où la fonction F est non linéaire. Dans

le cas présent, il su�t de remplacer F (z) par F (u)z et d'annuler la fonction g pour obtenir

les résultats de la proposition.

On note de plus que la solution y du problème (5.4)-(5.5)-(5.6) apparait dans cette inégalité.

Cette solution dépend elle même de la condition au bord g. Comme on va le voir, ce résultat

sera fondamental dans la reconstruction de z(T ).

Remarque 5.1. On peut prendre une fonction poids ξ5e−sα de l'expression précédente

comme nous pouvons le constater

∃ M > 0 tel que ξ5e−sα ≤M

Considérons à présent une fonction de troncature θ de classe C2 dé�nie comme suit :

θ(t) =

 0, ∀t ∈ [0, T
4
]

1, ∀t ∈ [3T
4
, T ]

(5.29)

Posons

z(x, t) = θ(t)z(x, t). (5.30)
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Il vient que

z(0) = 0 et z(T ) = z(T ). (5.31)

En réécrivant le problème 2 avec la variable z on obtient le problème suivant :

∂tz −∇.A∇z + F (u)z = θ′z − F (u)yθ dans Ω× (0, T ) (5.32)

(A∇z).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.33)

z(0) = 0 dans Ω (5.34)

Force est de constater que pour avoir une estimation de z(T ) et donc de z(T ), on peut utiliser

une estimation de type énergie en multipliant par z l'équation (5.32). Il vient

∂tz.z −∇.(A∇z)z + F (u)z2 − θ′zz = 0.

En intégrant sur (0, T )× Ω et en remarquant que ∂tz.z = ∂
∂t

(1
2
z2) il s'ensuit :

1

2

∫
Ω

z2(T )− 1

2

∫
Ω

z2(0)−
∫ T

0

∫
Ω

∇.(A∇z)z +

∫ T

0

∫
Ω

F (u)z2 =

∫ T

0

∫
Ω

θ′zz

mais

−
∫ T

0

∫
Ω

∇.(A∇z)z = −
∫ T

0

∫
Ω

∇.(zA∇z) +

∫ T

0

∫
Ω

∇.(A∇z)∇z

= −
∫ T

0

∫
Γ

z(A∇z).n+

∫ T

0

∫
Ω

∇z(A∇z)

(5.35)

donc

1

2

∫
Ω

z2(T )−1

2

∫
Ω

z2(0)−
∫ T

0

∫
Γ

z(A∇z).n+

∫ T

0

∫
Ω

∇z(A∇z)−
∫ T

0

∫
Ω

F (u)z2−
∫ T

0

∫
Ω

θ′θz2 = 0.

Comme (A∇z).n = 0 sur Γ× (0, T ) on a :∫ T

0

∫
Γ

z(AT∇z).n = 0

et sachant que z(0) = 0, on obtient :∫
Ω

z2(T ) = 2
(
−
∫ T

0

∫
Ω

∇z(A∇z) +

∫ T

0

∫
Ω

θ′θz2 −
∫ T

0

∫
Ω

F (u)θyz
)
.
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Compte tenu de la positivité de A et si de plus l'on a choisi F telle que F (u) > 0 et que

θ′ = 0 sur [0, T
4
] ∪ [3T

4
, T ] alors on peut déduire∫

Ω

z(T )2 ≤
∫ T

0

∫
Ω

θ′θz2 −
∫ T

0

∫
Ω

F (u)yθ2z

En application de l'inégalité de Young nous pouvons écrire∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

F (u)θ2yz

∣∣∣∣ ≤ 1

2

∫ T

0

∫
Ω

(F (u)θy)2 +
1

2

∫ T

0

∫
Ω

θ2z2,

qu'on peut reformuler par

−
(

1

2

∫ T

0

∫
Ω

(F (u)θy)2 +
1

2

∫ T

0

∫
Ω

θ2z2

)
≤
∫ T

0

∫
Ω

F (u)θ2yz ≤ 1

2

∫ T

0

∫
Ω

(F (u)θy)2+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

θ2z2.

En conséquence

−
∫ T

0

∫
Ω

F (u)θ2yz ≤ 1

2

∫ T

0

∫
Ω

(F (u)θy)2 +
1

2

∫ T

0

∫
Ω

θ2z2

d'où l'on déduit∫
Ω

z2(T ) ≤
∫ T

0

∫
Ω

θ′θz2 +
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(F (u)θy)2 +
1

2

∫ T

0

∫
Ω

θ2z2.

Compte tenu des propriétés de θ(t), on a∫ T

0

∫
Ω

θ′θz2 +
1

2

∫ T

0

∫
Ω

θ2z2 ≤ C

∫ 3T
4

T
4

∫
Ω

z2.

En vertu de la proposition (5.1), les fonctions poids étant bornées sur [T
4
, 3T

4
] (voir la remarque

(5.1)), on en déduit ∫
Ω

z2(T ) ≤ C
(∫ T

0

∫
ω

z2 +

∫ T

0

∫
Ω

(F (u)y)2
)
.

On peut alors énoncer :

Théorème 5.1. Il existe une constante C(Ω, T, ω) > 0 telle que toute solution z du système

(5.7)-(5.9) véri�e l'inégalité suivante :

‖z(T )‖2
L2(Ω) ≤ C

(∫ T

0

∫
ω

z2
obs +

∫ T

0

∫
Ω

(F (u)y)2

)
(5.36)

Ce résultat est bien un résultat d'observabilité.
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5.3.2 L'équation intégrale de reconstruction

En corollaire du théorème (5.1), nous pouvons énoncer avec précision ce qui suit.

Théorème 5.2. ∀ ϕ̂ ∈ L2(Ω), ∃ v(ϕ̂) ∈ L2(0, T, L2(ω)) telle que la solution ϕ de (5.23),

(5.24) et (5.25) satisfasse ϕ(0) = 0.

Ce résultat de contrôlabilité exacte à zéro se révèle très utile dans le processus de recons-

truction.

Dans la suite, nous appellerons contrôle admissible tout contrôle v ∈ L2(0, T ;L2(ω)) tel

que la solution correspondante ϕv au problème (5.23)-(5.25) satisfasse ϕv(0) = 0.

Précisément, pour tout ϕ̂ �xé, nous posons

Uadm = {(v, ϕ) tel que ϕ = ϕv, ϕ(0) = 0 et ϕ(T ) = ϕ̂} (5.37)

l'ensemble de couples contrôle / état admissibles. En vertu du théorème (5.2) cet ensemble

est non vide.

Finalement, nous pouvons énoncer le résultat de reconstruction comme suit :

Proposition 5.2. Pour tout couple (v, ϕ) ∈ Uadm,∫ T

0

∫
ω

zobsv +

∫
Ω

z(T )ϕ(T ) +

∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕ = 0 (5.38)

L'équation (5.38) permet de déterminer z(T ) connaissant un couple admissible (v, ϕ). Nous

proposons par la suite une procédure d'approximation d'un couple admissible pour la recons-

truction de z(T ). Mais avant de donner un algorithme général de reconstruction de z(T ) et

donc de y(T ;u), il est légitime de se poser la question de la stabilité ou encore celle de la

sensibilité du résultat en fonction des données mesurées.
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Proposition 5.3. Si z1(T ) est solution du problème associé aux données zobs1 et z2(T ) est

solution du problème associé aux données zobs2 alors on a∫
Ω

|z1(T )− z2(T )| ≤ C

∫ T

0

∫
ω

|zobs1 − zobs2| (5.39)

Preuve : ∀ ϕ̂ ∈ L2(Ω), ∃ (v, ϕv) ∈ Uadm tel que∫ T

0

∫
ω

zobsv +

∫
Ω

z(T )ϕ̂−
∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕv = 0 (5.40)

où ϕv est solution du problème adjoint contrôlé. On a :∫ T

0

∫
ω

zobs1v(ϕ̂) +

∫
Ω

z1(T )ϕ̂−
∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕv = 0 (5.41)

∫ T

0

∫
ω

zobs2v(ϕ̂) +

∫
Ω

z2(T )ϕ̂−
∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕv = 0 (5.42)

En soustrayant (5.41) de (5.42), il vient∫ T

0

∫
ω

(zobs1 − zobs2)v(ϕ̂) +

∫
Ω

(z1(T )− z2(T ))ϕ̂ = 0 (5.43)

En vertu de (5.38) on déduit que pour tout ϕ̂ ∈ L2(Ω), il existe v(ϕ̂) ∈ L2(0, T ;L2(ω)) tel

que ∫
Ω

(z1(T )− z2(T ))ϕ̂ =

∫ T

0

∫
ω

(zobs2 − zobs1)v(ϕ̂) (5.44)

En considérant ϕ̂ ∈ L2(Ω) tel que ‖ϕ̂‖L2(Ω) = 1 alors on obtient

sup
ϕ̂∈L2(Ω) tel que ‖ϕ̂‖L2(Ω)=1

∣∣∣∣∫
Ω

(z1(T )− z2(T )) ϕ̂

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∫
ω

|zobs2 − zobs1| sup
ϕ̂∈L2(Ω) tel que ‖ϕ̂‖L2(Ω)=1

‖v(ϕ̂)‖(5.45)

En posant C = supϕ̂∈L2(Ω) tel que ‖ϕ̂‖L2(Ω)=1 ‖v(ϕ̂)‖ il vient :

sup
ϕ̂∈L2(Ω) tel que ‖ϕ̂‖L2(Ω)=1

∣∣∣∣∫
Ω

(z1(T )− z2(T )) ϕ̂

∣∣∣∣ ≤ C

∫ T

0

∫
ω

|zobs2 − zobs1| .
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En choisissant ϕ̂ tel que ϕ̂ = +1 ou − 1 dans Ω, alors ‖ϕ̂‖L2(Ω) =| Ω | et

1

| Ω |

∫
Ω

|z1(T )− z2(T )| ≤ C

∫ T

0

∫
ω

|zobs2 − zobs1| .

Puisque Ω est borné alors on déduit que∫
Ω

|z1(T )− z2(T )| ≤ C

∫ T

0

∫
ω

|zobs2 − zobs1| .

avec C = C(Ω, T ) indépendant de zobs1 et zobs2.

Remarque 5.2. Le problème qui consiste à déterminer z(T ) comme solution de l'équation

intégrale est bien posé au sens de Hadamard et ceci en vertu des propositions (5.2) et (5.3).

Il est donc clair que l'équation intégrale (5.38) admet une unique solution.

5.3.3 L'algorithme de reconstruction

De ce qui précède, nous venons d'établir un processus de reconstruction de z(T ) et donc de

y(T ) à l'aide de l'équation intégrale (5.38) et que cette solution est en vertu de la proposition

(5.3) stable par rapport aux observations (ou les mesures). Ce qui, d'un point numérique,

est très précieux. Toutefois, il faudrait avant tout déterminer le couple admissible état �nal

/ contrôle (ϕ̂, v(ϕ̂)). Admettons a priori que le couple (ϕ̂, v(ϕ̂)) est donné. Alors l'algorithme

de reconstruction est donné par ce qui suit :

Algorithme 1. Processus de reconstruction de l'état à l'instant T du problème

associé (5.7)-(5.9).

1. Arguments d'entrée :

• g ∈ L2(Γ)

• Poser zobs = yobs − yχω.

• Choisir judicieusement u ∈ C1(0, T ;H1(Ω)).

• Donner une fonction F bien choisie.
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2. Calculer y(t) solution du problème (5.4)-(5.5-(5.6) :

∂y

∂t
−∇.A∇y = 0 dans Ω× (0, T )

(A∇y).n = g sur Γ× (0, T )

y(0) = 0 dans Ω

3. Déterminer (ϕ̂, v(ϕ̂)) ∈ Uadm, c'est- à- dire la solution ϕv̂ correspondante du système

rétrograde suivant :

−∂ϕ
∂t
−∇.AT∇ϕ+ F (u)ϕ = χωv dans Ω× (0, T )

(AT∇ϕ).n = 0 sur Γ× (0, T )

ϕ(T ) = ϕ̂ dans Ω

satisfaisant ϕv̂(0) = 0.

4. Déterminer z(T ) solution de l'équation intégrale (5.38) :∫ T

0

∫
ω

zobsv(ϕ̂) +

∫
Ω

z(T )ϕ(T ) +

∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕ = 0

5. En considérant y(t;u) la solution du problème associé :

∂y

∂t
−∇.A∇y + F (u)y = 0 dans Ω× (0, T )

(A∇y).n = g sur Γ× (0, T )

yχω = yobs dans ω × (0, T )

alors

y(T ;u) = z(T ) + y

�

La solution de l'équation intégrale (voir (5.38)) exige le calcul d'un couple (contrôle, état

admissible) du problème adjoint contrôlé.
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5.4 Approximation d'un couple contrôle / état admissible

du problème adjoint contrôlé

5.4.1 Formulation du problème de contrôle approché

Nous avons établi (voir section précédente) que la reconstruction de l'état à l'instant T

dépend du calcul de (v, ϕv) ∈ Uadm. Nous donnons ici une procédure pour approcher un

couple admissible (v, ϕv). Dans un premier temps on a :

Proposition 5.4. Il existe un unique couple (v, ϕ) ∈ Uadm solution de

‖v‖L2(0,T ;L2(ω)) = min
(v,ϕv)∈Uadm

‖v‖L2(0,T ;L2(ω)) (5.46)

En utilisant des résultats classiques d'analyse fonctionnelle (continuité, coercivité et convexité

de K(v) = ‖v‖L2(0,T ;L2(ω))) on montre clairement qu'il existe une unique solution du problème

(5.46).

Dans la suite, on notera (ϕ, v) la solution de (5.46). Nous utilisons maintenant une technique

de pénalisation pour approcher cette solution. Pour ϕ̂ ∈ L2(Ω) �xé, nous désignons par ϕv la

solution du problème adjoint contrôlé avec pour contrôle v et condition �nale ϕ̂. Pour α > 0

on considère Jα dé�ni par

Jα(v) =
1

2

∫ T

0

∫
ω

| v |2 +
1

2α

∫
Ω

ϕ2
v(0) (5.47)

Considérons maintenant le problème : Chercher vα tel que

Jα(vα) = min
v∈L2(0,T ;L2(ω))

Jα(v) (5.48)

En utilisant, de nouveau, des résultats classiques d'analyse fonctionnelle (continuité, coerci-

vité et convexité de Jα), on montre aussi qu'il existe un unique vα ∈ L2(0, T ;L2(ω)) solution

de (5.48).

On établit maintenant un résultat de convergence.
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Proposition 5.5. La solution vα du problème d'optimisation pénalisé (5.48) converge dans

L2(0, T ;L2(ω)), lorsque α −→ 0, vers la solution v où (v, ϕ) est solution du problème (5.46).

Preuve : Soit v le contrôle à zéro de norme minimale qui existe en vertu de la proposition

(5.4) et ϕ la solution correspondante du problème adjoint contrôlé telle que ϕ(T ) = ϕ̂.

Puisque ϕ(0) = 0, on a

Jα(vα) ≤ Jα(v) =
1

2

∫ T

0

∫
ω

| v |2 .

On en déduit ∫ T

0

∫
ω

| v2
α |≤

∫ T

0

∫
ω

| v |2

et
1

2α

∫
Ω

ϕ2
vα(0) ≤

∫ T

0

∫
ω

| v |2

La suite (vα) est donc bornée dans L2(0, T ;L2(ω)) et l'on peut extraire une sous suite notée

encore (vα) telle que

vα ⇀ v∗ dans L2(0, T ;L2(ω))

En considérant l'argument de continuité de la solution du problème adjoint contrôlé relati-

vement au second membre de l'équation d'état, les conditions aux limites et initiale étant

�xées, on en déduit que

ϕvα −→ ϕv∗ dans C(0, T ;L2(Ω))

donc

ϕvα(0) −→ ϕv∗(0) dans L2(Ω).

Or pour tout α > 0, ∫ T

0

∫
ω

| v2
α |≤

∫ T

0

∫
ω

| v |2

puisque vα ⇀ v∗ alors, on a aussi∫ T

0

∫
ω

| v∗ |2≤
∫ T

0

∫
ω

| v |2 .
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Mais v étant de norme minimale, on a aussi∫ T

0

∫
ω

| v |2≤
∫ T

0

∫
ω

| v∗ |2,

il en découle que v = v∗.

Ce qui achève la démonstration.

On notera, grâce à l'argument de continuité que ϕvα −→ ϕ dans C(0, T ;L2(Ω)).

5.4.2 Caractérisation du contrôle vα

Dans cette section, nous allons donner une méthode d'approximation dans laquelle nous

utilisons un problème classique de contrôle optimal et nous prouvons la convergence de cette

approximation. Fixons ϕ̂ ∈ L2(Ω). Nous avons le résultat suivant.

Théorème 5.3. Pour tout α > 0, la solution vα ∈ L2(0, T ;L2(ω)) du problème (5.48) est

caractérisée par le système d'optimalité suivant

−∂tϕα −∇.AT∇ϕα + F (u)ϕα = vαχω dans Ω× (0, T ) (5.49)

(AT∇ϕα).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.50)

ϕα(T ) = ϕ̂ dans Ω (5.51)

∂tpα −∇.A∇pα + F (u)pα = 0 dans Ω× (0, T ) (5.52)

(A∇pα).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.53)

pα(0) = − 1
α
ϕα(0) dans Ω (5.54)

pα − vα = 0 dans ω × (0, T ) (5.55)

Preuve : Posons ϕvα = ϕα la solution du problème contrôlé avec vα. En vertu de ce qui
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précède cette solution satisfait bien le sysème d'équations :

−∂tϕα −∇.AT∇ϕα + F (u)ϕα = vαχω dans Ω× (0, T ) (5.56)

(AT∇ϕα).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.57)

ϕα(T ) = ϕ̂ dans Ω (5.58)

Pour s su�samment petit, la solution du problème adjoint contrôlé ϕvα+sh satisfait éga-

lement le système suivant :

−∂tϕvα+sh −∇.AT∇ϕvα+sh + F (u)ϕvα+sh = vαχω + shχω dans Ω× (0, T ) (5.59)

(AT∇ϕvα+sh).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.60)

ϕvα+sh(T ) = ϕ̂ dans Ω (5.61)

Posons

φ = lim
s−→0

ϕvα+sh − ϕvα
s

,

alors on a

−∂tφ−∇.AT∇φ+ F (u)φ = hχω dans Ω× (0, T ) (5.62)

(AT∇φ).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.63)

φ(T ) = 0 dans Ω. (5.64)

Par ailleurs

Jα(vα + sh) =
1

2

∫ T

0

∫
ω

(vα + sh)2 +
1

2α

∫
Ω

ϕ2
vα+sh(0) (5.65)

Jα(vα + sh)− Jα(vα)

s
=

1

s
(
1

2

∫ T

0

∫
ω

v2
α +

1

2

∫ T

0

∫
ω

s2h2 (5.66)

+

∫ T

0

∫
ω

vsh) +
1

2αs

∫
Ω

ϕ2
vα+sh(0) (5.67)

− 1

2s

∫ T

0

∫
ω

v2
α −

1

2αs

∫
Ω

ϕ2
vα(0) (5.68)
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d'où

Jα(vα + sh)− Jα(vα)

s
=

1

2
s

∫ T

0

∫
ω

h2 +

∫ T

0

∫
ω

vαh+
1

2αs

∫
Ω

ϕ2
vα+sh(0)− 1

2αs

∫
Ω

ϕ2
vα(0)

et en passant à la limite lorsque s −→ 0, on obtient

∇Jα(vα).h =

∫ T

0

∫
ω

vαh+
1

2α

∫
Ω

(2ϕvα(0)) lim
s−→0

(
ϕvα+sh(0)− ϕvα(0)

s

)
.

Or

φ(0) = lim
s−→0

ϕvα+sh(0)− ϕvα(0)

s
,

d'où

∇Jα(vα).h =

∫ T

0

∫
ω

vαh+
1

α

∫
Ω

ϕvα(0)φ(0).

D'après la condition d'optimalité de Jα, on en déduit

−
∫ T

0

∫
ω

vαh =
1

α

∫
Ω

ϕvα(0)φ(0) ∀ h (5.69)

Considérons maintenant pα solution du problème

∂tpα −∇.A∇pα + F (u)pα = 0 dans Ω× (0, T ) (5.70)

(A∇pα).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.71)

pα(0) = p0 dans Ω (5.72)

pour un p0 à déterminer.

En multipliant scalairement l'équation (5.70) par φ et en intégrant sur Ω × (0, T ) en

utilisant la formule de Green, on aboutit à :∫ T

0

∫
Ω

pα
[
−∂tφ−∇.AT∇φ+ F (u)φ

]
+

∫
Ω

pα(T )φ(T )−
∫

Ω

pα(0)φ(0)

−
∫ T

0

∫
Γ

φ(A∇pα).n+

∫ T

0

∫
Γ

pα(AT∇φ).n = 0
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Or

−∂tφ−∇.AT∇φ+ F (u)φ = hχω , (A∇pα).n = 0 et (AT∇φ).n = 0,

on obtient alors, ∫ T

0

∫
Ω

pαhχω −
∫

Ω

pα(0)φ(0) = 0.

Par conséquent, ∫ T

0

∫
ω

pαh =

∫
Ω

pα(0)φ(0). (5.73)

En additionnant membre à membre les deux égalités (5.69) et (5.73), on aboutit à l'égalité :∫ T

0

∫
ω

(pα − vα).h =
1

α

∫
Ω

(αpα(0) + ϕvα(0))φ(0) ∀ h. (5.74)

En choisissant pα(0) = p0 = − 1
α
ϕvα(0) alors∫ T

0

∫
ω

(pα − vα).h = 0 ∀ h (5.75)

d'où pα = vα sur L2(0, T ;L2(ω)) et le système d'optimalité est complètement véri�é.

D'après ce qui précède pα satisfait alors le système suivant :

∂tpα −∇.A∇pα + F (u)pα = 0 dans Ω× (0, T ) (5.76)

(A∇pα).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.77)

pα(0) = − 1
α
ϕvα(0) dans Ω. (5.78)

Théorème 5.4. Soit (vα, ϕα) solution du système optimal. Alors la suite (pα) où pα est

solution de (5.76)-(5.78) converge vers p satisfaisant le système suivant

∂tp−∇.A∇p+ F (u)p = 0 dans Ω× (0, T ) (5.79)

(A∇p).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.80)

p = v dans ω × (0, T ). (5.81)
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Preuve : On dé�nit le produit scalaire 〈p, q〉 =

∫ T

0

∫
ω

pq.

D'autre part la fonction q 7−→
∫

Ω
ϕ̂q(T ) est une forme linéaire continue. D'après le théorème

de Riesz, toute forme linéaire continue peut s'écrire en un produit scalaire. On a alors

∃ un unique p tel que ∀q
∫

Ω

ϕ̂q(T ) = 〈p, q〉 =

∫ T

0

∫
ω

pq (5.82)

En multipliant scalairement la première équation du problème adjoint contrôlé par q et en

intégrant sur Ω× (0, T ) en utilisant la formule de Green, on aboutit à :∫ T

0

∫
Ω

ϕα
[
∂tq −∇.A∇q + F (u)q

]
+

∫
Ω

ϕ̂q(T )−
∫

Ω

ϕα(0)q(0)

−
∫ T

0

∫
Γ

q(AT∇ϕα).n+

∫ T

0

∫
Γ

ϕα(A∇q).n =

∫ T

0

∫
ω

qvα.

Si q véri�e

∂tq −∇.A∇q + F (u)q = 0 , (AT∇ϕα).n = 0 et (A∇q).n = 0

Par conséquent, ∫
Ω

ϕ̂q(T )−
∫

Ω

ϕα(0)q(0) =

∫ T

0

∫
ω

qvα.

Or de ce qui précède on a vα = pα dans w × (0, T ). D'où on obtient l'égalité∫ T

0

∫
ω

pαq =

∫
Ω

ϕ̂q(T )−
∫

Ω

ϕα(0)q(0).

Si α tend vers 0 alors pα −→ p et ϕα(0) = 0

Par conséquent, ∫ T

0

∫
ω

pq =

∫
Ω

ϕ̂q(T )

où p est la solution de (5.82). Comme la solution de (5.82) est unique on a alors p = p. Notons

que la fonction p n'est pas dé�nie à l'instant t = 0, mais elle satisfait le système suivant :

∂tp−∇.A∇p+ F (u)p = 0 dans Ω× (0, T ) (5.83)

(A∇p).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.84)

p = v dans ω × (0, T ) (5.85)
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Corollaire 5.1. Soit (vα, ϕα) solution du système optimal. Alors, quand α −→ 0,

−
∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕα −
∫ T

0

∫
ω

vαzobs −→
∫

Ω

z(T )ϕ̂ (5.86)

où z est la solution du problème associé inverse (5.11)(5.13).

En e�et, en corollaire du théorème, z(T ) peut être approchée par zα(T ) où zα(T ) est

solution de ∫
Ω

zα(T )ϕ̂+

∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕα +

∫ T

0

∫
ω

zobsvα =

∫
Ω

p(0)ϕα(0) (5.87)

quand α −→ 0, on a ϕα(0) −→ ϕ(0) = 0. D'où

−
∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕα −
∫ T

0

∫
ω

vαzobs −→
∫

Ω

z(T )ϕ̂ (5.88)

Nous allons maintenant terminer cette section en donnant un résultat de convergence de

l'approximation.

Théorème 5.5 (Ordre de Convergence). Supposons que la fonction p, solution de (5.82),

satisfait

p ∈ C((0, T );L2(Ω)). (5.89)

Alors on a :

• ‖ϕα(0)‖L2(Ω) ≤ 2α‖p(0)‖L2(Ω).

• ‖v − vα‖L2((0,T );L2(ω)) ≤ 2α
1
2‖p(0)‖L2(Ω).

•
∣∣∣∫Ω

z(T )ϕ̂+
∫ T

0

∫
Ω
F (u)yϕα +

∫ T
0

∫
ω
zobsvα

∣∣∣ ≤ Cα
1
2‖p(0)‖L2(Ω).

où C(ω, T ) est indépendante de α et ϕ̂.

Preuve : On peut écrire

1

2

∫ T

0

∫
ω

| vα−v |2 +
1

2α

∫
Ω

ϕ2
v(0) =

1

2

∫ T

0

∫
ω

| v |2 +
1

2

∫ T

0

∫
ω

| vα |2 +
1

2α

∫
Ω

ϕ2
v(0)−

∫ T

0

∫
ω

vαv
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= Jα(vα) +
1

2

∫ T

0

∫
ω

| v |2 −
∫ T

0

∫
ω

vαv

≤ Jα(v) +
1

2

∫ T

0

∫
ω

| v |2 −
∫ T

0

∫
ω

vαv

≤
∫ T

0

∫
ω

(v − vα)v

On a alors
1

2

∫ T

0

∫
ω

| vα − v |2 +
1

2α

∫
Ω

ϕ2
v(0) ≤

∫ T

0

∫
ω

(v − vα)v

La fonction ψ = ϕ− ϕα satisfait le système suivant

−∂tψ −∇.AT∇ψ + F (u)ψ = (v − vα)χω dans Ω× (0, T ) (5.90)

(AT∇ψ).n = 0 sur Γ× (0, T ) (5.91)

ψ(T ) = 0 dans Ω (5.92)

ψ(0) = −ϕα(0) dans Ω (5.93)

En multipliant la première équation du système par p puis en intégrant sur Ω × (0, T )

ainsi qu'en utilisant le fait que

p = v.

On obtient ∫ T

0

∫
ω

(v − vα)v =

∫
Ω

ϕα(0)p(0).

D'après l'inégalité de Cauchy Schwartz on a alors

1

2

∫ T

0

∫
ω

| vα − v |2 +
1

2α

∫
Ω

ϕ2
v(0) ≤ ‖ϕα(0)‖L2(Ω)‖p(0)‖L2(Ω). (5.94)

De même on a :
1

2α

∫
Ω

ϕ2
v(0) ≤ ‖ϕα(0)‖L2(Ω)‖p(0)‖L2(Ω).
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Ce qui entraine l'inégalité suivante :

1

2α
‖ϕα(0)‖2

L2(Ω) ≤ ‖ϕα(0)‖L2(Ω)‖p(0)‖L2(Ω).

Alors
1

2α
‖ϕα(0)‖L2(Ω) ≤ ‖p(0)‖L2(Ω),

d'où

‖ϕα(0)‖L2(Ω) ≤ 2α‖p(0)‖L2(Ω).

De même on a aussi l'inégalité :

1

2

∫ T

0

∫
ω

| vα − v |2≤ ‖ϕα(0)‖L2(Ω)‖p(0)‖L2(Ω).

On obtient (∫ T

0

∫
ω

| vα − v |2
) 1

2

≤
(

4α‖p(0)‖2
L2(Ω)

) 1
2

D'où

‖vα − v‖L2(0,T ;L2(ω)) ≤ 2α
1
2‖p(0)‖L2(Ω).

On a également ∫
Ω

z(T )ϕ̂+

∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕα +

∫ T

0

∫
ω

zobsvα =

∫
Ω

p(0)ϕα(0).

Or de ce qui précède on a aussi l'égalité suivante :∫ T

0

∫
ω

(v − vα)v =

∫
Ω

ϕα(0)p(0).

On a alors ∫
Ω

z(T )ϕ̂+

∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕα +

∫ T

0

∫
ω

zobsvα =

∫ T

0

∫
ω

(v − vα)v.

De l'inégalité de Cauchy Schwartz on a alors∣∣∣∣∫
Ω

z(T )ϕ̂+

∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕα +

∫ T

0

∫
ω

zobsvα

∣∣∣∣ ≤ (∫ T

0

∫
ω

| v − vα |2
) 1

2
(∫ T

0

∫
ω

| v |2
) 1

2
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∣∣∣∣∫
Ω

z(T )ϕ̂+

∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕα +

∫ T

0

∫
ω

zobsvα

∣∣∣∣ ≤ ‖vα − v‖L2(0,T ;L2(ω))C(T, ω)

Or

‖vα − v‖L2(0,T ;L2(ω)) ≤ 2α
1
2‖p(0)‖L2(Ω).

Par conséquent, on obtient∣∣∣∣∫
Ω

z(T )ϕ̂+

∫ T

0

∫
Ω

F (u)yϕα +

∫ T

0

∫
ω

zobsvα

∣∣∣∣ ≤ C(T, ω)α
1
2‖p(0)‖L2(Ω)

où C(T, ω) est une constante indépendante de ϕ̂ et de α.

5.5 Approximation et schéma algorithmique du problème

inverse originel (5.1)-(5.3)

Dans cette section, nous établissons un lien entre le problème inverse du problème non

linéraire avec celui du problème linéaire associé. L'objectif est de calculer une bonne approxi-

mation de y au cours d'une période de temps de longueur T .

Il existe des travaux sur ces questions (voir par exemple [46],[10]). Certains d'entre eux uti-

lisent une méthode de point �xe, d'autres établissent un résultat d'inversion locale.

La méthode utilisée dans cette section est une méthode itérative.

Considérons la suite (yk)k≥1 ⊂ C1(0, T ;H1(Ω)) dé�nie par :

∂yk

∂t
−∇.A∇yk + F (yk−1)yk = 0 dans Ω× (0, T ) (5.95)

(A∇yk).n = g sur Γ× (0, T ) (5.96)

ykχω = yobs dans ω × (0, T ). (5.97)

Ce problème est un problème d'approximation successif pour tout K = 1, 2, 3, ......∞. y0 est

choisi de manière arbitraire. De fac�on itérative, en posant que u = yk−1, yk existe et yk(T )

est identi�é suivant la procédure d'algorithme précédent. De ce qui précède, il est clair que,
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dès qu'on se donne y0 quelconque dans C1(0, T ;H1(Ω)) par itération la suite (yk) existe et

est unique. Nous avons :

Théorème 5.6 (sur la convergence de la suite (yk)k≥1). Sous l'hypothèse F ≥ 0, yk ⇀ y

dans L2(0, T ;H1(Ω)). De plus, ∀ φ ∈ H1(Ω),

d

dt

∫
Ω

yφ+

∫
Ω

A∇y∇φ−
∫

Γ

gφ+

∫
Ω

F (y)yφ = 0 (5.98)∫
ω

yφ =

∫
ω

yobsφ. (5.99)

Démonstration. On multiplie (5.95) par yk puis on intègre sur Ω. On obtient

d

dt

∫
Ω

(yk)2 +

∫
Ω

A∇yk∇yk −
∫

Γ

gyk +

∫
Ω

F (yk−1)(yk)2 = 0.

Or
∫

Ω
A∇yk∇yk ≥ 0 et comme par hypothèse F (yk) ≥ 0 alors

∫
Ω
F (yk−1)(yk)2 ≥ 0. Par

conséquent,
d

dt

∫
Ω

(yk)2 ≤
∫

Γ

gyk ≤
∫

Γ

| g || yk | .

En vertu de l'inégalité de Young on a

d

dt

∫
Ω

(yk)2 ≤ ‖g‖2
L2(0,T ;L2(Γ)) +

∫
Ω

(yk)2.

Grâce au lemme de Gronwall, on en déduit

‖yk‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C(‖g‖L2(0,T ;L2(Γ))). (5.100)

Par ailleurs, si on revient sur l'équation et on intègre sur (0, T )× Ω, on obtient

1

2
‖yk(T )‖2

L2(Ω) −
1

2
‖yk(0)‖2

L2(Ω) +

∫ T

0

∫
Ω

A∇yk∇yk ≤
∫ T

0

∫
Γ

gyk.

Compte tenu de la continuité de A, on a

1

2
‖yk(T )‖2

L2(Ω) −
1

2
‖yk(0)‖2

L2(Ω) + ‖∇yk‖2 ≤ ‖g‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖yk‖2

L2(0,T ;L2(Ω)).

Or on vient de montrer que ‖yk‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C alors

‖∇yk‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C. (5.101)
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D'où �nalement (5.100) et (5.101) impliquent que

‖yk‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C.

Ceci entraine donc que yk ⇀ y dans L2(0, T ;H1(Ω)).

On a
d

dt

∫
Ω

ykφ+

∫
Ω

A∇yk∇φ−
∫

Γ

gφ+

∫
Ω

F (yk)ykφ = 0.

En passant à la limite, puisque yk ⇀ y dans L2(0, T ;H1(Ω)), alors

d

dt

∫
Ω

yφ+

∫
Ω

A∇y∇φ−
∫

Γ

gφ+

∫
Ω

F (y)yφ = 0∫
ω

yφ =

∫
ω

yobsφ.

Pour un choix approprié de F :

F (y) =
F (y)

y
si y 6= 0 et F (0) = 0.

Il su�t alors de faire l'hypothèse de positivité de F :

F (0) = 0 et
F (y)

y
> 0 ∀ y 6= 0.

Dans ce cas, y est la solution faible du problème originel. Il s'ensuit que le schéma algo-

rithmique du problème originel se résume aux points suivants :

Algorithme 2 (Schéma algorithmique du problème inverse originel).

• Dé�nir F :

F (u) =
F (u)

u
si u 6= 0 et F (0) = 0.

• Prendre y0 ∈ C1(0, T ;H1(Ω)) quelconque
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• Poser k = 1

• Calculer y1 en posant u = y0

• Tant que ‖yk − yk−1‖ > ε

• Poser u = yk

• Calculer yk+1

• k = k + 1.

• Poser l'approximation : y(T ) = yk(T )

5.6 Conclusion

L'approche standard de l'assimilation variationnelle de données présente de grandes dif-

�cultés quant à l'unicité et la sensibilité des solutions par rapport aux observations. Par

exemple dans la méthode de régularisation de Tikhonov, le plus souvent utilisée pour l'iden-

ti�cation de l'état initial, il est impossible de donner une interprétation physique du coe�cient

de Tychonov α > 0 et aussi en pratique l'information à priori est en général inconnue. A�n

de contourner ces di�cultés pour résoudre le problème inverse, nous avons développé une ap-

proche insensible aux variations in�nitésimales des mesures et qui produit de solutions �ables.

Par un processus de linéarisation de l'EDP gouvernant le système étudié et une transforma-

tion du problème en une suite de problème de contrôlabilité à zéro, nous avons construit la

suite des états initiaux dont sa limite est solution du problème originel.

Le schéma algorithmique ainsi obtenu illustre bien la capacité de résoudre des problèmes

d'identi�cation à données manquantes. L'approche que nous avions proposée dans cette thèse

constitue un premier pas vers l'élaboration d'un outil prévisionnel de l'ensablement d'un lac.

Ceci nous permettrait de donner une estimation prévisionnelle de l'état du système pour le

futur par la formule

y(t) = St(y0) pour tout t > t0 = T
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5.6 Conclusion

Les résultats obtenus donnent des conclusions intéressantes aussi bien que pour l'e�cacité de

l'approche utilisée qu'aux perspectives qui en découlent.
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Chapitre Six

Conclusion générale et perspectives

6.1 Synthèse des travaux

Cette thèse a porté sur une résolution d'un problème inverse de type parabolique non

linéaire avec condition de Neumann non homogène modélisant un phénomène d'ensablement

des lacs décrit par le modèle suivant :

∂y

∂t
−∇.A∇y + F (y) = 0 dans Ω× (0, T ) (6.1)

(A∇y).n = g sur Γ× (0, T ) (6.2)

yχω = yobs dans ω × (0, T ) (6.3)

Précisement, l'objectif principal de ce travail était d'élaborer un algorithme de reconstruction

de la condition initiale par une approche de contrôlabilité.

Dans un premier temps, sous des hypothèses convenables sur F et g et pour toute mesure

yobs, nous avons associé au problème non linéaire ainsi considéré le problème inverse suivant :

Chercher y(T ) dépendant de u telle que y soit solution de

∂y

∂t
−∇.A∇y + F (u)y = 0 dans Ω× (0, T ) (6.4)

(A∇y).n = g sur Γ× (0, T ) (6.5)

yχω = yobs dans ω × (0, T ) (6.6)
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6.1 Synthèse des travaux

où u ∈ C1(0, T ;H1(Ω)) arbitrairement choisi.

Moyennant le changement de variable

z = y − y (6.7)

on s'est ramené au problème d'identi�cation :

Problème 3. Chercher z(T ) ∈ H1(Ω) telle que

∂z

∂t
−∇.A∇z + F (u)z = −F (u)y dans Ω× (0, T ) (6.8)

(A∇z).n = 0 sur Γ× (0, T ) (6.9)

zχω = yobs − yχω = zobs dans ω × (0, T ) (6.10)

où y est une solution faible du système

∂y

∂t
−∇.A∇y = 0 dans Ω× (0, T ) (6.11)

(A∇y).n = g sur Γ× (0, T ) (6.12)

y(0) = 0 dans Ω (6.13)

Nous nous sommes donc ramenés à un problème parabolique linéaire avec condition de Neu-

mann homogène dont la reconstruction de z(T ) s'apparente à celle d'un problème de di�usion

de chaleur avec condition aux limites de Dirichlet homogène (voir : ([10], [46]) ).

Ensuite, notre contribution a consisté principalement à

• élaborer un outil fondamental pour l'étude de la contrôlabilité des EDPs de type para-

bolique non linéaire. Cet outil permet d'établir l'inégalité d'observabilité caractérisant

la contrôlabilité à zéro du problème adjoint contrôlé qui s'est révèlé très précieux dans

le processus de reconstruction de y(T ).

• Etablir l'équation intégrale permettant d'identi�er la solution z(T ).

• Approcher le couple (contrôle, état admissible) du problème adjoint contrôlé, puis à

caractériser le contrôle vα solution du problème d'optimisation : Chercher vα tel que

Jα(vα) = min
v∈L2(0,T ;L2(ω))

Jα(v) (6.14)
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6.2 Publications scienti�ques

où

Jα(v) =
1

2

∫ T

0

∫
ω

| v |2 +
1

2α

∫
Ω

ϕ2
v(0) (6.15)

• Proposer un schéma algorithmique adapté à la simulation numérique pour la recons-

truction de la condition initiale y(T ).

L'e�cacité de notre schéma algorithmique réside dans l'extention du résultat obtenu avec le

problème linéaire associé au problème non linéaire pour un F bien dé�ni tel que

F (u) =
F (u)

u
si u 6= 0 et F (0) = F ′(0).

6.2 Publications scienti�ques

Les résultats des travaux de cette thèse ont fait l'objet des publications scienti�ques

suivants

• La première intitulée "Carleman type estimates for some non linear parabolic pro-

blems" qui porte sur l'élaboration d'une estimation de type Caleman [14].

• La seconde intitulée "On the reconstruction of initial state of some non linear parabolic

PDEs inverse problems using a non standard approach" présente des résultats de notre

approche pour la résolution du problème inverse posé dans le cadre d'un problème

d'ensablement ou d'assèchement de lac [15].

• La troisième intitulée " Solving an incomplete data inverse problem by a pseudo spec-

tral approximation method with a non standard approach" présente des résultats numé-

riques d'un problème à donnée initiale incomplète par une méthode d'approximation

pseudo spectrale avec des points de collocation de Chebyshev [2].

• La quatrième intitulée " A numerical scheme for solving some non linear PDE inverses

problems" présente des resultats de convergence et un algorithme pour l'identi�cation

de la condition initiale [16].
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6.3 Perspectives

6.3 Perspectives

Les résultats obtenus illustrent bien la capacité de résoudre un problème inverse non

linéaire de type parabolique par une approche de contrôlabilité. Cette approche est très com-

plexe, du fait de la di�culté de construire l'inégalité de Carlemann ou son adaptation dans

certains cas. Il n'est pas toujours facile également d'étendre le résultat obtenu du problème

linéarisé au problème non linéaire. Cette approche a cependant le mérite d'aborder un pro-

blème inverse non linéaire en se ramenant à des problèmes bien posés au sens d'Hadamard.

La suite logique de ce travail de thèse serait l'implémentation en vu de la validation numérique

de l'approche utilisée dans cette thèse. Il s'agira de générer des codes pour une simulation

numérique du phénomène d'ensablement de lacs.

Il serait aussi important de donner un processus numérique permettant d'identi�er sur le

long terme la date probable d'extinction d'un lac soumis au phénomène d'ensablement ou

simplement de contrôler le processus en ramenant l'état du système à un état désiré à un

instant donné.
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