UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR

FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES

Année : 2018 - 2019

N° d’ordre : 146

THESE DE DOCTORAT UNIQUE

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR

Mention : Mathématiques et Modélisation

Spécialité : Analyse, Statistiques et Applications

Présentée par :

BASSIROU DIA

TITRE

Contribution a la résolution d’un probléme inverse de I’ensablement
d’un lac par une approche non standard de controlabilité exacte.

Soutenue publiquement le 08/ 02 /2020 devant le jury composé de :

Président : Hamidou DATHE
Rapporteurs : Gabriel BISSANGA

Saley BISSO

Examinateurs : Abdoulaye SENE

Alassane SY

Directeur de thése : Benjamin MAMPASSI

Professeur Titulaire, (U.C.A.D.)/ F.S.T. (Sénégal)

Professeur Titulaire, Université Marien Ngouabi de

Brazzaville (U.M.N.G) / F.S.T. (Congo)

Professeur Titulaire, Université Abdou Moumouni de

Niamey (U.A.M.)/F.S.T. (Niger)
Professeur Titulaire, (U.C.A.D.) / F.S.T. (Sénégal)

Maitre de Conférences, (U.A.D.B.) / U.F.R. SATIC (Sénégal)

Professeur Titulaire, (U.C.A.D.) / F.S.T. (Sénégal)




TITRE :
Contribution a la résolution d’un probléme inverse
de l’ensablement d’un lac par une approche non

standard de controlabilité exacte

Thése de Doctorat Unique Bassirou DIA U.C.A.D. / 2018-2019



Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse & un probléme de reconstruction de 1’état initial d’un
processus d’ensablement d’'un lac dont 1’évolution est gouvernée par une EDP parabolique
non linéaire définie sur un domaine borné décrivant I’état de sédimentation de son fond.

Se placant dans un cadre ol les données sur les mesures de 'état de sédimentation du lac
sont partiellement connues sur une partie du domaine dans un intervalle de temps [0, 77, on
se propose d’élaborer une approche permettant d’identifier ’état de sédimentation a I'instant
T sur tout le domaine d’étude. Cette identification est indispensable pour la prévision des
états futurs (états at > T'). Il s’agit 1a d’un probléme inverse dont les formulations classiques
conduisent le plus souvent a des problémes mal posés.

Dans un premier abord, on construit une suite de problémes inverses par un processus de
linéarisation de 'EDP gouvernant le phénoméne étudié. Puis, on transforme ces problémes
inverses en une suite de problémes de controlabilité & zéro. On se raméne ainsi a la résolution
d’une suite de problémes bien poseés.

En second abord, une démarche spécifique permettant la reconstruction, pour les problémes
associés, de la suite des états initiaux est développée. Et, on établit ensuite que 1’état initial
du probléme originel est limite de cette suite. Enfin, sur la base de ce résultat, on propose,
un schéma algorithmique ouvrant ainsi des perspectives intéressantes pour la résolution des

problémes d’identification des EDPs paraboliques non linéaires a données manquantes.

Mots clés : Modéle d’ensablement des lacs - Problémes aux limites & données incomplétes

- EDPs paraboliques non linéaires - Controlabilité & zéro - Schéma algorithmique
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Notations

Variables / domaines

N : ensemble des entiers naturels

e N* : ensemble des entiers naturels non nuls

R : ensemble des nombres réels

R*(resp R7) : ensemble des nombres réels positifs, (resp ensemble des nombres réels
négatifs)

e R" : espace vectoriel de dimension n construit sur un corps des réels

x = (1,2, e, Tp_1,Ty) = un point de R™ avec x; € R

t € R : variable temporelle

e 1y : instant initial

v : variable de controle

y : variable d’état
e (O : domaine d’étude supposé borné (Q C R™, n > 2)
I' ou 912 : bord du domaine 2

e w : sous ensemble ouvert non vide de €2

Q = Ox]0,T|
S =Tx]0,T][
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viii

Fonctions - Fonctions d’état

e y(t,x) : état d'un systéme au point z € Q a instant ¢t € R

e y(t) : fonction d’état définie par

yit) + @ - R

v(t) : fonction controle sur €.

v(t) : @ - R

e y,(t) : état d’un systéme controlé par v

y° ¢ état d’un systéme & un instant initial ¢,

Yo : fonction caractéristique de w définie par

1 si z€w
Xw(x) =
0 sinon

Dérivées / Opérateurs différentiels

° % ou Oy : dérivée partielle de y par rapport & la variable ¢.
g—;’i ou 0,y : dérivée partielle de y par rapport a la variable x;.

_ olely B oledy

Oz>  Ox$'0x$?...0x5"  Oxon

D>y

e V : opérateur gradient :
Iy Iy \*
Vy = (— ...... , )
4 o0x, ox,,
e V.U ou div (U) : divergence du champ de vecteurs U = (u;)

V.U = i gz
1
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ix
e A : opérateur de Laplace ou Laplacien
Ay = V.(Vy) = div(Vy)
e O, : dérivée normale

1 ('3351

Oy = Vyn= n;

ot n = (n;) est un vecteur normal extérieur au domaine.

Normes / Espaces fonctionnels

e | .| : valeur absolue ou module

e <;>y : produit scalaire sur un espace vectoriel V.

e ||.|lv norme sur un espace vectoriel V.

e X espace d’état (sous espace vectoriel de 'espace de fonctions définies sur 2 a valeurs
dans RT)

e O : espace des observations

e U : espace des controles

e U,qgm : espace des controles admissibles

e [P(Q) : espace des fonctions u mesurables sur € et telles que | u |P soit intégrable
(1<p<oo)

o [>(Q) : espace des fonctions u mesurables sur  telles qu’il existe C' satisfaisant
| u |< C pour presque tout z € Q

e CYQ) : ensemble des fonctions continues a valeurs dans €

e C*(Q) : ensemble des fonctions k fois contintiment différentiables & valeurs dans

o H™(Q) : espace de Sobolev défini par
H™Q) ={f € L*Q),D*f € L*(Q) pour tout a € N" tel que|a |<m}

o LP(0,T; H™(Q)) : espace des fonctions u mesurables sur (0,7") a valeurs dans H™ ()
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e CF(0,T; H™(Q)) : espace des fonctions k fois continiment différentiables sur (0,7) &
valeurs dans H™(£2)

e [P(0,T;L™(R2)) : espace des fonctions u mesurables sur (0,7") a valeurs dans L™ (f2)

o C*(0,T;L™(2)) : Espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur (0,7) a

valeurs dans L™(()
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION GENERALE

Sommaire
1.1 ntex motivation| . . . . .. ... L Lo oo 2
1.2 Problématique| . ... ... ... o oo oo oo 8
[I.3  Organisation du document| . . . . ... ... ... ... ..., 11

1.1 Contexte et motivation

1.1.1 Enjeux

Il est bien connu, en météorologie, en océanographie ou dans d’autres domaines, que la
connaissance d’un état initial le plus exacte possible permet d’établir des prévisons fiables.
L’assimilation de données a ainsi, entres autres pour objectif de construire cette condition
initiale afin d’en améliorer les prévisions. C’est pourquoi, elle est au coeur de grands projets
d’océanographie opérationnelles et I'on peut citer en exemple le projet MERCATOR ([44]).
L’expérience acquise en météorologie et en océanographie montre que les techniques d’assimi-
lation de données fournissent des outils efficaces permettant de combiner des modéles et des
données en prenant en compte les imperfections et les incertitudes des uns et des autres. D’ou

I'idée de s’approprier ces techniques afin de déterminer son impact sur d’autres composants
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1.1 Contexte et motivation

du systéme climatique terrestre tel que le phénoméne d’ensablement.
Toutes ces notions sont également utiles dans les domaines de la péche, du transport mari-
time, de la protection des espéces marines, de la défense et, plus anecdotiquement, dans celui

des courses au large.

L’assimilation variationnelle de données consiste a réduire les incertitudes sur les parameétres
d’entrées du modéle a 'aide de mesures. L’objectif peut étre d’améliorer les prévisions ou
encore de mieux connaitre des paramétres incertains tels que la condition initiale optimale.
[’assimilation de données en météorologie, qui ne consistait qu’a utiliser les observations des
jours précédents pour essayer de mieux prévoir le temps qu’il ferait le lendemain, s’est consi-
dérablement développée et sert actuellement dans plusieurs domaines bien différents. Elle a
toujours pour but de fournir de bonnes prévisions (& moyen ou long terme) de 'état d’un
systeme étudié. Cela a un tres grand intérét pour nombre d’utilisateurs : prévisions météo
a quelques jours pour le grand public, prévision météo a plus long terme sur une zone trés
particuliére pour les organisateurs de grandes manifestations, état de 'océan pour les marins
pécheurs mais aussi pour la détermination des trajectoires des tempétes pour les compagnies
aériennes, ect.

Au dela de la nécessité de s’adapter le plus finement possible aux besoins, plusieurs exigences

économiques et sociales rendent ces prévisions indispensables avec de multiples enjeux liés

aux caractéristiques des systémes étudiés tels que :

les cotits élevés des investissements qui doivent étre évalués avant d’étre adoptés;

les délais importants de construction et durée de vie des investissements qui inscrivent

ces évaluations dans la dufee;

I’anticipation des évolutions et des dysfonctionnements qu’il convient de prévenir;

I’évolution rapide du niveau de certains indicateurs de mobilité, etc.
Les modéles de prévision de la demande de déplacement, par exemple, représentent alors un

enjeu fondamental.
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1.1 Contexte et motivation

La prévision est aussi fondamentale en médecine et en épidémiologie : 'action la plus ef-
ficace est a priori celle qui limite le risque qu’il y’ait des victimes.

Dans d’autres domaines tels que ’agriculture, 'amélioration des méthodes de prévision des
productions agricoles est indispensable. I.’idée de développer des modéles des plantes simples,
capables de simuler la croissance et le rendement potentiel et réel des principales cultures de
certaines zones est d’une importance capitale. Les modéles congus peuvent également servir
a simuler les impacts qu’auront les changements climatiques spécifiques comme les variations
de la température, de ’humidité, de la concentration en dioxyde de carbone, sur la quantité

d’eau disponible pour la productivité des cultures.

Ces études prospectives sont d'un gand intérét car elles permettent d’anticiper les études
sur la configuration des futures idéotypes adaptées a 'environnement et de lutter efficace-
ment a la désertification ainsi qu’a ’asséchement et le rétrécissement des lacs, des fleuves et
des riviéres. Le principal enjeu de leurs applications est d’aider des zones a risques dues a
des contraintes environnementales telles que la sécheresse et le phénoméne d’ensablement.

Par exemple, le lac Tchad naguére 'un des plus grands du monde a perdu en moins d’une

décennie plus du 3 quarts de sa superficie (Figures 1.1, 1.2).
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1.1 Contexte et motivation

FIGURE 1.1 — Images satellitaires relatives au processus d’ensablement du lac Tchad selon un

montage MEC des images courant la période de 44 années allant de 1963 a 2001.
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1.1 Contexte et motivation

FIGURE 1.2 — [llustration du phénoméne d’asséchement de lac. La disparition du Lac Tchad

en est un exemple typique.
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1.1 Contexte et motivation

Les enjeux sont considérables pour les milieux touchés :
- les intéréts économiques traditionnels (péche, conchyliculture) et modernes (activités
nautiques, tourisme) sont menacés ;
- la protection du patrimoine écologique (faune, flore, zones humides) devient une pro-
blématique causant au passage un effondrement agricole ;
- la préservation du cadre de vie (paysage, coupures d’urbanisation) devient délicate ;
- les bénéfices environnementaux (effet tampon face aux inondations, épuration des
eaux) sont menaceés.
- I'ensablement des rives est une des causes du rétrécissement des lits des fleuves et peut
contribuer & terme a son asséchement.
Un grand nombre d’utilisateurs s’'intéressent a divers degrés d’importance, aux prévisions
météorologiques et océanographiques. Mais ’assimilation de données ne s’arréte pas la. Elle
a aussi pour but de mieux estimer certains paramétres des modéles physiques qui sont a
I’heure actuelle encore inconnus ou seulement partiellement identifiés. Cela permettra sans
doute d’améliorer considérablement les modéles physiques utilisés actuellement pour ces pré-

visons.

C’est dans ce contexte que se situe notre travail qui a pour objectif, I'identification de la
condition initiale d’un modéle mathématique décrivant ’évolution du fond sédimentaire d’un

lac sur une grande échelle de temps.

1.1.2 Motivation

Les problémes d’assimilation de données sont d’une grande importance pour des raisons
pratiques, notamment pour les prévisions météorologiques et climatiques et pour I'identifica-
tion des modeéles océaniques en sciences de I'environnement. Ils conduisent a des calculs trés

lourds et afin de donner une idée de cette importance, par exemple en matiére de prévision
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1.2 Problématique

météorologique, le temps de calcul dédié a I'assimilation de données correspond a plus d’une
moiti¢ du calcul global en temps.

Des progrés importants ont été déja réalisés dans le cadre de la reconstruction de 1’état ini-
tial de systémes gouvernés par des équations différentielles. Ils résident notamment dans le
développement d’outils numériques trés performants pouvant supporter un flux important de
calculs en temps optimal.

L’approche standard dans ce type de problémes inverses consiste & minimiser une fonction-
nelle coit mesurant I’écart entre la solution prédite et celle observée. A cet effet, il existe
dans la littérature un grand nombre de travaux sur les méthodes de résolution numériques de
ces problémes. On peut par exemple se référer a [46] pour un développement explicite de ces
méthodes. Toutefois, il convient de signaler que la plupart de ces travaux conduit systémati-
quement & des problémes mal posés au sens de Hadamard ([3], [5],[36]) rendant ainsi difficile
leurs résolutions. Un recours est systématiquement fait a I'utilisation des techniques de régu-
larisation dont la plus utilisée est celle de Tchikonov ([1],[3],]10]). Mais pour bon nombre de
ces techniques des informations "a priori" pour les solutions sont nécessaires et que certains
parameétres mathématiques utilisés telle que la constante de Tchikonov n’ont pas d’inter-
prétations physiques bien identifiées. Le challenge, ici, est dans le développement d’autres
approches, non standard, permettant de se ramener a des problémes bien posés, admissibles
et ne nécessitant pas un grand nombres d’informations a priori (souvent inaccessibles) pour

obtenir des prédictions plus fines.

1.2 Problématique

Considérons un domaine plan 2 borné représentant la surface d’un lac. Le fond sédimen-
taire du lac est décrit par une fonction y(¢, x) représentant la hauteur de sédiment du dessous
d’un point x € Q a I'instant ¢. Soit X 'espace d’état. On désigne par y° € X 1’état initial. On

admet que la dynamique de sédimentation ou d’ensablement est complétement déterminée
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1.2 Problématique

par un ensemble d’opérateurs (S;)i>, :
St X — X

v = Sy =y()

qui & tout état initial y° (état de sédimentation a l'instant t,) associe un état y(t) (état de

(1.1)

sédimentation & l'instant t).

On se place, ici, dans le cas ou y° n’est pas connu, mais que I'on dispose de mesures par-
tielles de I'état de sédimentation entre [0,7],7 > 0 sur une partie w C Q. Soit yeps(t) I'état
de sédimentation observé ou mesuré a un instant ¢ sur w. Disposant de ces données, nous

souhaitons déterminer 1’état complet de sédimentation a un instant initial ¢, €]0, 77 :

yo(z) = y(to,z), x€Q (1.2)

Cette valeur permettrait, en vertu de (1.1), de donner une estimation prévisionnelle de I'état

de sédimentation a un instant ¢ > 0 quelconque par la formule

y(t) = Si(yo)- (1.3)

Soit, maintenant © l'espace vectoriel des observations, ici, le sous espace vectoriel de
fonctions & valeurs réelles définies sur le domaine d’observation w. On note ||.||x et ||.||lo les
normes sur X et sur ©. Par ailleurs on désigne par H l'opérateur d’observation de X vers ©.
La méthode classique consiste a estimer la condition intiale par une approche variationnelle
d’assimilation de données. Cette approche consiste d’ abord a définir une fonctionnelle cotit
J

1 (7
we X Jn) =5 [ [ IHSw) - aall (1.4
0 w

et le probléme d’identification est alors : Trouver ¥, € X tel que

J(Fo) = min J(yo). (1.5)

Mais le probléme ([1.5)) est bien connu pour étre un probléme mal posé. On fait alors recours
le plus souvent a la méthode de régularisation de Tychonov qui permet de transformer le pro-

bléme originel en un probléme bien posé. Cette méthode nécessite cependant la connaissance
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1.2 Problématique

d’informations supplémentaires sur I’état cherché. Par exemple, si une information a priori
de la condition initiale est connue, notée b, la méthode de Tychonov consiste a chercher un

coefficient a > 0 tel que le probléme de minimisation de la fonctionnelle

0]
Yo = Jalbo) = T (yo) + 3 llyo — bll% (1.6)

soit bien posé. Sous des hypothéses convenables, on peut établir que le probléme de minimi-
sation avec la régularisation de Tychonov admet une unique solution (voir [3], [5]). 11 faut
ensuite montrer que la suite de solution du probléme converge vers une solution de
. Mais cette procédure est extrémement fastidieuse. Méme si la fonctionnelle a été
changée nous ne savons pas ce que représente la solution ¥y, du probléme.

On peut donc dire que 'approche classique pour Iidentification de yq est de transformer le
probléme inverse en un probléme de minimisation d’une fonctionnelle. L’approche standard
de I'assimilation variationnelle de données présente de grandes difficultés quant a I'unicité et
a la sensibilité des solutions par rapport aux observations. Elle nécessite une quantité relative-
ment importante d’informations pour mieux approcher la solution cherchée. Le challenge de
problémes inverses réside toujours dans le développement de méthodes ou techniques insen-
sibles aux variations infinitésimales des mesures et qui peuvent produire de solutions fiables
avec une quantité relativement modeste de données et d’informations.

D’une part, il est impossible de donner une interprétation physique du coefficient de Tycho-
nov « intervenant dans l’expression et aussi en pratique, 'information a priori est en
général inconnue.

Il existe dans la littérature des documents traitant des approches non classiques de la recons-
truction de la condition initiale de problémes inverses gouvernés par des EDPs paraboliques.
Deux références importantes peuvent étre citées : [10] et [48]. Mais dans [10] et [48] seuls les

problémes inverses gouvernés par des EDPs paraboliques linéaires y sont traités.

Dans cette thése, nous développons une approche basée sur des techniques de controlabi-
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lité et qui est non classique au sens suivant : nous connaissons les observations (y connu sur
(0,7)) sur une partie du domaine et nous donnons un résultat de reconstruction exacte de
I’état & 'instant 1" & partir d’un probléme de controlabilité a zéro d’un probléme associé, puis
nous nous référons & une démarche itérative pour déduire 1’état reconstruit pour le probléme

non linéaire.

1.3 Organisation du document

Les travaux de ce these s’articulent autour de six chapitres.
Dans le chapitre 1, nous donnons un bref apercu sur les enjeux et les motivations de la thése.
Dans le chapitre 2, nous présentons en détail une formulation mathématique d’un modéle
d’ensablement de lac. Nous présenterons également quelques résultats théoriques du pro-
bléme considéré et nous élaborons une formulation du probléme inverse est associé.
Le chapitre 3 est consacré a une présentation de notions de controlabilité pour des problémes
paraboliques linéaires appliqués & ’équation de la chaleur et aux équations de Navier Stokes.
Nous passons également en revue différents travaux qui ont été menés sur la controélabilité
des problémes paraboliques au cours des derniéres années.
Au chapitre 4, nous établissons un résultat fondamental pour ’étude de la controlabilité de
probléme parabolique non linéaire avec la condition de Neumann non homogéne : I'inégalité
de Carleman. Cet outil principal nous conduit & 1’élaboration de I'inégalité d’observabilité
qui caractérisera la controlabilité a zéro des problémes abordés au chapitre 5.
Au chapitre 5, nous nous consacrons a la reconstruction de la solution du probléme inverse
a U'instant T'; y(T') & partir des mesures sur une partie du domaine 2. Ensuite nous passons
également & une formulation du probléme de contréle afin de donner une caractérisation du
controle considéré. Enfin, nous proposons un schéma algorithmique pour l'identification de
y(T') qui est la limite d’une suite des états initiaux pour le probléme originel.

Notre thése se termine au chapitre 6 par une conclusion générale résumant tous les acquis de
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notre travail et des perspectives ouvrant de nouveaux axes de recherches futures.

Ce travail a fait I'objet de quatres (4) publications scientifiques dont trois (3) sont déja

parus et une (1) en cours de publication (voir [2], [14], [15], [16]).
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CHAPITRE 2

FORMULATION MATHEMATIQUE D’UN

MODELE D’ENSABLEMENT D’UN LAC

Sommaire
2.1 Description d’'un modéle d’ensablement delacs] . ... ... ... 14
[2.2  Cadre fonctionnel et résultats théoriques| . . . ... ... .. ... 16
2.3 Formulation inversel . . . .. ... ... ... 25

Ce chapitre donne une formulation d’un modéle de sédimentation de lacs a plus ou moins
long terme. Des résultats sur le caractére bien posé au sens de Hadamard de la formulation
faible de ce modéle et quelques questions sur 'existence d’une solution maximale admissible
sont présentés. L’existence de la solution a plus ou moins long terme résulte d’une condition
d’entropie qui doit étre satisfaite. Cette condition exprime que le processus d’extinction
n’a lieu que lorsque le taux de sédiments déposés en tout temps reste supérieur a un taux
d’érosion. Ainsi, une solution du modéle mathématique est dite physiquement admissible si
elle satisfait la condition d’entropie.

Enfin, une formulation inverse conformément a la problématique de cette thése est donnée a

la fin de ce chapitre.
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2.1 Description d’un modéle d’ensablement de lacs

2.1 Description d’un modéle d’ensablement de lacs

Il est bien connu, voir par exemple [4], que I’ensablement des lacs ou des courts d’eau
résulte d’un phénoméne de sédimentation progressive du lit. Cette modification progressive

du fond est en fait une conséquence de plusieurs processus (érosion, comblement et autres).

FIGURE 2.1 — Une schématisation de [’évolution du fond sédimentaire d’un fleuve ou d’un

lac.

Celle ci est définie, ici, par la hauteur S(¢,z) des sédiments déposés au fond du lac a
I’instant ¢ au point x.
Pour désigner I’évolution du fond sédimentaire, on considére {2 un domaine plan représentant

la surface libre d’un lac, puis on désigne par y(t,z) = S(t, z) la hauteur du fond sédimentaire.
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2.1 Description d’un modéle d’ensablement de lacs

FIGURE 2.2 — Un exemple d’évolution de fond sédimentaire.

Les équations décrivant cette évolution décrites dans [I8] sont alors :

%—V.AVerF(y) — 0 dans Qx(0,7) (2.1)
(AVy)n = g sur T x(0,7) (2.2)

y(0) = wo sur Q (2:3)

oy+E > 0 dans Q (2.4)

Le terme V. AVy décrit le processus de convection diffusion de sédiments; A étant ici un
opérateur de convection diffusion. Les effets de type réaction, comblement et autres sont
décrit par le terme F(y).

L’inéquation 0y + £ > 0 apparait comme une contrainte de type entropie ou le terme E
désigne le taux maximal d’érosion (voir [4]).

La description des effets non linéaires, a travers I’expression F'(y), est fondamentale pour
I’évolution rapide ou non du fond sédimentaire. Dans [I7], une étude avait permis d’élaborer

cette expression sous la forme :

Ay Po
F(y) = < e T
da Oy  0b Oy
811 61’1 8x2 83:2

Oy
Oxo

Po . p
AL Oz,d—y>
) ( ox1 O0x2 (25)

oll pg est un parameétre jouant sur la raideur d’une pente du relief de fond, A est un paramétre
représentant le coefficient d’advection des sédiments dans la direction de la variable x et «

est un parameétre représentant le coefficient d’advection des sédiments dans la direction de la
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variable y.

Désignons par A € R™(m > 1) le vecteur paramétre. L’opérateur A et la fonctionnelle F
sont naturellement dépendants de A de sorte que le probléme consiste a chercher le couple
paramétre - état (A,y) € (L>°(Q))™ x CY(0,T; H'(Q)) telle que I'état y associé au vecteur
paramétre A soit solution du probléme —.

2.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques

Le vecteur paramétre A étant supposé connu, le probléme direct, consiste ici, & chercher
y(t) solution du systéme —. Un probléme inverse peut consister, ici, a chercher le
vecteur paramétre A si on connait des mesures partielles de 1’état du systéme y(¢). Mais,
nous pouvons aussi, comme on va le voir dans la suite de cette thése, formuler le probléme
de reconstruction d’un état initial si on dispose de quelques mesures sur I’état du systéme

sur une période donnée.

2.2.1 Formulation faible du probléme direct

Nous supposons que le vecteur paramétre A est bien connu ainsi que la donnée de bord g.
Le probléme direct, consiste a chercher y(t) solution du systéme (2.1)-(2.3). En multipliant

I'équation (2.1) par une fonction test ¢ et en intégrant par partie sur €2, il vient

/ W w450+ [ Fjo o

Moyennant des conditions de régularité appropriées sur y, il vient de la formule de Green

que :
9y _ _
) (,%QZH—/Q(AVy)ngS /Fg.qb—l-/QF(y).qb 0

Remarquant que
dy

d
Fo= 5 [vo veem®,
Q Q
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2.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques

une formulation faible du probléme (2.1))-(2.3)) est donc : Trouver y € C1(0,T; H'(2)) tel que
pour tout ¢ € H(Q) on ait

= Qy.qb—l—/QAVy.qu—/Fg.¢+/QF(y).¢ = 0 (2.6)

et

y(0) = yo dans (2.7)

2.2.2 Existence et unicité de la solution du probléme faible

Dans cette section on suppose, a priori, que A € (L>®(Q))™. L’espace de Sobolev H'(Q)
étant un espace de Hilbert séparable, il existe une famille totale dénombrable (¢;), i € N*

dans H'(Q), telle que
/ Gihj = 0y (2.8)
Q

On a:

Proposition 2.1. Soit yo € L*(Q). Sous les hypothéses suivantes :
— les fonctions F et g sont de classe C* par rapport & chacun de leurs arguments,
— Fu)u>0 VYuetF(0)=0,
— la matrice A est définie positive,

il existe une unique suite (y*(t))ren C HY(Q) telle que

k
) = uii(t)e; (2.9)
j=1
et pourt=1,.....k on ait :
d
G e [ avio. o - [0+ [ PO 0 @0
et
y*(0) = yo (2.11)
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Démonstration. L’existence d’une solution de (2.10)-(2.11) sous la forme

y t) = Zykj(t)¢j

se raméne a la résolution du systéme :

k

Ail) + 3 w(0a(0n ) /ng / Zym (2.12)

yki(()):/gyo(bi- (2.13)

ol on a posé

F et g étant de classe C!' par rapport a chacun de leurs arguments, I'application qui a

y* = (yxs) associe le vecteur dont la i-éme composante est

K k
_;ykj(t)a(@,sij/rgqﬁj—/QF(;ykjgbj)% (2.15)

est aussi de classe C' et donc localement lipschitzienne. Grace au théoréme de Cauchy-

Lipschitz, le systéme (2.12) admet une unique solution (yx;(¢));. Il existe donc une unique

suite (y*) de la forme (2.9) satifaisant le systéme (2.10))-(2.11)). O

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2. [18] Soit yo € L*(Q). Sous les hypothéses de la proposition 7 la suite

(y*)1. solution de - , satisfait
t t
k k
Iy Oy < € (llyol3agey + / lo() 32y + / I () yds). (216)

pour une certaine constante C' positive.

Démonstration. En considérant (y*) la suite définie par (2.9) et solution de (2.9)-(2.10)), on
établit

%% Q(yk(t))Q+/Qﬂvyk(t)vyk(t))+/§2F(yk(t))'yk(t) :/Fg'yk(t)’ (2.17)

Thése de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 18



2.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques

Grace a la propriété d’ellipticité de A et a celle de la croissance de F' on peut déduire I'inégalité

suivante
li ()2 k2 k 21
vt +a | [ VY P< [ gyt(t) (2.18)
Il vient que
"(t) < Cllgllzem + Cly" )1 - (2.19)
ng = UligliL2 () Y HL(Q)

En utilisant successivement (2.18)) et (2.19)), puis le théoréme des traces

1d
5 7 1V OllZz0) + VYOI < CllgllZzy + Clly* (Bl o) (2.20)

En intégrant sur (0,t), il en découle

1 t t t

SOy [ IV 6)IPds < I Ol +C [ o) Baoyds +C [ I 0 oda2n)
0 0 0

Or 4*(0) = o, donc on en déduit finalement qu’il existe une constante C' > 0 telle que

t t
1900 < C-(Ianliey + [ Mo Eaqys + | It nqayds) pour £ < T (222
O]
Le résultat suivant s’ensuit.

Théoréme 2.1. Sous les hypothéses de la proposition (2.1), pour tout yo, € L*(), g €
L2(0,T; L*(1)), il existe une unique fonction y € L*(0,T; H'()) solution du probleme (2.6)-

.

Démonstration. Etape 1 : Existence D’aprés la proposition (2.2), il existe une suite (y*);
vérifiant l'inégalité (2.16)). En vertu du lemme de Gromwal on en déduit que :

1y ()17 ) < € (2.23)

La suite (y*); est donc bornée dans L?*(0,7; H*(€2)). 1l existe alors une sous suite encore
notée (y*) telle que
y" — 5y faiblement dans L2(0,T; H'())
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Et comme l'injection de H'(Q) dans L*(2) est compacte, alors
y* — y fortement dans L?(0,T; L*(2))

Soit u € H'(Q). On peut écrire

k
u= klgrolo(z w;b;), (2.24)

=1

en considérant (¢;); une famille totale de H'(Q). Et comme 3* — y et
k
u = lim (Z ;i d;)
i=1
alors
k
/ VOO wid) — / yu quand k — 00
Q@ i=1 Q

Passant a la limite quand &k — oo dans (2.10), on a alors

dy
— AVy. F = .
| S+ [ Avuvo+ [ o= [ o (2.25)

Montrons & présent que la solution y est telle que y(0) = yq.
Soit 1 € C*((0,T); D(Q)) telle que 1 (T) = 0. Comme (¢;); est totale dans H(Q) et D(Q) C
H(Q) alors :

k
Y(t) = limz Y(t)p; en norme sur H'(Q)

Posons

Il s’ensuit de (2.10) que :

/ng +a(y,@/})+/F(y )b _/aggw’j_lv"“v’f

)
En intégrant cette équation par partie sur |0,T| et tenant compte du fait que ¥(7') = 0, on

établit que :

- [owon- [ [vavs [Fatonr [ o= [ g
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Remarquons que

On a donc

Par suite :

_/Q / /y dt / (ykal/)k)-i—/oT/QF(yk)gpk:/OT/anwk

En passant a la limite il vient

on- [ [t [[owr [ frow=[ [0

D’autre part de I’équation (2.25) en intégrant sur [0,T] avec ¢(7') = 0 on obtient :

- [vowon- [ [vsos [Cawwrs [ [row=[ [ @ o)

Comparant les équations et , on déduit que
[0 = [wi0) v vec0mp@) e w0 (228)

11 suffit alors de choisir ¥(t) = (T' — t)n avec n € D(Q) qui satisfait bien (7T") = 0. Ainsi

(2.28)) devient
[ vom=[wn v nen@
0 Q
On en déduit alors y(0) = yo sur Q.

Etape 2 : Unicité On suppose éventuellement qu’il existe deux solutions y! et y? pour la

méme condition initiale yo € H'(Q).

%y a(y’, ):/ g.u—/F(yi).u, 1=1,2
q Ot 80 Q

En soustrayant membre & membre les équations vectorielles régies par les deux solutions y!

et y? et prenant u = y' — y2, on obtient

/ Oy a; y )(yl C )t aly (1) — A0,y (1) — (1) —|—/(F(y1(t) —y* M)y (1) —y*(t) =0
Q

Q
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Grace a la propriété d’ellipticité de A et a celle de la croissance de F', il s’en suit :

1d

S Q(yl(t) —y* (1) + ally'(t) = y* ()| 72y < 0

Posant E(t) = [|ly' (1) =y*(t)[|72()- il vient : 4B < (). B(t) est donc une fonction décroissante.
D'ou ¥Vt > 0, E(t) < E(0) = 0. Ce qui se traduit par [ly'(t) — y*(t)||72(q) = 0, c’est a dire

y*(t) = y3(t). La solution du probléme est donc unique. O

2.2.3 Solutions admissibles

Intéressons nous aux solutions qui vérifient la condition d’entropie (0;y + F > 0). Nous
convenons d’appeler solution admissible tout couple paramétre-état (A, y) tel que (2.6)),(2.7)

et la condition d’entropie (0;y + E > 0) soient satisfaites. Par la suite nous posons
& ={(A,y) € (L>=(Q)™ x C'((0,T); H'(2)), (A,y) solution admissible}  (2.29)
et nous introduisons la notion de solution maximale.

Définition 2.1. Un couple (Apmazs Ymaz) €St dit mazimal si pour tout (A,y) € &,
HAHL"O(Q)W < HAma:pHL"O(Q)m- (230)

Sous des hypothéses raisonnables sur le choix de A considéré momentanément comme un
paramétre, on a montré que le probléme ([2.6)-(2.7) est bien posé¢ au sens de Hadamard dans
un cadre fonctionnel approprié. La difficulté technique réside dans le fait que le paramétre A
est inconnu, ce qui complique notablement I'obtention d’estimation a priori. Dés lors, deux

types de problémes peuvent étre considérés :

Probléme T : Existe-t-il des solutions admissibles ?
On peut établir aisément que ’ensemble € est non vide.

Dans le cas ot E est constant, pris égal a Fy par exemple (cf. Antonstsev et al.[4]), la question
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se raméne & trouver une fonction qui a (x1, z2) — A(x1, x2), a priori dans un espace de type

fonctions a variation bornée BV (2), solution du probléme suivant :
div(AVy) — F(y) + Ey > 0, au sens des mesures sur §).

Ce probléme a donné lieu a diverses études fournissant des conditions suffisantes utiles a la
notion d’identifiabilité du vecteur paramétre A; citons en particulier Perez [49] et Richter
[50]. On sait a la lumiére de ces travaux que 'on sera conduit a faire des hypothéses supplé-

mentaires sur I’état initial via Vyj.

Probléme II : Sous quelles conditions nécessaires sur A € (L*(£2))™, un couple paramétre-
état (A, y) est-il solution admissible ?

Nous nous raménons a la proposition suivante :

Proposition 2.3. [18/ Pour tout couple paramétre- état (A,y) solution la réalisation de la

contrainte % + E > 0 est assurée sous les conditions nécessaires suivantes :

E < F(y) dans Qx(0,7) (2.31)
g <0 dans 00 x (0,7T) (2.32)
AVy.V(% +E)" >0 dans Q2 x(0,7) (2.33)
avec
dy - Ay
— 4+ F) = 0,— —F
(5 + B)” = maz(0,— = — B)
Démonstration. La preuve de cette proposition est admise. O

Remarque 2.1. Sous les conditions de la proposition précédente, le tauzr de sédiments dé-
POSES (a—g;) en tout temps reste supérieur au taur d’érosion (—E(t)). Le phénoméne de

sédimentation restera dominant dans le temps et dans ’espace jusqu’au comblement total du

systéeme c’est a dire a Uextinction du lac. Par conséquent la fonction y(t) est croissante et il
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2.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques

existe un temps T > 0 tel que
vt > T, [ly(t) — Z(t)||r2() = 0

avec Z(t) le niveau piézométrique (profondeur par rapport & la surface du sol entre la zone

saturé et la zone non saturé) du lac.

D’ou le résultat suivant

Proposition 2.4. [17/(Propriétés d’extinction) Sous les conditions de la proposition précé-

dente, la solution entropique tend sur L*(Q) vers la fonction Z(t), quand t tend vers linfini :
tim [[y(t) — Z(6)12(0) = 0

avec pour donnée initiale une fonction y(0) & support compact.

2.2.4 Cas ot le processus d’érosion est négligeable

On se limite aux seuls effets de sédimentation sous I'action gravitaire. En conséquence, le

processus se rameéne a un phénomeéne d’érosion :
E=0.
ce qui induit désormais la contrainte

% >0 pp. dans Qx(0,7) (2.34)

On définit alors une notion relativement forte de solution.

Définition 2.2. Pour toute donnée initiale yo € H'(Q), une solution forte du probléme est

un couple de parameétre-état (A,y) € (L>°(Q2))™ x L*>(0,T; H'(Q)) vérifiant V v € HY(Q) :

y(0,.) =yo dans § et % >0 p.p. dans Qx(0,7T) (2.35)
%u = /(div(AVy(t) — F(y(t))u pp. en te(0,7T). (2.36)
Q Q
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2.3 Formulation inverse

L’énoncé de cette définition appelle les remarques suivantes :

Remarque 2.2. Le choiz de A = 1 conduit a I’équation classique de convection diffusion

oy

oy Jy
ht-4 P P
D By— (5 P+ ] o P

0xy * 0xo

avec la contrainte 2 > 0 p.p. dans Q x (0,T); on aurait alors, p.p. en t et pour tout

ot
u € DT(Q),

oy dy Oy
P p
AAW» /amJ | 5L P + 5

En faisant tendre t essentiellement vers 0%, on en déduit que nécessairement Ayo est positif

dans H=1(Q) et donc, définit une mesure positive, ce qui est un cas exceptionel.
Un point délicat concerne la propriété de non- négativité de Y p.p. dans 0 x (0,T) imposée

dans la définition ; en clair, cette condition n’est-elle pas redondante et ne résulterait-elle pas

dy

de la nullité de A sur v < 0 et de I’équation de continuité ¥ Comme 3]

n’est pas une fonction

test, le résultat n’est pas trivial en formulation continue.

Remarque 2.3. Le probleme énoncé par la définition est mal posé. En effet, il admet
toujours la solution triviale (0,yo); cependant, on ne peut pas exclure cette solution de la
définition car elle constitue dans certains cas la seule solution. Il suffit pour cela de supposer
que l'on a yo > 0 dans un ouwvert Qs = {(z1,22) € Q2,0 < d((z1,22),0Q) < d} pour un § > 0.
1l y’a la, en accord avec un effet-barriére sur le bord. En outre, on peut en général construire

une nfinité de solutions.

2.3 Formulation inverse

Dans cette thése, nous nous intéressons a la prédiction a long terme du processus d’ensa-
blement d’un lac dont la surface horizonetale est un domaine borné ) C R2. L’ensablement,
ici, est vu sous le prisme de la dynamique de sédimentation du lit de lac. Les phénoménes de

sédimentation ou de comblement étant bien étudiés, nous pouvons admettre que 'opérateur
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2.3 Formulation inverse

A et la fonction F' définis dans le modéle d’état — sont bien connus. Il en ait de
méme pour la donnée du bord g.

Ainsi, dans le modéle direct, si ’état initiale yo = y(¢o) est bien identifié sur tout le domaine,
alors il sera possible de prédire I’évolution future de I'état de sédimentation : y(t) V ¢>T
ot T est le temps présent. Mais, en pratique, ’état y(ty) n’est pas totalement identifié sur
tout le domaine. L’enjeux de la recherche actuelle, au dela de tout modéle prédictif, est la
reconstitution compléte (dans tout le domaine Q) de 1’état de sédimentation initiale y(tg).
Grace a certains instruments de mesure comme les satelites on peut disposer partielllement
des données sur I'état de sédimentation sur une partie du domaine.

Dans cette thése, nous formulons les hypothéses suivantes :

(H1) : L’état de sédimentation y(t) est observé sur une partie w C €, pour tout t € [Tp, 7.
(H2) : w est un domaine connexe de €2 de mesure non nulle.

Notons que 'hypothése (H2) peut sembler irréaliste, car en pratique, les mesures au sol se
font parfois sur des points discrets. Cependant, avec des images satellitaires on peut disposer
de mesures sur des étendus bien fixées. En cela, (H1) et (H2) sont tout a fait réalistes, de

sorte que, cette thése s’intéresse formellement au probléme suivant :

Probléme 1. Etant donnés
— w C Q,
— Yus(t) :w — RV te[T,T),

chercher y(T) tel que l'on ait

% —VAVy+ F(y) =0 dans Qx(0,7) (2.37)
(AVy)n =g sur T x(0,7) (2.38)
YXw = Yobs dans w x (0,T) (2.39)

Il s’agit 1a d’un probléme de reconstruction compléte d’un état a 'instant 7" connaissant son

statut sur une partie du domaine dans le passé (t € [Ty, T)).
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2.3 Formulation inverse

Compte tenu de la présence d’un terme non linéaire dans ’équation d’état , la problé-
matique de cette thése réside alors dans la détermination d’un processus, non standard, de
reconstruction de I’état initial. L’approche non standard se base en fait sur une transforma-
tion du probléme inverse en un probléme de contrélabilité exacte a zéro qui a été déja utilisée
avec plus ou moins de succés sur certains problémes d’identification de condition initiale des

Equations aux Dérivées Partielles linéaires (voir par exemple [10] [46]).
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CHAPITRE 3

BREF APERCU SUR LA CONTROLABILITE
EXACTE A ZERO DE QUELQUES SYSTEMES

PARABOLIQUES

Sommaire
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De nombreux phénoménes physiques, chimiques ou biologiques sont modélisés par des
équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires dépendant de variables d’espaces
et de temps. La controlabilité représente une des possibilités d’agir au cours du temps sur
des systémes de facon a les amener & un état désiré.

La théorie de la controlabilité, introduite dans les années 60 a partir de la théorie du contréle
optimal, a connu un essor important dans les années 80 sous I'impulsion notamment des tra-

vaux de Jacques-Louis Lions et demeure & I’heure actuelle une discipline trés active des ma-
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3.1 Notions de controlabilité

thématiques appliquées. Le controle des systémes d’équations aux dérivées partielles constitue
un vaste champ mathématique toujours en perpétuel évolution. Méme si de grandes avancées
ont été effectuées ces derniéres années, de nombreuses questions restent encore ouvertes.
Les enjeux de la controlabilité résident dans 'obtention de systémes fiables, économiques et
rapides. Pour un systéme biologique, la controlabilité peut permettre de réduire la douleur et
de prolonger la vie. Par exemple, lorsqu’on étudie un régulateur de pression sanguine destiné
a la maintenir & un niveau constant et convenable.

Dans les années 90, des méthodes robustes d’approximation ont été proposées pour ’étude
de la controlabilité de I’équation de la chaleur et pour les systéme de Navier Stokes, basée
sur des approches variationnelles et des estimations de type Carleman [311 [39].

Nous faisons dans ce chapitre une bréve revue de quelques notions de controlabilité.

3.1 Notions de controlabilité

Un probléme générique de la controlabilité est le suivant : étant donnés deux éléments yq
et y; de 'espace d’états, peut-on trouver un temps 7' et un controle admissible v tels que la
trajectoire t — vy, (t) associée a ce controle joigne yo = y,(0) & y3 = y,(T) 7
On peut poser le méme probléme avec un temps T fixé. Autrement dit, le probléme pour
lequel si T est fixé on cherche v.

Cette section, aborde de maniére plus générale des notions de controlabilité exacte, approchée,
a zéro et aux trajectoires pour des systémes paraboliques et explique les relations existantes
entre ces différents concepts.

De maniére générale, on peut formuler un systéme de contréle d’une équation différentielle

comme suit :

y'(t) = fty(t);vt) t>0 (3.1)

y(0) = ¢’ (3-2)
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3.1 Notions de controlabilité

ou t — y(t) € X décrit la trajectoire (évolution temporelle) de I'état du systéme et ¢ —
v(t) € W est la fonction controle. Les espaces X et U sont supposés étre des espaces de Banach
appelés respectivement espace d’états et espace des controles admissibles. Le probléme de la
controlabilité consiste, pour un état initial y° € X donné et un temps final 7', & 'emmener
vers un état cible a I'instant 7" par ’action d’un controle v.

Dans la suite, on notera g, ’é¢tat du systéme controlé par ’action de la fonction v.

On rappelle ci-aprés différentes notions de controlabilité.

Définition 3.1 (Controlabilité exacte). On dit que le systéme est exactement controlable au

temps T si, pour tous états y° ety dans X, il existe un controle v € U tel que y,(0) = y° et
Yo (T) = yT'
Définition 3.2 (Controlabilité approchée). On dit que le systéme est approzimativement

controlable au temps T si, pour tous états y° et y' dans X, et tout € > 0, il existe un controle

v €U tel que y,(0) = ¢° et |y —y,(T)||x < e.

Définition 3.3 (Controlabilité a zéro). On dit que le systéme est contrélable & zéro au temps

T si, pour tout état initial y° dans X, il existe un controle v € W tel que y,(0) = y° et
y,(T) = 0.

Remarque 3.1. Il arrive parfois de raisonner non pas sur les états finaux du systéme, mais
sur les trajectoires.

Nous allons modifier notre probléeme pour dire que nous voulons non pas atteindre n’importe
quel état final mais coincider avec une trajectoire donnée a linstant T. On dit alors qu’il
s’agit de la controlabilité aux trajectoires. Dans ce cas considérons une trajectoire libre de
notre systéeme (y,u). Supposons notre état initial y° € X différent de y°. Alors nous voulons
trouver un controle v tel que la solution du systéme vérifie y,(T) = y(T). Autrement dit pour

tout e >0 tel que ||y° —P°||x < e il existe un contréle v satisfaisant y,(T) = y(T).

Les différentes notions de controélabilité admettent chacune une formulation duale équiva-

lente. Précisément, ’étude de la controlabilité d’un systéme se raméne a celle des propriétés
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3.2 Inégalité de Carleman pour des équations de la chaleur

de son adjoint. La controlabilité a zéro peut se caractériser par une inégalité d’observabilité
et la controlabilité approchée par une propriété de continuation unique (voir : S. Dolecki et

D.Russell dans [19]).

Une question légitime peut étre posée : quelles relations existe-t-il entre ces différents concepts
de controélabilité ?

Il est évident que la controlabilité exacte d’un systéme implique les controlabilités approchée,
a zéro et aux trajectoires de celui-ci.

Par contre, il n’y a cependant aucune relation entre la controlabilité approchée et la contro-
labilité aux trajectoires.

Si un systéme linéaire vérifiant 'hypothése d’unicité rétrograde (ou propriété de continuation
unique) est controlable a zéro, alors il est approximativement controlable. Lorsqu’un systéme

est linéaire, les notions de controlabilité aux trajectoires et a zéro sont équivalentes.

Remarque 3.2. Pour un systéme linéaire, controler aux trajectoires le systeme revient a

controler a zéro le systéme vérifié par w ==y — 7.

La remarque que nous venons de faire est valable pour les systémes linéaires, mais ne 'est

plus pour les systémes non linéaires.

3.2 Inégalité de Carleman pour des équations de la cha-
leur

Dans le but de prouver une inégalité d’observabilité appropriée nous allons donner une in-
égalité de Carleman (voir [28],]29],[30] et [31])utile pour 'obtention d’un résultat bien connu
de controélabilité de ’équation de la chaleur avec terme source.

Pour s,A >0, p € R et y € L*(Q), nous définissons les fonctionnelles suivantes :
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3.2 Inégalité de Carleman pour des équations de la chaleur

Li(p,y) = sp)\p+1// exp (—2sa)&Py dtdx + sz)\p1// exp (—2s)&P72 | Vy |? dtdx
Q Q

L(p,y) == sp)\p+1// exp (—2sa)EPy?dtdx + SP_Q)\p_l// exp (—2s)EP72 | Vy |? dtdx
Q Q

+s”_4/\p_3// exp (—2sa)&P7 (| Ay |* + | Oy |?)dtdx,
Q
o, pour tout (z,t) € Q,

exp (N [7]] o) — exp AK[[1° oo + ()]

at,z) == (T — £

et
exp [A(k[[n°]|oc +1°(2))]
tm(T — t)m ’

avec m € N*, k > m et n° € C?(Q) une fonction satisfaisant pour & > 0 et w un ouvert non

E(t,x) =

vide de Q, | Vi°® |> k dans Q\w, n° > 0 dans Q et n° = 0 sur Q. La démonstration de

I'existence d’une telle fonction 7° peut étre trouvée dans [31],(Cf également [13]).

Lemme 3.1 (Inégalités de Carleman, |31]). Soit y° € L*(Q) et f € L*(Q).

Alors il existe une constante Cy dépendant uniquement de Q et w telle que la solution du

systeme
dy
5~ Ay = f(to) dans Qx(0.T) (3.3)
y = 0 sur X (3.4)
y(0) = yo dans Q (3.5)
satisfasse

T T
L(p,y) < C’o(sp)\”+1// exp (—2s)&Py dtdr  + sp_?’)\p_?’// exp (—2sa)&P3 | f |? dtdz),
8.J0 aJo

pour tout A\ > C' et s > 5o := C(T*™ + T*" 1),

Une légére modification de la preuve permet d’obtenir le résultat énoncé.

On peut trouver le lemme dans [31], bien que la démonstration soit faite pour m = 1.
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3.2 Inégalité de Carleman pour des équations de la chaleur

Théoréme 3.1. [l existe trois constantes positives N, so et C (qui ne dépendent que de Q

et w) telles que pour tout X > N, pour tout s > so(T + T?) et pour tout p € R, on a :

sp/\p“fo exp (—2sa)&Py?dtdx
+sP2NTL [ [ exp (=250)6P77 | Vy [P dtdx

b3 [ [ exp (~250)@4( Ay P + | By [P)dide (3.6
< C’(sp)\pH fwa exp (—250) EPyPdtdx
0

+sPENPTE [ fOT exp (—2s5a)&P3 | f |2 dtdx)

pour tout y € C%(Q) tel que y = 0 sur X,

Nous allons déduire maintenant I'inégalité d’observabilité & partir de I'inégalité de Carleman
(3.6)

Théoréme 3.2. I] existe une constante Cops > 0 telle que pour tout ©° € L?(Q), la solution

@ du systeme adjoint

_g—f —Ap =0 dans Qx(0,7) (3.7)
© =0 sur X (3.8)
o(T) =% dans (3.9)

satisfait l'inégalité d’observabilité

T
| (0) 220 / / 1 Pdtde < Cone / 1 3 B
0

ot p = exp (2sp).

Démonstration. On commence par remarquer que I'inégalité de Carleman est valide pour les
solutions du systéme adjoint avec ¢ € L*(Q). On fixe A = \g et s = so(T + T?). On obtient

en particulier

// exp [—2sa]t (T — )7 | o |? dwdt < C// exp [2sa]t (T — )72 | ¢ |? dwdt
Q wx(0,T)
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3.3 Controlabilité a zéro de I’équation de la chaleur

T 3T
Ve

On tronque en (7, %) l'intégrale & gauche et on utilise

1.1 T 3T
-3 -3
exp [=2saft (T — )™ > exp [-2C(1 + f)]ﬁ dans € x (Z’ v
et
-3 -3 1,1
exp [—2salt (T —t)™° > exp [-C(1 + T)]YTG dans Q x (0,7

pour obtenir

1
// |<p|2dxdt§Cexp[C(1+T)]// | o | dzdt
QX(T 3T) WX(OvT)

44

Pour les solutions de I’équation adjointe on a l’estimation d’énergie

/0 | o(0) P di < / | olt) ? du Vit € 0,T],

L. 3L) on trouve

! 2
[reopa<d [ jor
0 ox(4,2h)

et en intégrant dans (

En combinant cette inégalité avec la précédente on obtient 'inégalité d’observabilité.

3.3 Controlabilité a zéro de I’équation de la chaleur

(3.10)

]

La controlabilité & zéro de I’équation de la chaleur est due & G. Lebeau et L. Robbiano

[39] et A.V. Fursikov et O. Yu. Imanuvilov [3I]. Deux approches différentes ont été utilisées

pour résoudre ce probléme par Lebeau-Robbiano [39] et Fursikov-Imanuvilov [31], toutes deux

utilisant de maniére fondamentale (mais difféeremment) des inégalités de Carleman globales.

Dans la premiére, les auteurs prouvent 'inégalité d’observabilité par une décomposition spec-

trale des solutions. Dans la deuxiéme, la preuve de I'inégalité d’observabilité repose sur les

inégalités de Carleman globales pour les solutions du systéme adjoint. Dans la suite, nous

allons présenter cette deuxiéme technique.
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3.3 Controlabilité a zéro de I’équation de la chaleur

Soit 1’équation de la chaleur avec condition homogéne de Dirichlet

%_Ay — oye dans Qx (0,7) (3.11)
y = 0 sur X (3.12)
y(0) = 3° dans Q (3.13)

ou y’ € L*(Q) est la donnée initiale, y = y(t) est la variable d’état qui décrit la distribution
de température dans Q a U'instant ¢ et v = v(¢) est le contrdle distribué dans w (w C Q).

Le but de cette partie est de présenter une méthode pour construire un controle v tel que la
solution y satisfasse y(7') = 0. C’est la méthode de dualité ou Hilbert Uniqueness Method
(HUM) introduite par J.-Louis Lions. Remarquons que da a U'effet régularisant de I’équation
de la chaleur (et en général des équations paraboliques), on ne peut pas espérer, quelque
soit y° € L?(2), mener y vers une cible quelconque en temps 7. C’est pour cela qu’il est
convenable de considérer pour ce type d’équation la notion de contrélabilité aux trajectoires,

i.e, pour tout y° € L*(Q2) et toute solution y de I'équation de la chaleur non controlée

%—Ay =0 dans Qx (0,7) (3.14)

] =0 sur X (3.15)

il existe un controle v € L*(w x (0,7T)) tel que y,(T) = y(T'). Néanmoins, par linéarité, cette
notion de controlabilité est équivalente a la controlabilité a zéro. La controlabilité a zéro
du systéme se réduit & montrer ’observabilité du systéme adjoint (voir [39)]), i.e, existence
d’une constante C' > 0 tel que pour tout ¢’ € L?(Q), la solution ¢ de 'équation adjointe

donnée par

—%—f —Ap =0 dans Qx(0,7) (3.16)
© =0 sur X (3.17)
o(T) =l dans Q (3.18)
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3.3 Controlabilité a zéro de I’équation de la chaleur

satisfasse

/w<o>12dx§c// o |? dedt
Q wx(0,T)

Dans le cas linéaire, I’¢tude de la controlabilité d’un systéme est semblable & ’étude de sa
controlabilité aux trajectoires.
La question que I'on se pose ici est la suivante, exprimée sur le modéle le plus simple. On

considére ’équation de la chaleur :

% — Ay =wyx, dans Qx (0,7) (3.19)
y =0 sur X (3.20)
y(0) =0 dans (3.21)

ol y est la fonction caractéristique de w.

On cherche & déterminer un controdle v tel que y,(7") = 0.

Théoréme 3.3. Quel que soit T' > 0 et quel que soit louvert w C 2, il exizte v tel que la

solution de ’équation vérifie y,(T) = 0.

La démonstration de ce théoréme nécessite de longs développements techniques.
La méthode développée par Fursikov et Imanuvilov [31] a un caractére plus général et s’ap-
plique & des situations variées (aux prix d’une technique lourde). Par exemple ils ont montré
le résultat suivant : soit f une fonction lipschitzienne et considérons une solution du probléme

(sans controle)

% —Ay+ f(y) =0 dans Qx (0,7) (3.22)
v =0 sur X (3.23)
7(0) =7, dans (3.24)
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3.3 Controlabilité a zéro de I’équation de la chaleur

(Par exemple 7 peut étre une solution stationnaire de ce probléme, c¢’est- a -dire g—g =0,

qui peut étre éventuellement instable.)

Considérons maintenant 1'équation (avec controle)

i Ay + f(y) =wvx, dans Qx (0,7 (3.25)
Yy =0 sur X (3.26)
y(0) =1yp dans (2 (3.27)

Le résultat dit alors que si || yo — T, || est assez petit, il existe v tel que y,(T) = y(T).
Comme le systéme est linéaire la méthode utilisée consiste a retrancher & y une solution
particuliére du systéme non controlé. La controlabilité a zéro est équivalente & amener n’im-
porte quelle condition initiale & n’importe quelle extrémité de trajectoire libre (c’est ce qu’on
appelle la controlabilité aux trajectoires), ce qui confére une généralité & la controlabilité a
zéro plus importante qu’initialement visible.

L’action du controle permet donc de «changer de trajectoire» pour le probléme d’évolution
ou d’atteindre exactement une solution stationnaire, méme si elle est naturellement instable.
Le résultat a été étendu aux équations de Navier-Stokes sur des variétés sans bord ou lorsque
la condition au bord est rot(y) = 0 par Fursikov-Imanuvilov [31], puis récemment au cas des
équations de Navier Stokes avec la condition au bord y = 0 par Imanuvilov [38§].

Signalons que cette équivalence n’est pas vérifiée en général pour les systémes non linéaires,

comme pour le systéme de Navier-Stokes.
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3.4 Controlabilité a zéro interne d’un systéme de Navier- Stokes

3.4 Controlabilité a zéro interne d’un systéme de Navier-

Stokes

On présente des résultats sur la controlabilité & zéro du probléme non linéaire de Navier-
Stokes issue de la mécanique des fluides.
Cette équation modélise un systéme dynamique sur lequel on peut agir au moyen de com-
mandes que 'on appelle les controles, et qui sont représentées en général par des conditions
aux limites ou des forces extérieures.

Nous considérons 1’équation de Navier-Stokes dans 2 x (0,7") avec un controle agissant sur

wx (0,7)
% —Ay+ (y.V)y+Vp = wvx, dans Qx (0,7) (3.28)
Vy = 0 dans Qx(0,7) (3.29)
y = 0 sur ¥ (3.30)
y(0) = y° dans Q (3.31)

Nous rappelons les différentes définitions de contrdlabilité qui seront considérées et nous

décrivons la stratégie d’étude employée.

3.4.1 Définitions

Comme le systéme de controle considéré est non linéaire, on doit distinguer les résultats

de controlabilité locales des résultats de controlabilité globales.

1. On dit que le systéme est localement exactement contrdlable au temps 7" > 0, si pour
toutes conditions initiale 1° et finale y' trés proches au sens de la norme, on peut
trouver un controle v qui permet d’amener I'état y du systéme de y° & y' en un temps

T.

2. On dit que le systéme est localement contrélable & zéro au temps T° > 0, si pour
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3.4 Controlabilité a zéro interne d’un systéme de Navier- Stokes

toute condition initiale y° suffisamment proche de 0, on peut trouver un contrdle v

qui permet d’amener I’état y du systéme de y° & 0 en temps 7.

Une question intéressante est la controlabilité locale exacte aux trajectoires au temps T > 0.
Etant donnée une solution particuliére (une trajectoire (,u)) du systéme de controle et une
condition initiale y° assez proche de 7(0), il ’agit de trouver un controle v qui améne 1’état
y du systeme de 3° a 7(T) en temps T. On peut enfin reprendre ces différentes notions
de controlabilité exacte pour les transposer dans un cadre approché. Il ne s’agit alors plus
d’atteindre exactement 1’état souhaité y* ou 7(T'), mais de pouvoir, pour tout € > 0 trés petit,
construire un controle qui permet a I’état du systéme d’approcher cet état & une distance
e. On parle de controlabilité globale des différentes notions si les propriétés ci-dessus sont

valables pour tout 3% et y' dans X.

3.4.2 Résultat de controélabilité & zéro d’un systéme de Navier-

Stokes

On commence par introduire deux espaces classiques présents dans le contexte de fluides

incompressibles, & savoir :
V={yecHj(Q)N :Vy=0 dans Q}

H={yecL*(QY:Vy=0 dans Q, y=0 sur 0Q}

La controlabilité de I’équation de Navier Stokes a été abordée par J. -L Lions dans [40] et a
été 'objet de nombreux travaux ces derniéres années.

Dans le cadre de la controlabilité approchée, les premiers résultats ont été obtenus par J.M
Coron dans [I1] avec des conditions au bord de type Navier en utilisant la célébre méthode
du retour. Pour des conditions au bord de type Dirichlet homogénes, on peut se référer a [25]

et [41]. Le résultat principal est le suivant :
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Théoréme 3.4. Pour tout T > 0 et w C ), il emiste & > 0 tel que, pour tout y° dans
V' satisfaisant ||y°||y < 6, on peut trouver un controle v € L*(w x (0,T)), et une solution
associée (y,p) du systéme de Navier Stokes telle que y(T) = 0 dans Q.

i.e le systéme non linéaire (systéme de Navier Stokes) est localement controlable & zéro.

La preuve du théoréme repose sur un résultat de controéle a zéro pour le systéme linéaire

avec un terme source

% —Ay+Vp = fH+ox, dans Qx(0,7) (3.32)
Vy = 0 dans Qx(0,7) (3.33)

y = 0 sur X (3.34)

y(0) = 3° dans © (3.35)

et un théoréme d’inversion locale (voir ci-dessous). La controlabilité a zéro du systéme li-
néaire est démontrée avec f = 0 et v = 0. Pour ce faire, les auteurs montrent une inégalité

d’observabilité pour le systéme adjoint

5 Ap+Vr = 0 dans Qx(0,7) (3.36)
V.o = 0 dans Qx(0,7T) (3.37)

¢ = 0 sur X (3.38)

o(T) = ¢" dans Q (3.39)

Tls montrent (voir [25],[41]) I'existence d’une constante C' > 0 telle que, pour tout ¢’ € H,

la solution du systéme adjoint satisfait

/|g0 Y|P de < C Z // | o |? dadt.

J=Llj#i

La preuve de cette inégalité repose sur une inégalité de type Carleman

T
| [oeo] dxdt<cz// 2l [ da
0 Q

J=1j#i
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ou py(z,t) et po(x,t) sont des poids du type

(12 o ORI lc) — exp Dkl e +1°(2))]
b= HT — ¢)

et
exp [A(k[n°[l« + 1°(2))]
tHT —t) '

pa(t, @) =
Cependant une inégalité d’observabilité ne suffit pas pour traiter le probléme non linéaire de
Navier Stokes. On aura besoin de déduire quelques propriétés de décroissance pour le terme
(y.V)y. Pour ce faire, on démontre dans une premiére étape une inégalité de Carleman pour

le systéme adjoint non homogéne

—%—f —Ap+Vr = g dans Qx(0,7) (3.40)
Vi = 0 dans Qx(0,7) (3.41)

¢ = 0 sur X (3.42)

o(T) = ' dans (3.43)

o g € L*(Q)N

Théoréme 3.5 (théoréme d’inversion locale). Soient By et By deux espaces de Banach et
A @ By — By vérifiant A € CY(By,Bsy). On suppose que by € By et A(by) = by et que
A'(by) : By — By est surjective.

Alors, il existe § > 0 tel que pour tout V' € By satisfaisant ||V —by|| < 0, il existe une solution
de ’équation

A) =V,be B,

Pour appliquer ce théoréme dans ce contexte, on considére I’opérateur

)
Aly,p,v) = (a—? — Ay + (y.V)yVp — vxw, y(0))

Lorsque l'on cherche a étudier la controlabilité d’un systéme non linéaire, on essaie souvent

dans un premier temps de se débarrasser de la non linéarité en linéarisant le systéme autour
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d’un état d’équilibre du systéme, car on a en général une meilleure connaissance des systémes
linéaires. Ensuite, si le systéme linéaire est controlable, on essaie d’en déduire un résultat de
controlabilité pour le systéme non linéaire en utilisant par exemple un théoréme d’inversion
locale ou de point fixe [4I]. Cette méthode - résoudre d’abord un probléme linéaire puis
utiliser un probléme de point fixe pour passer au non linéaire est classique en dimension finie.
Si apres linéarisation le systéme obtenu n’est pas controélable, on doit donc utiliser une autre
méthode pour linéariser le systéme et pouvoir en déduire un résultat pour le systéme non

linéaire.

3.5 Synthése de quelques résultats existants

Pour les systémes linéaires, autonomes et non autonomes, leur controlabilité est carac-
térisée par le critére de Kalman qui est une caractérisation algébrique de la controlabilité.
Beaucoup de progrés ont été faits ces derniéres années dans le cadre de la controlabilité des
équations paraboliques. Dans un premier temps, tant que les conditions aux limites sont de

types Dirichlet, la controlabilité a zéro du systéme.

% — Ay vxw dans Q x (0,7) (3.44)
y = 0 sur X (3.45)
y(0) = y° dans Q (3.46)

a été démontré, d’une part par G. Lebeau et L. Robbiano dans [39] et d’autre part par
A.V. Fursikov et O.Yu. Imanuvilov dans [31] en utilisant une méthode qui peut s’adapter
a des systémes assez généraux reposant sur des inégalités de Carleman globales. Ce type
d’inégalités constitue une estimation trés importante du point de vue de la controlabilité.
Plus précisément, les inégalités globales de Carleman impliquent en particulier I’'observabilité
pour le systéme adjoint associé au probléme de controle linéaire et il est bien connu que

I’observabilité du probléme adjoint entraine la controlabilité a zéro.
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Par exemple, pour une équation avec termes d’ordre inférieur de la forme

0
8_31{ — Ay + B(z,t).Vy +a(z,t)y = vy, dans Qx(0,7) (3.47)
y = 0 sur X (3.48)
y(0) = y° dans Q (3.49)

Ici, a et B = (B;)Y,, sont N + 1 fonctions qui dépendent de x et de t qui sont supposées
appartenir a L>°(Q)). Dans ce cas, il faut utiliser une inégalité de Carleman appropriée pour les
solutions de I’équation de la chaleur avec un second membre dans un espace plus faible [37].
En particulier, la contrélabilité & zéro de est utilisée pour traiter quelques équations
paraboliques non linéaires & travers un argument de point fixe.

Des avancées fructueuses ont été faites dans ce domaine. Un exemple intéressant [25], établit
la controlabilité approchée du systéme de réaction-diffusion non linéaire.

Dans [28] E. Fernandez-Cara et E. Zuazua ont étudié la controlabilité & zéro de systémes

non linéaires avec linéarité “explosives” (ou semi linéaire). En fait, pour des fonctions f

satisfaisants
S (3.50)
[sl—00 slogz (14 | s |)
ils démontrent que le systéme
Jdy
5 Ay+ fly) = wvx, dans Qx (0,7) (3.51)
y = 0 sur X (3.52)
y(0) = 3° dans Q (3.53)

est controlable a zéro.
Trés récemment et comme application du travail [37], A. Doubova et al. ont étendu dans [20]

ce résultat a des non linéarités qui dépendent de I'état et du gradient de ’état. Ils ont déduit

Thése de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 43



3.5 Synthése de quelques résultats existants

la controlabilité a zéro du systéme :

0
(9_§ —Ay+ F(y,Vy) = vy, dans Qx(0,7) (3.54)
y = 0 sur X (3.55)
y(0) = y° dans © (3.56)

pourvu que la dérivée de F(s,p) par rapport a la premiére variable (resp. aux N dernéres
variables) soit strictement majoré & Uinfini par log2 (14 | s | + | p |) (resp. log2(1+ | s | + |

p ).

La controlabilité de I’équation de la chaleur avec conditions aux limites de type Fourier (ou

Robin) a été étudiée dans [31] on les auteurs ont résolu la controlabilité a zéro du systéme

Y vXw dans Q x (0,7) (3.57)
g—z +py = 0 sur X (3.58)
y(0) = ¢° dans Q (3.59)

pour des coefficients 8 € C*(X). En utilisant ce résultat, A. Doubova et al. [21] ont montré
la controlabilité locale a zéro pour tout 7" > 0 et la controlabilité & zéro pour T assez grand

(qui dépend de y°) du systéme :

dy

E—Ay—FG(y) = wvx, dans Qx(0,7) (3.60)
%—Fg(y) = 0 sur ¥ (3.61)
y(0) = y° dans Q (3.62)
ou G vérifie
G(s)

im . =0 (3.63)
[sl—00 slogz (14 | s |)

et g € C*(R) a une dérivée premiére positive.

La controlabilité du systéme de réaction-diffusion avec conditions aux limites de type Fourier
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linéaires et non linéaires a été étudiée dans [27] et [32].

Les auteurs ont résolu la controlabilité a zéro du systéme

0
8_215/ —Ay+ay+ B xVy = vy, dans Qx(0,7) (3.64)
% +py = 0 sur X (3.65)
y(0) = y° dans © (3.66)

avec des coefficients a, B et  appartenant a 'espace L™ (cette partie correspond a larticle
[27)).

Ceci permet ensuite d’obtenir un résultat de controlabilité globale pour le systéme non linéaire

% —Ay+ Gy, Vy) = vxe dans Q2x(0,7) (3.67)
% +g(y) = 0 sur X (3.68)
y(0) = 3° dans Q (3.69)

qui est Pobjet de Darticle [32]. Pour déduire un résultat de caractére global, on obtient la
controlabilité nulle du systéme linéaire précédent seulement avec les hypothéses L sur les
coefficients puis on applique les idées développées dans [28].

La controlabilité a zéro du systéeme de Navier-Stokes a été aussi trés étudiée ces derniers
temps. Dans [12] J. -M. Coron et S. Guerrero obtiennent la controlabilité locale a zéro d’un
systéme de Navier Stokes 2-D sur un tore au moyen d’un seul controle scalaire.

Dans [35], S. Guerrero, O Yu. Imanuvilov et J-P. Puel prouvent un résultat de controlabilité
pour un systéme de Navier Stokes sur un carré avec une seule condition de Dirichlet en

s'inspirant de la méthode du retour.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons évoqué quelques problémes de controlabilité pour des sys-

témes paraboliques linéaires. Il apparait clairement que, les inégalités de Carleman jouent un
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role fondamental dans ’établissement de la contrélabilité a zéro de ces systémes. Toutefois, il
convient de remarquer que bon nombre des résultats établis concernent des systémes parabo-
liques avec conditions aux limites de Dirichlet homogénes. Pour d’autres types de condition
les inégalités de Carleman peuvent étre difficiles a obtenir comme nous allons le voir au

chapitre suivant.
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CHAPITRE 4

INEGALITES DE TYPE CARLEMAN POUR

DES EDPS PARABOLIQUES NON LINEAIRES
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Dans ce chapitre, nous établissons une inégalité de type Carleman pour un probléme
parabolique non linéaire avec condition de Neumann non homogéne. Ce type d’inégalité
constitue une étape trés importante du point de vue de la controlabilité. Précisément, les
inégalités de Carleman impliquent en particulier I'observabilité pour le probléme adjoint
associé au probléme de controle linéaire.

Nous considérons, ici, € un ouvert borné de R, d = 2 ou 3 de frontiére I'. Pour 7' > 0 donné

nous considérons une équation aux dérivées partielles paraboliques non linéaire
o) —V.AVY + F(¢) =0 dans Qr = Q x (0, T) (4.1)
avec condition aux limites de type Neumann suivante :

AViYpn=gsur Xr =1 x (0, T) (4.2)

Thése de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 47



4.1 Fonctions poids

et la condition initiale

¥(0) = 1o dans €. (4.3)
ol A est un opérateur de R? vers R? satisfaisant la propriété d’ellipticité :
3C > 0 telle que £LAE > C|E[* Ve € RY. (4.4)
En outre, nous supposons que A est un opérateur symétrique :
EAn =ntAE Y, & e RY (4.5)

F est une fonction scalaire non linéaire de classe C!; g et vy des fonctions de régularité

suffisante. Fn plus, il sera supposé la condition de croissance suivante
(u—v)(F(u) = F(v)) >0 Yu,v € R (4.6)

et

F(0) = 0. (4.7)

Afin d’établir des résultats d’estimation sur la solution du probléme (4.1))-(4.3), on présente
d’abord des fonctions poids puis quelques unes des propriétés utiles pour établir une estima-

tion de type Carleman pour ce probléme.

4.1 Fonctions poids

Fixons w C 2 non vide. On introduit une fonction scalaire n° définie sur Q de classe C?

satisfaisant

7’ >0 dans Q (4.8)
Vn'(z)] #0 Vo€ QW (4.9)
n”’ =0 surl (4.10)
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avec w' CC w un sous ensemble ouvert non vide de w. On peut se référer a [31], ou il

est prouvé l'existence d’une telle fonction. En exemple, si Q = {z € R",| =z |< 1}, la

fonction n°(z) = Ag exp(l:—ﬁx‘) satisfait bien (4.8)),(4.9) et (4.10) en prenant par exemple

W =A{z,| x |< e << 1} (Figure ci contre).

FIGURE 4.1 — Une illustration d’une fonction n° vérifiant les propriétés {{.8), et .
On voit bien que n° =0 en |z| =1 et |[Vn°(z)| # 0 sur Q ~ {z,| z |< e << 1}.

Soit, maintenant les fonctions poids £(t, x) et «(t, x) définies par
alt,z) = @(zﬂ__t))*1<ezxwfuw __eanoww+n%x»> (4.11)

et
£(t,z) = (T — 1)) XUl @) (4.12)

avec A > 0. Il s’ensuit les formules suivantes :
VE =XV (1), (4.13)

Va = -XV(nY), (4.14)
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et
AV = —AfAV(nO).

Par ailleurs, pour simplifier les écritures, on posera parfois
A'()=V.AV().
Avec cette notation on écrit
N(a) = =NEV(").AV()") — AA'(n").

Un simple calcul permet d’écrire

Oa _ 2-T (el — it
ot~ (1 — 1)

et
06 =T  \(in0fowtn®(a)
ot~ (T — 1)

Mais, remarquant

M lloe+n° @) < (2 oo (@)

et

_ Moot @) < 2N lloe _ Al llaotn(@) < 2Pl (2

Il en découle :

Proposition 4.1. I existe une constante C > 0 dépendant uniquement de T

tout t € (0,7)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

tel que pour

Oa

— < 2 .

5| < C¢s, (4.18)

9 2

—=| < 4.1

0%¢ 2

— | < 4.2
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&2
< ce 4.21
5| =<ce (421
et pour \ suffisamment grand, on a
A ()] < ONE. (4.22)
4.2 Reésultats préliminaires
Pour tout ¢ solution de (4.1]), (4.2)), (4.3]), posons
U(t,x) = e (¢, 7) (4.23)
pour un réel s strictement positif judicieusement choisi. Clairement, il en découle
lim ¢(t, ) = lim ¢ (¢, ) = 0. (4.24)
On a d’une part, N
TV YV sa(te Z s (t 4.25
5 = e eyt a) (4.25)
et d’autre part,
Vi = esa(tvf”)viz? + seso‘(t’””)@ZV(a)
d’ou I'on déduit
AVY = e EDATY + "B YAV ().
Par suite
—V.(AVY) = —sVa(AVY)e2®?) -V (AVy)est)
—wv (AVa)e 2t — s(Vih)(AVa)estr)
—2Varh(AVa)eso ),
Comme A est un opérateur symétrique,
s(VU)(AVa) = sVa(AVY).
Thése de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 51



4.2 Résultats préliminaires

On écrit alors :

~V.(AVY) = _v.<‘AVQZ)€sa(t,x) _ QSVQZ(Ava)esa(t,x)
—sV.(AVa)pesate) — 2 (Va)(AVa)esto),

Utilisant la notation (4.16]), le systéme d’équation (4.1])-(4.3)) s’écrit finalement

saa—‘z‘{& + %—f e R (esa&) = 20V () AV (@) + 25V ([p’) AV (@) o)
s A (@) + A ({5)
(4.26)
SOAV (a)n + AV (J) n = ey sur Y (4.27)
$(0) = (1) =0 (4.28)
Posant
L) = sg—‘;‘{z — sPA' (@) — 2PV (@) LAV (o) (4.29)
et N
G(D) = aa—f te R (eS%Z) 25V (zZ) AV (a) — A/ (J) . (4.30)
L’équation s'écrit
L(¥) + G(¥) = 0 dans (0,T) x Q (4.31)

T
Par la suite, on note (f,g) = / / fget | z|?= (z,x). De I'équation (4.31)) on déduit
0o Jo

(L() + G(), L(¥) + G()) =0,

puis en développant

I L) 17 + 1| G | +2(L(), G(¥)) = 0. (4.32)

On se servira de cette derniére équation pour établir les estimations de type Carleman. Mais

auparavant on donne d’abord quelques résultats préliminaires.
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Proposition 4.2. On suppose que 0 < X < A\g et 0 < s < 89, pour un Ay et un So. donnés,
sous les hypothéses et il existe une constante positive C' telle que pour tout ¢ €
C([o, T); L23(Q) N L? (0, T; HY(Q)) and g € L? (Z7), nous avons

(L@),G@) > —Csx? /OT /Q ge2 [Tyf? — Cs2N ( / ' /Q grem2say? | / ' /Q 526—28“|w|2)

en([ fecmouf feooms
—Cs'\ / / gle #p? — Cs°\ / / e Py’
ot [ [ @err ) - o / [ e murw
—Cs*\? /;T e Y] |g|dodt
INGRI /E T e 22 gt
(4.33)

Pour la preuve de cette proposition nous allons d’abord établir les lemmes suivants.

Lemme 4.1. Sous les hypothéses de la proposition il existe une constante C' positive

telle que
o 00 2 212 3
(L), 5p) = —C(sA+sX) g 2 — C(s + X% ¢ ¢, (4.34)
Démonstration. Remplacant L(lZ) par son expression (4.29)), il vient

(L(¥) / aa@a_z/)_//wa%, //w V(a).

Sachant que lim 1/J(t, x) = lim 1/J(t, x) = 0 et en intégrant par partie sur (0, T), on obtient

R //%tﬁ' // @) AV (0).

En remplagant A’(a) et V() par leurs expressions et , on obtient

(1), %) - ——//?;ti‘”—ﬁ// )AV(r)
S feesint ST [Fownmn
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Utilisant les inégalités de la proposition (4.1)), il existe alors une constante positive C' telle

i 8{5 g 372 2 r 272
(L), 5 > —C’s/o /ngp —C’(5+s)\+s)\)/0 /ng/;

+s22)\2 /OT/szzaﬁ_iz (V(UO) AV (770)).

que

Nous remarquons que

2)\2// 852 AV( 2>\2/ /¢§ (0))

et en utilisant encore les inégalités dans (4.1)), nous obtenons

2)\2 . 8 T .
R PG e ave)| < oo [ [ e

Par conséquent, il s’en suit que

<L(1;),aa—f> > —C (sA+s)\?) /OT/Qg%p_C(S_i_S?/\?)/OT/Q{EzE:a

pour une constante positive C. D’oul la preuve du lemme. O

Lemme 4.2. Sous les hypothéses de la proposition[{.2 il existe alors une constante positive

C telle que
(L(), e~ F (esa@) > (s + 52\?) / / 2¢O GF %)
s\ / / fe- %F( %)

(4.35)

Démonstration. Nous avons

W@ (o) = s [ [ e (o)

—5/ /w “F (e7) A (0)
s /O /Q Je—soF esw) () AV (a).
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4.2 Résultats préliminaires

A partir de hypothése 1) on peut voir que esa{va (eSO‘{D > 0 et, grace aux inégalités de
la proposition on obtient

Jer ()| < 0 [ [eier ().
[ [ B (on5) 2 cn [ [ e (o73).

Par conséquent, en utilisant (4.14), (4.15)) et (4.22)) on obtient finalement

Il en découle

(L), e F (¢20)) 2 —~O(s +22) / / edeoF ()

s\ / / £de SaF( %)

Ce qui achéve la preuve. O

Lemme 4.3. Sous les hypotheéses de la proposition [{.3, il existe une constante positive C

)
)

(4.36)

telle que
—23<L({5>,v({5) AV (@) > —C ($*A% 4 s2%) (/T/£2J2+/T ’ V@)

cereon ([ fem [ [o 0

Démonstration. Nous avons

—2s<L({z§),v(¢> AV (@) = //30” ) AV ()

1952 / / I (@) V () AV (a)
+253 / / IV (@) AV (a) V (zZ) AV (a).

Grace & (£.13)) et & la proposition [4.1] nous obtenons l'estimation suivante :

EatA v (J) AV (@)

IN

(9)] 14 ()]

6“/0 /M(V( ok
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4.2 Résultats préliminaires

En appliquant l'inégalité de Young et les inégalités de la proposition [4.2] il vient
e [ = ([ [ [ [esO). o
0 Jo
De plus grace aux formules de [4.13] (4.14) et (4.15), nous avons

/OT/QJV () AV () V (J) AV (o) = —)\3/ /§3¢V ) AV (1°) V (J) AV ().

En appliquant l'inégalité de Young et les inégalités de la proposition (4.1]), on obtient

33/0T/inm) .AV(a)v({p') AV () > —CsPA3 (/OT/Q£31ZQ+/OT/Q£3‘V (w)

D’autre part,
/ /sz’ AV( ) = 232/\3/ /¢§ v )AV( ) (V(n*).AV (1))
+25%\?2 /O /Q ¢§2v .AV (n°) A'(n°).

Nous appliquons encore l'inégalité de Young et les inégalités de la proposition (4.1)) pour

obtenir

o fmee@ave = con([' e [ [eR @)
_C2N2 (/0 /952w2+ |V (9)] )

En combinant (i), (i7), et (ii), nous obtenons finalement
2D,V (9) AV (@) 2 -0 (22 ([ T Jer+| T [elF@))
o) ([ [ers [ [elv(@)]).
O

Lemme 4.4. Sous les hypotheses de la proposition nous avons
L@ (7)) = cw/ L e]vif —cts+ ) / | e
—C(sA 4 sA? 4+ s\? + 52)\%) (/ /gw / /g2

—CSXZ/ €[] e laldodt — (s + 232)

Xr

Ce qui achéve la démonstration.

vy )

~’ —sa|g|dodt

O8N §¢2dadt O8N [ 202 dodt.
Xt

(4.37)
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4.2 Résultats préliminaires

Démonstration. Nous avons

o s
NG

En utilisant la formule Green, on a

(L), —s//—wﬂv SA//
s —WLV ) ndodt — s / / @) VAV (¥)
o S /
/ / viAv ( V(o)
‘/‘/¢Av v (a))

+s / (@) AV (a) DAV (w) ndodt,

X7

0)
8tw AV V(n’)

) AV @ ndodt

\/

Ecrivons cette inégalité sous la forme —(L(1)), A’ (@)> = (a) 4+ (b) + (c) + (d) on

(a) = // VAV (4 //A ) VAV (4 //V¢AV

(b) = —s/ /w{v S)\/ /‘%Jﬂv
() = —g/l/wﬂv

(d) = —s/ —1/).AV ( > ndodt + s/ A () pAV (12) ndodt + 82/ V(a).AV

(a) AV <1Z) nd

Maintenant, nous estimons des termes de 'expression précédente. A partir des inégalités

de la proposition [4.1]et en sachant que 'opérateur A est positif, on peut déduire les inégalités.

]< 0/1/£Ww2

a) V. AV ‘ < cv
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4.2 Résultats préliminaires

~|2
w[

OT /Q Vi AV (@) V() AV (a)

T
<ON / / £
o Ja
ainsi, il s’en suit

@) > —Cs¥ //s il - s+ 23 /OT/Qe\wZP

Pour donner une estimation de (b), nous déterminons d’abord V (V (a) .AV («)) . Du fait
(ue nous avons
V(V(e) AV () = NV (EV(°).AV (n"))
= 2XEV(OV (") AV (" + MEV(V (n”) LAV (1))
= 2X°EV)V (") AV (1 + NV (V () AV (n%))) -

1)

Grace a 'inégalité de Young et pour A trés grand, on obtient

cor([ e [ |
o(f fewe [ e

de sorte que l'on a :
(1) > —C(s2X+ ) (/ | e +/ € \w])

Pour donner une estimation de (¢) nous allons évaluer V (A’ («)) . De I’égalité

OT/QJAV (7) .V (¥ (@) AV (a)

De ce qui précéde, nous avons également

/ X 0AY () V)| <

1)

A (@) = =NV (0").AV(R°) — XA (1)

alors
V(A" (@) = =X (V(1°). AV (1°)) V(") = XA (") V (n°).

En appliquant encore l'inégalité de Young, on obtient finalement

(€) > —C(sA\? + sA2) (/OT/Q&ZQJF/OT ) 2 ~2).
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4.2 Résultats préliminaires

De plus, nous savons qu’a partir de (4.27) que
AV <@Z> n=c¢e¢ *%g+ s)ﬂZAV (770) n sur Xr,
alors nous avons

Oa ~ ~ - da~ _, 2 da ~, 0
s /E GAv (¢) ndodt = s /E Gyt tgmdodt = | SHRAY (1°) ndodt

s | A(a)9AV (7:5) ndodt =s | A(a)de*gndodt + 2A [ A (a) $2AV (1°) ndodt

X X X7

et

32/2 V (@) AV (@) pAV (1;) ndodt = s* V (a) AV (a) we_sagndadt—l—s?’)\/Z V (@) AV (a) AV (

X

de sorte que nous en déduisons I'inégalité suivante
(d) > —Cs\? / 5‘{5) e~ gldodt — C(s + s2)2) / ¢2 ‘J‘ e~ gldodt — Cs2\? | ¢dtdodt
b S X
— s\ / 22 dodt.
37

Finalement, nous obtenons

@@+ 2 oo [ [ewil v [ [ ewir

—C(sA+ sA2 + sX% + 520%) (/OT/Q§2J2+/OT/Q§2

v&f)

—Csv/ gm e=5|gldodt — O(s + 32>\2)/ ¢ J’ =5 g|dodt
X7 X
—C2N | &dodt — OSN3 | 2% dodt.
ET ET
Ce qui achéve la démonstration. O

Preuve de la proposition[{.3 Premiérement, en remplagant 1) par son expression, il vient :

~|2
VO = |setuVat e vpp

IA

s2e 2 | ? [Val® + 2se72% | |Val| [VY] + e 250 [V
< Ce 2 (s2|y]* |[Val® + 25 [¢| [Val [Vi| + [V [)
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4.2 Résultats préliminaires

et grace a 'inégalité de Young, on obtient

2
Vi < cere (e [Val + Vo)
< Qe (s2A252 [ [V + [Vel?)
Deuxiémement & partir des relations et on peut écrire :

- ~ ~

(L), G(@)) = <L<w>,5>+<L<iﬁ>,e—MF(mw)>—2s< L($),V () AV (@) = (L), &' ()

Ainsi, en utilisant les inégalités de (4.34) a (4.37) on obtient
T
(L), G)) > —C (sA+ X+ "X + A% + sA + %A% + s\?) / / £2e 252
o Jo
T
—Cs\? / / e |Vl
0o Jo
T
—C (s 4 "N + "X + sA + $°\?) / / e~ Wy |?
o Ja
T
- (83)\2 + 84>\4 + 84)\5 + S3>\3 + 84A4)/ /546—25(11/}2
0o Jo

T
_C(8+82)\2—|—S2>\—|—33)\3)/ /§3e—23a¢2
0 Q

T
—C 2)\ 3)\ 3 —2sa \V/ 2
(s +s )/0 /Q§ e V|
T
0(84)\3+85)\3)/ /£5€2sa¢2
0 Q
T T
_ 242 2 _—2sa _ 2 —2sc
C(8+3)\)/0 /Qfe W () CSA/O /Qfe WV ()

—C (s+ s\ 4+ sX* + 82/\2) 225 o) |g|dodt

—-C (32)\ + 822+ 5703 33)\3) e %2 dodt.

X7
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4.2 Résultats préliminaires

En prenant s et A suffissamment grand cette inégalité devient

<L<1Z)7G(?Z)> > —(Cs)\? /OT/Qge—2sa|V¢|2_cg2>\3 (/OT/Qge—?saW / /52 —2sa|vw|2>
([ [ [ [ecmma)
_032)\2/0 /9526—2sa¢p (¢)_CS>\2/0 /Qge_zsawF ()

—Cs*\? e 2 | |g|dodt

X
—Cs*\3 Ee %2 dodt.
Xr
Ceci achéve la démonstration. O

Proposition 4.3. On suppose que 0 < X\ < A\g et 0 < s < sg pour un \g et so donnés, il existe
alors une constante positive C' telle que pour tout 1 € € ([0, T]; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q2)),

nous avons
T

L~ L~ 02)\4 2 —sa 04/\4 4 —sa, 2

(L@D), L@) > Cs //5 NERNGR //ﬂfew

0
T
—083/\2/ \/546—so¢¢2_083)\4/ /636_8a¢2'
0 Q 0 Q

Démonstration. Nous avons

(4.38)

(L(®), L)) = [IL@)|?
b — sPA () — 29V (@) AV (@) |)?

//( )@us//ww //w AV ()"
—23// wQA’ 25// ).AV (a
+25//A’ ) °V

()
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4.2 Résultats préliminaires

De plus, pour une valeur de A suffissamment grand, a partir de (4.17)), on peut écrire

(A'a)? ~ OXAE2

2 ' [ @rzenn [ ! e

Comme A est définie positive et satisfaisant la propriété d’ellipticité on a alors

o R @av @)z oy / few

A partir de et -, nous avons
T .
<on [ [ e
0 Jo

T
QA/
| [ G
/ / Q/}2A, > 082)\2 / / 53
De la méme maniére, on obtient successivement

_253/0T 8t¢V()AV()> Os3A2/ /6%2

s3 /0 ' /Q A (@) P2V (a) AV (a) > —Cs\! /0 ' /Q £397°
Nous déduisons finalement
(L), L) > Osx / / £ 1 Cs' X! / / g
~Os2N? / / 97 — Os*\2 / / g4
AN / / e

Pour des valeurs de \ et s suffissamment grand, nous avons

—Cs*\2 /OT/Qg?’J?—Cs?’X* /OT/Qg?’zZQ > —Cs3M /OT/Qg?’J?

On a alors

ainsi

et
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4.3 Résultat principal : Inégalité globale de Carleman

D’ou
(L), L) > Cs2A! / / Bosag? | Oy / / oy

~Cs*\? / / ghemsoy? — Cs*\ / / ey,

(4.39)

4.3 Résultat principal : Inégalité globale de Carleman

De ce qui précede, nous avons établit le résultat suivant :

Théoréme 4.1. Sous les hypotheéses , , et et g € L*(X7), il existe alors

une constante positive C' dépendant de ), w et T telle que pour tout
vee (o, L) (L2 (0.7; H' ()

solution de — avec g € L* (Y1), nous avons

2)\4/ /5 e %Ms‘w‘/ /g‘* say? < 052)\3(

+C's)\?

e [ [ e e (o)
e|va|

[eerers [0 ] §3e2”rwr2)
ghe-2oy 1 O\ / [ e
gle > y? + Cs\! / / e y?
e YF ()

Ee T YF ()
e Y] |gldodt

C’\qc\

#
+Cs3\3

=S

+Cs* N\

+Cs3\?

S

+Cs?)\?

\hﬁf—\
:o\b\.-{o\

=~

S~

+C's)\?

— EF\C\

=

+Cs?\?
+Cs3\3 37252 dodt.

(4.40)
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4.3 Résultat principal : Inégalité globale de Carleman

Démonstration. Sachant que

|2 +2(L(), G () + IGE@) 12 = o,
il s’en suit que
IL@IP +2(L), G () <0
et en combinant les équations (4 et (4.38) des propositions (4.2)) et (4.3), on obtient

0> HL<J>||2+2<L<J>,G(J)> > oo ([ / ey / [ eeivar)
o
oon{[ o [ o)
—Cs'\ / / gle Pp? — Cs° N / / e P ?
—Os2\ / / e B (1) — OsA? / / e (¢)

_052)\2/1 E2e 25 | |g|dodt
Xr

—Cs*\3 / e dodt
)

T T
+OS2)\4/ /g2e—sa¢2+cs4)\4/ /§4e—saw2
OT Q OT Q
—083)\2/ /546_Sa¢2—083/\4/ \/536—5@1/)2.
0 Q 0 Q

D’oti il découle I'inégalité (4.40)). m

L’inégalité (4.40) est de type Carlemann et proche de celle obtenue dans [10]. Les fonctions
poids intervenant dans cette inégalité sont les mémes que celles définies dans [46] dans le cas
ol la condition de bord est de type Dirichlet homogéne. Mais ici, on note de plus dans le

second membre la présence du terme non linéaire F' du probléme originel.
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4.3 Résultat principal : Inégalité globale de Carleman

Corollaire 4.1. Sous les hypothéses du théoréeme on a:

w [ e < ox ( /Z [ [ g sz)

2)\2 2 —sa F 4)\4 4 _—sa, )2
+C's / /Qfe F () + Cs /0 /Mﬁe 1) w.41)
+052)\2j e [l |g|dodt

S

+COs*\3 / e Y dodt.

3

Démonstration. Clairement, puisque &*e=**)? > 0, on a

/ / e < A / / e + '\ /O ' /Q glemoy?

et inégalité (4.40) s’écrit

T
S2>\4/ /£2€—saw2 S
0 Q

o / e [ [ e v

+03A2/ 5)%‘

+CS3)\3< | / e B2 1 / / ge 2 |V )

C 4)\5 4 —2sa,/,2 C 5)\3 5 —2sa,/2
s || [ecmscin || [ocs
C 3)\2 4 _—sa C 3/\4 3 —sa, /2

+C's OT/Q§ e % ? + Cs / /§ P
+OsN? / e Y F (V)

L} Q
+COs)\? / Ee B (1)

0 Q

+Cs*\? e 2| |g|dodt
X

+C0s3\? / e %2 dodt

X

Signalons que les 5 premiers termes du second membre de 'inéquation ci-dessous peuvent

T T
étre absorbés par le terme C's°\° </ / e 5% + / / e \Vz/J\Q) de sorte que 1'on
o Ja 0 Ja
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4.3 Résultat principal : Inégalité globale de Carleman

obtienne

ax [ [ @t < oon ( / G / [ee=iur)
O\ / / e (3
LOsX? / / Ee R (1)
+C'52)\2/ 225 o] | g|dodt

X

+Os3\3 / e 202 0o dt

X

T
Le corollaire est établi en remarquant que le terme s\ / / £e7 ) F (1)) peut absorbé par
0 Jo
T
le terme 52)\2/ / E2e 29 () et que e=25% < 75, O
0 Jo

On obtient alors I'inégalité suivante :

EN /O ' /Q Gyt < OSN ( / / Eemsoy? / / £ ”!w\)

+082)\2/ /52 —sawF
(4.42)
+082)\2] e |1l |g|dodt

X

+COs3\3 / e dodt

S

Corollaire 4.2. Sous les hypothéses du théoréme on a:
2)\4/ /£2esa¢2 < 085)\5/ /55 sad}Q 4 CSQ)\Q/ /£2 7304 (¢)
+C’32)\2/ e Y| |g|dodt (4.43)
X

+C0s3)\3 / Ee M dodt

X

T T
Le corollaire est établi en remarquant que le terme s°\° (/ / o5 M? + / / e 5 \V¢|2>
o Ja 0 Ja

T
peut étre absorbé par le terme 035)\5/ /§5esaw2
0 w
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4.3 Résultat principal : Inégalité globale de Carleman

Démonstration. Comme par hypothése
| V' |# 0 dans Q \ w’

on a .

[ [eemriverza [ [eemr-a [ [ oy

on obtient alors :

/oT/Qgse_mwQ =G /OT/QfBG_S“W [V |* +/OT /w ey’ (4.44)
de méme
/OT/Q§56—8a | VY [P< Gy /OT/Q{r)e—Sa | Ve 2 il | +/OT /w/ e |V [P (4.45)

En faisant la somme membre & membre de (4.44) et (4.45) et des propriétés de la fonctions

n", on obtient alors

[ [ [ [eceivep < 02/ | e +02/ [eeivur
//55—% [ [ @i

(4.46)
En utilisant le fait que w’ C w, alors le terme / / E5e™5%)? +/ / e | Vi |* peut
0 w’ 0 w!

T
étre absorbé par / /556_5‘1 | V4 |? (voir p.1409 de [23] et [45]).
0 w

On définit aisément, qu’il existe une constante C' > 0 tel que

/OT /9556’“‘%0” /O ' /Q e | VY|P < C /0 ' /w om0 (4.47)

On obtient alors I'inégalité suivante :
T T T
2/\4 / / 626—5042/]2 S CS5>\5 / / 556—5042/)2 + 082)\2 / / SQB_SQ’QDF (w)
0o Jao 0 0o Ja
+C's?\? e Y| |g|dodt (4.48)

+Cs3\3 / e dodt.

X7
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4.4 Conclusion

L]
T
En utilisant le fait que £%e5*)? > 0 et &*e™*%)? > 0 alors le terme 54)\4/ /546_5‘%2
0 w

T
peut étre absorbé par le terme 35)\5/ /§5e_so‘w2.
0 w
Enfin, en vertu des propriétés des fonctions &, a et 7y, on déduit finalement le résultat

principal qui est une estimation globale de type suivante.

Théoréme 4.2. ] existe une constante positive C' dépendant de T, Q) et w telle que pour tout
wee((o, T L) ()L (0.T; HY (@),

nous avons

o [ feeme < oo [ecmrweon [ forme

+52)\? / 2e* 1| |g|dodt + s>\3 / 536_5“¢2dadt).

ET 2T

4.4 Conclusion

L’inégalité obtenue est bien une inégalité de type Carleman d’un probléme parabolique
non linéaire avec la condition de Neumann non homogeéne. Elle fait intervenir des termes
d’intégrales qui dépendent de la fonction non linéaire F' et également de la fonction g.

Les résultats que nous obtiendrons de notre approche dépendront fortement de cette inéga-
lité globale de Carlemean qui permettra d’établir I'inégalité d’observabilité pour prouver la
controlabilité a zéro du probléme associé au probléme parabolique non linéaire modélisant le

phénoméne d’ensablement.
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CHAPITRE CINQ

APPROCHE NON STANDARD DU PROBLEME

INVERSE ([2.37))-(2.39))

Sommaire
6.1 _Probléme associél. . . . . ... ... o o e 70
[5.2 Probléme adjoint contrélé du systéme (5.11) - (5.13)] . . . . . .. 71

[5.3  Reconstruction exacte de ’état initial du probléme associé (5.7)- |

[5.4 Approximation d’un couple contrdle / état admissible du pro- |

| bleme adjoint contrélé] . . . .. ... .. L 00 0000, 81

[5.5 Approximation et schéma algorithmique du probléme inverse |

| originel (5.1)-(5.3)[ . . . . . ... ... o oo oo oL 91

5.6 Conclusion]. . . . . . . 0 i i i i e e e e e e e e e e e e e 94

On s’intéresse dans ce chapitre a la résolution du probléme d’identification évoqué au
chapitre 2 et qui constitue la problématique principale de cette thése, a savoir : trouver y(7')

tel que 'on ait

% —VAVy+ F(y) =0 dans Qx (0,7) (5.1)
(AVy)n =g sur T'x(0,7) (5.2)
YXw =Yobs dans w x (0,7) (5.3)
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5.1 Probléme associé

Une approche non standard a été déja utilisée dans [L0] dans un cas plus particulier de
I'équation de la chaleur avec un terme linéaire F'(y) = ay et ou les conditions aux limites
données sont de type Dirichlet homogénes. Le probléme, ici, est plus général et introduit
des difficultés supplémentaires trés peu abordées dans la littérature. Outre la présence du
terme non linéaire F'(y) dans I’équation d’état , la condition aux limites non homogéne

de Neumann n’est pas couramment utilisée dans la littérature.

5.1 Probléme associé

Soit 2 un ouvert borné¢ de RY (N = 2 ou 3) de fronti¢re ' assez réguliére. Nous considé-

rons dans un premier temps le probléme suivant :

% —V.AVYy =0 dans Qx(0,7) (5.4)
(AVY)m =g sur I'x(0,7) (5.5)
7(0) =0 dans (5.6)

Sous des hypothéses convenables sur A, le systéme (5.4)-(5.5))-(5.6)), voir par exemple [7, [8, 9]
admet une solution unique 7 € C'(0,T; H'(2)) dés que g € C°(0,T; L*(T)). En second
abord, pour tout uw € C*(0,T; H'(Q)) arbitrairement choisi, on considére le probléme inverse

suivant : Chercher y(7T') dépendant de @ telle que y soit solution de
dy

2% V.AVy + F(u)y =0 dans Q x (0,7) (5.7)
(AVy)n =g sur T x(0,7T) (5.8)
YXw = Yobs dans w x (0,7 (5.9)

ot F est une fonction a choisir convenablement plus tard. Moyennant le changement de

variable
z2=y—7 (5.10)

on se rameéne au probléme d’identification suivant.
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5.2 Probléme adjoint contrdlé du systéme (5.11)) - (5.13)

Probléme 2. Chercher z(T) € H'(Q) telle que

%—VAVZ—FF() = —F@)y dans Qx(0,7T)

(AVz)n = 0 sur I'x(0,7)

2Xo = Yobs — YXw = Zobs dans w x (0,7T)

(5.11)
(5.12)

(5.13)

Nous nous sommes donc ramenés a un probléme parabolique linéaire avec condition de Neu-

mann homogéne dont la reconstruction de z(7T') peut étre adaptée a celle proposée dans

(J10], [46]) pour un probléme de diffusion de chaleur avec condition aux limites de Dirichlet

homogéne.

5.2 Probléme adjoint contrélé du systéme ((5.11

5.13

Admettons que z vérifie les équations (5.11)), (5.12) et (5.13). Multiplions scalairement

(5.11) par une fonction ¢ suffisamment réguliére et intégrons sur (0,7") x €. On obtient :

T T T T
/ / 24 —/ /(V.AVz)go+/ / Fu)zp = —/ / Fu)ye (5.14)
0o Ja 0 Jo 0o Ja 0o Ja
Le développement du premier terme du membre de gauche de (5.14) donne
T roz
o —Z + [ 2(T)p(T) — | 2(0)p(0) (5.15)
0 Ja Q Q
Par ailleurs, grace a la formule de Green, on obtient
/ / (V.AVz)p / / V.(pAVz) + / / V. (AVz2)
(5.16)
/ / (AV2z) n—l—/ /V@AVZ
On peut facilement remarquer que
Vp.(AVz) = V2. (ATVy) (5.17)
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5.2 Probléme adjoint contrdlé du systéme (5.11)) - (5.13)

En effet, en écriture matricielle, le produit scalaire s’écrit :

V. (AVz) = (V)T (AV2)
= (AV2)TVe (5.18)
= (V2)TATV
= Vz.(ATV )
On a donc
/0 /QVgp.(AVz) :/0 /QVZ.(.ATVQD)
= / ' / V.(2ATVy) — : 2V .(ATV ) (5.19)
0,79 0, J9
:/0 /FZ(ATV(,D) n—/o QZV (ATV )

D’ou la relation (5.16) devient :

/ /V.AVZ :—#T/Fgo.(ﬂv,z).n—i- OT Fz.(.ATVgp).n 520

En remplagant leurs expressions et - ) dans on obtient
- [ / /Z—+/
0o Ja
— Jo2(0 / / (AVz).n (5.21)

/ / (ATV) n—/ /zV (ATV)
qui peut s’écrire encore

// S - (ATwHF()] /Z(T) / #10) (5.22)
// szn+// (A'Vip)n = — //

Au regard de I'équation ((5.22]), nous formulons le probléme adjoint contrélé rétrograde sui-

vant : pour tout ¢ € L3(2) et v € L*(0,T; L*(w)), chercher ¢ solution de
Oy

5 VA'Ve +Fu)p =x,v dans Qx (0,T) (5.23)
(ATVe)n =0 sur T'x(0,7) (5.24)
o(T) =¢ dans Q (5.25)
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5.3 Reconstruction exacte de I’état initial du probléme associé (5.7))-(5.9))

ol p est une donnée du probléme. Il est bien connu, voir par exemple [10], que le probléme
rétrograde (5.23)-(5.25) admet bien une solution ¢ € C(0,T; L*(2) N L*(0,T; H'(2))).
En vertu de I’équation ((5.22)), on a donc pour toute solution ¢ de (5.23))-(5.25)),

/U ' /Q X + /Q (T) - /Q (0)(0) = — /0 ' /Q F@)ge. (5.26)

qui s’écrit encore
T T or_
| [zt [ 2005 [ 2000+ [ [ Fape-o (5.27)
0 Juw Q Q 0o Jao

A cette étape, deux problémes constituent notre préoccupation. Dans un premier temps si ¢
est déterminé, alors I’équation est une équation intégrale d’inconnu z(7"). Sa résolution
nécessite l'utilisation de méthodes numériques classiques et donc a cet effet plusieurs options
peuvent se présenter a nous. Toutefois, la présence de z(0) qui est aussi une inconnue constitue
une difficulté qu’on peut contourner si on impose ¢(0) = 0.

Nous devons pour cela déterminer au préalable un contréle v convenable tel que 'on ait
©(0) = 0. C’est donc I'étude de la controlabilité & zéro du probléme adjoint controlé qui est

a faire, et particuliérement il faut calculer un controle adéquat.

5.3 Reconstruction exacte de I’état initial du probléme

associé (|5.7)-(5.9

Dans le but de donner un résultat de reconstruction exacte de z(T') relativement a la
connaissance de la mesure 2y, = Zops, nous allons d’abord établir un résultat de type obser-

vabilité.
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5.3 Reconstruction exacte de I’état initial du probléme associé (5.7))-(5.9))

5.3.1 Inégalité d’observabilité

On donne l'inégalité de Carleman relative au probléme associé.

On a le résultat suivant :

Proposition 5.1. On suppose que 0 < X\ < Xy et 0 < s < Sg pour un Xy et so donnés, il

existe alors une constante positive C' telle que

T T
32)\4/ /52650122 < C(sQ)\z/ /526304F<ﬂ)22
o Ja nJao
+85)\5/ /556—30422
vl e (5.28)
+ / / e (F(u)y)
0
+83)\3] §3e_saz2ds)
3
Ce résultat est une conséquence directe du résultat global de I'inégalité de Carlemann
(4.49) que nous avons établi au chapitre 4 dans le cas ou la fonction F est non linéaire. Dans

le cas présent, il suffit de remplacer F(z) par F(@)z et d’annuler la fonction g pour obtenir

les résultats de la proposition.

On note de plus que la solution ¥ du probléme (5.4)-(5.5))-(5.6) apparait dans cette inégalité.

Cette solution dépend elle méme de la condition au bord g. Comme on va le voir, ce résultat

sera fondamental dans la reconstruction de z(7T').

Remarque 5.1. On peut prendre une fonction poids  £%e™*  de lexpression précédente

comme nous pouvons le constater
3 M >0 tel que e < M

Considérons a présent une fonction de troncature  de classe C? définie comme suit :

0, Vtel0,%]
6(t) = (5.29)
1, vte[2L, T
Posons
Z(x,t) = 0(t)z(x, ). (5.30)
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5.3 Reconstruction exacte de I’état initial du probléme associé (5.7))-(5.9))

Il vient que
Z(0) =0et Z(T) = 2(T). (5.31)

En réécrivant le probléme 2 avec la variable Z on obtient le probléme suivant :

0Z—VAVZ+F(z =02 F@yd dans Qx (0,7) (5.32)
(AVZ).n =0 sur I'x(0,7) (5.33)
Z(0) =0 dans € (5.34)

Force est de constater que pour avoir une estimation de Z(7") et donc de z(T"), on peut utiliser

une estimation de type énergie en multipliant par z 'équation (5.32)). 1 vient
02z —V.(AVZ)Z+ F(0)z*> — 022 = 0.

En intégrant sur (0,7') x Q et en remarquant que 8,z.z = £ (3z?) il s’ensuit :

[0 [ [ frussee [ [ [ [o-

—/OT/QV.(AVE)E / /V (ZAVZ) + / / (AVZ)V
/ / (AVZ) n+/ / Z(AVZ) o)
donc

_/ _-/—2 // AVzn+/ /VzAVz // z—/ /992 _0.

Comme (AVZ)n=0 sur I'x (0,7) on a:

/OT/FE(ATVz).n =0

et sachant que Z(0) = 0, on obtient :

/952(T) :2(—/0T/Qv;(ﬂvz)+/OT/Qe'ez2—/OT/QF(ﬂ)9y_Z)-
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5.3 Reconstruction exacte de I’état initial du probléme associé (5.7))-(5.9))

Compte tenu de la positivité de A et si de plus I'on a choisi F telle que F(u) > 0 et que

0" =0 sur [0, L] U [2L T alors on peut déduire

’4 4’/ v [ fooe [ o

En application de l'inégalité de Young nous pouvons écrire

<3 [rameg [ [0
qu’on peut reformuler par
1 /T [ _ T
() frwmr 3 [ [ee) < [ [Fows<g [ ] @[] oo
0 Jo 0 Jo
En conséquence
- fFeen < [ [ [ e
2Jo Ja
d’ou I'on déduit
2 ! UL S PSS 2 2
/Z(T)g/ /eez+§/ /(F<u>9y)+§/ /92.
Q 0 Jo 0 Jo 0 Jo

Compte tenu des propriétés de 0(t), on a

//99z+ //9222<c//

En vertu de la proposmon , les fonctions poids étant bornées sur |

B1)), on en déduit
[=m<e([ [2+ [ [

On peut alors énoncer :

T 3T -
o> 5 (voir la remarque

Théoréme 5.1. Il existe une constante C(Q,T,w) > 0 telle que toute solution z du systéme

— vérifie linégalité suivante :

@m<e ([ [+ [ [Fon) (5.36)

Ce résultat est bien un résultat d’observabilité.
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5.3 Reconstruction exacte de I’état initial du probléme associé (5.7))-(5.9))

5.3.2 L’équation intégrale de reconstruction
En corollaire du théoréme (j5.1)), nous pouvons énoncer avec précision ce qui suit.

Théoréme 5.2.V $ € L*(Q), I v(p) € L*(0,T, L*(w)) telle que la solution ¢ de (5.2),
(19.24)) et (5.25) satisfasse o(0) = 0.

Ce résultat de controlabilité exacte a zéro se révéle trés utile dans le processus de recons-

truction.

Dans la suite, nous appellerons controle admissible tout controle v € L2?(0,T; L*(w)) tel

que la solution correspondante ¢z au probléme (5.23)-(5.25)) satisfasse ¢z(0) = 0.
Précisément, pour tout ¢ fixé, nous posons
Uaam = { (v, ¢) tel que o =y, (0) =0 et o(T') = 5} (5.37)

I'ensemble de couples controle / état admissibles. En vertu du théoréme (5.2) cet ensemble

est non vide.

Finalement, nous pouvons énoncer le résultat de reconstruction comme suit :

Proposition 5.2. Pour tout couple (U,9) € Uuam,
T T o,
/ /zobsﬁ+/z(T)¢(T)+/ /F(E)W:() (5.38)
0 w Q 0 Q

[’équation permet de déterminer z(7') connaissant un couple admissible (7,%). Nous
proposons par la suite une procédure d’approximation d’un couple admissible pour la recons-
truction de z(7'). Mais avant de donner un algorithme général de reconstruction de z(7") et
donc de y(T;w), il est légitime de se poser la question de la stabilité ou encore celle de la

sensibilité du résultat en fonction des données mesurées.

Thése de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 7



5.3 Reconstruction exacte de I’état initial du probléme associé (5.7))-(5.9))

Proposition 5.3. Si z(T') est solution du probleme associé auz données z.ps1 et z2(T') est

solution du probléme associé aux données z,pso alors on a

[1am-ami<e [ [l -z (5.3

Preuve : ¥V o€ L*Q), 3 (v,0,) € Usam tel que

/OT/wZObsU-i-/ / / W)Ypy =0 (5.40)

ol ¢, est solution du probléme adjoint controlé. On a :

/OT [zaan@+ [ / [ Fge =0 (5.41)
/OT [ @+ [ / [ Fge =0 (5.42)

En soustrayant (5.41]) de (5.42)), il vient

/OT /w (Zobs1 — Zobs2)V(P) + /Q (21(T) — 2(T))$ =0 (5.43)

En vertu de (5.38)) on déduit que pour tout @ € L*(Q), il existe v(@) € L*(0,T; L*(w)) tel

[ -=mye- | [ o= zaa@ (5.44)

En considérant @ € L*(Q) tel que ||@||r2() = 1 alors on obtient

/ / 2552 — Zope1] sup l0(3Y3.45)
PeEL?(Q) tel que 121l 12 () =1

En posant C' = supger2(0) tel que 18120y =1 lv(@)]| il vient :

T
S C/ /|Zob52 — Zobsl| -
0 w
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5.3 Reconstruction exacte de I’état initial du probléme associé (5.7))-(5.9))

En choisissant ¢ tel que @ = +1 ou — 1 dans €, alors ||§]|z2) =| 2 | et

1 T
m/ﬂum—wn sofo /|z0652—zob31|.

Puisque €2 est borné alors on déduit que

T
/ lzl(T) - 22<T)’ S C/ / |Zob32 — Zobsl]| -
Q 0 w

avec C' = C(Q,T) indépendant de z,ps1 €t Zopso- O

Remarque 5.2. Le probléme qui consiste & déterminer z(T) comme solution de [’équation
intégrale est bien posé au sens de Hadamard et ceci en vertu des propositions et .

Il est donc clair que [’équation intégrale admet une unique solution.

5.3.3 L’algorithme de reconstruction

De ce qui précéde, nous venons d’établir un processus de reconstruction de z(7") et donc de
y(T') a l'aide de I’équation intégrale et que cette solution est en vertu de la proposition
stable par rapport aux observations (ou les mesures). Ce qui, d’'un point numérique,
est trés précieux. Toutefois, il faudrait avant tout déterminer le couple admissible état final
/ controle (¢, v(®)). Admettons a priori que le couple (@, v(®)) est donné. Alors I'algorithme

de reconstruction est donné par ce qui suit :

Algorithme 1. Processus de reconstruction de l’état a l'instant T du probléeme
associé (5.7)-(5.9).
1. Arguments d’entrée :
o ge L*(T)
o Poser Zops = Yobs — YXuw-
o Choisir judicieusement w € C*(0,T; H'(2)).

e Donner une fonction F bien choisie.
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5.3 Reconstruction exacte de I’état initial du probléme associé (5.7))-(5.9))

2. Calculer y(t) solution du probleme (5.4)-(5.5(5-6) :

%_VAV_ =0 dans Qx(0,7)

(AVy)n =g sur T x(0,7)

7(0) =0 dans

3. Déterminer (p,v(p)) € Ugam, c’est- a- dire la solution s correspondante du systéme

rétrograde suivant :

o _
_6_9: — VATV +F@)y =yxov dans Qx(0,7)
(ATVe)n =0 sur T x(0,7)
o(T) =¢ dans §

satisfaisant ©3(0) = 0.

4. Déterminer z(T) solution de I’équation intégrale ( :

[ [resre [ [ [Feme-s

5. En considérant y(t; ) la solution du probléme associé :

dy

5 ~V.AVy+F@y =0 dans Qx (0,T)

(AVy)n =g sur T'x(0,7)

YXw = Yobs dans w x (0,7T)

alors
y(Tsu) = 2(T) +y
O

La solution de I’équation intégrale (voir (5.38))) exige le calcul d’un couple (controle, état

admissible) du probléme adjoint controlé.
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5.4 Approximation d’un couple controle / état admissible du probléme adjoint
controlé

5.4 Approximation d’un couple controle / état admissible

du probléme adjoint contrélé

5.4.1 Formulation du probléme de contréle approché

Nous avons établi (voir section précédente) que la reconstruction de I’état a l'instant T
dépend du calcul de (v,¢,) € Uuam. Nous donnons ici une procédure pour approcher un

couple admissible (v, ,). Dans un premier temps on a :

Proposition 5.4. Il existe un unique couple (0,9) € Uaam solution de

7 L = i - 5.46
171 20,7522 () (uﬁéﬁadmHUH”(O’T’LQ‘ ) (5.46)

En utilisant des résultats classiques d’analyse fonctionnelle (continuité, coercivité et convexité
de K (v) = [|v||r2(0,7;02(w))) o0 montre clairement qu'il existe une unique solution du probléme
(15.46]).

Dans la suite, on notera (@, v) la solution de (5.46). Nous utilisons maintenant une technique
de pénalisation pour approcher cette solution. Pour $ € L*() fixé, nous désignons par ¢, la
solution du probléme adjoint controlé avec pour controle v et condition finale ». Pour o > 0

on considére J, défini par

rw =y [ [1oree [0 (5.47)

Considérons maintenant le probléme : Chercher v, tel que

Jo(vy) = min Jo(v) (5.48)

veL2(0,T;L?(w))

En utilisant, de nouveau, des résultats classiques d’analyse fonctionnelle (continuité, coerci-

vité et convexité de J,), on montre aussi qu’il existe un unique v, € L*(0,T; L*(w)) solution

de (19

On établit maintenant un résultat de convergence.
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5.4 Approximation d’un couple controle / état admissible du probléme adjoint
controlé

Proposition 5.5. La solution v, du probleme d’optimisation pénalisé converge dans
L2(0,T; L*(w)), lorsque o — 0, vers la solution U ot (0,) est solution du probleme (5.46)).

Preuve : Soit v le controle a zéro de norme minimale qui existe en vertu de la proposition

(5.4) et @ la solution correspondante du probléme adjoint controlé telle que B(T) = &.

1 T
Ja(va)ﬁJa(@):—/ /|U|2.

2 0 w

T T

| [ [ e

0 w 0 w

1 2 T — |12

%0 Q%Q(O)ﬁ/o /OJ’U’

La suite (v,) est donc bornée dans L?*(0,T; L?*(w)) et I'on peut extraire une sous suite notée

Puisque $(0) =0, on a
On en déduit

et

encore (v,) telle que

vy —v* dans L*(0,T; L*(w))

En considérant I’argument de continuité de la solution du probléme adjoint controlé relati-
vement au second membre de I'équation d’état, les conditions aux limites et initiale étant

fixées, on en déduit que

Ou, — Popx  dans C(O,T;LQ(Q))

donc

0o, (0) — 0y« (0) dans L*(0).

T T
[ [z [ier
0 w 0 w

puisque v, — v* alors, on a aussi
T T
| [rees [ [r1oe
0 w 0 w
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5.4 Approximation d’un couple controle / état admissible du probléme adjoint
controlé

Mais v étant de norme minimale, on a aussi
T T
— |12 * |2
| [iee< [ [1ee
0 w 0 w

Ce qui achéve la démonstration. O

il en découle que v = v*.

On notera, grace a largument de continuité que ¢,, — @ dans C(0,T; L*(Q)).

5.4.2 Caractérisation du contréle v,

Dans cette section, nous allons donner une méthode d’approximation dans laquelle nous
utilisons un probléme classique de controle optimal et nous prouvons la convergence de cette

approximation. Fixons @ € L*(2). Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 5.3. Pour tout o > 0, la solution v, € L*(0,T; L*(w)) du probléme est

caractérisée par le systeme d’optimalité suivant

—01pa — VATV + F()pa = VaXe dans Qx (0,7T) (5.49)
(ATVes)n =0 sur I'x(0,T) (5.50)

0a(T) =@ dans §2 (5.51)

Oipo — V. AVDe + F(W)pe =0 dans Qx (0,7) (5.52)
(AVp,).n =0 sur I'x(0,7) (5.53)

pa(0)  =—1p,(0) dans Q (5.54)

Pa — Va =0 dans w x (0,7) (5.55)

Preuve : Posons ¢,, = ¢, la solution du probléme controlé avec v,. En vertu de ce qui
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5.4 Approximation d’un couple controle / état admissible du probléme adjoint

controélé

précéde cette solution satisfait bien le syséme d’équations :

—0ipa — VA"V, + FU)ps =vax. dans Qx (0,7)

(ATV¢qa).n =0 sur I'x(0,7)

©0a(T) =@ dans Q

(5.56)
(5.57)

(5.58)

Pour s suffisamment petit, la solution du probléme adjoint controlé ¢, s, satisfait éga-

lement le systéme suivant :

—0Puptsh — VATV Oy 1o + F)pu,4sn = VaXw + shxe dans Qx (0,7) (5.59)
(ATV oy, 1an)n =0 sur T x(0,7) (5.60)
Poatsh(T) = dans (5.61)
Posons
¢ _ hm SovaJrsh - SOUQ :
s—0 S
alors on a
—0,0 —V.A'Vo+ F(u)¢p =hy, dans Qx (0,7) (5.62)
(ATVe)n =0 sur T x(0,7) (5.63)
o(T) =0 dans Q. (5.64)
Par ailleurs
1 2
Jo (Vo + sh) ’Ua + sh)? <pva+sh(0) (5.65)
h) — 1,1 " 1"
Ja(Va + 5h) = Ja(va) _ _(_/ /u§+—/ /52h2 (5.66)
s 0 w
/ / vsh) + — / (1) (5.67)
0 5.68
o [ [ [0 (5.65)
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5.4 Approximation d’un couple controle / état admissible du probléme adjoint
controlé

d’ou

Jo(vo + sh) — Ju(vy) 1 /T/ ) /T/ 1 ) 1 / )
== h oh + — 0) — — 0
S 28 0 . + 0 wv + 208 ngfua-i—sh( ) 2008 Qgpva( )

et en passant a la limite lorsque s — 0, on obtient

s—0 S

VJa(va).h = /OT/wvath% | (2,,(0)) limg (90”“+5h(0> —%(0))‘

Or

d’ou

VJa(va).hz/OT/anh+$/Q%(0)¢(0).

D’aprés la condition d’optimalité de J,, on en déduit

_ /OT / voh = - /Q 20 (0)6(0) ¥ & (5.69)

Considérons maintenant p, solution du probléme

Oipa — V. AVD, + F(@)p, =0 dans Qx (0,7) (5.70)
(AVps)m =0 sur I x(0,7) (5.71)
Pa(0) =py dans (5.72)

pour un py a déterminer.

En multipliant scalairement 1’équation (5.70) par ¢ et en intégrant sur Q x (0,7) en

utilisant la formule de Green, on aboutit a :
T —
| [ pa 00 = vaTVo 1 Bl + [ pu(DlD) - [ pa(0)000)
0 Jo Q Q

_/oT/p¢(Avp“)'n+/OT/FPa(ATngb).n:o
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5.4 Approximation d’un couple controle / état admissible du probléme adjoint
controlé

Or
~0p — V.ATVo + F(u)p = hx., , (AVps)n = 0et (ATV@).n =0,

/OT /Qpahxw - /Q Pa(0)6(0) = 0.
/OT /wpah - /Qp“m)(b(o)' (5.73)

En additionnant membre & membre les deux égalités (5.69)) et (5.73), on aboutit a 1’égalité :

on obtient alors,

Par conséquent,

/0 / (p— va)h = / (0pa(0) + 0, (0)6(0) ¥ . (5.74)

(0%

En choisissant p,(0) = py = —Z¢,,(0) alors

/OT/W(pa—va).h:O v h (5.75)

d’ot p, = v, sur L*(0,T; L*(w)) et le systéme d’optimalité est complétement vérifié. O

D’aprés ce qui précéde p,, satistait alors le systéme suivant :

Oipo — V.AVDpy + F(U)p, =0 dans Qx (0,7) (5.76)
(AVpe)m =0 sur I'x(0,7) (5.77)
pa(0) =—2¢,, (0) dans Q. (5.78)

Théoréme 5.4. Soit (v, pa) solution du systéme optimal. Alors la suite (po) ol p, est

solution de — converge vers p satisfaisant le systéeme suivant

Op—VAVp+F@p =0 dans Qx(0,7) (5.79)
(AVp)m =0 sur T'x(0,7) (5.80)
p =0 dans wx (0,7). (5.81)

Thése de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 86



5.4 Approximation d’un couple controle / état admissible du probléme adjoint
controlé

Preuve : On définit le produit scalaire (p, q / / q.
D’autre part la fonction ¢ — [, $g(T") est une forme linéaire continue. D’aprés le théoréme

de Riesz, toute forme linéaire continue peut s’écrire en un produit scalaire. On a alors

3 un unique p tel que Vq/ oq(T) / /pq (5.82)

En multipliant scalairement la premiére équation du probléme adjoint controlé par g et en

intégrant sur 2 x (0,7) en utilisant la formule de Green, on aboutit a :
[ [ ealoa-vavas ) + [ G- [ a0

// (A"Vea) n+/ Pa(AVQ) n—/ /qva

0q —V.AVq+ F(u)g =0, (ATVy,).n=0et (AVq).n =0

[ e~ [ a0 = [ [ o

Or de ce qui précéde on a v, = p, dans w x (0,7). D’ou on obtient I’égalité

/OT/WMZ/Q@‘I@F/Q%(O)q(oy

Si « tend vers 0 alors p, — P et ¢, (0) =0

/OT/wpq—/Q@qm

ou P est la solution de (5.82]). Comme la solution de (5.82)) est unique on a alors p = p. Notons

Si q vérifie

Par conséquent,

Par conséquent,

que la fonction p n’est pas définie a 'instant ¢ = 0, mais elle satisfait le systéme suivant :

0p—V.AVp+F@)p =0 dans Qx (0,7) (5.83)
(AVp)n =0 sur I'x(0,7) (5.84)
p =0 dans wx (0,7) (5.85)
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5.4 Approximation d’un couple controle / état admissible du probléme adjoint
controlé

Corollaire 5.1. Soit (vy, pa) solution du systéme optimal. Alors, quand o — 0,

/ / W) - / / Vazobs — / (5.56)

ot z est la solution du probléme associé inverse (5.11)) .

En effet, en corollaire du théoréme, z(T) peut étre approchée par z,(T) ou z,(T) est

/ 2P+ / / W)ga + / / ot = / (0)¢a(0) (5.87)

quand o — 0, on a ¢,(0) — $(0) = 0. D’ou

/ / Beon — / / VoZots — / (5.88)

]

solution de

Nous allons maintenant terminer cette section en donnant un résultat de convergence de

I’approximation.

Théoréme 5.5 (Ordre de Convergence). Supposons que la fonction P, solution de ,

satisfait
p € C((0,T); L*()). (5.89)

Alors on a :
* [[0a(0)llz2@) < 2a[P(0)]L2(0)-
o |[v— va||L2 0.7);L2(w)) = 20‘%”?(0)”9

90 + fo fQ y%@a + fo f ZobsVa,

ot C(w, T) est indépendante de o et @.

< Ca2|[p(0) 2@

Preuve : On peut écrire

s [ [1evreg [eo=3 [ [reeey [ [leees [do-[ [u
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5.4 Approximation d’un couple controle / état admissible du probléme adjoint

controélé
1 /7 T
—Ja(va)+—//\ﬁ|2—/ /m
2 0 w 0 w
1 /7 T
SJQ(E)+_//|@|2_/ /Uaﬁ
2 0 w 0 w
T
g/ /(ﬁ—va)@
0 w
On a alors

[ [re-mrin [eo< [ [e-un

La fonction ¢ = p — ¢, satisfait le systéme suivant

—Op —VATVY + Fa)y = (U—v4)xw dans Qx (0,7)

(ATV).n =0 sur I'x(0,7)
W(T) =0 dans
¥ (0) = —,(0) dans Q

(5.90)
(5.91)
(5.92)

(5.93)

]

En multipliant la premiére équation du systéme par p puis en intégrant sur  x (0,7)

ainsi qu’en utilisant le fait que

S|
Il
Sl

On obtient

/ ' @i = [ eaip0)

D’aprés I'inégalité de Cauchy Schwartz on a alors

1 [T _ 1 _

3 | [ 1o [ G0 < o0l POl (5.94)

2Jo Jo 2a Jg
De méme on a :

1 _
30 | #2(0) < llea(0) 2 [P(O) ] 2()-
a Jo
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5.4 Approximation d’un couple controle / état admissible du probléme adjoint
controlé

Ce qui entraine l'inégalité suivante :

1 _
EH%@)H%?(Q) < @ (0)]| 2@y P(0) || 2(0)-

Alors

S la Ol < 1900} 120
d’ou

Jia(0)l12@ < 201P(0) 120

De méme on a aussi l'inégalité :

1" _ _

3] [ 107 hea Ol 5O e
T 2 1

([ [1ea-vF) < (115l

1, _
[V = Tl 20,7522 () < 202 (|P(0) ]| L2(0)

On obtient
D’ot

On a également

/ 90+// W)Ypa + //zobsvaz/ (0)pa(0).

Or de ce qui précéde on a aussi ’égalité suivante :
T
| [@=vr= [ eaomo)
0 w Q
T T
[omon [ frwmsns [ frueam [ fir-uon
w 0 w

De l'inégalité de Cauchy Schwartz on a alors
T 3/ T 3
()0_‘_/ / ySOa / /Zobsva _</ /|U_Ua|2) (/ /|5|2>
0 w 0 w

On a alors
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5.5 Approximation et schéma algorithmique du probléme inverse originel

90—1-/ / W) Ypa + / /zobsva

_ 1, _
[V = Tll 20,7522 () < 202 (|P(0)]|L2(0)

< HUC!_UHLQ 0TL2 w) (T )

Or

Par conséquent, on obtient

s [ [Fwsos [ [

ou C(T,w) est une constante indépendante de @ et de a.

< C(T,w)a2 |B(0)| 12

5.5 Approximation et schéma algorithmique du probléme

inverse originel (j5.1))-(5.3

Dans cette section, nous établissons un lien entre le probléme inverse du probléme non
linéraire avec celui du probléme linéaire associé. L’objectif est de calculer une bonne approxi-
mation de y au cours d’une période de temps de longueur 7.

Il existe des travaux sur ces questions (voir par exemple [46],[10]). Certains d’entre eux uti-
lisent une méthode de point fixe, d’autres établissent un résultat d’inversion locale.

La méthode utilisée dans cette section est une méthode itérative.

Considérons la suite (y*)r>1 € C1(0,T; H'(2)) définie par :

oy* —
8_yt _VAVY L PNyt =0 dans Qx (0,7) (5.95)
AV )n =g sur T'x(0,7) (5.96)
Y'Xo =Yobs dans w x (0,7). (5.97)
Ce probléme est un probléme d’approximation successif pour tout K =1,2,3,...... oo. y° est

choisi de maniére arbitraire. De facon itérative, en posant que u = y*~1, y* existe et y*(7T)

est identifié suivant la procédure d’algorithme précédent. De ce qui précéde, il est clair que,
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5.5 Approximation et schéma algorithmique du probléme inverse originel

dés qu’on se donne y° quelconque dans C1(0,T; H'(Q)) par itération la suite (y*) existe et

est unique. Nous avons :

Théoréme 5.6 (sur la convergence de la suite (y*)p>1). Sous Uhypothése F > 0, y¥ — y

dans L*(0,T; H(Q)). De plus, V ¢ € H' (),

< /Q yo+ /Q AV - /F g6 + /ﬂ Fwo = 0 (5.98)

/w yo = /w YobsP- (5.99)

Démonstration. On multiplie (5.95) par y* puis on intégre sur Q. On obtient
(¥*)* + / AVYFVy* — /gy’“ + / Fy" "2 =0.
Q r Q

Or [, AVyFVy* > 0 et comme par hypothése F(y¥) > 0 alors [, F(y"')(y*)? > 0. Par

4
dt Jq

conséquent,

d
G Lwr s [ar< [1a101.
Q r T

En vertu de I'inégalité de Young on a

d k\2 2 k\2
a7 Q(y ) < gllz207r2r) +/Q(?J )"

Grace au lemme de Gronwall, on en déduit
||yk||%2(0,T;L2(Q)) < C(llgllzz0.7;22(ry))- (5.100)
Par ailleurs, si on revient sur ’équation et on intégre sur (0,7") x €2, on obtient
Lo 2 L ka2 ‘ ko, k g k
I (Dz20) = 51" Oz + AVY Vy" < 9y".
o Jo 0 JT
Compte tenu de la continuité de A, on a
Lo 2 Lk k|2 2 k|2
5”9 (T)I720) — §||?J OIz2 + IVYIE < Ngllz20r2200)) T 1Y 1220072200
Or on vient de montrer que Hka%Q(QT;LQ(Q)) < C alors

||vka2L2(O,T;L2(Q)) <C. (5.101)
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5.5 Approximation et schéma algorithmique du probléme inverse originel

D’ou finalement (5.100) et (5.101) impliquent que
19" | 220,710 < C.

Ceci entraine donc que y* — y dans L*(0,T; H'(2)).

On a
d —
— | o+ / AVY* Vo — /gqb + / F(y")y ¢ = 0.
dt Jo Q r Q

En passant a la limite, puisque y* — y dans L?*(0,T; H*(2)), alors

%/QWJF/QAWW_/FWﬂL/QF(y)W =0

/w yo = / Yo

Pour un choix approprié de F :

Fly) = F;y) siy # 0 et F(0) = 0.

Il suffit alors de faire 'hypothése de positivité de F :
F
F(O):Oetﬁ>0 vV oy #N0.
Y

Dans ce cas, y est la solution faible du probléme originel. Il s’ensuit que le schéma algo-

rithmique du probléme originel se résume aux points suivants :

Algorithme 2 (Schéma algorithmique du probléme inverse originel).

e Définir I

F(u) = F(ﬂﬂ) siu#0 et F(0)=0.

e Prendre y° € C'(0,T; H'(Q)) quelconque
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5.6 Conclusion

Poser k=1

Calculer y* en posant u = 1)°

Tant que ||y* — y*71| > €
o Poseru = y"
o Calculer y*+!

o k=Fk+1.

Poser lapprozimation : y(T) = y*(T)

5.6 Conclusion

L’approche standard de I'assimilation variationnelle de données présente de grandes dif-

ficultés quant a 'unicité et la sensibilité des solutions par rapport aux observations. Par
exemple dans la méthode de régularisation de Tikhonov, le plus souvent utilisée pour I’iden-
tification de I’état initial, il est impossible de donner une interprétation physique du coefficient
de Tychonov o > 0 et aussi en pratique l'information & priori est en général inconnue. Afin
de contourner ces difficultés pour résoudre le probléme inverse, nous avons développé une ap-
proche insensible aux variations infinitésimales des mesures et qui produit de solutions fiables.
Par un processus de linéarisation de '’EDP gouvernant le systéme étudié et une transforma-
tion du probléme en une suite de probléme de contrélabilité a zéro, nous avons construit la
suite des états initiaux dont sa limite est solution du probléme originel.
Le schéma algorithmique ainsi obtenu illustre bien la capacité de résoudre des problémes
d’identification & données manquantes. L’approche que nous avions proposée dans cette thése
constitue un premier pas vers I’élaboration d’un outil prévisionnel de ’ensablement d’un lac.
Ceci nous permettrait de donner une estimation prévisionnelle de ’état du systéme pour le
futur par la formule

y(t) = Si(yo) pour tout t > tqg =T
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5.6 Conclusion

Les résultats obtenus donnent des conclusions intéressantes aussi bien que pour lefficacité de

I’approche utilisée qu’aux perspectives qui en découlent.

Thése de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 95



CHAPITRE SIX

CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

6.1 Syntheése des travaux

Cette thése a porté sur une résolution d’un probléme inverse de type parabolique non
linéaire avec condition de Neumann non homogéne modélisant un phénoméne d’ensablement

des lacs décrit par le modéle suivant :

dy

i VAVy+ F(y) =0 dans Qx(0,7) (6.1)
(AVy)n =g sur T x(0,7) (6.2)
YXw = Yobs dans  w X (07 T) (63)

Précisement, 'objectif principal de ce travail était d’élaborer un algorithme de reconstruction
de la condition initiale par une approche de controlabilité.

Dans un premier temps, sous des hypothéses convenables sur I’ et g et pour toute mesure
Yobs, NOUS avons associé au probléme non linéaire ainsi considéré le probléme inverse suivant :

Chercher y(T') dépendant de @ telle que y soit solution de

% — V.AVy + F(a)y =0 dans Q x (0,7) (6.4)
(AVy)n =g sur T' x(0,7) (6.5)
YXo =Yobs dans w x (0,7 (6.6)

Thése de Doctorat unique (UCAD, Dakar) 96



6.1 Synthése des travaux

ouu € CY0,T; H(Q2)) arbitrairement choisi.
Moyennant le changement de variable

z=y—7 (6.7)
on s’est ramené au probléme d’identification :

Probléme 3. Chercher z(T) € H'(Q) telle que
0z —

i VAVz+ F@)z: = —F@)y dans Qx(0,T) (6.8)
(AVz)m = 0 sur T x(0,7) (6.9)
2Xo = Yobs — YXw = Zobs dans w x (0,7) (6.10)

oll y est une solution faible du systéme

% —V.AVy =0 dans Qx(0,7) (6.11)
(AVYy)m =g sur I'x(0,7) (6.12)
7(0) =0 dans (6.13)

Nous nous sommes donc ramenés a un probléme parabolique linéaire avec condition de Neu-
mann homogéne dont la reconstruction de z(T") s’apparente a celle d’un probléme de diffusion
de chaleur avec condition aux limites de Dirichlet homogéne (voir : ([10], [46]) ).
Ensuite, notre contribution a consisté principalement a
e ¢élaborer un outil fondamental pour ’étude de la controlabilité des EDPs de type para-
bolique non linéaire. Cet outil permet d’établir 'inégalité d’observabilité caractérisant
la contrélabilité a zéro du probléme adjoint controlé qui s’est révelé trés précieux dans
le processus de reconstruction de y (7).
e Etablir 'équation intégrale permettant d’identifier la solution z(7T').
e Approcher le couple (controle, état admissible) du probléme adjoint controlé, puis a

caractériser le controle v, solution du probléme d’optimisation : Chercher v, tel que

a\la) = I « .14
Toloe) = a7 (014
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6.2 Publications scientifiques

ou

r =y [ [1or g [0 (6.15)

e Proposer un schéma algorithmique adapté a la simulation numérique pour la recons-

truction de la condition initiale y(7').

L’efficacité de notre schéma algorithmique réside dans I’extention du résultat obtenu avec le

probléme linéaire associé au probléme non linéaire pour un F' bien défini tel que

7 = £

siw#0et F(0) = F'(0).

6.2 Publications scientifiques

Les résultats des travaux de cette thése ont fait I'objet des publications scientifiques
suivants

e La premiére intitulée "Carleman type estimates for some non linear parabolic pro-
blems" qui porte sur I'élaboration d’une estimation de type Caleman [I4].

e La seconde intitulée "On the reconstruction of initial state of some non linear parabolic
PDEs inverse problems using a non standard approach” présente des résultats de notre
approche pour la résolution du probléme inverse posé dans le cadre d’un probléme
d’ensablement ou d’asséchement de lac [15].

e La troisieme intitulée " Solving an incomplete data inverse problem by a pseudo spec-
tral approrimation method with a non standard approach” présente des résultats numé-
riques d’un probléme a donnée initiale incompléte par une méthode d’approximation
pseudo spectrale avec des points de collocation de Chebyshev [2].

e La quatriéme intitulée ” A numerical scheme for solving some non linear PDE inverses
problems” présente des resultats de convergence et un algorithme pour I'identification

de la condition initiale [16].
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6.3 Perspectives

6.3 Perspectives

Les résultats obtenus illustrent bien la capacité de résoudre un probléme inverse non
linéaire de type parabolique par une approche de controlabilité. Cette approche est trés com-
plexe, du fait de la difficulté de construire I'inégalité de Carlemann ou son adaptation dans
certains cas. Il n’est pas toujours facile également d’étendre le résultat obtenu du probléme
linéarisé au probléme non linéaire. Cette approche a cependant le mérite d’aborder un pro-
bléme inverse non linéaire en se ramenant a des problémes bien posés au sens d’Hadamard.
La suite logique de ce travail de thése serait I'implémentation en vu de la validation numérique
de l'approche utilisée dans cette thése. Il s’agira de générer des codes pour une simulation
numérique du phénoméne d’ensablement de lacs.

Il serait aussi important de donner un processus numérique permettant d’identifier sur le
long terme la date probable d’extinction d’un lac soumis au phénomeéne d’ensablement ou
simplement de controler le processus en ramenant I’état du systéme & un état désiré a un

instant donné.
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