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Résumé

L'analyse diophantienne est la branche de la théorie des nombres qui traite, en par-
ticulier, les équations polynomiales a coefficients entiers et dont les solutions recher-
chées sont entiéres. Ce genres d’équations sont appelées équations diophantiennes.
Le manque d'une méthode générale pour résoudre une équation diophantienne quel-
conque ouvre la voie a la mise en place des méthodes spécifiques. Pour certaines fa-
milles d’équations diophantiennes ces méthodes spécifiques existent.

Dans cette thése, nous avons apporté les contributions suivantes.

Soient Resy(P(x),Q(x)) le résultant en x de deux polynomes, s, ¢ et a des entiers ra-
tionnels. En utilisant une amélioration de la méthode de Runge due a Schinzel, nous

avons démontré que I'équation diophantienne de type résultant, donnée par
Res, (P(x), X2+ sx+ Hh=a

admet un nombre fini de solutions entieres.

Nous avons étudié aussi 'équation diophantienne x? — kxy + ky®> + 1y = 0 ou k et [
sont des entiers avec k pair. Nous avons également considéré la méme équation quand
I=3"et k=2 (modulo 3); [ =2"3%et k =2k'+1 avec k' = 2 (modulo 3) ou n, r et
s sont des entiers positifs. Nous avons utilisé la théorie des équations de Pell-Fermat
généralisées pour fournir une caractérisation des solutions entieres de ces équations.
Enfin, nous avons obtenu une borne inférieure sur les /2 + 1 plus petits nombres pre-
miers qui se décomposent dans un corps quadratique imaginaire ou /& désigne le nombre
des classes de ce corps.

ix



Table des matieres




Chapitre 1
Introduction générale

Dans cette these, nous serons concernés par trois problemes différents de ’analyse
diophantienne, domaine de la théorie des nombres qui traite, en particulier, des solu-
tions entiéres des équations algébriques. Une équation diophantienne est une équa-
tion polynomiale a coefficients entiers dont les solutions sont recherchées parmi les
entiers relatifs ou, éventuellement, les nombres rationnels. Autrement dit, c’est une
équation de la sorte

f(x1,%x2,..,x,) =0, f€Z[Xy,..., Xn]

ou les xy,...,x, € Z ou Q. Il arrive que |'on considere aussi des solutions dans des corps
de nombres ainsi que dans leurs anneaux d’entier. Nous remarquons que si ’équation
est a coefficients rationnels, alors en la multipliant par le plus petit multiple commun
de ses coefficients nous retrouvons une équation a coefficients entiers, ce qui justifie

la restriction aux coefficients entiers dans la définition ci dessus.

Généralement, quand on étudie une équation diophantienne trois questions se posent
naturellement :

1-a) L'équation admet-elle de solutions entieres ?

1-b) L'équation admet-elle de solutions rationnelles ?

2) Les solutions sont elles en nombre fini ou infini ?

3) Peut-on obtenir toutes les solutions ?

Dans le cas homogene les solutions entieres déterminent les solutions rationnelles,
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c’est a dire rechercher les solutions entieres revient a rechercher les solutions ration-
nelles, et vice versa. Par contre dans le cas non homogene, les questions traitant les
solutions entiéres sont beaucoup plus difficiles que celles traitant les solutions ration-
nelles.

Dans certains cas particuliers, une réponse affirmative a ces questions est possible,
concourant les travaux de plusieurs mathématiciens parfois sur plusieurs siecles. En
générale, on n'est méme pas capable de répondre a la premiére question. En effet,
dans sa fameuse liste de 23 problemes énoncés lors du congres international de ma-
thématiques a Paris en 1900, David Hilbert proposa en guise du dixieme probleme de
trouver un algorithme qui permet de décider si une équation diophantienne générale
est résoluble. Autrement dit, le probleme propose de trouver une méthode générale
qui étant donné une équation diophantienne quelconque décide s’il existe des entiers
X1, X2, ..., X, tels que f(x1,xo,...,x,) = 0. En 1970, Y. Matiyasevich montra que les en-
sembles diophantiens sont récursivement énumérables, parachevant les travaux de lo-
giciens J. Robinson, M. Davis, H. Putnam. Comme conséquence de son résultat, 1’algo-
rithme que demandait Hilbert ne peut exister. Toutefois, pour certaines familles parti-
culieres des équations diophantiennes un tel algorithme existe. L'analogue du dixieme
probleme de Hilbert pour les solutions rationnelles n’est pas encore résolue, notam-
ment de trouver un algorithme qui décide s'il existe des rationnels x1, xo, ..., X, tels que

f(x1,x2,...,x,) =0.

Pour placer dans le contexte adéquat nos contributions, il nous semble nécessaire de
faire un bref historique de ladite théorie.

La théorie des nombres est I'un des domaines les plus anciens et les plus fondamen-
taux des mathématiques, puisque la nature et les propriétés des nombres entiers ont
toujours fasciné les hommes. Il convient de mentionner aussi que c’est un domaine de
recherche tres actif, ou on y rencontre plus des problemes ouverts que dans n'importe
quel autre domaine de mathématiques et des nombreux auteurs s’y intéressent. De ce
point vue le mathématicien E. T. Bell disait de la théorie de nombres : "Le dernier grand

continent non civilisé de mathématiques."

Des découvertes récentes ont montré que la civilisation Mésopotamienne est la plus
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ancienne dont nous possédons une trace de l'activité mathématique, plus particulié-
rement de I'analyse diophantienne. En effet, on trouve dans une tablette en argile en
écriture cunéiforme, connue sous le nom du Plimpton 322 (conservée a la bibliotheque
Plimpton de I'université de Columbia de New York) publiée par O. Neugebauer et A.
Sach en 1945 (voir [58]). Cette tablette est datable de 'époque de la premiére dynastie
babylonienne et contient une liste des triplets pythagoriciens, c’est a dire des entiers
x,¥, z tels que x? + y? = z2. Lanalyse de cette tablette montre que les anciens babylo-
niens possédaient une méthode générale pour résoudre en entier I'équation de Pytha-
gore. Il faut signaler aussi que les anciens égyptiens, les indiens et les chinois ont aussi
étudié certaines propriétés de nombre entiers. Dans la la Gréce antique débuta la ma-
thématique en général, telle que nous la connaissons aujourd’hui (théoréme, preuve,
déduction, etc). Euclide d’Alexandrie, une figure mathématique emblématique de la
Grece antique, synthétisa les résultats mathématiques connus de I’époque dans son
livre : les Eléments. Les livres VII, VIII et IX des éléments d’Euclide sont dédiés a la
théorie des nombres. On y trouve par exemple, I'une des plus belles démonstrations
de I'histoire de mathématiques, notamment, I'existence d’'une infinité de nombre pre-
miers; un procédé de calcul de plus grand commun diviseur de deux nombres, connu
de nos jours sous le nom d’algorithme euclidien et aussi un critere sur le nombre par-
fait, qui est jusqu’aujourd’hui le meilleur résultat de ce genre, pour ne citer que ceux

S

la.

Les équations diophantiennes sont nommeées en ’honneur du mathématicien grec
Diophante d’Alexandrie. Diophante a rédigé un traité composé de treize volumes du
livre intitulé Arithmétique, dont seulement six en texte grec ont survécu. Diophante
dans son arithmétique se contentait seulement d’'une seule solution rationnelle po-
sitive aux équations algébriques a coefficient entiers méme si I'’équation admet une
infinité de solutions. Il était le premier a introduire le symbolisme algébrique bien que
limité. En effet, il possédait I'abréviation pour une seule inconnue et les puissances
positives ou négatives de cette derniére. D'un point de vue moderne, la plus part des
problemes que considérait Diophante revient a la recherche des points a coordonnées
rationnelles sur les courbes algébriques de genre 0 ou 1. Comme exemple,on peut ci-
ter, le cas d’'une conique plane y*> = ax? + bx + ¢ oll a ou ¢ sont de carrés. Diophante
considérait aussi des probléemes d’autre genre. Par exemple, le probleme de trouver
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trois nombres rationnels dont le produit de chaque deux d’entre eux augmenté au troi-
siéme est un carré. Un autre probléeme demande de trouver un ensemble de quatre
nombre rationnels tels que le produit de chacun des deux additionné a un est un carré,
ce genre d’ensemble porte de nos jours le nom de quadruplet diophantien. Un der-
nier exemple que nous voulons citer est le probleme 19 du livre 1], tiré de Houzel [38],
qui questionne de trouver quatre nombres rationnels tels que le carré de leur somme

additionné ou soustrait de chacun d’eux est un carré.

En Inde, I'astronome et mathématicien Aryabhata, qui a vécu au sixieme siecle, pro-
posait une méthode générale pour la résolution en entier de '’équation diophantienne
linéaire, autrement du type ax + by = ¢ pour des besoins d’astronomie, Diophante ne
considérait que des équations de degré supérieur, car le cas linéaire est évident pour les
solutions rationnelles. Cette méthode a été reprise par ses successeurs, tels que Brah-
magupta (VI1° siécle), qui lui donnaient le nom de kuttaka, qu’'on peut traduire par
"pulvérisateur" d’apres A. Weil [79]. Brahmagupta traita aussi quelques cas de I’équa-

tion dite maintenant de Pell-Fermat, donnée par I'’équation
x> —dy*=m

ol d est un entier positif sans facteur carré, m € {+1,+2, +4} et x et y sont recherchés
parmi les entiers. Il a introduit une identité dite bhavana qui s’apparente a une loi de
composition, car elle permet, étant donné une solution, d’obtenir une autre. Bhaskara
(X11I° siécle) donna une solution générale de la méme équation via une méthode cy-
clique, dite cakravala.

L'apport des mathématiciens arabo-musulmans du X° siecle en analyse diophantienne
réside, en gros, dans I’adaptation du systeme de numération indien et la conservation
de connaissances de civilisations précédentes tels que les grecs et les indiens. Néan-
moins, leurs contributions sont plus importantes dans la nouvelle algébre (mot qui
vient d’ailleurs de I'arabe) et en trigonométrie. Dans la lignée du probléeme 19 du livre
III de Diophante, cité ci-dessus, Al-khazin posa le probléme du nombre congruent,
qui n’est toujours pas totalement résolu. Plus précisément, il proposa de trouver les
nombres 7 tels que x> — n et x> + n soient des carrés. Autrement dit, de trouver des

4
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nombres qui sont la différence commune d’'une progression arithmétique de carrés
rationnels 2 trois termes. A cause de 1'égalité c®> + 2ab = (a + b)? pour un triplet py-
thagoricien , il démontre qu'un tel nombre serait le quadruple de I'aire d'un triangle
rectangle rationnel. D’'un point de vue moderne, un nombre est congruent s’il est I'aire
d’'un triangle rectangle a c6tés rationnels. Ce probléeme est équivalent aussi a déter-

3

miner si la courbe elliptique définie par 'équation y* = x — n?x a un rang positif ou

qu’elle posséde un point rationnel (x, y) avec y # 0.

Leonardo Fibonnacci, aussi connu sous le nom de Léonard de Pise (vers fin du dou-
zieme siecle et vers la moitié du treizieme siecle), était le premier a introduire le sys-
teme de numération arabo-indien en Europe. En effet, c’est un grand voyageur qui a
vécu en Afrique du nord et s’est familiarisé avec les mathématiques arabes. Il a repris le
probléme de nombre congruent d’Al-khazin, dans son livre des nombres carrés (1225)
et démontra I'identité algébrique

(o + ) (WP + v%) = (xv £ yw)* + (xu F yv)?

déja explicitée par Al-khazin et présente implicitement dans les travaux de Diophante.
Il démontra que si x est un entier alors n est un multiple de 24 et que 5 et 7 sont
congruents. Il est plus connu par la suite d’entiers positifs, qui porte maintenant son
nom, dont les termes initiaux sont 0 et 1 et le terme suivant est la somme de deux
termes précédents. Il y a dans la littérature beaucoup de résultats sur les équations

diophantiennes qui utilisent la suite de Fibonacci.

En Europe, Regiomontanus (15" siecle) était le premier a redécouvrir le traité de Dio-
phante. R. Bombelli (16°"*¢ siecle) I’a redécouvert a la bibliotheque du Vatican et a in-
séré une grande partie du manuscrit de Diophante dans son algebre de 1572. La pre-
miere traduction en latin de I'arithmétique de Diophante est’ceuvre de G. Xylander, en
1575, accompagné de certains commentaires. Francois Viete a inséré aussi une grande
partie de I'arithmétique de Diophante dans son Zetetica de 1593. Il était le premier
a introduire la notation par des lettres les coefficients des équations algébriques en
suivant I'idée de Diophante pour I'inconnue. Dans sa reprise de Diophante, Viéte est
beaucoup plus intéressé par 1'algebre et la trigonométrie que la théorie de nombre et
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de mettre en valeur ses propres découvertes. La traduction de Diophante par Xylander
est défectueuse et contient de nombreuses coquilles. En 1621 Bachet de Méziriac pu-
blia le manuscrit en grec de Diophante accompagné d’une traduction en latin meilleur
que celle de Xylander et de nombreux commentaires. Bachet a repris I’équation dio-
phantien linéaire, sans étre au courant de son traitement par les mathématiciens in-
diens mentionné ci dessus, qu’il a résolu completement dans la deuxieme édition de
ses Problemes plaisants et délectables de 1624. Il remarqua aussi que dans certains
problemes, Diophante assume que tout entier est la somme d’au plus quatre carrés et
il a essayé d’en apporter une preuve sans succes. Ce probleme sera repris par ses suc-
cesseurs. Bachet considéra aussi le probléeme d’écrire un entier comme la différence
d’un carré et d'un cube qui revient a résoudre I'équation diophantienne y*> — x> = m
avec m un entier relatif. Cette équation porte le nom du mathématicien anglais L. J.

Mordell qui I'a étudiée profondément au 20°"*¢ siécle.

Pierre de Fermat (1601-1665) est considéré comme étant le fondateur de la théorie de
nombre moderne. Il avait étudié attentivement et profondément I’édition de Bachet de
I'arithmétique de Diophante et il y a annoté ses découvertes sur les marges. Durant sa
lecture sur la partie concernant les triplets pythagoriciens, Fermat énonca ceci : "Il est
impossible de décomposer un cube en deux cubes, un bicarré en deux bicarrés et plus gé-
néralement une puissance n-ieme plus grande que 2 en deux puissances de méme degré
et il ajoute : J'ai découvert une preuve remarquablement merveilleuse dont cette marge
est trop étroite a contenir. Sa preuve n’'a jamais été retrouvée et il subsiste des doutes sur
son existence. Cet énoncé qui était connu sous le nom du dernier théoréme de Fermat
(bien que ce n’était pas un théoréme) peut étre reformulé comme suit : Il n'existe pas
des entiers rationnels x, y et z strictement positifs tels que

avec n > 2. Fermat avait introduit sa méthode de descente infinie, dont le principe
repose sur le fait qu’il n’existe pas une suite d’entier positif infinie strictement décrois-
sante, pour démontrer que I'équation diophantienne x* + y* = z n’admet pas de so-
lutions entieres et c’est la seule démonstration connue de Fermat. Ce résultat admet

deux conséquences. La premiere est que son dernier théoreme est vrai pour I’exposant
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n = 4. La deuxiéme conséquence est la preuve que l'aire d'un triangle rectangle a co-
tés rationnels ne peut étre un carré, ce qui implique que 1 n’est pas congruent, ce qui
revient a dire qu’'un carré n’est pas un nombre congruent.

Fermat dit avoir démontré plusieurs autres résultats par descente infinie, comme entre
autres son théoréme de deux carrés, ainsi que des théoremes sur la représentations
des nombres par des équations diophantiennes quadratiques. Il faut dire qu’a cette
époque, tout se fait par correspondance et par défi et que Fermat manquait d’interlo-
cuteurs qui partagent la méme passion que lui, qui est la théorie de nombres, malgré
tout ses efforts. La théorie des nombres est considérée comme un sujet moins impor-
tant par les contemporains de Fermat.

En 1657, Fermat lancait un défi au mathématiciens anglais, n'étant pas au courant des
travaux de mathématiciens indiens du septieme siéecle, de résoudre en entier I’équa-
tion de Pell-Fermat x% — n y2 =1, n sans facteur carré fixé, outre que la solution triviale
x =1 et y = 0. W. Brouncker et J. Wallis ont relevé le défi bien qu’ils n’avaient pas dé-

montré qu'une seule solution existe toujours, ce que Fermat savait par descente infinie.

Leonhard Euler(1707-1783) qui a découvert les travaux de Fermat par 'intermédiaire
de son ami C. Goldbach a passé plus d'un demi siecle a essayer de démontrer les théo-
remes de Fermat. Il démontra le dernier théoreme de Fermat pour I'exposant n = 3,
avec tout de méme quelques trous.

Euler démontra, également, les théorémes de Fermat sur la représentation de nombres
premiers par dés équations quadratiques, par exemple si p est un nombre premier
impair alors

p=x*+2y*x,ye€Z <> p=1,3(mod8).

Il prouva et conjectura plusieurs problémes de ce genre, qui préludent la théorie de
formes quadratiques binaires. C’est durant des tentatives numériques sur ces problemes
qu'il conjectura la loi de réciprocité quadratique.

Euler a, aussi, contribué dans I'étude de I'équation de Pell-Fermat. C’est d’ailleurs lui
qui I’a faussement attribué au mathématicien anglais J. Pell sans aucune justificative,
car il n'avait jamais étudié I’équation en question. Euler, a travers une identité algé-
brique qui n'est autre que le Bhavana de Brahmagupta cité ci dessus, parvenait a obte-
nir une infinité de solutions a I’équation. Il utilisa les fractions continues dans I'étude
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de cette équation.

Sur la lignée du dernier théoreme de Fermat, Euler conjectura que pour tout entier

positif 7 > 2 la somme de 1 — 1 puissances n°™¢ ne peuvent étre une puissance 1.
Cette conjecture a été réfutée en 1988 par N. Elkies qui montre, grace a la théorie de

courbes elliptiques et 'usage des ordinateurs, que

2682440* + 15365639* + 18796760* = 20615673%.

Euler a prouvé aussi, que les seules carrés et cubes consécutifs sont 8 et 9, autrement

les seules solutions positifs a I’équation

sontx=8ety=9.

J. L. Lagrange (1736-1813) a démontré que le développement en fraction continue de
tout irrationnel quadratique est périodique a partir d'un certain rang. Il obtient comme
conséquence que |’équation de Pell-Fermat admet toujours une solution et que les so-

lutions sont en nombre infini .

Lagrange a aussi traité le probleme de représentation des entiers par des formes qua-

dratiques binaires suivant Euler, en considérant les équations plus générales de la forme
ax® + bxy* + cy?

et il en fait une étude systématique en introduisant les notions de discriminants, des
substitutions linéaires, d’équivalences de formes, des formes quadratiques binaires ré-
duites et de facon implicite la composition des formes dans ses Recherches d’arithmé-

tiques.

Il démontra, également, en exploitant une idée d’'Euler, le théoreme de quatre carrés

que Fermat disait en posséder une preuve.

A. M. Legendre(1752-1833) publia le premier livre de la théorie des nombres en 1798
sous le nom Essai sur la théorie des nombres. 11 y incorpora les travaux d’Euler et La-

8
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grange. Il a repris les travaux de Lagrange sur les formes quadratiques binaires en in-
troduisant la composition de formes et la théorie du genre. Il a introduit, également, un
caractere quadratique qui porte maintenant son nom. Il a fait une tentative de preuve
infructueuse de la loi de réciprocité quadratique.

Legendre donna une condition nécessaire et suffisante, connue sous le nom du théo-

reme de Legendre, pour que I’équation diophantienne de la forme
ax’+by*+cz* =0
aient des solutions entieres en x, y et z.

Avec C. E Gauss(1777-1855), la théorie des nombres est devenue une branche mire
et structurée de la mathématique et non une collection des problemes. Gauss publia
en 1801 ses Disquisitiones arithmeticae [30] qui éclipse le livre de Legendre mentionné
plus haut. Le mathématicien J. P. Serre disait, lors de son exposé a 'occasion de bi-
centenaire de E. Galois, que c’est un livre fondateur et que la théorie des nombres a la
chance d’avoir un livre parfaitement rédigé, en ce sens qu'il a servi de modele. Gauss a
introduit I'arithmétique modulaire qui a facilité la résolution de plusieurs types équa-
tions diophantiennes.

Dans ses Disquisitiones, Gauss développa la théorie des formes quadratiques binaires
dans toute sa généralité. Il énonca sa théorie de I'équivalence propre pour les formes,
les formes réduites, les classes de formes ayant le méme discriminant, la théorie de
genres pour les formes. Il énonca plusieurs conjectures sur le nombre de classes de
formes quadratiques dont d’autres sont toujours non résolues.

Gauss démontra la loi de réciprocité quadratique qui permet la résolution des nom-
breuses équations diophantiennes quadratiques, il en donnera plusieurs démonstra-
tions et ’appelle le théoreme d’or.

Depuis le 198 sigcle la théorie des nombre s’est développée dans des nombreuses
directions. En effet, la théorie s’est subdivisée en sous-domaines en fonction de mé-
thodes utilisées pour la résolution de ses problemes.

Quelques avancées sur le dernier théoréeme de Fermat ont été faite aussi. En effet, Di-
richlet et Legendre (1825) ont résolu le cas n =5, le cas n = 14 a été résolu par Dirichlet

9
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(1832), Lamé (1839)a résolu le cas n = 7. Sophie Germain (1831) a montré le premier
cas du théoreme de Fermat, autrement dit quand p { xyz, pour I'exposant premier p
pour lequel 2p + 1 est aussi premier. Kummer (1846), en utilisant la théorie des corps
cyclotomiques, a démontré le théoreme pour I’exposant premier p régulier (ne divi-
sant pas le nombre des classes d’idéaux de 'anneau des entiers du corps en question)
Ces avancées ont été possible grace a la théorie algébrique des nombres développée
suite aux travaux de Gauss sur la théorie des formes quadratiques binaires par C. G. L.
Dirichlet, C.J. Jacobi, E. Kummer, R. Dedekind.

Dirichlet (1837) a aussi introduit les méthodes analytiques dans la démonstration de
son théoreme de la progression arithmétique (imitant quelque peu Euler dans sa dé-
monstration de I'existence d’'un nombre infini des nombres premiers), c’est la nais-

sance de la théorie analytique de nombres.

En 1844, E. C. Catalan conjectura que "Deux nombres entiers consécutifs autre que 8 et
9 ne peuvent étre des puissances exactes. En d’autre terme, I'équation diophantienne

n'admet qu’'une seule solution entiere x =2, y =3, m = 3 et n = 2. Le cas particulier

déja traité par Euler cité plus haut.

Soit f(x,y) un polynome a coefficients entiers rationnels de degré n et irréductible
dans le corps des nombres rationnels. Considérons I’équation diophantienne

flx,y)=0.

On dit que f(x, y) vérifie la condition de Runge si sa partie homogéne dominante, au-
trement dit la somme des mondmes de degré n, n’est pas une puissance d'une forme
irréductible a une constante multiplicative prés.

En 1887, C. Runge [64] a démontré le premier résultat général sur les solution entiéres
d’'une équation diophantienne a deux inconnues. Plus précisément, il a démontré le

théoreme suivant (en fait, le théoreme que I’on donne est un cas particulier).

Théoreme 1.0.1. Si f(x, y) ne vérifie pas la condition de Runge, alors l'équation f (x,y) =

10
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0 admet une infinité des solutions entieres.

En 1901, H. Poincaré [63] a repris une idée géométrique de Newton qui consiste a rame-
ner la détermination des solutions rationnelles de I’équation diophantienne y2 = f(x)
avec f(x) de degré 3 a celle des points rationnels (a coordonnées rationnelles) de la cu-
bique plane définie par cette équation. Au moyen des transformations birationnelles et
la paramétrisation des courbes de genre 1 par des fonctions elliptiques, il a démontré
que toute courbe rationnelle de genre 1 et de degré n > 3, qui admet un point rationnel
donné est équivalent, dans le sens ol la courbe peut se ramener, a une courbe cubique
(voir Mordell [56]).

Il a conjecturé, en plus, que I'’ensemble des points rationnels d'une courbe algébrique
de genre 1 (qui est appelée une courbe elliptique) définie sur le corps des rationnels

est un groupe abélien de type fini.

A. Thue [75] a obtenu, en 1909, un autre résultat général dans I'étude des équations
diophantiennes a deux inconnues. En effet, il montre que pour un polynéme homo-
gene irréductible f(x, y) a coefficients entiers de degré n = 3 et un entier rationnel m,
I’équation

f,y)=m

n‘admet qu'un nombre fini de solutions entieres.
Ce résultat, Thue ’a obtenue comme conséquence de son théoréeme d’approximation
diophantienne, domaine de la théorie des nombres qui traite des approximations des

réels par les nombres rationnels.

Mordell, parvient a résoudre la conjecture de Poincaré en 1922. Il a conjecturé que dans
le cas de genre g = 2, '’ensemble des points rationnels est fini.

Siegel [70] a obtenu, en 1929, un résultat remarquable similaire a la conjecture de Mor-
dell dans le cas des points entiers. En effet, Il a montré que toute courbe algébrique

irréductible de genre g = 1 n'admet qu'un nombre fini des points entiers.

Remarque 1.0.1. Les résultats de Thue et Siegel ne sont pas effective, autrement dit
qu’ils ne fournissent pas une méthode qui permet d’obtenir en un nombre fini d’opé-
rations toutes les Solutions.
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Vers la fin de la décennie soixante, A. Baker [7] a obtenu des bornes inférieurs explicites
des formes linéaires en logarithme des nombres algébriques, qu'il a utilisé pour don-
ner une preuve effective au théoreme de Thue. Avec sa méthode, Baker est parvenu a
résoudre de nombreuses équations diophantiennes de facon effective. Il a parachevé
également la preuve de la conjecture de Gauss sur le nombre des classes dans le cas de
corps quadratiques imaginaires dont le nombre des classes est 1.

Les résultats de Baker ont redynamisé I’analyse diophantienne. Il faut noter que les
bornes qui surviennent dans la méthode de Baker sont énormes et il existe des mé-

thodes pour les réduire en pratique.

E 1969, A. Schinzel a combiné le résultat de Siegel mentionné ci dessus et le théoréeme
de Runge pour obtenir une amélioration de ce dernier.
R. Tijdeman [76] (1976) a démontré en utilisant une version de la méthode de Baker

que I'équation de Catalan n'admet qu'un nombre fini des solutions.

En 1983, G. Faltings [26] a démontré, en utilisant des résultats de la géométrique al-
gébrique, la conjecture de Mordell (déja mentionné plus haut). C’est 'un des résul-
tats mathématiques le plus remarquable et le plus profond de la deuxieme moitié du
20%™e sigcle. Comme conséquence du résultat de Faltings, I'équation de Fermat n’ad-

met qu'un nombre fini des solutions.

Apres plus de trois siecles et demi, la conjecture de Fermat, qu’'on appelait dernier
théoreme de Fermat est enfin devenu un théoréme. En effet, en 1995, A. Wiles et R.
Taylor [81] ont corrigé quelques imperfections apparaissant dans une preuve de Wiles
(1993) de la conjecture de Shimura-Taniyama-Weil pour les courbes elliptiques semi-
stables. Il était montré quelques années plutdt que la justesse de cette conjecture im-
pliquerait le dernier théoréeme de Fermat suite aux travaux des mathématiciens G. Frey,
J. P. Serre et K. Ribet.

La méthode de Wiles permet aussi de résoudre d’autres types d’équations diophan-

tiennes.

En 2003, P. Mihailescu [53] est parvenu, en utilisant principalement la méthode de
Runge et la théorie des corps cyclotomiques, a démontrer la conjecture de Catalan.
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Des nombreux auteurs ont considérés des questions similaires a celles présentées dans
cette these. On peut citer, par exemple, Istvan Gaél et Michael Pohst (2008) ; Y. Hu et M.
Le (2013) ; K. Keskin, Z. Siar, et O. Karaatli (2013) ; O. Beckwith (2017).

Organisation de la these et contributions

Cette these contient quatre chapitres et dans chaque chapitre, a partle chapitre I, nous
présentons un nouveau résultat.

Le chapitre I est une introduction générale. Il contient un bref historique de I’analyse
diophantienne, des problémes traités dans la thése et 'organisation de ce présent mé-
moire.

Le chapitre II comprend trois sections. La premieére section concerne le résultant de
deux polynomes. La deuxieme section présente la méthode de Runge et son améliora-
tion par Schinzel. Enfin, dans la troisieme section nous utilisons les résultats de deux

sections précédentes pour montrer que I’équation diophantienne
Resy (P(x), X2+ sx+ H)=a
admet un nombre fini de solutions entiéres, ou
P(x)=am(x—ay)---(x—ap),

an € 7, a; sontlesracines de P dont au moins trois sont distinctes ; Res, estle résultant
en x de deux polyndmes et ou s, ¢ et a sont des entiers rationnels.

Le chapitre III est subdivisé aussi en trois sections. Nous faisons d’abord quelques
rappels sur les fractions continues dans la premiere section. La deuxiéme section est
consacrée a la théorie des équations de Pell-Fermat. Dans la troisieme section nous

étudions I'’équation diophantienne
x> —kxy+ky*+1y=0,

ol k et [ sont des entiers avec k pair. Nous donnons une caractérisation des solutions
entieres positives de cette équation en fonction de k et /. En effet, nous montrons le

13
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théoréme suivant.

Théoreme 1.0.2. Soient [ et k des entiers, avec k pair. Si 12 < k, alors l'équation dio-
phantienne x*> — kxy + ky? + 1y = 0 admet une infinité des solutions entiéres positives x
et y si et seulement si (1, k) = (2,6). De plus, les solutions sont données par les suites (out
Xp=xety,=y)
o, = UnTUn
2

1
Yn = —E(Mn—Z)

ol n est impair et uy,, v, sont donnés par les suites suivante

Un

L5 o
-2(@)"+ ) (,)@" 2 3)H
=1

1

n+l1

e . .
vn =220 (51 @" 3

i=1

Nous considérons aussi la méme équation quand [ = 3" et k = 2 (modulo 3); [ =2"3°
et k =2k’ +1 avec k' = 2 (modulo 3) ou1 n, r et s sont des entiers positifs. Nos résultats
généralisent en particulier ceux de Karaatli et Siar [41]. Les résultats de ce chapitre sont
contenus dans Alkabouss et al [2]

Le chapitre IV est également divisé en trois sections. La premiére section concerne
la théorie des formes quadratiques binaires. Dans la deuxieme section nous donnons
quelques rappels de la théorie algébrique des nombres en nous focalisant surtout sur
la décomposition des nombres premiers dans les corps de nombres et le nombre des
classes. Dans la derniere sections nous présentons une borne inférieure sur les i + 1
premiers nombres premiers qui se décomposent dans un corps quadratique imagi-
naire ou i désigne le nombre de classes de ce corps. En effet, nous démontrons le

théoréme suivant.

Théoreéme 1.0.3. Soit D un entier tel que D <0 et D = 0,1(mod 4). Soit K = Q(v/D) et
hy le nombre des classes de K. Alors, les hi + 1 plus petits nombres premiers impairs qui

se décomposent dans K vérifient l'inégalité suivante :

1
P12 7V 3|D]
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Publications et Soumissions :

1) On the equation Res(P(x),x* + sx + t) = a, International Journal of Number
Theory, Vol. 14, No. 4 (2018) 1073-1079. ©World Scientific Publishing Company.
DOI:10.1142/S1793042118500653. (Join work with T. Garici and J. Larone).

2) A note on the Diophantine equation x? — kxy + ky? + [y = 0. (Join work with B.
Benseba and B. Nacera) (Soumis).

3) On the small primes that split in certain imaginary quadratic fields. (Join work

with B. Benseba and B. Nacera) (Soumis).
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Chapitre 2

La méthode de Runge et équation

diophantienne de forme résultant

Dans ce chapitre, nous montrons que I’équation diophantienne du type résultant ad-
met un nombre fini de solutions entieres, autrement dit que I’équation Res(P, Q) = a,
ou P et Q sont des polyndmes et a un entier, n'a qu'un nombre fini de solutions en-
tieres. Notre démonstration utilise un résultat de Schinzel [66] améliorant le théoréeme
de Runge [64]. Ce résultat est contenu dans Alkabouss et al [4]. Le chapitre est organisé
de la maniere suivante : la premiére section est consacrée au résultant de deux po-
lyndmes. Puis dans la seconde section nous présentons le théoreme de Runge et son
amélioration par Schinzel et enfin, dans la derniére section nous étudions I'équation

diophantienne du type résultant.

2.1 Lerésultant de deux polynémes

Le résultant est un outils essentiel dans de nombreux domaines de mathématiques qui
traitent des polynomes. En effet, il est utilisé dans ’analyse diophantienne, la géomé-
trie algébrique, le calcul formel, la théorie algébrique des nombres, entre autres.

Soient A un anneau commutatif unitaire et K son corps des fractions. Soient
P(X) = amx™+ apm-1x™ 1+ ...+ ag
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et
Q(x) =bpx" +bp1x L+ + by

deux polynomes a coefficients dans A de degré m et n respectivement. La matrice de
Sylvester de P et Q est la matrice carré de taille (m + n) x (m + n) définie comme suit :

am Am-1 ay 0 0
0 am QAm-1 ay
0
0 0 am QAm-1 ap
Syl(P,Q)=| b, by by 0
0 b, by by O
0
0 0 b, bp-1 - by

Définition 2.1.1. Le résultant des deux polynémes P et Q est le déterminant de leur
matrice de Sylvester, noté souvent par Res, (P, Q) s'il est nécessaire de préciser l'inconnue.

Une autre définition, que I'on adoptera dans la suite de la these, est donnée en fonction

y Em—-1,Am et ﬁl)ﬁZ’ ot rﬁn—l’ﬁn
les racines de P et Q, respectivement, dans une cloture algébrique de K, alors :

desracines des polynomes P et Q. En effet, soienta;, ay,---

Définition 2.1.2. Le résultant de P et Q est donné par
m n
Res(P,Q) = ap, b [ [[(ai-B)).
i=1j=1

Pour la suite, nous donnons quelques propriétés du résultant sans preuves, ces der-

nieres peuvent étre trouvées par exemple dans Lang [47].

Proposition 2.1.1. Soient P(x) et Q(x) € Alx] deux polynémes de degrés m et n respec-
tivement. Alors, il existe des polynomes ¢(x) et y(x) € Alx] vérifiant deg(¢p(x)) < n et
deg(y(x)) < m tels que

P(x)P(x) +y(x)Q(x) = Res(P,Q)
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Une conséquence importante de la proposition précédente est le critere de Sylvester
qui dit que deux polyndmes quelconques admettent un facteur non trivial en commun

si et seulement si leur résultant est nul.

Proposition 2.1.2. Soient P(x) et Q(x) € Alx] deux polynomes de degrés m et n et dont
les racines sont données par a1,az, -+, ®m-1,&m et B1,B2, -+, Bn-1, Bn, respectivement
dans une cloture algébrique de K, alors nous avons les propriétés suivantes :

1) Res(P,Q) =(—1)""Res(Q, P).

2) Res(P,Q) = ap, [, Qla) = (-1)""by! ;-1:1 P(B;).

3) Res(P,Q;Q2) =Res(P, Q1) Res(P,Q»).

2.2 Laméthode de Runge

Dans cette section nous présentons le théoréme de Runge (méthode) et le théoréeme
de Schinzel qui améliore en quelque sorte (qualitativement) ce résultat.
On donne d’abord quelques définitions de certaines termes utilisés.

Définition 2.2.1. Soit le polynéme P(x) = ayx" +---+ ay de deg(n). On appelle hauteur

de P, le nombre donné par h(P) = max;=1,... »|a;l.

Soit K un corps commutatif. Il est connu que I’ensemble de séries formelles muni de la
somme des séries et le produit de Cauchy des série forme un anneau K[[X]]. Son corps
de fractions est noté par K((X)). On donne cette définition non rigoureuse des séries
de Puiseux, tirée d’Arnaudies [6].

Définition 2.2.2. Une série de Puiseux est une série formelle de la forme

o L
Y aixN
i=—00
ou N est entier strictement positif et a; € K((XX)). Lentier N est dépendant de la série de
Puiseux considérée.

Remarque 2.2.1. Les séries de Puiseux sont, en fait, des séries formelles a exposants

fractionnaires.
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2.2.1 Théoréme de Runge

C. Runge a prouvé dans [64], en 1887, le premier résultat général portant sur les solu-
tions entieres d'une équation diophantienne a deux inconnues.

Son résultat fournit une méthode pour résoudre des nombreuses équations diophan-
tiennes, dont I'exemple le plus populaire qui l'utilise est la preuve par P. Mihdilescu en
2000 de la célebre conjecture de Catalan.

La version générale du théoréme de Runge s’énonce comme suit.

Théoreme 2.2.1. Soit m n
Fu,)=Y. Y a;jx'y’
i=0j=0

un polynome a coefficients entiers rationnels, irréductible dans Qlx, y], avec deg,F =
m>0etdeg,F = n> 0. Supposons que l'équation diophantienne F(x, y) = 0 admet une
infinité des solutions entieres x, y. Alors, ils existent des entiers m, n tels que :

D amj=ai,=0v(,j)>(0,0)

2) aij =0 pour toute paire (i, j) vérifiant ni + mj > mn

3) La somme Y piymj=mn ai]-xiyf est a une constante multiplicative prés une puis-

sance d’'un polynome irréductible dans Z[x, y]
4) La fonction algébrique y = y(x) définie par 'équation F(x,y) = 0 admet un seul

systeme de conjugués des développements de Puiseux a l'infini.

Remarque 2.2.2. Dans [1], Ayad énonce le théoréme de Runge comme étant le point
4) du théoreme précédent, qui implique les trois autres points par ailleurs. Il en fournit

une amélioration également.

Une conséquence du théoreme de Runge est le corollaire suivant qui porte, d’ailleurs,
le nom du théoréme de Runge dans certains ouvrages, par exemple c’est le Théoreme
21 ala page 276 dans Mordell [56].

Corollaire 2.2.2. Avec les mémes hypotheéses que le théoréeme, si l'équation F(x,y) =0
admet une infinité des solutions entieres alors la partie homogeéne dominante de F(x, y)

est a une constante multiplicative prés une puissance d'un polynéme irréductible.

Si au moins un des points du théoréme précédent n’est pas vérifié, alors I’équation ad-
met un nombre fini des solutions entieres. De plus, la méthode de Runge est effective,
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dans le sens ou des bornes supérieures sur la taille des solutions peuvent étre obte-
nues. En effet, Hilliker et Strauss [37] ont obtenu de telles bornes en fonction de degré

etla hauteur du polyndéme F(x, y). Walsh [77] a obtenu une amélioration de ce résultat.

2.2.2 Amélioration du théoréme de Runge

En 1929, C. L. Siegel a démontré le résultat définitif qui permet de savoir si une équa-
tion algébrique donnée par F(x,y) = 0 admet une infinité de solutions entieres. En
effet, il démontra le théoreme suivant :

Théoreme 2.2.3 (Siegel). Si F(x,y) =0 admet une infinité de solutions entieres, alors ils
existent des fonctions rationnels u(t) et v(t) dont au moins une n'est pas constante tels
que

F(u(t),v(r)) =0

identiquement en t et soit

a) .
g k@)
u(t) = 2"’ v(n) = L
ou
? G(1) H(r)
t t
u(l‘)—Wy V(t)_ﬁ(t)m

ot g, h, G, H, a et ( sont des polynomes a coefficients entiers; a est linéaire et 5 est
quadratique irréductible et indéfini.

En 1969, A. Schinzel a obtenu une amélioration du théoreme|4.1.6|en combinant le co-
rollaire et théoreme de Siegel. Plus précisément, il a prouvé le théoréme suivant :

Théoreme 2.2.4. Si f(x, y) est un polynoéme a coefficients entiers irréductible dans Q|[x, y]
et si l'équation f(x,y) = 0 admet une infinité des solutions entieres alors la partie homo-
gene dominante de f(x,y) est a un facteur constant pres une puissance linéaire ou une

puissance d’'une forme quadratique indéfinie irréductible.

Remarque 2.2.3. Contrairement au théoreme de Runge, le résultat de Schinzel n’est
pas effectif car le théoreme de Siegel qu’il utilise est non effective.
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2.3 Léquation diophantienne de forme résultant

Dans cette section, nous démontrons en appliquant les résultats de sections précé-
dentes que I'équation diophantienne de forme résultant admet un nombre fini des

solutions entiéeres.

Soit

Px)=amx—ay)---(x—ay),

ol a,, € Z et a; les racines de P. Soit
Qx) =bpx" + by x4+ + by € Z[x],

alors d’apres la définition du résultant donné plus haut, nous avons

m
Res(P,Q) = al, [[(bnal + by_r1aV ™ +-+- + by). (2.3.1)
i=1

Nous considérons I'’équation du type résultant donnée par
Res(P,Q) = a, (2.3.2)

ol a est une entier rationnel donné non nul. Notons que I'équation du type résultant
peut étre considérée comme une équation diophantienne polynomiale en termes des

coefficients de Q.

2.3.1 FEtatdeUl'art

Plusieurs auteurs ont étudié 'équation diophantienne de forme résultant. Nous pou-
vons citer par exemple Wirsing [82], Fujiwara [27], Schmidt [68], Schlickewei [67], Pe-
thé [61,62], Gyory [33], Evertse and K. GyOry [25]-[24], Gadl [28] qui ont montré que le
nombre des polyndmes Q vérifiant I’équation est fini sous la condition m > n.
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En effet, Wirsing [82] (1971) a montré que si n est un entier positif tel que

1
2n 1+§+---+ <m,

2n-1
alors il n'y a qu'un nombre fini des polynomes Q € Z[x] de degré n satisfaisant I'équa-

tion (2.3.2).

Une année plus tard, Fujiwara [27] a montré que si le polynéme P est irréductible sur
Q et 2n < m alors I’équation (2.3.2) admet seulement un nombre fini de solutions Q €
Z[x] de degré n.

En 1973, Schmidt [68] a montré que l'irréductibilité de P peut étre remplacée par la
condition que P n’a aucun facteur non constant de degré inférieur ou égal a n dans
Z[x].

Soient R un sous-anneau de Q qui est une extension d’anneau de type fini de Z, a
un élément non nul de R, et R* le groupe des unités de R. Si m et n sont des entiers
positifs tels que 2n < m et P € R[x] un polyndme de degré m sans racines multiple et
qui n"admet pas un facteur non constant dans R[x] de degré inferieur ou égal a n, alors
a un facteur proportionnel de R* prés, Schlickewei [67] a prouvé qu’il existe seulement
un nombre fini des polynomes Q € R[x] de degré n vérifiant

Res(P,Q) € a-R*.

Gyéry [33] a montré que si Q(x) est tel que son facteur dominant est égal a 1, alors la
condition m = 2n peut remplacer la condition m > 2n. Voire le théoreme 2 dans [33].

En 2002, Gaal [28], en utilisant la méthode de Baker (bornes inférieures de formes li-
néaires en logarithme des nombre algébriques), a développé un algorithme pour ré-
soudre I'équation (2.3.2), quand P € Z[x] est un polynéme irréductible de degré m =3
et Q = x*> + x1 X + X € Z[x]. En fait, il a transformé I'équation (2.3.2)en une équation de
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Thue non homogeéne
2N, Y=a i z
ayNpigz+ X1+ a”)=a inx;,x€/Z,

ol a est une racine de P et F = Q(a).
En 2008, Gadl et Posht [29] ont étendu le travail de Gaél a tout polyndme unitaire Q de
degré n=2.

Nous avons démontré dans [4], en utilisant le théoreme de Schinzel qui est une
amélioration du théoreme de Runge, que si P est un polynéme de degré m ayant au

moins trois racines différentes alors I'équation diophantienne
Resx(P(x),x2 +sx+t)=a

admet un nombre fini de solutions entieres.

Notre résultat est non effective a cause de 'usage dans la preuve du théoreme de Schin-
zel[2.2.4] En d’autre termes, nous ne pouvons pas obtenir des bornes supérieures sur
la taille des solutions.

2.3.2 Résultats intermédiares

Soit
Px)=anpx—a1)---(x—ap) € Z[x],

ol a,, € Z\ {0} et a; les racines de P. Nous considérons I'équation diophantienne de
type résultant
R(s, 1) =Resy(P(x), x>+ sx+ 1) = a, (2.3.3)

ou a est un entier non nul donné.

Lemme 2.3.1. Soient A(s, t), B(s, t) € Z[s, t] tel que
P(x) = (x*+sx+ 0q(s, t,x)+ A(s, t)x+ B(s, 1),

alors
R(s, 1) = B(s, 1) + tA%(s, 1) — sA(s, 1) B(s, 1).

23



Chapitre 2. La méthode de Runge et équation diophantienne de forme résultant

Démonstration. Considérons y, f = —s— v les racines de x* + sx + t dans une cloture

algébrique de Q(s, 1). Alors, nous avons

R(s, 1) =Resy(x*+sx+1,P(x))=Py)P(p)
= (Ay+B)(AB+B) = tA> + B>~ sAB.

Ce lemme nous permet de déduire que R(s, t) € Z[s, t]. Donc il existe un unique poly-
nome r;(s) € Z[s] tel que R(s, t) = ;’:0 ri(s)t'. De plus, de I’équation (2.3.1) nous avons

m
R(s,t) = a>, I1 [a?C +sag+1)
k=1
Alors n = m et les deux polyndmes R(s, t) et P(x) satisfont I'identité suivante
R(s, —x% - $xX)=P(x)P(—s—Xx) (2.3.4)

Ainsi

[\/]5 I M§

P(x)P(-s—x) “Diris) (B sx+t—1)

k:o(,z(.)( D krz(S))(x rsx+1)

A partir de cela nous déduisons I'existence des polyndomes u (s, £) € Z[s, ] tels que
P(X)P(=s—x) = uo(s, ) + 1 (S, ) (X° + SX+ 1) + -+ U (s, (x> + sx+ D)™,

avec ug(s, t) = R(s, t) and u,, (s, t) = (—l)ma%l. Plus généralement, nous avons la propo-
sition suivante.
Proposition 2.3.2. Soient s, t, x 3 variables algébriquement indépendantes sur Q. Si

Q(x) est un polynéme a coefficients dans Z|s, t] vérifiant Q(—s — x) = Q(x), alors :
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1. Il existe un unique v(s,t) € Z[s, t] tel que

Qx) =vy(s, 1) +vi(s, t)(x2 +sx+ 1)+ + vy, t)(x2 +sx+ t)h.

2. Resy (Q(x),x* + sx+ 1) = (vo(s, 1))?

Démonstration. L'unicité est évidente car, il s'agit d'une représentation (X% + sx+ 1)-
adique de Q(x). C’est une représentation particuliere parce que les coefficients vy,
v1,..., v dépendent seulement de s et £ mais pas de x. Soient q(s, t, x), w(s, t) et vy (s, t)
I'unique polynémes a coefficient dans Z tels que

Q(x) = q(s, t,x) (x> + sx+ 1) + w(s, ) x + vo(s, 1).

Alors I'égalité Q(—s — x) = Q(x) et I'unicité des polyndmes ¢q, w, vy impliquent que

w = 0. Ainsi Q(x) = vy(s, —x% — sx). Posons vy(s, t) = Z?:o r;i(s) ¢! alors
QW =Y [ Y| | EFri9)| (2 + sx+ Dk
k=0 \i=k \K

Nous pouvons en déduire qu'’il existe un polynéme v (s, t) € Z[s, t] tel que
Qx) =vo(s, 1)+ v1(s, DO +sX+0)++ v (s, D% +sx+ 0"

ol pour chaque k,

hof; .
ve(s, ) =) (]lc)(—l)kt’_kr,-(s).
i=k

Soient y, f les zéros de x? + sx + t dans une cloture algébrique Q(s, 1), alors Q(y) =
Q(B) = vy(s, t) ainsi
Resx(Q(x),x2 +sx+ 1) = (vols, 1)2.

De la proposition précédente, nous pouvons en déduire le résultat suivant.
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Proposition 2.3.3. Léquation (2.3.3) admet une solution (s*,t*) € 72 si et seulement si
P(X)P(-s* —x)—a=0 (mod x>+ s*x+ t*).

Alors nous étudierons les valeurs de s* € Z pour lesquelles P(x)P(—s* — x) — a est ré-

ductible et posséde un facteur quadratique.

Pour le polynéme R(s, t) — a, nous remarquons par la Proposition [2.3.2} que I'on peut
écrire P(X) + P(—s— X) sous la forme

P(X)+P(—s—x) = vo(s, ) + v1(8, D (X2 + sx+ 1)+ + vp(s, (x> + sx+ D"
Proposition 2.3.4. Soit
r(s,t) =Resy (P(x) + P(—s—x)—vo(s,t),P(x)P(—s—x)—a),

alors
r(s,H)=0 (mod (R(s, 1) — a)?).

Démonstration. Considérons
_ 2 h-1
Vix,s,t)=v1(s, 1)+ -+ vu(s, ) (x“+sx+ 1) 7,

et
Ry(s, 1) = Res, ((x2 + sx+ 1), P(X)P(=s — X) — ).

Donc nous avons
P(x)+P(=s—x)—vp(s, 1) = (X + sx+ DV (x,s, 1)

et
r(s,t) =Resy (V(x,s,t),P(X)P(—s—x) — a) Ri(s, 1). (2.3.5)

Soient y, f = —s—vy les racines de x% + sx+ t dans la cloture algébrique de Q(s, 1). Alors
nous avons
R(s,t) =Resy (x* + sx+ 1, P(x)) = P(y) P(~s — )
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et
Ri(s, 1) = (P)P(=s—7)—a)’ = (R(s, 1) — a)°

Ainsi
r(s,t) =Resy(V(x,s, 1), P(X)P(=s— x) — a) (R(s, ) — a)*

Nous concluons que r(s, ) =0 (mod (R(s, t) — a)?).

2.3.3 Irréductibilité du polynéme R(s, f) — a, pour a fixé dans Z \ {0}

Dans cette section, nous étudions l'irréductibilité du polynéme R(s, t) — a, ou a est

entier non nul fixé.

Théoréme 2.3.5. Soient a € Z\ {0}, P(x) € Z[x] un polynéme séparable de degré m, et

Q(s, x) € Z[s, x] un polynéme de la forme
Q(5,%) = Qus" + Quo1 ()" + -+ + Qo (),

avecn=1 et Q€ Z\{0}. Alors le polynome P(x)Q(s, x) — a est absolument irréductible.

Démonstration. Soient
A(s, %) = Ap(0)sE+ A1 (0)sE 14+ Ag(x)

et
B(s,x) = By(x)s* + Bp_1()s" '+ -+ By(x)

deux polyndmes dans une cloture algébrique de Q[x, s] telsque k= ¢, k+¢ = net
P(x)Q(s,x)—a= A(s,x)B(s, x) (2.3.6)
Supposons maintenant que ¢ = 1 et k + £ = n. Par identification des coefficients de s/,
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pour j =0,1,...,n, nous obtenons

P(x)Qpn = Ax(x)By(x),
P(x)Qn-1(x) = Ar(X)Bp—1(x) + Ag—1(x) Be(x),

Px)Qjx)= )Y Au(x)By(x), avec j=n-2,..,1, 2.3.7)
u+v=j
usk,vs/l

P(x)Qp(x) —a = Ao(x)By(x).

Comme P(x) est séparable, alors (Ax(x), By(x)) = 1. La deuxiéme équation dans
montre que Ag(x)|Ar_1(x) et By(x)|Bg_1(x). Les équations suivantes donnent Ay (x)|A;(x)
et By(x)|By(x), pour j =0,...,k—1eth=0,...,¢—1. Cela contredit la derniére équation
dans (2.3.7). Ainsi, de cela, nous pouvons conclure que ¢ = 0, donc B(s,x) = B(x) et
k = n = 1. En identifiant les coefficients des s” et s° dans (2.3.6), nous obtenons

1
a=B(x) | —Qo(x)An(x) — Ap(x)
Qn

Cela implique que B(x) est un polyné6me constant. O

Nous déduisons les résultats suivants.

Corollaire 2.3.6. Soient a € Z\ {0} et P(x) € Z[x] un polynome séparable, alors le poly-
nome P(x)P(—s— x) — a est absolument irréductible.

Démonstration. C’estun cas particulier du théoreme|2.3.5(avec Q(s,x) = P(—s—x). O

Corollaire 2.3.7. Supposons que a € Z\ {0} et P(x) € Z[x] un polynéme séparable. Soit
R(s, 1) = Resy(P(x), x* + sx + 1).

Alors le polynome R(s, t) — a est absolument irréductible.

Démonstration. Par larelation(2.3.4),
R(s, —x*— sx)—a=Px)P(-s—x)—a
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qui est absolument irréductible d’apres le Corollaire[2.3.6} ainsi nous avons que R(s, t)—
a est absolument irréductible.
O

2.3.4 Application de la méthode de Runge

Dans cette section, nous utiliserons la méthode de Runge pour montrer que I’équation
admet un nombre fini des solutions entieres, plus précisément nous utiliserons
le Théoreme de Schinzel.
Pour pouvoir appliquer le Théoréme[2.2.4] il nous faut déterminer la partie homogene
dominante de

R(s, 1) = Resy(P(x), x* + sx + 1).

Le lemme suivant nous permet de la déterminée.

Lemme 2.3.8. Soient P(x) € Z[x],
R(s, 1) = Resy(P(x), x* + sx+ )
et R* (s, t) sa partie homogeéne dominante. Alors
RY(s, 1) = a;,(—s)"P(~tls),

ouum =degP et ay, est le coefficient dominant de P(x).

Démonstration. Soient ay,...,a,, les racines de P(x). Alors nous avons

m
R(s, 1) =Resy (P(x), x* + sx + t) = a5, [ [ (&% + sa; + 1).
i=1

Donc
R*(s,1) =ap I}, (sa; + 1) = ap, [T, (=9) (—ai = )
= (=8)"am- am 1L, (-ai = {) = am(=s)"P(~t/s).

O
Théoréme 2.3.9. Supposons que b€ Z\{0} et f(x) € Z[x]. Sideg f —deg(ged (f, ') =3
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alors l'équation
Resy (f(x), x* +sx+1)=b (2.3.8)
admet un nombre fini des solutions entieres.
Démonstration. Soit D = ged(f, f'), et posons P(x) = %. Alors P(x) est séparable,
degP =3 et
Res, (f(x), x* + sx+ 1) = R(s, ) Res, (D(x), x* + sx + 1)

L'équation (2.3.8) implique qu'il existe un diviseur a de b tel que :
R(s,t)=a (2.3.9)

Posons F(s, t) = R(s, t) — a, alors d’apres le corollaire[2.3.7} F(s, t) est irréductible et par
le Lemme|[2.3.8, nous avons

F*(s,t) =RY(s,t) = a;,(—s)" P(—tls).

ol m = degP et a,, est le coefficient dominant de P(x). Les conditions du Théoreme
de Schinzel ne sont pas remplies. Donc I'équation admet un nombre fini
des solutions entieres. Ainsi les diviseurs de b sont en nombre fini, et que 'équation
admet un nombre fini des solutions entiéres. O
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Chapitre 3

Equations diophantiennes de la forme
x*—kxy+ky*+1ly=0

Dans ce présent chapitre nous étudions I’équation diophantienne suivante
2 2 _
x“—kxy+ky +ly=0

pour des valeurs entieres de k et /. Dans un premier temps, nous donnons une carac-
térisation des solutions entieres positives de cette équation en fonction de k et [ avec k
paire. Puis nous la considérons quand / =3" et k =2 (modulo 3); [ =2"3%et k =2k" +1
avec k' =2 (modulo 3) ol n, r et s sont des entiers positifs. Létude de cette équation
étant intimement liée a la théorie des équations de Pell-Fermat, nous donnons dans la
premiére section des résultats sur les fractions continues et dans la deuxieme section
nous présentons quelques résultats nécessaires dans la suite du chapitre sur les équa-
tions de Pell-Fermat. Enfin, dans la derniere section nous présentons notre étude sur
I’équation en question.

3.1 Fractions continues

Cette section est consacrée a I’étude de I'algorithme de fractions continues. La motiva-
tion principale de sa présentation ici est son utilisation dans la résolution de I’équation
de Pell-Fermat. Nous referons a Bugeaud [16] Cassels [17] et Hardy et Wright [34] pour
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les preuves des différents propriétés et résultats présentés ci-dessous.

3.1.1 Fractions continues : définitions et algorithme

Les fractions continues ou fractions continuées ont le don d'ubiquité en mathéma-
tiques. En effet, elles sont présentes dans des nombreux domaines tels que la théorie
des nombres, I'analyse numérique, 1'analyse complexe, la théorie des ensembles, la
physique, la musique,...

Définition 3.1.1. Une fraction continue finie décrit une expression de la forme :

ap +

a) +

ar +
az+---+

ap-1+—
an

ottageRetpouri>0a; eR;.

Remarque 3.1.1.

a) Nous utiliserons dans la suite la représentation moins embarrassante suivante d'une
fraction continue a la place de la précédente [ay, a, az, -, a;]

b) Siag € Zetpouri >0 a; € Nalors la fraction finie est dite simple.

La proposition suivante donne, en utilisant 1’algorithme d’Euclide pour le calcul du
pgcd (plus grand commun diviseur) de deux entiers, la fraction continue d'un nombre
rationnel.

Proposition 3.1.1. Le nombre x peut étre représenté par une fraction continue finie
simple si et seulement si il est rationnel.

Un autre résultat qui décrit exactement le développement en fraction continue d'un
nombre rationnel est donné dans la proposition suivante.
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Proposition 3.1.2. Un nombre rationnel peut étre représenté comme fraction continue
en exactement deux manieres, une de la forme [ay, a1, az,- -+, a,] avec a, = 2 et l'autre

est donnée par [ay, ay, az,- -+, an—1 —1,1].
Nous avons la définition plus générale suivante d'une fraction continue.

Définition 3.1.2. Une fraction continue infinie est définie par la limite suivante si elle
existe.

[aO)alr az, - v] = IllEIC}O[aO’al’az’”. ;an]

outageRetpouri>0a; eR;.

Remarque 3.1.2. Nous avons I’équivalent de la proposition dans le cas infini, en
effet, un nombre réel a peut étre représenté par une fraction continue infinie simple si

et seulement si il est irrationnel.

Lalgorithme du calcul de la fraction continue d’un irrationnel a :
1

Soient ay = [a] la partie entiere de a et a; = ﬁ ou {a} est la partie fractionnaire de « ,
a

donc a; > 1. Donc

1
a=ay+—.
a)

a; n’étant pas entier, il peut s’écrire a son tour sous la forme a; = a; + 6%2 avec a, > 1.

- PP 1
Ainsi pour tout n > 0, on définit a, = [a,]l eta,+1 = ﬁ eta,=a,+ a#“ Le processus
an n
ne s’arréte jamais car nous avons supposé que « est irrationnel. Ainsi, a tout nombre

irrationnel est associé une fraction continue infinie simple [ay, a;, az, -, ].

Définition 3.1.3. On appelle réduite d’ordre r de la fraction continue [ay, a, az,- -, ]
pour0 < r < n la fraction continue tronquée a r + 1 coefficients, autrement dit

— =lap, a1, az,---,a,;] = ap+ .
kl’ [aO!al)aZ)"' yar]

Les coefficients a,, sont appelés quotients partiels et les termes a,, les quotients complets.

La proposition suivante permet de calculer la réduite d'une fraction continue par ré-

currence.
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Proposition 3.1.3. Posons h_1 =1, k-1 =0, hy = ao, ko = 1 et définissons les suites
(M) n=1 et (kyp)=1 par

hn =anhp-1+hy—

kpn =ankp1+knpo

Alors la réduite d’indice n est donnée par k—" =lag, a1, az, -, ay).
n

La proposition suivante nous garantit que les réduites d’'une fraction continue sont

écrites sous forme irréductible.

Proposition 3.1.4.

i) Soient (h,)n>1 et (kn)n=1 les suites définies dans la proposition précédente, alors nous
avons
hnkn—l - hn—lkn = (_1)n_1

ii) Elles vérifient également
hnkp-o—hp_2k,=(-1)"a,

Remarque 3.1.3. En notant par r, laréduite d’'indice n, autrement dit r,, = P d’apres
n
la proposition précédent, nous avons :

. -1
1) ry—rp-1= —k(,,kj,l et

. -
I
iii) Ilestfaciledevoirquel =ky<k;etVn>1,k;, < k1 etdonclim, |7, —r,-11=0

iv) Nous avons également r| > r3 > r5 > --- > rg > 14 > 2. En d’autres toute réduite
d’indice impair est supérieure a toute réduite d’indice pair, les réduites d’indice pair
forment une suite strictement croissante et que les réduites d’indice impair forment

une suite strictement décroissante.

Proposition 3.1.5.

i) Soit [ay, a1, ay,---,] le développement en fraction continue d'un irrationnel a et ry, =
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lag, a1, as, -, a,] saréduite d’indice n alors

1
la -1yl < ———<—
ii)
hpape+hp_1
a=lag,a,az, -, Ap1]l = ———

knani+knoa

avec A1 = Ape1 + comme définit plus haut.

On+2

u
Proposition 3.1.6. Soient a un nombre réel et — un rationnel non nul. Si
v

u 1
ot <30
v

u z . . .
alors — est une réduite de la fraction continue de a.
v

3.1.2 Fractions continues d’un irrationnel quadratique

Définition 3.1.4. Une fraction continue infinie est périodique a partir du rang k s'il

existe un entier positif | fixé tel que ay = ay+, et on la note par

[a()’ ay, a, -, -1, Ak, A+1, Ak+2,** » Ak+1-10k> Ak+1, Af+2,***» ak+l—lJ

Le nombre | des quotients partiels répétés est appelé période de la fraction continue.

Le théoréme suivant est d'une importance capitale dans la résolution de I'’équation de

Pell-Fermat. Le sens direct a été démontré par Euler et la réciproque par Lagrange.

Théoréme 3.1.7. Si le développement en fraction continue de a est périodique alors a
est un irrationnel quadratique, en d’autre termes a est racine d’'un polynéme quadra-
tique a coefficients entiers. Réciproquement, si a est un irrationnel quadratique alors

son développement en fraction continue est périodique.

Il y arrive que certains irrationnels possédent un développement en fraction continue
purement périodique, c’est a dire périodique de le premier terme. Le théoreme suivant,
due a Galois, permet de savoir quand cela est possible.
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Théoreme 3.1.8. Le développement en fraction continue de lirrationnel quadratique
a est purement périodique si et seulement si a est réduit, autrement dit a > 1 et son

conjugué o' vérifie—1 < a’ <0.

Proposition 3.1.9. Si D est une entier positif sans facteur carré, alors le développement
en fraction continue de v D est donné par

VD = [a,, a1, az,a3, -, az, az, a,2ay]

3.2 Equation de Pell-Fermat

Dans cette section, nous présentons quelques résultats, nécessaires dans la suite, concer-
nant les équations dites de Pell-Fermat, ceux sont les équations diophantiennes de la
forme

X?-DY?*=N (3.2.1)

avec N un entier fixé et D = 2 n’est pas un carré parfait. Dans le cas N = 1, 'équation
est dite de Pell-Fermat, on trouve souvent seulement le nom Pell dans la littérature.
L'équation est dite de Pell-Fermat négatif dans le cas N = —1 et Pell-Fermat généralisée
dans le cas N quelconque.

Ces équations ont une longue et riche histoire. En effet, des mathématiciens grecs de
I'antiquité 'ont étudié pour approximer les nombres v/2. Une autre preuve de son an-
cienneté, plus célebre, est le probléme de beeufs du soleil découvert par le littéraire
et libraire allemand Lessing en 1773, attribué a Archimede. Le probleme comprend
d’'une part, un systeme de sept équations linéaires a huit inconnues et d’autre part
deux contraintes arithmétiques (une somme de deux inconnues doit étre un carré et
une autre de deux autres inconnues doit étre un nombre triangulaire). En simplifiant,
et en regroupant, on se ramene a une équation de Pell-Fermat.

Des avancées significatives, pour des valeurs particuliéres de D et N, ont été appor-
tées par des mathématiciens indiens. Par exemple Brahmagupta, au septiéme siecle, a
traité le cas D = 61, il a introduit la méthode Bhdvana qui lui permet d’obtenir plu-
sieurs solutions a partir de deux autres données. Il a été repris au douzieme siecle
par Bhaskara, qui a introduit une méthode cyclique, qui s’apparente a I’algorithme des
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fractions continues, connue sous le nom cakravala. Leurs travaux n’étaient connus en
Europe qu’a partir de 1817.

Fermat I’a étudié au dix-septieme siécle et conjectura que I'équation dansle cas N =1
admet toujours une solution non triviale, autrement dit une solution (x, y) différente
de (£1,0). Il lanca, pour des valeurs particulieres de D, un défi au mathématicien an-
glais de son époque. Brouncker et Wallis avaient relevé avec brio le défi et ont introduit
le lien avec les fractions continues. Euler a repris les travaux de Brouncker et Wallis et
a, en plus, considéré les équations quadratiques plus générales. C’est d’ailleurs Euler
qui I’a faussement nommé en I’honneur du mathématicien J. Pell sans aucune justifi-
cation. Lagrange a finalement résolu le probleme, en démontrant le théoreme
du paragraphe précédent.

L'équation de Pell-Fermat est aussi intimement liée au groupe des unités d'un corps
quadratique réel. En effet, elle permet de trouver I'unité fondamentale de ce corps.
Nous y reviendrons avec plus détails sur ce groupe dans le chapitre suivant.

3.2.1 Equation de Pell-Fermat

Nous considérons maintenant I’équation
X*-DY?=1. (3.2.2)

Définition 3.2.1. La plus petite solution positive x + yv' D autre que la solution triviale

est appelée solution fondamentale de l'équation.
Si D est un entier positif qui n'est pas un carré parfait, nous avons le théoreme suivant.

Théoreme 3.2.1. Soit D un entier qui n'est pas un carré parfait, l'équation (3.2.2) admet
une infinité des solutions entiéres x + yv' D. Toutes les solutions avec x et y positives sont
obtenu a partir de la formule

xn+yn\/5: (x1 +y1\/5)”

oit x1 + y1VD est la solution fondamentale de I'équation ((3.2.2)) et n parcourt l'en-
semble des entiers naturels.
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D’apreés le théoréme précédent, il suffit de connaitre la solution fondamentale del’équa-
tion de Pell-Fermat pour les connaitre toutes. Ainsi, il nous faut un moyen pour la trou-
vée. La méthode élémentaire qui consiste a tester des valeurs particulieres de X et Y’
n'est pas pratique, car pour certaines valeurs de D, méme petite, la solution fonda-
mentale est tres grande. Heureusement, I’algorithme de fraction continue permet de
trouver la solution fondamentale de I’équation.

En effet, soit X + Y /D une solution de I'équation de Pell-Fermat

X?-DY?=+1.
Alors
)X— Y\/B) )X+ Y\/B) - 1.
Donc 1
X—Y\/B‘ S —
‘ X+YVD
1
et comme X > Y VD Alors |X— Y\/5| < .D’ou
2YVD
X 1
vVD-Z|< —.
Y 2Y?

X
D’apres le théoreme (3.1.6) 7 est une réduite du développement en fraction continue

de v/D . Nous savons également par le théoréme (3.1.9) que le développement en frac-

tion continue de v D est périodique a partir d'un certain rang et est donné par

vD = [Clo,dl,dg,ag,"' , as, a2)a1)2a0]-

Le théoréme suivant donne I'’ensemble des solutions de 1'équation (3.2.2) en termes
des réduites de la fraction continue de v'D

Théoréme 3.2.2. Soient | la période de la fraction continue de /D, n un entier positif
et Z—Z les réduites de la fraction continue de v/D. Si | est pair alors toutes les solutions
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positives de I'équation (3.2.2), sont données par
x=hpi-1, et y=kuy-

alors quil n’y a pas des solutions a l'équation

X?-DY?=-1. (3.2.3)
Si | est impair, alors toutes les solutions positives de l'équation sont données par

X=hopi-1, et y=kon
et celles de I'équation par
x=hen-ni-1, et y=ken-1ni-1

Remarque 3.2.1. En contraste avec le cas N = 1 qui admet une infinité des solutions
dés que D soit un entier positif qui n’est pas un carré parfait, I'équation de Pell-Fermat
négatif n'admet pas toujours des solutions et si elle en admet, les solution sont en
nombre infini.

3.2.2 Equation de Pell-Fermat généralisée

Dans cette sous-section nous considérons I’équation de Pell-Fermat généralisée don-
née par,
U*-DV?*=N. (3.2.4)

ou N est un entier rationnel donné et D est comme dans le paragraphe précédent po-
sitif et sans facteur carré.

Cette équation n'admet pas toujours des solutions, mais que si elle en possede leur
nombre est infini. Ici, nous aurons besoin d’autres notions pour caractériser toutes les
solutions de I'’équation (3.2.4) lorsqu’elles existent.

Soient u+ vv/D une solution de I'équation (3.2.4) et x+ y\/ﬁ une solution de ’équation
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alors
(u+ v\/ﬁ)(x+y\/5) =(xu+vyD)+ (uy+ vx)VD

et qu'en vertu de 'identité de Brahmagupta, nous avons
(xu+ vyD)2 - D(uy+ vx)? = (u? - Dv?)(x® - Dyz) = N.

Ainsi, en posant u' = xu+ vyD et v’ = uy + vx, on remarque alors que u’ + v'v D est
aussi solution de I'équation (3.2.4).

Définition 3.2.2. Soient u+ vv/D et u' + v'v/D deux solutions de l'équation (3.2.4). Ces
solutions sont dites associées, s'il existe une solution x + y\/B de l'équation (3.2.2), tel
que

u' +v'VD=(u+vvD)(x+yVD).

Lensemble des solutions associées les unes des autres de 1'équation forment
une classe K des solutions de cette équation et il est clair, d’apres le traitement de
I’équation que la classe K contient une infinité des solutions. On se pose, alors,
la question de savoir quand est ce que deux solutions données u+ vv/D et u' + v'v/D
sont dans la méme classe. Il existe une condition nécessaire et suffisante pour cela.
Notamment que

uu'— Dvv' vu' — uv'

——€Z et ——¢€/Z

N

Soient K la classe des solutions de I’équation de la forme u, + v,VD et K’ la
classe contenant celles de la forme u,,— v, VD ol n € N. Alors K et K’ sont dites classes
conjuguées I'une de 'autre. Lorsque les classes conjuguées coincident, fait rarissime,
alors elles sont dites ambigués.
Soit K une classe des solutions de I'équation (3.2.4). Parmi ces solutions, on peut choi-
sir une, ug + vov/D par exemple, avec la plus petite valeur positive possible de vy. Dans
le cas o1 la classe K n'est pas ambigiie, puisque —ug + voV/D est dans la classe conju-
guée, 1, est défini de maniére unique aussi, par contre dans la cas ambigiie pour avoir
I'unicité on choisit la valeur positive de uy. La solution déterminée ainsi est appelée la
solution fondamentale de la classe de K.
Les théoremes qui suivent fournissent des bornes que la solution fondamentale d'une
classe K doit vérifiée selon que N est positif ou négatif.
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Théoreéme 3.2.3. Si u+ vV/D est la solution fondamentale de la classe K de l'équation
et si x; + yl\/ﬁ est la solution fondamentale de l'équation (3.2.2), nous avons les
inégalités

N VN
—— VN
V2(x1+1)

0<ul </ FLr DN
< > .

Dans le cas ot N est négatif nous avons le théoréme analogue suivant.

O<sv<

et

Théoréme 3.2.4. Si u+ vV/'D est la solution fondamentale de la classe K de 'équation
2.3.7) avec N négatif et si x; + y1V'D est solution la fondamentale de I'équation @3.2.2),

nous avons les inégalités
1
O=sv= __n__ vV IN|

V2 -1

0<lul < CL=DIN
< .

Remarque 3.2.2. Les bornes données par les théoremes précédents sont tres efficaces

et

pour déterminer la solution fondamentale d'une classe K quand elles sont petites, ce-
pendant elles peuvent devenir facilement gigantesque et rendent pénible voire impos-

sible a la main la détermination de la solution fondamentale d’une classe K.

La caractérisation des toutes les solutions de I’équation de Pell-Fermat généralisée est

donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 3.2.5. Si D est entier positif qui n'est pas un carré parfait et N € Z, alors
I'équation possede un nombre fini des classes de solutions. Les solutions fonda-
mentales de toutes les classes peuvent étre déterminées apreés un nombre fini de tests des
inégalités données dans les théorémes|3.2.3 et|3.2.4

Si uy + voV/D est la solution fondamentale de la classe K et x + yv/D est une solution de
I'équation (83.2.2) ou (3.2.3), alors toutes les solutions de la classe K sont données par

Un+ VD = (1o + voVD) (x + yVD)"
Nous finissons cette section par la remarque suivante.
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Remarque 3.2.3.

1) Sil'équation (3.2.4) n'admet aucune solution qui vérifie les inégalités données dans
les théoremes et alors elle n’admet pas des solutions.

2) Une condition nécessaire mais non suffisante pour que I’équation (3.2.4) soit réso-

luble est que N soit un résidu quadratique modulo D.

3.3 Sur I'équation diophantienne de la forme x° — kxy +
ky*+1y=0

Dans cette section nous donnons notre résultat portant sur I'étude de I’équation dio-
phantienne x? — kxy + ky? + Iy = 0. Ce résultat est contenu dans Alkabouss et al [2].

3.3.1 Introduction

Des nombreux résultats traitant I’équation diophantienne en question ont été publiés.
Par exemple, pour les entiers k et [ fixés, Hu et Le [39] ont étudié I'équation diophan-
tienne

2 —kxy+y*+1lx=0. (3.3.1)

Pour [ = 1, Marlewsli et Zarzycki [51] ont montré que cette équation admet une infinité
des solutions entiéres positives si et seulement si k = 3. De plus, ils ont posé la question
de savoir s'ils existent d’autres valeurs de k pour lesquels I’équation admet une
infinité des solutions entieres.

Keskin [44] a étudié I'équation pour [ = -1 et [ = 1. Il a montré que pour k >
3, I'équation (3.3.1) avec [ = 1 n'admet pas des solutions entieres positives, mais que
pour [ = —1, elle a une infinité des solutions entiéres. Il a considéré aussi les équations
diophantiennes x?> — kxy — y* + y = 0 et il a prouvé que ces équations admettent de
solutions entieres positives pour k = 1.

Ultérieurement, Yuan et Hu [83] ont répondu positivement a la question de Marlewsli

42



Chapitre 3. Equations diophantiennes de la forme x*> — kxy + ky> +1y=0

et Zarzycki [51] en montrant que I’équation pour [ = 1, admet un nombre infini
des solutions entieres si et seulement si k # 0 et k # £1. IIs ont aussi considéré 1'équa-
tion quand [/ =2 et [ =4 et ont déterminé pour quelles valeurs de I'entier positif
k ces équations admettent une infinité de solutions entieres positives.

Keskin, Karaatli et Siar, dans [43] et [42], ont traité les équations
2 2 _on_
x“—kxy+y -2"=0 (3.3.2)
et
x> —kxy+y*+2"=0 (3.3.3)

respectivement. IIs ont déterminé quand est ce qu’elles admettent une infinité de solu-
tions entieres positives pour 0 < n < 10. Dans le méme papiers les auteurs énoncerent

la conjecture suivante :
Conjecture 3.3.1.

(i) Soit n un entier impair et n > 2. Si k > 2" — 2 alors I'’équation (3.3.2) n’admet pas des
solutions entieres positives. Si k < 2" — 2 et ’équation (3.3.2) admet une solution, alors

k est pair.

(ii) Soit n un entier pair. Si k > 2" — 2, alors I'équation (3.3.3) n'admet pas des solutions
entieres positives impairs. Si k < 2" — 2 et 'équation (3.3.3) admet une solution entiére
positive impaire, alors k est pair.

Karaatli et Siar [41] ont considéré I’équation diophantienne
x> —kxy+ky*+1y=0 (3.3.4)

pour [ = 2¥,0 <k < 3, et ont déterminé pour quelles valeurs de I'entier positive k, ces

équations possedent une infinité de solutions entieres positives.

Recement, Mavecha [52] a considéré 'équation (3.3.4) pour [/ = 2", o1 n est un entier
positif ou nul et k un entier impair. Elle a montré que cette équation admet une infinité
de solutions entieres positives x et y si et seulement si k = 5.

43



Chapitre 3. Equations diophantiennes de la forme x*> — kxy + ky> +1y=0

Boumahdi et Al, dans [15], ont démontré, entre autres résultats, la conjecture de Keskin
et al.

Dans [2], nous avons traité I’équation (3.3.4) ol k et [ sont des entiers, avec k paire, sa-
tisfaisant certaines conditions, que nous déterminons, sous lesquelles cette équation
admet une infinité des solutions entieres positives. Nous traitons, également, la méme
équation pour les valeurs [ =3" et k=2 (mod 3); I =2"3° and k = 2k’ + 1 avec k' =2
(mod 3) avec n, s, t des entiers positifs. Nos résultats génélarisent ceux de Karaatli et
Siar [41].

3.3.2 Léquation x*> — kxy+ ky* + ly = 0 avec k pair

Dans cette sous section nous présentons le résultat principal du chapitre. En fait, nous
démontrons le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.2. Soient| et k des entiers avec k pair. Si I < k, alors U'équation x*—kxy+
ky?+1y = 0 admet un nombre infini des solutions entieres positives x et y si et seulement
(I, k) = (2,6). De plus, les solutions sont données par les suites (0t X, =x ety,=y)
Xp = % -1
1
Yn =- 5 (Un—2)

ol n est un entier impair et u,, v, sont donnés par les suites suivantes :
5] o
up =-2{@"+) (,;)@" @)
i=1

n+l

2 . .

v, = +2 Z(Zil’l_l)(z)n—21+l(3)l—1
i=1

Démonstration. Supposons qu’ils existent certains entiers positifs x et y qui vérifient
I'équation (3.3.4). En complétant le carré nous obtenons,

k \? k?
(x—gy) +(k—z)y2+ly:0. (3.3.5)
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2
Posons a = (k - Z) En multipliant la derniere équation par 4a nous obtenons I’équa-

tion suivante

a(2x—ky)* +(2ay+1)° =2,

Par le changement des variables u =2ay + [ and v = 2x — ky, nous avons I'équation
k2
u? - (Z—k) Ve =12 (3.3.6)

Dans I'équation (3.3.6) si k = 2, alors nous obtenons u? + v> = [? qui admet un nombre
fini de solutions entiéres en fonction [. Si k = 4, nous avons alors u? = [2, donc dans

ce cas aussi I’équation posseéde un nombre fini des solution. Ainsi, nous pouvons sup-
2

poser que k > 4, en d’autres termes (Z — k| > 0 et donc nous avons une équation de

Pell-Fermat généralisée. La solution fondamentale de 'équation de Pell-Fermat
k2
uz—(——k) =1
4

k
est donnée par u; = 5" land v; = 1.

2
Soit u+v i k) la solution fondamentale de la classe K de I’équation (3.3.6). Par

le théoréme|3.2.3} nous trouvons que 0 < v <

4

l
Si ﬁ <1 alors il y a seulement une classe de solutions dont la solution fondamentale

est donnée par v = 0 et u = +/. Le nombre infini de solutions entiéres de cette classe
peut étre trouvé a partir de la formule

n
[ i k k?
U+ Uy Z—k:il §—1+ Z—k .
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Alors u, et v, sont donnés comme suit.

o i Rl )

i
+1 | .
T k n-2i+1 k2 i-1
e s E G E) T B
l:

4

Les solutions de I'’équation (3.3.4) sont données par

k2
_Z(Z_k Yn+l =u,

2
Comme k > 4, nous avons (Z - k) > k > I? et comme y, = 1 (parce que nous sommes

intéressées par de solutions entiéres positives seulement) alors u, < 0. Donc a par-

tir de maintenant, nous considérons que u, est négatif. En prenant les équations des

k k
deux systéemes précédents modulo (5 - 2) nous obtenons que u, = -1 (mod 57 2) et

u,=1 (mod 5" 2). Autrement dit, nous avons 2/ =0 (mod 5" 2|, ainsi k—4 divise 41.

Comme [?—4 < k—4<4l,nous avons [2—4] -4 <0 et donc

le {1,2,3,4}

Dans la suite, nous déterminons pour chaque valeur de /, dans la liste précédente les

valeurs de k correspondantes, si elles existent, pour lesquelles I'équation (3.3.4) admet
une infinité de solutions entieres positives.

1) Sil=1d’apres ce qui précede 4 est un multiple de k—4 et k > 1. Ainsi k € {5, 6, 8}
et comme nous nous intéressons qu’'aux valeurs paires de k seulement, alors
k € {6,8}. Pour ces valeurs de k,il n’existe aucune solution entiére positive a

I’équation (3.3.4) en considérant certaines congruences convenables comme
nous le verrons.
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» Pour k=6, d’apres ce qui précéde, nous avons les équations suivantes :

131 ( o
Up=— ((2)" + Z ( .)(2)"_21(3)1) (3.3.7)
o1 \21
—6y,+1=u,. (3.3.8)

De I’équation (3.3.8), nous avons u, = 1 (mod2), alors que I'équation (3.3.7)
donne u,, =0(mod?2). D’ou la contradiction.

¢ Pour k =8, nous obtenons les équations suivantes :

1) o
Uy =— ((3)" +) (",)(3)"‘21(8)’) (3.3.9)
i=1\21
16y, +1 = u,. (3.3.10)

En considérant I’équation (3.3.10) modulo 8, nous obtenons u, =1 (mod 8).
L'équation modulo 8 donne u;, = —1 (mod 8) pour n pair et u,, = —3 (mod 8)
pour n impair, ce qui contredit la premiére congruence.
2) Sil=2alors k—4 divise 8, donc k € {5,6,8,12} et comme k doit étre pair et k > 4,
donc k € {6,8,12}.

¢ Pour k=6, d’apreés ci dessus-ci, nous avons :

2] o
Uy, = -2 ((2)" +y (:j)(z)"‘”(ss)’) 3.3.11)
i=1
6yn+2= up. (3.3.12)

Considérons modulo 3, nous trouvons que u;, =2 (mod 3). Del’équa-
tion (3.3.11), pour n pair nous trouvons que u, = —2(mod8) d’ou la contra-
diction. A partir de I'équation (3.3.12), nous voyons que y, existe si et seule-
ment si 3 divise (u, —2), qui est en accord avec I'équation car u, =
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—1(mod 3) pour n impair. En examinant le systeme suivant pour x,,

nous apercevons que

Un—Un

Donc x, existe si et seulement si u, et v, sont de la méme parité. Ce qui
est évidement vrai. Ainsi, dans ce cas nous avons une infinité de solutions
entieres positives et celles ci sont données par
Xp = In”tn +1
1 2
Yn= _g(un —2)

Pour k = 8, nous avons les équations suivantes

2] o
Uy = -2 ((3)" +y (Z)(S)”_Z’(&’) (3.3.13)
i=1
16yn+2 = up. (3.3.14)

Léquation donne u, =2 (mod8) et u, =2(mod8), tandis que I'équa-
tion donne, pour n pair , u, = -2 (mod 8), et pour n impair, u, =
—6 (mod 8), ce qui donne une contradiction.

Pour k = 12, nous obtenons les équations suivantes.

15 (4, o
Uy = —2 ((5)" +) ( _)(5)”‘21(24)’) (3.3.15)
i=1\21
—48y, +2 = Uy, (3.3.16)

Del’équation (3.3.16), nous apercevons que u, = 2 (mod 24), alors que I’équa-
tion (3.3.15) nous donne u, = -2 (mod 24) pour n pair et u,, = —10(mod 24)
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pour n impair, ce qui est absurde.

3) Si [ =3 alors 12 est un multiple de k -4, et donc k € {5,6,7,8,10,16}. Puis que,

nous somme intéressés en les valeurs de k pair et k > 9, alors nous vérifierons
les valeurs qui sont dans I'ensemble {10, 16}

¢ Pour k =10, nous avons les équations suivantes

131 ( o
Up=-3 ((4)" +) ( _)(4)”‘21(15)’) (3.3.17)
iz1\21
~30y, +3 = up. (3.3.18)

A partir del’équation (3.3.18), nous obtenons u,, = 3 (mod 15) et u, = 3 (mod 30),
tandis que ’équation (3.3.17) donne u;, = —3(mod 15) pour n pair et u, =
—12 (mod 30) pour n impair, ce qui est impossible

¢ Pour k = 16, nous avons les équations suivantes

3] o
U,=-3 ((7)" +y (;)(7)”_2’(48)1) (3.3.19)
i=1
—96yn +3 = up,. (3.3.20)

En considérant1’équation (3.3.20) modulo 48, nous obtenons u;, = 3 (mod 48),
mais I’équation (3.3.19) donne u, = —21 (mod 48) pour n pair et u,

=-3(mod48)

pour n impair, ce qui est absurde.

4) Sil =4 alors 16 est multiple de k —4, et donc k € {5,6,8,12,20}, mais comme k
doit étre pair et k > 16, alors la seule valeur de k a vérifier est k = 20.

¢ Pour k =20, nous obtenons les équations suivantes

L3] . .
iy = —4 ((9)" +y (:i)(g)”—”(soy) (3.3.21)
i=1
160y, +4 = 1y, (3.3.22)
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Considérant’équation modulo 80, nous remarquons que u, = 4 (mod 80).
Nous obtenons de I'équation que u;, = —-36 (mod80) si n est impair,
et pour n pair que u, = —4(mod 80). Dans tous les cas nous trouvons une
contradiction.

O

Nous déduirons dans le corollaire suivant le Théoréme 3.1, le Théoréme 3.2 et le Théo-

reme 3.3 de Karaatli et Siar [41] et nous les rendrons beaucoup plus précis.

Corollaire 3.3.3.

(i) Léquation x*> — kxy + ky? + y = 0 admet une infinité de solutions entiéres positives x

et y siet seulement k = 5.

(ii) Léquation x*> — kxy + ky? +2y = 0 admet une infinité de solutions entieres positives
x ety si et seulement k = 6,5.

(iii) L'équation x*> — kxy + ky* +4y = 0 admet une infinité de solutions entiéres positives
X et y si et seulement k =5,6,8.

Démonstration.

(i) Mavecha [52] a démontré que la seule valeur impaire de k pour laquelle il existe une
infinité des solutions entiéres positives x et y de I’équation (3.3.4) est k = 5. En vue du
théoreme précédent, il reste a considérer le cas k pair et k < 1. Donc il y en a aucun.

(ii) Le cas k impair est fait par Mavecha [52]. Nous avons démontré que quand k est
pair et [? < k alors la seule valeur de k pour laquelle il existe une infinité des solutions
entieres positives x et y I’équation est k = 6. Dong, il reste a traiter le cas k < [?
et k pair. Autrement dit, k < 4. Mais ces valeurs de k ont été traité avant I'’énoncé du
théoreme.

(iii) Comme ci-dessus, nous rappelons qu’il a été prouvé par Mavecha [52] que k = 5 est
la seule valeur impaire de k tel que I’équation admet une infinité des solutions
entieres x et y. En vue de notre théoréme, il reste a considérer le cas k pairou4 < k < 16.
Ainsi nous allons traiter les valeurs de k dans I'’ensemble suivant k € {6,8,10,12, 16}.
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e Pour k =6, nous obtenons les équations suivantes

15 (4, o
Uy = —4 ((2)” +) ( ) (2)”‘2’(3)’) (3.3.23)
i=1\21
—6yp+4 = up,. (3.3.24)

Nous avons d’apres I'équation (3.3.24) que u, =1 (mod 3) et!’équation (3.3.23) donne
u, = —1(mod3) pour n pair, ce qui est impossible. Pour n impair, de u, = -2(3y, —2)
nous apercevons que y, existe si et seulement si

13) o
@™ +3 (Z)(Z)”‘Zl(s)‘) = 1(mods3)
i=1

ce qui est vrai. Nous avons, aussi, que x, existe si et seulement si u, et v,, sont pairs,
ce qui est vrai aussi. Donc dans ce cas, nous avons une infinité de solutions entiéres

positives données par
Un—Up

12
Yn= _é(un_‘l)

Xp = +2

e Pour k =8, les équations que nous obtenons sont les suivantes

131, o
Uy = —4 ((3)” +) (21‘) (3)" % (8)’) (3.3.25)
i=1
~16y, +4 = up. (3.3.26)

En considérant I’équation modulo 16 nous obtenons alors u;, = 4 (mod 16),
mais 1'équation donne u;, = —4(mod 16) pour n pair, par conséquent nous
avons une contradiction. Pour n impair, pour que y, existe, il est nécessaire et suffi-
sant que (u, —4) = 0 (mod 16) qui est vérifié dans 1'équation (3.3.25). Aussi, d’apres le
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systéeme des équations suivant

nous avons 4x, = 2v, — (u, —4), donc x, existe si et seulement si v, est pair, qui est
vrai aussi. Par conséquent, dans ce cas également nous avons une infinité de solutions
entieres positives données par
Xp = 2Un = Un +1
1 4
Yn= - E (un —4)

e Pour k = 10, nous avons les équations qui suivent

12 o
i = —4 ((4)" £y (:i)m)"—z’(ls)’) (3.3.27)
i=1
30y, +4 = . (3.3.28)

En prenant I’équation (3.3.28) modulo 30 nous avons u, =4 (mod 30) et de 'équation
(3.3.27) nous avons que u, = —4 (mod 30), pour n pair, et u, = —16(mod30) pour n
impair, d’ot1 la contradiction.

e Pour k =12, nous obtenons les équations suivantes

13 o
Up = —4 ((5)" +) (;)(5)"—2’(24)1) (3.3.29)
i=1
—48y, +4 = Uy, (3.3.30)

En considérant modulo 48 I'’équation (3.3.30), nous trouvons alors u, = 4 (mod48).
Alors que, nous obtenons de I'équation (3.3.29) que u, = —4 (mod 48) pour n pair et
u, = —20(mod48) pour n impair. ce qui est impossible.
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o For k =16, nous obtenons les équations suivantes

151 (4, o
Uy = —4 ((7)” +) ( .)(7)"_2’(48)’) (3.3.31)
i=1\21
—96y, +4 = Uy (3.3.32)

L'équation (3.3.32) modulo 48 donne u, = 4 (mod48). Tandis que nous obtenons de
I’équation que u, = —4(mod48) pour n pair et u, = —28 (mod 48) pour n im-
pair. Ce qui est absurde.

Ce qui acheve la démonstration et donc les seules valeurs de k pour lesquelles I’équa-
tion (3.3.4) admet une infinité des solutions entiéres positives x et y sont k =5,6,8. [

Remarque 3.3.1. Nous n’avons pas traité le cas / = 8 dans le Théoreme Ce cas
correspond au Théoreme 3.4 dans Karaatli et Siar[41]. Cependant, nous pouvons dire,
en vue de notre théoreme principal et du résultat de Mavecha [52], qu'il reste a traiter
le cas k pair ou k < 64. Donc nous devons traiter 32 équations ou [/ et k sont connus.
Toutes ces équations peuvent étre traitées de la méme maniere, donc nous traitons le

cas [ =8 et k =8 comme exemple. Dans ce cas I'’équation est donnée par
x2—8xy+8y2+8y: 0.
D’apres ce qui précede , nous obtenons I’équation de Pell-Fermat généralisée
u* —8v° = 64.

La solution fondamentale de I'équation de Pell-Fermat u? —8v? = 1 est u; =3 and v} =
1. Par le théoreme [3.2.3| nous trouvons que 0 < v < 1. Ainsi, v € {0,1,}, mais v = 1 ne
vérifie pas 'équation de Pell-Fermat généralisée. Ainsi, il y a une seule classe ambigué
des solutions donnée par v = 0, et u = +8. Le nombre infini des solutions de cette classe
peut étre obtenu a partir de la formule

n

U, + 8vn:i8(3+\/§)
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Par les mécanismes développés au cours de la preuve du Théoreme [3.3.2} nous obte-

nons le systeme des équations suivant

L
up= -8{3"+)

1

(2711) (3) n-2i (8)1

3l
=1

| 2l
ve= £8| )

n )(3)”—2i+1 (8)i—l

7]
A (21

~
—

et

-16y,+8 =uy,

Nous remarquons de ce systéme que u, est négatif. En analysant ces deux systémes,
nous apercevons que y, existe si et seulement si u, —8 = 0(mod 16) ce qui est vérifié
et pour x, d’exister, de I'équation 4x,, — 8 = 2v, — u,, nous devons avoir que u, et v,
soient pairs, ce qui est vrai aussi. Alors dans ce cas nous avons une infinité de solutions

entieres positives x et y al’équation (3.3.4) donnée par les suites suivantres

1 .
Yn= _E(un_8)

xn:

Cela est en accord avec le Théoréme 3.4 dans Karaatli et Siar [41].

Remarque 3.3.2. Pour traiter le cas [ = 2%, de notre Théoréme et Mavecha [52],
il reste a traiter le cas k pair et k < 28. Donc pour chaque valeur de ! nous avons une
borne sur k et qu’il y a un nombre fini des équations a résoudre. Puisqu’il ne reste que
des calculs et que tous ceux ci peuvent étre traités comme dans la remarque précé-

dente, nous les avons omis.

3.3.3 Léquation x> —kxy+ky*+1ly=0avecl=3"et k=2(mod3)

Dans cette partie, nous traitons I'équation (3.3.4) quand [ = 3" et k = 2(mod3) ou n
est un entier positif. Pour ces valeurs de k et [ nous avons le théoreme suivant.

Théoréme 3.3.4. 'équation x*> — kxy +ky>+1y =0, oit] = 3" et k = 2(mod3) sont des
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entiers et n un entier positif ou nul, admet une infinité de solutions entieres positives x

et y siet seulement k = 5.

Avant de donner la démonstration de ce théoréeme, nous donnons deux lemmes de

Mavecha [52] qui seront utilisés dans la preuve.

Lemme 3.3.5. L'équation admet une solution si et seulement si I'équation
X*—kXY+kY*+LY =0

admet une solution pour un certain entier L avec L|l et pgcd(Y,L) = 1.
Lemme 3.3.6. Si(x, y) est une solution de avecpgcd(y,l) = 1, alors y estun carré.

Nous donnons maintenant la preuve du théoreme précédent

Démonstration. Nous divisons la démonstration en deux cas.

1. Supposons d’abord que n > 0. Soit (x, y) une solution de I'équation (3.3.4), alors
le Lemme[3.3.5]affirme que nous pouvons supposer pgcd(y, ) = 1. Dans ce cas,
d’apres le Lemma y est un carré. Posons y = a?, et donc de 1'équation
nous obtenons que x = at. Ainsi, I'équation devient

P —kat+ka®>+3"=0. (3.3.33)

Nous considerons les points suivants :

(i) Si3|t,comme pgcd(y,l) = pgcd(a?,3™) =1, en considérant1'équation (3.3.33)
modulo 3, nous apercevons que k = 0 (mod 3) qui contredit 'hypothése que
k=2(mod3).

(ii) Si SJ( t, alors en considérant 1’équation modulo 3, nous trouvons
que —kat = 0(mod 3). Nous obtenons encore une contradiction, car aucun
de ces entiers n’est divisible par 3.

2. Supposons maintenant que 7 = 0. Dans ce cas, 'éequation (3.3.4) devient x> —
kxy+ ky?+y = 0. Mais cette derniére équation est traitée dans le Théoréme
3.1 de Karaatli et Siar [41] ol il est démontré que I'équation (3.3.4) admet une

infinité de solutions entieres positives si et seulement si k = 5.

O
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3.3.4 Léquation x*—kxy+ky*+Ily=0avecl=2"3%et k =2k’ +1 avec

k'=2(mod3)

Nous avons aussi traité I’équation (3.3.4) pour [ =2"3% et k = 2k’ + 1 avec k' = 2 (mod 3)

ou s, t sont des entiers positifs. Pour ces valeurs de k et [ nous avons le théoréme sui-

vant.

Théoréme 3.3.7. Léquation x> — kxy+ky>+1y =0, pour | = 2"3% et k = 2k’ + 1 avec

k' = 2(mod3) des entiers oii s, t sont des entiers positifs ou nuls, admet une infinité de

solutions entiéres positives x et y si et seulement k = 5.

Démonstration. Nous suivons les mémes étapes que dans la démonstration du théo-

reme précédent.
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1)

2)

Supposons, d’abord, que r > 0 et s > 0. Soit (x, y) une solution de I"’équation
(3.3.4), alors le Lemme[3.3.5|affirme que nous pouvons supposer pgcd(y,1) = 1.
Dans ce cas, d’apres le Lemma y est un carré. Posons y = a?, et donc de
I'équation nous obtenons que x = at. Ainsi, I'équation devient

? —kat+ka®+2"3°=0. (3.3.34)

Nous considérons les points suivants.

(i) Si 3|t, comme pgcd(y, 1) = pgcd(a2,2’3s) = 1, en considérant 1'équation
(3.3.34) modulo 3, nous apercevons que k = 0(mod3) qui contredit notre
hypotheése selon laquelle k' = 2 (mod 3).

(i) Si311t, en considérant, également, I'équation modulo 3, nous obte-
nons que —kat =0(mod3). D’ou la contradiction, car aucun de ces entiers

n’est divisible par3.

Si r =0 et s # 0 nous obtenons le théoreme précédent et si r # 0 et s = 0 nous
obtenons le Théoréme 2.3 dans Mavecha [52]. Doncil reste a traiterle cas r = s =
0. Dans ce cas aussi, I’équation devient x2 - kxy+ky?+y = 0 qui est traité
dans le Théoreme 3.1 de Kaartli et Siar [41] ol il est démontré que I'équation

(3.3.4) admet une infinité de solutions entieres positives si et seulement si k = 5.
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Chapitre 4

Formes quadratiques et nombre des
classes

L'objectif de ce présent chapitre est I'étude de la décomposition des nombres premiers
dans certains corps quadratiques imaginaires. Pour le besoin de cet objectif, le rappel
de certains concepts liés au nombre des classes des corps quadratiques en question
est nécessaire. Ainsi le chapitre est subdivisé en trois parties. Dans la premiére section
nous présentons quelques notions générales sur les formes quadratiques binaires en-
tieres, la deuxiéme section est consacrée a quelques rappels de la théorie algébrique
de nombres et enfin dans la troisieme section nous donnons notre résultat qui porte
sur une borne inférieure concernant les nombres premiers qui se décomposent dans

un corps quadratique imaginaire en fonction du nombre des classes de ce corps.

4.1 Formes quadratiques

La théorie des formes quadratiques binaires entieres a joué un réle majeur dans le
développement de la théorie des nombres moderne. La théorie peut étre remontée a
Fermat a travers son fameux théoreme sur la somme de deux carrés et d’autres théo-
remes du méme genre qui ont été démontré plus tard par Euler. Cela a permis a Eu-
ler de découvrir la loi de réciprocité quadratique et de conjecturer d’autres résultats
dans la méme direction. Ultérieurement, Lagrange a développé la théorie générale
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des formes quadratiques binaires pour traiter le probléme des représentations des en-
tiers par ces formes, en introduisant les notions de discriminants, des substitutions
linéaires, d’équivalences de formes, des formes quadratiques binaires réduites. Le-
gendre et plus tard Gauss ont introduit la composition des deux formes. Gauss a dé-
montré la loi de réciprocité quadratique. Il a démontré, également, que les classes des
formes quadratiques binaires primitives définies positive de discriminant fixé forment
un groupe fini dont la loi de composition est donnée par la composition des formes
quadratiques.

Dans le sens de Lagrange, une forme quadratique binaire entiere est donnée par

ax®+bxy+cy? (a,b,ce 7) (4.1.1)

dont le discriminant est D = b? — 4ac. La définition de Gauss est 1égérement différente
de celle de Lagrange. Elle est donnée par a® + 2bxy + cy* dont le discriminant est D =
b? - ac. Le signe de D est trés important dans I'étude des formes quadratiques. Si D > 0
alors la forme peut représenter a la fois les entiers positifs et négatifs, ainsi elle est dite
indéfinie. Si D < 0, elle représente seulement les entiers positifs ou négatifs selon le
signe de a. Elle est dite définie positive si a est positif et définie négative si a est négatif.
De la définition du discriminant on tire le théoreme suivant qui donne quels entiers

rationnels peuvent étre discriminant d'une forme quadratique.

Théoreme 4.1.1. Soit D un entier fixé. Il existe au moins une forme quadratique binaire
entiere de discriminant D si et seulement si D =0 ou 1 (mod 4).

Dans la suite, nous nous intéresserons seulement aux formes quadratiques définies
positives et nous dirons que la forme quadratique est primitive si et seulement si le
plus grand commun diviseur de ses coefficient est égale a 1.

On dit qu'un entier m est représenté par la forme ax? + bxy + cy? s'ils existent des
entiers x et y tel que

m = ax*+ bxy+ cy? (a,b,ce 7).
La représentation est dite propre si x et y sont premiers entre eux.

Théoreme 4.1.2. Soit m un entier donné non nul. Alors m est proprement représenté par
une forme quadratique de discriminant D si et seulement si D est un résidu quadratique
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modulo |m)|

Deux formes f(x, y) et f'(x, y) sont dite équivalentes s'ils existent des entiers a, 3, y et
0 tels que

fx,y) =f(ax+By,yx+8y)

et ad —yp = +1. Léquivalence est dite propre si ad —yf = 1. Il est claire que cette équi-
valence est une relation d’équivalence. 11 est facile de voir que les formes quadratiques
équivalentes représentent les mémes nombres. Il est aussi, important de noter que les
formes quadratiques équivalentes ont le méme discriminant.

La définition qui suit est importante, car elle nous fournit un type particulier et essen-
tiel des formes quadratiques.

Définition 4.1.1. Une forme quadratique primitive définie positive f (x,y) = ax*+bxy+
cy? estréduitesi—a<b<a<cou0<b<a=c.

Nous aurons besoin de deux lemmes suivants dans la suite dont les preuves peuvent
étre trouvées dans Cox [19].

Lemme 4.1.3. Soit F(X,Y) = AX? + BXY + CY? une forme quadratique binaire primi-
tive définie positive qui est réduite. Alors F(X,Y) = (A—|B| + C) min(X?, Y?).

Lemme 4.1.4. Soit F(X,Y) = AX? + BXY + CY? une forme quadratique binaire primi-
D

tive définie positive qui est réduite de discriminant D < 0 alors A < %

Nous dirons que deux formes quadratiques sont dans la méme classe si et seulement

si elles sont proprement équivalente.

Définition 4.1.2. Soit D un entier donné qui n'est pas un carré parfait. On appelle
nombre de classes de D le nombre de classes d’équivalences de formes quadratiques bi-

naires de discriminant D.

Théoréme 4.1.5. Soit D un entier donné, qui n'est pas un carré parfait. Toute classe
d’équivalence de formes quadratiques binaires de discriminant D contient au moins une
forme réduite.

Un autre résultat important dans la théorie des formes quadratiques est le théoréme

suivant :
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Théoreme 4.1.6. Toute forme quadratique définie positive primitive est proprement

équivalente a une unique forme réduite.

Démonstration. Voire Cox [19]. O

Puisque les formes quadratiques binaires que nous considérons seront réduites et que
pour un discriminant D < 0 fixé, nous avons d’apres le Lemme etle Théoréme4.1.6|
le théoreme suivant :

Théoreme 4.1.7. Soit D < 0 un entier donné. Alors le nombre h(D) des classes de formes
quadratiques binaires primitives définies positive de discriminant D est fini et il est égal

au nombre des formes réduites de discriminant D.

Soient f(x,y) et g(x, y) deux formes quadratiques primitives définies positives de dis-
criminant D. Une forme quadratique F(x, y) avec le méme qualificatif est leur compo-
sition si

fx,y»gu,v)=FBi(x,y;u,v),B2(x,y;u,v))

ou les
Bi(x,y;u,v)=ajxu+bixv+c;yu+d;yv pour i=1,2

sont des formes bilinéaires entieres.

Remarque 4.1.1. 1l existe plusieurs manieres de composer deux formes quadratiques
et les formes obtenues ne sont pas nécessairement proprement équivalentes. Pour ob-

tenir une opération bien définie Gauss imposait les conditions suivantes :
arb,—axby =+f(1,0), ajco—azc; =+g(1,0)

et définit la notion de composition directe si le signe + survient toujours dans les deux
expressions précédentes.

Gauss a démontré le résultat suivant sur la composition de formes quadratiques.

Théoreme 4.1.8 (Gauss). Lensemble de classes d'équivalences de formes quadratiques
binaires muni de la composition directe est un groupe abélien fini.
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Remarque 4.1.2. Il est reconnu, unanimement, que ce résultat est 'une des décou-
vertes la plus profonde de Gauss et a été précurseur a la théorie des groupes qui est

née quelques années plus tard.

Récemment, Bhargava [13] a généralisé la loi de composition de Gauss de la maniere
suivante : Etant donné un cube de sommets entiers, il définit les formes quadratiques
a partir de trois paires des faces opposées. Si les nombres sur les deux faces sont pla-
cés dans I'ordre dans deux Matrice carrés A et B (ou le méme coin est toujours utilisé
pour 'entrée droite de A) alors il définit la forme quadratique binaire par le négatif
du déterminant de Ax + By. Bhargava a démontré que ces trois formes ont le méme
discriminant et que leur produit est I'identité dans le groupe de classes. De plus, trois
formes quadratiques quelconques dont leur produit est I'identité découle de cette ma-
niere. De ce résultat Bhargava a obtenu des nombreux résultats profonds en géométrie
arithmétique.

Durant le développement de la théorie algébrique des nombres (voir la prochaine sec-
tion) au dix-neuvieme siecle, I'étude des formes quadratiques a été interprété dans
cette théorie. Pour une forme quadratique donnée f(x, y) = ax® + bxy + cy* de discri-

+vD
minant D, il peut lui étre associée un idéal (a, T) qui est un Z—module dans le

corps quadratique Q(v/D). Deux idéaux a et b sont dit équivalents s'ils différent par un
idéal principal, en d’autre termes si ils sont dans la méme classe dans le groupe des
classes d'idéaux dans I’anneau des entiers D@( /D) de Q(vVD). Réciproquement, dans
chaque Z—module du corps quadratique Q(v/D), en considérant un idéal inversible et
en utilisant sa norme on peut lui associer une forme quadratique binaire entiere.

Un des faits importants qui lie les deux théories est que I’équivalence des idéaux qu'on
vient de définir correspond a I’équivalence des formes quadratiques binaires définies
plus haut.

4.2 Quelquesnotions de la théorie algébrique des nombres

La théorie algébrique des nombres est la branche de la théorie des nombres qui utilise
les méthodes algébriques pour résoudre des problemes liés au nombre. Son dévelop-
pement s’est accéléré au début du vingtieme siécle suite aux travaux de Gauss sur les
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formes quadratiques et surtout grace aux tentatives de Kummer sur la résolution du
dernier "théoreme" de Fermat. En effet, Kummer a introduit la notion des nombres
idéaux pour compenser le manque des nombres premiers qui font défaut, selon lui,
pour obtenir I'unicité de la factorisation des nombres en produit des nombres pre-
miers dans certains anneaux des entiers. Par la suite, Dedekind a généralisé le concept
en introduisant les idéau.x, et a obtenu ’équivalent du théoréme fondamentale de l'arith-
métique dans certains anneaux qui porte son nom de nos jours. Dans cette section
nous rappelons certains définitions et résultats, de la théorie, tirés presque entiere-
ment de Marcus [50], Samuel [65], Lang [46], et Niven [59] pour ne citer que ceux la.
Nous ne donnons aucune preuve de ces résultats qui peuvent étre trouvés dans les

livres ci-mentionnés.

4.2.1 Corps de nombres et ’anneau de ses entiers

Nous entendons par anneau (respectivement corps) dans ce chapitre un anneau (res-
pectivement corps) commutatif unitaire.

Quelques critéres d’irréductibilités

Il est connu que si K est un corps alors I'anneau des polyndmes K[ X] est euclidien, en
d’autres termes nous avons dans cet anneau la notion de division euclidien, de la fac-

torisation unique en élément irréductible et la notion du plus grand commun diviseur.

Définition 4.2.1. Un polynoéme f(x), non identiquement nul, est irréductible ou premier
sur le corps de rationnels Q s’il ne peut pas s'écrire comme produit f(x) = g(x)h(x) ot
g(x) et h(x) sont deux polynémes de degrés positifs.

Définition 4.2.2. Un polynéme f(x) = a,x"+---+ay, a coefficients entiers est dit primitif

si le plus grand commun diviseur de ses coefficients est 1.
Théoréme 4.2.1. Le produit de deux polynémes primitifs est primitif.

Théoréme 4.2.2 (Lemme de Gauss). Supposons qu'un polynome unitaire f(x) a coef-
ficients entiers se factorise en deux polynémes unitaires a coefficients rationnels, f(x) =
g(x)h(x), alors g(x) et h(x) sont a coefficients entiers.
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Le critere d’Eisenstein permet de savoir quand est ce qu'un polynome a coefficients

dans Q. Il est tres pratique dans certains cas.

Théoreme 4.2.3 (Critere d'Eisenstein). Considérons un polynome f(x) = apx"+---+ag
a coefficients entiers. Si un nombre premier p divise tous les a; sauf pour i = n et p* ne
divise pas ay alors f(x) est irréductible dans le corps Q de rationnels.

Nombres algébriques et entiers algébriques

Définition 4.2.3. Un nombre complexe a est dit nombre algébrique s’il est solution d’'une
équation polynomiale f(x) = 0 ou f est a coefficient dans Q.

Un nombre complexe qui n’est pas algébrique est dit transcendant.

Remarque 4.2.1. Sile coefficient dominant a, de f(x) est différent de 0, alors il admet
un inverse dans @, on peut donc considérer le polynéme, dans la définition précé-
dente, unitaire. Ainsi, un nombre algébrique « satisfait un unique polynéme unitaire
irréductible sur Q.

Définition 4.2.4. Le polynéme minimal de « est l'unique polynome unitaire irréductible

f(x) tel que f(x) =0. Le degré de f (x) est appelé le degré du nombre algébrique a

Définition 4.2.5. Un nombre algébrique « est dit entier algébrique s'il satisfait une équa-

tion polynémiale g(x) = x"* + a,_1x" "' ---+ ay oit les coefficients a; sont entiers relatifs.

Théoreme 4.2.4. le polynéme minimal d’'un entier algébrique est unitaire est a coeffi-
cients entiers.

Théoréeme 4.2.5. Sia et sont des nombres algébriques, alors a + 3 et a3 sont aussi des
nombres algébriques. Si a et  sont des entiers algébriques, alors a + 3 et af sont aussi
des entiers algébriques

Du théoréme précédent, on obtient ce théoreme suivant :

Théoreme 4.2.6. Lensemble de tous les nombres algébrique forment un corps. Len-
semble de tous les entiers algébriques forment un anneau.
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Remarque 4.2.2. La définition précédente d’'un nombre algébrique se généralise a un
corps quelconque. En effet, soient L un corps, K un sous-corps de L et « € L. Alors a
est dit algébrique sur K s'il est solution d'une équation polynomiale f(x) =0 ou f esta
coefficient dans K.

De méme un entier algébrique se généralise a tout anneau.

Définition 4.2.6. Soient B un anneau et A un sous-anneau de B, on appelle la fermeture
intégrale de A dans B, l'anneau des éléments de B qui sont entiers sur A.

Si A est integre et si K est son corps de fraction, la fermeture intégrale de A dans K est
appelée fermeture intégrale de A.

Soient B un anneau et A un sous-anneau de B, si la fermeture intégrale de A est 'anneau
B tout entier, on dit qu'alors que B est entier sur A.

Définition 4.2.7. On dit qu'un anneau A est intégralement clos s’il est integre et si sa
cloture intégrale est A lui méme.

Définition 4.2.8. Un corps de nombre K, ou corps de nombres algébrique, est une ex-
tension finie du corps de rationnels Q. Autrement dit, c’est un Q—espace vectoriel de di-
mension finie. La dimension de cet espace vectoriel , noté [K : Q], est appelée degré de

lextension.

Remarque 4.2.3. Les éléments d'un corps de nombres K qui sont entiers dans Z sont

appelés entiers de K. Ils forment un sous-anneau Ok de K qui est un Z-module de
rang [K : Q].

Proposition 4.2.7. SoientK un corps et P(x) € K[X] un polynéme non constant. Il existe
une extension algébriquell deK tels que P(x) est scindé dans L[ X].

Définition 4.2.9. Un corps K est dit algébriquement clos si tout polynéme non constant
P(x) a coefficients dans K se factorise en facteur linéaire dans K[X].
Corps conjugués d’'un corps de nombres

On dit que deux corps L et M contenant K sont conjugués sur K ou K-isomorphes s’il
existe un isomorphisme v : L — M tel que ¥ (x) = x pour tout x € [, en d’autre termes

si v laisse invariant K.
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Définition 4.2.10. Soient L et M deux extensions de K. Deux éléments x dell et y de M

sont dit conjugués s'il existe un unique K -isomorphisme vy tels quey(x) = y.

Lemme 4.2.8. Soient K un corps de caractéristique finie ou nulle, et P(x) € K[X] un
polynéme unitaire irréductible. Si P(x) se décompose en facteur linéaire dans une ex-
tension L deK alors toutes ses racines sont distinctes.

Théoreme 4.2.9. Soient K un corps de caractéristique finie ou nulle, L une extension
de degré fini n de K et M un corps algébriquement clos contenant K. Alors il existe n

K -isomorphismes distincts de L dansM.

On peut déduire de ce théoréme le corollaire important suivant appelé théoréme de

I'élément primitif.

Corollaire 4.2.10. SilK un corps de caractéristique finie ou nulle et L une extension de
degré finin delK, alors il existe un élément a del tels quelL =K (a). a est appelé élément
primitif.

Corps quadratique

Un corps quadratique est un corps de nombre de degré 2 sur Q, autrement engendré

par une racine d'un polynéme quadratique unitaire irréductible sur Q.
Proposition 4.2.11. Tout corps quadratique K est de la forme Q(vd)

La structure de 'anneau des entiers du corps Q(v'd) est donné par le théoréme sui-

vant :

Théoréme 4.2.12. SoitK = Q(v/d) un corps quadratique, avec d € Z sans facteurs carrés

(i) Sid =2 ou3 (mod4), l'anneau O des entiers K est l'ensemble des nombres de la
forme a+ bVd, aveca,be Z.

1
(ii)) Sid =1 (mod4), D est l'ensemble des E(U +vVd) avec u, v € Z de méme parité.

Remarque 4.2.4. Un corps quadratique Q(v'd) est dit quadratique réel si d > 0 et qua-
dratique imaginaire si d < 0.
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Trace et Norme

Soit K un corps et L une extension de degré fini de K (on peut considéré le cas plus
générale en travaillant avec les anneaux). Pour a € L, on considere I'endomorphisme

multiplication par a vy, définit par : pour B e, v, (B) = ap.

Définition 4.2.11. La trace et la norme d’'un élément a € L sont définies par la trace et la

norme de l'endomorphisme v, respectivement.
On peut tirer des propriétés de I'’endomorphisme vy, certaines propriétés de la trace et

la norme. En effet, soit a, €L et y € K alors

Tryk(a+PB) =Tryk(@) + Tryk(B) Tryk(ya) =yTrk(a), Trk(a)=n.a
et
Nk (ap) = Nk (@ Nk (B) Ny (ya) = y"Nyk (@), Nyk(a) =a"

Proposition 4.2.13. SoientlL une extension de degré fini n d’'un corps, de caractéristique
Ooufini, K, a el et ay,---,ay, les racines du polynome minimal de a sur K (possible
dans une cloture algébrique) répétée chacune r fois, ot r = [K(a) : K]. Alors Try k(@) =

ar+--+apet Nyygl@)=ay---ay

Proposition 4.2.14. Soient A un anneau integre, K son corps de fraction etL une exten-
sion de degré fini de K. Soit a € L entier sur A et si de plus K est de caractéristique nulle,
alors Tr k(@) et Nk () sont entiers sur A

Corollaire 4.2.15. Si nous supposons de plus que A est intégralement clos alors Try jk (a)

et Nk (@) sontdans A.

Discriminant d'un corps de nombres

Définition 4.2.12. Soient une extension d’'un corpsK dedegré fininet(a,---,a,) dans
L". Lélément de K défini par

D(ay---,ap) =det(Tr k(a;a;))
est appelé discriminant du systeme (ay -+, ap).
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Proposition 4.2.16. Soit (1, B,) un autre systeme del.”" qui vérifie B; = Z;’zl ajjaj,
alors

D(B1--+,Bn) =det(a;j)*D(a; -+, an)

Définition 4.2.13. Soientl uneextension d’'un corpsK dedegréfininet(a,---,a,) dans
L". On appelle discriminant de L sur K, l'idéal principal de K engendré par le discrimi-
nant de w'importe quelle de base de L surlK, il est noté par Oy jk .

Proposition 4.2.17. Si®y  contient un élément qui n'est pas diviseur de 0, alors il est
nécessaire et suffisant, pour qu'un systeme (ay - -+, ) € L" soit une base de L surK, que

DKk soit engendré par D(a; -, ap).

Proposition 4.2.18. Soient K un corps de caractéristique nulle ou fini, L un extension
de degré finideK eto,---,0, les n K-isomorphismes distincts de L dans un corps al-
gébriquement clos contenant K. Si (a;---,a,) est une base de L alors D(a---,a,) =
det(oi(a;))?*.

Proposition 4.2.19 (Lemme de Dedekind). Considérons un groupe G, un corps
Keto,, - ,0, des morphismes distincts de G dans le groupe multiplicatif K*, alors les

o sont linéairement indépendants.

4.2.2 Anneau de Dedekind et idéaux fractionnaires

Dans cette partie, nous présentons les anneaux de Dedekind dans le but d’obtenir un

équivalent du théoréeme fondamentale de I'arithmétique dans ces anneaux.
Théoreme 4.2.20. Soient A un anneau et M un A-module. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes.

1) Toute famille non vide de sous-modules de M possede un élément maximal.

2) Toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire.

3) Toute sous-module de M est de type fini.
Définition 4.2.14. Un A-module M est noethérien si il vérifie les conditions équivalentes

du théoreme précédent. Un anneau A est dit noethérien s’il est un module noethérien
quand il est vu comme un A-module.
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Proposition 4.2.21. Soient A un anneau noethérien intégralement clos, K son corps de
fraction, L une extension de degré fini de K et A’ la fermeture intégrale de A dans\L. Si on
suppose de plus que la caractéristique delK est nulle alors A" est A-module de type fini et

un anneau noethérien.

Nous rappelons qu’'un idéal p est premier si 'anneau quotient A/p est un anneau in-
tegre et qu'un idéal m est maximal (maximal parmi les idéaux strict de A) si I’anneau
quotient A/m est un corps.

Lemme 4.2.22. Considérons un anneau A, p un idéal premier de A et A’ un sous-anneau
de A. Alorspn A’ est idéal premier de A'.

Définition 4.2.15. Soient a et b deux idéaux d'un anneau A. On appelle le produit

d’idéaux ab l'ensemble des sommes finies ) (a;b;) otta; € aetb; €b

Remarque 4.2.5. ab estunidéal de Aetqueabcanhb.
Le produit des idéaux est associatif et commutatif et possede 'anneau A tout entier

comme |’élément neutre.

Soient M un A module, N un sous-module de M et a un idéal de A le produit aN est

bien défini et c’est un sous-module de M.

Lemme 4.2.23. Soit p un idéal premier d'un anneau A et supposons que p contient un

produit d'idéaux a,a, - - - ag. Alors p contient l'un d’eux.

Lemme 4.2.24. Dans un anneau noethérien, tout idéal contient un produit d’idéaux
premiers. Dans un anneau noethérien integre A tout idéal non nul contient un produit
d’idéaux premiers non nuls.

Définition 4.2.16. Soient A un anneau integre et K son corps de fraction. On appelle
idéal fractionnaire de A (ou par abus de langage de K) tout sous A-module ] de K tel
qu'il existe d € A non nul qui satisfait ] < d~' A, en d’'autre termes que tous les les élément

de ] ont le méme dénominateur d € A.

Remarque 4.2.6. Lesidéaux ordinaires de A sont les idéaux fractions avec d = 1 et pour
un souci de confusion on les appelle souvent idéaux entiers.
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Etant donnés deux idéaux fractionnaires I et J, leur produit est donné par I'ensemble
des sommes finies } (x;y;) ou x; € I et y; € J. Si les dénominateurs communs de I et
J sont respectivement d et d’ alors I+ J, I] et I nJ sont des idéaux fractionnaires de
dénominateurs communs respectifs, dd’, dd' et d ou d’.

Les idéaux fractionnaires non nuls de A forment monoide commutatif pour la multi-

plication.

Définition 4.2.17. Un anneau noethérien A, intégralement clos et dont tout idéal pre-

mier non nul est maximal est appelé anneau de de Dedekind.

Théoreme 4.2.25. Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, L une
extension de degré fini de K et A' la fermeture intégrale de A dans L. Supposons que K
est de caractéristique0, alors A’ est un anneau de Dedekind et A-module de type fini.

Remarque 4.2.7. Le théoreme précédent affirme que I'anneau des entiers d'un corps

de nombre est de Dedekind, mais il n’est pas toujours principal.

Théoréme 4.2.26. Dans un anneau de Dedekind A qui n'est pas un corps, tout idéal

maximal de A admet un inverse dans le monoide des idéaux fractionnaires de A

Le point (i) du théoreme suivant donne I'équivalent du théoreme fondamentale de
I'arithmétique aux anneaux de Dedekind.

Théoreme 4.2.27. Soient A un anneau de Dedekind et P I'ensemble des idéaux premiers
non nuls de A.

(i) Tout idéal fractionnaire non nul J de A s’écrit de fagon unique, a l'ordre d’apparition
des idéaux prés, sous la forme

3= 1"
pepP

ot les ny (J) € Z sont tous nuls sauf un nombre fini.

(ii) Le monoide des idéaux fractionnaires non nuls de A est un groupe.

Le théoremed4.2.27| affirme que I'ensemble fr(A) des idéaux fractionnaires non nuls
d’'un anneau de Dedekind est un groupe. Les idéaux fractionnaires principaux forment
un sous-groupe pr(A) distingué de ce groupe.
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Définition 4.2.18. Le groupe quotient CL(A) = fr(A)/,ra) est un groupe abélien fini
appelé groupe des classes d’idéaux de A. Lordre du groupe CIl(A) est appelé nombre
des classes de K et est noté hy

Remarque 4.2.8.

1) Le groupe CI(A) joue un role important pour un anneau des entiers d'un corps de
nombres car il permet de savoir, entre autres, quand est ce que cet anneau est princi-
pal. En effet, 'anneau A est principal si le groupe CI(A) est le groupe trivial, c’est a dire
quesi hx =1.

2) Il existe une autre manieére de définir le groupe des classes d’idéaux. On dit que deux
idéaux I et J de fr(A) sont équivalent s’il existe a € A tels que I = aJ. Autrement dit,
s'ils différent par un idéal principal. Léquivalence d’idéal fractionnaire est une relation

d’équivalence et donc on peut passer au quotient.

Proposition 4.2.28. SoientK un corps de nombre de degré n, et A l'anneau de ses entiers.

Soit x est un élément non nul de A. Alors Ny ¢(x) = card(A/ Ax)
Nous savons que Ny /q(x) € Z car x € A.

Définition 4.2.19. Soit a un idéal entier non nul de A. Alors, on appelle norme de a le

nombre card(A/la). On le notera par la suite par N(a).

Proposition 4.2.29. Soient a et b deux idéaux entiers non nuls de A, alors N(ab) =
N(a)N(b)

4.2.3 Finitude du groupe des classes et du groupe des unités

Avant de donner les deux théoremes principaux de la théorie, nous rappelons quelques
résultats de la géométrie des nombres, un autre domaine de la théorie de nombres qui
utilise les outils de la géométrie pour traiter des problemes de la théorie des nombres,

qui sont utilisés dans la démonstration de ces théorémes.
Définition 4.2.20. On appelle un réseau deR", tout sous-groupe discret de rang n deR".

Théoréme 4.2.30 (Minkowski). Soient L un réseau de R" et S un sous-ensemble inté-
grable de R" tels que u(S) > v(L). Alors il existe deux éléments distincts de S tels que
x—yelL.
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Dans le théoreme précédent, u désigne la mesure de Lebesgue dans R” et v le "volume"
du réseau L.

Corollaire 4.2.31. Soient L un réseau de R" et S une partie intégrable, symétrique par

rapport a0 et convexe deR". Supposons que l'une des conditions suivantes est vérifiée :
i) u(S)>2"v(l)

ii) pu(S)>2"v(L) et S est compacte.
Alors SN L comporte un autre point autre que 0.

Soit K un corps de nombre de degré n, il est connu qu'’il existe exactement, par le théo-
reme de I'élément primitif, » plongements distincts g; : K — C. Si t désigne la conju-
gaison complexe alors pour tout i, il existe j € [1,---,n] telque o;o1=0jetque o =0;
si et seulement si 0;(IK) c R. Soit r; le nombre des i tels que g;(K) c R, alors il existe
un entier r, tels que n = r; +2r,. les 2r, désignent les couples du plongements com-
plexes. Nous dirons par la suite que K posséde r; plongements réels et un couple de r,
plongements complexes et que ces r; + r, plongements déterminent tous les autres en

posantoj,,, =0 pourr;+1< j<r;+r;. Posons
o) = (0100, , 0145, (X)) R x Cy.

o est appelé plongement canonique de K dans R x C}

Proposition 4.2.32. Soient N un sous-module libre de rang n de K et (x;)1<i<n une

Z—base de N. Alors o (N) est un réseau deR" dont le volume vérifie
v(O(N) =272 |deti<i j<n(0i(x)))|

Proposition 4.2.33. Soient K un corps de nombres, de discriminant absolu d, A I'an-
neau des entiers delK eta un idéal entier non nulde A. Alors o (A) et o (a) sont des réseaux
et vérifient

vioA)=2""1dl">  v(o@)=2""1dl"* N(a).

Proposition 4.2.34. Soient K un corps de nombres, de degré n, possédant r; plonge-
ments réels et un couple de r» plongements complexes, de discriminant absolu d et a un
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idéal entier non nul de K. Alors a contient un élément non nul x qui vérifie
4\"2 p!
| Nics ()] < (—) — |d|"? N(a)
m) n

On déduit de la proposition précédente les deux corollaires suivants.

Corollaire 4.2.35. Considérons les mémes notations que dans la proposition précédente.

Alors toute classe d’'idéaux de K contient in idéal entier J vérifiant

4\ n!
N@) < (—) ) apre
T n"

Corollaire 4.2.36. Soient K un corps de nombres, de degré n et d son discriminant ab-

. T
solu. Alors pour tout n = 2, d vérifie |d| = —

37.[ n—1
3 (I) et aussi il existe une constante

indépendante de K qui majore logldl’

Théoreme 4.2.37. Si K est un corps de nombre de degré n = 2, alors son discriminant
absolu d ne peut étre +1.

Théoreme 4.2.38. Soit K un corps de nombre. Alors le groupe des classes d'idéaux de K
est un groupe abélien fini.

Définition 4.2.21. Les éléments inversibles de 'anneau D des entiers deK sont appelés
les unités de O et souvent par abus de langage les unités de K et ces élément forment
un groupe multiplicatif Oy .

Proposition 4.2.39. SoientK un corps de nombres et x un élément del<. Une condition

nécessaire et suffisante pour que x soit une unité est qu'il soit un entier de norme +1.

Le deuxieme résultat majeur de la théorie algébrique de nombres est le théoreme des
unités de Dirichlet, démontré dans la premiere moitié du dix-neuvieme, donné par

I’énoncé suivant.

Théoreme 4.2.40 (Dirichlet). Soient K un corps de nombres de degrés n, possédant r,
plongements réels et un couple de r» plongements complexes etr =r,+ 1, — 1. Le groupe
des unités Oy delK est isomorphe au produit direct 2" x G, oit G est un groupe cyclique
fini, composé des racines de l'unité contenues dans K.
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Les deux propositions qui suivent explicitent le groupe des unités d'un corps quadra-

tique.
Proposition 4.2.41. SoitK = Qv/D un corps quadratique imaginaire. Nous avons trois
cas possibles pour le groupe G des unités delK :

i) SiD#-1,-3 alorsG=1{-1,1}

ii) SiD=-1,alorsG=1{-1,1,-1i,i}

~1-v=3 1+v-3 -1+V-3 1—\/—3}
2 2 7 2 2

iii) SiD=-3,alorsG = {—1, 1,

Proposition 4.2.42. SoitK un corps quadratique réel, alors ses unités positives forment
un groupe isomorphe a Z. Lunique générateur de ce groupe est appelé unité fondamen-
tale delK.

Remarque 4.2.9. Soient K = Qv/D un corps quadratique réel avec D > 2 sans facteur
carré et x = a+ bv/D une unité de K. Alors —x,x 'et— x~! sont aussi des unités de
K. Nous savons que N(x) = (a + bv'D)(a— bV D) = £1, alors les unités mentionnés ci
dessus sont de la forme +a + bv/D et qu'un seul d’entre eux est strictement supérieur
a1 pour x # +1. Ainsi les unités de K qui sont > 1 sont de la forme a + bv'D avec a et b
strictement positif.

Si D =2,3 (mod4), comme I’anneau des entiers Dy de K est un Z—module libre de base
(1,v/D), alors les unités a + bv/D de K qui sont > 1 avec a, b > 0 vérifient I'équation

a’ - Db? = +1

qui est I'’équation de Pell-Fermat que nous avons étudié dans le chapitre précédent.
Toutes les solutions de cet équation s’obtiennent en posant a,, + b,,v'D = (a; + b1V D)
oll a; + b1 VD est 'unité fondamentale de K. Si la norme de I'unité fondamentale est 1,
alors 'équation a® — Db? = —1 n’'admet des solutions.

Si D =1 (mod 4), on trouve I'’équation de Pell-Fermat de la forme a’>—Db? = +4 que
nous avons déja considéré dans le chapitre 3.

Ainsi toutes les solutions de I'équation de Pell-Fermat sont les unités du corps quadra-
tique réel K.
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4.2.4 Décomposition des nombres premiers dans le corps des nombres

Soient A un anneau de Dedekind de caractéristique nulle, K son corps des fractions, L
une extension de degré finie de K et B la fermeture intégrale de A dans L, on a déja vu
plus haut que B est un anneau de Dedekind et que B est'anneau des entiers de L.

Soit p un idéal premier de A, alors Bp est un idéal de B qui s’écrit Bp = H?:l B;% ol les

B; sont les idéaux premiers de B

Proposition 4.2.43. Les idéaux premiers *B; sont justement les idéaux J de B pour les-
quelsJNA=p

On peut ainsi faire correspondre a 'anneau quotient A/p un sous-anneau de B/*5; qui
sont des corps car A et B sont de Dedekind. Ainsi On sait aussi que B est un A-module
de type fini d’apres le théoréme [4.2.25, alors B/‘B; est une extension de dimension
finie de A/p, notons f; son degré, il est appelé degré résiduel de B; sur A. L'entier e;
qui survient dans la décomposition de Bp est appelé indice de ramification de *B; sur
A.

Il est facile de voir que Bpn A = p et que B/ Bp estun A/p-espace vectoriel de dimension
finie.

Proposition 4.2.44. Avec la définition des indices ci dessus nous avons l'égalité sui-

vante:
q

Y eifi=IBIBp:Alpl=n

i=1
Proposition 4.2.45. Avec la définition des indices ci dessus 'anneau B/ Bp est isomorphe
au produit []7_, B/%B;*

Définition 4.2.22. Lidéal premier p de l'anneau A est dit ramifié dans B (ou dansL) si

l'un des indices de ramifications e; dans Bp = ]'[f.’:1 B,% vérifiee; = 2.

La théorie de discriminant d'un corps de nombres donne des informations sur la ra-
mification des idéaux.

Lemme 4.2.46. Soient A un anneau et des B --- B, des anneaux contenants A et qui

sont des A-modules libre de rang fini et B = H?:l B; leur anneau produit alors D9 =
Hf-’:l Do, /a1
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Lemme 4.2.47. Soient A et B des anneaux de sorte que B contient A et possédant une
base fini (x1,---,xy), et a un idéal deA. En posant x la classe d'un élément x de B dans

B/aB. Alors (x1,---, x,) est une base de B/aB sur Ala et on a de plus
D(x_lyrm :D(X1,"‘ ;xn))

Lemme 4.2.48. Soient K un corps de caractéristique 0 ou un corps fini, et L une K-
algebre de dimension finie sur K. Alors, L est réduite si et seulement si Dy ;i # (0)

Définition 4.2.23. Considérons deux corps de nombres K et tels quelK c L, A et B des
entiers de K et L respectivement. On appelle idéal discriminant de B sur A (ou delL sur
IK) noté par D9 ou Dy l'idéal de A engendré par les discriminant des bases de L sur
K contenu dans B.

Comme Tr(x;x;) € A pour toute base (x1, -, x,) de L sur K contenue dans B, alors
D9 est un idéal entier de A.

Théoréme 4.2.49. Conservons les mémes notations que dans la définition précédente.
Un idéal premier p de A se ramifie dans B si et seulement si il contient l'idéal discrimi-
nant ®ss 9. Il y a seulement un nombre fini des idéaux premiers de A qui se ramifient
dans B.

Proposition 4.2.50. Considérons un corps de nombres L de degré n sur Q et (xy,++,Xp)
une base entiere dell sur Q. Si D(xy,---,Xy) est sans facteurs carrés, alors (x1,---, xy) est

une base sur Z de l'anneau des entiers B delL.

Décomposition des premiers dans un corps quadratique

Définition 4.2.24. Soit a un entier et n un entier positif tel que pgcd(a,n) =1, a est
appelé résidu quadratique modulo n si l'équation x* = a (mod n) admet une solution et

dans le cas out I'équation n'a pas de solutions a est appelé un non résidu quadratique.

Le théoréme suivant décrit quels nombres premiers sont ramifiés dans un corps qua-
dratique.

Théoréme 4.2.51. Soit d un entier relatif sans facteurs carrés et posons K = Q(vd) le
corps quadratique engendré par vV d.
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(i) Les nombres premiers impairs p pour lesquels d est un résidu quadratique modulo p

et2 si p =1 (mod 8) sont décomposés.

(ii) Les nombres premiers impairs p pour lesquels d est un non résidu quadratique mo-
dulo p et2 si p =5 (mod 8) sont inertes.

(iii) Les diviseurs premiers impairs de d et2 sid =2 ou 3 (mod 8) sont ramifiés.

Loi de réciprocité quadratique

Définition 4.2.25. Soit p un nombre premier, pour un entier a, on définit le symbole de
Legendre (%) par

g _ . . .
(p)—O si a divise p
(%) =1 sia estunrésidu quadratique mod p

(%) =—1 sia estun non résidu quadratique mod p

Proposition 4.2.52. Soit p # 2 un nombre premier, alors

1) (%) =1, (—7}) = (=)Dl

2) %) = aP~V'2(mod p)
» (3)(3)= (%)
4) Sia=b (modp) alors( =
5) Sipgcd(a,b) =1 alors (“2)
6) (%) — (_1)(p2—1)/8

Le théoréeme de réciprocité quadratique a été conjecturé par Euler et démontré par

Gauss. Il permet de résoudre une large classe des équations diophantiennes quadra-

tiques, il s’énonce comme suit :
Théoreme 4.2.53 (Loi de réciprocité quadratique). Si p et q sont deux nombres pre-

(ﬂ) (B) = (=P~ D@-Dls
pJ\q

Il existe une généralisation du symbole de Legendre au cas o1 p n’est pas un nombre

miers distincts alors

premier, appelé symbole de Jacobi.

76



Chapitre 4. Formes quadratiques et nombre des classes

Définition 4.2.26. Soient n et a des entiers avec n impair et positif. Par le théoreme fon-
damentale de l'arithmétique n s'‘écrit n = pyp2--- pi ot les p; sont des nombres premiers

non nécessairement distincts. Alors le symbole de Legendre est défini par

a k (a
=11
ou (%) est le symbole de Legendre.

Corps Cyclotomique

Un exemple historique des corps de nombres est le corps cyclotomique. En effet, Gauss
aintroduit la cyclotomie pour la démonstration de son fameux théoréme sur la construc-
tion des polygones a 17 cotés.

Considérons un corps de nombres K. Toute racine { du polynéme x” —1 = 0 dans K,
pour tout entier positif 7, est appelé racine de I'unité de K. De plus, cette racine est
dite primitive 7€ de I'unité si {” # 1 pour tout p < 7.

Remarque 4.2.10. Les racines n°¢ de 'unité d'un corps forment un groupe cyclique
isomorphe & Z/nZ dont le générateur est une racine primitive p®” de I'unité. Lordre

de ce groupe est ¢(n) ol ¢ est la fonction indicatrice d’Euler.

Nous considérons dans la suite de ce paragraphe que le cas ou n est un nombre pre-

mier. On peut facilement généraliser ces résultats au cas ou n est composé.
Théoreme 4.2.54. Soit p un nombre premier quelconque. Alors le polynome cycloto-
mique

P e xP 2 x4 1

est irréductible dans Q[ X]

Définition 4.2.27. On appelle corps cyclotomique, le corps de nombre engendré par les
racines du polynome cyclotomique, autrement les corps engendré par les racines primi-
tives p®™€ de l'unité.

Théoréme 4.2.55. Soient un nombre premier p et{ une racine primitive p°™ de l'unité.

L'anneau des entiers du corps cyclotomique Q({) est le Z-module libre Z[{] dont la base
est donnée par (1,(,---,{P~?.
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Remarque 4.2.11. Kummer avait réussi a démontrer le dernier théoréme de Fermat
pour une classe de nombres premiers qu’il a nommé nombre premier régulier. Un
nombre premier p est dit régulier s’il ne divise pas le nombre de classe hg() du corps

cyclotomique Q(¢) o1 { est une racine primitive p®™ de I'unité.

4.3 Sur les plus petits premiers qui se décomposent dans

un corps quadratique imaginaire

4.3.1 Introduction

Dans son fameux traité, intitulé Disquisitiones Arithmeticae, Gauss annonca son pro-
bleme de nombre des classes. Ce probleme demande de lister pour tout entier positive
donné n, tout les corps quadratiques imaginaires qui ont n pour nombre de classes,
bien que le probleme originel était énoncé dans le langage des formes quadratiques
binaires. Gauss conjectura que h(D) — oo quand —D — oo et que pour certaines pe-
tites valeurs de n les listes qu’il en donna sont complete. Ce probleme a une tres longue
histoire et des nombreux auteurs I’ont considéré.

Nous pouvons mentionner par exemple que Heilbronn [36] a résolu le probleme géné-

ral de manieére non effective.

Le cas n =1, qui est connu sous le nom du probleme de nombre de classe Un de Gauss,
a été résolu pour la premiere fois par Heegner [35], bien que sa démonstration n’a pas
été accepté par la communauté de son vivant, car elle contient quelques lacunes mi-
neures. Le probleme a été résolu completement par Baker [7], en utilsant sa théorie et
Stark [73].

IIs ont aussi résoluy, jointement, le cas n =2 [11].

Goldfeld [31] a démontré que le probléme peut étre réduit a I’existence d'une courbe

elliptique dont la fonction L de Hasse-Weil possede un zéro d’ordre trois au point s = 1.

Gross et Zagier [32] ont prouvé I'existence d’une telle courbe en fonction de la dérivé
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de sa fonction L de Hasse-Weil, et le probleme est réduit alors a un nombre fini des

calculs
Oesterlé [60] a généralisé le théoreme de Goldfeld et a résolu le cas n = 3.

Watkins [78] a modifié I'approche de Goldfeld en considérant les fonctions L de Diri-

chlet avec des zéros de faible poids proche de la droite réelle pour traiter les cas n < 100.

Dans [45] Lamzouri et al ont prouvé entre autres résultats des bornes supérieurs et in-
férieurs pour L(1, y) et {(1 + i?) et ont déduit des bornes explicites pour le nombre de
classes des corps quadratiques imaginaires conditionnellement sur ’hypotheése Géné-

ralisé de Riemann(HGR).

Recement, Beckwith [12] a démonté une estimation pour le nombre des discriminants
fondamentaux négatifs jusqu’a — X dont le nombre des classes sont indivisible par un
premier donné et dont le corps quadratique imaginaire satisfait un ensemble donné

des conditions locales.

Dans cette section, nous démontrons une borne inférieure sur les plus petits premiers
qui se décomposent dans un corps quadratique imaginaire en terme de son nombre

des classes. Ce résultat est contenu dans [3].

4.3.2 Nouveau résultat

Dans cette section, nous donnons notre résultat. En effet, nous démontrons le théo-

reme suivant.

Théoreme 4.3.1. Soit D un entier tel que D <0 et D = 0,1(mod 4). Soit K = @(\/5) et
hi le nombre des classes delK. Alors, les hi + 1 plus petits nombres premiers impairs qui

se décomposent dans K vérifient l'inégalité suivante :

1
P12 7V 3|D]
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Nous aurons besoin du lemme suivant dans la démonstration du théoreme précédent.

Lemme 4.3.2. Soit G = A'X?+ B'XY + C'Y? une forme quadratique binaire primitive
1
définie positive qui est réduite. Alors C' = 1 V3|D|

v

Démonstration. Soit D = B> —4A'C' le discriminant de G. Alors, —D = 4A'C’ — B’

D
0 © —D < 4A'C' et par le lemme précédent nous savons que A’ < 4/ |3—| Ainsi, C’

IV

1
—v3|D| O
4

Démonstration. Soient D un discriminant fondamental négatif et K = Q(v/D). Soit hy
le nombre de classes de K. Il est bien connu qu'ils existent ik formes réduites de dis-
criminant D. Notons les par Fj, ..., Fj, .
Soitp un nombre premier impair qui se décompose dans K. Alors p peut étre propre-
ment représenté par I'une des hy formes réduites.

Considérons py, ..., pp, +1, les h +1 plus petits nombres premiers qui se décomposent
dans K. Alors au moins deux nombres premiers p; and p; sont représentés par la

meéme forme réduite (avec i < j). Soit
G=A'X>+B' XY +C'Y?

la forme quadratique en question. Comme la plus petite valeur que G peut représenté

est A" alors p; = A'. Comme G représente aussi p;, alors p; > A’. Donc p; = C'. Ainsi,

1
par le lemmef4.3.2/nous avonsp; = C' > Z‘/3|D| ce qui acheve la démonstration.

O
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Résumé:

L’analyse diophantienne est la branche de la théorie des nombres qui traite, en particulier, les équations
polynomiales a coefficients entiers et dont les solutions recherchées sont entieres. Ce genres d’équations
sont appelées équations diophantiennes. Le manque d’une méthode générale pour résoudre une équation
diophantienne quelconque ouvre la voie & la mise en place des méthodes spécifiques. Pour certaines
familles d’équations diophantiennes ces méthodes spécifiques existent.

Dans cette these, nous avons apporté les contributions suivantes.

Soient Res,(P(x),Q(x)) le résultant en = de deux polyndmes, s, t et a des entiers rationnels. En
utilisant une amélioration de la méthode de Runge due a Schinzel, nous avons démontré que I’équation
diophantienne de type résultant, donnée par Res,(P(z), z?+sz+t) = a admet un nombre fini de solutions
entieres.

Nous avons étudié aussi I’équation diophantienne 22 — kzy +ky? +1y = 0 ol k et [ sont des entiers avec
k pair. Nous avons également considéré la méme équation quand [ = 3™ et k = 2 (modulo 3); | = 273°
et k =2k 4+ 1 avec k' =2 (modulo 3) ou n, r et s sont des entiers positifs. Nous avons utilisé la théorie
des équations de Pell-Fermat généralisées pour fournir une caractérisation des solutions entieéres de ces
équations.

Enfin, nous avons obtenu une borne inférieure sur les h + 1 plus petits nombres premiers qui se
décomposent dans un corps quadratique imaginaire ou h désigne le nombre des classes de ce corps.

Abstract:

Diophantine analysis is the branch of number theory which deals with, in particular, polynomial equa-
tions with integer coefficients and for which the solutions are also integers. Such equations are called
Diophantine equations. The lack of general method to solve any Diophantine equation open the way to
come up with specific methods. For the some family of Diophantine equations such methods exist.

In the thesis, we brought the following contributions.

Let Res,(P(x),Q(x)) be the resultant of two polynomials in z, s, ¢t and a be rational integers. Using
an improvement of Runge’s theorem due to Schinzel, we have proved that the resultant Diophantine
equation, given by Res,(P(x),2? + sz +t) = a, has only a finite number of integer solutions.

We have, also, studied the Diophantine equation x? — kxy + ky? 4+ ly = 0, where k and [ are integers
with k even. We considered the same equation when [ = 3" and k = 2 (modulo 3); I = 2"3% et k = 2k’ +1
with ¥’ = 2 (modulo 3) where n, r and s are positive integers. We used the theory of generalized
Pell-Fermat equations to obtain a characterisation of integer solutions of these equations.

Finally, We get a lower bound on the first 2+ 1 prime numbers that split in some imaginary quadratic
fields, where h denotes the class number of this fields.
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