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Résumé

Le phénoméne des données manquantes est sujet actuel d’autant plus que sa récurrence
est notée dans les questionnaires qui sont un outil essentiel de collecte de données. En santé
publique les questionnaires sont des instruments d’auto-évaluation de plus en plus adoptés. En
effet en 2004 'agence américaine en santé publique AHRQ (Agency for Healthcare Research and
Quality) a développé un célébre questionnaire, nommé HSOPSC (Hospital Survey on Patient
Safety Culture), destiné a améliorer la qualité de la prise en charge des patients dans les structures
américaines publiques de santé et consistant a évaluer la culture de sécurité du patient du point
de vue du personnel de ces établissements. Ce questionnaire a par la suite été adopté par plusieurs
autres pays. Cependant de par sa longueur, le HSOPSC souffre d’un probléme d’acceptabilité de
la part de la cible et pourrait alors conduire & un fort taux données manquantes. Ce volume du
questionnaire (42 items) allonge souvent la durée des enquétes (19 mois pour le questionnaire
HSOPSC réalisé en France entre 2013 et 2014), et dans certains cas des colts pourraient étre
induits.

L’objectif général de notre travail est de reconstruire automatiquement un questionnaire
HSOPSC dont nous avons artificiellement retiré certaines réponses suivant un mécanisme aléa-
toire. Ses motivations résident a deux niveaux, d’abord répondre efficacement & un probléme de
non-réponses qui se poserait pour d’autres questionnaires du méme type, ensuite proposer une
anticipation sur le probléme d’acceptabilité du questionnaire mais aussi sur d’éventuels cotits ou
durées des enquétes. Pour ce second niveau, le questionnaire serait alors réduit au départ avant
d’étre soumis. Ce sous-échantillonnage du questionnaire vise & augmenter ses chances d’accepta-
bilité mais aussi a réduire les durées et éventuels cotits des enquétes.

Nous proposons alors un modéle bayésien de factorisation de matrices positives. Le modéle
en question est de type poisson-gamma, c’est-a-dire une vraisemblance de loi de poisson pour
les données et des lois a priori gamma pour les paramétres. L’algorithme de reconstruction
automatique que nous développons ici repose alors sur la procédure d’inférence sur les paramétres
qui un échantillonneur de Gibbs. L’originalité de la contribution que nous proposons dans cette
thése réside dans le fait qu'un tel modéle n’a, & notre connaissance, jamais été utilisé auparavant
pour une tache d’imputation sur des données de questionnaires, et en particulier ceux de type
HSOPSC. Au dela de la particularité de notre approche, son intérét est surtout de proposer un
algorithme d’imputation avec des performances acceptables ou méme supérieures & celles des
principales méthodes récentes aussi basées sur le principe de factorisation matricielle.

Pour mener & bien ce travail, nous donnons d’abord quelques préliminaires résumés en deux
chapitres. Le premier étudie quelques aspects essentiels de la modélisation bayésienne. Le second
étudie la factorisation de matrices positives. Ensuite nous présentons la problématique des non-
réponses et 'état de l'art au troisiéme chapitre, avant de donner la méthodologie que nous
proposons au quatriéme chapitre. Les performances de notre algorithme de reconstruction sont
comparées a celles de plusieurs autres méthodes récemment développées : il s’agit de procédures
d’analyses factorielles ou d’apprentissage automatique. Deux critéres sont retenus pour évaluer la
perte de 'information : la divergence Kullback-Leibler qui compare les histogrammes reconstruits
et ceux originaux, et le RMSE (root mean square error) qui décrit la racine carrée de lerreur
quadratique moyenne. Si pour le premier critére notre algorithme donne des résultats acceptables
jusqu’a 20% de réponses retirées, pour le second il présente les meilleures performances a partir
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de 35% de taux de non-réponses.

Mots-clés : modélisation bayésienne, factorisation de matrices positives, modéle poisson-
gamma, questionnaire, données manquantes, algorithme, échantillonnage de Gibbs, imputation,
reconstruction automatique.



Abstract

The phenomenon of missing data is an important issue, especially in medical survey question-
naires, which are an essential tool for data collection or instruments of self-evaluation in public
health. In 2004, the American agency for public health AHRQ (Agency for Healthcare Research
and Quality) developed a survey questionnaire called HSOPSC (Hospital Survey on Patient Sa-
fety Culture), designed to improve the quality of patient care in US public health structures by
assessing safety culture from the point of view of the personnel of these institutions. This survey
was subsequently adopted by several others countries. Because of its length, the HSOPSC suffers
from a problem of acceptability on the part of the medical workers and could lead to a high
rate of missing data. In addition, the volume of the questionnaire lengthens the duration of the
survey (19 months for the HSOPSC survey conducted in France between 2013 and 2014), and in
some cases costs could be incurred.

The overall goal of our work is to automatically reconstruct an HSOPSC survey from which
we have artificially removed some responses using a random mechanism. Its motivations reside
on two levels. The first motivation is to answer to the problem of missing data which could
arise for others surveys of the same type. The second motivation is to anticipate on the problem
of acceptability of the survey and possible costs or durations of investigations, by reducing the
length of the questionnaire. For this second level, the questionnaire would then be reduced
initially before being submitted by subsampling specific sets of questions for each participant.
The sub-sampling of the questionnaire aims to increase its chances of acceptability but also to
reduce the durations and possible costs of investigations.

In this thesis, we propose a Bayesian model of factorization for nonnegative matrices. Our mo-
del is of Poisson-Gamma type, namely, assumes a Poisson distribution for the data and Gamma
prior distributions for the parameters. The reconstruction algorithm developed here is based on
the Gibbs sampler inference procedure for the parameters. The originality of our contribution is
that such a model has, to our knowledge, never been used before for an imputation task on me-
dical survey data, and in particular HSOPSC. Beyond the peculiarity of our approach, its main
interest is to propose an imputation algorithm with acceptable or even higher performances than
recent methods also based on the principle of matrix factorization.

To present this work, we first give some preliminaries summarized in two chapters. The first
chapter examines some key aspects of Bayesian modeling. The second chapter provides details on
nonnegative matrix factorization. In the third chapter, we introduce the problem of missing data
and the state-of-the-art methods before presenting our new methodology in the fourth chapter.
The performances of our reconstruction algorithm are compared with those of several others
recently developed methods developed for factorial analysis or machine learning procedures. Two
criteria are used to evaluate the loss of information : the Kullback-Leibler divergence comparing
reconstructed and original histograms, and the root mean square error (RMSE). For the first
criterion our algorithm gives acceptable results up to 20% of removed responses, for the second
it presents the best performance from a rate of 35% of non-responses.

Keywords : Bayesian modeling, nonnegative matrix factorization, Poisson-Gamma model,
survey questionnaire, missing data, algorithm, Gibbs sampling, imputation, automatic recons-
truction.
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Introduction générale

Lors de I'étude d’'un phénoméne, comme par exemple la cartographie d’une épidémie, une
enquéte sur le niveau de vie d’une population, ou un questionnaire auto-administré au sein d’une
structure, la collecte de données est une phase cruciale qui nécessite une bonne méthodologie
afin d’éviter une perte de données qui biaiserait les analyses statistiques. Toutefois, malgré ces
précautions prises des cas de pertes de données sont notés dans la pratique. A coté de la perte
de données, il y a d’autres situations causant ’absence de données. C’est le cas, par exemple,
d’informations inexploitables considérées comme des données manquantes. Pour ce qui concerne
les questionnaires d’enquétes les données manquantes désignent les non-réponses. Alors plusieurs
situations peuvent expliquer I’apparition des non-réponses dans des données d’enquétes. En effet
il peut s’agir pour celles-ci, dans certains cas, d’un refus de la part des répondants de renseigner
sur certains points du questionnaire du fait de leur caractére sensible, ou, dans d’autres cas, d’une
incompréhension de certaines questions posées. Par ailleurs d’autres contextes peuvent également
expliquer les cas de non-réponses. Il s’agit des cas de non-réponses voulues ou contrélées par les
enquéteurs (décideurs, responsables de structures ...). Ceux-ci peuvent alors décider de réduire
délibérément les questionnaires avant de les soumettre. Dans ce cas les non-réponses seraient
donc majoritairement dues aux questions (retirées) non soumises. Deux motivations expliquent
en général cette situation, d’une part le fait de vouloir augmenter les chances d’acceptabilité
du questionnaire, d’autre part anticiper sur des contraintes de cotits et de durées allongées des
enquétes.

Le probléme des données manquantes est donc récurrent et rencontré dans différents do-
maines des sciences fondamentales ou sociales, comme par exemple en épidémiologie, économie,
biologie, génétique, climatologie, sociologie, ou encore rencontré dans le cadre des questionnaires
d’enquétes. Ces derniers font de plus en plus I'objet d’étude de la part des structures publiques
de santé dans différents pays. C’est pourquoi la problématique des données manquantes est un
sujet actuel et qui depuis longtemps a été un domaine de recherche sur lequel se sont intéressé
plusieurs auteurs. En effet dés 1932 'auteur Wilks a déja proposé une modélisation de la pré-
sence des valeurs manquantes dans des données multivariées & I'aide d’une distribution bivariée
normale (Wilks, 1932 [1]). Puis 'automatisation de ce type d’analyse a connu un tournant avec
les études de Healy et Westmacott (1956) [2]. Les auteurs ont décrit une technique générale pour
traiter les observations manquantes, applicable & toutes les analyses impliquant des estimations
par la méthode des moindres carrées. Ensuite Anderson a proposé un modéle bivarié gaussien
pour 'estimation de caractéristiques telles les moyennes, les variance ou encore les corrélations
en présence de données manquantes, a 1’aide de la méthode du maximum de vraisemblance
(Anderson, 1957 [3]. Wilkinson en 1958 a déja proposé une méthode d’estimation des valeurs
manquantes par le biais d’équations ot les inconnues sont celles-ci (Wilkinson, 1958 [4]). De leur
c6té Trawinski et Bargmann ont proposé une méthode d’estimation de paramétres, en présence
de données manquantes par la méthode du maximum de vraisemblance (Trawinski et Bargmann,
1964 [5]). Les auteurs Afifi et Elashoff ont effectué une large revue de la littérature de données
manquantes multivariées et ont montré comment certaines études déja réalisées pourraient étre
simplifiées si la structure des données manquantes était bien identifiée et correspondait & certains
modéles bien connus, par exemple la structure univariée o1 ’absence des données concerne une
seule variable (Affi et Elashoff, 1966 [6]). Hartley et Hocking ont développé des méthodes plus
générales donc adaptées a une structure quelconque et basée sur des modéles probabilistes avec
utilisation d’une vraisemblance avec des techniques d’estimation s’appuyant sur le principe du
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maximum de vraisemblance (Hartley et Hocking, 1971 [7]). Orchard et Woodbury ont également
proposé des procédures d’imputation basées sur 1'usage de la vraisemblance des données (Orchard
et Woodbury, 1972 [8]).

Ainsi nous pouvons nous rendre compte que bien que qu’il y ait eu quelques modélisations
déterministes pour le traitement des données manquantes, la majorité des études a été basée sur
des modéles probabilistes, avec la considération d’une fonction de vraisemblance. Par la suite
les modéles bayésiens sont venus enrichir les modéles probabilistes, avec la formalisation des
connaissances antérieures sur les paramétres par des lois a priori. Les illustres précurseurs de
ce type d’analyses sur les données manquantes sont Rubin et Little. D’abord Rubin a formalisé
les mécanismes sous-jacents & I’absence de données, puis a donné quelques résultats importants
sur I'inférence bayésienne en présence données manquantes (Rubin, 1976 [|9]) et a développé la
technique de I'imputation multiple qu’il a proposé comme alternative & la correction des désa-
vantages de 'imputation simple. C’est une procédure de complétion de données, principalement
des données de questionnaires, basée sur des méthodes d’inférence bayésiennes (Rubin, 1978,
1987 et 1988 [10, 11, 12]). Little a aussi modélisé les non-réponses dans les questionnaires (Little,
1982 [13]), avant de faire une étude commune avec Rubin pour un large éventail de méthodes
d’analyses statistiques avec données manquantes (Little et Rubin, 1987 [14]. Leurs travaux ont
inspiré beaucoup de recherches dans le domaine. En effet s’appuyant sur la théorie des méca-
nismes sous-jacents a ’absence de données, une étude sur des données incomplétes multivariées
sous différents modéles (données continues gaussiennes, données catégorielles . ..) a été faite par
Schafer (1997) [15], une stratégie d’imputation multiple sous des modéles linéaires mixtes de
données multivariées longitudinales incomplétes a été proposée par Schafer et Yucel (2002) [16].
van Buuren (1999) [17] a introduit une méthode d’imputation multiple, d’inférence bayésienne
et basée sur des équations chainées, qu’il a nommée MICE (Multivariate Imputation by Chained
Equations) et qui a été utilisée dans des applications médicales (Resche-Rigon et White, 2018
18]).

L’analyse statistique multivariée aura connu un tournant majeur avec ’avénement d’une nou-
velle méthode de factorisation matricielle, comme alternative aux méthodes factorielles déja exis-
tantes de décomposition en valeurs singuliéres, SVD (Sigular Values Decomposition), d’Analyse
en Compsantes Principales (ACP), ou encore de quantification vectorielle, VQ (Vector Quan-
tization). Cette nouvelle méthode, introduite par Lee et Seung et formalisée par X ~ UV, se
démarque des autres par la contrainte de positivité sur les facteurs U et V', d’oit son nom NMF
(Nonnegative Matrix Factorization) désignant une factorisation de matrices positives (Lee et
Seung, 1999 et 2001 [19, 20]). Au dela de la description des données, la contrainte de positivité
positionne aussi la méthode NMF comme une procédure d’imputation de données. Les études
faites par Lee et Seung ont alors boosté les approches déterministes de la complétion de données
manquantes, qui jusqu’alors ne se limitaient qu’a des techniques de régressions linéaires multiples,
ou les variables comportant des données manquantes sont prédites de fagon séquentielle (Little
et Rubin, 1987 [14]). C’est ainsi qu’en 2004 Mao et Saul ont proposé un modéle de représenta-
tion et de prédiction de distances dans les réseaux internet a grande échelle par la factorisation
NMF pondérée (Mao et Saul, 2004 [21]). Participant a la compétition Netfliz Prize qui était un
concours créé en 2006 et destiné a primer le meilleur algorithme de filtrage collaboratif permet-
tant de prédire les notes des utilisateurs pour les films sur la base d’évaluations précédentes, les
auteurs Kim et Choi ont repris le modéle de Mao et Saul, mais I’algorithme d’estimation a été
substitué par la technique des moindres carrées alternées (Kim et Choi, 2009 [22]).

Bien que les modéles bayésiens et les factorisations NMF, sous-tendus par deux modélisa-
tions qui s’opposent (probabilistes et déterministes), semblent non conciliables il y a pourtant eu
beaucoup de travaux qui ont associé les deux approches (Canny, 2004 [23], Zhang et al, 2006 [24],
Virtanen, 2007 [25|, Virtanen et al, 2008 [26], Salakhutdinov et Mnih, 2008 [27]|, Schmidt et al,
2009 [28], Cemgil, 2009 [29], Shan et Banerjee, 2010 [30], Porteous et al, 2010 [31], Gopalan et al,
2014 et 2015 [32, 33]...). Ce qui a permis d’avoir les modéles NMF bayésiens. Cependant malgré
la multiplicité et la diversité de ces modéles, ol nous avons remarqué une dualité des vraisem-
blances de lois de Poisson et de loi normales, peu d’entre eux ont eu & étre appliqués au traitement
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de données manquantes (Salakhutdinov et Mnih, 2008 [27]| pour le modéle gaussien, Cemgil, 2009
[29] pour le modéle poissonien). Dans toutes ces modélisations NMF probabilistes citées la dua-
lité des vraisemblances que nous avons évoquée se caractérise par le fait que si pour les unes une
loi normale est affectée aux données X, pour les autres c’est la loi de Poisson qui est supposée.
Ce choix des deux distributions n’est pas fortuit et explique ainsi les connexions trés fortes entre
les modéles NMF déterministes et ceux probabilistes. Pour le comprendre il faudrait remonter
aux travaux des précurseurs de la méthodologie NMF, Lee et Seung, 1999 et 2001 [19, 20] (cf.
Chapitre 2). En effet les auteurs ont articulé leur étude autour de deux fonctions-coiits que sont
la divergence de Kullback-Leibler généralisée Iy (U, V) = Dk (X||UV) et le carré de la distance
euclidienne F»(U, V) = || X — UV ||% entre matrices, construite & partir de la norme de Frobenius.
L’approximation factorielle X =~ UV a donc consisté, suivant la fonction-coiit choisie, & la résolu-
tion d’un probléme de minimisation, c’est-a-dire trouver un couple de matrices positives (U*, V*)
qui vérifient (U*,V*) = argmaxy,y D (X||[UV) ou (U*,V*) = argmaxp,y || X — UV||%. Ainsi
les modeéles NMF probabilistes qui ont été développés a la suite des travaux de Lee et Seung
sont dans leur quasi totalité et selon le type d’application soit d’inspiration la fonction-cott di-
vergence de Kullback-Leibler généralisée (Canny, 2004 [23|, Virtanen et al., 2008 [26], Cemgil,
2009 [29], Gopalan et al., 2014 et 2015 [32, 33| ...), soit d’inspiration la fonction-cott carré de
la distance euclidienne (Zhang et al., 2006 [24], Salakhutdinov et Mnith, 2008 [27], Schmidt et
al,2009 [28], Shan et Banerjee, 2010 [30], Portous et al, 2010 [31] ...). Il y a donc un lien in-
trinséque fort entre, d’une part, la fonction-cotit D7 (X||UV) et la loi de Poisson et, d’autre
part, la fonction-cotit || X —UV||% et la loi normale. En effet il est apparu dans différentes études
que résoudre les problémes de minimisation arg maxy v Dz (X||UV) et argmaxyy | X — UV ||%
revient respectivement et sous certaines conditions & maximiser une vraisemblance de loi Pois-
son P(X; UV) (Virtanen et al, 2008 [26]) et une vraisemblance de loi normale N'(X ; UV, 0)
(Salakhutdinov et Mnih, 2008 [27])). S’agissant de la fonction objectif Dy (X||UV) il a méme
été montré qu’on retrouve facilement les équations de mises a jour multiplicatives (cf. Chapitre
2 Eq. 2.5) si l'on utilise I'algorithme EM (Espérance-Maximisation) de maximisation d’une vrai-
semblance Poisson via un modéle de données augmentées (Cemgil, 2009 [29]). Les modéles NMF
bayésiens peuvent ainsi étre vus un prolongement des modéles NMF déterministes, avec des loi
a priori sur les paramétres U et V comme contraintes de régularisation sur ces paramétres. Le
modéle que nous étudions dans ce travail est de la classe des modéles NMF bayésiens poissoniens.

La motivation du choix de ce type de modéles réside d’abord sur le nombre trés faible de
modeles bayésiens NMF, en général, dédiés a 'imputation de données manquantes (Slakhutdinov
et Mnih, 2008 [27], Cemgil, 2009 [29]), ensuite et & notre connaissance, sur l'inexistence de
modéles bayésiens poissoniens NMF, en particulier, pour I'imputation de données incomplétes
de questionnaires et particuliérement ceux d’enquétes médicales, en 'occurrence le questionnaire
HSOPSC (Hospital Survey on Patient Safety Culture). Le modéle bayésien poissonien NMF que
nous développons dans cette thése, et nommerons modéle NMF Poisson-Gamma pour la suite,
est une approximation factorielle X ~ UV spécifié par une vraisemblance de Poisson sur les
données X et des lois a priori gamma sur les facteurs et paramétres du modéle que sont les
matrices positives U et V. Notons cependant que malgré le nom générique Poisson-Gamma que
nous lui donnons, les différents auteurs qui eu a le développer 'ont fait avec des spécificités aussi
bien dans la conception que dans les applications. En effet il a d’abord été introduit par Virtanen
et auteurs associés qui 'ont développé pour des applications de séparation et de détection de
sources audio & un seul canal (Virtanen et al, 2008 [26]). Puis Cemgil, un des auteurs associés
de Virtanen dans I’étude précédente a repris le modéle en 'adaptant au traitement de données
incomplétes, notamment la reconstitution d’images de faces humaines dégradées issues de la base
de données Olvetti (Cemgil, 2009 [29]). La méthode d’inférence utilisée alors par l'auteur pour
I’estimation des paramétres U et V est ’algorithme variationnel d’estimation analytique de la loi
a posteriori (Ghrahramani et Beal, 2000 [34]). Dans cette thése la spécification de 'application
du modéle concernera donc des données de questionnaires médicales.

En santé publique les questionnaires sont des instruments d’auto-évaluation de plus en plus
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adoptés. En effet en 2004 'agence ameéricaine en santé publique AHRQ (Agency for Healthcare
Research and Quality) a développé un célébre questionnaire, nommé HSOPSC (Hospital Survey
on Patient Safety Culture), destiné a améliorer la qualité de la prise en charge des patients dans les
structures américaines publiques de santé et consistant a évaluer la culture de sécurité du patient
du point de vue du personnel de ces établissements. Ce questionnaire a par la suite été adopté
par plusieurs autres pays. Cependant bien que jouissant de bonnes propriétés psychométriques,
le questionnaire HSOPSC souffre d’un probléme d’acceptabilité de la part de la cible et pourrait
alors conduire & un fort taux données manquantes. Par ailleurs le volume du questionnaire (42
items) pourrait d’une part, dans les cas ou des coiits sont induits, alourdir les cotits inhérents, et
d’autre part fortement allonger la durée de la collecte (19 mois pour le questionnaire HSOPSC
réalisé en France).

L’objectif de notre travail est de reconstruire automatiquement un questionnaire HSOPSC
dont nous retirerons délibérément et de maniére artificielle et aléatoire certaines données de ré-
ponses. L’idéal est alors de disposer d'un questionnaire complet (ou presque). Les données du
questionnaire HSOPSC sur lesquelles vont porter notre étude ont été recueillies au centre hos-
pitalier universitaire (CHU) de Grenoble (France) entre 2013 et 2014. Celles-ci comportaient
des données manquantes originelles d’un taux d’environ 1.8%. Ce faible pourcentage nous per-
met de qualifier le questionnaire de presque complet, et alors bien compatible avec I’étude que
nous voulons mener dans cette thése. Les motivations de notre travail de reconstruction automa-
tique sur ce questionnaire HSOPSC trouvent leurs sources a deux niveaux. Il s’agit de proposer
un algorithme d’imputation qui d’une part est capable de faire de la complétion de données
manquantes sur d’autres questionnaires du méme type ayant un taux élevé de non-réponses, et
d’autre part capable de faire de la prédiction de réponses dans le cas ou le questionnaire a été
réduit en amont et que les non-réponses sont du fait des questions non soumises. Ce second cas
est en général rencontré lorsque la structure de santé publique concernée décide d’augmenter les
chances d’acceptabilité du questionnaire, ou aussi quand des préoccupations de cotit ou de durée
des enquétes sont mises en avant. La collecte de données sur le HSOPSC ainsi sous-dimensionné,
verrait ainsi sont cotit et sa durée réduits a souhait puisqu’un taux de retrait d’items serait alors
fixé et modifiable au besoin. Comme nous ’avons dit tantot nos données d’application seront les
données de réponses du HSOPSC version frangaise (Occelli et al., 2013 [35]). Alors chaque point
(ou item) du questionnaire comporte cing réponses possibles ordonnées selon le niveau de I’accord
du répondant. Les réponses possibles sont données par ordre croissant de ’accord comme suit :
pas du tout d’accord (strongly disagree), pas d’accord (disagree), ni d’accord ni en désaccord
(neither agree nor disagree), en accord (agree) tout a fait d’accord (strongly agree). Ces réponses
sont alors respectivement associées & des valeurs entiéres allant de 1 & 5 selon le codage de Likert.
Ce questionnaire a été soumis a ’hdpital universitaire de Grenoble, d’une capacité de 1836 lits et
desservant une population de 675 000 habitants. L’enquéte a été menée entre avril 2013 et sep-
tembre 2014. Les participants admissibles étaient des employés a temps plein ou & temps partiel
ayant au moins six mois d’emploi dans les service cliniques, de laboratoire, de pathologie, de ra-
diologies ou de pharmacie. Sur 5044 employés admissibles, 3888 ont finalement participé a 1’étude.

La méthodologie que nous proposons alors, pour parvenir & ce travail de reconstruction au-
tomatiques, s’articule autour cinq points majeurs.
Le premier point consiste & la formalisation de notre modéle NMF bayésien Poisson-Gamma,
c’est-a-dire la considération d’une vraisemblance de loi de Poisson sur les données X qui sont des
données discrétes positives, d’otl la compatibilité, et des a priori sur les paramétres résumés par
des loi Gamma sur U et V. Nous noterons par X la matrice des données originales, I'introduc-
tion artificielle des données manquantes sera caractérisée par la considération d’un indicateur de
non-réponses. Il s’agit d'une matrice 6 = (d;;) définie par d;; = 0 si la donnée z;; est manquante
et 0;; = 1 si la donnée x;; est présente. L’approximation factorielle X ~ UV consistera alors a
une inférence bayésienne d’estimation des paramétres U et V tels que, avec I’hypothése d’indé-
pendance sur les données x;;,i =1,...,n;j = 1,...,p, chaque coefficient >, u;ve; du produit
UV est une valeur espérée de la donnée correspondante x;j, c'est-a-dire xj; ~ P(>_, uive;).
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Par ailleurs, pour des commodités de calcul, des variables auxiliaires S = (S, ... S ,Sk),
ot chaque S* est une matrice de méme taille que X, seront considérées et ajoutées au modéle.
Celles-ci permettent en effet un calcul assez simple des lois conditionnelles a posteriori.

Le second point consistera au calcul des loi conditionnelles a posteriori et & l'implémentation
de notre méthode d’inférence qui est un échantillonneur de Gibbs. Les lois conditionnelles a
posteriori concerneront trois blocs de variables que nous appellerons variables latentes : il s’agit
des paramétres U et V ainsi que des variables auxiliaires S qui seront estimées en méme temps
que les paramétres. L’hypothése d’indépendance sera supposée sur ces variables latentes. Des loi
conditionnelles a posteriori gamma seront trouvées pour paramétres U et V', alors que des lois
multinomiales seront trouvées pour les variables S. L’identification des loi conditionnelles pour
ces trois blocs de variables latentes permettra une implémentation simple de notre échantillon-
neur de Gibbs PGNMF'. Cependant les lois a priori gamma des paramétres U et V' comportent
des paramétres 6 = (a*, b%, a,b¥) qui constituent les hyperparameétres du modéle. Ceux-ci appa-
raissent comme des inconnues dans lois conditionnelles a posteriori doivent nécessairement étre
estimés.

Le troisiéme point sera donc celui ot la méthodologie d’estimation des hyperparamétres sera
développée. La fonction d’intérét sera alors la vraisemblance marginale p(X | 0) et la procédure
utilisée, la méthode variationnelle d’approximation.

Le quatriéme et dernier point consistera, une fois les moyennes a posteriori U et V' déterminées
et le produit matriciel UV calculé, a la procédure de correction des données imputées de UV. La
procédure de correction sur cette matrice a coefficients non entiers, se raménera dans un premier
temps & un ré-échantillonnage des coefficients matriciels en leur attribuant ’entier le plus proche
proportionnellement & la décimale de la valeur imputée; dans un second temps, pour éviter la
création de données non-présentes dans I’échantillon initial (données originales), les valeurs en
dehors du rang sont ramenées aux valeurs minimales et maximales respectivement.

Pour finir nous comparerons notre algorithme PGNMF & des méthodes d’imputation récem-
ment développées et qui sont en majorité des méthodes factorielles comme la notre. En effet
Cemgil, 2009 [29] a dans son étude également montré comment une méthode EM (Espérance-
Maximisation) sous un modéle Poisson-Gamma de données augmentées pouvait étre adaptée
pour une tache de complétion. L’algorithme qui en découle pourrait étre assimilé & celui des
régles de mises & jour multiplicatives, MU (Multiplicative Updates) de Lee et Seung, 2001 [20]
lorsqu’il est formaté pour pour un travail d’imputation. Une méthode de factorisation NMF dé-
terministe et pondérée nommée WNMF (Weighted Nonnegative Matrix Factorization), dont la
méthode d’inférence est basée sur les techniques des moindres carrées alternées ANLS (Alterna-
ting Nonnegative Matrix Factorization) de Zdunek et Cichocki, 2006 [36], Kim et al, 2007 [37],
Lin, 2007 [38], Kim et Park, 2008[39], a été introduite par Kim et Choi, 2009 [22|. Leur modéle
est en fait équivalent au modeéle bayésien basic NMF de Salakhutdinov et Mnih, 2008 [27]; et
tous les deux dédiés au filtrage collaboratif proposé par Netflix. Une autre méthode d’imputation
de données mixtes (continues et/ou catégorielles) nommée MissForest et basée sur la technique
dite des forets aléatoires de Breiman, 2001 [40] a été développée par les auteurs Stekhoven et
Bithlmann, 2011 [41]. Leur travail a été proposé comme une alternative a l’algorithme d’impu-
tation multiple MICE de van Buuren et Oudshoorn, 1999 [17]. Enfin Josse et Husson, 2016 [42]
puis Audigier et al, 2017 [43] ont présenté des méthodes d’imputation multiples par analyse de
correspondance nommée MIMCA (Multiple Imputation by Multiple Correspondence Analysis),
qui effectuent I'imputation de données catégorielles en utilisant ’analyse des correspondances
multiples (ACM) (Josse et al., 2012 [44]).

Cette thése se structure en quatre chapitres répartis en deux parties. La premiére constituant
les préliminaires contient les deux premiers chapitres. La seconde partie donne la problématique,
I’état de ’art et la méthodologie proposée qui sont articulés aussi en deux chapitres.

Le Chapitre 1 donne trois points majeurs quelques aspects essentiels de la modélisation
bayésienne. Le premier point définit le paradigme bayésien qui s’appuie sur une modélisation
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probabiliste dans un contexte d’analyse statistique, puis est caractérisé par I'inférence bayé-
sienne qui consiste en une formalisation des connaissances antérieures sur le phénoméne étudié
par l'introduction des lois a priori avant de procéder a l’actualisation de ces connaissances grace
a l'information apportée par les données, c’est-a-dire la détermination des lois a posteriori. Le
second point présente la théorie de la décision sous ’angle de I'inférence statistique classique en
général et bayésienne en particulier. Une estimation sur un parameétre est alors considérée comme
une décision dont 1'utilité devra étre optimale et inversement le colit minimisé. Enfin le troisiéme
point présente les méthodes de calcul bayésiens, en particulier les méthodes Monte Carlo par
Chaines de Markov, en 'occurrence 1’échantillonneur de Gibbs.

Le Chapitre 2 étudie la factorisation matricielle NMF en deux axes majeurs. Le premier
donne une présentation des algorithmes NMF classiques répartis en trois classes : les algorithmes
de mise a jour multiplicative de Lee et Seung, les algorithmes du gradient de descente et les
algorithmes de moindres carrés alternés. Le second donne quelques variantes qui constituent des
aspects de factorisation pondérée. Les algorithmes qui en découlent sont inspirés des algorithmes
de mise & jour multiplicative et de ceux des moindres carrés alternés.

Le Chapitre 3 traite, d’une part, de la problématique de la thése qui est celle des données
manquantes dans les questionnaires d’enquétes, et d’autre part présente I'état de 'art. Ainsi le
chapitre se structure en deux points. Le premier présente la typologie, & deux niveaux, des don-
nées manquantes. L’un catégorise les données manquantes selon la configuration des données non
observées : on parle alors de structure univariée, monotone ou arbitraire. L’autre caractérise les
données manquantes selon le mécanisme sous-jacent. Trois mécanismes ont été formalisés (MAR,
MCAR et MNAR). Le second point donne 1’état de l'art. En effet il y a eu dans la littérature
différentes méthodes de traitement des données manquantes, que nous pouvons classer en deux
catégories, d’un coté les analyses sans imputation et d’un autre les méthodes d’imputation. Pour
ces derniéres, un accent sera mis sur des méthodes récemment développées qui ont en commun
avec la méthodologie que nous proposons, le principe de la factorisation matricielle. Une méthode
d’apprentissage automatique basée sur des techniques de régression ainsi que quelques méthodes
naives d’imputation seront également étudiées.

Enfin le Chapitre 4 présente la méthodologie que nous proposons pour la reconstruction
automatique d’un questionnaire HSOPSC, en 'occurrence celui du CHU de Grenoble. Il s’agit
d’un questionnaire dont nous introduisons volontairement les non-réponses suivant un méca-
nisme MCAR, avant d’effectuer une tache d’imputation par le biais de l'algorithme PGNMF
que nous développons. La perte d’information est mesurée & travers deux critéres : le RMSE et
la divergence de Kullback-Leibler. Le chapitre se structure en quatre axes majeurs. Le premier
justifie le choix du modéle poissonien en donnant ses liens avec la fonction-cotit divergence de
Kullback-Leibler généralisée (Lee et Seung, 2001 [20]). Le second axe décrit d’abord les don-
nées du questionnaire HSOPSC, allant du cadre de leur recueil & leur codage suivant I’échelle
de Likert ; puis il décrit le modéle bayésien Poisson-Gamma de factorisation NMF, la prise en
charge des données manquantes étant caractérisée par la considération d’une matrice binaire
ol les valeurs 1 indique la présence de données alors que la valeur 0 indique leur absence. Le
troisiéme axe présente notre méthodologie de reconstruction automatique dont 'algorithme ré-
sultant, PGNMF, s’appuie sur un échantillonneur de Gibbs. Enfin le quatriéme axe donne les
résultats décrivant les performances de notre algorithme. Celles-ci sont regardées sous I'angle de
deux différents critéres (le RMSE et la divergence de Kullback-Leibler), et seront comparées a
celles des principales méthodes d’imputation étudiées dans 1’état de l'art.



Premiére partie

Préliminaires



Chapitre 1

Modélisation bayésienne

Introduction

L’objet principal de la Statistique est de mener, grace a I'observation d’un phénoméne aléa-
toire, une inférence sur la distribution probabiliste a I'origine de ce phénomeéne, c’est-a-dire de
fournir une analyse (ou une description) d’un phénomeéne passé, ou une prédiction d’un phéno-
meéne & venir de nature similaire. Ce phénoméne pouvant étre 'apparition ou ’expansion d’une
épidémie, le métissage d’une population, la classification de document, le filtrage collaboratif, la
reconstruction tomographique, I'apprentissage, I'imputation de données manquantes ... s’étudie
par le biais d’'une modélisation. Cette derniére désigne la représentation d’un systéme par un
autre plus facile & appréhender. C’est donc un procédé qui grace a ses caractéristiques et ses
qualités peut servir de référence a I'imitation ou a la reproduction. Cependant, dans la plupart
des cas, une caractéristique inhérente & la modélisation est sa « simplification » de la réalité.
Son caractére « réducteur » est dii au fait qu’elle est une approximation de la réalité complexe.
Cette propriété de la modélisation fait qu’elle perd une partie de la richesse du phénoméne réel
mais gagne, en contrepartie, en efficacité de par son aptitude a étre facilement appréhendée par
des outils mathématiques.

L’approche statistique est par essence formelle (ou mathématiquement structurée) parce
qu’elle repose sur une formalisation poussée de la réalité objective. Notons par ailleurs que
d’illustres auteurs considére la statistique comme 'interprétation du phénomeéne observé, plutét
que son explication (Robert, 2006 [45]). Si nous la regardons sous cet angle alors la critique de
I’apposition d’un modéle probabiliste sur un phénomeéne inexpliqué, comme il est possible que
le phénomeéne observé soit entiérement déterministe ou tout du moins sans rapport direct avec
le modéle pré-supposé, n’aura guére de consistance. Il s’agit d’un point de vue fort qui s’illustre
bien avec la modélisation de factorisation matricielle de Lee et Seung, 1999 et 2001 [19, 19], on
approche déterministe et approche probabiliste conduisent aux mémes équations d’estimations.
Les modéles probabilistes formels permettent en effet d’incorporer simultanément les information
disponibles sur le phénomeéne et les incertitudes inhérentes & ces information. Ils autorisent donc
un discours qualitatif sur le probléme en fournissant, & travers la théorie des probabilités, un vé-
ritable calcul de I'incertain qui permet de dépasser le stade descriptif des modéles déterministes.
Notons que dans les modéles probabilistes d’analyses statistiques deux approches s’opposent :
I’approche non paramétrique et celle paramétrique. La premiére suppose que l'inférence statis-
tique doit prendre en compte la complexité du phénomeéne autant que possible et elle cherche donc
& estimer la distribution sous-jacente du phénoméne sous des hypothéses minimales, en ayant
recours en général a lestimation fonctionnelle(densité, fonction de régression ...). La seconde
propose la représentation de la distribution des observations par une fonction de densité f(z;6),
ou seul le paramétre 6 (de dimension finie) est inconnu. Les deux approches ont leur avantages
respectifs, cependant nous nous intéresserons dans ce chapitre aux modéles paramétriques.

La modélisation bayésienne, fait partie de la classe des approches probabilistes d’analyse
statistique et doit sa formulation mathématique au révérend Thomas Bayes (1761) et a Pierre
Simon Laplace (1773), méme si I’histoire n’a retenu par la suite que le nom de Bayes, avec la
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trés connue Formule de Bayes. C’est une modélisation qui forme avec ’approche fréquentiste la
principale dualité de ’analyse statistique. Bien qu'une vieille rivalité, née dans les années 1970,
était entretenue par les « fréquentistes » et les « bayésiens » , les deux points de vue ne sont en
réalité pas opposées puisque les probabilités fréquentistes et bayésiennes disent la méme chose
dés que l'on est sur des grands nombres (taille élevée des observations). Sur la finalité, leur
différence apparait dés que la taille des observations est faible, ou I'inférence bayésienne se révéle
plus utile. Dans la conception, la différence les deux écoles statistiques se manifeste par les fait
que la statistique fréquentiste repose sur la loi des observations pour effectuer une inférence sur
le paramétre, alors que la statistique bayésienne permet de combiner I'information apportée par
les données avec les connaissances a priori, sur le paramétre, provenant soit d’études antérieures
soit d’avis d’experts, dans le but d’obtenir une information a posteriori.

L’analyse Bayésienne est donc basée sur la formule de Bayes, selon laquelle, la distribution
postérieure (loi a posteriori) d’un paramétre 6 est proportionnelle a la distribution antérieure
(loi a priori) paramétre € par la vraisemblance de 6 provenant des données collectées. Ainsi c’est
ainsi un procédé d’affinement des croyances a priori sur un phénoméne d’intérét combinées aux
informations tirées des données observées, pour arriver & des attentes postérieures mises & jour
sur le phénoméne. L’inférence bayésienne s’articule alors autour de trois points majeurs. D’abord
la caractérisation des attentes a priori sur le phénoméne étudié résumé par le paramétre, 6, du
modéle. Cette caractérisation débouche sur la considération d’une loi a priori 7(#). Ensuite les
informations sur les données observées sont modélisées par une distribution paramétrique f(z;6),
de paramétre 6 et ou x = (x1,...,z,) pouvant étre un vecteur ou une matrice représente les
données. Enfin la derniére étape consiste a la mise & jour des attentes a priori sachant les données
observées. Cette mise a jour se caractérise par une distribution dite loi a posteriori du paramétre
(0 | x).

Dans ce chapitre un accent particulier sera mis sur les aspects décisionnels de l'inférence
bayésienne parce que, d'une part, les analyses et/ou prédictions qu’elle effectue sont presque tou-
jours motivées par un objectif (par exemple pour une entreprise, devrait-elle lancer un nouveau
produit, pour un bateau marchand doit-on modifier sa trajectoire, pour un investisseur devrait-il
vendre ses actions ...) ayant des conséquences mesurables (résultats financiers, durée du trajet,
gains escomptés ...). D’autre part proposer des procédures inférentielles implique qu’on doit
justifier le fait qu’elles soient préférables & d’autres. Il est donc nécessaire d’avoir un outil d’éva-
luation adapté & la comparaison de différentes procédures. Ces aspects décisionnels sont ainsi
développés ici par la théorie de la décision dans un contexte d’analyse bayésienne.

Le dernier point qui sera abordé dans ce chapitre est I’ensemble des principaux outils d’infé-
rence, désigné par la méthode du calcul bayésien. Celle-ci s’articule autour deux méthodologies
que sont les méthodes d’intégration de Monte Carlo et les méthodes Monte Carlo par Chaines de
Markov. Les seconds cités engendrent des processus appelés chaines de Markov par le biais prin-
cipalement de deux algorithmes que sont ’algorithme de Metropolis-Hastings et ’échantillonneur
de Gibbs.

1.1 Le paradigme bayésien

1.1.1 Modélisation probabiliste en analyse statistique

Dans la plupart des domaines d’études et de recherches (mathématiques, biologie, cosmologie,
médecine, épidémiologie économie . ..), la modélisation mathématique est devenue presque in-
contournable. Principalement deux approches s’opposent, la modélisation déterministe et la mo-
délisation probabiliste. Pour cette derniére qui nous intéresse ici nous donnons quelques exemples
ou elle s’applique & résoudre des problémes de la vie réelle : la modélisation des filaments galac-
tiques (van Lieshout et Stoica, 2003 [46]), la modélisation d’agrégats en épidémiologie animale
(Erskine 2001 [47]), la modélisation du morcellement pour un environnement (Roques et Stoica,
2007 [48]), etc.

La modélisation probabiliste est ainsi un préalable & une bonne étude statistique en ce sens
que l'objet de celle-ci est, grace a I'observation d’un phénomeéne aléatoire, de faire une inférence
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sur la distribution probabiliste & I’origine de ce phénoméne. L’aléa dans le phénoméne est porté
par la part d’incertitude contenu dans les données. Cependant tout phénoméne réel inexpliqué
n’est pas toujours forcément sujet & une modélisation probabiliste car il peut arriver que le phé-
nomeéne observé soit entiérement déterministe, sans que la fonction régulatrice du processus soit
connue ni qu’il soit possible de la reconstruire & partir des observations. D’un autre coté si I’'on
regarde l'analyse statistique comme une interprétation du phénomeéne naturel observé et non
explication, 'usage de la modélisation probabiliste se justifie d’avantage car les modéles qui en
découlent permettent d’incorporer simultanément les informations disponibles sur le phénoméne
(facteurs déterminants, fréquence, amplitude, etc.) et les incertitudes inhérentes & ces informa-
tions. Ils autorisent donc un discours qualitatif sur le probléme en fournissant, & travers la théorie
des probabilités, un véritable calcul de I'incertain qui permet de dépasser le stade descriptif des
modéles déterministes. C’est d’ailleurs la raison pour laquelle une interprétation probabiliste est
nécessaire pour conduire une inférence statistique : elle donne un cadre qui permet de replacer
le phénoméne singulier observé dans la globalité d’'un modéle et autorise ainsi les analyses et
les généralisations. Il faut également noter qu’une modélisation probabiliste ne peut étre défen-
due que si elle fournit une représentation suffisamment proche du phénoméne observé. Toutefois
un probléme inhérent & la modélisation fagon générale qu’est le caractére réducteur de la réa-
lité complexe fait que les modeéles probabilistes, en particuliers, ont une difficulté & connaitre
exactement la distribution probabiliste sous-jacente de la génération des observations, c’est-a-
dire savoir s’il s’agit de la loi normale, exponentielle, binomiale, poisson ..., sauf dans des cas
ou la distribution des observations est parfaitement connue grace a des considérations d’ordre
physique, économique ou autres.

Ainsi le formalisme mathématique du modeéle probabiliste est la donnée du triplet (X, A, P)
appelé espace probabilisé ol X est 'espace des observations possibles, A est la tribu des événe-
ments observables associée et P la mesure de probabilité définie sur A. Comme nous ’avons dit,
pour ce type de modéle les seules questions qui se posent sont de 'ordre du calcul de 'incertain. A
partir du modéle probabiliste se construit donc le modéle statistique. La différence entre les deux
modéles est que pour modéle statistique nous avons a la place de la probabilité P, une famille de
probabilités. En effet le modéle statistique est considéré comme un outil mathématique associé a
I’'observation de données issues d’un phénoméne aléatoire. Un travail fondamental préalable est
I’expérience statistique qui consiste & recueillir une observation x d’un élément aléatoire X, a
valeurs dans un espace X et dont on ne connait pas exactement la loi de probabilité P. Alors des
considérations de la modélisation du phénoméne observé aménent a admettre que P appartient a
une famille P de lois de probabilité possibles. Le modéle statistique associé a cette expérience est
le triplet (X,.A,P), ot X est I'espace des observations possibles, A est la tribu des événements
observables associée et P est une famille de lois de probabilités possibles définie sur A. L’intérét
de cette notion de modéle statistique est qu’elle permet de traiter avec le méme formalisme tous
les types d’observations possibles.

Dans la modélisation statistique deux approches plus ou moins opposées sont adoptées :
I’approche non-paramétrique et celle paramétrique.

Approche non-paramétrique. C’est une approche qui suppose que l'inférence statistique
doit prendre en compte autant que possible la complexité du phénoméne observé. Elle cherche
donc & estimer la distribution sous-jacente du phénoméne sous des hypothéses minimales. Notons
également que pour ce procédé le modéle n’est pas décrit par un nombre fini de paramétres et
que dans sa description du phénoméne étudié plusieurs cas de figures peuvent se présenter. Nous
pouvons avoir des cas ol 'on s’autorise toutes les distributions possibles, c’est-a-dire ne faire
aucune hypothése sur la nature, la forme ou encore le type de la distribution des observations.
On peut également travailler sur des espaces fonctionnels de dimension infinie (Exemple : I'espace
des densités continues sur [0,1] ou l'espace des densités monotones sur R), ou supposer non fixe
le nombre de paramétres qui augmente avec le nombre d’observations, ou encore supposer le
support de la distribution discret et qu’il augmente avec le nombre d’observations. L’approche
non-paramétrique décrit donc le phénomeéne étudié par le biais d’estimation de la distribution de
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probabilité des observations (estimation de fonction de répartition et de densité de probabilité),
de fonctions de régression ou encore la réalisation de tests non-paramétriques (test d’adéquation
a une loi, test de comparaison, test d’indépendance). La principale justification de I’analyse non-
paramétrique est asymptotique et donc les méthodes sous-jacentes ne sont valables que lorsque la
taille de I’échantillon devient infinie (ou en pratique fixée a une grande valeur). Notons cependant
I'existence d’études sur des approches non-paramétriques comme les test de Hajek et Sidak
(1968) qui évacuent 'aspect d’estimation et les problémes de tailles d’échantillons infinies par la
construction de statistiques de test indépendantes des distributions bien que leurs applications
restent limitées.

Approche paramétrique. Elle est basée sur le point de vue que la distribution des observa-
tions est conditionnée par un nombre fini de paramétres. C’est une procédé pragmatique dans
la mesure ou elle prend en compte la fait qu'un nombre fini d’observations (échantillon de taille
fini) ne peut estimer qu'un nombre fini de paramétres. De plus la modélisation paramétrique
permet une évaluation des outils inférentiels car elle travaille sur des échantillons de taille finie.
Une définition formelle du modéle statistique paramétrique est la suivante.

Définition 1.1. On dit qu’un modéle statistique est paramétrique s’il existe un entier p et
un sous-ensemble © de RP tels que la famille de probabilités P puisse étre paramétrée par O,
c’est-a-dire tels que l’application :

© — P
9!—)]39

est surjective. On note P ={Py : 6 € O}.

Dans la plupart des cas le modéle est identifiable, quitte & prendre une autre paramétrisation.
On supposera dans la suite que le modéle statistique est identifiable.

Définition 1.2. Un modéle paramétrique X, A, P est dit identifiable si la fonction 8 — Py de
la Définition 1.1 est de plus injective, c’est-a-dire 01 # 02 = Py, # P, .

La connaissance du support de la distribution paramétrique est aussi importante et sa défi-
nition est donnée par

Définition 1.3. Soit Py une loi paramétriqgue de parameétre 8. On appelle support de la loi Py
ladhérence de l’ensemble des points en lesquels la densité de probabilité fo(x), dans le cas de v.a.
continues, ou la probabilité Py(X = x), dans le cas de v.a. discrétes, ne s’annule pas. il est donné
par :

supp(Pp) = {x € X : fo(x) >0} ou supp(Pp) ={z € X : Pp(X =z) > 0}.

On constate qu’il est dénombrable dans le cas de v.a. discrétes et infini non dénombrable dans
le cas de v.a. absolument continues. Ce support peut dépendre de 6. Il en est ainsi par exemple
dans le cas du modéle uniforme {U[Oﬂ] ; 0> O}.

Nous nous intéressons pour toute la suite & la modélisation statistique paramétrique dont
nous donnons quelques exemples.

Exemple 1.1 (Probléme de fiabilité et modéle de Bernoulli). Considérons un probléme de
fiabilité ou I'on étudie la durée de vie X d’un matériel. Il est raisonnable d’admettre que celle-ci
est aléatoire et X est alors une variable aléatoire de fonction de répartition (f.d.r.) F. Supposons
que 'on soit précisément intéressé par 1’évaluation de la probabilité que le matériel soit en marche
aprés un temps tg de fonctionnement, c’est a dire évaluer

F(to):P(X>t0):1—F(t0).

Supposons que la v.a. X est a valeurs dans {0, 1} pour modéliser I’état du matériel au temps t.
On note {X = 1} si le matériel est en marche et {X = 0} s’il est en panne. On a pg = P(X =



12 CHAPITRE 1. MODELISATION BAYESIENNE

1) = F(to) et P(X =0) = 1—po. La v.a. X est alors de loi de Bernoulli de parameétre pg inconnu
dans [0,1]. Le probléme tel que modélisé donne & la v.a. X une infinité de loi de Bernoulli
possibles B(1,p), avec p dans [0, 1]. L’inférence statistique consiste alors a trouver la vraie valeur
po & partir des observations x1, s, ..., X, sur les n machines testées. Le modéle statistique est
ici spécifié par (X, A,P), ou X = {0,1}, A =P(X) et P ={B(1,p) : p€[0,1]} et s’appelle
modeéle de Bernoulli. Il peut également servir de modélisation a 'expérience de lancer d’un piéce
de monnaie ou encore au sondage d’intention de vote.

Le support de la loi de Bernoulli Py avec Pyp(X = ) = p*(1 — p)'~% est par, pour tout = €

supp(Fp) = {0, 1}.

Exemple 1.2 (Probléme de contrdle de la qualité). Considérons un entreprise de fabrique de
vis. On constate que les mesures du diamétres X d’une vis varient d’'une piéce a I'autre. Cet aléa
peut étre di au procédé de fabrication et/ou aux éventuelles erreurs de mesure. Supposons que
I’on ne connaisse pas la valeur moyenne du diamétre p. Un modéle statistique adapté a une telle
situation peut étre la suivante. On suppose que ’aléa est symétrique et décroissant autour de
la moyenne et que X admet une loi normale. Les données sont alors engendrées par le modéle
suivant

X =p+e,

oil € est de loi normale A'(0,0%). Autrement dit on a X ~ A'(u,02). Si 'on suppose dans un
premier temps o2 connu alors le modéle statistique est alors donné par

(R, B(R), {N(/L,O‘2) : p€RY)

ot B(R) est la tribu borélienne de R. Remarquons que le seul paramétre du modéle est § = u a
valeurs dans ©® = R puisque o2 est connu. Dans le cas contraire ol o2 est lui aussi inconnu le
modéle est alors donné par

(R, B(R), {N(,u,az) cpeR, o> 0})

et 'ona © =R x R% et § = (p, 0?), dans ce cas le paramétre est dit bi-dimensionnel. On peut
aussi construire un modéle ou ’espérance est connue et c’est la variance qui est inconnue.
Le support de la loi normale Py = N(u,0?) est alors supp(FPy) = R.

Modéle d’échantillonnage. Pour étudier un phénoméne aléatoire, on a souvent intérét a
observer plusieurs réalisations indépendantes de celui-ci. On parle alors d’échantillon ou d’échan-
tillonnage.

Définition 1.4. On appelle n-échantillon de la loi Py, la donnée d’un vecteur X = (X1, ..., X,)
constitué de n v.a. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de loi Py. On appelle mo-
déle d’échantillonnage, le modéle

(X", A® P ={P7" : 0 € ©}),

ot X" est le produit cartésien de n espaces Xy, ..., Xy, A®™ est la tribu produit (engendré par
les pavés) sur X" et Pgbn =Py ®---® Py est la probabilité produit sur (X™, A®™) qui est la loi
du vecteur X™ = (X1,..., X,)

Toutes les v.a. ont méme loi, donc méme valeur de 6§ pour Fy. Un échantillon est un vecteur
aléatoire dont les composantes son i.i.d. Sa réalisation est le résultat de n observations indé-
pendantes du méme phénomeéne et est notée z( = (x1,...,2y). Un modéle d’échantillonnage
est donc un modéle statistique particulier, ott ’espace des observations X" est le produit de n
espaces, muni de sa tribu produit classique et de probabilités de la forme ngn. Grace a 'indé-
pendance et I'identique distribution, la probabilité jointe de ’échantillon, dans le cas discret, est
alors :
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P(Xy1=z1,....Xn=2,:;0) = P"(X1=m1,...,Xn=1y)

Dans le cas continu, la densité de ’échantillon sous la loi Py est alors :

n

2™ = (21, ) = [ ] fol@:)

i=1
Notation.
Py X=2)=P(X=x;0) et folx)=[f(z;0).

Dans les deux cas (discret et continu) si on considére le produit de droite non plus comme une
fonction de z mais comme une fonction du paramétre 0, pour un z(™ = (x1,...,zy) fixé, on
parle de vraisemblance.

Vraisemblance

Définition 1.5. Dans un modéle statistique paramétrique (X, A, P), on appelle vraisemblance
de l'observation x la fonction
dans le cas discret

dans le cas continu

L(.;x) : © =R
0 — L(O;z)= f(x; 0).

Dans le cas d’un modeéle d’échantillonnage, la vraisemblance de I’échantillon observé z(") =
(x1,...,@y) s’écrit sous la forme,
dans le cas discret,

L(O;z1,...,1,) :HP(Xi =xz;; 0)

dans le cas continu,

L(O;x1,...,20) = [ [ f(ai; 0)
i=1
C’est donc la loi conjointe du n-échantillon évaluée aux valeurs observées et considérée comme
fonction du parameétre 6.

1.1.2 Inférence bayésienne

Comparée a la modélisation probabiliste, I’analyse statistique se raméne fondamentalement
a une inversion®, car elle doit déterminer les causes, réduites aux paramétres du mécanisme pro-
babiliste générateur, & partir des effets résumés par les observations. En d’autres termes, quand
nous observons un phénomeéne aléatoire contrdélé par le paramétre 6, une méthode statistique per-
met de déduire de ces observations une inférence (c’est-a-dire, en résumé, une caractérisation)
sur 6, alors que la modélisation probabiliste caractérise le comportement des observations futures
conditionnellement & 0. Ce caractére d’inversion propre a la Statistique apparait de fagon évidente

1. A I’époque de bayes et de Laplace, c’est-a-dire a la fin du XVIIIéme siécle, la Statistique était appelée
Probabilités inverses, & cause de cette perspective.
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dans la notion de fonction de vraisemblance, car, d’'un point de vue formel, il s’agit simplement

d’une densité? réécrite dans le « bon ordre », L(8]|x) = f(x|6) soit donc comme fonction de

0, qui est inconnu, dépendant de la valeur observée z. Cette introduction du conditionnement

dans la densité se justifie par le fait que dans le contexte bayésien la densité paramétrique est

vue comme une loi de I'observation conditionnellement au paramétre 6, d’ou f(z; 0) = f(x|0).
Une description générale de I'inversion des probabilités est donnée par le Théoréme de Bayes :

Si A et E sont des événements tels que P(E) # 0, P(A|E) et P(E|A) sont reliés par

P(E|A)P(A)

PAE) = P(E|A)P(A) + P(E|A%)P(Ac)’ (1)

En particulier quand P(B) = P(A) on a,

- (1.2)

Obtenir ces résultats & partir des axiomes de la Théorie des Probabilités est trivial. Il s’agit
cependant de I'étape conceptuelle la plus importante dans ’histoire de la Statistique, constituant
la premiére inversion des probabilités. L’équation (1.2) exprime le fait fondamental que, pour
deux causes équiprobables, le rapport des probabilités pour un effet donné est égal au rapport des
probabilités de ces deux causes. Ce théoréme est aussi un principe d’actualisation, car il décrit
la mise & jour de la vraisemblance de A de P(A) vers P(A|E), une fois que E a été observé.
L’équation (1.1) pose ainsi les bases de I'inférence bayésienne.

1.1.2.1 Introduction de lois a priori

La philosophie de la méthode d’estimation bayésienne est trés différente de celles des méthodes

classiques ( méthode du maximum de vraisemblance ou méthode des moments) ou le parameétre
0 est inconnu mais constant, déterministe. L’estimation est menée en considérant qu’on ignore
tout de A, mis & part son ensemble de définition.
Or parfois, on dispose d’une connaissance partielle sur 6. Cette information, dite a priori, peut
provenir d’expériences similaires effectuées auparavant ou d’avis d’experts du phénoméne étudié
qui peuvent anticiper le résultat de ’expérience. Le principe de 'estimation bayésienne est de
considérer que le parameétre 6 est en fait la réalisation d’une variable aléatoire, et d’intégrer dans
sa loi de probabilité toutes les informations a priori dont on dispose sur lui.

Des informations a priori aux lois a priori. Le point le plus critiquable et le plus critiqué
de I'analyse bayésienne est le choix de la loi a priori. Car, une fois que cette loi a priori est connue,
I'inférence peut étre conduite d’une facon quasi mécanique en minimisant le coiit a posteriori,
en calculant les régions de plus forte densité a posteriori ou en intégrant les paramétres pour
obtenir la distribution prédictive. La loi a priori est la clé de voute de 'inférence bayésienne et sa
détermination est donc I'étape la plus importante dans la mise en ceuvre de cette inférence. Dans
une certaine mesure, c’est aussi la plus difficile. Evidemment, dans la ~ pratique, il est rare que
I'information a priori soit suffisamment précise pour conduire a une détermination exacte de la loi
a priori, au sens oul plusieurs lois de probabilité peuvent étre compatibles avec cette information.
Il y a plusieurs raisons pour cela : le décideur, le client ou le statisticien n’a pas forcément le
temps ou les ressources (ni souvent la volonté) de chercher a construire un a priori exact (qui,
de toute fagon, peut tout simplement ne pas exister, au vu de U'information disponible) et doit
compléter I'information partielle qu’il a rassemblée a 1’aide de données subjectives afin d’obtenir
une loi a priori.

Il est donc nécessaire le plus souvent de faire un choix (partiellement) arbitraire de loi a priori, ce
qui peut avoir un impact considérable sur l'inférence qui en découle. En particulier, 'utilisation
systématique de lois usuelles (normale, gamma, béta, etc.) et la restriction plus forte encore aux
lois conjuguées ne sont pas toujours justifiées, car la détermination subjective de la loi a priori qui

2. On parle de densité en supposant que la variable aléatoire est continue.
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en résulte se fait au prix d’un traitement analytique plus fruste du probléme, puisque ignorant
une partie de I'information a priori. Certaines situations requiérent cependant une détermination
partiellement automatisée de la loi a priori comme dans le cas extréme ot I'information a priori
est complétement absente. Nous considérerons deux techniques usuelles : 'approche a priori
conjuguée, qui nécessite une quantité limitée d’information, et 'approche non informative, qui
est obtenue a partir de la distribution de 1’échantillon.

Ces critiques contre l'approche bayésienne ont une certaine validité au sens ou elles attirent
I’attention sur le fait qu’il n’y a pas une fagon unique de choisir une loi a priori, et que le choix
de cette loi a un impact sur 'inférence résultante. Cet impact peut étre négligeable, modéré ou
énorme, puisqu’il est toujours possible de choisir une loi a priori qui donnera la réponse qu’on
souhaite obtenir. Mais le point essentiel est ici que, premiérement, les lois a priori non fondées
fournissent des inférences a posteriori non justifiées et, deuxiémement, le concept d’une loi a
priori unique n’a pas de sens, sauf dans des cas trés particuliers. Aprés des années de critiques,
le travail de Jeffreys (1946) sur les a priori non informatifs apparut comme un don du ciel
pour la communauté bayésienne, car il propose une méthode de construction de la loi a priori
directement déduite de la distribution des observations. Certains bayésiens sont cependant en
désaccord avec l'utilisation de méthodes automatisées (Lindley, 1971, 1990). Plus récemment,
les avancées théoriques en robustesse et analyse de sensibilité ont aussi fourni une base solide a
I’analyse bayésienne dans les cas d’information a priori incompléte, tandis que I'introduction de
la modélisation hiérarchique permet de placer la sélection d’un a priori & un niveau plus éloigné,
avec une diminution notable de 'impact sur I'inférence résultante.

Existence et Détermination de la loi a priori

Existence. Le mécanisme de génération du paramétre 6 est généralement difficile & établir

avec exactitude. Toutefois il peut arriver que le statisticien (ou le décideur) connaisse parfaite-
ment le mécanisme sous-jacent tiré de considérations physiques, économiques, biologiques, etc.
Dans ce cas la forme exacte ou méme paramétrée pour la distribution a priori sur 8 est connue.
Notons que dans la plupart des cas, 6 n’a pas de réalité propre (intrinséque), mais correspond
plutot a une paramétrisation de la loi décrivant le phénoméne aléatoire observé. La loi a priori 7
est alors un moyen de résumer 'information disponible sur ce phénoméne, ainsi que l'incertitude
liée & cette information. Ces situations impliquent évidemment des approximations de la vraie
distribution a priori, si une vraie loi existe. Comme nous ’avons déja dit les modéles statistiques
sont le plus souvent des représentations simplifiées de ces phénoménes aléatoires et, puisqu’il
n’existe pas de vrai modéle en général, mais seulement un modéle le plus proche du phénoméne
pour une distance appropriée, il est conceptuellement un peu difficile de parler de la vraie valeur
de 0 et, a fortiori, d’une vraie loi a priori.
D’un point de vue formel, il est possible de construire une distribution a priori en déterminant
une échelle des vraisemblances respectives des valeurs du paramétre 6. Quand cette échelle est co-
hérente, c’est-a-dire respecte les axiomes dans Christian Robert, 2006 ([45], Chap. 3, Sect. 3.8.1)
, existence d’une distribution a priori peut étre déduite. L’existence d’une loi a priori subjective
comme résultat d’'un ordre des vraisemblances relatives est trés important, car il nous permet
d’échapper au cadre restrictif des justifications fréquentistes qui n’est pas toujours applicable a
ce type de situations.

Détermination de la loi a priori. Plusieurs méthodes de détermination de loi a priori ont
été développées. Il s’agit entre autres des méthodes de I'approximation directe, de l’entropie
maximale, des loi a priori non informatives, des techniques de Bayes empiriques et hiérarchiques,
mais aussi de la méthode des loi a priori conjuguées (Robert, 2006 [45]). C’est cette derniére
citée qui portera ici notre intérét.

Lois a priori conjuguées. Il s’agit d’'une technique particuliére de détermination de loi a
priori paramétrée. En effet les cas o I'information est limitée nécessitent une telle approche. En
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effet, quand l'information a priori sur le modéle est trop vague ou peu fiable, une construction
subjective compléte de la distribution a priori est évidemment impossible. D’autres raisons (re-
tards, coiits a respecter, manque de communication entre statisticiens et décideurs, etc.) peuvent
expliquer ’absence de distributions correctement définies. De plus, des exigences d’objectivité
peuvent forcer le statisticien & fournir une réponse aussi neutre que possible, afin de fonder I’infé-
rence sur le modéle d’échantillonnage uniquement. De tels cas semblent justifier le recours a des
solutions non bayésiennes (estimateurs du maximum de vraisemblance, estimateurs sans biais
optimaux, etc.).

D’abord, nous étudierons dans cette section une approche paramétrique classique qui implique un
apport d’information subjective le plus limité possible et qui est & la base des deux techniques
bayésiennes, hiérarchique et empirique. En dehors de I’exigence d’une contribution subjective
minimale, les lois a priori conjuguées peuvent étre considérées comme un point de départ pour
I’élaboration de distributions a priori fondées sur une information a priori limitée, dont I'impré-
cision peut étre déterminée gréace a des distributions a priori supplémentaires. Cependant, il faut
garder & esprit le fait que 'impression commune que les lois conjuguées sont non informatives
est fausse : le choix d’un a priori conjugué, bien qu’il soit défendable, est toujours un choix parti-
culier et influence donc, dans une certaine mesure, 'inférence résultante. De plus, il peut obliger
& ignorer une partie de I'information a priori si cette derniére n’est pas complétement compa-
tible avec la structure de la loi a priori conjuguée. Enfin il existe d’autres lois a priori fondées
sur la méme information subjective limitée, mais avec une influence plus limitée sur l'inférence
résultante. De plus, il peut obliger & ignorer une partie de 'information a priori si cette derniére
n’est pas complétement compatible avec la structure de la loi a priori conjuguée.

Définition 1.6. Une famille F de distributions de probabilité sur © est dite conjuguée (ou
fermé par échantillonnage) par une fonction de vraisemblance f(x|0) si, pour tout m € F,
la distribution a posteriori w(.|x) appartient également a F.

L’intérét principal du caractére conjugué devient plus évident quand F est paramétrée. Ef-
fectivement, le passage de la distribution a priori & la distribution a posteriori se réduit dans
ce cas & une mise & jour des paramétres correspondants. Cette seule propriété peut expliquer
pourquoi les lois a priori conjuguées sont si populaires, car les distributions a posteriori sont
toujours calculables (au moins jusqu’a un certain degré).

Justification des lois a priori conjuguées. L’approche a priori conjuguée, introduite
par Raiffa et Schlaifer (1961), peut étre justifiée partiellement par un raisonnement d’invariance.
En fait, quand 'observation de X ~ f(x |6) modifie w(0) en 7(0 | x), 'information transmise par
x sur 6 est évidemment limitée ; par conséquent, elle ne devrait pas entrainer une modification
de toute la structure de 7(6), mais simplement de ses paramétres. Un changement plus radical
de 7 est alors inacceptable et le choix des lois a priori devrait toujours étre fait parmi les lois
conjuguées, quelle que soit I'information a priori. D’une certaine fagon, de Finetti (1974) avait
un avis similaire parce qu’il considérait que I'information a priori pouvait étre interprétée comme
des observations passées virtuelles, ce qui méne forcément & des lois a priori conjuguées pour
des familles exponentielles. Malheureusement, cette condition devient paradoxale dans les cas
extrémes ol toute la distribution a priori est déja disponible. Mais les lois a priori conjuguées sont
surtout utilisées dans des environnements ot l'information est limitée, car elles ne nécessitent
la détermination que de quelques paramétres. Une autre justification pour utiliser les lois a
priori conjuguées est que certains estimateurs de Bayes sont alors linéaires, comme ’ont montré
Diaconis et Ylvisaker (1979). Néanmoins, nous devons reconnaitre que la principale motivation
pour utiliser les lois a priori conjuguées reste la commodité de traitement.

Ces lois a priori conjuguées sont parfois appelées objectives parce que le modéle d’échantillonnage,
f(z|6), détermine entiérement la classe des lois a priori, mais toute méthode qui produit de
fagon automatique des lois a priori & partir de la distribution d’échantillonnage serait tout aussi
objective. A contrario, leur utilisation est fortement critiquée par certains bayésiens, car elle
obéit & des contraintes techniques plutét qu’a des impératifs d’adéquation & 'information a priori
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disponible. Le role des lois a priori conjuguées est alors de fournir une premiére approximation
de la distribution a priori adéquate, qui devrait étre suivie d’une analyse de robustesse.

Familles exponentielles. Les lois a priori conjuguées sont généralement associées & un
type particulier de lois d’échantillonnage qui permet toujours leur obtention ; il est méme carac-
téristique des lois a priori conjuguées comme nous le verrons ci-dessous. Ces lois constituent ce
quoon appelle des familles exponentielles et sont étudiées en détail dans Brown (1986b).
Définition 1.7. Soient u une mesure o-finie sur X, © [espace des paramétres, C et h des

fonctions respectivement de X et © dans Ry, et R et T des fonctions de © et X dans R. La
famille des distributions de densité (par rapport & )

f(x8) = C(0)h(x) exp (R()T(x)) (1.3)

est dite famille exponentiellement de dimension k. Dans le cas particulier ot © C RF, X C RF
et
f(x]0) = C(0)h(x) exp(fx) (1.4)
la famille est dite naturelle.
D’un point de vue analytique, les familles exponentielles ont certaines caractéristiques inté-
ressantes (voir Brown, 1986b). En particulier, elles sont telles que, pour tout échantillon de (1.3),

il existe une statistique exhaustive de dimension constante. En effet, si Xi,...,X,, ~ f(x|0),
avec f satisfaisant (1.4), alors la statistique

1 & _
X =- z;, avec X € RF
est exhaustive pour tout n. La réciproque de ce résultat a été aussi établie par Koopman (1936)
et Pitman (1936).
De nombreuses distributions usuelles continues et discrétes appartiennent & des familles ex-
ponentielles.

Exemple 1.3. Si Sj; est le simplexe de R¥,

k
Sk:{w:(wl,...,wk);Zwizl,wi>0},

i=1
la loi de Dirichlet sur S, Di(aq, ..., ax), est une extension de la distribution béta définie comme

k

flpla) = FP((O;;F ', ','FYOZ;) i];[lp?illlsk ()

ou p(p1,...,px). Puisque

k
f(p|a) = C(a)h(p)exp (Z a 10g(pi)>

i=1
la loi de Dirichlet constitue une famille naturelle exponentielle pour
T(p) = (log(p1); - - -, log(pk))-

Exemple 1.4. Soit X un vecteur de loi normale multidimensionnelle N, (6, 021,), sa densité
est donnée par

11 a
fxl0) = o7 (2mypi2 P <—Z($i—9i)2/202>

1=1
= C(0,0)h(z) exp(a(0/0®) + |l2]|*(=1/207)).

Ce qui montre que cette la loi normale appartient 4 une famille exponentielle de paramétres
naturels /0% et —1/202.
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Dans ce dernier exemple, notons que ’espace des paramétres est de dimension p+1, tandis que
la dimension des observables, X, est p. Bien que la dimension d’une famille exponentielle ne soit
pas fixée, car il est toujours possible d’ajouter des combinaisons convexes des paramétres origi-
naux comme des paramétres supplémentaires (et évidemment inutiles), une dimension minimale
intrinséque est associée a cette famille.

Définition 1.8. Soit f(x]|0) = C(0)h(x)exp(fz), une famille exponentielle naturelle. L’espace
naturel des parametres est

En = {6; /Xexp(ﬁm)h(a;)du(a:) < —i—oo} :

La famille est dite réguliére si En est un ensemble ouvert et minimale si dim(Ey) = dim(K) =
k, ou K est la cloture de l’enveloppe convexe du support de .

Ainsi il est toujours possible de réduire une famille exponentielle & une forme standard et
minimale de dimension m, et cette dimension m ne dépend aucunement de la paramétrisation
choisie (Brown, 1986b).

Les familles exponentielles naturelles peuvent aussi étre réécrites sous la forme

F(218) = h(x) exp(6x — () (1.5)

avec 1(6) qui est la fonction cumulante des moments. Une illustration de la forme (1.5) est donné
dans 'exemple suivant avec la loi de Poisson.

Exemple 1.5. Si X est une v.a. de loi de Poisson P(\), alors sa loi de probabilité
x

A 1
f(z|A) = e_A—' peut aussi s’écrire par  f(z|\) = —'e‘%_e
x! x!

0

avec h(z) = &, 1(0) = e’ et le paramétre naturel = log \.

La structure réguliére des familles exponentielles permet de nombreuses applications statis-
tiques, comme en témoigne la vaste littérature sur ce sujet. (Voir Morris, 1982, Letac et Mora,
1990). Nous montrons dans la section suivant qu’elles autorisent également une construction
simple de lois a priori conjuguées.

Lois conjuguées des familles exponentielles. Siot f(z|0) = h(x)exp(fz — 1 (0)), loi
générique d’une famille exponentielle. Cette loi admet alors une famille conjuguée, comme le
démontre le résultat suivant.

Théoréme 1.1. Une famille conjuguée pour f(x|0) = h(z)exp(0x — 1(0)) est donnée par

7'('(9 ‘ K, )‘) = K(M? )‘) eXP(GM - /\1?(9» ) (16)

ot K(p1,\) est la constante de normalisation de la densité, X > 0 et § € N.
La loi a posteriori correspondante est alors w(6 |+ z, A+ 1).

Nous donnons dans le tableau suivant les lois a priori conjuguées et les a posteriori corres-
pondantes pour certaines lois usuelles des appartenant & des familles exponentielles.

1.1.2.2 Lois a posteriori

Le concept de l'inférence bayésienne est, comme nous ’avons dit plus haut dans la section
1.1, rendu possible grace a l'inversion des probabilité conditionnelles permise par la théorie des
probabilités. En réalité c’est la forme continue de (1.1) qui a été établie par Bayes et Laplace qui
ont considéré que I'incertitude sur le paramétre # d’'un modéle peut étre décrite par une loi de
probabilité 7 sur ©, appelée distribution a priori. Ce qui permet d’introduire la construction du
modéle bayésien dont la contribution principale est de considérer en sus une distribution aléatoire
pour les paramétres.
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f(x]6) (6) 7(6]z)
Normale Normale Normale
N(0,5?) N(u, %) N(a(o?u+ 122), ac?t?)
a =024+ 72
Poisson Gamma, Gamma,
P(8) G(o, B) Glat+z,B+1)
Gamma, Gamma, Gamma,
G(v,0) G(a, B) Gla+v,B+x)
Binomiale Béta Béta
B(n, ) Be(a, 3) Be(a+z,+n—x)
Binomiale négative Béta Béta
Neg(m,0) Be(a, ) Be(a+m, § + x)
Normale Gamma Gamma,
N (p,1/6) Go,B) | Gla+1/2,8+ (u—)2/2)
Multinomiale Dirichlet Dirichlet
M(n;6q,...,0r) | D(oa,...,ar) | Dlog +x1,...,08 + k)

TABLE 1.1: Lois a priori conjuguées naturelles pour quelques familles exponentielles usuelles.

Définition 1.9. Un modéle statistique bayésien est constitué d’un modéle statistique paramé-
trique, f(x|0), et d’une distribution a priori pour les parametres, m(0).

L’inférence est alors fondée sur la distribution de € conditionnelle & x, w(6 | x), appelée loi a
priori et définie par

m(0|z) = (1.7)

En termes statistiques, le théoréme de Bayes actualise donc 'information sur 6 en extrayant
I'information contenue dans l’observation x. Son impact provient de la décision audacieuse de
mettre causes et effets sur le méme niveau conceptuel, puisque les deux sont aléatoires. Du
point de vue de la modélisation statistique, il y a donc peu de différences entre observations et
paramétres, car les manipulations conditionnelles permettent 1’échange de leurs roles respectifs.
Nous donnons dans les deux exemples (exemples historiques de Bayes et Laplace) qui suivent
une illustration de l'usage de (1.7).

Exemple 1.6 (Bayes, 1763). Une boule de billard W roule sur une ligne de longueur 1, avec une
probabilité uniforme de s’arréter n’importe ott. Supposons qu’elle s’arréte en p. Une deuxiéme
boule O roule alors n fois dans les mémes conditions, et on note X le nombre de fois que la boule
O s’arréte a gauche de W. Connaissant X, quelle inférence pouvons-nous mener sur p?

Dans la terminologie moderne, le probléme consiste & déterminer la distribution a posteriori de
p conditionnellement & X. Par hypotheése, la loi a priori de p est la loi uniforme sur [0,1] et X
suit la loi binomiale B(n,p).

On a alors

P(X ==z|p) = px(l—) -,

Pla<p<b, X=x) = Cxx p)" *dp, Ya < b€ 0,1]

n

P(X=z) = /ch (1 — p)"dp.
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Ce qui implique que

b €T T n—x
Jo Cap*(1 —p)"~"dp
Jo Capm(1 —p)r—=dp

b XT n—r
J, p*(1 —p)"*dp
Bz+1,n—xz+1)

Pla<p<b|X=2) =

donc la distribution de p conditionnellement & X = x est la loi béta, Be(z + 1,n — z + 1).

Dans le méme esprit, Laplace introduit une modélisation probabiliste de l'espace des pa-
rameétres. Mais ses exemples sont plus avancés que ceux de Bayes au sens ou les distributions
a priori qu’il prend en compte sont fondées sur un raisonnement abstrait, plutét que sur une
justification physique.

Exemple 1.7 (Laplace, 1773). Une urne contient un nombre n de cartes noires et blanches.
Si la premiére carte sortie de I'urne est blanche, quelle est la probabilité que la proportion p de
cartes blanches soit pg ?

Pour résoudre ce probléme, Laplace suppose que tous les nombres de 2 a4 n?1 sont équiprobables

comme valeurs de pn, donc que p soit uniformément distribué sur 4,,, avec A, = {2/n,...,(n —1)/n}.
La distribution a posteriori de p peut étre alors calculée en utilisant le théoréme de Bayes,
P(p = po |données) = (n{)[i);(nl/(n —2)
szg/n p X 1/(n - 2)
_ npo
nn—1)/2—-1"

1.2 Approche bayésienne de la théorie de la décision

Si nous considérons que l'objectif général de la plupart des études inférentielles est de per-
mettre au statisticien ou au client de prendre une décision, il peut étre raisonnable d’établir un
critére d’évaluation des procédures choisies. Ce critére prendra alors en compte les conséquences
de chaque décision et dépendra des paramétres du modéle. Ces décisions peuvent étre de diffé-
rents types, par exemple acheter des capitaux selon leurs futurs rendements @, interrompre une
expérience agricole sur une nouvelle culture de productivité 8, déterminer si le nombre 6 des sans
domicile fixe a augmenté depuis le dernier recensement. Un autre type de décision est d’évaluer
si une nouvelle théorie scientifique est compatible avec les données expérimentales disponibles.
Le critére d’évaluation est aussi habituellement appelé coit et est défini comme une fonction L
de © x D dans [0, +oo[, © 'espace des paramétres et D 'espace des décisions possibles. Cepen-
dant la plupart des exemples théoriques se concentrent sur le cas D = O, qui représente le cadre
d’estimation standard. La fonction de cotit est censée évaluer la pénalité (ou 'erreur) L(6,d)
associée a la décision d quand le paramétre prend la valeur 6. Ainsi dans un cadre traditionnel
d’estimation du parameétre, lorsque D = © ou D = h(0), la fonction de cott L(#, ) mesure l'er-
reur commise en évaluant h(f) par J. Il existe plusieurs axiomes de rationalité qui garantissent
I’existence d’une telle fonction dans un cadre décisionnel. Dans la pratique, la détermination
méme de la fonction de cotit est souvent difficile, en particulier parce que les conséquences de
chaque action pour chaque valeur de 6 sont souvent impossibles & déterminer quand D ou ©
sont de grands ensembles, par exemple quand ils contiennent un nombre infini d’éléments. De
plus, dans les modéles qualitatifs, il peut étre délicat de quantifier les conséquences de chaque
décision. Nous verrons a travers des paradoxes comme le paradozre de Saint-Pétersbourg que,
méme quand la fonction de cotit semble évidente, par exemple lorsque des erreurs peuvent étre
exprimées comme pertes monétaires, la fonction de cotit réelle peut étre assez différente de son
approximation linéaire et intuitive. La complexité de la détermination de la fonction de coiit

subjective du décideur incite souvent le statisticien a recourir aux fonctions de cofit classiques 3,

3. Le terme classique est lié aux travaux de Laplace (1773) pour le cott absolu, de Gauss (1810) pour le cott
quadratique.
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choisies pour leur simplicité et leur souplesse mathématique. Ce type de fonction de cotit est
aussi nécessaire pour un traitement théorique de l'obtention des procédures optimales, quand il
n’y a pas de motivation pratique pour le choix d’une fonction de coiit en particulier.

Le modéle de la Théorie de la Décision bayésienne est est basée sur les trois facteurs suivants :
. la famille des distributions pour les observations, f(z|f);

. la distribution a priori pour les paramétres, 7(6) ;
. le cotit associé aux décision, L(6,9).

Notons que pour le cas de la Théorie de la Décision classique (approche fréquentiste) la dis-
tribution a priori des parameétres n’est pas considérée. Cependant les partisans de ’approche
bayésienne critiquent cette démarche fréquentiste de la théorie de la décision. En effet, ils consi-
dérent l'existence d’une fonction de cotit implique qu’une certaine information sur le probléme
considéré est disponible. Cette information peut donc étre utilisée plus efficacement pour dé-
velopper une distribution a priori. Ils estiment en réalité, que cotit et a priori sont difficiles a
dissocier et devraient étre analysés simultanément (Lindley, 1985).

1.2.1 La fonction d’utilité

L’utilité est une notion utilisée en Statistique, en Economie mais aussi en Théorie des Jeux.
Elle est définie comme 'opposée de la fonction de cotit. Son appréhension nécessite d’ordonner
les conséquences (ou récompenses) des décisions. Par conséquences, il faut comprendre que c’est
I’ensemble des résultats émanant de 'action du décideur. Dans les cas les plus simples, il peut
s’agir d’'un gain ou d’un coft financier di & cette décision. Dans le cas de l'estimation, 'utilité
peut étre une mesure de la distance entre I’estimation et la vraie valeur du paramétre. Les bases
axiomatiques de 'utilité ont été attribuées a von Neumann et Morgenstern (1947) et ont mené
a de nombreuses extensions, particuliérement en Théorie des Jeux. Dans un cadre statistique,
cette approche a été considérée par Wald (1950) et Ferguson (1967).

Le cadre général sous-tendant la théorie de I'utilité considére que l'espace des récompenses
R, supposé complétement connu (par example, R = R). Nous supposons aussi qu’il est possible
d’ordonner les récompenses, donc qu’il existe un ordre total, noté <, sur R tel que si 1, ro et 73
sont dans R,

(1) p <Xrgoury 27ry;
(2) siry <19 et ro <13, alors r; < 3.

Ces deux propriétés paraissent étre des conditions minimales dans un cadre décisionnel. En
particulier, la transitivité (2) est absolument nécessaire pour permettre une comparaison entre
les procédures de décision. Sinon, nous pouvons nous retrouver avec des cycles tels que r; < ry =
r3 =X r1 et étre dans l'incapacité de sélectionner la meilleure récompense parmi ces trois choix.

Pour avancer davantage dans la construction de la fonction d’utilité, il est nécessaire d’étendre
I’espace des récompenses de R & P, 'espace des distributions de probabilité dans R. Ceci permet
au décideur de prendre des décisions partiellement aléatoires ; de plus, 'espace des récompenses
ainsi étendu est convexe. Ce genre d’espace de récompenses est tout a fait réaliste dans la mesure
ol les conséquences associées & une action ne sont pas connues au moment ol la décision est
prise ou, de fagon équivalente, certaines décisions comportent une part de risque. Par exemple,
en finance, le revenu financier d’actions cotées en Bourse n’est pas garanti au moment ou les
actionnaires doivent déterminer les entreprises dont ils devront acheter des actions. Dans ce cas,
D = {d,...,dy}, ou di désigne l'action "acheter des actions de la compagnie k". Au moment
de la décision, les gains associés aux différentes actions sont des dividendes aléatoires, connus
seulement & la fin de ’année.

La relation d’ordre =< est supposée disponible également dans P. Par exemple, quand la
récompense est monétaire, la relation d’ordre dans P peut étre obtenue en comparant la moyenne
des rendements associés a la distribution P. Il est donc possible de comparer des distributions
de probabilité définies sur R. Soient P, P> et P3 des probabilités sur R, les extensions des
hypotheéses (1) et (2) sur P sont données par :

(A1): Pr=XPyou P = Pr;
(Ag) 281 Pp X Pyet P, <X Py, alors P; =< Ps.
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L’existence de l'ordre < sur P est fondée sur I’hypothése qu’il existe une récompense opti-
male, et donc qu’il existe au moins un ordre partiel sur les récompenses, méme quand elles sont
aléatoires. Ainsi s’il existe une fonction d’utilité U définie sur R associée & =<, alors la relation
P, X P, peut étre caractérisée par l'inégalité des espérances correspondantes

IEP1 [U(T)] < EPQ [U(T)]

Les conditions d’existence de la fonction d’utilité U sur R sont données ici. Pour cela carac-
térisons d’abord la notion de distribution de mélange. En effet, si nous considérons le groupe des
distributions bornées Py, et P, P, deux distributions de Py, alors la distribution de mélange est
définie par P = aP; + (1 — a) P» et est vue comme la distribution qui génére une récompense
de P; avec la probabilité « et une récompense de P, avec la probabilité 1 — a. En plus de (4;)
et (Az), des hypothéses (ou axiomes) supplémentaires nécessaires a l’existence d’une fonction
d’utilité définie sur R sont données par :

(A3) : siPL = Py, aPi+ (1 —a)P <= aP>+ (1 — a)P, pour tout P € P.
L’axiome (A3) peut étre illustré par le fait que si des actionnaires peuvent comparer deux compa-
gnies avec des distributions des dividendes P; et P, ils doivent pouvoir garder le méme classement
s’il y a une probabilité (1 — «) que les deux dividendes soient remplacées par des bons du Trésor
avec une distribution de dividendes P. L’axiome qui suit établit que la relation d’ordre < doit
étre connexe (ou fermeée) :
(Ayg) : siPy < Py < Ps, il existe aet 3 €]0, 1] tel que

aPy+ (1 —-a)P3s X P, X P + (1 - B)Ps.
La condition (A4) conduit alors au résultat suivant.

Lemme 1.1 (Ch. Robert, 2006). Si r1, ro et r sont des récompenses dans R, avec 1 < ro et
r1 2 r <Xy, il existe un seul v, (0 < v < 1) tel que r ~ vry + (1 — v)rg.

Dans ce Lemme les relation < et ~ désignent respectivement l'ordre strict et la relation
d’équivalence sur R. Le Lemme est ainsi le point essentiel pour la construction de la fonction
d’utilité, U, dans R. En effet, pour r; et ro deux récompenses arbitraires telles que r5 < r1, nous
pouvons définir la fonction U de la fagon suivante.

Pour tout » € R on a,

(1) U(r)=wvsirg <r=rietr ~vr;+ (1 —v)ry;

(it) U(r) = =%sir Jrgetry ~ory + (1 —v)r;

(iii) U(r) = Lsiry X retry ~vr+ (1 —v)rs.

En particulier on a, U(r1) = 1 et U(rg) = 0. De plus, cette fonction U conserve la relation
d’ordre sur R (DeGroot, 1970). L’extension de la définition de fonction d’utilité est faite non pas
pour 'espace P, mais pour 'espace Pp) (Robert, 2006 [45]). L’espace P, correspond aussi aux
distribution (lois) a support borné, pour lesquelles il existe 71 et r2 de R tels que

[ri,re] ={r:rm 2r=<re} et P([ri,r]) =1

1.2.2 Fonction de coiit en analyse statistique

La théorie de la décision est basée sur le modéle statistique vu sous I’angle décisionnel incluant
ainsi trois espaces : I’espace des observations X', 'espace des paramétres © et ’espace des décisions
(ou espace d’action) D. L’inférence statistique consiste alors a prendre une décision d € D par
rapport au paramétre § € O, fondée sur I'observation x € X. Dans la plupart des cas, la décision
d consiste a évaluer (ou estimer) une fonction de 6, h(#), le plus précisément possible. Une
hypotheése forte de la Théorie de la Décision est que chaque action d peut étre évaluée (ce qui
signifie que la précision peut étre quantifiée) et conduit a une récompense r, avec une utilité U (r)
(qui existe sous 'hypothése de rationalité des décideurs). Pour la suite, cette utilité sera notée
U(6,d) pour insister sur le fait qu’elle dépend uniquement de ces deux facteurs. En supposant
les récompenses r aléatoires et que celles-ci interviennent dans 1'utilité U, nous écrirons cette
derniére sous forme d’espérance : U(6,d) = Eg 4[U(r)]. L’utilité peut alors étre vue comme une
mesure de proximité entre ’estimation proposée d et la vraie valeur h(0).
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Une fois la fonction d’utilité U établie, la fonction de cotit L correspondante s’en déduit
facilement puisque 'une est 'opposée de 'autre :

L(0,d) = ~U(8,d)

En général, la fonction de cofit est supposée positive, ce qui implique que la fonction d’utilité
correspondante est négative : U (6, d) < 0. Ceci veut qu’il n’existe pas de décision ayant une utilité
infinie. L’hypothése de I'existence d’un minorant pour la fonction de cotlit L peut étre critiquée
comme trop stricte, mais elle évite des paradoxes. On peut aussi soutenir que, d’'un point de
vue statistique, la fonction de cotut L représente bien le cotit (ou l'erreur) di & une mauvaise
évaluation de la fonction d’intérét h(6). Par conséquent la meilleure évaluation possible de h(6) ,
lorsque 6 est connu, peut entrainer au mieux un cott nul. Notons que sauf pour des cas triviaux, il
est généralement impossible de minimiser uniformément, en d, la fonction de cotut L(6,d) quand
0 est inconnu. Dans cette logique que ’approche fréquentiste propose de considérer plutot le
colit moyen, encore appelé risque fréquentiste, pour obtenir un critére de comparaison utilisable
a partir d’une fonction de colit dans un contexte aléatoire,

R(0,6) = Ep[L(0,0(X))]
= /){L(G,é(az))f(:d&)dm

ou d(z) est la régle de décision, soit I'attribution d’une décision a chaque résultat z ~ f(x|6).
Alors 0(X) est appelée estimateur, tandis que la valeur d(x) est appelée estimation de h(0).
L’approche bayésienne de la Théorie de la Décision adopte une démarche plutét différente,
car considérant le paramétre ? comme inconnu, alors I'observation x tout a fait connu. Ce qui
fait que pour le coiit moyen l'intégrale est effectuée sur 'espace O, plutot que sur 'espace X,

p(m,0|X) = ET[L(0,6(X))|X]
_ /e (0, 6(x))m(6]2)d6, (1.8)

qui est appelé coit moyen a posteriori, car évaluant le colit moyen par rapport & la distribution
a posteriori du paramétre 6 conditionnellement & la valeur observée x. Ainsi pour un x donné,
le cotit moyen ou encore I'erreur moyenne résultant de la décision ¢ est donné par p(7, d|z). Ce
colit est ainsi une fonction de x, mais cette dépendance n’est pas génante, contrairement & la
dépendance fréquentiste du risque au parameétre puisque x, a la différence de 6, est connu.

En se donnant une distribution a priori 7, il est aussi possible de définir le risque intégré, qui
est le risque fréquentiste moyenné sur les valeurs de 6 par rapport a leur distribution a priori.
Ce risque est donné par,

r(m0) = ET[R(6,6)]
= //L(G,é(az))f(aﬂ@)d:mr(@)dﬁ.
eJXx

Un intérét particulier de ce deuxiéme concept est qu’il associe un nombre réel a chaque estima-
teur, et non une fonction de 6. Il induit donc un ordre total sur I’ensemble des estimateurs et
permet une comparaison directe entre ces estimateurs. Cela implique que, quoique prenant en
compte l'information a priori via la distribution a priori, I’approche bayésienne est suffisamment
réductrice (dans un sens positif) pour atteindre une décision efficace.

Le risque intégré et le risque a posteriori sont en effet équivalents puisqu’ils conduisent a la
méme décision, comme le montre résultat suivant

Théoréme 1.2 (Ch. Robert, 2006). Un estimateur minimisant le risque intégré r(mw, ) est obtenu
par sélection, pour chaque x € X, de la valeur §(x) qui minimise le codlt moyen a posteriori,
p(r, |z), puisque

7‘(77,5)—/Xp(ﬂ,é(x)]m)m(a:)da:, ot m(a;)—/@f(ﬂ@)w(ﬁ)d@.
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Ce résultat méne a la définition suivante d’un estimateur de Bayes.

Définition 1.10. Un estimateur de Bayes associé & une distribution a priori m et une fonction
de coit L est un estimateur 6™ (X)) minimisant r(w,d). Pour chaque X € X, ce dernier est donné
par

0"(X) = argm(sinp(ﬂ',ﬂX) (1.9)

r(m, 0™(X)) est alors appelé risque de Bayes.

Le Théoréme 1.2 fournit ainsi un outil constructif pour la détermination des estimateurs
de Bayes. Notons que, d’'un point de vue strictement bayésien, seul le colit moyen a posteriori
p(m,d|x)) compte, puisque le paradigme bayésien est fondé sur une approche conditionnelle.
Faire la moyenne sur toutes les valeurs possibles de x, alors que nous connaissons la valeur
observée de x, semble étre une perte d’information. Néanmoins, I’équivalence présentée par le
Théoréme 1.2 est important parce que, d’abord, elle montre que ’approche conditionnelle n’est
pas nécessairement aussi dangereuse que les critiques fréquentistes peuvent 'indiquer. En effet,
bien que 'approche bayésienne fonctionne de fagon conditionnelle a I’observation z, elle inclut
aussi les propriétés probabilistes de la distribution de 'observation f(z|@). Ensuite, cette équi-
valence fournit une connexion entre les résultats classiques de la Théorie des Jeux et 'approche
axiomatique bayésienne, fondée sur la distribution a posteriori.

Le calcul de tous ces risques nécessite la connaissance au préalable de la fonction de cotit. Or
en pratique, il est souvent difficile de construire la fonction de cotit véritable associée au probléme
de décision. Dans ce cas des fonctions de cofit classiques sont souvent utilisées.

1.2.3 Fonctions de coit usuelles

Quand le contexte d’une expérience ne permet pas une détermination de la fonction d’utilité
(manque de temps, information, etc.), une alternative courante est de faire appel a des fonctions
de coiit classiques, qui sont mathématiquement simples et de propriétés connues. Bien entendu,
cette approche est une approximation sous-jacente du modéle statistique et ne devrait étre utilisée
que quand la fonction d’utilité n’est pas disponible.

1.2.3.1 Le cotuit quadratique

Introduit par Legendre (1805) et Gauss (1810), ce colit est sans conteste le critére d’évalua-
tion le plus commun. Fondant sa validité sur ’ambiguité de la notion d’erreur dans un contexte
statistique (soit erreur de mesure, soit variation aléatoire), il a aussi donné lieu & de nombreuses
critiques, la plus fréquente étant sans doute le fait que le colit quadratique pénalise trop forte-
ment les grandes erreurs. Dans son article de 1810, Gauss reconnaissait déja l'arbitraire du cotit
quadratique mais le défendait au nom de la simplicité. Bien que les critiques concernant 1'utilisa-
tion systématique de la fonction de cotit quadratique soient fondées, son usage est néanmoins trés
répandu, car il donne en général des solutions bayésiennes qui sont celles naturellement fournies
comme estimateurs pour une inférence non décisionnelle fondée sur une distribution a priori.
En effet, les estimateurs de Bayes associés au colit quadratique sont les moyennes a posteriori.
Cependant, notons que le colit quadratique n’est pas le seul cotit & avoir cette caractéristique.
Les fonctions de colit conduisant & la moyenne a posteriori comme estimateur de Bayes sont
appelées fonctions de cotit propres et ont été identifiées par Lindley (1985), Schervish (1989), der
Meulen B. (1992), et Hwang et Pemantle (1994). Ce coiit s’exprime par le carré de la différence
entre la vraie valeur du paramétre 6 (ou de h(6)) et de son estimation ¢ et est donnée par

L(6,6) = (6 — 0)* (1.10)

Cependant, les fonctions de coiit convexes comme (1.10) ont ’avantage incomparable d’éviter le
paradoxe de risk lovers? et d’exclure les estimateurs randomisés.

4. Il s’agit d'un amoureux des risques est une personne qui est préte & prendre plus de risques tout en inves-
tissant afin de gagner des rendements plus élevés.
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Des résultats relatifs & la détermination de 'estimateur de Bayes sous le cotlit quadratique
sont ici donnés.

Proposition 1.1 (Ch. Robert, 2006). L’estimateur de Bayes 0™ associé a la loi a priori w(0) et
au codt quadratique (1.10) est la moyenne a posteriori

T\ T _ Jo 0f(x|0)m(0)d0
o1(X) = ETlOIX] = fif(a:w)w(e)de‘

Les corollaires suivants se déduisent de maniére immédiate.

Corollaire 1.1 (Ch. Robert, 2006). L’estimateur de Bayes ™ associé a w(0) et au coit quadra-
tique pondéré L(6,8) = w(0)(0 — 6)%, ot w(f) est une fonction positive, est

E™[w(6)6]X]

"N = B LEx

Corollaire 1.2 (Ch. Robert, 2006). Quand © € RP, l’estimateur de Bayes 0™ associé a m(0) et
au cotit quadratique L(0,6) = (6 — 6)'Q(0 — &) est la moyenne a posteriori, 6" = E™[0|X], pour
toute matrice QQ de taille p X p, symétrique définie positive.

Le cotit quadratique est particuliérement intéressant lorsque ’espace des paramétres est borné
et le choix d’un cotit plus subjectif est impossible. En effet, ce colit est assez simple d’utilisation
et erreur d’approximation est alors de faible importance. L’indétermination de la fonction de
colit (et son remplacement par une approximation quadratique) est fréquente en évaluation de la
précision, qui inclut par exemple 'estimation du cott (Rukhin, 1988a,b, Lu et Berger, 1989a,b,
Hwang et al., 1992, Robert et Casella, 1993, 1994, et Fourdrinier et Wells, 1993).

1.2.3.2 Le cofit absolu

C’est une mesure d’erreur proposée comme une alternative au cotit quadratique en dimension
1. Il s’agit en effet d’un cotut déja évoqué par Laplace (1773) et qui s’exprime par

L(6,6) =10 — 4| (1.11)

11 désigne comme son nom 'indique la valeur absolue de la différence entre le paramétre 6 et son
estimation d. Une généralisation de ce cofit est donnée par une fonction linéaire par morceaux

[ ka(6-0) sif>s,
Lo = { k1(6 —6) sinon. (1.12)

Notons que si dans (1.12) si k; = k2, nous retrouvons (1.11). De tels fonctions croissent plus len-
tement que le colit quadratique. Par, conséquent, tout en restant convexes, elles ne surpénalisent
pas des erreurs grandes mais peu vraisemblables. Le résultat qui suit permet la détermination
de Pestimateur de Bayes sous le cott (1.12).

Proposition 1.2 (Ch. Robert, 2006). L’estimateur de Bayes associé a la loi a priori ™ et a la
fonction de codt linéaire par morceauxr (1.12) est le fractile k2/(k1 + k2) de la loi a posteriori

7(0)z).

Dans certains cas le besoin de mélanger colt quadratique et colit absolu est ressenti. C’est le
cas avec Hubert (1964a) qui propose un mélange des deux cofits afin de maintenir une pénalisation
quadratique aux alentours de 0. Ce cotit est donné par

[ (5-6) 5i |6 — 6] < k,
L(0,0) = { 2 k|6 — 0] — k?* sinon.

Ainsi bien que convexe, ce colt mixte ralentit la progression du colt quadratique pour des
grandes erreurs et robustifie son effet. Malheureusement, il n’existe pas en général de formule
explicite des estimateurs de Bayes sous cette fonction de cofit.
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1.2.3.3 Lecotit0-1

Ce cotit est surtout utilisé dans ’approche classique des tests d’hypothése, proposée par
Neyman et Pearson. Plus généralement, c’est un exemple typique d’un cotit non quantitatif. En
effet, pour ce coit, la pénalité associée & un estimateur ¢ est O si la réponse est correcte et 1
sinon. Soit le test de Hy : 6 € ©¢ contre Hy : 0 ¢ Og, ot Hy est appelée ’hypothése nulle. Alors
D ={0,1}, ou 1 représente I’acceptation de Hy et 0 son rejet. En d’autres termes, la fonction de
0 estimée est 1g,(#). Alors la fonction de cott 0 - 1 est définie par

[1-5 sife6y
L(#,0) = { ) sinon.

Le risque a posteriori correspondant est alors le suivant :

p(m,81X) = 15_o P (6 € O|X) + Ls_1 P™(6 ¢ Op|X),

(1.13)

qui permet d’obtenir ’estimateur de Bayes associé
Proposition 1.3. L’estimateur de Bayes associé a 7 et au cott (1.13) est

sy = {1 R0 € 00lX) > PT(6 ¢ €p)),
1 0 sinon

Ainsi I'estimation permet d’accepter Hy si ¢’est ’hypothése la plus probable a posteriori, ce
qui est une réponse naturelle.

1.3 Meéthodes de calcul bayésien

Nous remarquons la place centrale qu’occupe la loi a posteriori dans la construction ou la
recherche de I'estimateur de Bayes. D’ailleurs la version bayésienne du principe de vraisemblance
implique que toute l'inférence sur 6 repose entiérement sur la loi a posteriori m(f|x). Cette
derniére permet de décrire les propriétés du parameétre 6 (qui est regardé comme une variable
aléatoire). Alors les indicateurs résumant 7(6|x) tels que moyenne, mode, variance et médiane a
posteriori sont par exemples des estimateurs potentiels de 6 ou de h(f). Notamment, lorsque la
quantité d’intérét est h(0), un estimateur possible de h(6) est la moyenne a posteriori E™[h(60)| X].
La diversité des estimateurs candidats a l'approximation de h(f) pose la question du choix.
Celui-ci est rendu possible par la considération d’une fonction de cotit afin de comparer les
différents estimateurs potentiels. Comme indiqué plus haut, sous le critére de cette fonction de
cotit, le meilleur choix, donné par (1.9), est appelé est estimateur de Bayes. Ce dernier dépend
naturellement de la loi a priori mais aussi du critére cofit choisi comme nous pouvons le voir avec
les fonctions de coiit classiques (cott quadratique, coiit absolu, cotit 0 - 1) abordées ci-dessus.
Dans beaucoup de cas ’expression analytique de l'estimateur de Bayes est connue. C’est le cas
notamment des lois a priori conjuguées des familles exponentielle de parameétres naturels. Sous
le critére de colit quadratique les estimateurs de Bayes sont données pour certaines lois bien
connues de familles exponentielles. Dans le tableau 1.2, nous remarquons que l’estimateur de
Bayes correspond & la moyenne a posteriori du parameétre 6.

Cependant dans beaucoup d’autres cas la difficulté d’obtenir, pour un estimateur de Bayes,
une expression analytique se pose. Cela peut étre lié a plusieurs facteurs comme la distribution
paramétrique des données f(z]0), le choix de la loi a priori m(f) ou aussi de la fonction de
cotit L(0,9). La contribution de tous ces facteurs se résume dans le coiit moyen a posteriori
p(m, 8] X) exprimé dans (1.8). La forme intégrale de ce cotit rend souvent difficile sa manipulation,
notamment le calcul de 'intégrale par une procédure analytique. La premiére difficulté réside
dans le choix de la fonction de coiit. En effet lorsque le colit quadratique est choisi 'estimateur
de Bayes est la moyenne a posteriori

(X)) = /@977((9\93)d9

Jo 07 () f(x|6)do
Jo m(0) f(x]0)d6
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Loi Loi Moyenne
de x conjuguée a posteriori
Normale Normale
N(0,0%) N, 72) PO T
Poisson Gamma
P(6) G(, 8) giz
Gamma Gamma
G(v,9) G(a, B) e
Binomiale Béta
B(n,0) Be(a, ) aigj‘:n
Binomiale négative Beéta
Neg(n79) 86((1,/8) #1_24_71
Normale Gamma
N(N: 1/9) g(avﬂ) W—i__lzy
Multinomiale Dirichlet
. i+
M(n,Hl,...,Hk) D(oq,...,ak) ”'?‘Tjaj

TABLE 1.2: Estimateurs de Bayes du paramétre 6 sous coiit quadratique pour les lois a priori
conjuguées des familles exponentielles usuelles.

qui dans beaucoup de situations ne posséde pas d’expression analytique du fait des intégrales.
Aussi dans beaucoup de cas méme si le numérateur de 07(X) est explicite le dénominateur
Jom(0)f(x|0)df peut étre inconnu. C’est notamment le cas ou la loi a posteriori m(6|z) est
seulement connue & une constante pres, c’est-a-dire w(0|x) o< 7(6)f(z|0). La seconde difficulteé,
qui par ailleurs est déja mise en évidence par le colt quadratique, est liée & ’expression de
la loi a posteriori. Si l'expression analytique de m(f|x) n’est pas connue il est souvent difficile
d’expliciter p(m,d|X) et de connaitre ses propriétés afin de déterminer I'estimateur de Bayes
0™(X) dans (1.9). Il arrive trés souvent aussi que méme si la loi a posteriori est entiérement
connue, le colit moyen a posteriori p(m,§|X) soit difficile a calculer analytiquement.

Alors lalternative consistant & n’utiliser que des modéle d’échantillonnage, des lois a priori et des
fonctions de cotit qui ménent & des solutions explicites pour I'estimateur de Bayes est réductrice
et n’est pas souvent adéquat au probléme de décision posé. A ce titre plusieurs techniques, pour
palier cette difficulté, ont été proposées. Il s’agit essentiellement de stratégies d’approximation de
quantités a posteriori qui s’expriment sous forme d’intégrales. Ces méthodes sont principalement
de deux ordres : les méthodes d’analyses numériques et les techniques statistiques. Ces derniéres
qui vont nous intéresser ici, peuvent étre divisées en deux catégories : les méthodes d’intégrations
de Monte Carlo et les méthodes de Monte Carlo par Chaines de Markov (MCMC).

1.3.1 Les méthodes Monte Carlo par Chaines de Markov

Les méthodes Monte Carlo par Chaines de Markov s’inscrivent dans une continuité des tra-
vaux de Metropolis dans le domaine de la physique de la matiére condensée (Metropolis et al.
(1953) [49]). Elles permettent I’estimation des moyennes de grandeurs physiques données par
la formulation de Gibbs de la mécanique statistique sous la forme d’intégrales multidimension-
nelles. Ce sont des méthodes de simulations qui reposent essentiellement sur la génération d’une
chaine de Markov et sont de deux types principalement : 1’algorithme de Metropolis-Hastings et
I’échantillonneur de Gibbs. Nous nous intéressons ici & ce dernier type d’échantillonnage.

1.3.1.1 Echantillonneur de Gibbs

Le nom échantillonnage de Gibbs est apparu pour la premiére fois dans ’article de Geman et
Geman (1984) [50], qui sont les premiers & appliquer un échantillonneur de Gibbs sur un champ
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aléatoire de Gibbs®. Il s’agit en fait d'un cas particulier de 'algorithme de Metropolis -Hastings.
En effet les travaux de Geman et Geman (1984) s’appuyaient sur ceux de Metropolis et al. (1953),
Hastings (1970) et Peskun (1973), et ont poussé Gelfand et Smith (1990) & écrire larticle qui a
suscité le renouveau bayésien dans les années 90 graces & ces algorithmes stochastiques.

Etant donné une distribution de probabilité 7 sur un espace d’états E qui est généralement
un espace vectoriel (topologique) de dimension fini n > 1, cet algorithme génére une chaine de
Markov dont la distribution stationnaire (loi limite) est 7. Il permet ainsi de tirer aléatoirement
un élément de F selon 7w (on parle d’échantillonnage). On effectuer des tirages aléatoires suivant
la loi 7 (loi stationnaire), ne pouvant pas le faire directement par des simulations i.i.d parce que
soit 7 n’est pas une loi classique facile & simuler, soit 7 est seulement connue & une constante pres,
c’est-a-dire 7(x) o< c@(x). Dans les deux cas il est nécessaire d’obtenir les lois conditionnelles
de chacune des composantes du vecteur X. En effet si E = R™ alors X = (X3, Xo,...,X,), les
lois conditionnelles sont toutes proportionnelles a la loi cible 7(z), dans le premier cas, c¢’est-
a-dire m;(z;|z1,...,Ti—1,Tit1,-..,Tn) X w(z),7 = 1,...,n ou bien proportionnelles a ¢(x),
dans le second cas, c’est-a-dire, m;(x;|x1,. .., Ti—1,Tit1,---,Tn) x O(x), 4 = 1,...,n. Ainsi
I’algorithme étant itératif, a chaque itération k, un vecteur X %) = (ka), 2(k), ooy, X (k) est
généré composante par composante. Par exemple la composante Xi(k) est générée par la loi
conditionnelle ﬂi(xi]mgk), . ,:L‘Eli)l, J;Z(.f:l), . ,m%k_l)
suivant :

). Plus en détails nous avons l'algorithme

Données : Loi cible 7 ou bien loi proportionnelle a 7, soit ¢,
et les lois conditionnelles correspondantes
Résultat : Chaine de Markov (X, n > 0)
Initialisation : choisir une valeur initiale pour le vecteur, soit X(©) ;
pour k allant de 1 a Kmax faire

simuler la premiére composante ka);
(k=1) (k=1 (k—1)y .
2 L3 ). )

k
X§)N7T1($1‘$ .oy Iy ;

I

simuler la 7éme composante Xi( );

k k k k—1 k—1
XZ-( )~ m(arz\xg )7---axz(—)1737§+1 ) ,m,(l ));
simuler la derniére composante XT(Lk);
XT(f) ~ T (xn|xgk), xék), .. ,xgi)l);

fin
Algorithme 1 : Echantillonneur de Gibbs

On remplace donc le probléme de génération de chaque vecteur X %) par n sous-problémes plus
simples. La suite des vecteurs générés est une chaine de Markov irréductible dont la distribution
d’intérét 7 est invariante. En effet, supposons que le vecteur X (%) est généré par la loi 7(z), soit

(ny)a Xék)v ) XY(Lk)) ~ 7T($1, L2y ,I’n)- Alors

(X{k—&-l)’XZ(k)"“’X(k)) ~ 7(z1|T2,. .. T0)T (20, ..., Tp)

n
~ m(x1, T2, ..., Ty)
k+1 k+1
(Xf + ),X2( + ),...,Xﬁb’”l)) ~ m(xplrl, .. Tp—1)T(T1, .., 1)
~ 7(x1,z2,..., %),

5. Le champ aléatoire de Gibbs a ainsi donné le nom & cet algorithme
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ce qui montre que la distribution d’intérét m(z) est bien invariante.
A la différence de 'algorithme de Metropolis-Hastings, 1’échantillonneur de Gibbs posséde
n, (n > 1) noyaux de transition 7m-invariants définis par

-Pz(x7y) = Wi(yi|x—i)]l{a:_i:y_i} ) Vﬂ%y eR"”

ol Ty = (T1,. ., Tic1, Titl, -, ZTn) € Y—i = (Y1, o oy Yie1, Yitls---sYn), les m(|lx_) , @ =
1,...,n sont les lois conditionnelles des composantes Y;, ¢ = 1,...,n d’un vecteur Y pour passer
d’un état x & un état y. Nous distinguons principalement deux types d’échantillonneurs de Gibbs :

Echantillonneur par balayage systématique. Pour ce type d’algorithme, on visite séquen-
tiellement 1’ensemble des indices N = {1,2,...,n}, en relaxant a chaque pas i la valeur suivant
la loi 7; conditionnelle & ’état courant. La transition de x & y s’écrit :

n
P(.Q?,y) = Hwi(yi‘yla s Yi1, Tit 1y - - - 7x'fl)'
=1

C’est le type d’algorithme correspondant & 1I’Algorithme 1 et qui est le plus souvent utilisé pour
décrire I’échantillonneur de Gibbs. Cependant & coté de celui-ci, il y a aussi autre algorithme.

Echantillonneur par balayage aléatoire. Soit v une probabilité jamais nulle sur N =
{1,2,...,n}. A chaque pas, un indice i est choisi avec la probabilité v; > 0 et la valeur y
est relaxée selon la loi conditionnelle 7; a ’état courant. La transition s’écrit :

P(z,y) =Y vimi(ilr—i) iy -
=1

Si 'espace des états E est fini, la transition P est positive strictement.
D’aprés le théoréme de Hammersley-Clifford la loi jointe m(z) est caractérisée par ses lois
conditionnelles.

Dimension 2. Si la loi jointe 7(z1, z2) (densité dans le cas continu) a des lois conditionnelles
m;(r1|72) et mx2|r1) alors d’aprés Hammersley et Clifford (1970)

i1, 70) = i (21]2)
o S mi(ylez)/mo(z2|y)dy

Généralisation. Une généralisation a la dimension n est donnée. En effet sous I'hypothése de

positivité, une loi jointe 7(x1,...,x,) peut s’écrire
/ /
n mi(xli]xll, v ,1‘[1,71,.%‘11__*_1, ey xln)
(X1, .o, Tp) X - - =,
Pl 7, ( li]a:ll, e T T .,xln)
pour toute permutation ! définie sur {1,...,n} et tout 2’ € R"

L’échantillonneur de Gibbs est particuliérement bien adapté aux modéles hiérarchiques. Dans
ce cas :
. les paramétres inconnus sont munis de lois a priori ainsi que les hyperparamétres associés;
. en général on introduit des lois non informatives au dernier niveau de la hiérarchie
. dans certains cas les paramétres du dernier niveau de la hiérarchie sont estimés en maximi-
sant la vraisemblance marginale (si possible), ou en les estimant en méme temps que les autres
paramétres par des algorithmes MCMC.

Un exemple illustratif de modéle pour lequel on peut obtenir les lois conditionnelles est le
modéle paramétrique suivant :
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Exemple 1.8.
. Données Poissoniennes

X, ~ P(\) pour i=1,....m
X; ~ P(A2) pour i=m+1,...,n,

avec m connu.
. Lois a priori sur les paramétres

AlNg(OQB) 7)\2Ng(a7ﬁ)7 a=2.

. Loi a priori sur les hyperparamétres

F(8) = ~1g+(8)

g
. Loi jointe : c’est celle du triplet (X, A, 3) ou chaque composante est un « bloc » avec X =
(X1,...,Xn), A = (M, A2) et B € R. L’indépendance intra et inter blocs donne la loi jointe

suivante :
n

Lo (AT s AL\ 11 A 1,6
_ _1 A1 4L N2 e - 7
i=1 i=m+1 i=1
. Lois conditionnelles : ces lois sont celles des paramétres du modéle :
. pour le paramétre A,

>\1|6>X ~ g(a"i'levﬁ_'—m)

=1

A|B, X~ (](OH- Z xi,B—i—n—m)

i=m+1

. pour le paramétre [,

ﬁp‘a X ~ g(20é, AL+ >‘2)

Conclusion

Depuis sa formalisation par Bayes puis Laplace, la modélisation bayésienne s’est montrée
comme une alternative a l'analyse statistique classique (approche fréquentiste). Dans la finalité
si les deux méthodologies sont équivalentes lorsque la taille des observations est assez grande,
la statistique bayésienne s’avére plus performante en petites dimensions. Rappelons que leur
différence réside sur la maniére dont le parameétre du modéle est regardé. Si ’approche classique
considére le paramétre comme une simple valeur inconnue qui devra étre estimée, ’approche
bayésienne regarde par contre le paramétre comme une véritable variable aléatoire au méme
titre que les données d’observations. Cette derniére considération du paramétre offre beaucoup
plus de souplesse au modéle en ce sens que diverses contraintes peuvent a la fois étre imposées
sur le paramétre, surtout avec les modeéles bayésiens hiérarchiques.

Ainsi dans ce chapitre des aspects essentiels de la modélisation bayésienne ont été présentés.
D’abord nous avons introduit le paradigme bayésien qui est sous-tendu par une modélisation pro-
babiliste donc qui suppose ’existence de lois de probabilité sur les observations, et qui constituent
la vraisemblance du modéle. La spécificité de ce paradigme est la considération du paramétre
comme une variable aléatoire, avec 'attribution d’une loi a priori résultante des croyances et/ou
connaissances antérieures sur le sujet. Nous avons alors montré comment passer des informations
a priori aux lois a priori, puis avons donné les différentes techniques de déterminations des lois
a priori, en mettant en relief la méthode des lois a priori conjuguées. La derniére étape clé du
paradigme a été I'affinement des connaissances a priori sur le paramétre. Celle-ci a nécessité
I’application de la formule de Bayes, et est caractérisée par I’établissement de la loi a posteriori
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du paramétre. Nous avons illustré I'usage de la formule de Bayes par les exemples historiques de
Bayes (1763) et de Laplace (1773).

Ensuite nous avons abordé un aspect important de ’analyse statistique, qu’est la théorie de
décision, dans le contexte de 'approche bayésienne. Ainsi dans la modélisation la théorie de la
décision propose, & c6té de ’espace des observations X et de celui des paramétres ©, un troisiéme
espace qu’est celui des décisions D. En effet elle considére 'inférence sur le paramétre 8 comme
une décision d ou une action sur celui-ci et ayant ses conséquences comme le cott L(6,d) ou
méme le colit moyen aussi appelé risque. La meilleure inférence est alors la décision qui minimise
ce risque.

Enfin le dernier point du chapitre a consisté & la présentation des méthodes de calcul bayésien
qu’on peut aussi appeler les outils d’inférence. Il s’agit des méthodes d’intégration de Monte
Carlo et des méthodes Monte Carlo par Chaines de Markov.



Chapitre 2

Factorisation de matrices positives

Introduction

Les méthodes statistiques de description de données sont nombreuses et diverses. En fonc-
tion des besoins, différentes méthodologies ont été développées, parmi celles-ci les techniques
de factorisations matricielles. Les méthodes d’analyses factorielles comme I’ACP (Analyse en
Composantes Principales), la méthode de décomposition en valeurs singuliéres, SVD (Singular
Value Decomposition) et la méthode de quantification vectorielle, VQ (Vector Quantization) en
sont les plus populaires parmi les méthodes précurseures. Comme alternative a ces derniéres une
nouvelle méthode d’analyse factorielle a été introduite par Lee et Seung (1999) [19]. Il s’agit de
la méthode de Factorisation de Matrices Positives, NMF (Nonnegative Matriz Factorization).
En effet le probléme posé par la méthode NMF est le suivant : X ~ UV, ou il est question de
trouver une approximation (satisfaisante) de la matrice de données positives X par le produit
matriciel UV avec U > 0 et V' > 0. La différence avec les méthodes antérieures citées réside
dans la contrainte de positivité des matrices facteurs U et V. Elle ne s’applique donc qu’a des
matrices des données positives. La contrainte de positivité introduite par Lee et Seung a offert
une autre maniére de voir par rapport & la description des données : il s’agit de la description
d’un tout & partir de la perception que l'on a de ses parties. A ce titre, cette approche a ouvert
la voie & de nombreuses applications importantes : 'apprentissage non supervisé, le traitement
d’images (segmentation, reconstitution), le traitement de signal, la vision artificielle . ..

Le probléme de factorisation posé est en fait un probléme de minimisation. Pour le résoudre
les auteurs Lee et Seung (2001) [20] ont proposé deux fonctions-cotts Fy (U, V) = Di(X||UV)
et Fy(U,V) = | X — UV||% qui désignent respectivement la divergence de Kullback généralisée
(cas discret) et le carré de la distance euclidienne entre deux matrices construite a partir de la
norme de Frobenius. On peut remarquer que ces deux fonctions-cotits sont convexes par rapport
a chacune des variables U et V' et non par rapport au couple (U, V'), ce qui fait que les techniques
d’optimisations numériques proposées ne sont adaptées qu’a la détermination de minima locaux.
En effet, Lee et Seung (2001) ont développé des méthodes numériques de minimisations qu’on
appelle algorithmes NMF qui reposent sur des problémes de minimisation ot il s’agit de trouver
un couple de matrices (U*, V*) qui minimise la fonction objectif dans chacun des deux cas. Les
algorithmes NMF ainsi construits sont des procédures itératives de mises & jour multiplicatives,
MU (Multiplicative Updates).

D’autres algorithmes de détermination des matrices U et V ont été proposés. Il s’agit de
la méthode des moindres carrées alternées et positives, ANLS(Alternating Nonnegative Least
Squares) (Zdunek et Cichocki, 2006 [36], Kim et al, 2007 [37], Kim et Park (2008) [39]) et de
la méthode du gradient de descente (GD). Ces deux types d’algorithmes s’appliquent sur la
fonction-cotit Fo(U,V) = || X — UV||%. Les algorithmes de Lee et Seung ainsi que les méthodes
ANLS et GD constituent la classe des algorithmes NMF classiques. Par ailleurs il existe beaucoup
d’autres variantes NMF qui s’inspirent des méthodes classiques. Leur particularité réside dans le
fait qu’elles imposent des conditions supplémentaires. Il s’agit entre autres de 'algorithme avec
contrainte de parcimonie, de ’algorithme avec contrainte de symétrie et la méthode du graphe

32
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régularisé.

Ce chapitre s’articulera autour de deux points majeurs. Dans un premier temps nous donne-
rons les algorithmes NMF classiques. Ceux sont constitués des algorithmes de Lee et Seung, des
méthodes de factorisation des moindres carrés alternés ANLS et de la procédure du gradient de
descente. Dans un second temps nous présenterons quelques variantes de la factorisation NMF.
Ces adaptations répondent le plus souvent & des préoccupations pratiques d’applications.

2.1 Les algorithmes NMF classiques

Les méthodes NMF classiques que nous présentons ici sont les algorithmes de mises & jour
multiplicatives de Lee et Seung (2001) [20], les méthodes ANLS de Kim et Park (2008) [39] avec
les algorithmes ANLS et enfin la méthode GD (gradient de descente).

2.1.1 Meéthodes de mise a jour multiplicative de Lee et Seung
2.1.1.1 Formalisation du probléme NMF

Le probléme de description des données occupe une place centrale dans presque tous les as-
pects de la vie quotidienne : santé, économie, science, sciences sociales (géographie, sociologie
..), etc. A ce titre le traitement des données requiert d’abord une phase de collecte, puis un
procédé méthodique a savoir la disposition des données recueillies sur les individus (unités statis-
tiques) sous forme d’une matrice en vue d’une exploitation judicieuse. Les méthodes d’analyses
factorielles dont fait partie la classe des méthodes NMF sont incontournables & ce sujet. Ainsi les
méthodes NMF font partie de la famille de la statistique multivariée, dont I’objectif est de décrire
un ensemble de variables observées (les données), au moyen de variables latentes (non observées).
Pour comprendre les motivations de la formalisation du probléme NMF tel que décrit par les au-
teurs Lee et Seung il faut remonter a leur article de 1999 [19] ot la méthode NMF était proposée
comme une nouvelle approche d’analyse factorielle basée sur le principe que la description d’un
tout (entité entiére) peut reposer sur la description de I'ensemble de ses parties. A ce titre une
double illustration en est faite avec un exemple sur les caractéristiques sémantiques a U'intérieur
d’un texte et un autre sur le traitement d’images. C’est ce dernier exemple qui va nous intéresser
pour expliquer les motivations de la méthode NMF surtout en ce qui concerne la contrainte de
positivité des facteurs. Si des méthodes antérieures d’analyses factorielles comme les procédures
VQ, ACP ou encore SVD décrivaient déja les données au moyen de facteurs latents, la spécificité
des méthodes NMF réside dans la contrainte de positivité imposée sur les matrices U et V. Cela
implique que les données d’entrée, & savoir la matrice X, sont toutes les valeurs positives. En
effet si X représente la matrice de p images ot chacune est un n x 1 vecteur colonne, alors X
est une matrice de taille n x p. Le but de la procédure NMF, consiste & trouver la structure
cachée qui explique le mieux les données. Celle-ci est contenue dans les deux matrices U € R?*F
et V € RF*XP telles que leur produit vérifie,

X~UV, U>0,V>0. (2.1)

ou k, le rang de la factorisation, est généralement choisi tel que (n+p)k < np. Ainsi la contrainte
de positivité des facteurs latents U et V' trouve tout son fondement sur le principe que la percep-
tion d’un tout est le résultat de la perception de toutes ses parties constituantes (Lee et Seung,
1999, [19]). Ce principe était déja utilisé antérieurement dans les théories de reconnaissance des
objets (Biederman (1987) [51] et de Ullman (1996) [52]), ainsi que les théories physiologiques de
représentation des objets dans cerveau (Wachsmuth et al. (1994) [53] et Logothetis et al. (1996)
[54]). Ainsi l'interprétation des facteurs latents dans la factorisation NMF est que d’une part la
matrice U représente I’ensemble des images de base, ot chacune est seulement composée d’un
certain nombre de caractéristiques du visage humain (front, nez, bouche, yeux,...); chaque co-
lonne de U décrit donc une image de base. D’autre part les colonnes de la matrice V' sont appelés
les encodeurs. Ceux-ci sont, en fait, des spécificateurs en ce sens que toute différence entre deux
colonnes d’encodeurs se traduit une différence entre les images correspondantes dans la matrice
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X. Notons que chaque colonne de V' permet la génération de 'image correspondante de X, par
le biais d’une combinaison linéaire des images de base. En effet si,

X =[x, X2, Xx], U:{U%U%...,U’f et V=LV . . v,

tels que Vij=1,...,p, VI = (v1j,v9,...,vx;) alors,
X7 zvlle%—vngQ—i—'--%—Uijk (2:2)
o X7, VI, j=1,...,p, U, ¢ =1,...,k désignent les vecteurs colonnes respectivement des

matrices X, V et U. L’équation (2.2) montre que chaque image est une combinaison linéaire non
pas d’images entiéres de faces humaines (donc pas de superposition), mais plutét des caractéris-
tiques (éléments constitutifs de la face). La positivité montre bien comment une image peut étre
décrite a partir de ses constituants possibles (les vecteurs colonnes de U); d’ou la procédure de
combinaison additive de (2.2).

Bien que les motivations premiéres de la méthode NMF étaient de régler un probléme spéci-
fique qu’est I'apprentissage d’objets & partir de leurs parties constituantes, notamment avec des
applications sur une étude de texte et sur des images des faces humaine, la procédure NMF est
un type d’algorithme qui peut s’adapter a divers problémes : la classification non supervisée, le
traitement de signal, 'apprentissage automatique, la vision artificielle ... Résoudre le probléme
(2.1) revient a traiter un probléme de minimisation, d’oul la considération de fonctions-cofits.

2.1.1.2 Fonctions cofts

Les fonctions-cotits considérées par Lee et Seung (2001) sont de deux types comme nous
I'avons déja dit. Il s’agit de la divergence de Kullback généralisée (cas discret) et du carré de la
distance euclidienne entre deux matrices.

Divergence de Kullback. Sinous considérons deux matrices A = (a;5) et B = (b;;) de méme
taille n x p, la divergence de Kullback-Leibler généralisée, dans le cas discret, entre A et B est
donnée par

n p
Dgr(AIB) =) > (w log " — g4 + bij) (2.3)
i=1 j=1 bij
Meéme si elle est aussi appelée distance, il ne s’agit pas d’une distance a proprement parler
puisqu’elle ne vérifie que les propriétés de positivité et de séparation de la distance mais pas
la symétrie et l'inégalité triangulaire. Par ailleurs la mesure de Kullback-Leibler généralisée se
rameéne a la divergence classique bien connue de Kullback-Leibler lorsque Zij ajj = Zij bij =1,
de telle sorte que les matrices A et B peuvent étre considérées comme des probabilités. Comme
toutes les mesures de divergence en général, celle-ci a aussi la propriété, d’une part de posséder
une borne inférieure égale & 0 et d’autre part la propriété qui fait que lorsque B tend vers A
alors elle tend vers 0. Ce qui en fait une fonction-coiit appropriée et permet de voir le lien
entre approximer une matrice X par un produit matriciel UV et minimiser la fonction objectif
F1(U,V). Le probléme de minimisation se pose alors comme suit :
Probléme 1. Minimiser la fonction-cott Fy(U,V) = Dk (X||UV) sous les contraintes U > 0
et V>0.

Distance euclidienne. L’autre fonction-cotit utilisée pour quantifier la qualité de I’approxi-
mation de la matrice X par la factorisation UV est le carré de la distance euclidienne entre deux
matrices, soient A et B. Notons que c’est une fonction déja utilisée par Paatero et Tapper (1997)
[55] pour formuler un probléme de moindres carrées. Elle se construit par le biais de la norme de
Frobenius et se définit par

1A= Bl% = (ai; —biy)*. (2.4)

i=1 j=1
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Comme toute distance classique sa borne inférieure est 0 (propriété de positivité) et n’est égale
a 0 que lorsque A = B. Ajouté a cela, la propriété de continuité de la distance permet & celle-ci
aussi de quantifier la qualité d’approximation entre deux matrices; ce qui en fait également une
fonction objectif qui convient. Le second probléme de minimisation est alors :

Probléme 2. Minimiser la fonction-cotit F»(U, V) = || X — UV||% sous les contraintes U > 0 et
vV >o0.

2.1.1.3 Algorithmes et convergence

Pour la résolution des problémes de minimisation 1 et 2 Lee et Seung (2001) ont proposé
des techniques numériques d’optimisation conduisant & la recherche de minima locaux. Les al-
gorithmes qui en ont découlé, appelés Multiplicative Update rules (MU) ou régles de mises a
jour multiplicatives sont considérés par les auteurs comme un bon compromis entre la vitesse de
convergence et la facilité d’implémentation.

Algorithmes. 1l s’agit des principes itératifs de mises & jour des matrices U et V' qui ont été
donnés par Lee et Seung (2001) sous forme de théorémes.

Théoréme 2.1. La divergence de Kullback-Leibler généralisée F1(U,V) = Dgp(X||UV) est
décroissante lorsque les matrices U et V' sont mises a jour suivant les régles ainsi données :

Zj (l“ij /2 “if’W’j) Uej > Ui (Sﬂij/ Do Um%)

,  Ups < Vyj 2.5
> v T >0 it (25)

Uip < Uiy

La divergence Dy (X||[UV) est invariante sous ces régles de mises a jour si et seulement si
(U, V) a atteint un point stationnaire de la fonction.

Théoréme 2.2. La distance euclidienne | X —UV ||p est décroissante lorsque U et V' sont mises
a jour par rapport aux régles suivantes :

Zj LijUej Vi 4 Vs Zl Uip T
> j D Uier VeV ! ! Do D Wigligr Vg

Ujp < Ujp (2.6)

La distance euclidienne est invariante sous ces régles de mises a jour si et seulement si (U, V) a
atteint un point stationnaire de la fonction.

Remarque : Dans le théoréme 2.2, 'on peut remarquer que la distance n’a pas été élevée
au carré. C’est parce que minimiser | X — UV||p revient a minimiser | X — UV||%. Nous avons
repris la fonction telle que écrite par Lee et Seung (2001) |20].

Convergence. Les équations (2.5) et (2.6) des théorémes précédents générent respectivement
pour chacune de deux fonctions-cotits deux suites de matrices (U™) et (V™) dont la convergence
vers le couple optimum (U*, V*) a été démontrée. Pour y arriver les auteurs ont fait usage
de fonctions auxiliaires comme dans le cas de 'algorithme Espérance-Maximisation (EM) de
Dempster et al (1977) [56]. Si nous considérons une fonction F'(h), une fonction G(h,h') est
dite fonction auxiliaire pour F(h) si elle vérifie les conditions suivantes : G(h,h’) > F(h) et
G(h,h) = F(h). L'importance de la fonction auxiliaire réside dans le fait qu’elle permet la
génération d’une suite pour laquelle la fonction F'(h) est décroissante comme le montre le lemme
suivant, et aussi illustrée dans graphique 2.1.

Lemme 2.1. Si G est une fonction auxiliaire pour F', alors la fonction F' est décroissante par
rapport a la suite définie par

D = arg m}jn G(h,h®). (2.7)
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G(h,ht)

ht h* hy, h

FIGURE 2.1: Illustration du role de la fonction auxiliaire dans la détermination du minimum de
F(h) : minimiser la fonction auxiliaire G(h, h') > F(h) garantit que F(ht*+D) < F(h®) pour
R+ = argminy, G(h, h").

Les auteurs ont défini pour chacune des fonctions-cotits Fi (U, V') et Fo(U,V) les fonctions
auxiliaires associées et on pourra remarquer que les régles de mises a jours multiplicatives
(équations (2.5) et (2.6)) découlent de I’équation (2.7). Ainsi les deux lemmes qui vont suivre
donnent respectivement la construction des fonctions auxiliaires pour les fonctions-cofits diver-
gence F1(U,V) et carré de la distance euclidienne F»(U, V).

Lemme 2.2. Si nous considérons les vecteurs colonnes des matrices X et V, soient x =
(21,...,24,...,20)" une colonne quelconque de X et v = (vi,...,vq,...,v;)" la colonne cor-
respondante dans V', alors une fonction auziliaire pour v — F(v) = F1(U,v) définie par

k
z; log —x; + Ui pVyp (2.8)
Z (Ze 1 WW) ;

est la fonction

( (t)
UiV, UipVy
— E E O] (log uigvg — log —————~ (t)> (2.9)

i=1 ¢=1 Ze/ 1 Wie' Uy or=1 Uit Vpr

Lemme 2.3. Sous les hypothéses du lemme précédent, si K(v(t)) est la matrice diagonale de
taille k x k et définie par
Koo (v®) = 50 (UTU0O) /0 (2.10)

ot § est la matrice unité, alors
G, vy = Fo®) 4+ (v — o) TVF (D) + %(v — oK W) (0 —o®) (2.11)

est une fonction auziliaire pour v — F(v) = Fy(U,v) définie par

F(U,v) = Z Zulgw . (2.12)
i=1
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Les preuves de ces lemmes sont données dans Lee et Seung (2001) [20]. Nous remarquons dans
ces lemmes que les fonctions objectifs considérées découlent des fonctions Fy (U, V') et F»(U, V)
appliquées au couple (U, v) et de variable le vecteur colonne v, la matrice U étant fixée. Cependant
notons que Fy(U,v) découle rigoureusement de %FQ(U, V), c’est parce que minimiser F»(U, V)
équivaut & minimiser %FQ(U, V). Ce principe adopté par les auteurs consiste a diviser le probléme
d’approximation (2.1) en p (nombre de colonnes de X) sous-problémes ou il s’agit d’approcher
chaque colonne x de la matrice X par le produit Uv, c’est-a-dire x ~ Uwv, avec v la colonne
correspondante de V. Cela se revient diviser chacun des problémes 1 et 2 en p sous-problémes
par la considération des fonctions-cotts Fi(U,v) et F5(U,v). Un travail analogue qui consiste a
approximer la matrice X ligne par ligne le produit V', ot u est la ligne associée de la matrice
U, permettra alors de considérer les fonctions-cotits Fy(u, V) et Fy(u, V). Il s’agit en fait de
permuter les roles des matrices U et V.

La convergence des régles MU dans (2.5) et (2.6) a été prouvé par les auteurs. Il s’agit pour
chacune des fonctions auxiliaires données par (2.9) et (2.11) de résoudre le probléme posé dans
(2.7).

Preuve du Théoréme 2.1. Le minimum de la fonction auxiliaire v +— G(v,v®) donnée par (2.9)
est déterminé en résolvant les équations du gradient nul suivantes

G (v, v®)
Ovy

on obtient alors,

_fle uigvy” +ZW—0 (=1,... k.

g/ uzfl'l)é/
d’ott on a,
(t)
¢ B Z U (t) )
7 il 3 Zz/ Ui[’er/

D’aprés le lemme 2.1 la suite de vecteurs (v() ainsi générée par (2.13) rend décroissante la
fonction F(U,v) et lui fait tendre vers son minimum. Sion posev =v etz =z;,j=1,...,p,
on obtient alors la mise a jour multiplicative de (2.5) des coefficients de la matrice V'

(t+1) Z Uiei) D g “zé””w
; v
b EJ Z Usp

En permutant les roles des matrices U et V' dans les lemmes 2.1 et 2.2 on obtient aussi de maniére
facile la mise a jour multiplicative des coefficients de U

t
(t41) (t) Zj Vo) D g “5152 Ve

s oy {=1,... k.
il il . ’ ’ ’
Zj”ﬁ]

O

Si on pose u = u; , 1 =1,...,n, alors la suite de vecteurs lignes (u(t)) ainsi construite fait
décroitre et converger la fonction F'(u) = Fi(u, V') convexe vers son minimum.

Preuve du Théoréme 2.2. Considérons la fonction auxiliaire G (v,v*)) donnée par (2.11) la réso-
lution du probléme (2.7) donne

o) = o _ K (@) 1V ) = o 2 it @ (2.14)
Di oo UitUigr Uy

D’aprés le lemme 2.1, la fonction Fy(U, v) décroit par rapport a la suite de vecteurs (v(*)) générée
par (2.14) et tend vers son minimum, puisqu’elle est convexe en v. Si on considére les vecteurs v
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et x comme la j iéme colonne respectivement des matrices V' et X, c’est-a-direv = v j et x = x 5,
j =1,...,p, alors on retrouve les régles multiplicatives de mise a jour de V pour le carré de la
distance euclidienne

(t+1) (1) Do WitTi
Vg 4 Uy Ok
Z’L’ E[/ 'U/Z'euz‘[/vzlj
De méme en permutant les roles des matrices U et V' dans les Lemmes 2.1 et 2.3 nous pouvons
facilement obtenir la mise a jour de la matrice U

(t+1) (0 Zj LijUe;

ule — il (t) ’ézl,...’k.
ZZ’ Zj U, pr Vo' 5V05
Pour chaque ligne u = u; , ¢ =1,...,n, la suite (u(t)) ainsi générée fait décroitre et converger la
fonction F(u) = Fa(u, V') ver son minimum. O

2.1.2 Meéthodes du gradient de descente

La méthodologie du gradient de descente est une technique d’optimisation basée sur le prin-
cipe de Cauchy présenté sa Méthode générale pour la résolution des systémes d’équations simul-
tanées (Cauchy, 1847 [57|). Les méthodes du gradient de descente (GD) constituent la seconde
classe des algorithmes NMF classiques aprés celle des algorithmes MU de Lee et Seung (2001)
[20]. Ces derniers ont méme fait usage de cette technique simple méme si les algorithmes MU
sont principalement basés sur la considération de fonctions auxiliaires.

La méthodologie du gradient de descente fait elle méme partie de la famille des algorithmes
a directions de descente. Une telle famille regroupe des algorithmes d’optimisation différentiable
destinés a minimiser une fonction réelle différentiable définie sur un espace euclidien (le plus
souvent 'espace R"™, I'espace des n-uplets de nombres réels, muni d’un produit scalaire), ou, plus
généralement, sur un espace hilbertien. L’algorithme est itératif et procéde donc par améliorations
successives. Au point courant, un déplacement est effectué le long d’une direction de descente,
de maniére & faire décroitre la fonction. Le déplacement le long de cette direction est déterminé
par la technique numérique connue sous le nom de recherche linéaire.

2.1.2.1 Algorithmes a directions de descente.

Le cadre de la méthode est décrit comme suit. On cherche un point z* qui minimise une
fonction différentiable f définie sur un espace de hilbertien E et & valeurs réelles. On note par
(.,.) le produit scalaire défini sur E, |.|| la norme associée, f’(z) la dérivée et V f(x) le gradient
de f en x si bien que pour tout d € E, on a f'(z).d = (Vf(x),d). Alors l'algorithme cherche
un minimum de f en générant une suite de points (zy)r>1, appelés itérés, qui approchent de
mieux en mieux un minimum x* du critére f. Cette suite est construite en se fondant sur deux
constructions :

. calcul d’une direction de descente dy € F,

. détermination d’un pas ay, (recherche linéaire), qui est un nombre réel strictement positif, le long
de la direction de descente de telle sorte que le nouvel itéré donne au critére une valeur inférieure
a celle qu’il a en 'itéré courant ; le nouvel itéré est de la forme suivante xy11 := xx + axdy.

Les régles de recherche linéaire sont diverses. Elles permettent a chaque itération de déterminer
la valeur du parameétre «y,. Celles-ci consistent, pour la plupart, a trouver la valeur qui minimise
la fonction-cott g(a) = f(zx + ady). Considérant que d est une direction de descente, on obtient
q'(0) = V f(xy).dx, <0, ce qui permet de déterminer le comportement de ¢ en fonction des valeurs
de «. Il convient toutefois d’étre prudent :

. en choisissant « trop grand, on ne parviendra pas a faire décroitre les valeurs de ¢ ou au pire
on obtient un algorithme oscillant ;

. en choisissant « trop petit, I’algorithme aura une convergence lente.

Les objectifs majeurs visés par les régles de recherches linéaires sont au nombre de deux :
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Le premier objectif est de faire décroitre suffisamment la fonction f. Cela se traduit le plus
souvent par la réalisation d’une inégalité de la forme f(xy + axdr) < f(zx) + Mk, o0 Mk est
un terme négatif qui joue un roéle-clé dans la convergence de l'algorithme utilisant la recherche
linéaire. L’argument est le suivant. Si f(xy) est minorée (c’est-a-dire il existe une constante C'
telle que f(xr) > C,V k), alors le terme négatif 7, tend nécessairement vers 0. C’est souvent a
partir de la convergence vers 0 de cette suite que I’on parvient & montrer que le gradient lui-méme
doit tendre vers 0. Le terme négatif devra prendre une forme bien particuliére si ’on veut pouvoir
en tirer de I'information.
Le second objectif de la recherche linéaire est d’empécher le pas ag > 0 d’étre trop petit, voire
trop proche de 0, car ceci peut entrainer une « fausse convergence », c’est-a-dire la convergence
des itérés vers un point non stationnaire.

Les régles de recherches linéaires du pas peuvent étre classées en deux catégories : les régles
dites exactes et les régles dites inezxactes.

Recherches linéaires exactes. Les régles de recherches linéaires exactes développées, et que
nous donnons ici sont : la régle de Cauchy et la régle de Curry.
Ainsi comme 'on cherche & minimiser la fonction f, il semble naturel de chercher & minimiser le
critére le long de la direction di et donc de déterminer le pas aj comme solution du probléme
de minimisation :
* .

o = argming()
La détermination de aj par ce probléme, est appelée régle de Cauchy et le pas déterminé par
cette régle est appelé pas de Cauchy ou pas optimal.
Dans certains cas, on préférera le plus petit point stationnaire de g(«) qui fait décroitre cette
fonction, ¢’est-a~dire o, = inf{ae > 0 : ¢'(a) = 0, ¢(cv) < ¢(0)}. On parle alors de reégle de Curry
et le pas déterminé par cette régle est appelé pas de Curry.

A coté de ces régles de recherches linéaires exactes qui s’efforcent d’identifier un minimum
local de g(«) pour a > 0, et qui conduisent souvent a des algorithmes longs, il a été proposé
une autre classe de méthodes de recherches linéaires qui sont les régles de recherches linéaires
inexactes qualifiées de plus économiques que les précédentes.

Recherches linéaires inexactes. Parmi les régles de recherches linéaires inexactes nous dé-
crivons briévement les plus connues.

Reégle d’Armijo :

La régle d’Armijo se base sur le choix d’'un paramétre 0 < m < 1 et détermine une valeur appro-
chée de oy, par la condition : g(a) < q(0) + maq'(0).

Régle de Goldstein :

Golstein a proposé en 1967 une méthode basée sur le choix cette fois-ci de deux paramétres
0 < m; < mg < 1 et détermine les valeurs approchées de «j par deux conditions : g(a) <
q(0) + m1aq’(0) et g(a) > ¢(0) + maag'(0).

Régle de Wolfe :

Wolfe a proposé en 1969 une méthode sur le choix de deux paramétres 0 < m; < mo < 1 et déter-
mine les valeurs approchées de oy, par deux conditions : g(a) < ¢(0)+my1aq'(0) et g(a) > mag'(0).

Les différents algorithmes a directions de descente portent en général le nom de leur direction
de descente. A ce titre, I’algorithme de gradient est celui qui utilise la direction du gradient car
le vecteur dj, est colinéaire au gradient, c’est-a-dire d = —V f(zg).

2.1.2.2 Algorithmes du gradient de descente

Le schéma des algorithmes du gradient de descente s’inspire de celui des algorithmes & direc-
tions de descente. Alors, un itéré initial zg € E est d’abord choisi, puis un seuil de tolérance € > 0
est défini. Ensuite a chaque itération, k, la direction de descente dy, = —V f(x}) est calculée ainsi
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que le pas aj > 0 qui est déterminé par une régle de recherche linéaire sur f en x; le long de
la direction —V f(zy), avant de calculer un nouvel itéré zy1 = xp — oV f(xk). Plus en détails
nous avons 'algorithme suivant :

Données : Fournir la fonction f(z).
Reésultat : Obtenir 'estimation d’un minimum local x*.
. Initialisation : choisir le point initial x¢ avec l'itération initiale k = 1;
tant que (|Vf(zi—1)| > €) faire

. Calcul du pas : ag_1;

. Calcul du nouvel itéré : xp = x5_1 — ar_1Vf(xp_1);

. Calcul du gradient : V f(z);

k=k+1;
fin

Algorithme 2 : Algorithme standard du gradient de descente

Cet algorithme structurellement trés simple repose sur le fait que, dans le voisinage d’un point
x, la fonction f décroit le plus fortement dans la méme direction mais en sens opposé a celui du
gradient de f en x, a savoir —V f(z). En effet si f'(z) # 0, la direction d = —V f(x) est une
direction de descente de f en z, puisque f'(z).d = —||Vf(z)||? < 0, si bien que pour tout a > 0
assez petit, on a f(zr —aV f(z)) < f(z). A chaque itération, puisque zx11 = xx — 'V f(x), on
a bien f(zp41) < f(2k).

Cependant il convient de noter que la direction de descente dépend fortement du produit
scalaire que 'on se donne sur l'espace hilbertien F. En effet, si o : (u,v) — o(u,v) est un autre
produit scalaire sur F, il existe un opérateur linéaire continu S : E — E auto-adjoint et défini
positif tel que o(u,v) = (Su,v), si bien que le gradient de f en x pour ce dernier produit scalaire
s'écrit STV f(z), ce qui montre explicitement la dépendance du gradient au produit scalaire. Il
n’y a donc pas une unique direction de descente relative au gradient. On peut méme voir que
toute direction de descente de f en x, c’est-a-dire toute direction d telle que f'(z).d < 0, est
I'opposé du gradient de f en x pour un certain produit scalaire. L’efficacité de l'algorithme du
gradient dépendra donc du choix de ce produit scalaire.

L’algorithme 2 peut étre considéré comme le prototype ou la forme standard des algorithmes
du gradient de descente, et pouvant étre spécifié selon la régle de recherche linéaire de pas choisie.
Comme exemples nous donnons les algorithmes du gradient de descente avec la régle d’Armijo
et du gradient de descente avec approximation du premier ordre (Ho, 2008 [58]). L’algorithme
avec recherche linéaire de régle d’Armijo a besoin de deux paramétres o et 8 qui peuvent affecter
sa convergence. Le critére d’Armijo dans les algorithmes du gradient est également abordé dans
Bertsekas (1999) [59] et Lin (2007) [38].
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Données : Fournir la fonction f(z).
Résultat : Obtenir 'estimation d’un minimum local z*.
. Initialisation : g, o, 8, ap =1et k = 1;
répéter
Q= Q15
sy =k — apV f(2);
si (f(y) — f(zx) > o(Vf(xk),y — zy)) alors
répéter
cap = ag . 3
sy =z — V()
Jusqua (f(y) — fazr) < o(V f(zk),y — 21));

fin
sinon
répéter
. lasty = y;
o = ag/B;

Y =Tk — aka(xk),
Jusqua (f(y) — fzx) > o(V (k) y — xp));

y = lasty
fin
c Te+1 = Y5
k=k+1;

jusqu’a Critére d’arrét atteint;
Algorithme 3 : Gradient de descente avec régle d’Armijo

Le second exemple est celui de la méthode du gradient avec approximation du premier ordre.
Celle-ci est basée sur le développement limité du premier ordre de la fonction-cotit f. En effet si
nous considérons le probléme de minimisation suivant :

x* = argmin f(x),
x

a chaque itération, k et pour chaque itéré z; une approximation de f(x) est donnée par f(x),
avec

Fla) = Flan) + (V5 (e, @ — ) + 5 g — 3

oil L est une constante de Lipschitz, telle que sa plus petite valeur satisfait f(z) < f(z), Vz. Par
le fait de cette inégalité, la solution x4 du probléme suivant

r* = argmin f(x),
x
est aussi un point de décroissance de la fonction f(x) puisque

flarsr) < flangn) < flar) = flar).

Ce qui établit la descente de la fonction f a chaque itération avec f(xp11) < f(zg). S’agissant de
la constante L puisqu’elle n’est pas connue a priori, elle est estimée a chaque itération en méme
temps que les itérés xp. La méthode est décrite plus en détails dans ’algorithme suivant :
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Données : Fournir la fonction f(z).

Résultat : Obtenir une estimation d’un minimum local z*.

. Initialisation : zg, Lg et k = 0;

répéter

sy =ay — -V f(ap);

tant que (F(y) — fex) > (Vf(2r),y — 2x) + S [ly — a4]]2) faire
. Ly = L/ B;
Y =ap — -V f(@);

fin

c Tk+1 = Y5

- Ly = Ly . B;
k=k+1;

jusqu’a Critére d’arrét atteint;
Algorithme 4 : Gradient de descente avec approximation du premier ordre.

2.1.2.3 Meéthodes du gradient de descente pour la factorisation NMF

Tous les algorithmes du gradient évoqués ou décrits dans la section précédente sont adaptables
a la fonction-coiit carré de la distance Euclidienne :

B(U,V) =X - UV|E.

Ce qui permet d’obtenir la seconde classe des algorithmes NMF classiques que sont les algorithmes
NMF du gradient de descente. Ainsi si on considére la fonction Fy(U,V)), le principe de ces
algorithmes consiste d’abord & regarder celle-ci par rapport a chacune de ses variables U et V.
Les fonctions résultantes sont alors U — F3(U, V'), ot la variable V est fixée et considérée comme
une constante et V' — Fy(U, V), o la variable U est fixée et considérée comme une constante.
Alors a chaque itération, k, litéré (U®*) V(%)) est donné dans un premier temps par les équations
de mise a jour suivantes

UR =yt _ g, v, (kD vy -y k) — kb _ o, v, By kD vk (2.15)

avec V. f(z,y) est le gradient de f(x,y) par rapport a la variable z. Puis dans un second
temps la contrainte de positivité de U et V est prise en charge par une opération de projection
respectivement dans les orthants positifs RﬁXk et RTP . La projection consiste & ramener & 0
chacun des coefficients négatifs éventuels des matrices U®) et V*) (Chu et al, 2005 [60] ; Berry
et al, 2007 [61]; Lin, 2007 [38]). Ainsi si nous notons par [.]+ lopérateur de projection d’une
matrice A, I’algorithme basic du gradient de descente est décrit comme suit :

Données : Fournir la matrice des données positives X et la tolérance € > 0.
Reésultat : Obtenir les estimations de U et V.
. Initialisation : k=1, U >0, V(O > 0;
tant que (|Vy Fy(UFD VED)| > €) ou (||Vy Fay(UFED VED)|| > ¢) faire
. Calcul des pas : af_; et a)_y;
. Calcul de litére - (U, V(#)
LU = U — Vo B (UKD VR=1]
VR = [k oy Y Fy(URD =y
. Calcul des gradients : V, Fy(U®), V) et ¥, Fy(U®) v (R),

. Incrémentation :
Ck=k41;
fin
Algorithme 5 : Algorithme NMF du gradient de descente basique
Dans certains cas, a la place de la boucle tant que ... faire dans I'algorithme 5 peut étre

remplacée par une simple boucle pour ... faire (Berry et al, 2007 [61]). Certains algorithmes
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initialisent les pas a la valeur 1, puis les multiplient par 1/2 a chaque itération (Hoyer, 2004 [62]).
Il s’agit la d’'une procédure simple mais pas idéale car elle impose des restrictions aux itérés U (k)
et V¥). Par ailleurs, sans un choix judicieux pour les pas ay et af, on peut difficilement parler
de la convergence des méthodes du gradient de descente. De plus, la procédure de la projection
dans les orthants positifs pour les matrices U et V rend la convergence encore plus difficile.
Les algorithmes du gradient de descente qui utilise une simple régle géométrique pour la mise a
jour du pas, comme le fait de le multiplier par une fraction, a chaque itération, produit souvent
des factorisations qui ne sont pas efficientes. Dans ce cas les algorithmes sont trés sensibles &
I'initialisation des matrices U et V. Cependant Chu et al (2005) [60] ont proposé repris la méthode
de Shepherd comme technique du gradient de descente qui peut accélérer sa convergence par les
choix du pas, méme si le support théorique sur la convergence n’a pas été bien fourni.

2.1.3 Algorithmes de moindres carrés alternés

Apres la classe des algorithmes de mise & jour multiplicative MU de Lee et Seung, et les
méthodes du gradient de descente GD, la derniére classe des algorithmes NMF classiques est
celle des algorithmes de moindres carrés alternés. Cette derniére peut étre divisée en deux sous-
classes : les algorithmes ALS d’une part et les algorithme ANLS d’autre part. La particularité
de ces deux sous-classes d’algorithmes est qu’elles utilisent toutes la technique du processus
alterné qui est une procédure ancienne d’optimisation utilisée depuis des décennies et connue
sous différents noms comme variables alternées (alternating variables), recherche de coordonnées
(coordinate search) ou encore méthode de variation locale (method of local variation ) (Nocedal
et Wright, 1999 [63]). L’approche des moindres carrés alternés est aussi communément appelée
méthode de descente par block de coordonnées (block coordinate descent) dans un probléme
d’optimisation avec contrainte de borne (bound-constrained optimization) comme on peut le voir
dans Bertsekas (1999) [59] et Lin (2007) [38]. L’autre spécificité des algorithmes des moindres
carrés alternés réside dans la considération du Probléme 2 posé par Lee et Seung et qui consiste &
la minimisation de la fonction-cotit F5(U, V) = || X — UV ||% sous les contraintes U > 0 et V > 0,
ou de maniére équivalente & la considération de la fonction-cotit || X — UV ||%.

2.1.3.1 Les algorithmes ALS

La méthodologie ALS (Alternating Least Squares) désignant une procédure de moindres car-
rés alternés a été pour la premiére fois employée en factorisation matricielle par Paatero et
Tapper (1994) [64]. Notons que méme si la dénomination de la méthode ne fait pas référence a
la positivité des matrices facteurs U et V', cette contrainte est bien présente dans le probléme de
minimisation que tente de résoudre la procédure ALS. Le probléme dont se proposent de résoudre
les algorithmes ALS est donc le suivant :

(U, V") =arg min_ X - UV (2.16)

La non-convexité du probléme dans (2.16) par rapport au couple de matrices (U, V) et la diffi-
culté posée par les méthodes analytiques ont encouragé les méthodes numériques qui sont des
procédures itératives comme le cas des algorithmes ALS. Cependant la stratégie ALS exploite
le fait que ce probléme d’optimisation dans (2.16) ne soit convexe que par rapport & la variable
U uniquement ou la variable V' seule. Alors a chaque itération les matrices U et V sont mises &
jour d’abord par des solutions analytiques de sous-problémes de minimisation sans contraintes,
puis la contrainte de positivité est prise en charge par une procédure qui met & 0 les éventuels
coefficients négatifs de chacune de matrices (Berry et al, 2007 [61]). La méthode ALS subdivise
donc la version sans contrainte du probléme (2.16) en deux sous-problémes :

U* = argmUin X —UV|% et V*= argm‘}n X —UV|3. (2.17)

Le processus alterné de la méthode se caractérise par le fait que les deux sous-problémes dans
(2.17) sont résolus en alternance par I'approche des moindres carrés o la variable endogéne n’est
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plus un vecteur colonne mais une matrice (la matrice X), et cela dans une procédure itérative
ou 'une des matrices U et V est fixée par rapport a 'autre. L’algorithme type élémentaire ALS
est donc de la forme suivante :

Données : Fournir la matrices des données X.
Reésultat : Obtenir les estimations des matrices U et V.
Initialisation de la matrice U;

pour i allant del a Maxiter faire
Trouver V par la méthode des moindres carrés via I’équation matricielle

vtov =uTx (1),

Mettre tous les coeflicients négatifs de V' a 0;

Trouver U par la méthode des moindres carrés via I’équation matricielle
vvTuT =vXxT (2);

Mettre tous les coefficients négatifs de U a 0;

fin
Algorithme 6 : ALS classique basic

Les équations (1) et (2) de I'algorithme ALS basic dérivent respectivement des égquation normales
de la méthode des moindres carrés ordinaires appliquée aux deux problémes de minimisations
dans (2.17). Alors les estimations, a chaque itération, de U et V sont respectivement données par
U = (VVT)='WWXT et V = (UTU)'UT X, puis les éventuels coefficients négatifs sont ramenés
a la valeur 0. Cette technique simple présente également quelques avantages supplémentaires :
elle favorise la parcimonie; de plus, elle permet aux itérées d’apporter une flexibilité supplémen-
taire non disponible dans d’autres algorithmes, notamment la classe des algorithmes MU. Un
inconvénient de ces derniers est qu’une fois qu'un coefficient dans U ou V devient égal a 0, il
y reste coincé. Ce verrouillage & 0 des coefficients est restrictif, ce qui signifie qu'une fois que
I’algorithme commence & se diriger vers un point fixe, méme s’il est un point fixe médiocre, il doit
continuer dans cette veine. Les algorithmes ALS eux sont plus flexibles, permettant au processus
itératif d’échapper a ce verrouillage.

Convergence La convergence des algorithmes ALS est discutée dans ce paragraphe. Comme
pour les méthodes de variables alternées en général ol la convergence n’est pas prouvée, toutes
les études sur la méthodologie ALS n’ont pas aussi démontré sa convergence (Paatero, 1994
et 1999 [65, 65]; Langville et al, 2014 [66]). Il a méme été démontré que les algorithme ALS
converge plutot vers un point fixe, mais que ce point fixe est soit un extremum local ou un point
de selle (Finesso et Spreij, 2004 [67]; Gonzalez et Zhang, 2005 [68]; Lin, 2007 [38]). L'une des
explications de cette non convergence vers un minimum local (forcément) est la procédure non
analytique de prise en charge des contraintes de positivité des matrice U et V. Cette procédure
ad-hoc de prise en compte de la contrainte de positivité, bien qu’elle accélére considérablement
la vitesse I'algorithme (et améliore la parcimonie), ne favorise cependant pas la convergence vers
un minimum local.

2.1.3.2 Les algorithmes ANLS

La seconde sous-classe des algorithmes de moindres carrés alternés est celle des algorithmes
ANLS (Alternating Nonnegative Least Squares) qui désignent les algorithmes de moindres carrés
positifs et alternés. A 'image de la précédente sous-classe, elle utilise le procédé itératif d’alter-
nance de la résolution de deux problémes de minimisation. Le probléme de minimisation d’origine
est

1
(U*,V*)=arg min —

o 2
pmin S lX UV (2.18)

Les deux problémes de minimisation que résolvent en alternance les algorithmes ANLS sont en
effet des sous-problémes de (2.18) qui sont donnés par :

* 1 2 * 1 2
U —arggg%QHX—UVHF et V —argr‘}1§%2||X—UV||F (2.19)
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La méthodologie ANLS décompose alors chacun des deux sous-problémes de minimisation dans
(2.19) en plusieurs sous-problémes également. La formulation de ces dernier est alors de la forme

* : 1 2
T —argglzlgliny—Aa:]b. (2.20)

ol y et x sont des vecteurs colonnes de tailles respectives n x 1 et p x 1, et A une matrice
de dimension n x p. Le probléme (2.20) est nommé NNLS (Non-Negative Least Squares), dési-
gnant un probléme de minimisation par des moindres carrés positives. Le probléme NNLS est
un probléme de moindres carrés classique avec contraintes de positivité qui a été posé et résolu
pour la premiére fois dans I'ouvrage de Lawson et Hanson (1974) [69]. Plusieurs méthodes de
résolution de (2.20), et qui prennent correctement en charge la contrainte de positivité sur la
base de considérations théoriques, ont été proposées par divers auteurs. Ces fondements théories
des méthodes de résolution du probléme NNLS en font la différence majeure avec la classe des
algorithmes ALS qui sont des procédures ad-hoc qui trés souvent gagnent plus en vitesse mais
moins en précision. L’ensemble des méthodes résolvant le probléme (2.20) peut étre appelé classe
des algorithmes NNLS (Langville et al, 2014 [66]). Bien qu’étant des procédures a vitesse trés
lente, plusieurs études ont montré que les algorithmes NNLS convergent vers un minimum local
(Dhillon et Sra, 2005 [70] ; Lin, 2007 [38]). Plusieurs algorithmes NNLS ont alors été développés.
Les précurseurs Lawson et Hanson ont proposé ’algorithme classique de résolution du probléme
NNLS, qu’ils ont nommé Active Set Method (Algorithme 7). Il s’agit d’une procédure d’optimi-
sation qui recherche dans I’ensemble des points admissibles, des variables actives et passives de
fagon optimal en échangeant une variable entre deux sous-ensembles de travail. Notons que si
des variables passives (c’est-a-dire strictement positives) de la solution sont connues a l’avance,
alors le probléme NNLS peut simplement étre résolu par une procédure de moindres carrés sans
contraintes sur ces variables passives. Cependant cet algorithme est trés lent en pratique & cause
du calcul de I'inverse ((AP )TAP )~1. C’est pourquoi beaucoup d’autres méthodes ont été propo-
sées afin d’améliorer le temps de convergence. Bierlaire et al, 1991 [71]| ont adopté la méthode
du Gradient Projeté. Bro et de Jong (1997) [72] puis van Benthem et Keenan (2004) [73] ont
proposé des versions rapides de 'algorithme standard Active Set, avec les algorithmes FNNLS
(Fast Non-Negativity constrained linear Least Squares). Chu et al (2005) [60] ont suggéré la mé-
thode de Newton Projeté. Merrit et Zhang (2005) [74] ont présenté la méthode du Gradient a
Point-Intérieur. Kim et al (2006) [75] ont développé une nouvelle méthode de Quasi-Newton
Projeté.
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Données : Matrice de valeurs réelles A de taille n x p,
Vecteur colonne de valeurs réelles y de taille n x 1,
Valeur réelle €, désignant la tolérance pour le critére d’arrét.

Résultat : Estimation du vecteur x.
Initialisation :

. Considérer I’ensemble P = (;

. Considérer I'ensemble R = {1,...,p};

. Considérer un vecteur colonne x a coefficients tous nuls de taille p x 1;

. Calculer le vecteur w = AT (y — Ax);
tant que ((R # 0) et (max(w) > ¢)) faire
1. Considérer j dans R comme l'index du max(w) dans w ;
2. Ajouter j a P;
3. Retirer j de R;
4. Considérer A une sous-matrice de A et dont les colonnes sont indexées par
I’ensemble P;
5. Soit s un vecteur de méme taille que x, dont s* un sous-vecteur indexé par P et s’
un sous-vecteur indexé par R;
6. Calculer s¥ = ((AP)TAP)=L(AP)Ty
7. Mettre tous les coefficients de s & 0;
8. tant que (min(s”) < 0) faire

. Calculer @ = min(_*--) pour i dans P avec s; < 0;

. Affecter a x le vecteur x + (s — z);
. Retirer de R tous les indices j de P tels que x; = 0;
. Calculer s¥ = ((AP)TAP)=1(AP)Ty;
. Mettre tous les coefficients de s & 0;
fin
9. Affecter & x le vecteur s;
10. Affecter a w le vecteur AT (y — Az);

fin
Algorithme 7 : Algorithme Active set

Revenons a ’équation (2.19) pour considérer le second sous-probléme de minimisation :
1
V* = argmin =|| X — UV|%,
sin | I

celui-ci peut étre divisé, si I'on fixe la matrice U et considére les colonnes de V', en p problémes
NNLS de la forme (2.20) :

1 1
1 _ : 1 12 D o__ . p D2
v, = argmin — ||z — Uv v? = arg min = ||z — Uv 2.21
L= argmin | B, o o —agmin| 13 (221)
ot v, et v/ j =1,...,p, sont respectivement le j iéme vecteur colonne des matrices V* et V.

S’agissant du premier sous-probléme de minimisation dans (2.19)
1
U = in || X - UV|3
argmin . | 17

un opérateur de transposition de matrice, T'[.] ot T[A] = AT avec A une matrice, est nécessaire
pour retrouver la forme du probléme (2.20). Ce sous-probléme sera alors équivalent a ce probléme
qui suit

1
Ul = arg min -| X7 - VTUT|% (2.22)
UT>0 2

otl la transposition fait basculer I'inconnue U ou encore UT du coté droit du produit matriciel.
Ce qui donne de la maniére que dans (2.21) les n sous-problémes NNLS de (2.22) :

1) _ o1 T(1) /T, T(1))2 T(n) _ 1 T(n) _ y/T,T(n)2
Us —arguTn(lll)nZOQHx Viu W5, oo, w = argUTrr(li)nZOQHx Viut M3
(2.23)
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ot Us ( ), uT' @ et 2T 4 =1,... n, sont respectivement le 7 iéme vecteur colonne des matrices

Ul Ut et XT.

Données : Fournir la matrices des données X.
Résultat : Obtenir les estimations des matrices U et V.
Initialisation de la matrice U avec des coeflicients positifs;
tant que le critére d’arrét n’est atteint faire
1. Fixer la matrice U courante et trouver V;
pour j allant del o p faire
‘ Résoudre le j iéme probléme NNLS v/ = arg min,;>g $llzd — UvI||%;
fin
2. Fixer la matrice V' courante et trouver U;
pour ¢ allant del an faire
‘ Résoudre le i iéme probléme NNLS u*T @
fin

= argmin,r 5 3/lz7 @ = VIuTO3;

Algorithme 8 : ANLS classique

2.2 Quelques variantes : Algorithmes de factorisation pondérée

A la suite des algorithmes NMF classiques, d’autres types d’algorithmes ont été développés.
Il s’agit de variantes des algorithmes classiques, et dont la différence avec celles-ci réside sur la
modification des fonctions-coiits classiques que sont la divergence de Kullback-Leibler généralisée
F1(U,V) et le carré de la distance euclidienne F5(U,V) (Lee et Seung, 2001 [20]) ou encore
$F5(U,V) (dans beaucoup d’autres études NMF). Notons que les deux derniéres fonctions-cofits
Fr(U, V) et %FQ(U, V') sont équivalentes pour les problémes de minimisation. Les motivations
ayant conduit au développement de ces variantes résident dans les préoccupations additionnelles
que cherche & prendre en charge la factorisation NMF. Cela se traduit par la considération d’une
nouvelle fonction-cofit & partir d'une classique : 1 (U, V) ou F5(U, V) ou encore £ F5(U, V). Cette
nouvelle fonction-cotit porte alors en elle les contraintes additionnelles, en plus de la positivité,
que l'on cherche a imposer sur les facteurs U ou/et V' de 'approximation X ~ UV. C’est ainsi
que nous avons les contraintes de symétrie, de parcimonie, de lissage ... A coté de ces types de
variantes une autre classe de factorisation NMF a été développée : il s’agit de la factorisation
NMF pondérée.

La factorisation NMF pondérée, encore connue sous l'acronyme WNMF ( Weighted Nonnega-
tive Matriz Factorization) est une méthodologie dont les motivations ou encore les préoccupations
qu’elle cherche & résoudre sont diverses méme si la problématique des données manquantes en
occupe la plus grande partie. La formalisation du probléeme WNMF consiste alors a incorporer
une matrice de poids W, a coefficients positifs, de méme taille que la matrice des données X,
dans l'une des fonctions-cotts classiques F1(U,V) = Dgr(X||UV) (Guillamet et al, 2001 [76];
Blondel et al, 2008 [77]) ou F»(U, V) = HX UVHF (Paatero, 1997 [65] ; Mao et Saul, 2004 [21];
Zhang et al, 2006 [24]) ou 1 F»(U, V) | X —UV||% (Blondel et al, 2008 [77] ; Kim et Choi, 2009
[22]). Les fonctions-cotits qui en résultent sont alors la divergence de Kullback-Leibler généralisée
pondérée Dic;, w(X||UV), définie par

n p
Tij
DKL W XHUV = Zz (wij <:El']' log % ZEZ] + Z’LLMU@)) (2.24)
=1 j=1

Z( 1 WipVej

et le carré de la distance euclidienne pondérée | X — UV ||%,,

2
X — UVH%,W ZZ Wi (xlj Z%f%) ) (2.25)

i=1 j=1
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ou encore sa fonction-colt équivalente

2
1 1 n i
§||X - UV|2, = 3 ZZ wij (ZL'@']' - Zuie%‘) ; (2.26)
=1

i=1 j=1

ou W = (wjj) est la matrice de poids (Blondel et al, 2008 [77]). Notons que les fonctions-
colits classiques peuvent étre regardées comme des cas particuliers de ces fonctions fonctions-
cofits pondérées avec tous les coefficients w;; de la matrice W étant égaux a 1, c’est-a-dire
w;j = 1,V 4, j. Dans ce cas la factorisation NMF classique est un cas particulier de la factorisation
WNMF, ot W = 1,,, est une matrice ot tous les coefficients sont égaux a 1.

2.2.1 Les algorithmes MU avec la factorisation WNMF

Dans cette section nous présentons les extensions des algorithmes MU de Lee et Seung (2001)
[20], faites par Blondel et al (2008) [77] dans le cas de la factorisation WNMF. De tous les
auteurs qui ont étudié la factorisation NMF pondérée ces auteurs sont ceux qui donné une
étude exhaustive des extensions des régles MU de Lee et Seung. Les extensions sont faites pour
les deux fonctions-cotits classiques de Lee et Seung que sont la divergence de Kullback-Leibler
généralisée et le carré de la distance euclidienne pour donner des fonctions-cotits pondérées sur
lesquels Blondel et al (2008) ont établi de nouvelles régles de mises a jour multiplicatives. Notons
cependant qu’ils ne sont pas les premiers & donner ou encore a établir ces régles multiplicatives.
En effet, avant eux Mao et Saul (2004) [21], puis Zhang et al (2006) [24] ont donné les régles MU
dans le cas pondéré pour ce qui concerne la fonction-colt carré de la distance euclidienne.

2.2.1.1 Cas de la divergence de Kullback-Leibler généralisée pondérée

Les auteurs ont commencé par un rappel des idées basiques de la méthodologie de Lee et
Seung, 2001 [20] qui, notons-le ont utilisé 'approche du gradient de descente. En effet la mini-
misation de la fonction-cott Fy (U, V') sous les contraintes U > 0, V' > 0 requiert la construction
de gradients

X
uv

X

- ]—n><p> VT, VVF1(U, V) == —UT < - ]—n><p> (227)

ol 1,,x, est une matrice de taille n x p et dont tous les coefficients sont égaux a 1. Les conditions
de Kuhn-Tucker sont données par

VoF (U, V)>0, V,F(UV)>0, (2.29)
UoV,F (U V)=0, VoV,F(UV)=0. (2.30)

ol Ao B est le produit matriciel de Hadamard entre A et B. Le théoréme qui suit généralise
alors le théoréme 2.1 dans le cas pondéré. Notons que Blondel et al (2008) ont écrit les mises a
jour pondérées MU en écriture matricielle, cependant pour nous nous conformons a la notation
des régles MU dans les théorémes 2.1 et 2.2, pour faciliter les comparaisons.

Théoréme 2.3. La divergence de Kullback-Leibler généralisée pondérée Dycp w(X||UV) est dé-
croissante sous les régles de mise & jour suivantes :

Zj (wisz’j / Zel Uiefvz/j) Vpj ZZ- Uip (wijl'ij/ Zg/ uwvw)

y Vg < Vg
Zj WijVej > WitWij

Uip < Uiy (2.31)

La divergence pondérée Dy w(X||UV) est invariante sous ces régles de mise a jour si et seule-
ment si les conditions (2.28) et (2.30) sont vérifiées.
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Preuve. Comme dans Lee et Seung, 2001 [20], le théoréme est prouvé seulement pour V, le cas
de la matrice U pouvant s’en déduire facilement par analogie. Les auteurs ont alors considéré les
divergences partielles par rapport aux colonnes correspondantes des matrices V., W et X notées
par v, w et x :

F(v) = Dgp.o(z||Uv) (2.32)
= Z w; (:1:I logx; — x; + Z Uiy — T; log Z um}g) (2.33)
i ¢ ¢

Cette divergence partielle a pour fonction auxiliaire :

G(v, v(t)) = Z (wi (1‘2 logz; — x; + Zuigw

i ¢
i el
- x Z = O log u;pve — log N C] (2.34)
Y Zél Uig/'l)g/ Zz/ Ui@/vgl
G
A cause de la convexité de la fonction — log(x) et puisque ), L@( = 1, Pinégalite G(v,v®) >
0! ul[lvfl
F(v), Yv est obtenue. En plus G(v®, v®) = F(v®) alors les relations suivantes entre la

fonction-cotit F'(v) sa fonction auxiliaire associée sont obtenues
F®) = Gw®,v®) > min G(v,0®) = G, v®) > FptHD), (2.35)

Ainsi pour établir les régles pondérées MU, les auteurs ont montré qu’il suffit, dans un premier
temps, d’établir les équations qui annulent le gradient en v de G(v, U(t)) :

8G (v, ot
E wluw——g wzxz » ()—O,Ezl,...,k. (2.36)
g/ zf’vg/

Puis dans un second temps le minimum de G(v,v®) est obtenu a partir de (2.36) et donné par :

()
R (U 0 ) . (2.37)

Si on spécifie les vecteurs colonnes quelconques v, x et w, c’est-a-dire on pose v = v j, x = x ; et
w=wj, j=1,...,p on obtient I'’équation de mise & jour de la matrice V' dans (2.31)

t
(t+1) () ZZ Usgp (w'ijl‘ij/ 22/ uwvé/;)

: .
l Y/
J J > WieWij

La relation (2.35) montre que la divergence pondérée est décroissante sous les régles de mise a
jour de V. En utilisant (2.37) et en considérant la relation

[x o w]

Uv(®)

VE@w®) =U0Tw - UT (2.38)

on obtient simplement Pégalité v+ = v i et seulement si v() o VF (v(t)) = 0; et finalement
la contrainte de positivité du vecteur colonne v® est automatiquement satisfaite. O
2.2.1.2 Cas du carré de la distance euclidienne pondérée

Comme dans le cas précédent, les gradients associés & la fonction-cott classique %FQ(U, V)
sont d’abord donnés :

VU%F2(U, V)y=—-(X-UV)VT, VV%FQ(U, V)=-Ul(X-UV). (2.39)
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Puis en remplagant Fy (U, V), par $F5(U, V) dans les équations (2.29) et (2.30) on obtient les
conditions de Kuhn-Tucker pour la fonction-cott 3F»(U, V) :

1
vUiFQ(U, V)>0, Vv3FR(U,V)>0, (2.41)

1
UoVysa(U,V) =0, Vo Vyv3F(U,V) =0. (2.42)

Comme préalable a la généralisation du théoréme 2.2 (Théoréme 1 dans Lee et Seung, 2001), les
auteurs Blondel et al (2008) ont d’abord établit un résultat sous forme de lemme.

Lemme 2.4. Soit A une matrice positive symétrique et v un vecteur colonne positif, alors la
matrice A = diag (%) — A est semi-définie positive.

La preuve du lemme est donnée dans Blondel et al (2008) [77]. L’extension du théoréme 2.2
est alors donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.4. La fonction-coit carré de la distance euclidienne pondérée 3| X — UV ||%,, est
décroissante sous les regles de mise a jour suivantes :

>_; TijWijvej D Wil Tij Wi
y Vg < Uy
D) Wij D g WigrVpr 0L 22 WitWij D Uigr v

La fonction-coit pondérée || X — UV, est invariante si et seulement si les conditions (2.40)
et (2.42) sont vérifiées.

Uip <— Ujp (2.43)

Preuve. De méme que dans le cas précédent Blondel et al (2008) ont seulement montré comment
établir les régles pondérées MU pour la matrice V', ceux de la matrice U pouvant aprés s’en
déduire simplement. Alors la fonction-cotit pondérée 3| X —UV|[|2, est subdivisée en p fonctions-
colits conduisant ainsi & p sous-problémes minimisation indépendants ou les variables sont les p
vecteurs colonnes, v, de V. Les autres vecteurs colonnes associés sont x et w, respectivement des
matrices X et W. La fonction-coiit partielle pour une colonne v est :

F) = glla—Uvlh (2.44)
_ % 4 (i (@i — [02])?) (2.45)
= %(x—Uv)TDw(JU—UU) (2.46)

ot Dy, = diag(w). Soit v*) est I’approximation courante du minimiseur de F(v), alors I'on peut
réécrire F'(v) sous la forme quadratique suivante :

F(v) = F(o) + (v — o)V, F(v®) + %(v —vNTUT DU (v — v ®) (2.47)
ol V,F(v®) est explicitement donné par
Vo F(w®) = —UT Dy (x — Uv™). (2.48)
La fonction-cout partielle F'(v) a alors pour fonction auxiliaire
Gv, o) = F(o®) + (v — )TV, F(®) + %(v — NI DW®) (v —o®) (2.49)

oit G(v®,v®) = F(v®) et D(v®) est une matrice diagonale choisie telle que D(v®)) — UL D, U
est semi-définie positive impliquant ainsi que G(v,v)) — F(v) >0, Yv. Le choix de D(v(®)) est
similaire & celui proposé par Lee et Seung :

T D, Uv®
U DyUv™ (2.50)

DY) = diag ( o
v
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Le lemme 2.4 assure le fait que la matrice D(v)) —UT D, U est semi-définie positive. Il en résulte
que :

F®) =Gw®,0®) > min G(v,0®) = G, v®) > F(u+D) (2.51)
ott vt est trouvé en résolvant I'équation %ﬁm) = 0, donnant ainsi :
oD = ) — D)V E(®) (2.52)
= o+ dia W UT Dy (z — Uv™) (2.53)
I\ UTD,uv® v '
UTDy(z — Uv®)
— ® (t) w
= v/ +vVo 0T D 0@ (2.54)
UTDyx
— ) Twr
v\ o 0D U0 (2.55)
UT(wox)
= o 2.56
U T (w0 (U0 ®) (2:56)
L’équation (2.56) donne & l'échelle des coefficients de chaque vecteur v = v;,j = 1,...,p,

les régles MU pour V' dans (2.43). La relation (2.51) montre que la fonction-cotit pondérée
sFw(U,V) = 1| X — UV||%,, est décroissante par rapport aux régles pondérées MU pour V,
et I'équation (2.52) montre que v**1) = v si et seulement si v® o VF(v®)) = 0. Finalement,
la positivité de v est automatiquement satisfaite. O

2.2.1.3 Lien entre les deux fonctions-cofts

Les auteurs Blondel et al (2008) ont souligné une relation existante entre les deux fonctions-
cotits pondérées. Alors pour le cas de la fonction-cott Dy, w (X||UV), considérant les régles MU
pour V, en écriture matricielle, qu’ils ont réécrit comme suit :

T [WoX]
V%Lo UTM = Vo Ui
urw uv prWeUv)]

uv

(U]
= Vo (UT [UKIVJ‘; (UV)]) , (2.57)

I'on peut remarquer, comme le disent les auteurs, que I’équation (2.57) montre que les régles
MU, qui actualisent a chaque itération la matrice V', pour le cas de la divergence de Kullback-
Leibler généralisée pondérée sont équivalentes a celles qui mettent a jour V' dans le cas d’'une
fonction-cotit carré de la distance euclidienne pondérée, ou sa matrice de poids est W, = %
Toutefois pour cette nouvelle fonction-cotit pondérée, la matrice poids dépendant des matrices
U et V, est actualisée & chaque itération du fait de la mise & jour de celles-ci. Le méme principe
permet d’établir les régles MU, pour la matrice U, qui mettent en relation la divergence de
Kullback-Leibler généralisée pondérée de matrice de poids W et la fonction-cotit carré de la
distance euclidienne pondérée de matrice de poids Wy, .

Inversément, I'on peut voir que les régles pondérées MU pour les matrices U et V, dans
le cas de la fonction-coiit carré de la distance euclidienne pondérée de matrice de poids W
sont équivalentes aux régles pondérées MU dans le cas d’une divergence de Kullback-Leibler
généralisée pondérée de matrice de poids Wy, = Wo (UV).

Le tableau 2.1 résume les régles MU pour la factorisation classique NMF et la factorisation
pondérée WNMF concernant les deux types de fonctions-cotits. L’écriture matricielle des régles
MU permet aisément de comparer les deux types de factorisations matricielles pour chacune des
fonctions-cotits correspondantes. On peut donc voir que la seule différence réside dans la spéci-
fication de la matrice de poids qui est 1, pour la factorisation NMF et W7 ou W3 quelconque
pour la factorisation WNMF'.
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Divergence KL généralisée Distance Euclidienne
(DKLG) (DE)

Vv T [LnxpoX] UT (1 xpoX)
NMF Ve g © (U 1% ) Ve Vogra, ooy

1% T [WioX] UT (We0X)
WNMF Vewﬁmp(U 1o ) V Vo grapasls

DKLG<ED W = v

TABLE 2.1: Tableau récapitulatif des régles MU pour NMF et WNMF.

2.2.2 Les algorithmes ANLS sous la factorisation WNMF

La classe des algorithmes des moindres carrés alternés est aussi adaptable a la factorisation
pondérée WNMF. Nous nous intéressons ici a la sous-classe des algorithmes ANLS développés
par rapport & la factorisation WNMF, particuliérement I’algorithme ANLS-WNMF proposé par
les auteurs Kim et Choi (2008) [22]. En effet les motivations avancées par les auteurs étaient
d’apporter une alternative a des algorithmes WNMF existants (Mao et Saul, 2004 [21], Zhang
et al, 2006 [24]) jugés lents en temps de convergence mais de précision pouvant étre améliorée,
malgré leur facilité d’implémentation.

Formalisation. Dans Kim et Choi (2009) [22], le probléme de factorisation est formulé par
X =~ UVT, c’est-a-dire en considérant la transposée de la matrice V en lieu et place de V
comme nous le faisons dans cette thése. C’est pourquoi pour nous conformer & nos notations
nous adaptons ici leurs formulations.

La fonction-cofit considérée par les auteurs est 5| X — UV|%,,, comme définie dans (2.26),

et pour laquelle la matrice de poids W est une matrice binaire définie par

1
wij:{o

Cette spécification de la matrice de poids W s’explique par le fait que les auteurs ont proposé
dans leur étude de résoudre un probléme de données manquantes, par I'imputation, dans une
tache de prédiction pour le systéme de recommandation collaboratif proposé par la firme ciné-
matographique Netflix. Cependant nous pouvons considérer ici la matrice de poids, & coefficients
positifs, quelconque pour faire une étude plus générale concernant la factorisation pondérée.

six;; est observée
six;; est manquante.

Alors par analogie au probléeme NMF classique de minimisation, comme dans (2.18), le pro-
bléme NMF pondéré correspondant est donné par

1
(U*,V*)=arg min =

2.58
U>0,V>0 2 ( )

IX = UVIZw-

Ensuite puisque la méthode ANLS est une procédure de minimisation alternée par bloc de coor-
données (block coordinate descent method), ou chacune des deux matrices U et V représente un
bloc de coordonnées, alors le probléme (2.58) peut étre subdivisé en deux sous-problémes comme
dans (2.19) :

U :arggléroliHX—UVH%’W, et V :argr‘;1§%§||X—UV||%’W. (2.59)
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Puis chacun des sous-problémes dans (2.59) est subdivisé, a son tour, en problémes NNLS. Alors
on a :

1
* o . 2
V' = arggl%% 9 X =UVl]ew (2.60)
est partagé en p problémes NNLS pondérés donnés par :

1 o1
vy = arg min sl =T R0 ooy o = arg min Slla” — Uo7, (2.61)

ou de maniére équivalente par les p problémes NNLS suivants :
1 1
1 - 1,1y 1 112 D iy T PP _ (TP P2
vy = argqr)guzr(l) 2H(D z)— (DU 5, ..., 2= arg min 2H(D zP) — (DPU)P|;  (2.62)

ott DV = diag[(w?)"/?] est une matrice diagonale de taille n x n construite & partir du j iéme
vecteur colonne, w’, de la matrice W, et pour lequel la racine carrée de chacune de ses compo-
santes est considérée. Cette réécriture, proposée par les auteurs, des problémes de (2.61) en ceux
de (2.62) ont permis de passer de la norme euclidienne pondérée || .||,.w & la norme euclidienne
classique || . ||.. Ce qui permet ainsi de retrouver, pour chacun des p problémes de (2.62), la forme
NNLS classique comme dans (2.20). Alors résoudre le probléme (2.60) revient a résoudre les p
problémes NNLS de (2.62).

L’autre bloc de coordonnées est la matrice U qui permet aussi la minimisation de la fonction-
colt dans (2.58), lorsque V' est fixé. Il s’agit alors de considérer le probléme suivant :

* 1 2
U* = arg r(}%%iuX —UV|5w- (2.63)

Alors, 14 aussi, par analogie & la méthode ANLS de la factorisation NMF classique, on fait appel
a l'opérateur de transposition matricielle pour obtenir, comme dans (2.22), le probléme suivant :

1
Ul = in —||XT —vTyT|? 2.64
« = arg min 2H (2 (2.64)

Ainsi, de la méme maniére que pour V', les problémes NNLS dérivant de la décomposition de
(2.64) sont donnés par :

1
uf(l) = arg min *”(Dll’T(l)) - (DlvT)UT(l)Hgv
uT(l)ZO 2
) .. 1
u:{( - arg min *H(DnCL‘T(n)) - (DnVT)uT(n)Hg
uT (M)>0 2

(2.65)

ou D; = diag[(w;)'/?] est une matrice diagonale de taille p X p construite a partir du 7 iéme
vecteur ligne, w;, de la matrice W, et pour lequel la racine carrée de chacune de ses composantes
est considérée. Alors résoudre résoudre le probléme de minimisation (2.63) équivaut & résoudre
le probléme (2.64) ou de maniére équivalente les n problémes NNLS de (2.65).

Algorithme. Pour la résolution des problémes NNLS, Kim et Choi (2009) [22] ont proposé
la méthode de Newton projeté. Notons cependant que d’autres méthodes, comme la procédure
Active Set de Lawson et Hanson (1974) [69], la méthode du Gradient projeté de Bro et de Jong
(1997) [72], la méthode de Quasi-Newton projeté de Kim et al (2006) [75], ou toute autre mé-
thode de minimisation adaptée, peuvent bien étre utilisées.

Alors les p problémes NNLS de (2.62) sont d’abord résolus pour trouver le premier bloc de coor-
données, V', qui rend décroissante la fonction-coiit dans le probléme (2.58), la matrice courante
U étant fixée. Puis les n problémes NNLS de (2.65) sont résolus afin de trouver le second bloc
de coordonnées, U, qui fait décroitre a son tour, la fonction-cotut de (2.58), la matrice V' nou-
velle étant fixée. Ces deux mécanismes sont alors réalisés de fagon alternée et itérative jusqu’a
la convergence vers un minimum local (U*,V*) du probléme (2.58) (Algorithme 9).
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Données : Fournir la matrice des données positives X.
Reésultat : Obtenir les estimations de U et V.
. Initialisation : U© | V) : initialiser les matrices par des coefficients positifs;

pour t allant del a Maxiter faire
. Mettre & jour la matrice V colonne par colonne

pour j allant del a p faire
|y argming s (DIad) — (DIU4)07 2
fin
. Mettre a jour la matrice U ligne par ligne
pour ¢ allant del an faire

T (i . i ’
‘ U ) 4 argmin,z 5o 3| (Da” D) — (DiVig)u D3 5

fin

fin
Algorithme 9 : Algorithme pondéré ANLS-WNMF.

Conclusion

L’introduction de la méthode de factorisation de matrices positives NMF a été un tournant
majeur pour les analyses statistiques multivariées. Introduisant alors un nouveau point de vue
par rapport a des analyses factorielles déja existantes et bien connues que sont ’ACP (Analyse
en Composantes Principales), la méthode de décomposition en valeurs singuliéres, SVD (Singu-
lar Value Decomposition) et la méthode de quantification vectorielle, VQ (Vector Quantization),
les auteurs Lee et Seung (1999 et 2001) ont permis aux analyses de descriptions des données
multivariées de prendre une dimension supérieure. La modélisation de divers phénoménes aussi
importants les uns que les autres dans divers domaines, comme dans le domaine médical, de
I'industrie cinématographique avec le filtrage collaboratif, du traitement de signal, des question-
naires d’enquétes ..., a alors été possible. Ainsi a la suite des algorithmes originels de Lee et
Seung (2001), plusieurs autres algorithmes NMF ont été développées par divers auteurs. Alors
ces différentes méthodes de factorisation NMF peuvent étre classées en deux catégories que sont
les algorithmes NMF classiques d’une part et les variantes de celles-ci d’autre part.

Dans ce chapitre nous avons présenté les principales méthodes de factorisation NMF clas-
siques et quelques unes de leurs variantes, en l'occurrence les factorisations NMF pondérées. A
ce titre, le chapitre a été articulé principalement autour de deux points.

D’abord les algorithmes NMF classiques ont été présentés. Il s’agit des trois principalement
connus : les algorithmes de mise & jour multiplicative , les algorithmes du gradient de descente,
et les algorithmes des moindres carrés alternés. S’agissant des procédures de mise & jour multi-
plicative MU, proposées par les auteurs Lee et Seung (2001) [20], pour 'estimation des matrices
positives U et V' de 'approximation factorielle X =~ UV, la formalisation du probléme d’abord
été faite. Puis la définition des fonctions-cofits telles que présentées par les auteurs a été donnée :
il s’agit de la divergence de Kullback-Leibler généralisée et du carré de la distance euclidienne
matricielle. Enfin les régles MU ont été données sous forme de résultats de théorémes des auteurs
et la convergence des algorithmes a aussi été discuté. Pour ce qui concerne les méthodes du
gradient de descente pour la factorisation NMF, elles sont inspirées des méthodes numériques de
recherche de minimum que sont les algorithmes & directions de descente sur des fonctions réelles,
f(z), différentiables et définies sur un espace euclidien ou plus généralement un espace hilbertien.
C’est pourquoi la présentation des méthodes & directions de descente, de maniére générale, et
celle des méthodes du gradient de descente, en particulier, ont été faites. Ces derniéres ont alors
été adaptées a la factorisation NMF, ou la fonction-coit, ici f(U, V'), est égale a la fonction carré
de la distance euclidienne | X — UV||%. La derniére classe des algorithmes NMF classiques est
celle des algorithmes des moindres carrés alternés. Celle-ci a deux sous-classes essentiellement
que sont les algorithmes ALS et ANLS. Ces derniers, rappelons-le, ont pour point commun la
procédure d’alternance dans la mise & jours des matrices U et V. Toutefois les algorithmes ALS
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sont plus simples & implémenter que ceux ANLS, car pour les premiers la mise & jour de chacune
des deux matrices se fait de fagon globale alors que pour les secondes les matrices sont mises a
jour colonne par colonne ou ligne par ligne.

Le second principal point qui a été abordé dans ce chapitre a concerné quelques variantes des
algorithmes classiques. Nous nous sommes cependant intéressés & la classe des algorithmes pon-
dérés WNMF', méme si plusieurs autres variantes existent encore. L’extension qui a été opérée sur
les algorithmes classiques, a consisté a 'introduction d’une matrice de poids positive dans cha-
cune des fonctions-cotts classiques, conduisant ainsi & 'obtention de fonctions-cotits pondérées.
Alors les algorithmes WNMF qui ont découlés de la minimisation de ces fonctions-coiits pon-
dérées, ont été déterminés de maniére analogue a ceux de la factorisation NMF classique. C’est
ainsi que Mao et Saul (2004) [21], Zhang et al (2006)[24], ou encore Blondel et al (2008) [77] ont
proposé une extension des régles classiques MU de Lee et Seung (2001) [20], dans un contexte de
factorisation pondérée WNMF. Par ailleurs, les auteurs Kim et Choi (2009) [22]| ont développé
Pextension des algorithmes de moindres carrés alternés ANLS, dans le cadre d’une factorisation
pondérée, pour obtenir les algorithmes ANLS-WNMF. La détermination de ces derniers s’est
aussi inspirée de celle des algorithmes ANLS classiques.

L’intérét porté sur la classe des algorithmes pondérés WNMEF, réside sur le fait qu’ils sont
adaptables au traitement de données manquantes, en I'occurrence I'imputation. Notons que la
problématique des données manquantes est le théme général abordé au chapitre suivant, et dans
lequel s’inscrit le sujet particulier de notre thése.



Deuxiéme partie

Problématique, Etat de Part et
Méthodologie proposée
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Chapitre 3

Problématique des données manquantes

dans les questionnaires d’enquétes et
Etat de Part

Introduction

Lors de I'étude d’'un phénoméne, comme par exemple la cartographie d’une épidémie, une
enquéte sur le niveau de vie d’une population, ou un questionnaire administré & une structure, la
collecte de données est une phase cruciale qui nécessite une bonne méthodologie afin d’éviter une
absence de données qui biaiserait I'analyse statistique. Ainsi dans les questionnaires d’enquétes
plusieurs causes de données manquantes sont notées. Il s’agit d’abord des cas de pertes de données
qui arrivent trés souvent dans la pratique. D’autres causes expliquant ’absence de données sont
aussi trés souvent remarquées. I1 s’agit des cas de refus de la part des répondants de renseigner sur
certains points du questionnaire, soit du fait de leur caractére sensible, soit d’une incompréhension
de certaines questions posées. Il 8’y ajoutent aussi les cas de réponses inexploitables. Notons aussi
qu’il peut trés souvent arriver des situations ou les enquéteurs (décideurs, instituts d’enquétes

..), vu les coiits élevés et/ou les longues durées trés souvent inhérents aux enquétes peuvent
choisir, suivant ’objectif recherché, d’ajuster les questionnaires en les réduisant en amont par le
retrait aléatoire de certains points afin, par la suite, de procéder & une reconstruction automatique
sans perte majeure d’information.

Ainsi 'on peut aisément constater la diversité des causes d’absence de données. Notons alors
pour la suite, dans le cas spécifique des questionnaires, une donnée manquantes est aussi appelée
non-réponse. La présence des non-réponses dans les données d’enquétes constitue, comme nous
I’avons dit, un réel probléme dans les analyses. Alors la question naturelle serait de savoir com-
ment utiliser les méthodes statistiques classiques (cas o les données sont complétes) face a la
contrainte des non-réponses, ou aussi quelle(s) stratégie(s) pour résoudre ce probléme. A ce titre
plusieurs études se sont intéressées a la problématique des non-réponses. Différentes procédures
d’approches ont alors été développées. Celles-ci peuvent étre classées en deux catégories : les
méthodes sans complétion et les méthodes de complétion encore appelées méthodes d’imputation.
S’agissant des premiéres elles sont, pour I'essentiel, composées de deux procédures trés connues
que sont les études de cas complets et les études de cas disponibles (Little et Rubin, 1987 [14],
Demissie et al, 2003 [78]). Quant aux secondes elles consistent a remplacer les données man-
quantes par des estimations que sont des valeurs les plus vraisemblables possibles afin de tenter
de recouvrer l'information perdue du fait de 'absence de données. Elles ont été développées par
divers auteurs, proposées comme alternatives aux méthodes sans complétion et sont incontour-
nables lorsque le taux de données manquantes est élevé car permettant a défaut d’éliminer, de
réduire considérablement le biais qui subsisterait dans les résultats des analyses sans complétion.

Les aspects théoriques des différentes études effectuées considérent, en général, I’ensemble
des données recueillies (observées ou non) disposées sous forme d’une matrice que nous notons
ici par X et dont nous supposons de taille n x p, ot n désigne le nombre d’individus et p
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le nombre de variables d’enquétes. Il existe alors différentes matrices de données manquantes,
suivant que 'on les regarde du point de vue de la configuration de ’absence des données ou
des causes a l'origine des données manquantes. On parle alors de typologie des non-réponses.
Celle-ci se regarde a deux niveaux. Le premier niveau concerne la répartition des non-réponses
au sein de la matrice de données : on parle alors de structures de non-réponses. Trois principales
structures ont été notées, il s’agit des structures univariées, monotones et arbitraires (Little et
Rubin, 1987 [14]). Le second regroupe tous les mécanismes sous-jacents a ’absence de données.
Essentiellement trois mécanismes (MAR, MCAR et MNAR) sont connus et ont été formalisés
par Rubin (1976) [9]. . En effet, la dépendance & la structure de données manquantes a déja été
évoquée dans l'étude faite par les auteurs Afifi et Elashoff (1966) [6], qui ont effectué¢ une large
revue de la littérature de données manquantes multivariées et ont montré comment certaines
études déja réalisées pourraient étre simplifiées si la structure des données manquantes était
bien identifiée et correspondrait & des modéles bien connus, comme par exemple la structure
univariée. Par ailleurs, Hartley et Hocking (1971) [7] ont développé des méthodes plus générales
donc adaptées & une structure quelconque et basée sur des modéles probabilistes avec utilisation
d’une vraisemblance avec des techniques d’estimation s’appuyant sur le principe du maximum
de vraisemblance.

Parmi les nombreux domaines de la problématique des données manquantes largement étu-
diés dans la littérature, les cas des données manquantes liées & des questionnaires sont récurrents.
En effet Little (1982) [13] a revisité plusieurs méthodes d’imputation de données manquantes en
les spécifiant dans le cadre de données issues de questionnaires. En outre la méthodologie d’im-
putation multiple de non-réponses dans les données de questionnaires de Rubin (1987) [11], a été
intensivement appliquée dans le domaine médical (van Buuren et Oudshoorn, 1999 [17], Taylor
et al, 2002 [79], Joseph et al, 2004 [80], Shrive et al, 2006 [81], van Buuren, 2007 [82], van Ginkel
et al, 2007 [83], White et al, 2011 [84], Resseguier et al, 2013 [85] ...). D’autres méthodes d’impu-
tation compatibles avec des données de questionnaires ont été récemment développées. En effet
I'algorithme EM (Espérance-Maximisation) de Dempster et al (1977) [56] a été développé sous
un modéle poissonien de données augmentées par Cemgil (2009) [29] et adapté a I'imputation de
données. Les auteurs Kim et Choi (2009) [22] ont revisité les méthodes de factorisation pondérées
WNMF précédemment étudiées, d’abord par Mao et Saul (2004) [21], puis par Zhang et Wang
(2006) [24]. Cependant, contrairement & Mao et Saul qui ont utilisé les régles MU pondérées (cf.
Chap. 2, sect. 2.2.1), ou a Zhang et Wang qui ont développé une procédure EM, la méthode
d’inférence proposée par Kim et Choi (2009) a été ’algorithme ANLS-WNMF (cf Chap. 2, sect.
2.2.2). Par ailleurs, sur la base de la méthode dites des foréts aléatoires de Breiman (2001) [40],
les auteurs Stekhoven et Biithlmann (2011) [41] ont développé la méthode MissForest qui est une
stratégie d’imputation de données mixtes (continues et/ou catégorielles) proposée comme une
alternative a 'algorithme MICE (Multiple Imputation by Chained Equations) de van Buuren et
Oudshoorn (1999) [17|. Plus récemment Josse et Husson (2016) [42] puis Audigier et al, 2017 [43]
ont développé des méthodes d’imputations multiples par analyse des correspondances, MIMCA
(Multiple Imputation by Multiple Correspondence Analysis), qui effectuent I'imputation de don-
nées catégorielles en utilisant 1’analyse des correspondances multiples (ACM) (Josse et al, 2012
[44]).

Le chapitre est principalement articulé autour de trois points. D’abord le premier point
analyse les causes pratiques de I'absence des données. Ces causes sont étudiées dans le contexte
de questionnaires d’enquétes ot ’absence de données est caractérisée pour l’essentiel par la perte
ou les non-réponses. Ces derniéres sont de deux ordres : les non-réponses partielles et les non-
réponses totales.

Ensuite le second point présente la typologie des données manquantes qui se manifeste a deux
niveaux. D’un cété nous avons la structure des données manquantes et d’un autre nous avons les
différents types de mécanismes qui causent ’absence de données.

Enfin I’état de 'art est discuté dans le dernier point. Il s’agit de donner une revue des principales
méthodes de traitement des données manquantes, en insistant sur les méthodes d’imputation,
avec essentiellement les différentes procédures récemment développées.
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3.1 Typologie des données manquantes

Les solutions proposées aux différents problémes de données manquantes, notamment dans
les questionnaires, sont diverses et multiples. Comme nous ’avons évoqué dans I'introduction, des
méthodes sans imputation et des procédures d’imputation ont été développées. Ces différentes
stratégies de résolution tiennent compte de la typologie des données manquantes, c’est-a-dire, de
la structure et/ou du mécanisme a l'origine de I’absence de données. Nous présentons alors les
deux aspects de la typologie des données manquantes.

Formalisation et Notations. La problématique des données manquantes, dans ce chapitre,
est étudiée dans le contexte de questionnaires d’enquétes. Alors la formalisation du probléme
est telle que le données recueillies font intervenir le couple individu/variable. En effet ’enquéte
est adressée a des individus d’une population, et est structurée en plusieurs points qui sont les
variables d’enquétes (aussi appelées questions ou items). Les données sont alors disposées sous de
matrice X de taille n x p, ou n est le nombre d’individus et p le nombre de variables. Nous notons
alors les individus, qui représentent les lignes, par X1, Xo,..., X;,..., X, et les variables, qui
désignent les colonnes, par X!, X2 ..., X7, ..., XP. Nous avons alors ces trois représentations
possibles de la matrice X :

X1
o X, 11 1p
X =[x X% ..., XP], X=1 1, X =
Xn nl np
N . y T .
ou X; = (i1, Tig, -, Tip) , @ = 1,...,n et X7 = (x15,225,...,205)" , i =1,...,n. Avec

la considération des données manquantes, la matrice X sera aussi désignée par l’ensemble des
données observées, noté par X, et I'ensemble des données manquantes, noté par X, c’est-
a-dire X = {X0s, Xmis},

3.1.1 Structures des données manquantes

Comme nous 'avons déja évoqué dans l'introduction, il existe trois sortes de structures des
données manquantes : il s’agit des structures univariées, monotones et arbitraires.

Structure univariée. La structure est dite univariée lorsque les données manquantes appa-
raissent une seule variable. Considérons. Beaucoup des situations conduisent & ce cas de figure.
Considérons le cas le plus simple de deux variables X! et X2 ot X! est entiérement observée alors
X2 sujette a des absences de valeurs. Un exemple illustratif simple est celui d’une enquéte a deux
variables X! et X2, ot la premiére variable désigne 1’age et la seconde représentant le revenu.
Dans une situation expérimentale la variable X' peut étre une variable entiérement observée
ou une variable fixe controlée par I'expérimentateur, comme l'indicateur de traitement dans un
modéle aléatoire. Les données sur X2 peuvent étre incomplétes en raison d’événements incon-
trolés au cours de la collecte de données, tels que la non-réponse, les valeurs contradictoires ou
erreurs dans ’enregistrement des données. Les méthodes de traitements appropriées dans le cas
d’une structure univariée peuvent étre les études de cas complets ou les études de cas disponibles.
S’agissant des premiéres, si nous considérons la matrice de données X = [X L CR ,Xp], ol
seule la variable X” est incompléte , avec ses m premieres composantes 1y, Z2p; - - - , Tmp, seules
observées, tandis que ses n — m valeurs restantes sont manquantes (illustration tableau 3.1), et
que 'analyse statistique consiste & calculer les moyennes et les variances empiriques de chaque
variable alors la variable incompléte XP est écartée pour ne travailler qu’avec les variables com-
plétes. Quant aux secondes méthodes, alors pour la variable X? la moyenne et la variance sont
évaluées sur ses m valeurs observées. Ces deux procédures sont appropriées, sous 'hypothése que
le mécanisme causant I'absence de données est ignorable et est du type MCAR. A I'opposé, si le
mécanisme était non-ignorable, c’est-a-dire MNAR, I’étude de cas disponible induirait un biais
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dans l'analyse, et dans ce cas d’autres méthodes de traitement comme l'imputation pourraient
étre envisagées.

TABLE 3.1: Structure univariée ol la couleur bleue représente les données manquantes.

Structure monotone. La structure est dite monotone lorsque les variables incomplétes sont
regroupées et ordonnées, de fagon croissante, en fonction de la proportion de données manquantes
que chacune d’elles contient. Les cas de structures monotones fréquemment rencontrés sont les
observations longitudinales incomplétes. Les données manquantes résultent alors d’une interrup-
tion de suivi, c’est-a-dire lorsqu’un événement cause la sortie d’étude d’un sujet : on parle de
phénoméne d’attrition. Les patients qui quittent alors I’étude sont listés dans une partie & part
du questionnaire CRF (Case Report Form) qui est une enquéte en version papier ou électronique
spécialement utilisée dans les domaines de recherches comme les essais cliniques. Les motifs spéci-
fiés peuvent alors étre un effet néfaste, une non efficacité du produit d’investigation, une maladie
non liée & I’étude, un patient non coopérant, une violation du protocole, etc.

Lorsque le nombre de variables incomplétes est trés petit par rapport au nombre total de variables,
les méthodes de traitement comme les études de cas complets ou les études de cas disponibles,
sous I’hypothése du mécanisme MCAR, sont également appropriées ici. Dans ce cas, supposons
qu’il y a k variables entiérement observées et donc p — k variables incomplétes comme dans le
tableau 3.2. Alors pour les études de cas complets ces p — k variables sont tout simplement re-
tirées de I’étude, tandis que pour les études de cas disponibles les moyennes et variances sont
calculées pour ces variables incomplétes par rapport & leurs valeurs observées respectives. Par

TABLE 3.2: Structure monotone ot la couleur bleue représente les données manquantes.

contre lorsque leur nombre est grand, la perte massive de données inhérentes & ces méthodes
pourrait conduire & la recherche d’autres alternatives comme 'imputation de données. Une pre-
miére méthode serait alors de combler les cases vides de la matrice X, pour chacune des p — k
variables incomplétes, par les moyennes respectives de ces variables. On parle alors de complétion
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par la moyenne, et 'on peut remarquer que les moyennes résultantes pour chaque variable sont
les mémes que celles des études de cas disponibles. Cependant la matrice de covariances résul-
tante, est biaisée car les moyennes imputées sous-estiment les variances et covariances. Notons
que la plupart des stratégies de résolution plus élaborées supposent les variables de loi normale
multivariée et ol les moyennes et les matrices de covariances par la méthode du maximum de
vraisemblance.

Structure arbitraire. La structure arbitraire, aussi appelée structure non-monotone ou aléa-
toire est celle ou les données manquantes apparaissent de fagon aléatoire. La disposition des
données manquantes est dans ce cas irréguliére comme nous pouvons le voir le tableau 3.3. Si
nous regardons toujours le cas des exemples d’enquéte sur les essais cliniques, la structure arbi-
traire se manifeste lorsqu’un patient ne se présente pas & une visite pour une raison quelconque,
mais reste dans I’étude. Il se présentera donc aux visites suivantes. D’autres cas pratiques ou
la configuration de structures arbitraires apparait sont les phénoménes de pertes de données ou
encore les non-réponses aléatoires. Pour ce qui concerne les pertes, elles peuvent se manifester
pendant ou aprés les enquétes. En effet pendant la collecte, faute de procédures judicieuses,
des fiches d’enquétes ou sont déja relevées des informations recueillies peuvent étre perdues ou
partielles abimées par les enquéteurs. A la fin des enquétes, lors du dépouillement et de ’enre-
gistrement des données peuvent aussi étre perdues. S’agissant des non-réponses aléatoires, elles
peuvent étre le fait d’une incompréhension de certains points du questionnaire par certains in-
dividus de I’échantillon soumis & I’enquéte, ou d’un refus de répondre & des questions jugées
sensibles ou indiscrétes par un certain nombre d’individus.

Comme la structure arbitraire a de commun avec celle monotone, 'apparition de ’absence de
valeurs sur plusieurs variables, I’'on peut tenter de retrouver la structure monotone en permu-
tant les individus dans la matrice de données X. Les méthodes de traitement appropriées aux
structures monotones peuvent alors étre appliquées.

TABLE 3.3: Structure arbitraire ou la couleur bleue représente les données manquantes.

Dans le cas échéant, lorsqu’il n’y a aucun réarrangement possible pour retrouver la structure
monotone, alors ’on a une structure strictement arbitraire. Beaucoup de méthodes de résolution
de données manquantes pour de telles structures ont été proposées. Alors comme dans le cas des
structures monotones, les procédures d’inférences, comme par exemple I’estimation de la moyenne
du vecteur des variables et de la matrice de covariances, reposent le plus souvent sur la méthode
du maximum de vraisemblance. Les variables sont telles que le vecteur (X1',... X7, ... XP)
est supposée de loi normale multivariée, alors la méthode du maximum de vraisemblance est
basée sur 'algorithme EM (Espérance-Maximisation) qui est une technique générale pour trouver
I’estimateur du maximum de vraisemblance dans le contexte de données manquantes.
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3.1.2 Meécanisme de génération des données manquantes
3.1.2.1 Quelques causes pratiques a l’origine des non-réponses

La collecte de données en vue de ’étude d’un phénoméne est une phase trés importante. En

statistique la donnée constitue la matiére essentielle pour appréhender un phénomeéne étudié. A
ce titre, son recueil dans les meilleures conditions possibles est nécessaire pour une disposition
en quantités suffisantes afin d’effectuer de bonnes inférences. Cependant dans la pratique des cas
de données manquantes sont trés souvent notés et les causes, comme nous ’avons dit en Intro-
duction, sont d’origines diverses. Nous notons la présence du phénomeéne dans plusieurs champs
disciplinaires ou secteurs d’activité. En effet dans le domaine médical et en particulier dans le
cadre des essais cliniques, les données manquantes sont du fait des problémes de non-compliance
au traitement. On observe le méme phénoméne, dans des systémes de surveillance, lorsqu’il y
a des défauts de déclaration ou encore des déclarations incomplétes. L’apparition de données
manquantes est également notée dans beaucoup d’autres domaines.
Toutefois nous mettons ici en relief le phénoméne de non-réponse dans les questionnaires d’en-
quétes. Pour celles-ci les causes pratiques & 'origine des non-réponses sont multiples et diverses.
Ainsi les pertes de données pendant les enquétes ou a posteriori lors des processus de conser-
vation est un des facteurs récurrents. D’autres types de non-réponses sont fréquents et divers,
dépendant ainsi des mécanismes qui les engendrent. En effet le refus de répondre, de la part
de certains individus de la population enquétée, sur certains points d’un questionnaire a cause
leur incompréhension, est souvent noté. Un autre cas récurrent ot des non-réponses sont enre-
gistrées est celui lié au caractére sensible (sexualité, consommation de drogue, etc) de certains
points du questionnaire. Dans certaines situations aussi il arrive qu’il y ait des réponses inex-
ploitables, celles-ci sont alors considérées comme des non-réponses. Nous notons deux sortes de
non-réponses : les non-réponses totales et les non-réponses partielles.

Une non-réponse totale est celle pour laquelle aucune information n’est recueillie sur une
unité échantillonnée, c’est-a-dire lorsqu’il arrive qu’un individu interrogé n’a répondu & aucun
point du questionnaire, soit lorsque les variables d’intérét n’ont toutes enregistrées aucune valeur
alors que les informations sur les variables auxiliaires ont été recueillies. Les variables auxiliaires
constituent ’ensemble des informations marginales qui sont celles qui permettent de voir ce qui
différencie les non-répondants des individus répondants. Alors il peut s’agir d’informations col-
lectées de visu sur le terrain comme, par exemple, le type de logement (individuel ou collectif).
Il peut également s’agir de données sociodémographiques ou médico-administratives récoltées
au préalable. Notons cependant que les cas de non-réponses totales sont marginaux donc peu
rencontrés dans la pratique. C’est pourquoi notre intérét est porté sur les cas des non-réponses
partielles qui sont les plus fréquemment rencontrés.

Une non-réponse est dite partielle lorsque, pour un individu enquété, une partie seulement de
I'information est relevée. C’est le cas ot I'individu renseigne sur certains points du questionnaire
et ne répond pas sur d’autres. Les causes de non-réponses partielles sont variées et il est important
de pouvoir appréhender les mécanismes sous-jacents afin de permettre ’élaboration d’analyses
adéquates. Ainsi suivant que l'on se place du co6té de la population cible ou des structures
chargées des enquétes, on distingue des mécanismes involontaires et volontaires qui conduisent a
des non-réponses respectivement de mémes natures.

Les mécanismes sont qualifiés d’involontaires s’ils ne dépendent pas du fait que l'individu
ait choisi de ne pas répondre & certains items pour une raison ou pour une autre, mais plutdt
de facteurs extérieurs comme, par exemple, 'oubli, la barriére linguistique ou encore les condi-
tions d’entretien. D’autres mécanismes involontaires sont notés dans la pratique. En effet une
cause involontaire peut étre la complexité de certaines questions qui conduisent naturellement &
une méconnaissance de la réponse & donner. Cet état de fait est le plus souvent dii & une non
adaptation du questionnaire par rapport & la cible. Une autre source de non-réponse découle,
dans certains cas, des problémes de mémorisation du fait de I’ancienneté des informations & four-
nir. Il peut s’agir par exemple de questions sur des consommations alimentaires plus ou moins
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anciennes. Par ailleurs, pour un bon déroulement des enquétes, la stabilité des condition d’en-
tretien est aussi requise. En effet lorsque les conditions de recueil d’informations sont instables
la collecte de données peut étre interrompue entrainant du coup l’obtention d’une information
partielle. C’est par exemple le cas lors d’enquétes téléphoniques avec une défaillance du réseau
ou d’enquétes réalisées auprés de populations marginalisées telles que les sans domicile fixe,
les usagers de drogues ou les populations carcérales avec lesquelles des difficultés trés souvent
rencontrées sur le terrain.

A Topposé, les mécanismes volontaires eux sont caractérisés par le fait que la non-réponse

est une conséquente directe de la rétention de 'information de la part du répondant a un ques-
tionnaire. Ce sont des mécanismes qui dépendent des variables d’enquétes. A ce titre, le refus
de donner l'information est directement lié & la nature méme des questions posées. Deux cas
se posent principalement. Le premier est celui ou le refus de donner 'information concernant
une variable, de la part du répondant, ne dépend que des informations qu’il fournit sur une ou
plusieurs autres variables, et non sur la variable en question. Le second est celui ou le refus de
renseigner par rapport & une variable dépend de la variable elle-méme, et éventuellement d’autres
variables. Ce dernier cas correspond a celui des questions & caractére sensible (exemple, sexualité,
consommation d’alcool ou de tabac, déclaration au fisc, etc). Toutefois 'appréciation du degré de
sensibilité de certains points d’un questionnaire peut varier d’un individu & un autre ou encore
d’une catégorie socioculturelle a une autre.
Si I'on se situe du coté des enquéteurs par contre les mécanismes volontaires sont ceux pour
lesquels non-réponses sont dues a un sous-échantillonnage du questionnaire en amont. Les non-
réponses sont donc du fait des questions non soumises. Il s’agit d’un cas intéressant que nous
examinerons au dernier chapitre.

Nous voyons ainsi que les facteurs a 'origine de ’absence des données sont multiples et di-
verses. Alors pour éviter au maximum le risque de non-réponses lors d’une enquéte, plusieurs
précautions devraient étre prises. Il s’agit entre autres d’'une bonne formation d’abord des enqué-
teurs, ensuite d’une bonne qualité du questionnaire en évitant les questions mal congues, trop
longues et inciter les enquétés a répondre par le biais de questions courtes concises impliquant
ainsi des réponses courtes et claires. Aussi veiller & bien placer les questions délicates en évitant
des les mettre en début de questionnaire, sinon cela pourrait conduire le répondant & abréger
son contact avec I’enquéteur, ou dans le cas particulier d’'une enquéte par téléphone, a couper
I’entretien téléphonique. Enfin il faudrait bien choisir la cible afin de pouvoir assurer un suivi
des non-répondants jusqu’a ce qu’ils puissent apporter les réponses nécessaires.

3.1.2.2 Formalisation des mécanismes conduisant a I’absence de données

Modélisation du mécanisme de non-réponse. La connaissance du mécanisme a l’origine
des valeurs manquantes est une considération trés importante pour ’application d’'une méthode
de résolution appropriée. Alors pour des études théoriques basées sur des fondements mathé-
matiques il a été trouvé nécessaire de formaliser les différentes causes pratiques d’absence de
données. Cette formalisation introduite par Rubin (1976) [9] puis encore plus expliquée par Lit-
tle et Rubin (1987) [14], a été développée autour de trois types de mécanismes (MAR, MCAR
et MNAR). Rappelons que la matrice X représente ’ensemble de données recueillies et com-
portant des données manquantes. Alors si nous reprenons ’écriture de la matrice de données
X = {X°s Xmisy pour chaque individu i , i = 1,...,n de 'échantillon, on note X I'en-
semble des valeurs renseignées et X! Iensemble des valeurs manquantes le concernant. Donc
les données sur l'individu, ¢ peuvent étre désignées par X; = {X{’bs, Ximis }. A chaque vecteur X;
on associe un autre vecteur R; = (rj1,7i2,...,7p) de méme taille 1 x p, et qui renseigne sur la
nature des informations, suivant qu’elles soient des réponses ou des non-réponses de l'individu 4.
Chaque composante 7;5, j = 1,...,p de R; vaut 1 si la valeur z;; correspondante est observée, et
vaut 0 si x;; est manquante. Dans certains cas la matrice X peut contenir un ensemble de variables
complétes. Nous distinguerons alors parmi les variables X1, ..., X!, X!*t1 ... XP, les covariables
entiérement observées X!, ..., X! d'un coté, et les covariables incomplétes X1 ... XP d'un
autre, que nous notons par Y1, ..., Y* avec respectivement X‘t! = Y1 ... XP = Y%, et donc
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on ap=1[+ k. Dans ce cas la matrice X est donnée par :

11 T2 - Tuo Yir Y12 - Yik

21 X222 - T2r Y21 Y22 0 Y2k
X = )

Tnl Tn2 - Tnl Ynl Yn2 " Ynk

La sous-matrice Y désigne les k covariables incomplétes pour les n individus. L’ensemble des
vecteurs lignes R;, ¢ = 1,...,n modélisent en fait les non-réponses des individus (0 a chaque
composante en cas de non-réponse) et forment la matrice des indicateurs de non-réponses R
donnée par :

Ry

Ry
R—

Ry,

L’ensemble des données observées X et des données manquantes X ™ peuvent alors s’exprimer
en fonction des indicateurs de réponses R :

XU = Xlpoyy et XM = Xlpg avec { Hemyy =1
]l{R:()} = 0
Ainsi, 'usage des méthodes de résolution efficaces, nécessite 'appréhension de la typologie des
données manquantes dans sa globalité, c’est-a-dire, en plus de la structure (univarié, monotone
ou arbitraire), connaitre le mécanisme sous-jacent qui explique I'absence de certaines valeurs.
Toutefois, le plus souvent dans la pratique, les données en elles mémes ne fournissent pas d’infor-
mation quant au mécanisme (Rubin, 1978 [10]). D’ou I'importance de disposer des informations
a priori sur le mécanisme. Deux principales modélisations du mécanisme de données manquantes
sont retenus dans les analyses statistiques. Il s’agit des mécanismes ignorables, qui renferment
les deux types de mécanismes MAR et MCAR, et des mécanismes non-ignorables, constitués du
type de mécanisme MNAR.

3.1.2.3 Les mécanismes ignorables : MAR et MCAR

La notion de mécanisme ignorable dans ’étude des données manquantes a été introduite
par Rubin (1976) [9]. La formalisation du mécanisme s’est alors faite par la construction d’une
distribution de probabilité, g(R | X, ¢), sur les indicateurs non-réponses, R, conditionnellement
aux données X et & un parameétre ¢. Alors le concept d’ignorabilité de mécanisme sous-jacent a
I’absence de données a été étudié par Rubin dans un contexte d’inférence sur un paramétre. En
effet, si les données X sont supposées distribuées suivant une loi de densité f(X |6), ou 0 est le
paramétre qui conditionne les données, le travail de ’auteur a consisté a montré comment le fait
d’ignorer le mécanisme a l'origine des données manquantes, lors de l'inférence sur le paramétre
0 peut étre considérée comme une procédure correcte, c’est-a-dire une méthode appropriée. Pour
cela des conditions ont été nécessaires sur le mécanisme, ou plus précisément la distribution
g(R| X, ¢) a des valeurs fixées R et X pour respectivement les indicateurs de non-réponses R
et les données observées X%, c’est-a-dire g(R | X%, ¢).

Le constat fait par Rubin était alors que la plupart des analyses antérieures avec données
manquantes dont le mécanisme était non controlé par le statisticien (Afifi et Elashoff, 1966 [6];
Anderson, 1957 [3]; Hartley et Hocking, 1971 [7]; Healy et Westmacott, 1956 [2]; Wilkinson,
1958 [4]), ignoraient ce mécanisme sans pour autant se poser la question qui consiste & s’assurer
si I'inférence y afférent était appropriée. C’est la question & laquelle a tenté de répondre Rubin
(1976) [9] en formalisant d’abord l'ignorabilité du mécanisme dans le contexte d’inférence d'un
paramétre d’une distribution de probabilité. Rappelons que le paramétre, 6 en question est celui
d’une distribution, de densité f(X | €). L'inférence sur 6 est effectuée a partir de valeurs fixées
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des données observées X et des indicateurs, correspondants, de non-réponses R. Notons que
ces derniers caractérisent aussi la structure observée des données manquantes. Ainsi ignorer le
mécanisme revient d’abord (1) a fixer la variable aléatoire R a sa valeur observée R, puis (2) a
supposer que les données observées X°bs sont distribuées suivant la loi marginale des données
Xobs .

f(Xobs ’9) — /f(XObS, X mis | g)dezs (31)

L’équation (3.1) montre bien 'omission de la distribution du mécanisme de non-réponse, g(R| X, ¢),
dans l'inférence du paramétre 6 basée sur la distribution marginale des données observées,
f(X°%0), conditionnée uniquement par le paramétre 6.

L’inférence appropriée (ou correcte), est celle qui prend en compte le mécanisme de données
manquante, c¢’est-a-dire celle qui considére la distribution g(R| X, ¢), dans le processus d’infé-
rence sur 6, puisqu’il y a effectivement des données manquantes. Alors la question centrale est
de savoir comment l'inférence avec ignorabilité du mécanisme peut étre considérée comme une
inférence appropriée. Autrement dit, pour une configuration fixée, R, de données manquantes et
pour des données X, quelles conditions devrait-on imposer sur la probabilité g(R | X,¢) pour
que le fait d’ignorer le mécanisme, lors de I'inférence sur 6, soit considéré comme une procédure
correcte. Pour y répondre trois conditions sur la probabilité g(]:Z | X,¢) ont été établies par
Rubin (1976) :

— condition 1 : les données manquantes le sont aléatoirement ;

— condition 2 : les données observées le sont aléatoirement ;

— condition 3 : les paramétres ¢ et 6 sont distincts;
qui sont respectivement ainsi définies,

Définition 3.1. Les données manquantes le sont aléatoirement (missing at random) si pour
chaque valeur de ¢, la probabilité g(R | X, ¢) est constante, quelles que soient les données man-
quantes de X™.

Définition 3.2. Les données observées le sont aléatoirement (observed at random) si pour chaque
valeur de ¢ et de X™ la probabilité g(R | X, ) est constante, quelles que soient les données
observées X°.

Définition 3.3. Le paramétre ¢ est distinct du parameétre 0 si leur espace joint ) se factorise
en Qg et Qg , (A= Qp xQy) et si ¢ et § sont indépendants lorsque les distributions a priori
respectives sont spécifiées.

Deux types d’inférences sur le paramétre 6 ont alors servi a I’étude. Il s’agit de I'inférence
& partir de la distribution d’échantillonnage et de l'inférence basée sur la vraisemblance du
parameétre conditionnellement aux observations.

Inférence basée sur la distribution d’échantillonnage. C’est une méthode d’inférence qui
permet de comparer la valeur observée d’une statistique (estimateur, critére de test, ou intervalle
de confiance) par rapport a sa distribution d’échantillonnage, sous diverses hypothéses sous-
jacentes. Il s’agit donc d’appréhender la distribution d’une statistique par rapport a sa valeur
observée S (R,X °bs) L’inférence correcte, pour ce type d’analyse, est alors celle qui prend en
compte la distribution qui conditionne 'absence de données g(R | X, ¢). Dans ce cas I'inférence
sur 6 via la distribution d’échantillonnage de la statistique observée dépend de la loi marginale des
données observées X conditionnellement aux indicateurs de non-réponses R et aux paramétres
0 et ¢. Celle-ci est obtenue en intégrant, par rapport aux données manquantes X™* la loi
conditionnelle des données X sachant les indicateurs R.

FX* | R,0,0) = /f (X |0)g(R | X, )/ Kp(R) dX™ (3.2)

ot Ky 4(R) = [ f(X]0)g (R| X, ¢)dX est la probabilité marginale que les indicateurs R prennent
la valeur R La dlstrlbutlon d’échantillonnage de la valeur observée de la statistique S(R, X )
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est alors déterminée a partir de la distribution f(X°* | R, 8, ¢), et 'équation (3.2) montre bien la
considération du mécanisme sous-jacent. Par ailleurs, I'inférence sur 6 en ignorant le mécanisme
consiste a déterminer la distribution d’échantillonnage de la statistique observée S(R, X°*) a
partir de la loi de densité f(X° | §) dans (3.1). Alors la question est de savoir comment les
deux approches peuvent étre équivalentes. Pour y répondre des conditions parmi celles définies

ci-dessus ont été considérées par Rubin et le résultat donné sous forme de théoréme :

Théoréme 3.1. Supposons que (a) les données manquantes sont manquantes aléatoirement et
(b) les données observées sont observées aléatoirement. Alors la distribution d’échantillonnage de
la statistique observée S(R, X ) liée o f(X |6) en ignorant le mécanisme qui cause les données
manquantes, c’est-a-dire calculée & partir de la densité (3.1), est égale a la distribution d’échan-
tillonnage de S(R, X°%) liée o f(X | 0)g(R | X,¢), c’est-a-dire qui est calculée & partir de la
densité (3.2) en supposant que Kg,(b(}?) > 0.

Preuve. Sous les hypothéses (a) et (b), pour chaque valeur de ¢ la probabilité g(R | X) ne
varie pas quelles que soient les données X. Par conséquent Kp 4(R) = g(R | X), et donc les deux
densités dans (3.1) et (3.2) sont égales. Ce qui fait que la distribution d’échantillonnage de toute
statistique S(R, X°) et dépendant de la densité (3.1) est égale a celle dépendant de la densité
(3.2). O

Inférence basée sur la vraisemblance. Le second type d’inférence sur 6 est celui faite
a partir de la vraisemblance du paramétre conditionnellement aux données. Alors deux sortes
d’analyses ont été faites : 'inférence directe et I'inférence bayésienne.

Inférence directe : L’approche d’inférence directe proposée par Rubin a consisté au calcul
du ratio de vraisemblance pour différentes valeurs du paramétre. Il s’agit de comparer 1’adéqua-
tion de 'ajustement de deux modéles afin de déterminer celui qui offre le meilleur ajustement
pour les données. Dans le contexte de ’étude faite par Rubin, les paramétres 6 et ¢ prennent
leurs valeurs dans ’espace joint des parameétres 2g 4

Ainsi lorsque 'inférence sur le paramétre 6 est effectuée, ignorer le mécanisme des données
manquantes revient, comme nous l'avons déja dit, & considérer la densité de (3.1). Alors la
vraisemblance qui en découle est celle du paramétre 6 par rapport aux données observées X obs

et qui est donnée par : ~ -
L(O] X7) = 8(6,20) (X |6) (3:3)

ot §(a, ) est la fonction indicatrice de €.

A Topposé, avec I'inférence appropriée le mécanisme est pris en compte, donc la distribution
g(R | X, ¢) indicateurs de non-réponses R. Dans ce cas, distribution du modéle est la loi jointe
des indicateurs R et des données X conditionnellement aux paramétres 6 et ¢,

f(X,R[0,9) = f(X[0)g(R| X, ) (3.4)

La loi jointe d’intérét est celle marginale du couple de variables (X%, R) qui est donnée par
Jc()(obs7 R | 97 ¢) _ /f(Xobs7Xmis ‘ 9)g(R ‘ Xobs’ Xmis’ ¢)dezs (35)

Alors par rapport aux valeurs fixées (X obs R) I'inférence directe, via le rapport de vraisemblances,
sur le couple (6, @) nécessite la considération de la fonction de vraisemblance définie par :

L(6,6| X, R) =6 ((0,0), ) [(X, R0, 0) (3.6)

ot 6 ((0,¢),,4) est la fonction indicatrice de I'espace des parameétres Qg 4.

La également des conditions parmi celles définies plus haut on été supposées, par Rubin, sur
le mécanisme sous-jacent pour obtenir une équivalence des deux approches; autrement dit pour
que l'inférence avec ignorabilité du mécanisme soit une inférence appropriée. Le résultat a été
donné sous forme de théoréme :
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Théoréme 3.2. Supposons (a) que les données manquantes sont manquantes aléatoirement et (b)
que le parameétre ¢ est distinct du parameétre 0. Alors linférence par le rapport de vraisemblance
L(@l ‘Xobs)
L(62 | j(obs)

, : L(01,¢| X, R) R| X
correcte via le rapport de vraisemblances L(Or6]| X0 1)’ Vo € Qg tel que gg(R| X) > 0.

en ignorant le mécanisme qui cause les données manquantes, est équivalent a ’inférence

Preuve. Pour X% et R et fixées dans (3.3), la condition (a) permet d’obtenir la relation suivante
FOR R 16,6) = g(R | X,0) [ £(X%, X7 | g)axm

qui implique que

FIXP R 16,0) =g(R| X, ¢)f(X|0)

La condition (b) permet de factoriser la fonction indicatrice de I’espace joint € 4, c’est-a-dire

5((97 ¢)7 QG,d)) = 5(0, 99) 5(¢’ Q¢>

De ces deux derniéres équations permettent bien d’obtenir la relation qui existe entre la vraisem-
blance lorsque le mécanisme est ignoré et la vraisemblance approprié, c’est-a-dire si le mécanisme
est pris en compte, comme le montre la relation suivante :

L(G,gb | Xobsvé) = (S(qb, Q¢) g(R ‘ X"bs’ ¢) L(9 | Xobs)

Cette relation montre que les deux rapports de vraisemblances, pour #; et 6- fixés, sont égaux.
Ce qui permet d’avoir ’équivalence des deux approches. O

Inférence bayésienne : La seconde méthode d’inférence basée sur la vraisemblance est
I'inférence bayésienne. Les paramétres 6 et ¢ sont dans ce cas regardés comme des variables
aléatoires auxquelles sont affectées des lois a priori. La loi du couple (6, ¢) a été spécifiée par
le produit p(0)p(¢ | 0), et l'inférence a consisté a la détermination des lois a posteriori des
paramétres. Pour ce dernier type d’analyse également, il sera étudié les conditions pour lesquelles
les deux sortes de procédures que sont l'inférence avec mécanisme ignoré et 'inférence avec prise
en compte du mécanisme (approche appropriée)

L’inférence bayésienne qui ignore le mécanisme a 'origine des données manquantes est celle
effectuée uniquement sur le paramétre 6 et qui considére donc sa loi a priori p(6), puis que les
données observées sont distribuées suivant la loi de densité donnée dans (3.1). Par conséquent la
loi a posteriori de 8 est proportionnelle au produit de ces deux distributions :

(6] X°%) o p(6)F (X | 6) (3.7)

L’inférence bayésienne appropriée est celle qui cherche & estimer le couple de paramétres

(0, ®), puisque le processus qui cause les données manquantes est bien considéré. Dans ce cas le

modéle est tel que la distribution jointe des données observées X et de la structure observée de

données manquantes R est donnée par (3.5). La loi a posteriori du couple (6, ¢) est alors donnée
par :

7(60, 0] X%, R) o p(O)p(6|0) (X, | 0, ) (3.8)

Pour que les deux approches d’inférence soient équivalentes, des conditions ont également
été supposées sur le mécanisme & l'origine de données manquantes g(R | X, ¢) : (a) les données
manquantes sont manquantes aléatoirement et (b) le parameétre ¢ est distinct du paramétre 6.
Cela permettra alors considérer indifféremment les inférences basées respectivement sur (3.7) et
(3.8) pour l'estimation du parameétre 6, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 3.3. Supposons (a) que les données manquantes le sont aléatoirement et (b) que le
paramétre ¢ est distinct 0. Alors linférence effectuée avec la distribution a posteriori de 6 en
ignorant le mécanisme qui cause les domnées manquantes, c’est-a-dire celle qui est calculée a
partir de (3.7), est équivalente a linférence faite avec la distribution a posteriori correcte de 6,
c’est-a-dire celle qui est calculée a partir de (3.8).
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Preuve. Considérons Uexpression de f(X°* R |6, ) dans (3.5), c’est-a-dire,
/f(Xobs,Xmis ‘ Q)Q(R | Xobs’Xmis’ ¢)dezs’
alors I'hypothése (a) implique que g(R | Xobs xmis ®) = g(R \ Xobs, ®), d’on
F(X?R|6,¢) = Q(R!X"bsﬂﬁ)/f(XObS7Xmis\9)deis (%)

et I'hypothése (b) faite sur les paramétres ¢ et 6 et qui stipule qu’ils soient distinctes, implique
qu’elles sont indépendantes étant donné que leurs densités a priori respectives p(¢) et p(#) sont
spécifiées ; ce qui entraine alors que

p(0)p(e | 0) = p(0)p(¢) (xx)

Des équations (x) et (xx), on obtient que le membre de droite de ’équation (3.8) est égale a
(p(@)g(R]| X", 9)) (p(9) / FXOP, X | 6)dX ™)

cette expression étant proportionnelle & (6 | Xobs ) on obtient donc, par rapport a 6, une relation
de proportionnalité entre les lois a posteriori (3.7) et (3.8). Ce qui veut dire que U'inférence sur
0 peut se faire indifféremment avec I'une ou l'autre des lois a posteriori, d’ou I’équivalence des
deux approches d’inférences. O

L’équivalence entre les deux types d’inférences cités dans ce théoréme se traduit par la pro-
portionnalité des lois a posteriori correspondantes, comme c’était le cas avec les vraisemblances.
D’ailleurs les mémes hypothéses sont conservées aussi bien pour l'inférence directe que pour l'in-
férence bayésienne.

L’étude faite par Rubin (1976) [9] a été un tournant majeur dans les analyses statistiques
multivariées avec données manquantes. Elle a permis de « corriger une erreur » commise par
plusieurs études antérieures, qui consistait & ignorer, d’une maniére ou d’une autre, le mécanisme
sous-jacent a l’absence de données, sans pour autant s’assurer que la procédure était appropriée.
Notons qu’elle a été faite dans des analyses d’inférences sur des paramétres de modéles statis-
tiques en présence de données manquantes. Aussi elle a marqué le début de la catégorisation des
processus causant les données manquantes en mécanismes ignorables et non-ignorables. Notons
cependant que ni la dénomination de mécanismes ignorables ni la spécification des ceux-ci n’a
été faite par Rubin (1976) [9]. L’intérét porte surtout sur les conditions 1 et 2 qui ont permis de
spécifier les mécanismes ignorables dans une étude postérieure. En effet Little et Rubin (1987)
[14] ont définit, d’une part, les mécanismes ignorables (MAR et MCAR) en les identifiant aux
conditions pour lesquels les inférences associées sont qualifiées d’appropriées (cf. théorémes 3.1,
3.2 et 3.3), et d’autre part les mécanismes non-ignorables (MNAR).

Mécanisme MAR. Le mécanisme MAR (Missing At Random) désigne que les données man-
quantes le sont au hasard. Il correspond donc naturellement a la condition 1 (hypothése (a) dans
les théorémes). Alors comme on peut le voir dans la définition 3.1, la formalisation mathéma-
tique du mécanisme s’est faite par le biais d’une loi de probabilité. Il s’agit en fait d’une loi
discréte puisque les valeurs possibles des indicateurs de non-réponses R sont 0 et 1. Ainsi dans
un jeu de données, les valeur manquantes suivent le mécanisme MAR, si la loi de probabilité des
indicateurs de non-réponses R conditionnellement aux données X, ne dépend que des valeurs
observées X

P(R| X XM ¢) = P(R| X%, ¢), V ¢, X et X™s, (3.9)

Nous pouvons donc identifier la probabilité P(R | X, ¢) a la probabilité g(R | X, ¢) précédem-
ment définie comme loi du mécanisme, c’est-a-dire que P(R | X, ¢) = g(R | X, ¢). L’hypothése
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MAR sur les données est trés souvent rencontrées dans les études de traitement des données
manquantes, notamment les inférences & partir des fonctions de vraisemblances. C’est aussi une
typologie compatible avec les inférences basées sur la vraisemblance(inférences directes ou bayé-
siennes).

Un cas illustratif simple pour comprendre ce mécanisme est de 'exemple d’un jeu de données
recueillies d’une enquéte a deux variable, c’est-a-dire X = [X!, X?] ot X! désigne I'age qui est
entiérement observée et X2, le revenu qui contient des valeurs manquantes. Ainsi si la probabilité
de réponse sur le revenu pour un individu ¢ ne dépend pas du revenu, mais dépend de son age
et éventuellement de 1’adge des autres individus, alors les données sont dites MAR. Dans ce cas
les valeurs observées de X? (le revenu) ne sont pas nécessairement un sous-échantillon aléatoire
de I’échantillon global des données de X?, mais sont un sous-échantillon tiré conditionnellement
a des sous-classes définies par les valeurs de X' (I’age).

Mécanisme MCAR Le mécanisme MCAR (Missing Completely At Random) désigne que
les données manquantes le sont complétement au hasard. Il est la résultante de ’association des
conditions 1 et 2 (hypotheéses (a) et (b) du théoréme 3.1), donc mécanisme selon lequel les données
manquantes le sont au hasard et les données observées le sont aussi au hasard. Le mécanisme
peu donc étre vu comme un cas particulier du mécanisme MAR, puisque la condition 1 leur est
commune. Ainsi dans un jeu de données, les valeurs manquantes suivent le mécanisme MCAR,
si la loi de probabilité des indicateurs de non-réponses R conditionnellement aux données X, ne
dépend pas des données et ne varie pas pour tout R :

P(R| X,6) = P(R|¢)=p, ¥ X et 6. (3.10)

ol 0 < p < 1 est une constante. Dans ce cas les valeurs observées de chaque variable incompléte
forment un sous-échantillon aléatoire de 'ensemble des valeurs échantillonnées de la variable. Le
mécanisme MCAR est compatible aussi bien avec les inférences faites avec distribution d’échan-
tillonnage que celles basées sur la fonction de vraisemblance.

3.1.2.4 Les mécanismes non-ignorables : MNAR

Les mécanismes non-ignorables sont ceux dont le processus d’apparition des données man-
quantes est complétement appréhendé. Autrement dit ’on connait comment les données man-
quantes sont survenues. Il s’agit de mécanismes plus connus sous I'appelation MNAR (Missing
Not At Random) qui désigne que les données manquantes ne le sont pas au hasard. Ainsi un jeu
de données, les valeurs manquantes suivent le mécanisme MNAR, si la loi de probabilité des indi-
cateurs de non-réponses R conditionnellement aux données X, dépend des données manquantes
Xmis .

P(R| X,¢) = P(R|X™" ¢), ¥ X" ct ¢, (3.11)

dans certains cas la probabilité peut aussi dépendre, en plus des données manquantes, de cer-
taines données observées. Pour les méthodes de traitement, dans un contexte MNAR, ne pas tenir
compte des non-réponses peut engendrer un biais important dans I’analyse (par exemple, estima-
tion d’un paramétre). Pour pallier ce probléme, on peut modéliser conjointement les indicateurs
de non-réponses et la variable d’intérét, a travers une distribution conjointe paramétrique, et ef-
fectuer I'estimation du paramétre par la méthode du maximum de vraisemblance. Dans certains
cas cette estimation se fait de maniére directe par une approche analytique, dans plusieurs autres
cas 'estimation s’effectue de fagon itérative par des techniques d’analyse statistiques comme 1’al-
gorithme d’Espérance-Maximisation (EM) de Dempster et al (1977) [56].

Les mécanismes de type MNAR sont constitués de deux catégories de modéles : les modéles de
mécanismes non-ignorables connus et les modéles de mécanismes non-ignorables inconnus (Little
et Rubin, 1987 [14]). La différence entre ces deux types de modéles réside sur la distribution du
mécanisme de données manquantes. Dans le premier cas cette distribution ne dépend d’aucun
paramétre inconnu ¢ et donc est entiérement connu ; alors que dans le second cas la distribution
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dépend d’un paramétre inconnu ¢. Ce qui fait que les modéles non-ignorables connus sont plus
simples & modéliser que ceux non-ignorables inconnus.

Supposons que nous avons la structure des données ot la matrice des données X est de la
forme

D CENNED G (S 4
11 ... T Y1 o--- Ylk
X = : (3.12)
Inl -+ Tpg Ynl .- Ynk
ou X1 X2 ..., X’ sont les variables entiérement observées et ¥ = Yt vy2 ... ,Yk] la sous-

matrice des variables incomplétes qui sont les variables d’intérét. Deux approches de formulation
des modéles non-ignorables sont données par Little and Rubin (1987) [14].

Une premiére approche consiste & modéliser la distribution jointe des indicateurs de non-réponses
R et des variables incomplétes Y, f(Y,R| X', ..., X" 60,¢) qui est factorisée sous la forme sui-
vante

f(Y7R‘X1?"'7X£707¢) :f(Y‘X:l?"'7X€79)f(R|Y7X17"'7X£7¢) (313)

oil le premier facteur f(Y |X',..., X" 6) est la distribution conditionnelle des variables in-
complétes Y par rapport aux covariables X! ..., X* et au paramétre 6. Le second facteur
f(R|Y, X', ..., X" ¢) est la distribution du mécanisme de données manquantes avec son pa-
rameétre ¢.

Une seconde approche est de factoriser f(Y,R| X", ..., X% 6, ¢) comme suit

fV,R| XY ..., X%0,0) = f(V|XY,... . XL RO F(R| XY, ..., X0 ) (3.14)

La factorisation (3.13) est une fagon de modélisation de la loi jointe de R et Y ou cette fois-
ci la distribution conditionnelle des variables incomplétes Y dépend, en plus des covariables
X7, j=1,... et du paramétre 6, des indicateurs R. L’introduction de ces indicateurs de non-
réponse permet de pouvoir séparer le groupe des répondants & celui des non-répondants, avec
une distribution pour chaque groupe. C’est notamment le cas ou I'approche bayésienne prédictive
est utilisée pour des estimations des paramétres et des données manquantes. Le second facteur
f(RIXY,... X ¢ ) n’est pas la distribution du mécanisme de non-réponse, puisqu’au conditionne-
ment il y a les variables incomplétes Y qui manquent. Si on considére f(R| X1, ..., X, ) comme
la distribution du mécanisme de non-réponse on serait dans le cas du mécanisme MAR, alors tel
n’est pas le cas ici.

Mécanismes non-ignorables connus Les modéles de mécanismes non-ignorables connus dé-
signent les mécanismes pour lesquels la distribution de probabilité dépend des données man-
quantes, éventuellement des données observées mais ne contient pas de paramétre inconnu ¢.

f(R | Xmis’Xobs7¢) — f(R | Xmis’XobS) (315)

Ici la distribution f(R|X™ X) est entiérement déterminée. L’absence ici du paramétre ¢
qui conditionne généralement cette distribution du mécanisme des données manquantes marque
la simplicité de ces modéles, avec seul le paramétre 6 de la distribution des données f(X |0) a
estimer. Nous donnons quelques exemples, relativement simples, qui permettent d’illustrer ces
modéles (Little et Rubin, 1987 [14]). La méthode d’estimation du parameétre 6 utilisée est, comme
nous l'avons dit, le maximum de vraisemblance. Cependant la critique principale, dans certains
cas (exemple, modeéles de régression linéaires multiples), de cette méthode est que Iestimation
par la méthode du maximum de vraisemblance est basée sur 'hypothése difficilement vérifiable
de la normalité de erreurs pour le modéle impliquant la variable d’intérét. Le premier exemple de
modéle de mécanisme non-ignorable connu que nous donnons ici concerne des données univariées
censurées de loi exponentielle de parameétre 6.
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Exemple 3.1. Les données X = (21,22, ...,2,)" sont supposées indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi exponentielle de paramétre 0 :

FX10) =0 exp (—Z 92) .

=1

On suppose que l'enquéte est réalisée sur une population de n individus et sur une seule variable
d’enquéte. Les données comportent des valeurs manquantes avec la disposition suivante : les m
0 ! t observées, X% = T et les val tant t t
premiéres valeurs sont observées, = (x1,...,xm) et les valeurs restantes sont manquantes
i T ) . R . .
X" = (Tyg1y .- 2pn) . Comme il s’agit d’un modéle non-ignorable connu et que les données
sont censurées, le point de censure c est connu de tel sorte que toutes les données supérieures ou
égales a cette valeur sont manquantes. La distribution du mécanisme de données manquantes est
entierement connue est donnée par

n n

F(RIX,¢) = [ f(Ri|2i,0) = [] f(Ri | 22)

i=1 i=1

o
1 siRij=1etx;<c, oubien R, =0 et xz; >c
f(Ri | i) = { ! ' ' '
0 sinon.
Dans cet exemple l'inférence sur 6, consiste d’abord a considérer la distribution jointe des
données observées et des indicateurs de non-réponses. La technique, elle, consiste & factoriser
cette distribution jointe peut alors se décomposer en deux blocs de facteurs

X RI6) = [[fiRilo) [ rRil6)
=1 i=m-+1
= [[r@ilof(Rilz) [ Pai>clo)

=1 i=m+1

— 0 ™Mexp (— i ”;) exp (—(”;m)c) (3.16)

i=1

oit P(x; > c|0) = exp(—5). Etant donné que nous sommes dans le cas d’'un mécanisme de don-
nées manquantes non-ignorable nous utilisons la vraisemblance correcte du paramétre 6 condi-
tionnellement aux données observées X%

L(6] X R) o f(X°* R|6)

La maximisation de cette vraisemblance par le biais de I’équation (3.16) permet d’obtenir un

estimateur de 6,
.1 (&
0=— i — )
— (;x + (n m)c)

Le second exemple illustre de la modélisation du mécanisme non-ignorable connu dans un
travail d’inférence sur un paramétre.

Exemple 3.2. Le modéle consiste a un échantillonnage de n données univariées suivant la loi
exponentielle de parameétre 0, soit X = (x1,x9,... ,xn)T. L’échantillon comporte également des
données manquantes (censurées) ; mais a la différence du précédent exemple les données censurées
sont regroupées en catégories. Ainsi si les données observées X% = (x1,... )T sont consti-
tuées de m wvaleurs, les n —m données restantes X™* = (zya1,...,2,)7 sont manquantes et
sont alors regroupées en J catégories de sorte que pour chaque entier j = 1,...,J, la j ieme
catégorie contient r; valeurs de X™is comprises entre deux valeur firées a; et bj, avec a; >0 et
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b; > 0.
j
Le vecteur des indicateurs de non-réponses R = (R, Ro, .. ., Rn)T est alors ainsi redéfini

R o_ 1 ,st1 <t <m
' j+1 ,sim<i<n etz tombe dans la j iéme catégorie.

Dans cet exemple, estimation du paramétre 6 se fait par la méthode du maximum de vrai-
semblance par le biais de 'algorithme Espérance-Maximisation (EM). Rappelons que celui est une
procédure souvent utilisée lorsque 'on effectue une inférence sur le(s) parameétre(s) du modéle et
que les données comportent des valeurs qui manquent. C’est une méthode qui consiste de maniére
itérative & maximiser vraisemblance (des données observées) L(f| X°") ou plus précisément la
log-vraisemblance des données log(L(# | X°%)) qui se décompose en deux quantités si son espé-
rance est calculée par rapport a la loi des données manquantes X conditionnellement aux don-
nées observées X aux indicateurs de non-réponses R et au paramétre 6, f(X™*| X R, 0)

log(L(0] X)) = Q(0;01) — H(6;6Y)

Le premier terme Q(6; G(t)) est celui qui requiert notre intérét pour I'étape E (calcul de I'Es-
pérance) car la suite (A®) telle que Hft“) = argmax Q(0; 81)), vérifie aussi Q(#; D) >

Q(0; 6®) et converge vers I'estimateur @ de 6, qui maximise la log-vraisemblance log(L(8 | X))

'~

(0 = argmaxlog(L(#| X°*))). La quantité Q(6; 6®) désigne, en fait, Pespérance de la log-
vraisemblance complétée log(L(0 | X, X™ R)) par rapport a f(X™%| X R 0),

Q(0;00) = / log L(0| X%, X™ R) f(X™* | X°, R, 0"))dx™*
- E (log L(9] X%, X™5 R)| X R, 9“))
L’expression de log L(6 | X%, X™ R) est donnée par
log L(B| X%, X™* R) =log f(X |6) + log f(R| X) (3.17)

La loi du mécanisme de données manquantes f(R|X) est ici aussi entiérement connue. Par
rapport a la vraisemblance complétée qui est une fonction du paramétre 6, f(R | X) est peut étre
regardée comme une constante. Ce qui fait que dans (3.17) seul le premier terme nous intéressera
pour le calcul de l'espérance (étape E de la méthode EM). Son expression est donné par

log f(X|0) = log (0‘”exp(— i?))

1 n
= —nlogh — G;xi

d’ott son espérance est donnée par

E (log f(X1]0) |X0bS,R,9<t>) = —nlogh — %IE (Z z; |X0bS,R,9<t>> ,
=1

ou

i=1

n m J
(S ) =S Sl
i=1 j=1
avec les valeurs prédites z; () 3 I'itération ¢, données par

) = E(m]aj§x<bj;9(t)>

J
b1 T
= /aj xWeXp <_W> dﬂf
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Par la technique de l'intégration par parties on a

. t . t
bje_bﬂ/g( - aje a; /61
e—bi /0" _ g—a;/0W)

2 =60

L’étape maximisation (M) permet d’obtenir la mise & jour du paramétre :

t“ sz + Zr]

Si bj = oo, la valeur prédictive des données censurées est donnée par i"? =00 4 a;. La valeur

de 01 ge réécrit alors comme suit

plt+1) Zaz, + Z H(t +aj)

La convergence de la suite (0)); vers sa limite, I'estimateur 0, donne a partir d’un rang f,
01 ~ 9+ ~ 0Vt > tg, et donc on a

m J
0=— E iL“-i-E ria
m L . I
=1 7j=1

qui est le méme estimateur du paramétre 6 que dans I’exemple précédant.

Mécanismes non-ignorables inconnus. Les modéles de mécanismes non-ignorables incon-
nus sont ceux pour lesquels la distribution de probabilité des indicateurs de non-réponses dépend
des données manquantes X% d’un paramétre inconnu ¢ et éventuellement des données obser-
vées X .

F(RIX,¢) = f(R| X" X", ¢) (3.18)
Les modeles de censures stochastiques (extensions du modeéle Tobit) peuvent étre considérés

comme des modéles & mécanismes non-ignorables inconnus. La modélisation consiste alors a
une régression linéaire de deux variables d’intérét Y'! et Y2, de taille n x 1, par rapport a

des covariables complétes X1, ..., X*. La variable Y est incomplétement observée alors que
la variable Y? est complétement inobservée. Les valeurs observées de Y'! vérifient la propriété
suivante : pour un individu ¢, 2 = 1,...,n, la valeur y;; est observée si et seulement si la valeur

yi2 de Y2 dépasse un seuil donné (par exemple 0). Un exemple illustratif est le modéle bivarié
normal de censure stochastique.

Exemple 3.3. La description du modéle est la suivante. Soient Y' et Y? deuzx variables res-
pectivement incomplétement observée et complétement inobservée, soient X, ..., Xt les ¢ cova-
riables complétes du modéle. La distribution normale est supposée sur les variables a données
manquantes Y = [Y1,Y?] . Alors la distribution paramétrique de Y conditionnellement auz co-
variables, f(Y | X', ..., X" 0) est donnée par
n
fYxt L xhe) =[x X e) (3.19)
i=1
avec
FOGIXY, . X5 0) = N (yis i, D) (3.20)
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ou Y; est la ligne i de la matrice Y et N (y;; pi, X) est une loi normale bivariée, avec

2
g pPo1
vi = (Yin, vi2) » pi = (zif1,ziB1) et ¥ = ( ! )
por 1

ot x; = (Ti0, Ti1, - - ., Tip) €St constitué du terme constant x;g = 1 et des prédicteurs x;1, ..., Ty
de Uindividu i, By = (Bo1, .-, Be)T et B2 = (Boz, P12, - - -, Be2)” sont les vecteurs des coefficients
de régression. La matrice de covariances est ¥ ot paramétres réels o1 et p sont des parametres.
La loi conditionnelle des indicateurs de non-réponses est f(R|Y, X1, ...  XC @) qui est spécifiée
par une distribution dégénérée avec donc les coefficients de R qui sont donnés par :

1, sty >0
Rﬂ = 82‘ Yiz et RiQ =0. (3.21)
0, siyp<0

ot Rij = 1 siy;; est observée et R;; = 0 lorsque y;; est manquante.

Dans cet exemple ’estimation des paramétres a nécessité une autre version de la factorisa-
tion (3.13), qui est intéressante pour ce modéle. Alors la distribution jointe des indicateurs de
non-réponses et variables incomplétes f(R, Y1, Y2 | X! ... XP 6,¢) par rapport a la variable
totalement manquante Y2, pour obtenir

FRYY XY ..., XP.0,6) = f(YH XY ..., XP.O)F(RIYE XL ... XP, ¢)

Le modéle est alors simplifié avec R qui désigne uniquement maintenant le vecteur R'. Les
paramétres du modeéle sont alors § = (31,0%) et ¢ = (31, B2, p). Des équations (3.20) et (3.21)
on obtient la distribution f(R|Y?!, X1, ..., XP, $) qui est spécifiée, pour chaque individu 4, par
une une loi de Bernoulli B(p;) de paramétre p; qui est la probabilité conditionnelle de réponse
pour % et qui est donnée par

pi = P(Ri=1|yi1, %)
= P(yi2 > 0|yi1, %)
_ 5 Zif2 + poy (yin — #iP1)
V1= p?
L’algorithme EM est égale utilisé pour Iestimation des paramétres 6 et ¢. Dans le cas ou il n’y

pas de contraintes placées sur les coefficients 31, I'étape (E) consiste au calcul des espérances
suivantes, déterminées par le biais des propriétés de la loi normale bivariée,

E
E

( iz — A(—pi2)
(yi2 | yi2 > 0 pi2 + A(piz)

(Wit lyi2 <0) = pi1 — porA(—pui2)
(

(

iz | yi2 < 0)
)
)
i lyia <0) = 1+ i — piaA(—pa2)
)
)
)

E &
I

= 1+ ud + pioA(pio)
= ph + 0t — porN(—pi2) (2uin — pofiiz)
= pin(pi2 — AM(—pi2)) + por.

E(y% | yiz > 0
E(y) | yiz < 0
E(yi1yiz2 | yi2 <0

Dans ces expressions, la fonction A(.) est définie par le rapport A(x) = ¢(z)/®(z) qui est 'inverse
du ratio de Mills, le conditionnement par rapport aux données T; et aux paramétres est impli-
cites, les expressions de ;1 et ;o sont respectivement ;51 et tildex; 5o, et y;0 < 0 s’applique
aux cas ot Y et Y2 sont manquantes, g2 > 0 aux cas oil Y est observé et Y2 manquante.
Les valeurs manquantes pour chaque individu ¢, y;1, ¥i2, ¥i1Yi2 €t y?l sont remplacées par leurs
espérances respectivement conditionnellement aux paramétres et aux données observées.
L’étape (M) consiste & la maximisation de I'espérance Q(6, ¢; 81, () et se résume en ces trois
sous-étapes suivantes :
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(1) Régression de Y2 sur X, avec estimation des coefficients Bs.

(2) Régression de Y1 sur Y2 et X, avec les coefficients estimés § pour Y2 et 8f pour X, et avec
la variance résiduelle 67.,.

(3) Mettre a jour les paramétres restant : 31 = B} + 0B2, 63 = 635+ 0% et p=0/61.

Cette premiére section a permis de comprendre la problématique des données manquantes,
particulierement dans les questionnaires d’enquétes. Ainsi la connaissance au mieux de ce type
de données, en ce qui concerne leur typologie (structures des données manquantes et mécanismes
sous-jacents), est trés importante pour le choix ou la construction de méthodes d’analyses ap-
propriées.

3.2 Etat de l’art sur la problématique.

La problématique des données manquantes a intéressé beaucoup de travaux de recherche
en analyses statistiques multivariées. A ce titre plusieurs méthodes de traitement des données
manquantes ont été proposées dans la littérature. Deux catégories de méthodes ont été ainsi
proposées : les analyses sans imputation et les méthodes d’imputation (encore appelées méthodes
de complétion). Les analyses sans imputation sont 1’ensemble procédures d’analyses effectuées
en présence de données manquantes. Nous pouvons diviser celles-ci en sous-classes. La premiére
étant constituée des deux méthodes avec suppression que sont les études de cas complets et les
études de cas disponibles qui sont considérées comme des procédures ad-hoc et rapides (Little
et Rubin, 1987 [14]). Leur point commun est le retrait éventuel de certaines données observées
du processus d’analyse statistique (exemple calcul de moyennes et de variances), d’ou leur ap-
pellation de méthodes avec suppression. La seconde, quant a elle, est constituée de ’ensemble
des stratégies d’inférence en présence de données manquantes, plus structurées, basées sur des
modéles statistiques paramétriques et dont 1’outil essentiel est la fonction de vraisemblance. En
effet, diverses études ont été menées par divers auteurs. Ainsi Anderson a proposé un modéle
bivarié gaussien pour 'estimation de caractéristique telles les moyennes, les variance ou encore
les corrélations en présence de données manquantes, a ’aide de la méthode du maximum de vrai-
semblance (Anderson, 1957 [3]). Les auteurs Tranwinski et Bargmann ont proposé une méthode
d’estimation de paramétres, en présence de données manquantes par la méthode du maximum
de vraisemblance (Trawinski et Bargmann, 1964 [5]). Hartley et Hocking ont développé des
méthodes plus générales donc adaptées & une structure quelconque et basée sur des modéles pro-
babilistes avec utilisation d’'une vraisemblance avec des techniques d’estimation s’appuyant sur
le principe du maximum de vraisemblance (Hartley et Hocking, 1971 |7]). Orchard et Woodbury
ont également proposé des procédures d’imputation basées sur 'usage de la vraisemblance des
données (Orchard et Woodbury, 1972 [8]). Cependant pour ces méthodes qui ne complétent pas
les données manquantes, nous présenterons seulement, ici, la premiére sous-classe qui est celle
des analyses avec suppression de données, puisque 'accent sera principalement mis dans cette
section, sur les procédures d’imputation.

Ces méthodes de complétion sont constituées de ’ensemble des procédés qui consistent a
remplacer les données manquantes par des valeurs d’estimation, a partir d’une modélisation bien
structurée (déterministe ou probabiliste). Ainsi plusieurs auteurs se sont intéressés a la résolution
du probléme de données manquante par le biais de I'imputation. En effet, Rubin (1987) [11]
a introduit la méthode de I'imputation multiple, proposée comme alternative a I'imputation
simple (exemple I'imputation par la moyenne), afin de capter les différentes variabilités possibles
pour ’estimation des valeurs manquantes. Puis la méthode a été intensivement revisité dans
la littérature notamment dans le domaine médical comme dans Van Buurren (2007) [82], Van
Ginkel et al (2007) [83], Shrive et al (2006) [81], Taylor et al [79], White et al (2011) [84], etc.
L’imputation multiple est adaptée de maniére générale & tous les types de problémes de données
manquantes (structure univariée, monotone et arbitraire), et s’appuie sur une vraisemblance
(inférence direct ou bayésienne).

Toutefois nous nous intéressons ici 4 quelques unes des principales méthodes d’imputation
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récemment développées. L’intérét porté sur ces méthodes réside d’une part sur leur diversité de
part les différents modéles sous-jacents, d’autre part sur des points de similitudes d’approches
qu’elles ont avec notre algorithme d’imputation PGNMF. En effet, d’abord le point commun que
notre algorithme partage avec toutes ces méthodes est I’approche factorielle, ensuite le second
point commun est 'approche d’analyse statistique qu’il partage avec certaines, enfin la troisiéme
caractéristique commune est la factorisation NMF qu’il partage avec d’autres. Ainsi les procé-
dures d’approches statistiques sont la méthode PEM (Poisson Espérance-Mazimisation), ainsi
nommeé parce qu’elle s’appuie sur notre modéle poissonien et est donc une spécification de ’al-
gorithme EM de Dempster et al (1977) [56], la méthode MISSF (MissForest) de Stekhoven and
Biithlmann (2011) [41] basée sur la technique des foréts aléatoires de Breiman (2001) [40]) qui
consiste en une régression linéaire, et la méthode MIMCA (Multiple Imputation with Multiple
Correspondence Analysis) de Audigier et al (2017) [43] qui est une procédure d’imputation de
données catégorielles. Quant aux méthodes de factorisation NMF, on l'algorithme PEM précé-
demment cité et I'algorithme WNMF (Weighted Nonnegative Matriz Factorization ) Kim and
Choi (2009) [22] qui est une méthode de factorisation pondérée déja étudiée au chapitre précé-
dent (Chap. 2, Sect. 2.2.2).

Nous achéverons cette section de I’état de 'art, par la présentation des principales méthodes dites
naives (ou rudimentaires). Il s’agit des stratégies de complétion par la moyenne, la médiane, le
mode et aussi la méthode LOCF (Last Observation Carry Forward ). Cette derniére consiste a
compléter chaque valeur manquante par la derniére valeur observée.

3.2.1 Les analyses sans imputation

Comme nous 'avons déja dit, les analyses sans imputation que nous présentons ici sont celles
dites avec suppression de données : les études de cas complets et les études de cas disponibles.
Rappelons que la qualification de méthodes de suppression réside dans le fait qu’elles consistent
a retirer de 'analyse statistique des données observées d’individus pour lesquels des données
données manquantes sont enregistrées. Notons qu’en général, 'utilisation de 'une ou l'autre de
ces techniques repose sur I’hypothése que les données manquantes sont du mécanisme MCAR. En
d’autres termes, faire appel a I’étude de cas complets ou I’étude de cas disponibles suppose que la
probabilité de manquer de données sur sa variable dépendante n’est pas liée a d’autres variables
indépendantes ni a la variable dépendante elle-méme. Ainsi ce sont des méthodes considérées
comme des procédures rapides de traitement de données manquantes, présentées dans Little et
Rubin (1987) [14] et que nous donnons plus en détails comme suit :

Etude de cas complets (listwise deletion). C’est une méthode de traitement de données
manquantes qui supprime un enregistrement entier dés qu’il y a une valeur qui manque. Un
enregistrement est ici ’ensemble des données recueillies sur un individus. En effet si nous consi-
dérons la matrice de données X = [X17X2, .. ,Xp] = [X1,Xo,... ,Xn]T de taille n x p, ou n

est le nombre d’individus avec X;, ¢ = 1,...,n le ¢ iéme individu et p le nombre de variables
avec X7, j = 1,...,p la j iéme variable, alors la procédure consiste a retirer tout individu
X; = (xi1,xi9, ..., T; ossédant au moins une valeur qui manque. C’est le cas par exemple

) ) s LD )

lors d’un questionnaire et que 'individu X; n’a pas répondu & un ou plusieurs questions. Une
conséquence immédiate de cette méthode est la perte de beaucoup de données car pour chaque
individu présentant des valeurs qui manquent toutes les autres données observées le concernant
sont également perdues par le fait de la suppression. Cette perte massive de données affecte la
puissance statistique des analyses effectués. En effet le pouvoir statistique dépend en partie de la
grande taille de I’échantillon. Etant donné que la méthode exclut toutes les données observées,
pour un individu ¢ dont certaines valeurs sont manquantes, elle réduit ’échantillon analysé sta-
tistiquement. C’est une méthode qui impose ainsi de ne travailler qu’avec une matrice ot toutes
les données sont entiérement observées. Une illustration est l’exemple oit on veut modéliser, pour
un échantillon de 10 individus, le revenu en fonction de ’age et du genre. L’étude de cas complet
consiste d’abord & retirer de ’analyse les sujets 3, 4 et 8 qui ont enregistré des données man-
quantes (NA), puis a effectuer I’analyse statistique souhaitée sur un tableau complet de données.
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Sujet | Age | Genre | Revenu
29 M $40 000
2 45 M $36 000
3 81 M NA
4 22 NA $16 000
5 41 M $98 000
6 33 F $60 000
7 22 F $24 000
8 NA F $81 000
9 33 F $55 000
10 45 F $80 000

TABLE 3.4: Revenu en fonction de 1’age et du genre.

Outre la faiblesse statistique de I’analyse posée par la suppression massive de données, un
autre probléme lié & l'usage de 'étude de cas complets est la restriction de celle-ci au seul
mécanisme MCAR, qui pourtant dans beaucoup de cas pratiques n’est pas réaliste. En effet la
supposition des mécanismes MAR ou MNAR favorise I'introduction de biais dans I’analyse. Pour
le cas du mécanisme MNAR qui peut s’observer dans les questionnaires lorsque des non-réponses
sur certains points sont liées a la nature méme de ceux-ci (questions & caractére sensible), le
retrait des individus non-répondants & ces points a de fortes chances d’introduire un biais dans
les analyses statistiques qui s’ensuivent puisque ces individus peuvent étre un groupe qui présente
des caractéristiques différentes du reste de ’échantillon enquété. Une illustration de ce cas de
figure est I’exemple d’un questionnaire qui inclus des questions sensibles sur 'usage de drogue,
le revenu ou la sexualité des individus enquétés. Alors beaucoup de sujets dans I’échantillon
peuvent ne pas répondre en raison de la nature intrusive des questions, mais peuvent répondre a
tous les autres points du questionnaire. Cette méthode de traitement exclura ces répondants de
I’analyse. Cela peut créer un biais car les participants qui divulguent ces informations peuvent
présenter des caractéristiques différentes des participants qui n’en refusent de répondre. Ainsi
cette mise & ’écart de groupes d’individus ayant des caractéristiques différentes d’un groupe a
I’autre réduit fortement la variabilité des informations recueillies, ce qui introduit le biais dans
les résultats.

Etudes de cas disponibles (pairewise deletion). Le second type de méthodes d’études
sans complétion est constitué des études de cas disponibles. 1l s’agit de procédures qui limitent
la suppression massive de données provoquée par le type d’analyse précédent, car elles prennent
en comptent toutes données observées. En effet, pour ce type d’études, chaque variable X7 est
considérée par rapport a toutes ses valeurs observées. Alors le calcul de caractéristiques comme la
moyenne ou la variance se fait, pour chaque variable X7, j = 1,...,p en considérant toutes ses va-
leurs observées tout en ignorant les valeurs qui manquent. Les études de cas disponibles présentent
cependant un inconvénient qui est la variabilité les échantillons impliqués dans le calcul des ca-
ractéristiques. Cette variabilité dépend de la structure des données manquantes (univariée, mo-
notone ou arbitraire). En effet si nous considérons la matrice de données X = [Xl, X2 ... ,Xp]
ou 'on s’intéresse au calcul de la moyenne pour les différentes variables X7, 5 = 1,...,p, un
individu peut étre impliqué dans 1’échantillon servant au calcul de la moyenne pour une variable
X7 sans pour autant I’étre pour une autre variable X*. Ce qui entraine la non stabilité ou de
maniére équivalent la variabilité des échantillons de calculs. En d’autres termes les moyennes ne
sont pas calculées sur la base d’un échantillon fixe (nombre, n, d’individus). Cela peut alors poser
un probléme de compatibilité des analyses univariées, surtout lorsque différents groupes existent
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& lintérieur de I’échantillon d’origine de taille n. Les échantillons de données observées pour
chaque variable sont, en fait, des sous-échantillons du n-échantillon sur lequel I’étude (enquéte,
sondage) est réalisée au départ.

Si pour les analyses univariées précédentes le probléme de variabilité des échantillons s’est
posé, les analyses multivariées elles en plus du méme probléme se trouvent confrontées & une
autre difficulté qui, d’ailleurs est une conséquence du premier probléme. Il s’agit de la différence
de taille des sous-échantillons de valeurs observées dans les différentes variables. Par exemple,
pour des analyses bivariées ol les caractéristiques calculées sont les covariances et les coefficients
de corrélations, 'on a besoin de fixer une méme taille d’échantillon pour la paire de variables
considérées. Alors les études de cas disponibles s’adaptent pour trouver un échantillon commun &
chacune des paires de variables concernées : on parle alors d’études de cas disponibles par paires
(pairwise available-case methods ou suppression par paire de variables (pairewise deletion). Dans
ce cas il y a bien suppression de données, mais dans une proportion moindre que celle des études
de cas complets. En effet les covariations (covariances et corrélations) entre deux variables X7 et
X% sont alors calculées en incluant dans 1’échantillon commun que les individus i, i = 1,...,n,
pour lesquels les valeurs x;; et x;;, sont a la fois observées. Les valeurs manquantes, pour la paire
de variables, sont ignorées ainsi que les valeurs observées seules. Ces derniéres correspondent au
cas ou pour les deux pour variables X7 et X* et pour un individu donné, i la valeur x;j est
observée alors que x;; est manquante, et vice versa. L’échantillon commun & la paire est donc
I'ensemble des individus 4, pour lesquels les valeurs x;; et x;, sont a la fois observées. La taille
de cet échantillon est alors n¥). En particulier les covariances sont données par (en gardant le
notations de Little and Rubin (1987) [14])

= 5 ) ) o2
(7F)

avec nUF) est le nombre des cas ot les variables X ) et X %) sont a la fois observées et les moyennes
i§j ") et 561(5 ") calculées sur Ueffectif nUF) de Iechantillon commun a la paire de variables X () et

X®)_ Une premiére idée pourrait étre de calculer les variances sur Sj(g) et S,Sffc) sur les effectifs

respectifs n) et n®) ou les toutes les valeurs sont disponibles pour chacune des deux variables
pour obtenir les coefficients de corrélation suivants :

GLik)
I L S (3.23)
T i) g
Sjj Skk
Un inconvénient de ce procédé est que les valeurs r;fk ne sont plus comprises entre -1 et 1. Pour

(

corriger cela les variances SJ(-;) et Skl,? dans I’équation (3.23) peuvent alors étre remplacées par

les variances SJ(-?) et S]ik) estimées & partir de la taille (%) de I'échantillon commun aux deux
variables. Ce qui donne les nouveaux coefficients de corrélation suivants

. SUm)
N T (3.24)
" §(ik) gik)
Ji “kk
Les nouvelles estimations des covariances sont alors données par
* ik j k
S =[S s (3.25)

Les études de cas disponibles qui analysent les données par paires de variables (pairwise available-
case) comme les estimations des matrices covariances et coefficients de corrélations (équations
(3.22) a (3.25)) tentent ainsi de récupérer au mieux que possible les informations perdues avec
les études de cas complets.
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Cependant elles possédent aussi des limites dans beaucoup de cas pratiques, notamment avec les
estimations 7, dans (3.23) qui ne sont pas toujours bien définies avec des valeurs pouvant sortir de

I'intervalle [—1; 1]. Par ailleurs bien que les estimations corrigées des corrélations rj(»ik) vérifient

-1 < r](.j k) < 11l peut y avoir des situations ou la matrice des corrélations n’est pas définie
positive. En effet considérons ’exemple artificiel suivant (Little et Rubin, 1987 [14]) ou les données
contiennent des valeurs manquantes et sont réparties en trois variables X = [X W x@ x (3)].

On a alors la matrice suivante ou les tirets (-) désignent les valeurs qui manquent.

1 2 3 4 1 2 3 4 — — — -
x'=[12 3 4 - — — — 1 2 3 4
- - - =1 2 3 4 4 3 2 1
A partir de 'équation (3.24) nous obtenu les coefficients suivants r(;” = 1, 7} = 1 et 53" = —1.

Ces estimations sont clairement insatisfaisantes, puisque Corr(X™M, X)) = Corr(X(M, X)) =
1 implique que Corr(X @ x (3)) =1 et non -1. De méme les matrices de covariances calculées a
partir des équations (3.22) ou (3.25) ne sont sont pas toujours définies positives. Etant donné que
plusieurs analyses basées sur la matrice de covariance comme la régression multiple, nécessitent
une matrice définie positive, des modifications ad-hoc s’imposent lorsque cette condition n’est
pas satisfaite.

En définitive, puisque les études de cas disponibles impliquent beaucoup plus de données, ’'on
pourrait s’attendre & ce qu’elles soient toujours plus efficientes que les études de cas complets.
En réalité tel n’est pas toujours le cas. En effet lorsque 'hypothése MCAR est supposée sur les
données et que les corrélations sont faibles, Kim et Curry (1977) [86] ont montré par le biais de
simulation qu’ils ont effectuées que les études de cas disponibles peuvent donner des résultats
plus satisfaisant que les études de cas complets. D’autres simulations par contre (Haitovsky, 1968
[87]; Azen et Van Guilder, 1981 [88]) ont montré dans le cas ot les corrélations sont fortes, la
supériorité des études de cas complets. Ainsi pour conclure, aucune des deux procédures ne donne
en général une satisfaction entiére, d’oti le besoin de les combiner parfois.

3.2.2 Les méthodes d’imputation
3.2.2.1 La méthode Poisson Espérance-Maximisation (PEM)

La méthode PEM a été développée par Cemgil (2009) [29]. Elle est une spécification de
l'algorithme EM de Dempster et al (1977) [56], sous un modéle poissonien, comme celui par
rapport auquel nous développons notre méthodologie. Rappelons la méthode EM de Dempster est
un algorithmes qui permet ’estimation des paramétres d’un modéle statistique par le maximum
de vraisemblance lorsque dépend de variables latentes non observables ou posséde des données
manquantes. En général, I’algorithme EM est méthode sans imputation et qui consiste & faire de
I'inférence sur un parameétre d’'un modéle comportant des données manquantes. Cependant dans
le cas précis du modéle poissonien de factorisation NMF, sa spécification qui est I’algorithme PEM
permet de faire de I'imputation de données par le biais du principe de la factorisation X ~ UV,
ol X désigne la matrice des données et U, V' les paramétres a estimer.

Nous rappelons a présent le principe de fonctionnement de I'algorithme EM, avant de le spé-
cifier pour la procédure PEM. Si l'on note par p(X | 6), avec X = (X%, X™) la loi jointe de
I’ensemble des données X conditionnellement au paramétre 6, alors la log-vraisemblance complé-
tée est donnée par L(6 | X) = log p(X %%, X% | 9). L’idée avec la méthode EM est de factoriser la
loi jointe données observées et données manquantes est donnée par p(X | 6) = p(X°s, X | ) =
p(X™ | X% 0)p(X°" | 6). Remarquons dans cette factorisation la loi prédictive des données
manquantes conditionnellement aux données observées, p(X™* | X 0). La log-vraisemblance
complétée peut alors se réécrire par L(6|X) = logp(X™*| X 0) + logp(X°|0), ce qui
donne la décomposition cherchée de la log-vraisemblance des données observées L(f | X°) =
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log p(X°" | 0), , ,
L(0] X°) = log p(X°", X% | 9) — log p(X ™ | XV, 0) (3.26)

L’algorithme EM étant une procédure itérative basée sur I'espérance de la log-vraisemblance
complétée, par rapport & la loi des données manquantes X" conditionnellement au données
observées et au parameétre courant H(t), alors (3.26) peut se réécrire par

L(0] X°) = E (log p(X*"*, X% 6)| X, 0)) — E (log p(X™* | X", 0)| X°**,00)) (3.27)

Le premier terme du membre de droite dans (3.27) est ’espérance en question que nous noter par
Q(0; 6®). Alors la suite suite construite par 8¢+ = arg maxy Q0 6®)) tend vers un maximum
de la log-vraisemblance de L(#| X°*) qui est une estimation 0 du paramétre 6.

Ainsi lalgorithme, comme son nom l'indique, posséde deux étapes principales que sont ’évalua-
tion de l’espérance (E) et la maximisation de la quantité Q(#; ). qui sont effectuée de facon
itérative.

La description de l'algorithme PEM, nécessite d’abord une bréve présentation du modéle poisso-
nien. Alors les données X sont supposées indépendantes et distribuées suivant une loi de Poisson :

p(X | U, V) H HP <x” ; Zu,gvg]) (3.28)

i=1j=1

ou P(y; A) est la loi de Poisson d’une variable Y de paramétre A. Une premiére spécification
peut alors étre faite, c’est-a-dire §# = (U, V). Des variables auxiliaires S = (S',..., 5%, ...,8%)
considérées comme des variables latentes ont été introduites dans le modéle, telles que pour
chaque n x p matrice S’ les coefficients sont indépendants et de loi de Poisson. On a donc

k k n p
ws 10 =]ns o) = I (st wirves) (3.29)
(=1 (=11i=1j=1
Alors la loi jointe des données observées et variables latentes est donnée par :

p(X, 81U V)= [ P | wigm viwy)p(zij | s (3.30)

z;j observée

Lk _ (ol k
ou Sz] = (Sij7 - 781‘]‘)’ Ui 1:k = (uﬂ, - ,uik) et Vik,j = (Ulj, kg )
Par analogie a I’équation (3.26), on a :

L(U,V | X°%) =log p(X°",S | U, V) —logp(S | X U, V) (3.31)

avec les variables latentes S qui remplacent les variables manquantes X™*. Alors la quantité
d’intérét Q(U,V ; U®, V(t)) est donnée par :

0 (U, V.o, V(t)) . (1og p(X%, S | U, V) | X, UW, V(t))) (3.32)

qui ’espérance de la log-vraisemblance complétée des données observées et variables latentes
calculée & partir de la distribution des variables latentes S conditionnellement aux données
observées X et paramétres courants U™, V) p(S | X U® V®) Cette distribution est
obtenue a partir de la relation

p(X**, S| U, V)

S| X% U V)=
p( ’ Y b ) p(XObS | U7 V)

et est décrite par une loi multinomiale :

p(S1X¥ U V)= [ ME 2, oo )

T;j observée

ou x;; et pfj , £ =1,...,k sont les paramétres tels que ), sfj = x;j et pfj = WigVej/ D p Wi Vg
sont les probabilités de somme égale a 1. Ce qui permet d’obtenir ’algorithme suivant :
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Données : Matrice des données X, comportant des données manquantes.
Résultat : Matrice imputée X ~ UV, ot U et V sont les estimations de U et V.
Initialization : ¢t = 0, U® et V0,

tant que [’algorithme n’a pas convergé faire

. (E) : Espérance, @ (U,V; U®, V(t)), a évaluer ;

. (M) : Maximisation de I'espérance et mise a jour du couple
(U, V) par (U, VD) = arg max;v) Q (U, V; UG, VO);

n (t) k (t), (t)

u(t+1) - u(t) ZJZI 52]xljvgj /ZZ’:I ulél /UEI
il il nos. (t)
Z' ij Vg

t t t

o@D > 1521%“( b 1“5@/) )

oD . _
gj «— 45 5 (t) ) 6_17 7k7]_17 » P
i1 Oijugy
Lttt 4 1
fin
Algorithme 10 : Poisson Espérance-Maximisation (PEM).
Dans l'algorithme 10 les valeurs 6;5, ¢ = 1,...,n, j = 1,...,p, sont les coeflicients d'une matrice

binaire ¢, avec d;; = 1 si la donnée x;; est observée et ¢;; = 0 si la donnée x;; est manquante.

3.2.2.2 La méthode des foréts aléatoires : MissForest

La méthode MissForest est une technique d’imputation de données mixtes (mélange de don-
nées continues, discrétes et qualitatives). Récemment introduite par [41], elle est proposée comme
une alternative a des méthodes du méme type (traitant des données mixtes) comme la trés connue
méthode MICE (Multivariate Imputation by Chained Equations) de [17].

C’est une méthode basée sur la technique de régression de [40] dite Forét Aléatoire! (FA), en
vue faire des prédictions sur des données manquantes. Cependant si la méthode FA nécessite la
présence au moins d’une variable complétement observée, MissForest se suffit des valeurs obser-
vées des variables.

Supposons que les données sont disposées sous forme de matrice X = [X!, X2, ..., X?] de di-
mension n X p, c’est-a-dire des données recueillies sur n individus et concernant p variables. La
méthode est alors basée sur la méthode dit des foréts aléatoires de [40] qui est une méthode de
régression en présence de données manquantes et qui utilise pour chaque variable la fréquence des
valeurs observées. Cependant si elle nécessite la présence au moins d’une variable complétement
observée pour 'apprentissage de la forét, la procédure MissForest,elle se suffit des valeurs obser-
vées des variables. Supposons que la matrice de données est X = [X!, X2 ..., XP] de dimension
n X p Si I’on considére une variable arbitraire X® qui contient des valeurs manquantes indexées

par 1mz < € {1,...,n}, alors les données de la matrice X peuvent étre séparées en quatre parties :
(s) .

ops > (2) les valeurs manquantes de la

(1) les valeurs observées de la variable X, notées par y

7(;25 ; (3) les Vafi?bles autres que X*® avec des observations indexées par
S

((;Z)S ={1,...,n}\ 15{2 s qu'on note par X, ; (4) les variables autres que X* avec des observations

variable X®, notées par y

i, . qu’on note par szs

L’algorithme consiste dans un premier temps & compléter les données manquantes par une mé-
thode naive, comme par exemple I'imputation par la moyenne. Ensuite choisir les variables
X% s =1,...,p par ordre croissant du nombre de valeurs manquantes. Pour chaque variable
X?, les valeurs manquantes sont imputées par la régression des foréts aléatoires avec la réponse

(s) (s) (s)

Y.ps €t les prédicteurs x ., ensuite données manquantes y, ;  sont prédites par foréts aléatoires

1. Méthode plus connue sous sa version anglaise, Random Forest
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(s)

d’apprentissage appliquées a x,

critére d’arrét.
Les détails de 'algorithme sont donnés dans I’Algorithme 11.

s- La procédure d’'imputation est répétée jusqu’a atteindre le

Données : La matrice X et le critére d’arrét s
Résultat : La matrice imputée X P
Initialisation des données manquantes (exemple par la moyenne);
k < vecteur des indices des colonnes de X tirées par ordre croissant
des données manquantes;
répéter
Xi?zlp < matrice précédemment imputée;
pour s parcourant le vecteurk faire
Ajuster par forét aléatoire : y(()f)l ~ xgz)s;
(s) (s) .

Prédire y, ;. en utilisant x, - ;

X%{Z < mise & jour de la matrice imputée en utilisant les valeurs prédites y,(iz o
fin

mettre & jour le critére 7.

jusqu’a le critere n atteint;

Algorithme 11 : Imputation par MissForest

3.2.2.3 La méthodologie de factorisation NMF pondérée : WNMF

Il s’agit d’une classe d’algorithmes de factorisation NMF. Ses constituants sont des variantes
des algorithmes NMF classiques, appelés algorithmes de factorisation NMF pondérés et nommeés
WNMF (Weighted Nonnegative Matriz Factorization). Plusieurs auteurs se sont intéressés a la
factorisation pondérée WNMF. En effet, ses illustres précurseurs, Mao et Saul (2004) [21] ont
juste donné et utilisé l'algorithme d’estimation associé, dans un modéle de représentation et de
prévision des distances dans les réseaux internet & grande échelle, ot des données manquantes
sont notées. L’algorithme d’estimation qu’ils ont proposé est dérivé des régles de mise & jour
multiplicative, MU (Multiplicative Update) de Lee et Seung (2001) [20], associées a la fonction
cott carré de la distance euclidienne. Les auteurs Zhang et al (2006) [24] ont utilisé le méme
algorithme MU pondéré, dans un modeéle de filtrage collaboratif associé a un systéme de recom-
mandation de produit ou service, et dont les évaluations des utilisateurs comportent des données
manquantes. L’algorithme d’estimation en question a été étudié plus en détails, par Blondel et
al (2008) [77], avec un formalisme analogique & celui de Lee et Seung (2001). La présentation de
cette étude, dans cette thése, est faite au Chapitre 2 (Sect. 2.2.1.2).

Cependant 'algorithme WNMF auquel on s’intéresse, ici, est celui développé par Kim et
Choi (2009) [22], dans une modélisation également de systéme de recommandation ou la matrice
des données d’évaluation de produit(s) renseignées par des utilisateurs, comporte des données
manquantes. L’application associée a été la prédiction collaborative et la tache, 'estimation des
valeurs manquantes dans les données d’évaluation afin de prédire les préférences d’un utilisateur
sur un produit, notamment les films de la base Netflix dans ce cas précis. La procédure d’esti-
mation qu’ils ont proposée s’appuie sur la classe des algorithmes des moindres carrés alternées
positives ANLS (Alternating Nonnegative Least Squares) qui est développée par divers auteurs
et étudiée au Chapitre 2 (Sect. 2.1.3.2). Le choix de cette méthode s’explique par le fait qu’elle
est plus récente et s’est posée comme alternative aux études antérieures que celles de Mao et
Saul (2004) et de Zhang et al (2006), car jugée améliorant le temps de convergence mais aussi la
précision des estimations.

La méthode de factorisation pondérée ANLS-WNMF de Kim et Choi a déja été étudiée au Cha-
pitre 2 (Sect. 2.2.2) ou il s’est agit d’étudier la factorisation matricielle NMF. Nous rappellerons
seulement quelques aspects de ’étude faite.

Pour décrire I'algorithme donnons d’abord le probléme de factorisation matricielle qui consiste,
si 'on dispose d'une d’une matrice de données X de dimension n X p, & trouver deux matrices
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U e ]Rﬁ_x}“ et V € ]Rﬁ_Xp telles que X =~ UV. Alors le probléme ANLS-WNMF & résoudre la
probléme de minimisation suivant :

(U*,v*) = arg mln

n IX UV, (3.3)

qui est équivalent, de fagon plus explicite, au probléme suivant :

k 2
(U*,V*) = arg U>I¥)11V>0 5 Z Zwl] (:clj ;uiw@) (3.34)

=1 j=1

ot W = (w;;) est la matrice binaire des poids qui formalise la présence des données manquantes et

1, siz;; est observée

est ainsi définie : w;; = Puisque la méthode ANLS est une procédure

0 sinon.
de minimisation alternée par bloc de coordonnées (block coordinate descent method), ot chacune
des deux matrices U et V représente un bloc de coordonnées, alors le probléme (3.33) peut étre
subdivisé en deux sous-problémes :

1
U* = argmmeX UV|2,, et V= arggliréiHX — UV 2. (3.35)

Puis chacun des sous-problémes est subdivisé en problémes NNLS. Alors le second sous-probléme
est partagé en p problémes NNLS pondérés donnés par :

1 o1
v = arg min slhet = UG ooy o = arg min Slla” — Uo7, (3.36)

ou de maniére équivalente par les p problémes NNLS suivants :

vl = arg I]il;n fH(Dl D —(D'UWY2, ..., vP=argmin fH(Dp:Cp) (DPUP|I2 (3.37)
02 vP>0 2

oit D’ = diag[(w?)"/?] est une matrice diagonale de taille n x n construite & partir du j iéme vec-
teur colonne, w’, de la matrice W, et pour lequel la racine carrée de chacune de ses composantes
est considérée.

L’autre bloc de coordonnées est la matrice U qui permet aussi la minimisation de la fonction-
cotit dans (3.33), lorsque V est fixé. Ce qui correspond au premier sous probléme de (3.35). De la
méme maniére que pour le second, les problémes NNLS dérivant de la décomposition du premier
sous-probléme sont donnés par :

uip(l) = arg min fH(Dle(l))—(D1VT)uT(1)H§,
uT (D>0 2

T~ arg min 2[[(Daa®) - (DY Tl )2
uT (M)>0 2

(3.38)

ou D; = diag[(w;)'/?] est une matrice diagonale de taille p X p construite a partir du 7 iéme
vecteur ligne, w;, de la matrice W, et pour lequel la racine carrée de chacune de ses composantes
est considérée. Alors résoudre résoudre le probléme de minimisation (3.36) équivaut & résoudre
le probléme (3.37) ou de maniére équivalente les n problémes NNLS de (3.38). Ce qui donne
Palgorithme ANLS-WNMF suivant :
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Données : Fournir la matrice des données positives X, avec données manquantes.
Résultat : Matrice imputée X ~ UV, o U et V sont les estimations de U et V.
. Initialisation : U© | V) : initialiser les matrices par des coefficients positifs;
pour t allant del a Maxiter faire

. Mettre a jour la matrice V' colonne par colonne
pour j allant del a p faire

. U€t+l) < argmin,;>q %H(Djxj) - (D]U(t-i-l))v]Hg;
fin

. Mettre & jour la matrice U ligne par ligne

pour ¢ allant del an faire
T (i . i i
|l e argming s 3|(Dia” ) — (DT 2 ;

fin

fin
Algorithme 12 : Algorithme pondéré ANLS-WNMF'.

3.2.2.4 Imputation par analyse des correspondances multiples : MIMCA

L’analyse factorielle MCA (Multiple Correspondence Analysis) est une méthode d’analyse de
données multivariées qui se spécifie par la recherche de composantes principales dans le but de
décrire, résumer et visualiser des données catégorielles disposées sous forme de matrices. Ainsi, si
I'on considére une matrice X = [X!,... X7 ..., XP] dont les donnés des p variables sont relevées
sur n individus, ’ACM peut étre vue comme une extension de ’ACP (Analyse en Composantes
Principales utilisant des métriques autres que D = %lln définie sur 'espace des variables R™ et
M = dzag(SXl, e S)%p), ol Sg(j désigne la variance empirique de X7, définie sur l'espace des
individus RP. La présence de variables qualitatives dans ce cas impose un recodage des variables
car la décomposition en valeurs singuliéres ne peut étre appliquée que sur une matrice constituée
de données quantitatives. Ainsi, dans le cadre de PACM, qui est la méthode adaptée a des
variables qualitatives, ’ensemble des variables est recodé sous la forme d’un tableau disjonctif
complet. Chaque variable qualitative est ainsi remplacée par autant d’indicatrices que le nombre
de modalités de réponses qu’elle posséde. L’illustration est faite dans les deux suivants tableaux
suivants (Table 3.5), ot celui de gauche contient les modalités de p variables qualitatives, alors
que celui de droite désigne le tableau disjonctif complet associé. Ce dernier tableau a valeurs
numériques est celui auquel I'on s’intéresse dans le cadre de ’ACM et doit ensuite étre centré.
Il posseéde n lignes et J colonnes ot J est le nombre total de modalités de réponses.

X! | XP X} Xb1 | XE Xg’ X?
a b 1 0 0 1 0
a b 1 0 0 1 0
b a 0 1 1 0 0
a c 1 0 0 0 1
b b 0 1 0 1 0
b c 0 1 0 0 1

TABLE 3.5: Recodage d’un jeu de données qualitatives sous la forme d’un tableau disjonctif
complet. A gauche le jeu qualitatif, & droite le tableau disjonctif complet correspondant.

Ainsi, on s’intéresse ici & I'espace des indicatrices et & celui des individus. La métrique adoptée
sur I'espace des individus est M = %DE_17 avec Dyt = diag(n,/n,...,n;/n,...,n;/n), la
matrice diagonale avec les proportions des individus par modalité pour éléments diagonaux.
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Ainsi la distance entre deux individus est donnée par :

) (‘T” g )2. (3.39)

Mk‘

Cette métrique implique notamment que deux individus ne prenant pas la méme modalité de
réponse sont davantage éloignés si 'une des modalités est rare. Ceci permet d’identifier facilement
les individus atypiques car ceux-ci se retrouvent éloignés des autres. La métrique sur I'espace des
indicatrices est inchangée (D = %]ln). Alors comme pour ’ACP, si on note par X la matrice
recodé centrée, les composantes principales sont obtenues en effectuant la décomposition en
valeurs singuliéres, SVD (singular-value decomposition) du triplet (X, M, D).

Cette spécificité de I’ ACM, a permis de regarder la méthode non pas uniquement sous ’angle
de la représentation graphique de la matrice de reconstitution par la formule de factorisation de
la SVD, afin de comprendre 'information portée dans le jeu de données, mais d’utiliser cette
information pour prédire des valeurs manquantes de la matrice de données (Audigier et al., 2017
[43]. En effet des travaux précédents, permettant d’estimer les parameétres de 'ACM (Josse et
al., 2012 [44]) en présence de données manquantes, laissaient déja entrevoir un moyen de faire de
I'imputation pour des données qualitatives. Néanmoins, les algorithmes itératifs proposés n’ont
jamais été étudiés, jusqu’alors, en termes de qualité de prédiction des données manquantes. C’est
pourquoi Audigier et al. (2017) [43] ont proposé une classe de méthodes ACM d’imputation de
données catégorielles (c’est-a-dire issues de variables qualitatives) que sont I'imputation simple
et 'imputation multiple toutes deux implémentées dans le package missMDA du logiciel R,
par le biais respectivement des fonctions imputeMCA et MIMCA. Nous nous intéresserons, ici
cependant, & la description de la second fonction. Pour cela commengons d’abord par le rappel
du cadre théorique du probléme. La matrice X est celle des données recueillies sur p variables
qualitatives, pour n individus. Le tableau disjonctif correspondant est Z est de taille n x r, o r
est le nombre total de modalités de réponses. La métrique sur ’espace des individus est définie
par le biais de la matrice diagonale

;Dzl, ou Dy = diag (pfl,...,p(il,...,pfp,...,p;(l)p>

avec Dy une matrice diagonale de dimension 7 X r et pé{j est la proportion des observations
donnant la modalité ¢ sur la variable X7. Une autre métrique est %]ln construite a partir de la
matrice identité 1,, de taille n X n est définie sur ’espace des variables, ou de maniére équivalente
a celui des indicatrices, c’est-a-dire des colonnes de Z. Soit M une matrice de taille n x r ou
chaque ligne est égale au vecteur des moyennes de chaque colonne de Z. L’analyse MCA consiste
alors a chercher une matrice Z de rang inférieure s aussi proche que possible du tableau disjonctif
Z dans le sens de ces métriques déja définies. Il s’agit donc d’effectuer la décomposition SVD
mettant en ceuvre le triplet de matrice (Z — M, lDzl, 71111 ), ce qui est équivalent a la relation
suivante :

Z —M=UAVT (3.40)

ou U est une matrice de taille n x r dont les colonnes sont des vecteurs singuliers satisfaisant
la relation U”diag(1/n,...,1/n)U = 1,, V une matrice de taille » x r dont les colonnes sont
des vecteurs singuliers satisfaisant la relation VT%DE W=1,, et AV2 = dlag()\l/ 2. ) )\%/ 2) la
matrice diagonale de taille r x r des valeurs singuliéres.

Alors effectuer 'imputation multiple par le procédé MCA | il faut tenir compte de I'incertitude
concernant les composantes principales. Pour cela une approche bootstrap non paramétrique
basée sur les spécificités de la procédure MCA. En effet celle-ci permet d’attribuer un poids a
chaque individu. Cette possibilité d’inclure une pondération pour un individu est trés utile lorsque
les mémes lignes de I’ensemble de données apparaissent plusieurs fois. Au lieu de stocker chaque
réplique, 'on peut utiliser un poids proportionnel au nombre d’occurrences de chaque ligne, ce
qui permet de stocker uniquement les lignes différentes. Ainsi, un bootstrap non paramétrique
peut facilement étre effectué simplement en modifiant le poids des individus : si un individu
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n’appartient pas a la réplique bootstrap, son poids est nul sinon, son poids est proportionnel au
nombre de fois ou 'observation a lieu dans la réplique. Notez que les individus avec un poids
égal & zéro sont classiquement appelés individus supplémentaires dans le cadre I'analyse MCA
(Greenacre, 1984 [89]).

Données : Matrice incompléte de données catégorielles.

Résultat : Matrice imputée.

1. Refléter la variabilité sur ’ensemble des parameétres du modéle d’imputation : tirer n
valeurs, avec le principe de remise, dans {1,...,n} et définir un poids r;, pour chaque
individu, qui est proportionnel au nombre de fois ot I'individu 7 est tiré ;

2. Imputer le tableau disjonctif & partir des poids précédemment tirés :

. Initialisation : ¢ = 0, recoder la matrice de variables qualitatives X en tableau disjonctif
Z, substituant les données manquantes dans Z par des valeurs initiales (les proportions)
et calculer les métriques M et D(EO) définies & partir de ce tableau complété;

. tant que le critére de convergence n’est pas atteint faire

L=t
. Effectuez la factorisation SVD sur le triplet

-1
<Z(t—1) RGN (DS‘”) , diag(ry, ... ﬂ’n>> ;

pour obtenir U(t), VO et (A(t))l/Q;
. Identifier le rang s, les vecteurs associés calculer la matrice ajustée;

7(t) — (U(t) (A@)”Q (V(t)>T> n M(tfl);

ol (Agt)) 2 est la matrice diagonal des s premiéres valeurs singuliéres
. Mettre a jour la matrice Z*) par
ZO — WsZ+(1—W)x2ZW0;
ou * est le produit matricielle de Hadamard, W une matrice de poids,
avec w;; = 0 sl z;; est manquante et z;; = 1 sinon.
. Mettre a jour les matrices D(Zt ) ot M® 3 partir de Z®

fin
3. Imiter la distribution du jeu de données catégoriques en utilisant le lancer
de piece sur Z®) :

. Modifier si nécessaire les valeurs de Z® : les valeurs négatives
sont remplacées par 0 et les valeurs supérieures a 1 sont remplacées par 1.

. Pour les cellules imputées codant une valeur manquante, tirer une modalité
selon la distribution multinomiale.

4. Créer M ensembles de données imputées :

pour m allant de 1 a M faire
| Alterner les étapes 1, 2 et 3.

fin
Algorithme 13 : Algorithme MIMCA.

Alors I'algorithme MIMCA est décrit comme suit. D’abord un nombre M d’ensembles de
poids pour les individus sont tirés. Alors M imputations simples sont effectuées : : dans un
premier temps, l'algorithme MCA itératif régularisé est utilisé pour imputer le tableau disjonctif
incomplet en utilisant les poids précédents pour les individus; ensuite, la piéce de monnaie est
utilisée pour obtenir des données catégoriques et imiter la distribution des données catégorielles.
A la fin, M ensembles de données imputées sont obtenus et n’importe quelle méthode statistique
peut étre appliquée & chacun d’eux. La procédure plus détaillée est ici donnée par ’algorithme
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13.

Nous terminons cette section de ’état de 'art par la présentation quelques méthodes dites
naives, ainsi nommées parce que, intrinséquement, elles n’effectuent aucune étude, sur les don-
nées, en amont ou pendant le processus d’analyse. Il s’agit des plus illustres souvent utilisées
dans la pratique.

3.2.2.5 Les méthodes naives

Il s’agit essentiellement des méthodes d’imputation par la moyenne, la médiane, le mode
ou encore la méthode LOCF. Ce sont des méthodes d’imputation intuitives qui induisent tres
souvent des biais dans par rapport aux estimations en raison de leur caractéres rudimentaires
(absence d’analyse).

La méthode d’imputation par la moyenne est une procédure qui consiste & compléter les
valeurs manquantes par la moyenne calculée sur I’ensemble des valeurs présentes. C’est un procédé
d’imputation pouvant se faire avec la fonction impute implémentée dans le package Hmisc du
logiciel R. Il s’agit d’une fonction dont I'une des entrées, a savoir I’argument fun sert a spécifier la
méthode (sous forme de fonction) par devrait étre effectuée, en 'occurrence ici la fonction mean.

La méthode d’imputation par la médiane est une procédure qui consiste & compléter les
valeurs manquantes par la médiane calculée sur ’ensemble des données présentes. C’est une
stratégie d’imputation pouvant aussi s’effectuer par la fonction impute.

La méthode d’imputation par le mode est un procédé qui consiste & compléter les données
manquantes par le mode calculé sur I’ensemble des valeurs observées. C’est une procédure d’im-
putation qui peut aussi s’effectuer par la fonction impute.

La méthode LOCF (Last Observation Carried Forward) elle compléte chaque valeur manquante par
la derniére valeur observée en parcourant la matrice des données. Il s’agit d’une procédure d’imputation
implémentée, sous forme d’une fonction na.locf, dans le package zoo du logiciel R.

Cependant pour les trois premiéres procédures d’imputation, afin de tenter d’augmenter leurs perfor-
mances respectives en comparaison avec I’algorithme d’imputation PGNMF que nous développerons au
Chapitre 4, nous effectuerons 'imputation pour chaque variable a partir de la caractéristique (moyenne,
médiane ou mode) calculée sur les valeurs observées de celle-ci.

Conclusion

La problématique des données manquantes a longtemps été un théme qui a intéressé de nombreuses
études sur des phénoménes aussi divers que variés, et concernant plusieurs domaines comme 1’économie,
la biologie, la génétique, les questionnaires d’enquéte, ... Les analyses statistiques multivariées ont alors
développées diverses méthodologies pour s’adapter & l'absence de certaines valeurs dans les données
recueillies. Ainsi plusieurs modélisations statistiques, d’approche paramétrique ont permis l'inférence
sur les paramétres et en présence de données manquantes, comme par exemple la trés connue méthode
EM (Espérance-Maximisation) et plusieurs autres stratégies basées sur la vraisemblance des paramétres
sur les données observées. Cependant lorsque le taux de données manquantes est assez élevé, les analyses
statistiques risquent fort d’étre biaisées ; ¢’est pourquoi de nombreuses études ont proposé comme solution
I'imputation des données manquantes.

Plusieurs auteurs se sont trés tot intéressés aux inférences statistiques en présence de données manquantes,
par exemple Wilks, 1932 [1], Healy et Westmacott, 1956 [2], Anderson, 1957 [3]. Toutefois pour voir
I’engouement et la convergence massive autour de la problématique des non-réponses, il faut attendre
la formalisation mathématique des causes d’absence des données par Rubin, 1976 [9]. En effet les trois
mécanismes sous-jacent & I'absence de données qui ont été formalisés ont été classés en deux catégories :
il s’agit des causes MAR et MCAR pour les mécanismes dits ignorables et des causes de type MNAR
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qui constituent les mécanismes non-ignorables. A coté de cette catégorisation, une autre non moins
importante a été la celle sur la structure des données manquantes. Ainsi trois types de structures ont été
donnés (Rubin, 1987 [11], Little et Rubin, 1987 [14]) : les structures univariées, monotones et arbitraires.
La prise en compte de cette typologie & deux niveaux (mécanismes et structures) des données manquantes
est un préalable a une imputation efficiente. Avec cette formalisation, une véritable étude théorique de
la statistique des données manquantes a été développée (Rubin, 1978 [11], Little, 1982 [13], Rubin, 1987
[11], Little et Rubin, 1987 [14], Schafer, 1999, [15], Schafer et Yucel, 2002 [16] ...)

Dans ce chapitre nous avons ainsi présenté, d’'une part, la problématique des données manquantes,
dans le contexte particulier mais aussi récurrent des questionnaires d’enquétes, et d’autre part I’'état de
Part, en mettant en relief les méthodes d’imputation d’analyses factorielles. A ce titre le chapitre est
articulé autour de deux points majeurs.

D’abord nous présenté la double typologie des données manquantes. La premiére a concerné la ré-
partition de ce type de données a l'intérieur des variables disposées sous forme de matrice (ou tableau).
Cette répartition peut concerner une seule variable, on parlera alors de structure univariée. La disposition
des données manquantes peut aussi intéresser plusieurs variables, et se faire sous forme étagée suivant
leur nombre par variable, on dira alors que la structure est monotone. La disposition des données man-
quantes peut étre de telle sorte ces données apparaissent de fagon hasardeuse a l'intérieur des variables, la
structure est alors dite aléatoire. La seconde typologie a concerné les catégories de données manquantes
selon la cause sous-jacente. Nous avons, d’abord donné un grand apercu des causes pratiques d’absence
des données, particuliérement pour ce qui concerne les données de questionnaires, allant de la perte de
certaines réponses a l'incompréhension de certains points, en passant par la sensibilité de certaines ques-
tions et beaucoup d’autres causes encore. Nous avons ensuite donné la formalisation des ces différents
mécanismes qui sont de trois types selon la classification de Rubin (1976) [9] (MAR, MCAR et MNAR).
Nous avons ainsi .

Ensuite nous avons donné I'état de l'art par la présentation d’une large revue des méthodes de
résolution développées, en insistant sur les méthodes d’imputation qui seront comparées a ’algorithme
résultant de la méthodologie que nous développerons au chapitre suivant. Les analyses statistiques, faites
sur données comportant des valeurs manquantes, que nous avons présenté sont deux catégories : les
analyses sans imputation et les procédures d’imputation. La premiére catégorie est constituée des études
de cas complets et des études de cas disponibles. La seconde catégorie a comporté diverses méthodes
d’imputation basées sur le principe de ’analyse factorielle, ainsi que quelques procédures de complétion
naives.

Si les données manquantes apparaissent pour différentes catégories de variables multivariées, comme
des variables biologiques, génétiques, économiques ou encore des variables environnementales, leur ré-
currence est surtout notée sur les données de questionnaires qui ont constitué essentiellement ’objet de
ces études ci-dessus citées. Ainsi parmi la diversité des causes des non-réponses pour il y en a qui sont
spécifiques et liées a la nature méme du questionnaire. En effet dans différents pays les structures de santé
publique sont évaluées sur la qualité de services dispensés aux patients. Si certaines ont développé des
systemes d’informations cliniques (SIC'), comme c’est le cas de 'Hopital européen Georges Pompidou de
Paris ou encore le Centre Hospitalier Universitaire de Sherbrooke au Québec (Palm, 2010 [90]), pour une
prise en charge efficiente, d’autres ont mis en place un instrument d’évaluation de la sécurité du patient
par le personnel de structures. L’instrument consiste en un questionnaire auto-administré, c’est-a-dire
dont la structure de santé adresse & son personnel. L’enquéte-type nommé HSOPSC (Hospital Survey on
Patient Safety Culture) a été réalisé par 'agence américaine AHRQ (Agency for Healthcare Research and
Quality) qui est une structure fédérale chargée de conduire et de supporter la recherche sur la sécurité
des patients et la qualité des soins médicaux pour tous les citoyens américains (Sorra et Nieva, 2004 [91]).
Cependant c’est un questionnaire qui souffre d’un probléme « d’acceptabilité » de par la nature des ques-
tions, et pourrait conduire & un taux élevé de non-réponses. La version francaise du HSOPSC (Occelli,
2013 [35]) soumis & I’hopital universitaire de Grenoble, entre avril 2013 et septembre 2014 constituera
I’ensemble de nos données réelles d’applications. Au regard de la contrainte liée & la durée de I'’enquéte et
du probléme d’acceptabilité du questionnaire, une alternative serait le sous-échantillonnage du HSOPSC,
en vue d’'une reconstruction automatique, sujet du dernier chapitre de cette thése.



Chapitre 4

Factorisation NMF Poisson-Gamma et
reconstruction automatique du
questionnaire médical HSOPSC

Introduction

Dans ce dernier chapitre il s’agit de ’articulation d’un modéle bayésien et d’une modélisation de
factorisation matricielle NMF, pour ainsi dire que ces deux modéles d’analyses statistiques multivariées
peuvent étre associés afin de répondre & une problématique posée : 'imputation de données manquantes.
En effet c’est le chapitre qui constitue la jonction des chapitres 1 et 2 pour proposer une solution a
la problématique des données manquantes posée au chapitre 3. Rappelons que les chapitres 1 et 2 ont
respectivement abordé quelques aspects fondamentaux de la modélisation bayésienne et la méthodologie
déterministe de la factorisation matricielle NMF. Ces deux approches ont séparément été utilisées pour
répondre & la problématique des données manquantes dans des domaines d’applications spécifiques : nous
avons les études de Rubin, 1978 [10], Rubin, 1988 [12], Schafer, 1997 [15], van Buuren, 2007 [82], Resche-
Rigon et White, 2016 [18] ... pour ce concerne la modélisation bayésienne et ceux de Mao et Saul, 2004
[21], Kim et Choi, 2009 [22] ... pour la factorisation déterministe NMF. Les approches combinées, de
résultantes les modéles bayésiens NMF n’ont jusqu’ici pas beaucoup été utilisées pour I'imputation de
données manquantes (Salakhutdinov et Mnih, 2008 [27]), et en particulier les modéles Poisson (Cemgil,
2009 [29]). Notre modéle de vraisemblance de loi Poisson avec des lois a priori Gamma sur les parameétres se
présente alors comme une contribution a ce type de modéle mixte. Toutefois, avec I’algorithme d’inférence
qui en découle caractérisé par un échantillonneur de Gibbs et que nous nommons PGNMF (Poisson-
Gamma Nonnegative Matrix Factorization), il se veut novateur dans l’application a l'imputation de
données de questionnaire et en l'occurrence le questionnaire type HSOPSC (Sorra et Nieva, 2004 [91],
Occelli et al, 2013 [35]).

Le modéle bayésien NMF de type Poisson-Gamma a déja été développé par divers auteurs. D’abord
Canny, 2004 [23] a été 'un des précurseurs de la factorisation NMF probabiliste ; cependant son modéle n’a
pa comporté pas d’aspects bayésiens, mais une vraisemblance comme produit de lois Poisson et Gamma
et la méthode d’inférence 1'algorithme EM (Espérance-Maximisation). Ensuite les auteurs Virtanen et
associés ont établi un modéle bayésien NMF pour la factorisation X ~ UV, ou les données X sont de
loi Poisson et les paramétres U et V de loi a priori Gamma. Les auteurs ont montré I’équivalence de
ce modele basique a celui de Lee et Seung, 2001 [20]; cependant dans le soucis d’obtenir des résultats
consistants dans la modélisation du traitement de signal, ils ont introduit une chaine de Makov Gamma
par le biais de variables auxiliaires Z qui sont estimées en méme temps que les parameétres U et V' avec
lalgorithme MAP (Maximum a Posteriori) (Virtanen et al, 2008 [26]). Le méme modéle basique a été
repris par Cemgil, qui était d’ailleurs un des auteurs associés de Virtanen. Cependant Cemgil a adapté
le modéle a complétion de données manquantes, et appliqué a la reconstitution d’images dégradées via
Palgorithme variationnel d’estimation de la loi a posteriori (Cemgil, 2009 [29]). Notre modéle s’inspire
des études de Cemgil (2009), et est aussi dédié, dans cette étude, a la complétion de données manquantes.
Toutefois la différence réside dans la méthode d’inférence des parameétres U et V en ce sens nous avons
utilisé un échantillonneur de Gibbs (algorithme PGNMF) a la place. Comme nous l'avons dit l'autre
particularité de notre modéle est qu’il n’as pas encore fait ’objet d’une application sur des données de
questionnaires et particuliérement le questionnaire HSOPSC.

La problématique des données manquantes, comme nous I’avons vu au Chapitre 3, a fait 'objet de
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beaucoup d’études (Afifi et Elashoff, 1966 [6], Hartley et Hocking, 1971 [7], Rubin, 1976 [9], Little et
Rubin, 1987 [14], Schafer, 1997 [15], Schafer et Yucel, 2002 [16] ...), en particulier sur les données de
questionnaires (Rubin, 1978 [10], Little, 1982 [13], Rubin, 1987 et 1988 [11, 12], Schafer et Graham, 2002
[92] ...) et principalement des questionnaires du domaine médical (Cohen, 1982 [93], Taylor et al, 2002
[79], Shrive et al, 2006 [81], van Ginkel et al, 2007 [83], Resseguier et al, 2013 [85] ...). Des méthodes
récentes de complétion et comptatibles avec des données de questionnaire ont aussi été développées par
différents auteurs. En effet P’algorithme EM de Dempster et al, 1977 [56] a été implémenté sous un
modéle Poisson de données augmentées (Cemgil, 2009 [29]. Une méthode de factorisation NMF pondérée,
nommée WNMF (Weighted Nonnegative Matrix Factorization), basée sur les techniques des moindres
carrées alternées ANLS (Alternating Nonnegative Matrix Factorization) (Zdunek et Cichocki, 2006 [36],
Kim et al, 2007 [37], Lin, 2007 [38], Kim et Park, 2008 [39]) a été introduite par Kim et Choi, 2009
[22]. Sur la base de la méthode dites des foréts aléatoires de Breiman, 2001 [40], les auteurs Stekhoven et
Biithlmann ont proposé une stratégie d’imputation de données mixtes (continues et/ou catégorielles) qu’ils
ont nommée MissForest. Par ailleurs Josse et Husson, 2016 [42] puis Audigier et al, 2017 [43] ont présenté
des méthodes d’imputations multiples par analyse des correspondance, MIMCA (Multiple Imputation
by Multiple Correspondence Analysis), qui effectuent 'imputation de données catégorielles en utilisant
lanalyse des correspondances multiples (ACM) (Josse et al, 2012 [44]).

La méthode d’imputation PGNMF que nous proposons sera comparée en termes de performance a
ces méthodes récentes citées. En effet I’algorithme présente de meilleurs résultats suivant le critére RMSE
(Root Mean Square Error) lorsque le taux de données manquantes dépasse le seuil de 40% mais donne
aussi des performances acceptables par rapport au critére marginal divergence de Kullback-Leibler (KL)
lorsque le taux de données manquantes est faible avec un taux de moins de 50%. En réalité le probléme
que nous cherchons a résoudre est celui d’une reconstruction automatique de questionnaire. Ainsi nous
supposons que les enquéteurs ont délibérément réduit le questionnaire en retirant ces certains points et en
le spécifiant aléatoirement pour chaque individu enquété. Ce qui nous améne a considérer le mécanisme
MCAR (Missing Completely at Random) (Rubin, 1976 [9]) comme sous-jacent & ’absence de données.
Ainsi les données manquantes ne sont pas le fait d’une perte ou d’un refus de réponse mais plutot le fait
de points non soumis a 'individu.

L’enquéte type repose sur un instrument appelé HSOPSC (Hospital Survey on Patient Safety Culture)
développé en 2004 par 'agence américaine AHRQ (Agency for Healthcare Research and Quality) (Sorra
et Nieva, 2004 [91]). Cette enquéte a été élaborée sur la base d’une revue de la littérature, raffinée selon la
théorie psychométrique et soutenue par des analyses psychométriques effectuées en 2004 sur un personnel
de 1437 agents travaillant dans 21 hopitaux américains. Certaines méthodes d’analyse du questionnaire
ne tiennent pas compte des données manquantes, selon la méthode de calcul des scores proposée par
Iagence AHRQ. De telles approches tendent a réduire le nombre de données et la puissance des enquétes,
tout en favorisant I'introduction de biais (Rotnitzky et Wypij, 1994 [94], Demissie et al, 2003 [78], Joseph
et al, 2004 [80]). Le questionnaire HSOPSC est congu pour évaluer la culture de la sécurité des patients
du point de vue du personnel hospitalier. Il est auto-administré et comporte quarante-deux points (ou
items). Bien que les propriétés psychométriques du questionnaire soient bien caractérisées, I’enquéte
souffre d’un probléme d’acceptabilité et peut posséder un taux élevé de non-réponses. Ce qui motive ici la
considération d’un questionnaire réduit au départ, pour procéder ensuite a la reconstruction automatique
de lintégralité des réponses. Le questionnaire considéré est la version francaise du HSOPSC (Occelli et
al, 2013 [35]) effectué a 'hopital universitaire de Grenoble entre 2013 et 2014.

Le chapitre est structuré autour quatre points majeurs. D’abord la section 4.1 reprend I’étude faite
par Virtanen et al, 2008 [26] et montre la connexion trés étroite qui existe entre le modéle Poisson NMF
que nous considérons ici et le modéle NMF classique de Lee et Seung, 2001 [20]. Ensuite la section 4.2
présente le questionnaire HSOPSC et notre modéle bayésien NMF de reconstruction matricielle. Puis dans
la section 4.3 nous donnons une bréve présentation méthodes alternatives déja décrites an chapitre 3, ainsi
que quelques méthodes naives. Enfin dans la section 4.4 nous comparons notre algorithme PGNMF a
plusieurs méthodes récemment développées, par le biais de deux critéres d’évaluation RMSE (Root Mean
Square Error) et KL (divergence Kullback-Leibler).

4.1 Lien avec le modéle NMF de fonction-cott la divergence de Kullback

La vraisemblance de loi Poisson considérée montre le lien trés étroit qui existe entre certaines méthodes
NMF déterministes d’une part et probabilistes d’autre part. Pour le comprendre il faut remonter au
premier article traitant de la factorisation NMF de Lee et Seung, dans lequel les auteurs ont évoqué la
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relation qui existe entre la fonction-cofit

n p k k
= Z Z (mij log Z UipUg5 — Z uiw@) (4.1)
(=1

i=1 j=1 =

qu'ils avaient considérée et une vraisemblance de loi Poisson (Lee et Seung, 1999 [19]). Ils ont ainsi
interprété le probléme de maximisation de la fonction F', via les équations mises & jour multiplicatives
(Ref. Chap. 2, Eq. (2.5) ) comme la maximisation d’une vraisemblance de loi Poisson. Cette relation a été
clairement expliquée par Virtanen et auteurs associés (Virtanen et al, 2008 [26]) qui ont établi la relation
existante la fonction donnée par (4.1), la vraisemblance Poisson et la divergence de Kullback généralisée
(Ref. Chap. 2, Eq. (2.3)). En effet les auteurs ont montré que si nous considérons la fonction-cott (2.3)
appliquée au couple (X,UV),

nop
Dy (X|UV) = Z Z (acu log =—— Ze —xij + Z WW;) ) (4.2)

alors le premier probléme de minimisation (Probléme 1, Chap. 2, Sect. 2.1.1.2) que nous reprenons ici

Uzﬁvfj

(U, V*) = arg pnin Dy (X||UV) (4.3)

est équivalent au probléme suivant

(U*,V*) = arg U>n([)11‘r/1>0 —F(U,V). (4.4)
Ce qui revient a écrire
i Dy (X = i -F 4.
arg Uzrg71‘£120 x(X||UV) = arg UZIB{I‘I/IZO (U, V) (4.5)

Nous observons bien ici la cohérence avec la maximisation de F'(U, V) évoquée par Lee et Seung (1999).
La relation entre la divergence de Kullback-Leibler D, (X||UV) et la fonction-cotit F(U, V) est donnée
par les équations suivantes

k k
Dy, (X”UV) = Z (%‘j log Tij — Ly log Zuiwéj — Xy + Z Uiﬂ@j)
%] =1 (=1
= Z <_xij 10g Z UpVej + Z ’LLZ‘[Ugj> + Z (ZL’ij IOg Tij — l'ij)
ij ¢ ¢ ij
= —F(U, V) + Z (xij log xij — xij) . (46)

ij
L’équation (4.6) peut se réécrire comme suit :
D (X[UV) = =F(U,V) + 1 (4.7)

ol ¢c; = Z” (xijlogx;; — x;;) est une constante en ce sens que la fonction-cott divergence de Kullback-
Leibler est regardée comme une fonction du couple (U, V'). Ce qui montre bien que minimiser D, (X||UV)
revient & minimiser —F(U, V') ou encore de maniére équivalente & maximiser F(U,V')). Virtanen et al. ont
montré que cette fonction-cott F(U, V') de Lee et Seung (1999) constitue la jonction entre la divergence
Dy, (X]JUV) et la vraisemblance de loi Poisson. En effet supposons que les données de la matrice X sont
toutes indépendantes et de loi Poisson, c’est-a-dire x;; ~ P(x45 ; D, uirve;). Posons

p(zij | U, V) =Plaij ; Zuigwj) et donc p(X |UV)=P(X; UV)
¢
on a alors,
logp(X |UV) = Z (- Z UieVg; + x4 log Z uigve; — log(T'(ws; + 1)))
ij ¢ ¢
= Z <3:ij logZuigvgj — ZW@W;‘) + Z <log (D(zij + 1)))
¢ ¢ ij

ij

= FUV)+es (4.8)
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ol ¢y = Zij log (F(xij + 1)) est regardé comme une constante puisque ne dépendant pas de U et V.
L’équation (4.8) peut se réécrire comme suit,

logp(X | UV) =logexp (F(U,V)) + ¢ (4.9)

L’équation (4.9) est équivalente a
p(X |UV) xexp(F(U,V)) (4.10)

Dans (4.10) les fonctions p(X | UV) et exp(F (U, V)) sont proportionnelles et positives donc elles ont
la méme variation. De méme exp(F(U,V)) et F(U,V) ont méme variation, d’ou p(X | UV) et F(U,V)
varient dans les mémes sens. Cela revient a dire que maximiser la vraisemblance de loi Poisson revient a
maximiser la fonction-cotit F(U, V) ou de maniére équivalente & minimiser —F(U, V), d’ou

arg Ué%l?‘szOP(X | UV) = arg pin —F(U,V). (4.11)

Les équations (4.5) et (4.11) permettent alors d’établir que,

arg  min Dy (X||UV) = arg Uznt%%?(zop(x |UV) (4.12)

qui montre bien que minimiser la fonction-cotit divergence de Kullback D (X||[UV) (Lee et Seung, 2001
[20]) revient & interpréter le probléme avec un modéle probabiliste de loi Poisson p(X | UV') de paramétre
le produit UV, avec I’hypothése d’indépendance sur les coefficients. Une présentation détaillée du modéle
est faite dans la section 4.2.2.

4.2 Description des données et du modéle Poisson-Gamma

4.2.1 Description des données

Nos données d’application sont celles du questionnaire-type HSOPSC (Hospital Survey on Patient
Safety Culture). Comme nous l’avons dit en Introduction le HSOPSC est un instrument développé en
2004 par 'agence américain AHRQ (Agency for Healthcare Research and Quality). C’est une agence pour
la recherche et la qualité des services en santé publique. Elle est la principale agence fédérale chargée
de mener et de soutenir des recherches visant & améliorer la sécurité des patients et la qualité des soins
de santé pour tous les Américains (Sorra et Nieva, 2004 [91]). L’objectif de TAHRQ est de promouvoir
une culture de la sécurité et de amélioration de la qualité dans le systéme de santé des Etats-Unis,
ce qui contribuera & accélérer 'adoption des résultats de la recherche dans la pratique et les politiques.
Ainsi I'agence a permis le développement de cette enquéte sur la culture de la sécurité des patients.
C’est un outil utile pour évaluer la culture de sécurité d’un hopital dans son ensemble ou pour des unités
spécifiques au sein d’un hopital. En outre, I'enquéte peut étre utilisée pour suivre I’évolution de la sécurité
des patients au fil du temps et pour évaluer I'impact des interventions en matiére de sécurité des patients.

En outre, depuis 2001, 'AHRQ a soutenu un large éventail d’autres recherches sur la sécurité des
patients afin de mettre au point des méthodes novatrices de collecte, d’analyse et de communication des
données sur la sécurité des patients; comprendre I'impact des conditions de travail sur la sécurité des
patients, y compris les sciences de ’ergonomie et les facteurs humains; et encourager 'utilisation des
technologies de I'information pour réduire les erreurs médicales.

Pour développer le questionnaire, les chercheurs ont effectué une revue de la littérature sur la sécu-
rité, les accidents, les erreurs médicales, le signalement des erreurs, la culture de sécurité. En outre, les
chercheurs ont passé en revue les enquétes existantes publiées et non publiées sur la culture de sécurité.
Ils ont également mené des entretiens en personne (face a face) et aussi par le biais de communication
téléphoniques avec le personnel d’hopitaux. L’enquéte a été soumise a un test préalable auprés du person-
nel d’hopitaux afin de s’assurer que les éléments étaient facilement compris et pertinents par rapport a la
sécurité des patients en milieu hospitalier. Enfin, 'enquéte a été testée auprés de plus de 1 400 employés
de 21 hopitaux a travers les Etats-Unis.

Des données pilotes ont d’abord été collectées puis analysées, en examinant les statistiques des items
ainsi que la fiabilité et la validité des échelles de la culture de la sécurité. Aussi la structure factorielle
de 'enquéte a été examinée par des analyses factorielles exploratoires et confirmatoires. Sur la base de
I’analyse des données pilotes, le questionnaire a été révisée en ne retenant que les meilleurs éléments et
échelles. Ainsi le HSOPSC résultant est jugé avoir de bonnes propriétés psychométriques pour les éléments
et les échelles inclus.

L’enquéte et le matériel de la boite a outils qui ’accompagne sont congus pour fournir aux respon-
sables hospitaliers les connaissances de base et les outils nécessaires pour mener une évaluation de la
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culture de la sécurité, ainsi que des idées pour 'utilisation des données. Ainsi le HSOPSC est divisé en
deux parties. La premiére partie présente des problémes inhérents au processus de collecte de données
et a l'organisation globale du projet. La deuxiéme partie comprend le formulaire d’enquéte, suivi d’un
apergu séparé des éléments inclus, regroupés en fonction des dimensions de la culture de sécurité qu’ils
sont censés mesurer et des résultats de fiabilité dérivés des données pilotes.

Aprés les Etats-Unis qui ’on concu, le HSOPSC a par la suite été adopté par plusieurs autres pays qui
trouvent en lui un moyen efficace d’évaluation de leurs différents systémes de santé publique. Ainsi dans
cette these, les données de notre étude sont celles provenant de la version francaise du HSOPSC (Occelli
et al, 2013 [35]) soumis & I’hopital universitaire de Grenoble, d’une capacité de 1836 lits et desservant une
population de 675 000 habitants. L’enquéte a été menée de fagon anonyme et bénévole entre avril 2013
et septembre 2014. Les participants admissibles étaient des employés a temps plein ou & temps partiel
ayant au moins 6 mois d’emploi dans les services cliniques, de laboratoire, de pathologie, de radiologie ou
de pharmacie. Sur 5044 employés admissibles, 3888 (77.08%) ont participé a I’étude. Les données issues
de ’enquéte présentent environ 1.8% de non-réponses.

Pour mieux comprendre le questionnaire-type HSOPSC et ses principaux aspects , nous donnons ici
un apergu de la notion de culture de sécurité, les douze (12) dimensions de la culture de la sécurité que
Penquéte cherche a mesurer et la procédure de conduite de 'enquéte (Sorra et Nieva, 2004 [91]; Jones et
al, 2008 [95]).

4.2.1.1 Notion de la culture de sécurité

Les différentes définitions de la culture de sécurité contiennent plusieurs éléments communs ( Health
and Safety Commission, 1993 [96]; Wiegmann et al, 2002 [97]; Jones et al, 2008 [95]). La culture de la
sécurité fait référence aux croyances et pratiques persistantes et partagées des membres de I’organisation
concernant sa volonté de détecter les erreurs et d’en tirer des legons. L’institut IOM (Institute of Medi-
cine, 2004 [98]) déclare qu’une culture de la sécurité dans les soins de santé nécessite trois éléments :

v/ Une conviction que, bien que les processus de soins de santé présentent un risque élevé, ils
peuvent étre congus pour éviter les échecs.

v Un engagement au niveau organisationnel pour détecter les erreurs et en tirer les legons.

v Un environnement réglementaire (donc per¢u comme juste) parce que la discipline s’applique
lorsqu’un employé augmente sciemment le risque pour les patients et les autres agents.

Une culture de la sécurité est présente dans les organisations & haute fiabilité, caractérisées par des
processus complexes et risqués, mais des taux d’erreur trés faibles. De telles organisations atteignent une
fiabilité élevée, car elles sont préoccupées par les échecs, sensibles a la maniére dont chaque membre de
I’équipe affecte un processus, permettent & ceux qui connaissent le mieux un processus de prendre des
décisions et résistent a la tentation de blamer les individus pour des erreurs dans des processus complexes.

La sécurité des patients est une composante essentielle de la qualité des soins de santé. Alors que
les organisations de soins de santé cherchent continuellement & s’améliorer, on reconnait de plus en plus
I'importance d’instaurer une culture de la sécurité. Pour instaurer une culture de la sécurité, il faut com-
prendre les valeurs, les convictions et les normes relatives a ce qui est important pour une organisation et
connaitre les attitudes et les comportements liés a la sécurité des patients qui sont attendus et appropriés
(Sorra et Nieva, 2004 [91]). La sécurité du patient est définie comme I’évitement et la prévention des
blessures du patient ou des événements indésirables résultant des processus de prestation des soins de
santé.

Ainsi une définition de la culture de la sécurité est donnée par 'organisation britannique HSC (Health
and Safety Commission) dans son troisiéme rapport sur ’Organisation de la Sécurité (Health and Safety
Commission, 1993 [96]).

La culture de sécurité d’une organisation est le produit de valeurs, d’attitudes, de perceptions, de
compétences et de modeéles de comportement individuels et collectifs qui déterminent l’engagement, le
style et les compétences de gestion de la santé et de la sécurité d’une organisation. Les organisations
ayant une culture de sécurité positive se caractérisent par des communications fondées sur la confiance
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mutuelle, par des perceptions communes de l'importance de la sécurité et par la confiance dans Uefficacité
des mesures de prévention.

4.2.1.2 Les dimensions de la culture de sécurité mesurées dans le questionnaire

L’enquéte met ’accent sur les problémes de sécurité des patients et sur le signalement des erreurs
et des événements. Un événement est défini comme tout type d’erreur, d’incident, d’accident ou de
déviation, qu’il cause ou non un préjudice & un patient. Ainsi le HSOPSC est composé de quarante
deux (42) items (questions) classés en douze (12) dimensions, lesquelles sont regroupées en trois (03)
catégories. La premiére comporte deux (02) dimensions qui sont des mesures de résultats : les perceptions
générales de la sécurité et la fréquence des événements rapportés. La seconde catégorie regroupe sept (07)
dimensions qui mesurent la culture de la sécurité au niveau des unités de travail (les services). Il s’agit
des attentes du superviseur/responsable et actions favorisant la sécurité des patients, de 'apprentissage
organisationnel, du travail d’équipe au sein des services, de 'ouverture & la communication, du retour
d’information et la communication sur erreur, de la réponse non punitive a une erreur et de la dotation en
personnel. La derniére catégorie renferme trois (03) dimensions qui mesurent la culture de la sécurité au
niveau de l'entité toute entiére (la structure hospitaliére). Il s’agit du soutien de la direction de I’hopital
pour la sécurité des patients, du travail d’équipe dans les départements de I'hépital, des transferts et
transitions entre hopitaux. Par ailleurs des essais pilotes ont permis de s’assurer que I'enquéte avait de
bonnes propriétés psychométriques (Sorra et Nieva, 2004 [91]).

Dimensions Description

Dimension 1 Perceptions globales de la sécurité
A10 C’est par hasard que des erreurs plus graves ne se produisent pas ici.
Alb La sécurité des patients n’est jamais sacrifiée pour faire plus de travail.
Al7 Nous avons des problémes de sécurité des patients dans cette unité.
Al18 Nos procédures et systémes sont efficaces pour

éviter les erreurs de se produire.

Dimension 2 Fréquence des comptes rendus d’événements

D1 Lorsqu’une erreur est commise mais qu’elle est interceptée et corrigée
avant d’affecter le patient, & quelle fréquence est-elle rapportée ?

D2 Lorsqu’une erreur est commise, mais qu’elle n’a pas le potentiel
de nuire au patient, a quelle fréquence est-elle rapportée 7

D3 Lorsqu’une erreur est commise qui pourrait nuire au patient
mais ne le fait pas, & quelle fréquence est-elle rapportée ?
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Dimension 3

Attentes des superviseurs / gestionnaires et
actions en faveur de la sécurité des patients

B1

Mon superviseur / responsable dit un bon mot quand il / elle voit
un travail effectué conformément aux procédures
établies pour la sécurité des patients.

B2

Mon superviseur/responsable prend sérieusement en compte
les suggestions du personnel pour améliorer la sécurité des patients.

B3

Chaque fois que la pression augmente, mon supérieur hiérarchique
ou directeur souhaite que nous travaillions plus rapidement,
méme si cela implique de prendre des raccourcis.

B4

Mon superviseur /responsable oublie les problémes
de sécurité des patients qui se répétent

Dimension 4

Apprentissage organisationnel - amélioration continue

A6 Nous agissons activement pour améliorer la sécurité des patients
A9 Les erreurs ont conduit & des changements positifs ici
A13 Aprés avoir apporté des modifications pour améliorer la sécurité

des patients, nous évaluons leur efficacité.

Dimension 5

Travail d’équipe au sein des unités

Al Les gens se soutiennent dans cette unité.

A3 Lorsque beaucoup de travail doit étre fait rapidement, nous travaillons
en équipe pour faire le travail.

A4 Dans cette unité, les gens se traitent avec respect.

All Lorsqu’un secteur de cette unité devient vraiment occupé, d’autres aident.

Dimension 6

Ouverture de la communication

C2 Le personnel s’exprimera librement s’il voit quelque chose qui peut
avoir un effet négatif sur les soins des patients.

C4 Le personnel est libre de remettre en question les décisions
ou les actions de ceux qui ont plus d’autorité.

C6 Le personnel a peur de poser des questions lorsque

quelque chose ne semble pas bien.

Dimension 7

Retour d’information et communication sur les erreurs

C1 Nous recevons des commentaires sur les changements mis en place basés
sur les rapports d’événements.

C3 Nous sommes informés des erreurs qui se produisent dans cette unité.

C5h Dans cette unité, nous discutons des moyens d’éviter que des erreurs

ne se reproduisent.
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Dimension 8

Réponse non punitive 4 une erreur

A8 Le personnel a le sentiment que ses erreurs lui sont reprochées.

Al12 Lorsqu’un événement est rapporté, on a I'impression que le compte rendu
est fait sur la personne et non sur le probléme.

Al6 Le personnel craint que ses erreurs ne soient conservées dans

son dossier personnel.

Dimension 9

Recrutement

Nous avons suffisamment de personnel pour gérer la charge de travail.

A2
A5 Le personnel de cette unité travaille plus longtemps que le meilleur temps
assigné aux soins des patients.
A7 Nous utilisons plus d’agence ou de personnel temporaire que ce qui est
préférable pour les soins aux patients.
Al4 Nous travaillons en “ mode crise” en essayant de faire trop, trop vite.

Dimension 10

Soutien de la direction de I’hépital pour la sécurité des patients

La direction de I’hépital crée un climat de travail propice a la

F1
sécurité des patients.
F8 Les actions de la direction de I’hopital montrent que la sécurité
des patients est une priorité absolue.
F9 La direction de I’hépital ne semble s’intéresser a la sécurité des patients

qu’aprés qu’'un événement indésirable s’est produit.

Dimension 11

Travail d’équipe dans les unités de 1’hépital.

F2 Les unités de 'hopital ne se coordonnent pas bien.
F4 Il existe une bonne coopération entre les unités de ’hopital qui ont
besoin de travailler ensemble.
F6 Travailler avec le personnel d’autres unités de I’hopital est
souvent désagréable.
F10 Les unités de I'hopital travaillent bien ensemble pour fournir les

meilleurs soins aux patients.
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Dimension 12 Transferts et transitions d’hépitaux

F3 Les choses “ tombent entre les mailles du filet” lors du transfert de patients
d’une unité a une autre.

F5 Des informations importantes sur les soins aux patients sont souvent
perdues lors des changements de quart.

k7 Des problémes se posent souvent lors de ’échange d’informations
entre les unités de 1’hopital.

F11 Les changements de quart sont problématiques pour les patients de
cet hopital.

TABLE 4.1: Les quarante deux (42) questions (items) réparties en douze (12) dimensions de la
culture de la sécurité mesurées dans le HSOPSC.

Dans le tableau 4.1 sont décrites les douze (12) dimensions de la culture de la sécurité évaluées dans le
questionnaire-type HSOPSC. Chaque dimension comporte un certain nombre de questions (items) posées.
Ce qui fait un total de quarante deux (42) questions soumises a I’enquéte : par exemple pour la dimension
1 les items constituants sont A10, A15, A17 et A18 ( Sorra et Nieva, 2004 [91] ; Jones et al, 2008 [95]). Les
réponses possibles aux questions sont indiquées dans le questionnaire. Ainsi deux catégories de réponses
sont fournies. L’une indique le niveau de 'accord de ’agent par rapport & un item (par exemple A15 : “ La
sécurité des patients n’est jamais sacrifiée pour faire plus de travail.”) décrivant un probléme de sécurité
des patients. Alors les cing (05) réponses possibles pour cette catégorie sont données par ordre croissant
de l'accord : pas du tout d’accord (strongly disagree), pas d’accord (disagree), ni d’accord ni en désaccord
(neither agree nor disagree), en accord (agree) tout & fait d’accord (strongly agree). Ce qui renseignera
sur le niveau de I’évaluation de l'item en question et par équivalence de la préoccupation de sécurité
pointée. L’autre catégorie indique la fréquence a la quelle les comptes rendus d’événements (erreurs) sont
rapportés. Alors la aussi les cing (05) réponses possibles associées a cette catégorie sont rangées par
ordre d’importance par rapport au niveau de la fréquence de I’événement. Ainsi nous avons les réponses
possibles suivantes : jamais (never), rarement (rarely), parfois (sometimes), la plupart du temps (most of
the time) et toujours (always). Un exemple d’item de cette catégorie est C3 : ¢ Nous sommes informés
des erreurs qui se produisent dans cette unité.”.

Parallélement & cet étiquetage (par rapport aux réponses apportées) des items, le codage de Likert
sur une échelle de 1 a 5, a été faite dans le questionnaire en ce qui concerne le niveau de réponse. Ce
qui rend dés lors possible le traitement quantitatif des données (réponses). Ce qui justifie Papplication
de notre approche & données quantitatives discrétes et positives : notre algorithme de reconstruction
automatique PGNMF. Pour revenir au codage Likert, & chaque réponse de I'une ou de 'autre catégorie,
est associée un certain nombre points désignant le niveau d’évaluation de I'item du point de vue de ’agent
répondant. A ce titre les points sont distribués par ordre “ d’importance” de ’accord ou de la fréquence.
C’est ainsi qu’aux réponses pas du tout d’accord et jamais sont attribuées respectivement un (01) point ;
aux réponses pas d’accord et rarement deux (02) points respectivement, ainsi de suite jusqu’aux réponses
en accord et la plupart du temps qui ont respectivement cing (05) points (Sorra et Nieva, 2004 [91]).

4.2.1.3 Procédure de conduite de I’enquéte

La procédure de conduite de 'enquéte comporte plusieurs étapes a suivre allant de 'identification de
la cible aux méthodes de collectes des données en passant par la sélection de 1’échantillon.

La cible. Le HSOPSC examine la culture de la sécurité des patients du point de vue du personnel
hospitalier. L’enquéte peut étre complétée par tous les types de personnel hospitalier, des agents de
Ientretien ménager aux infirmiéres et médecins, en passant par la sécurité. L’enquéte convient toutefois
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mieux aux éléments suivants :

v Le personnel hospitalier en contact direct ou en interaction directe avec les patients (personnel
clinique, tel que les infirmiéres, ou le personnel non clinique, tel que les commis d’unité).

v Le personnel hospitalier qui peut ne pas avoir de contact direct ni d’interaction avec les pa-
tients mais dont le travail affecte directement les soins aux patients (personnel dans des unités telles que
pharmacie, laboratoire / pathologie).

v/ Les médecins employés dans les hopitaux qui passent la plupart de leurs heures de travail a
I'hopital (urgentologues, hospitalistes, pathologistes).

v Les superviseurs, gestionnaires et administrateurs d’hopitaux.

Notez que certains médecins ont des priviléges dans les hopitaux mais ne sont pas des employés
d’hopitaux et peuvent passer la majorité de leur temps de travail dans des milieux ambulatoires non
hospitaliers. Par conséquent, ces types de médecins peuvent ne pas étre parfaitement au courant de la
culture de sécurité de ’hopital et ne devraient généralement pas étre invités a répondre au sondage. Il
convient d’accorder une attention particuliére au choix des médecins & inclure ou a exclure du sondage

La sélection de I’échantillon. La population dans laquelle est sélectionnée 1’échantillon est le
personnel de ’hépital ou du systéme hospitalier cible. Les sondages peuvent étre administrés a toute la
population du personnel hospitalier ou & un sous-ensemble de celle-ci. Bien qu’interroger tout le personnel
peut sembler souhaitable, le temps et les ressources supplémentaires nécessaires peuvent éliminer cette
option. C’est pourquoi si la direction de 1'hépital prend le choix de n’interroger qu’une partie de son
personnel, un certain nombre de régles sont a suivre.

Déterminer les individus & questionner. Tous les membres du personnel de ’hopital ou du
systéme hospitalier représentent la population. Dans cette population, ’administration peut interroger
le personnel de tous les secteurs de ’hdpital ou se concentrer sur des unités spécifiques, des catégories
de personnel ou des niveaux de personnel. Il y a diverses fagons de sélectionner un échantillon dans une
population. Plusieurs types d’échantillons sont décrits ci-dessous. Il s’agit alors de sélectionnez le type
qui correspond le mieux a aux besoins de la structure, en tenant compte de ce qui est pratique et aussi
des ressources disponibles.

v/ Personnel dans certaines catégories de personnel. L’administration peut étre intéressé
uniquement par le sondage auprés du personnel dans des catégories spécifiques, telles que les soins in-
firmiers. Avec cette approche, elle peut sélectionner tout le personnel dans une catégorie ou choisir un
sous-ensemble du personnel. Cependant, cette approche & elle seule peut ne pas étre suffisante pour re-
présenter les points de vue de tous les membres du personnel de I'hépital.

v/ Personnel dans des unités particuliéres. L’administration peut interroger le personnel de
certaines unités, en particulier, comme les urgences, la pharmacie etc.

v Une approche combinée. Si possible il est recommandé aux enquéteurs d’utiliser une com-
binaison des deux précédentes approches d’échantillonnage. Par exemple, ils peuvent étre intéressé par
Penquéte auprés de toutes les infirmiéres (une catégorie d’effectifs), mais seulement d’un sous-ensemble
d’effectifs de chaque unité de ’hopital (a I’exception des soins infirmiers). L’utilisation d’une combinaison
des types d’échantillons permet d’échantillonner de maniére sélective certains types de personnel afin de
représenter de maniére exhaustive la diversité du personnel de I’hdpital.

Déterminer la taille de I’échantillon. La taille de I’échantillon dépendra des personnes que
I’hopital souhaite interroger et des ressources disponibles. Bien que les ressources puissent limiter le
nombre de membres du personnel & interroger, plus ’on interroge de personnel, plus 'on a de chances de
représenter correctement la population du personnel.

Pour déterminer la taille de ’échantillon, la direction de 1’hépital réfléchira a son budget et au nombre
de réponses qu’elle souhaite recevoir (c’est-a-dire son objectif de réponse), parce que tout le monde
ne répond pas a l'ensemble des questions posées. Alors elle peut s’attendre a recevoir des sondages
complétés d’environ 30 & 50% de son échantillon. Par conséquent, pour atteindre son objectif de réponse,
la taille de son échantillon doit étre au moins le double du nombre de réponses qu’elle souhaite recevoir.
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Par exemple si le nombre de réponses qu’elle souhaite obtenir est 200 réponses complétes, elle devrait
administrer des sondages a au moins 400 membres du personnel. Cependant une alternative proposée a cet
échantillonnage “ surdimensionné ”, avec toutes ses implications, est un travail de complétion a posteriori
des réponses, tache proposée dans cette thése avec la reconstruction automatique du questionnaire. Il
s’agit alors d’échantillonner & hauteur du nombre voulu de réponses (dimension normale) et les non-
réponses enregistrées seront alors automatiquement complétées par l'algorithme PGNMF (Diatta et al,
2018 [99]).

Compiler la liste compléte du personnel. Aprés avoir déterminé qui doit étre interrogé et

avoir arrété la taille de I’échantillon, I’équipe de ’enquéte doit compiler une liste du personnel a partir
duquel I’échantillon devrait étre tiré. Lors de la compilation plusieurs éléments d’information sont & inclure
pour chaque membre du personnel, comme le nom et prénom, I’adresse mail interne de ’hopital ou ceux
du bureau ou de la maison pour les questionnaires soumis par mail, le département de compétence, la
catégorie de personnel, le titre du poste.
Si 'on doit sélectionnez tous les membres du personnel d’une catégorie d’effectifs, d’'un département de
I’hopital en particulier, aucun type d’échantillonnage n’est nécessaire, il faut simplement compiler une liste
de tout ce personnel. Par contre ’on sélectionne un échantillon appartenant a une catégorie de personnel
ou a une unité particuliére de ’hopital, 'on devrait utiliser une méthode telle qu'un échantillonnage
aléatoire simple ou un échantillonnage systématique.

Déterminer les méthodes de collectes des données. Une fois que les ressources disponibles
ont été déterminées, ainsi que la portée du projet de méme que la mise en place d’une équipe de projet,
et une fois ’échantillon choisi, il reste & présent de savoir comment collecter les données. Les auteurs
Sorra et Nieva, 2004 [91] ont préconisé un guide dans les décisions relatives aux méthodes de collecte de
données. Les méthodes choisies pour I'envoi et le retour des enquétes ont une incidence sur la fagon dont
le personnel percoit la confidentialité de leurs réponses, ce qui affectera le taux de réponses a l’enquéte.
Ainsi pour obtenir des taux de réponses maximum parmi tout le personnel de I’hopital, il est recommandé
d’utiliser une méthode de collecte de données sur papier.

Décider comment les questionnaires seront distribués et retournés. Lorsque la di-
rection de I’hépital décide de la maniére dont les enquétes seront distribuées et renvoyées, elle doit prendre
en compte toute expérience antérieure de I'hdpital avec les sondages, en tentant de répondre aux questions
suivantes. Des enquétes antérieures auprés d’hopitaux ont-elles été postées aux adresses personnelles des
employés ou administrées par le systéme de courrier interne au travail? Les questionnaires ont-ils été
retournés par le biais de personnes de contact, du systéme de courrier interne, dans des “boites de dépot”
de I’hopital ou par courrier en utilisant des enveloppes de retour pré-affranchies 7 Les enquétes ont-elles
été renvoyées & un endroit & '’hopital ou & un fournisseur extérieur ? Quels étaient les taux de réponse
au sondage auprés des employés ? Si possible, il est préférable d’utiliser des méthodes qui ont déja été
utilisées avec succés dans ’hopital.

v/ Distribution des questionnaires. Les questionnaires peuvent étre envoyés directement aux
adresses personnelles du personnel ou gérés via un systéme de messagerie interne au travail. Si des en-
quétes sont envoyées aux domiciles, ’équipe d’enquéte doit vérifier qu’elle dispose des adresses correctes
et mises a jour des membres du personnel et qu’elle a pris en compte les frais d’envoi et de retour dans son
budget. Si des enquétes sont administrées auprés du personnel au travail, il est recommandé de donner
des instructions explicites et de permettre au personnel de répondre & ’enquéte pendant les heures de
travail pour souligner le soutien de 'administration de ’hopital a la collecte de données.

v/ Retour des questionnaires. Si le budget de 'hopital est limité, les sondages remplis peuvent

étre renvoyés & une personne de contact de I’hopital désignée par le systéme de courrier interne ou aux
lieux de collecte des sondages au sein de I'hopital. Cette méthode de retour des sondages peut toutefois
susciter des inquiétudes chez les employés quant a la confidentialité de leurs réponses.
Si ’hopital a peu d’expérience dans ’administration de sondages auprés des employés ou si la direction
pense qu’il y a des problémes de confidentialité, il est préférable de demander aux membres du personnel
de poster leurs questionnaires complétés directement a un fournisseur externe ou & une adresse située a
Pextérieur de I’hopital dans des enveloppes de retour pré-affranchies. Si un fournisseur n’est pas utilisé, la
direction devrait envisager de renvoyer les questionnaires a 1’adresse du siége social afin que le personnel
soit assuré que personne dans son hoépital ne verra les réponses remplies.
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Etablir les points de contact au sein de I’hépital. Il est recommandé & la direction
d’établir des personnes & 1’hopital qui serviront de points de contact pour ’enquéte. Celles-ci augmentent
la visibilité de ’enquéte en montrant leur soutien & 'effort et en aidant a répondre aux questions sur
Ienquéte. Il faut également décidez combien de points de contact sont nécessaires en tenant compte du
nombre d’employés ou d’unités participant a ’enquéte. Il est aussi recommandé d’utiliser au moins deux
types de points de contact.

v Un point de contact principal de I’hépital. Au moins un point de contact principal de
I’hopital doit étre désigné dans ’équipe de projet afin que le personnel dispose d’une source centrale
pour ses questions ou préoccupations concernant ’enquéte. ’équipe de projet est chargée d’inclure les
coordonnées du point de contact principal de ’hépital dans la lettre de notification préalable ou la lettre
d’accompagnement de I’enquéte envoyée au personnel (c’est-a-dire numéro de téléphone, adresse électro-
nique, numéro de bureau).

v/ Désigner des points de contact secondaires. L’équipe de projet peut décider de recruter
des points de contact pour chaque unité de ’hdpital, ou catégorie de personnel incluse dans I’échantillon.
Un point de contact au niveau d’une unité est chargé de promouvoir et d’administrer ’enquéte dans son
unité et de rappeler au personnel de I'unité de remplir ’enquéte, sans les contraindre en aucune facon.
Une lettre d’information décrivant ces taches et 'ensemble du processus d’enquéte doit étre envoyée aux
contacts potentiels avant de commencer ’administration de I’enquéte. Les contacts au niveau de chaque
unité se situent généralement au niveau de la direction ou de la supervision, tels que les infirmiéres
gestionnaires, chefs de service ou chefs de quart.

4.2.2 Description du modéle

Dans cette section, nous décrivons notre modéle. Il s’applique & des données discrétes positives donc
compatible aux données du codage Likert (valeurs entiéres de 1 4 5 ) des réponses au questionnaire de
type HSOPSC. Le modéle que nous nommons Poisson-Gamma est ici d’usage tout a fait justifié. En effet
comme nous l'avons évoqué dans la section 4.1, la vraisemblance de loi de Poisson sur les données X est
intrinséquement liée a la fonction-cott divergence de Kullback-Leibler généralisée de Lee et Seung (2001)
[20]. Nous y avons montré que modéliser une approximation matricielle, X ~ UV, ou X > 0, U > 0 et
V > 0, par le biais de cette fonction-cotit de Lee et Seung ( ¢’est-a-dire minimiser F'(U, V) = Dy, (X||UV)
), revient & maximiser la vraisemblance associée de loi de Poisson p(X | UV). Les lois de probabilités
supposées sur les paramétres U et V' du modéle montre ’envie d’aller plus loin qu’une simple estimation
par maximum de vraisemblance, et de profiter des avantages de la modélisation bayésienne. L’approche
des lois a priori conjuguées a permis d’obtenir les lois Gamma comme lois a priori pour U et V.

Supposons que ’'on dispose d’'un échantillon de n individus interrogés sur p items, dont les réponses
sont codées par des entiers positifs (en 'occurrence ici les données du HSOPSC du CHU de Grenoble
(France, 2014)). Les réponses au questionnaire sont disposées sous forme d’une matrice, X, de taille
n X p. Soit k un entier supérieur a 1 (et inférieur au minimum de n et p). Le modéle probabiliste que nous
considérons fait I’hypothése que les coefficients de la matrice X sont des réalisations de la loi de Poisson,
dont la moyenne matricielle est décrite par le produit matriciel UV, ot U est une matrice de dimension
n X k et V est une matrice de dimension k x p. Pour 'observation z;;, le modéle génératif est décrit par :

k
zij | U,V ~plai; | U V) =P (ffij; Zuilvlj> (4.13)
{=1

ot P(x; A\) désigne la loi de Poisson de paramétre A. Conditionnellement aux matrices U et V, les
variables z;; sont indépendantes. La vraisemblance du modeéle L(U,V | X) s’exprime alors par le biais de
la distribution jointe des observations X conditionnellement aux parameétres, p(X | U, V).

LWV |X) = p(X|UV) (4.14)
= H HP(% U V) (4.15)
= H H exp (zij log[UV];; — [UV]i; —logT' (x5 + 1)) (4.16)

Les paramétres du modéle, U, V, sont des variables latentes dont les coefficients sont intra et inter
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indépendants et de lois a priori Gamma
uing(uif;au7bu/au)7 7;:1’"'7’”7 ‘gzla"wk? (417)

et
vg; ~ G(vgj 5 ¥, b%/a’), j=1,...,p, (=1,... k. (4.18)

La forme choisie pour la densité des lois Gamma est :
G(z; a,b) =exp ((a —1)logz — % —logT'(a) — alog b) (4.19)
ot a € R% est le paramétre de forme et b € R est le paramétre d’échelle.
Nous noterons par § = (6%,07) ’ensemble des hyperparamétres a*, b*, a et b¥, soit 0% = (a*,d") et

0 = (a’,bv), a partir desquels s’expriment les paramétres de formes et d’échelles loi Gamma dans (4.17)
et (4.18).

@ @ <«—— hyperparametres

Ry

. <«— paramétres

< variables auxiliaires

i=1,...,n

i=L,..p

<«—— variables observées

FIGURE 4.1: Diagramme DAG hiérarchique du modéle Poisson-Gamma.

Pour terminer le modéle, nous formalisons ici la prise en compte des données manquantes. Pour cela
nous considérons une matrice binaire J de coeflicients d;; tels que d;; = 0 si la donnée x;; est manquante et
d;; = 1 sila donnée x;; est observée. Alors la distribution jointe des données observées conditionnellement
aux paramétres est donnée par :

n p

p(X | U V) =] [ ol | UV (4.20)

i=1j=1

Une illustration du modéle bayésien NMF Poisson-Gamma est faite dans la figure 4.1. Il s’agit du
diagramme DAG du modéle montrant les liaisons hiérarchiques entre variables. Les variables auxiliaires
S =(8%,...,8%...,8%) sont introduites pour nous faciliter le calcul des lois a posteriori conditionnelles
(les détails sont donnés dans la section 4.3.1).

4.3 Méthodologie d’imputation sous le modéle NMF Poisson-Gamma

La méthodologie d’imputation que nous proposons repose essentiellement sur 1’échantillonneur de
Gibbs. Il s’agira alors de compléter des données manquantes artificiellement introduites, dans un jeu de
données complet, par un mécanisme MCAR que nous décrirons plus loin.

4.3.1 Echantillonneur de Gibbs

L’échantillonneur de Gibbs nécessite la détermination des lois a posteriori conditionnelles des para-
métres. Toutefois pour des commodités de calculs nous introduisons dans le modéle des variables auxi-
liaires S = (S',...,8%...,8%), ou S ¢ = 1,... k est une matrice de méme taille que la matrice des



102 CHAPITRE 4. RECONSTRUCTION AUTOMATIQUE DE QUESTIONNAIRE

données X, vérifiant la relation X = Zif:l S et telles que pour tout coefficient de S*
G UV ~p(si; | UV) =P (s5; 5 wievey) (4.21)

Ainsi chaque donnée z;; peut étre considérée comme la somme de k réalisations de variables indépendantes
de loi de Poisson, c’est-a-dire xz;; = Zle sfj. L’introduction des variables auxiliaires ne change pas
le modéle de factorisation matricielle proposé précédemment mais facilite plutdt le calcul des lois a
posteriori conditionnelles. L’inférence s’effectuera maintenant sur le triplet de bloc de variables latentes
(8%, U, V). Le modele augmenté s’applique alors au couple (X%, S¥”*) et sa loi jointe est donnée
par :

p(Xobs’SXobs U7 V) :p(XObs | SXobs)p(SXobs

= HH p(ij | si)p(sis | wie, vik )™
i=1j=1

(4.22)
ou S;Jk = (Sllvj,...,Sfj,...,Slj) U 1:6 = (uil,...,uig,...,uik) et v1g,; = (vlj,...,vgj,...,vkj).

La loi a posteriori des variables latentes est alors proportionnelle & la loi jointe des données observées
et des variables latentes ,

T(S¥" UV | X%, 0) o p(X°%%, 8% U,V | ) (4.23)
avec cette derniére qui se factorise comme suit :
p(X° SX7 UV | 0) = p(X° | S¥)p(S* | U, V)p(U | 6")p(V | 67). (4.24)

u p(X0bs | §X7) = IL; [0 (zij — X, sfj)r”, avec d(z) étant la fonction delta de Kronecker définie par
5( )—1Slx—0et(5( ) = 0 sinon.

. L. . . . bs 2
Alors la loi conditionnelle a posteriori des variables latentes SX°”°, correspondant aux données obser-
vées, est obtenue a partir des relations de proportionnalités suivantes :

P(SX"T | X U, V,0) oc p(X°, 8% U,V | 6) o p(X | §X”)p(S¥™

U,v) (4.25)

ce qui permet d’obtenir

n P k 6” k
p(S¥" | X% UV, 0) H H ) (:cij - Zsf]> exp (Z ( 1755, log(uspve;) — 055 log T'(sf; + 1)))
L - =

i=1j=1 1 (=1
(4.26)
et d’identifier ainsi un produit de lois multinomiales :
obs
p(SX XObstvvg HHM( ZJ? (RN z]) 5”:52]7 (ngv"'vpfj)> (427)
i=1j=1
ot les probabilités pfj sont données par
UipVej

pfj: , £=1,... k.

k
D g Wit Ve
Les lois conditionnelles a posteriori des coefficients du paramétre U sont déterminées & partir des
relations de proportionnalité suivantes :

p(U | X%, 8 V,0) oc p(X°*, S U,V | 0) o p(U | 0")p(S**" | U, V) (4.28)
ce qui donne
n k p
p(U ‘ ‘Xvobs7 SXObsﬂ ‘/’ 0) o< H H exp UM( Z 5”1)@]) (au -1+ Z (51']'85]-) IOg Uiy (429)
i=10=1 j=1
et permet d’identifier un produit lois gamma :
n k
p( | X, 8% V,0) = [T 19 (uie: ot 8%) (4.30)

i=14=1
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ol ajp = a* + Z 61] ij i = (au/bu + Zj 52'1'”51')71

De méme les lois conditionnelles a posteriori des coefficients du paramétre V' sont a partir des relations
de proportionnalité suivantes :

p(V | X 8% U,0) o p(X ¥, 8% U,V | 6) < p(V | §°)p(S**"

U, V), (4.31)

ce qui donne de fagon plus explicite

kK p v n n
p(V | X0bs, Sxm, U,0) x H H exp <_’Uéj (ZT + Z(Sijuie) + (a” -1+ Z(Sijsfj) log Wj) (4.32)
i=1

0=1j=1 i=1
et aussi d’identifier un produit de lois gamma :

k p

p(V [ X5 0.6) = [T T1 6 (vess oty . B (4.33)

=15=1
ot ap; =a’+ 37, 8ijst s Bl =(at/b 43 Sijuie) L.

Une fois les lois a posteriori conditionnelles déterminées nous pouvons établir I’échantillonneur de
Gibbs qui en découle (algorithme 14).

Données : La matrice de données X et les valeurs des hyper-
parameétres a*, b%, a? et bY.

Résultat : Les estlmatlons U et V des matrices parameétres U et V.

Initialisation : ugg) ~ Gug; a*,b*/a™) et v( )~ G(vgj 3 a”,b"/a") ;

pour t del a tyax faire

Simulation des variables auxiliaires S ;

pour i de 1 an et j de 1 a p faire

pour ¢ de 1 a k faire

(t) (t 1) (t 1)

Z (t— 1) (t 1) )
/=1 ze/ Yot

pZ]
fin

. 1,(t k,(t
p;jk( ) — (p”( )7 o ’pij( )) ;
Slljk(t) ~ M < ” ) (51]-T7,] 9 pzljk(t)) )
fin
pour ¢ de 1 an et j de 1 ap faire

pour £ de 1 a k faire
Simulation des coefficients de U ;

O‘E(t) =a"+ ), 0is 1]() ;
= (a”/b“ +2 51‘;‘”8_1))_1 ;
uy) ~¢ (uiZS a?g(t),ﬁfg(t)> :
Simulation des coefﬁcients de V ;
a}’j(t) =a"+3, 513 b 0

By = (a”/b” +2 %‘u%)) ;
v,(1 v,(t .
Ué]) g (Ufj ; a[j( )7 55]( )) )

fin

fin
fin

Algorithme 14 : Echantillonneur de Gibbs associé au modéle Poison-Gamma.
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Les paramétres inconnus dans cet algorithme sont les hyperparamétres du modéle, a*, b%, av, bV. 11
convient donc de les estimer avant de ’exécuter.

4.3.2 Estimation des hyperparamétres du modéle

Les hyperparamétres du modéle Poisson-Gamma sont décrits par § = (a*, b%,a”,b"). Dans une op-
tique bayésienne empirique, ceux-ci sont estimés en effectuant une approximation variationnelle de la
log-vraisemblance marginale des données observées log p(X°% | ), puis en calculant le maximum de la
fonction approchée [34, 100, 29, 32, 33]. La méthode que nous utilisons est inspirée d’algorithmes dé-
veloppés dans plusieurs travaux antérieurs, notamment par Cemgil (2009) [29]. Les détails des calculs
peuvent étre trouvés dans cette référence bibliographique. Nous résumons les étapes principales de la mé-
thode d’estimation des hyperparamétres ci-dessous. Tout d’abord, la log-vraisemblance marginale peut
étre minorée de la maniére suivante :

p(X°0%, 8% U,V |0)

1 X510y >E, |1
PO = B 08 g T X 0)

(4.34)

ot I'espérance E,[.] est calculée par rapport & une loi instrumentale, q(SX°** U,V |X° 6). Cette derniére
est déterminée de sorte & approcher la loi a posteriori au sens de la divergence de Kullback-Leibler.
Le membre de droite dans (4.34) est appelée borne variationnelle. L’idée développée dans la méthode
variationnelle empirique (Bihop, 2006 [100]; Cemgil, 2009 [29]) est d’approcher, par le biais de cette
borne que nous notons By [q(SX*"*, U,V | X 6)], la log-vraisemblance marginale. Notons que nous
avons D’égalité dans (4.34) lorsque la loi instrumentale ¢(S**, U,V | X%, ) est égale a la loi a posteriori
p(SX°"*, U,V | X%, 6). L’approximation (par une expression analytique) de cette derniére permet ainsi
d’approcher log p(X°** | §) par la fonctionnelle B, [¢(S*”, U,V | X%, 6)] qui est plus facile & manipuler
et sur laquelle des méthodes d’analyse comme la maximisation sont possibles. Maximiser cette quantité
comme fonction de 6 reviendra aussi & maximiser la log-vraisemblance marginale. L’approximation de la
loi a posteriori repose sur un produit de loi marginales

q(S¥ UV | X% 0) = q(S¥° | X, 0)q(U | X, 0)q(V | X%, 6), (4.35)

ou les facteurs sont déterminés a partir des équations de mise & jour suivantes :

xobs obs (t+1) obs xobs

q(S*|1X°%,0) X exp (<log P(X°%, 8%, U, V‘g)>q(U|X0bs)0)(t)q(V|Xobs)0)@) ) (4.36)
obs (t+1) obs qxobs

q(U| X, 0) x eXp(<logP(X S ,U,V\9)>q(sxmlXDbsﬂ)(tH)q(lemﬁ)(t)) (4.37)
obs (t+1) obs i xobs

avIx, )" o exp ((log P(X. 5 ,U,V\9)>q(sxobslXDbsﬂ)(,,mq(leobs79)(”1) Ya38)

avec {.) p L désignant I’espérance suivant la loi q. Les lois marginales sont déterminées par une procédure

itérative aboutissant a une approximation de la loi a posteriori p(S¥*, U,V | X%, ). Puis par analogie
a lalgorithme EM (Espérance-Maximisation) la fonction By[q(SX*"*, U,V | X%, 6)], approchant la log-
vraisemblance log p(X°% | 6) est décomposée en une somme de deux quantités dont celle d’intérét est
I’espérance

Q(0; 01) =B, [logp(X°, $¥ U,V |9)} . (4.39)
ot ¢ = q(SX**, U,V | X°b ). La maximisation de cette espérance en la variable et la réévaluation

de l'espérance avec le maximum trouvé, de fagon itérative engendre une suite (Q(t))t qui converge vers
un maximum local de la log-vraisemblance marginale log p(X°% | #). L’espérance dans (4.39) est alors

1. Parfois pour des commodités d’écriture, nous utiliserons la notation (X) ! la place de celle traditionnelle
Eq(X).
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exprimée comme suit :

Q(6;0M) = Z Z dij Z ( — Ey0 [wie] Eqeo [ve;] + Eqeo [85]E o) [log wie]
(2

4

+Eq [Sfj]Eqm [log ve;] — Eqo [log F(Sfj + 1)])

+ Z Z i By [log 6 (x5 — Z ng)}
i g ¢

a b
+3 % ((a“ — D)E, o [log tte] — T By ] — log T (a") — a” log (Tu)
i 4

v U

v a v v b
+ E E ((a - 1DE,» [log ve;] — b—vK(t) [vgj] —logT'(a”) — a” log 9)
2]

ot 6(x) est la fonction de Kronecker. L’estimation des hyperparamétres consiste alors a résoudre itérati-
vement le probléme de maximisation suivant :

0+ = arg max QO ; 61). (4.40)

Lors d’expériences préliminaires, nous avons obtenu de meilleurs résultats lorsque les paramétres de
forme étaient fixés & des valeurs garantissant la parcimonie (valeurs inférieures a 1, fixées & a” = 0.8 et
a* = 0.5 dans nos calculs). Dans ce cas, le travail d’estimation des hyperparamétres se simplifie et se
raméne & Pestimation des moyennes, b* et bV, des lois a priori. Le probléme (4.40) revient alors & mettre
a jour b* et b¥ de la maniére suivante :

pus(t+1) — - Z ZEqm [wie] »

=1 (=1

et

kE p
1
pus(t+1) _ Fp Z ZEqm [vgj] -

=1 j=1

L’algorithme est exécuté avec plusieurs valeurs initiales b%(9) et b:(9) Les estimations donnant la valeur
la plus élevée de la borne variationnelle sont retenues pour lancer ensuite ’algorithme de Gibbs. Notons
que I'approximation variationnelle fournit aussi des estimations des matrices latentes U et V', mais nous
avons observé que ces estimations étaient moins bonnes que celles données par 1'algorithme de Gibbs.

4.3.3 Algorithme de reconstruction automatique

L’algorithme que nous développons ici, et nommons PGNMF' (Poisson-Gamma Nonnegative Matrix
Factorization, est celui de reconstruction automatique de données. Son principe repose, d’abord, sur le
retrait de fagon délibérée d’une certaine proportion de données d’un jeu complet de nature discréte, suivant
un mécanisme ignorable, en I'occurrence ici le mécanisme MCAR. Ensuite procéder a sa reconstruction
par le biais de Palgorithme qui repose essentiellement sur I’échantillonneur de Gibbs (Algorithme 14).
Le retrait de données se fait de fagon artificielle, par la considération de la matrice binaire § évoquée
dans la description du modéle. Rappelons que pour celle-ci un coefficient d;; qui vaut 0 correspond a
une donnée z;; qui est manquante, alors que quand il vaut 1 la donnée associée est observée. Alors le
mécanisme MCAR que nous proposons repose sur une loi de Bernoulli B(p), avecp=1-met 0 <7 <1
qui désignera le pourcentage de données manquantes (c’est-a~dire les non-réponses dans le questionnaire).
La matrice indicatrice de réponses/non-réponses § est alors générée suivant la loi cette loi de Bernoulli.
La description de l’algorithme PGNMF est faite ci-dessous (Algorithme 15).

4.4 Reésultats

La mise en ceuvre pratique de notre algorithme PGNMF demande d’observer, pour I’échantillonneur
de Gibbs associé, une période de chauffe (burn-in) comprenant entre 100 et 300 cycles de mise & jour des
paramétres avant d’entrer dans une phase stationnaire. La période de chauffe est suivie de 1500 & 2000
cycles de mise a jour pour calculer les estimateurs (moyennes a posteriori empiriques). La performance
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Données : Matrice, X, de données discrétes et positives.
Résultat : Matrice imputée Impute(UV).
1. Lancer I’échantillonneur de Gibbs (Algorithme 14);

2. Observer une période de chauffe (burn-in) pour permettre a l’algorithme
d’entrer dans sa phase stationnaire ;

3. Puis opérer N cycles de mise a jour en stockant pour chacun des paramétres U et V,
les multiples matrices générées, v, UWN) et v (),

4. Calculer les valeurs estimées et reconstruire la matrice originale X.
. Calculer les estimations des moyennes a posteriori U et V;

. Reconstruction de la matrice X par le produit matriciel, plus précisément

X ~ Impute(UV), ou Impute(.) est une fonction qui rend une copie de X

et ou les données manquantes sont complétées par les coefficients correspondant
dans la matrice UV ;

5. Procédure de « conversion en entiers » des données imputées qui sont trés souvent
des décimaux :

. Les coeflicients décimaux de [ mpute(U V) sont ré-échantillonnés en leur
attribuant I’entier le plus proche proportionnellement & la décimale de la
valeur imputée;

. Pour éviter la création de données non-présentes (qui sont du reste en pourcentage
trés faible) dans le jeu initial, les valeurs en dehors du rang (valeurs entre 1 et 5)
sont ramenées aux valeurs minimales et maximales respectivement;

Algorithme 15 : Imputation par PGNMF.

de notre algorithme de reconstruction automatique PGNMF est évaluée a travers deux critéres, et est
comparée a celle plusieurs autres méthodes. Il s’agit des procédures d’imputation précédemment étudiées
au chapitre 3 (sect. Etat de art) : la méthode espérance-maximisation sous le modeéle poissonien de don-
nées augmentées PEM, la méthode de factorisation matricielle pondérée ANLS-WNMEF, mais que nous
nommerons ici simplement WNMF), la procédure missForest que nous nommerons MissF, ’analyse facto-
rielle MIMCA et les méthodes naives d’imputation. Ces derniéres citées sont les méthodes d’imputation
par la moyenne (Moy), par la médiane (Med), par le mode (Mod) et la procédure LOCF.

4.4.1 Critéres d’évaluation

Les deux critéres qui permettent d’évaluer les performances des différentes méthodes sont la racine
de lerreur quadratique moyenne, RMSE (root mean square error) et la divergence de Kullback-Leibler,
Dy, moyenne.

Le critéere RSME mesure la différence entre les valeurs reconstruites et celles observées dans la matrice
originale (compléte).

1 )2
RMSE = |+ > (Vec(X)T; _ Vec(X)i)

i=1

ot X = Impute(UV), et Vec(X); et Vec(X); représentent respectivement les N valeurs retirées de la
matrice originale et les N valeurs correspondantes dans la matrice reconstruite. Le critére RMSE est trés
souvent utilisé pour évaluer les méthodes de reconstruction matricielle en apprentissage automatique lors-
qu’il s’agit, par exemple, d’évaluer des systémes de recommandation. C’est un critére classique utilisé en
imputation ou en prédiction de données. Il mesure ici la qualité globale de la reconstruction automatique
sur I’ensemble des 42 items.
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Le critére Kullback-Leibler Dy, lui, évalue la perte d’information sur chaque variable reconstituée.
En effet outre le calcul des scores effectué pour chacune des douze (12) dimensions du HSOPSC (Sorra
et Nieva, 2004 [91]) 'analyse des données de enquéte peut aussi se présenter sous la forme d’un compte-
rendu dans lequel les histogrammes des réponses aux questions sont discutées séquentiellement item par
item. Ce qui justifie notre intérét pour cette second critére qui est introduit dans le but de refléter une
des pratiques mises en ceuvre lors de ’analyse des résultats d’un tel questionnaire en santé publique.
Nous utilisons la divergence de Kullback-Leibler pour estimer la perte d’information induite par la re-
construction des histogrammes de réponse a chaque item du questionnaire. Pour un item particulier, la
divergence de Kullback-Leibler est définie de la maniére suivante

J
Dy (PIQ) = p;log(p;/g;)

j=1

oul P représente la loi empirique des réponses codées dans le questionnaire complet et () représente la loi
empirique des réponses codées dans le questionnaire reconstruit, .J étant le nombre de choix possibles. La
mesure finale, que nous considérons ici, est la moyenne des valeurs de divergence calculées pour chacun
des p items du questionnaire.

La divergence Dy, mesure la qualité de reconstruction des lois marginales de la matrice originale,
tandis que ’erreur RMSE peut tenir compte des structures de corrélation existant dans la matrice origi-
nale.

4.4.2 Reésultats sur données simulées

Dans un premier temps, les différentes méthodes sont évaluées sur des données synthétiques, simulées
a partir le modeéle génératif Poisson-Gamma présenté dans la section 4.2.2 (Eq. (4.13)). L’idée ici est de
simuler des données trés proches de celles du questionnaire HSOPSC & partir de notre modéle génératif.
Cependant vouloir obtenir des entiers exclusivement entre 1 et 5 a été difficile pour nous. C’est pourquoi
nous avons trouvé un compromis jusqu’au rang 7, c’est-a-dire des entiers entre 1 et 7, avec un rejet des 0.
Le rejet des 0 introduit donc un léger biais qui se apparaitra dans les résultats. Ainsi les coeflicients des
matrices U et V ont été tirés aléatoirement et indépendamment suivant les lois Gamma G(u ; 65,0.8/65)
et G(v; 50,0.7/50) respectivement, avec un nombre de facteurs fixé & k = 2. Finalement les données syn-
thétiques sont supposées tirées sur un échantillon de n = 1500 individus sur lesquels 'intérét a porté sur
p = 30 variables. Le travail de reconstruction est effectué sur une série de huit matrices dont les données
sont artificiellement retirées suivant un pourcentage m de 10% a 80%, sous le mécanisme MCAR déja dé-
fini. Toutefois une légére contrainte veillant & garder, pour chaque variable, au moins une valeur non nulle
a été introduite. Donc 'hypothése qu'un méme item n’a été répondu par tous les individus est ici & écarter.

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%

loct 1.2130 1.2185 1.2186 1.2037 1.2139 1.2080 1.2016 1.2082
med 1.0559 1.0515 1.0526 1.0576 1.0499 1.0636 1.0553 1.0548
missf 1.0478 1.0483 1.0513 1.0834 1.1086 1.1306 1.1644 1.2101
pem 0.9761  0.9805 0.9781 0.9837 0.9843 0.9945 1.0023 1.0241
pgmnf 0.9780 0.9791 0.9778 0.9821  0.9778  0.9838  0.9818  0.9889
wnmf 0.9969 0.9964 0.9983 1.0043 1.0135 1.0247 1.0424 1.0592
mimca® | 0.9726  0.9733  0.9753  0.9819  0.9835 0.9987 - -

TABLE 4.2: Données simulées a partir du modéle Poisson-Gamma. Evaluation de erreur de reconstruc-
tion (RMSE) en fonction du taux de données supprimées. *L’algorithme n’a pas convergé pour les taux
70-80%. Les valeurs pour les taux 10-60% ont été obtenues en augmentant la valeur du paramétre de
régularisation a 100.

Pour les matrices simulées selon le modéle Poisson-Gamma, les valeurs de RMSE varient entre 0.973
(MIMCA) pour un taux de suppression de 10% et 1.210 (MissF') pour un taux de suppression de 80%
(Table 4.2). Comme attendu, les méthodes naives présentent les performances les plus faibles. Les al-
gorithmes reposant sur la factorisation matricielle (PEM, PGNMF, WNMF et MIMCA) obtiennent les
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valeurs de RMSE les plus basses. Une faible variabilité des erreurs de reconstruction est observée pour
I’ensemble de ces méthodes. La méthode MIMCA obtient les meilleures performances pour des taux de
suppression d’items situés entre 10% et 40% avec des valeurs de RMSE situées entre 0.9726 et 0.9819.
L’algorithme PGNMEF obtient les meilleurs résultats lorsque le taux de suppression est plus important.
Pour des taux compris entre 50% et 80%, les valeurs de RMSE pour PGNMF se situent entre 0.9778 et
0.9889 (Table 4.2).

Concernant la divergence de Kullback-Leibler, les valeurs moyennées sur les 30 items varient entre
0.002 (PGNMF') pour un taux de suppression de 10% et 0.489 (Med) pour un taux de suppression de 80%
(Table 4.3). A nouveau, les méthodes naives présentent des performances plus faibles que les méthodes
matricielles. La méthode PGNMF obtient les meilleures performances pour des taux de suppression situés
entre 10% et 30% avec des valeurs situées entre 0.002 et 0.012. L’algorithme MissF obtient les meilleurs
résultats lorsque le taux de suppression est plus important. Pour des taux compris entre 40% et 80%, les
valeurs de divergence pour MissF se situent entre 0.018 et 0.057 (Table 4.3). Relativement aux méthodes
de reconstruction précédentes, les résultats des simulations mettent en évidence les bonnes propriétés de
reconstruction matricielle de 'algorithme PGNMF et valident son implémentation numérique.

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%

moy 0.0039 0.0136 0.0273 0.0525 0.0790 0.1181 0.1707 0.2450
med 0.0051 0.0189 0.0411 0.0789 0.1249 0.1912 0.3038 0.4891
missf 0.0028 0.0091 0.0167  0.0183  0.0179  0.0203  0.0339  0.0570
pem 0.0038 0.0128 0.0257  0.0484 0.0675 0.0934 0.1186 0.1313
pgmnf 0.0018  0.0060  0.0117  0.0244 0.0348 0.0581 0.0942 0.1589
wnmf 0.0032 0.0106 0.0198 0.0373 0.0471 0.0640 0.0698 0.0702
mimca® | 0.0040 0.0137 0.0274 0.0539 0.0866 0.1227 - -

TABLE 4.3: Données simulées a partir du modéle Poisson-Gamma. Evaluation de la divergence de
Kullback-Leibler en fonction du taux de données supprimées. *L’algorithme n’a pas convergé pour les
taux 70-80%. Les valeurs pour les taux 10-60% ont été obtenues en augmentant la valeur du paramétre
de régularisation a 100.

4.4.3 Reésultats sur données réelles : questionnaire HSOPSC

Dans un second temps, nous avons évalué la possibilité de reconstruire automatiquement des ques-
tionnaires réduits obtenus & partir de 'enquéte HSOPSC effectuée entre avril 2013 et septembre 2014
a I'hopital universitaire de Grenoble. Une analyse par ACM (Analyse des Correspondances Multiples)
des données du questionnaire a tout d’abord été effectuée aprés une imputation des données manquantes
utilisant la méthode de Josse et Husson (2016) [42] (Figure 4.2). Le diagramme des variances a permis
de mettre en évidence trois axes principaux dans les données. Dans la suite de 1’étude de simulation,
nous avons utilisé k = 3 facteurs pour ’ensemble des méthodes reposant sur la factorisation matricielle
(méthodes PEM, PGNMF, WNMF, MIMCA). Afin de quantifier la perte d’information liée a la recons-
truction automatique du questionnaire, nous avons calculé la corrélation entre les premiers axes principaux
de la matrice disjonctive originale et ceux des tableaux de probabilités des matrices reconstruites a partir
de données masquées (Josse et Husson, 2016 [42]). Les valeurs obtenues pour des répliques par bootstrap
du jeu de données montrent que la variabilité est faible. Pour un questionnaire de type HSOPSC, les
résultats indiquent qu’il est possible de restituer une part importante de I'information manquante lorsque
de grands nombres d’items sont aléatoirement supprimés. Ce résultat justifie les valeurs élevées des taux
de suppression considérés dans le reste de notre étude.

Selon le critére RMSE, les valeurs de performance varient entre 0.950 (MissF') pour un taux de
suppression de 10% et 1.3354 (LOCF') pour un taux de suppression de 80% (Table 4.4). Les méthodes
naives présentent des performances plus faibles que les méthodes factorielles. La méthode WNMF obtient
les meilleures performances pour des taux de suppression situés entre 20% et 30% (valeurs de RMSE
situées entre 0.9737 et 0.9829). L’algorithme PGNMF' obtient les meileurs résultats lorsque le taux de
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FIGURE 4.2: Gauche :
multiples des données du questionnaire HSOPSC. Droite : Perte de variance expliquée par les 3 axes
principaux lorsque des données sont masquées. Les lignes pointillées correspondent aux pourcentages 5%
et 20%. Les boites correspondent aux valeurs obtenues par bootstrap a partir du jeu de données original.
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suppression est supérieur ou égal & 40% (valeur de RMSE situées entre 0.9866 et 1.0220, Table 4.4). Notons
la proximité des résultats des algorithmes PGNMF et PEM (Figure 4.3) qui traduit la “ similarité” des
deux modélisations sous-jacentes. Rappelons que ces derniéres s’appliquent sur la méme vraisemblance
de loi de Poisson.

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%
locf 1.3117 1.3066 1.3083 1.3057 1.3076 1.3144 1.3268 1.3354
moy 1.0522 1.0443 1.0494 1.0475 1.0508 1.0477 1.0483 1.0482
med 1.0073 1.0136 1.0180 1.0208 1.0239 1.0185 1.0171 1.0220
mod 1.0902 1.0993 1.1063 1.0984 1.1098 1.1037 1.0982 1.0856
missf 0.9500  0.9819 1.0090 1.0223 1.0551 1.0971 1.1374 1.2034
pem 0.9750 0.9819 0.9881 0.9874 0.9918 0.9994 1.0094 1.0343
pgmnf 0.9746 0.9815 0.9874  0.9866  0.9908  0.9973  1.0052  1.0220
wnmf 0.9607  0.9737  0.9829  0.9891 1.0009 1.0272 1.0586 1.1234
mimca 0.9807 0.9880 0.9956 0.9974 1.0001 1.0031 1.0093 1.0255

TABLE 4.4: Questionnaire HSOPSC. Erreur de reconstruction RMSE en fonction du taux de données

supprimeées.
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RMSE sur données réelles (HSOPSC)
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FIGURE 4.3: Questionnaire HSOPSC. Représentation graphique de la performance des méthodes de
reconstruction automatique (RMSE) en fonction du taux de données supprimées.

Selon le critére de divergence de Kullback-Leibler, les valeurs de performance varient entre 0.0003
(MissF') pour un taux de suppression de 10% et 0.6964 (Med) pour un taux de suppression de 80%
(Table 4.5). La méthode MissF et WNMF obtient les meilleures performances pour I’ensemble des taux
de suppression (valeurs de divergence situées entre 0.0003 et 0.0214). L’algorithme PGNMF obtient des
résultats presque similaires & ceux de PEM mais moins bonnes que ceux des autres méthodes factorielles
WNMF et MIMCA. Cependant lorsque le taux de suppression est faible (entre 10% et 30%) les écart
entre les méthodes factorielles sont minimes (Figure 4.4).

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%
locf 0.0024 0.0075 0.0143 0.0228 0.0321 0.0432 0.0550 0.0693
moy 0.0046 0.0174 0.0404 0.0722 0.1163 0.1776 0.2656 0.4107
med 0.0081 0.0313 0.0714 0.1262 0.2022 0.3086 0.4641 0.6964
mod 0.0075 0.0292 0.0660 0.1169 0.1930 0.2951 0.4293 0.6659
missf 0.0003 0.0012 0.0026 0.0044 0.0061 0.0089 0.0131 0.0214
pem 0.0021 0.0085 0.0197 0.0340 0.0549 0.0764 0.1014 0.1228
pgmnf 0.0021 0.0085 0.0196 0.0337 0.0548 0.0763 0.1015 0.1266
wnmf 0.0015 0.0057 0.0126 0.0217 0.0331 0.0405 0.0492 0.0473
mimca 0.0017 0.0068 0.0155 0.0269 0.0441 0.0635 0.0880 0.1143

TABLE 4.5: Questionnaire HSOPSC. Divergence de Kullback-Leibler en fonction du taux de

données supprimées.
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FIGURE 4.4: Questionnaire HSOPSC. Représentation graphique de la performance des méthodes
de reconstruction automatique (Divergence de Kullback-Leibler) en fonction du taux de données
supprimées.

4.4.4 Résultats sur répliques boostrap

Nous avons effectué cing (05) répliques boostrap a partir des réponses du questionnaire HSOPSC
original pour compléter notre étude. L’idée ici a été de créer cing autres questionnaires virtuels HSOPSC
plus ou moins similaires & ’original afin de voir le comportement notre algorithme PGNMF par rapport
aux autres. Il s’agissait alors de voir si les tendances dans le HSOPSC original se confirmeraient ou non.
Ainsi par le biais du critére RMSE nous avons comparé sur chacune des répliques les erreurs de recons-
truction des méthodes les plus performantes. Alors notre algorithme PGNMF est comparé aux autres
méthodes factorielles, PEM, WNMF et MIMCA, et & la méthode d’apprentissage automatique MissF.

Les résultats obtenus ont montré que l'algorithme PGNMF a donné les meilleures performances
RMSE pour I’ensemble des huit (08) matrices de données manquantes construites a partir de chacune des
répliques boostrap. Remarquons également comme ’on pouvait s’y attendre la proximité de ses résultats
avec la procédure PEM. Nous donnons ici les résultats pour deux (02) répliques boostrap seulement, les
résultats complets étant donnés en annexe.

Boostrap 1
10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%
missf 1.2336 1.2316 1.2332 1.2424 1.2733 1.3101 1.3474 1.3865
pem 1.1208 1.1195 1.1265 1.1339 1.1373 1.1460 1.1582 1.1869

pgmnf 1.1211 1.1196 1.1259 1.1329 1.1354 1.1431 1.1524 1.1726

wnmf 1.1563 1.1610 1.1712 1.1853 1.2002 1.2281 1.2652 1.3395

mimca 1.4672 1.4658 1.4689 1.4688 1.4699 1.4718 1.4784 1.4888

TABLE 4.6: Performances de différentes méthodes d’imputation par le biais du RMSE en fonction
du taux de non-réponses sur la réplique boostrap 1.
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FI1GURE 4.5: Performances suivant le critére RMSE sur la réplique boostrap 1.

Boostrap 2
10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%
missf 1.2361 1.2395 1.2411 1.2568 1.2758 1.2930 1.3370 1.3887
pem 1.1232 1.1264 1.1278 1.1316 1.1369 1.1482 1.1615 1.1894
pgmnf 1.1228 1.1257 1.1270 1.1307 1.1353 1.1451 1.1556 1.1748
wnmf 1.1594 1.1655 1.1761 1.1881 1.2028 1.2310 1.2718 1.3434
mimca 1.4720 1.4750 1.4711 1.4736 1.4740 1.4751 1.4822 1.4899

TABLE 4.7: Performances de différentes méthodes d’imputation par le biais du RMSE en fonction
du taux de non-réponses sur la réplique boostrap 2.
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FIGURE 4.6: Performances suivant le critére RMSE sur la réplique boostrap 2.
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Conclusion

En utilisant les résultats d’une enquéte HSOPSC réalisée au centre hospitalier universitaire de Gre-
noble auprés de travailleurs médicaux, nous avons envisagé de réduire aléatoirement le questionnaire
destiné & évaluer la culture de la sécurité des patients afin d’augmenter son acceptabilité auprés du
personnel hospitalier. Nous avons estimé qu’une part importante de I'information contenue dans le ques-
tionnaire était redondante et pouvait étre restituée automatiquement. Nous avons délibérément masqué
une partie des réponses des participants, et comparé notre algorithme & plusieurs autres méthodes d’im-
putation de données manquantes pour reconstituer 'information masquée. Pour y parvenir, nous avons
décrit un modéle bayésien de factorisation matricielle pour I'imputation des données discrétes. Concernant
I’estimation des paramétres de ce modéle, nous avons proposé un nouvel algorithme d’échantillonnage de
Gibbs,précédé d’une implémentation d’une approche variationnelle pour les hyperparamétres.

Le chapitre a ainsi été articulé autour de quatre points majeurs.
D’abord nous avons montré comment le modéle proposé était de type NMF en donnant sont lien intrin-
séque avec la fonction-coiit divergence de Kullback-Leibler de la factorisation classique de Lee et Seung
(2001).
Ensuite nous avons décrit nos données d’application qui sont issues d’un questionnaire HSOPSC (CHU de
Grenoble, France). Nous avons également donné la description de notre modeéle bayésien NMF Poisson-
Gamma, sur lequel s’appuie I’approche que nous avons proposée.
Puis nous avons donné la méthodologie d’imputation sous ce modéle, en trois points. Dans un premier
temps nous avons spécifié ’échantillonneur de Gibbs associé au modéle, aprés aprés avoir bien identifié
les lois conditionnelles a posteriori. Dans un second temps, nous avons présenté une méthodologie d’es-
timation des hyperparameétres basées sur une approche variationnelle. Dans troisiéme temps, nous avons
décrit notre algorithme de reconstruction automatique.
Enfin les performances de notre algorithme PGNMF' ont été données en comparaison a d’autres méthodes
de factorisation matricielle, d’apprentissage automatique ou encore des méthodes naives. Les résultats de
ces évaluations ont été faites par le biais deux critéres : le RMSE et la Divergence KL.

Concernant I’enquéte HSOPSC de Grenoble, nous avons obtenu les résultats suivants. Les méthodes
naives de reconstruction automatique (imputation par la moyenne (moy), la médiane (med), le mode
(mod), la méthode locf) ont globalement donné les performances les plus basses par rapport aux deux me-
sures étudiées (RMSE et KL). Nous proposons donc leur non utilisation pour les taches de complétion de
données dans les questionnaires HSOPSC. A l'opposé les méthodes factorielles (PEM, PGNMF, WNMF,
MIMCA) et d’apprentissage automatique (MissF') ont présenté dans ensemble les performances les plus
élevées. Pour la reconstruction des histogrammes de réponses aux items, MissF' a donné les meilleurs résul-
tats. Les méthodes factorielles 'ont cependant remporté sur la méthode d’apprentissage automatique en
ce qui concerne le critére RMSE. Notre algorithme PGNMF a alors donné les meilleurs résultats surtout
lorsque le taux de données masquées est relativement élevé. Mieux qu’'une tendance confirmée les résultats
RMSE sur cing (05) répliques boostrap ont placé PGNMF comme meilleure procédure de reconstruction
automatique non seulement sur le questionnaire HSOPSC de Grenoble mais aussi des enquétes HSOPSC
virtuelles similaires. Le premier fait marquant est que les méthodes factorielles et celle d’apprentissage
automatique produisent des résultats satisfaisants, supérieurs aux méthodes naives traditionnellement
utilisées dans ce domaine. Le second fait marquant est distinction des algorithmes MissF et PGNMF.
Alors que le premier est plus performant en reconstruction des histogrammes marginales (critére KL), le
second lui 'emporte sur la mesure globale de 'erreur de reconstruction (critére RMSE). Pour une tache
de reconstruction automatique ou méme d’imputation de données d’un questionnaire HSOPSC il parait
donc souhaitable de les combiner.

En définitive, les méthodes de factorisation matricielles et la méthode d’apprentissage automatique
MissF permettent de reconstruire de grandes quantités de données supprimées de maniére efficace. Leur
utilisation lors d’enquétes médicales portant sur la culture de sécurité des patients permettrait d’envisager
une gestion optimisée des questionnaires hospitaliers. En effet, nos résultats suggérent que des enquétes
médicales similaires a celle effectuée & Grenoble pourraient étre réalisées en réduisant substantiellement
le nombre de questions posées a chaque travailleur médical avec une perte limitée des interprétations de
I’enquéte.



Conclusion générale

Cette thése a traité d’'un aspect trés actuel de la large problématique des données manquantes.
Il s’agit des non-réponses dans les questionnaires d’enquétes, en 'occurrence le questionnaire médical
HSOPSC. L’objectif général de notre travail a été de voir comment le questionnaire HSOPSC du centre
hospitalier universitaire de Grenoble presque complet (environ 1.8% de données manquantes originelles)
pourrait étre automatiquement reconstruit sans perte majeure de 'information, aprés avoir été délibé-
rément sous-échantillonné de maniére aléatoire. Ses motivations ont résidé a deux niveaux : (1) d’abord
répondre efficacement & un probléme de non-réponses qui se poserait pour d’autres questionnaires du
méme type, vu la nature et la grande taille du questionnaire, (2) ensuite, d’un coté, anticiper sur un
probléme de non-réponses sur un questionnaire HSOPSC donné, d’un autre, répondre a d’éventuelles
contraintes de cotts et/ou de durées des enquétes. En effet la premiére motivation a consisté & pouvoir
traiter en aval et de maniére assez efficiente des non-réponses qui pourraient étre dues & un probléme
d’acceptabilité, de la part de la cible, qui est surtout lié au volume du questionnaire (42 items). Ce
probléme pourrait alors conduire & un fort taux de données manquantes non voulues par la structure
de santé publique ayant soumis I’enquéte & son personnel. La seconde motivation a été d’une part de
proposer une anticipation de résolution d’un trés probable probléme de non-réponses. Il s’est agit alors
d’une proposition d’augmentation de 'acceptabilité du questionnaire par sa réduction et sa spécification
individuelle. D’autre part elle a été de proposer une alternative a d’éventuels problémes de cotits liés a
la collecte de données et/ou a des durées d’enquétes relativement longues (19 mois pour le questionnaire
HSOPSC de France, Grenoble). Ainsi les préoccupations qui sous-tendent cette seconde motivation de
notre travail ont pour point commun le sous-échantillonnage en amont du questionnaire. En effet, la
structure en santé publique qui s’auto-administrerait un questionnaire type HSOPSC, pourrait le réduire
tout en 'individualisant aléatoirement avant de le soumettre & son personnel. Alors la collecte de données
sur le HSOPSC ainsi sous-dimensionné, verrait son cotit et sa durée réduits proportionnellement au taux
de retrait des items. Les non-réponses seront alors en majorité dues aux questions non soumises.
L’algorithme PGNMF que nous avons développé pourrait alors étre utilisé, soit pour effectuer une tache
d’emputation dans le cas général, soit un travail de prédiction, dans le cas particulier du questionnaire
sous-échantillonné, des réponses qui auraient été données si le questionnaire avait été entiérement sou-
mis. Dans cette tache de reconstruction automatique de ’algorithme PGNMF 1'aspect auquel nous nous
sommes intéressé a été la mesure de la perte d’information, en ce sens que la valeur imputée n’est pas
toujours égale a la vraie valeur manquante ou retirée. Deux critéres ont alors été retenus : la mesure
d’erreur RMSE et la divergence de Kullback-Leibler.

Pour mener & bien ce travail de reconstruction automatique, nous avons choisi une approche de fac-
torisation matricielle NMF dans un cadre de modélisation bayésienne. Le modéle bayésien NMF Poisson-
Gamma que nous avons proposé, a notre connaissance, n’avait été appliqué que pour la reconstruction
d’images de faces humaines dégradées suivant un axe vertical, (Cemgil, 2009 [29]). Son usage pour une
tache d’imputation de questionnaire, spécifiquement de reconstruction automatique de questionnaire mé-
dical HSOPSC, n’a jamais été constaté auparavant. Ce qui, avec ’algorithme de reconstruction proposé,
a constitué la particularité de notre travail, parmi la multiplicité et la diversité des modéles NMF et de
leurs applications.

Cette thése a été articulée autour de quatre chapitres répartis en deux parties. La premiére a constitué
les préliminaires et contenu les deux premiers chapitres visant familiariser dans un premier temps le
lecteur avec la modélisation bayésienne d’un coté et la théorie sur la factorisation de matrices positives
NMF. La seconde a constitué les deux derniers chapitres, dont le troisiéme a étudié la problématique des
données manquantes issue de questionnaires ainsi que 1’état de [’art sur la question. Enfin le quatriéme
chapitre considéré comme la méthodologie de résolution du probléme posé, a décrit notre modéle NMF
Poisson-Gamma, puis a donné les différentes étapes de la conception, la mise en ceuvre et les résultats de
performance de notre algorithme de reconstruction automatique PGNMF. Plus en détails le déroulement
des principales étapes de notre travail s’est effectué comme suit :

Le chapitre 1 a étudié quelques aspects principaux théoriques de la modélisation bayésienne. Il a été

114



CONCLUSION GENERALE 115

structuré en trois points majeurs. D’abord le paradigme bayésien s’appuyant sur une modélisation pro-
babiliste dans un cadre d’analyse statistique, décrit par une inférence bayésienne dont les spécificités sont
(1) la considération d’informations antérieurement acquises sous une modélisation par des lois a priori,
(2) Pactualisation de ces informations conditionnellement aux observations : calcul des loi a posteriori.
Ensuite la théorie de la décision dans le contexte de 'approche bayésienne a été donné; la décision ici
consiste en une action sur le(s) parameétre(s) du modéle. Cette action désigne, en fait, a Pestimation des
paramétres et dont la procédure optimale est déterminée & 'aide d’une fonction de cott. Enfin les mé-
thodes du calcul bayésien ont été données, notamment les méthodes Monte Carlo par Chaines de Markov
(MCMCQ) en Poccurrence la méthodologie de I’échantillonneur de Gibbs.

Le chapitre 2 a étudié la théorie quelques aspects pratiques de la factorisation de matrices positives.
Il a été articulé principalement en points. Dans un premier temps les algorithmes NMF classiques ont
été donnés, puis quelques variantes ont été étudié dans un second temps. En effet nous avons donné les
trois principales classes d’algorithmes classiques. La premiére désigne les algorithmes a régles de mises a
jour multiplicatives, MU (Multiplicative Update). Alors la formalisation du probléme NMF a évoqué des
aspects historiques donnés par les précurseurs Lee et Seung (1999 et 2001) [19, 20|, comme par exemple
la justification de la contrainte de positivité, par le fait que 'appréhension que I'on a d’une entité découle
de l'assemblage (ou sommation) de la conception que l'on a de ses différentes parties. La détermination
du couple de matrices positives dont le produit approxime une matrice de données positives a reposé
sur la considération de deux fonction-coiits classiques : la divergence de Kullback-Leibler généralisée et
le carré de la distance euclidienne. Pour finir les algorithmes et résultats de convergence ont été donnés.
La seconde classe est constituée des méthodes du gradient descente dont les algorithmes NMF découlant
se sont inspirés des procédures du gradient de descente appliquées sur une fonction différentiable définie
sur un espace hilbertien et a valeurs réelles. La derniére classe a été celle des algorithmes des moindres
carrés alternés, décrites par deux sous-classes : les algorithmes ALS et ANLS. Dans un second temps
nous avons étudié quelques variantes des algorithmes, en 'occurrence les algorithmes de factorisations
pondérées. Nous nous sommes intéressés a celles découlant des mises a jour MU et des algorithmes ANLS.
L’intérét porté sur ce type de variantes, est que la factorisation pondérée permet le traitement de données
manquantes qui a été abordé au chapitre suivant.

Le chapitre 3 a été consacré a I'étude de la problématique du sujet traité dans cette thése, qui est
celle des données manquantes ou plus précisément celle des non-réponses dans les questionnaires, et a
I’état de l'art sur la question. Il a été agencé en deux axes majeurs. Le premier a consisté a ’étude de la
typologie des données manquantes. Celle-ci est caractérisée & deux niveaux : d’abord par la configuration
des données manquantes donnant ainsi les trois structures étudiées (univariées, monotones et arbitraires),
puis par la nature du mécanisme de génération des données manquantes. Ce dernier type de caractérisation
de la typologie a été la formalisation des processus a l'origine de ’absence de données. Ainsi deux classes
de mécanismes sous-jacents se sont distinguées : les mécanismes ignorables et ceux non-ignorables. Les
premiers nommés sont constitués des mécanismes MAR selon lesquels les données manquantes le sont
aléatoirement alors que les données observées ne le sont pas aléatoirement, et MCAR selon lesquels les
données manquantes le sont aléatoirement et les données observées le sont aléatoirement. Les seconds
nommés sont spécifiés par les mécanismes de type MNAR, selon lesquels les données manquantes ne
le sont pas aléatoirement et les données observées également ne le sont pas aléatoirement. Le second
axe a consisté a I’é¢tude de I’état de 'art. Deux types d’études ont été notés dans la littérature. Il
s’agit des analyses sans imputation d’une part et des méthodes d’imputation d’autre part. S’agissant des
premiéres elles sont décrites par les inférences, en présence de données manquantes, sur des parameétres
de modéles statistiques, et par les analyses avec suppression de données. Les secondes méthodes sont
celles qui consistent & remplacer les données manquantes par des valeur d’estimation, suivant un principe
ou un modeéle donné. L’accent a été mis sur celles-ci, et particuliérement sur des méthodes a majorité
basées sur ’analyse factorielle, en I'occurrence la factorisation de matricielle, mais aussi sur une méthode
d’apprentissage automatique s’appuyant sur la technique de régression, et de quelques méthodes simples
dites naives. Les différents algorithmes résultant ont été comparé a la procédure PGNMF que nous avons
développée au chapitre suivant.

Enfin le chapitre 4 a développé notre méthodologie dédiée a la résolution d’un aspect de la large
problématique des données manquantes. Il s’est agit de la reconstruction automatique de non-réponses
dans un questionnaire de type HSOPSC. Ce chapitre a été structuré en quatre axes majeurs. D’abord
la justification du modéle de loi de Poisson a été faite en montrant, avec des aspects historiques, son
lien intrinséque, avec la fonction-coit divergence de Kullback-Leibler généralisée de Lee et Seung (1999
et 2001) [19, 20]. Ensuite les données d’application ont été présentées. Il s’agit de données issues d'un
questionnaire de type HSOPSC dont la description a été faite. En effet les données du questionnaire,
ont été recueillies en France au centre hospitalier universitaire de Grenoble en avril 2013 et septembre
2014, soit une durée de 19 mois environ. Le questionnaire est constitué de 42 items soumis & un per-
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sonnel de 3888 travailleurs. La technique de codage utilisée a été celle de Likert, avec une échelle & cing
niveaux donnant ainsi cing types de réponses possibles codées en valeurs entiéres de 1 & 5. Le modéle
Poisson-Gamma de factorisation NMF X ~ UV a également été décrit ou la loi de Poisson a été sup-
posée sur les données X alors que des distributions Gamma ont été imposées aux facteurs U et V, la
stratégie des lois a priori conjuguées (cf Chap. 1 sect 1.1.2.1). Pour compléter le modeéle la présence et
la prise en charge des données manquantes ont été caractérisées par I'introduction d’une matrice binaire
qui caractérise les données en réponses ou non-réponses. Puis notre méthodologie d’imputation a été
développé en s’appuyant sur un échantillonneur de Gibbs spécifié & partir de lois conditionnelles a poste-
riori dérivées du modéle. Les hyperparamétres ont été estimés par une approximation variationnelle de la
log-vraisemblance marginale puis une recherche du maximum de la fonction résultante. Alors I’algorithme
de reconstruction automatique PGNMF' été décrit, complétant ainsi des données artificiellement retirées
selon un mécanisme MCAR. Enfin les résultats de la reconstruction automatique ont été donnés. Deux
critéres ont servi a l’évaluation des performances de notre algorithme : le RMSE et la divergence de
Kullback-Leibler. Le premier nommé est une mesure globale de la qualité de la reconstruction. Le second
cité compare deux & deux les items correspondants entre ceux reconstitués et les originaux. Les perfor-
mances du PGNMF ont été comparées a celles des méthodes d’imputation étudiées au chapitre précédent.

Nous avons donc proposé dans cette thése un algorithme de reconstruction automatique qui s’ap-
plique des valeurs entiéres strictement positives, en 'occurrence les données du questionnaire HSOPSC
du CHU de Grenoble, sous un modéle bayésien NMF Poisson-Gamma. Ainsi la particularité de ’algo-
rithme PGNMF résultant est qu’il n’a, & notre connaissance, jamais été utilisé dans des travaux antérieurs
pour une tache d’imputation. Alors la question centrale a été d’évaluer Defficacité de 1’algorithme a tra-
vers la mesure de la perte d’information par le biais de deux critéres : la mesure RMSE et la divergence
de Kullback-Leibler (KL). Pour ceux-ci, en I'absence de valeurs de références absolues, Vefficacité du
PGNMF a donc été évaluée en comparaison d’autres méthodes. Il s’agit quelques structurées d’imputa-
tion récemment développées et partageant en commun avec notre algorithme le principe de la factorisation
matricielle (PEM, WNMF et MIMCA ), mais aussi d’un algorithme d’apprentissage automatique couram-
ment utilisé basé sur les techniques de régression des foréts aléatoires (MissF'), et de quelques méthodes
naives (imputation par la moyenne, (moy), la médiane (med), le mode (mod) et la méthode locf) souvent
utilisées dans les analyses de questionnaires médicaux incomplets.

Une premiére évaluation a été faite sur données synthétiques simulées a partir de notre modéle gé-
nératif Poisson-Gamma. Les méthode naives ont donné les valeur RMSE et KL les plus élevées, donc
inversément les performances les plus faibles. Les méthodes factorielles et d’apprentissage ont fourni les
meilleurs résultats. Comme on s’y attendait notre algorithme PGNMF a globalement donné les recouvre-
ments d’information les plus satisfaisants. Les quelques faiblesses notées sont du fait du biais introduit
lors de la génération méme des données.

Concernant ’enquéte HSOPSC de Grenoble, les méthodes naives de reconstruction automatique ont
globalement donné les performances les plus basses par rapport aux deux mesures d’erreurs étudiées
(RMSE et KL). A T'opposé les méthodes factorielles (PEM, PGNMF, WNMF, MIMCA) et d’apprentis-
sage automatique (MissF') ont présenté dans ensemble les performances les plus élevées. Pour la recons-
truction des histogrammes de réponses aux items, MissF a donné les meilleurs résultats. Les méthodes
factorielles 'ont cependant remporté sur la méthode d’apprentissage automatique en ce qui concerne le
critéere RMSE. Notre algorithme PGNMF a alors donné les meilleurs résultats surtout lorsque le taux de
données masquées est relativement élevé. Mieux qu’une tendance confirmée les résultats RMSE sur cing
(05) répliques boostrap ont placé PGNMF comme meilleure procédure de reconstruction automatique
non seulement sur le questionnaire HSOPSC de Grenoble mais aussi des enquétes HSOPSC virtuelles
similaires. Le premier fait marquant est que les méthodes factorielles et celle d’apprentissage automa-
tique produisent des résultats satisfaisants, supérieurs aux méthodes naives traditionnellement utilisées
dans ce domaine. Le second fait marquant est distinction des algorithmes MissF et PGNMF. Alors que
le premier est plus performant en reconstruction des histogrammes marginales (critére KL), le second lui
I'emporte sur la mesure globale de lerreur de reconstruction (critére RMSE).

En définitive, pour des travaux ultérieurs sur un questionnaire-type HSOPSC, comme celui du CHU
de Grenoble, nous proposons que les méthodes naives ne soient pas utilisées pour la reconstruction auto-
matique, ou l'imputation, ou la prédiction (c’est selon le contexte) des réponses manquantes aux items.
En outre il parait souhaitable de combiner les algorithmes MissF' et PGNMF suivant le critére de per-
formance que 'on met en avant. Le point faible de notre algorithme PGNMF demeure sur sa capacité a
reconstituer de maniére efficiente les histogrammes de réponses aux items du HSOPSC. Notons qu’a la
différence du RMSE; le critére divergence de Kullback-Leibler évalue non pas forcément et directement les
écarts de reconstruction mais plutdét compare les lois marginales des items originaux & ceux reconstruits.
Ce type d’analyse de la perte de 'information, par le critére KL, est souvent utilisé pour ce genre de don-
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nées médicales d’enquétes, d’ou la perspective d’amélioration de notre algorithme dans des travaux futurs.

Si nous considérons la mesure de la perte de I'information, calculée a travers la divergence de Kullback-
Leibler, sur les données simulées (Table 4.3), ot notre algorithme a présenté les meilleurs résultats jusqu’a
30% de données retirées, I’on peut entrevoir la possibilité d’une amélioration des performances de notre
algorithme sur les données du type HSOPSC et éventuellement d’autres questionnaires. En effet lors de la
construction de notre modéle nous avions opté pour une simplification en liant I’ensemble des coefficients
de chaque paramétre, c’est-a-dire que respectivement les coefficients des matrices U et V, ont la méme
loi gamma (cf. Chap.4, Eq. (4.17) et (4.18)). Cette construction des lois a priori, de la sorte, n’aidait
pas a bien prendre les relations entre variables (items) d’une part, et les similarités entre individus selon
les réponses données d’autre part. Dans ce cas une perspective d’étude serait alors de ne pas lier les
coefficients des paramétres du modeéle, mais de chercher les éventuels groupes entre individus par un
travail de classification non supervisée.
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Hospital Survey on Patient Safety

Instructions

This survey asks for your opinions about patient safety issues, medical error, and event reporting in your

hospital and will take about 10 to 15 minutes to complete.

If you do not wish to answer a question, or if a question does not apply to you, you may leave your answer blank.

An “event” is defined as any type of error, mistake, incident, accident, or
deviation, regardless of whether or not it results in patient harm.

“Patient safety” is defined as the avoidance and prevention of patient injuries
or adverse events resulting from the processes of health care delivery.

SECTION A: Your Work Area/Unit

In this survey, think of your “unit” as the work area, department, or clinical area of the hospital where you spend
most of your work time or provide most of your clinical services.

What is your primary work area or unit in this hospital? Select ONE answer.

|:| a. Many different hospital units/No specific unit

[ b. Medicine (non-surgical) O n. Psychiatry/mental health [ n. other, please specify:

[ c. surgery
|:| d. Obstetrics

[] e. Pediatrics

[] i. Rehabilitation

O j. Pharmacy

[] k. Laboratory

[ f. Emergency department [] 1. Radiology

O g. Intensive care unit (any type) O m. Anesthesiology

Please indicate your agreement or disagreement with the following statements about your work area/unit.

Strongly
Disagree Disagree Neither
Think about your hospital work area/unit... v v v
1. People support one another in this UNit .............evvviieiiiieiieeeeeeeeeeee, |:|1 |:|2 D3
2. We have enough staff to handle the workload............ccccccceeiviciiienee i, Dl Dz |:|3
3. When a lot of work needs to be done quickly, we work together as a O ] ]
team to get the WOrK dONE .........cocvviiieieienese e 1 2 3
4. In this unit, people treat each other with respect............ccccccvviiivivveiieenennn, |:|1 |:|2 D3
5. Staff in this unit work longer hours than is best for patient care................ Ell Dz |:|3

Agree

v

mp
[a
mp
mp
[a

Strongly
Agree
v

Os
Os
Os
Os
Os




SECTION A: Your Work Area/Unit (continued)

Think about your hospital work area/unit...

6. We are actively doing things to improve patient safety ............cccoccvevvnee,

7. We use more agency/temporary staff than is best for patient care ...........

8. Staff feel like their mistakes are held against them ..............ccccccveeiiinnnn,

9. Mistakes have led to positive changes here............ccccvvivieiiecnninc e,

10. It is just by chance that more serious mistakes don’t happen around
DI e e e

11. When one area in this unit gets really busy, others help out......................

12. When an event is reported, it feels like the person is being written up,
Lo L =N o] o] o] [=T o o SO

13. After we make changes to improve patient safety, we evaluate their
EffECHIVENESS ... e ——

14. We work in "crisis mode" trying to do too much, too quickly .....................

15. Patient safety is never sacrificed to get more work done .............ccccvvvee.n.

16. Staff worry that mistakes they make are kept in their personnel file .........

17. We have patient safety problems in this unit..........cccccccccoiviin e,

18. Our procedures and systems are good at preventing errors from
NAPPENING ...ttt

SECTION B: Your Supervisor/Manager

Strongly

Disagree Disagree Neither

v

[1.
[2
L.
[.
P
[1.
[1.
[z
[1.
[.
L.
[1.
[.

v

Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os

Agree
v

mp
mp
[a
mp
mp
[a
[a
[a
[a
mp
[a
[a
mp

Please indicate your agreement or disagreement with the following statements about your immediate

supervisor/manager or person to whom you directly report.

1. My supervisor/manager says a good word when he/she sees a job
done according to established patient safety procedures .............cccvveee.n.

2. My supervisor/manager seriously considers staff suggestions for
IMProving Patient SAfELY ........cooiiiieiiie e

3. Whenever pressure builds up, my supervisor/manager wants us to
work faster, even if it means taking shortCuts.............ccocccvveeiiicciiiene e,

4. My supervisor/manager overlooks patient safety problems that happen
OVEE AN OVET ...t e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s s e e s s e e e s s s nnnnnnees

Strongly

Disagree Disagree Neither

v

[,
[,
[,
[,

v

P
L.
2
L.

v

Os
Os
Os
Os

Agree
v

mp
[a
mp
[a

Strongly
Agree
v

Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os
Os

Strongly
Agree
v

Os
Os
Os
Os



SECTION C: Communications

How often do the following things happen in your work area/unit?
Some- Most of
Never Rarely times thetime Always

Think about your hospital work area/unit... v v v v v
1. W iven feedback about ch t into pl based t
ree are given feedback about changes put into place based on even 1, [, . [ .
POTES ..ot e et ee e
2. Staff will freely speak up if they see something that may negatively
AffECE PALENT CAIE .....v.veveceeeececeeeeeceeeee e, Ll p Os [ s
3. We are informed about errors that happen in this Unit ..............cccccceve..... A 1 O [ Os
4. Staff feel free to question the decisions or actions of those with more
Staf feel free to questi sions or act w 0. 0. O O O
Y ettt ettt ettt n et n ettt n e
5. In this unit, we discuss ways to prevent errors from happening again ...... 1. 1 O [ Os
6. Staff are afraid to ask questions when something does not seem right.... []1 B O O Os

SECTION D: Frequency of Events Reported

In your hospital work area/unit, when the following mistakes happen, how often are they reported?

Some- Most of
Never Rarely times thetime Always
v v v v v

1. When a mistake is made, but is caught and corrected before affecting
the patient, how often is this reported?..............ccoeeeeveveeeeeeeereeeeeeeeen, [ [ s [ s

2. When a mistake is made, but has no potential to harm the patient, how
Often iS thiS FEPOMEA? .........veeeeeeeeeceeeeeeeeee e, Ll p Os [ s

3. When a mistake is made that could harm the patient, but does not,
hOW Often iS thiS FEPOMEA? ...........cveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeee e, L L. Os [ Ls

SECTION E: Patient Safety Grade
Please give your work area/unit in this hospital an overall grade on patient safety.
[ [ [ L] [

A B C D E
Excellent Very Good Acceptable Poor Failing

SECTION F: Your Hospital

Please indicate your agreement or disagreement with the following statements about your hospital.

Strongly Strongly
Disagree Disagree Neither Agree Agree
Think about your hospital... v v v v v
1. Hospital management provides a work climate that promotes patient
" g P P P . 0O. Os O DOs
SATETY ..ttt
2. Hospital units do not coordinate well with each other.............ccccoevevuvee.n. A 1 O O O
3. Things “fall between the cracks” when transferring patients from one
UNIEEO ANOLNET ...ttt e st en s, L L. Os O O
4. There is good cooperation among hospital units that need to work
g P g nosp . 0O. Os O DOs

1000 =] {1 SRR



SECTION F: Your Hospital (continued)

Strongly
) ) Disagree Disagree Neither Agree
Think about your hospital... v v v v
5. Important patient care information is often lost during shift changes ........ 1, 1, O [
6. It is often unpleasant to work with staff from other hospital units .............. oA B O O
7. Problems often occur in the exchange of information across hospital
UNIES . .cocvvceeeeee s, g ............................................ p ........... Ll L1 Os [
8. The actions of hospital management show that patient safety is a to
o P g P y P . O Os [
PIIOTIEY 1ottt ettt ettt ettt ettt ettt et e st e b te et e ssese et et essenesbebebaebeebe e,
9. Hospital management seems interested in patient safety only after an
A0VErse EVENt NAPPENS.......c.cvcvveeeeeeeeeeeceeie e, [ mp Os [
10. Hospital units work well together to provide the best care for patients ..... 1, 1, O O
11. Shift changes are problematic for patients in this hospital......................... o B O O

SECTION G: Number of Events Reported

In the past 12 months, how many event reports have you filled out and submitted?

] a. No event reports ] d. 6 to 10 event reports
[ b. 1t0 2 event reports [ e. 11 to 20 event reports
[ c. 3t0 5 event reports [t 21 event reports or more

SECTION H: Background Information

This information will help in the analysis of the survey results.

1. How long have you worked in this hospital?

[Ja. Lessthan1 year 0 d.11t0 15 years
|:| b. 1to 5 years D e. 16 to 20 years
] C. 6to 10 years Ol 21 years or more

2. How long have you worked in your current hospital work area/unit?

[Ja. Lessthan1 year O d. 111015 years
Clb. 1t05 years [ e. 16 to 20 years
Cle. 6t010 years O+t 22 years or more

3. Typically, how many hours per week do you work in this hospital?

[a. Less than 20 hours per week [d. 60 to 79 hours per week
Cb. 20 to 39 hours per week [e. 80to 99 hours per week
Cc. 40to 59 hours per week [+t 100 hours per week or more

Strongly
Agree
v

Os
Os
Os
Os

Os
Os
Os



SECTION H: Background Information (continued)

4. What is your staff position in this hospital? Select ONE answer that best describes your staff position.

|:| a. Registered Nurse D j- Respiratory Therapist
Co. Physician Assistant/Nurse Practitioner Ol Physical, Occupational, or Speech Therapist
Cec. Lvnien 11 Technician (e.g., EKG, Lab, Radiology)

[ d. Patient care Asst/Hospital Aide/Care Partner O m. Administration/Management

Ce. Attending/Staff Physician Cln. Other, please specify:

s, Resident Physician/Physician in Training

H g. Pharmacist
[ h. Dietician

|:| i. Unit Assistant/Clerk/Secretary

5. In your staff position, do you typically have direct interaction or contact with patients?
|:| a. YES, | typically have direct interaction or contact with patients.

b NO, I typically do NOT have direct interaction or contact with patients.

6. How long have you worked in your current specialty or profession?

[a. Less than 1 year Od. 111015 years
|:| b. 1to 5 years D e. 16 to 20 years
Clc. 6t010 years Ot 22 years or more

SECTION I: Your Comments

Please feel free to write any comments about patient safety, error, or event reporting in your hospital.

THANK YOU FOR COMPLETING THIS SURVEY.

5
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RESULTATS SIMULATIONS SUR
REPLIQUES BOOSTRAP

Boostrap 3

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%

missf 1.2366 1.2390 1.2498 1.2621 1.2689 1.3094 1.3395 1.3919
pem 1.1248 1.1263 1.1317 1.1369 1.1376 1.1475 1.1633 1.1904
pgl’l’ll’lf 1.1237 1.1259 1.1309 1.1357 1.1355 1.1447 1.1571 1.1799
wnmf 1.1622 1.1676 1.1759 1.1910 1.2036 1.2266 1.2712 1.3496

mimca 1.4725 1.4734 1.4757 1.4742 1.4741 1.4786 1.4850 1.4982

Table 1: Performances de différentes méthodes d’imputation par le biais du
RMSE en fonction du taux de non-réponses sur le boostrap 3.

Boostrap 4

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%

missf 1.2480 1.2396 1.2480 1.2406 1.2723 1.2967 1.3319 1.3817
pem 1.1288 1.1206 1.1291 1.1313 1.1384 1.1444 1.1571 1.1912
pgmnf 1.1283 1.1196 1.1284 1.1304 1.1359 1.1413 1.1513 1.1755
wnmf 1.1622 1.1577 1.1737 1.1863 1.2015 1.2271 1.2629 1.3380

mimca 1.4717 1.4658 1.4692 1.4690 1.4705 1.4734 1.4786 1.4890

Table 2: Performances de différentes méthodes d’imputation par le biais du
RMSE en fonction du taux de non-réponses sur le boostrap 4.

Boostrap 5

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%

missf 1.2446 1.2424 1.2348 1.2498 1.2873 1.2937 1.3358 1.3842
pem 1.1319 1.1279 1.1256 1.1327 1.1407 1.1475 1.1610 1.1887
pgmnf 1.1312 1.1277 1.1252 1.1313 1.1386 1.1441 1.1551 1.1733
wnmf 1.1679 1.1680 1.1711 1.1888 1.2041 1.2277 1.2708 1.3426

mimca 1.4773 1.4734 1.4697 1.4692 1.4708 1.4736 1.4794 1.4916

Table 3: Performances de différentes méthodes d’imputation par le biais du
RMSE en fonction du taux de non-réponses sur le boostrap 5.
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