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recteur de thèse
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Résumé

Dans ce travail, on étudie le comportement asymptotique de l’énergie
associée à la solution de quelques modéles de couplage d’équations
d’évolution. D’une part les systèmes considérés sont constitués
d’une équation élastodynamique, et d’autre part d’une équation de
la chaleur et d’une équation des ondes. Les feedbacks utilisés sont
non linéaires ou de type mémoire. Par la méthode des multipli-
cateurs et une fonction de Lyapounov, on établit des estimations
conduisant à des inégalités intégrales appropriées. On en déduit
pour les trois systèmes considérés, divers types de décroissance,
notamment exponentielle.

Mots clés : Thermoélasticité, estimation de stabilité, Young, Lamé,
énergie, chaleur, ondes.

Abstract

In this work, we study the asymptotic behaviour of the associa-
ted energy at the solution of some couplage models of evolution
equations. One part, the systems on which, we take account, are
shaped as an elastodynamic equation, and for an another part, a
heat equation and a wave equation.The used feedbacks are nonli-
near or memory type. By the multiplier method and a lyapounov
function, we establish estimations which lead to the appropried
inegalities integrals. We deduce that for the three considered sys-
tems, many types of cases of decay energy, precisely exponentially.

Keywords : Thermoelasticity, estimation of stability, Young, Lamé,
energy, heat, waves.

Année universitaire 2015 - 2016
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Je dédie ce travail

A Cheikh Seydi Mouhamadou Moustapha Sy Jamil,
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core dans nos projets et dans nos souhaits. Je pense tout d’abord
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qui j’ai passé d’agréables moments dans la vie d’étudiant et de
professeur de lycée. Je remercie très sincèrement tous les collègues
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à Bintou SECK et Astou SAMB. Je ne saurai terminer sans re-
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Problèmatique

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur sur H. On
considère l’équation d’évolution

du

dt
+ Au = 0 dans H, t ≥ 0,

u(0) = u0.

(1.1)

avec u0 une donnée initiale. On suppose que A vérifie les conditions
d’existence et d’unicité de solution de (1.1). Pour la solution u, on
associe une énergie

E(u, t) = E(t) =
1

2
‖u‖2

H.

Cette énergie peut être constante mais pour la plupart des systèmes,
elle est décroissante. Dans ce cas , on cherche à stabiliser le système
en y rajoutant un feedback (ou rétroaction) qui fait revenir des
sorties dans le système comme variables. L’objectif étant d’amor-
tir rapidement le système, quelque soit son état d’origine

Soit Ω un ouvert borné de Rn, de frontière ∂Ω régulière, un
corps élastique, homogène et isotrope occupant Ω. Soit u(x, t) =
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(u1(x, t), ....., un(x, t)) le vecteur déplacement. On considère l’opérateur
de Lamé

∆eu = µ∆u+ (λ+ µ)∇div u

où ′ désigne la dérivée par rapport au temps. Les coefficients de
Lamé λ et µ vérifient

µ > 0 et nλ+ (n+ 1)µ > 0,

∆, ∇ et div représentent les opérateurs suivants laplacien, gradient
et la divergence.
On considère l’équation élastodynamique (sans force extérieure)

u
′′
(x, t)−∆eu(x, t) = 0 (1.2)

Dans cette thèse, on étudie la stabilisation de systèmes obtenus
par couplage de (1.2) avec une équation de la chaleur puis avec une
équation des ondes, avec des feedbacks qui seront pour la plupart
non linéaires.

1.1.1 Couplage avec équation de la chaleur

Soit le système
u′′ −∆eu+ α∇θ = 0 dans = Ω× R+,

θ′ −∆θ + βdiv u′ = 0 dans Ω× R+,

u(·, 0) = u0, u
′(·, 0) = u1 θ(·, 0) = θ0 dans Ω,

(1.3)
α et β étant strictement positifs.
L’énergie associée à (1.3) peut être définie par

E(t) =
1

2

∫
Ω

{
|u′(x, t)|2 + µ|∇u(x, t)|2 + (λ+ µ)|div u(x, t)|2

}
dx.
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La notation utilisée est la suivante :

|∇u(x, t)|2 =
n∑

i,j=1

|∂ui
∂xj
|2.

Avec les conditions aux limites

u = 0, θ = 0 sur ∂Ω× R+, (1.4)

on a

E ′(t) = −α
β

∫
Ω

|∇θ(x, t)|2dx.

L’énergie est décroissante et en plus elle tend vers 0 ([12]). Ce-
pendant, la convergence uniforme vers 0 dépend de la nature de Ω
([20]). Pour assurer la convergence uniforme, Liu ([21]) a introduit
un feedback linéaire prenant en compte la composante élastique u
et agissant sur une partie de la frontière. Précisément, il remplace
(1.4) par

u = 0, sur ∂Ω1 × R+

µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)div uν + a(m · ν)u+m · νu′ = 0 sur ∂Ω2 × R+,

θ = 0 sur ∂Ω× R+, (1.5)

avec m(x) = x− x0; x ∈ Rn (x0 ∈ Rn fixé),

∂Ω1 = {x ∈ ∂Ω : m(x) · ν(x) ≤ 0}, (1.6)

∂Ω2 = {x ∈ ∂Ω : m(x) · ν(x) > 0}, (1.7)

et a une fonction régulière. Par ces conditions aux limites, Liu
a établi une décroissance exponentielle de l’énergie , c’est à dire
l’existence de deux constantes positives K et w telles que

E(t) ≤ KE(0)e−wt.

Il est à noter que, avec les conditions (1.4), il a un terme additionnel

1

2

∫
∂Ω2

am · ν|u|2dσdt
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dans l’expression de l’énergie.

Dans ([20]), les auteurs LEBEAU G. ; ZUAZUA E., ont étudié le
cas de feedback frontière non linéaire

u = 0, sur ∂Ω1 × R+

µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)div uν + a(m · ν)u+m · νg(u′) = 0 sur ∂Ω2 × R+,

θ = 0 sur ∂Ω× R+, (1.8)

et ont établi des décroissances exponentielles et polynomiales pour
certaines non linéarités de g et avec des hypothèses sur la fonc-
tion a. Leur technique combine les multiplicateurs et la méthode
de Lyaponov.

Dans ([13]), les auteurs HEMINNA A.,NICAISE S.,SENE A., ont
obtenu les mêmes types de résultats avec le cas anisotropique.
D’autres travaux plus récents ont eu lieu pour le même type de
système mais de type III, c’est à dire avec l’introduction du flux
de chaleur q, en plus de u et de θ ( [26],[36]...)

Dans cette thèse, nous nous intéressons d’abord au cas de feedbacks
non linéaires front̀ıeres et internes ( avec une classe de non linéarité
plus large). Ensuite, toujours avec le couplage avec équation de la
chaleur, nous allons étudier le cas d’un feedback frontière linéaire
avec mémoire. Concernant ces types de feedbacks, des modèles
existent dans la littérature. On peut citer entre autre [2, 27, 31] .
Dans [2, 27], les auteurs ALAPARA T.A., MESSAOUDI S.A.,MESSAOUDI
S.A., SOUFYANE A., ont étudié la condition aux limites u =
0 sur ∂Ω× R+ et,

u(t)+

∫ t

0

k(t−s)[µ∂u(s)

∂ν
u(s)+(λ+µ)div u(s)ν]ds+au′(t) = 0 sur∂Ω2×R+.

Nous nous sommes intéressés à des feedbacks du type

µ
∂u

∂ν
+(λ+µ)div (u)ν+am·νu+

∫ t

0

k(t−s)u′ds+m·νu′ = 0 sur ∂Ω2×R+
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Les résultats de cette partie sont à parâıtre dans ([4]).

1.1.2 Couplage avec équation hyperbolique

Dans les réferences ([9]) et ([10]) les auteurs se sont intéressés
aux systèmes

u′′ −∆eu+ β∇θ = 0 dans Ω× R+,

θ
′′ − α∆ + βdiv u+ γθ + rθ′ = 0 dans Ω× R+,

u(·, 0) = u0, u
′(·, 0) = u1 θ(·, 0) = θ0 dans Ω,

(1.9)

(r une constante positive) avec les conditions aux limites

u = 0, sur ∂Ω× R+,
Bθ = 0 sur ∂Ω× R+, (1.10)

où Bθ = θ ou ∂θ
∂ν

.
Ils ont pu établir, pour de faibles valeurs de β, la convergence uni-
forme vers 0 de l’énergie associée .

Nous nous sommes intéressés au cas de conditions aux limites

u = 0, sur ∂Ω1 × R+

µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)div u.ν + bθν + g(u′) = 0 sur ∂Ω2 × R+,

θ = 0 sur ∂Ω× R+ (1.11)

avec g une fonction non linéaire.

1.2 Organisation du manuscrit et résultats

La suite du mémoire comporte quatre chapitres.

Dans le Chapitre 2, nous donnons d’abord des généralités sur les
équations d’évolution dans les espaces de Hilbert, les techniques
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de semi groupes.
Ensuite nous rappelons une méthode due à ([30]) qui permet l’étude
des feedbacks non linéaires par des techniques de linéarisation.

Au Chapitre 3, nous avons étudié le comportement asymptotique
de la
solution du système

u
′′ − µ∆u− (λ+ µ)∇div u+ α∇θ + f(u′) = 0 dans Ω× R+,

θ
′ −∆θ + βdivu′ = 0 dans Ω× R+,

θ = 0 sur ∂Ω× R+,

u = 0 sur ∂Ω1 × R+,

µ∂u
∂ν

+ (λ+ µ)div uν + a(m · ν)u+m · νg(u′) = 0 sur ∂Ω2 × R+,

u(·, 0) = u0, u
′(·, 0) = u1 θ(·, 0) = θ0 dans Ω,

et établi, avec des hypothèses géométriques classiques, des types
de décroissance pour des fonctions f et g vérifiant

|f(x)| ≤
{
C[1 + |x|

n+2
n−2 ] si n ≥ 3,

C[1 + |x|σ′ ] si n ≤ 2,
(1.12)

,

|g(x)| ≤
{
C[1 + |x|

n
n−2 ] si n ≥ 3,

C[1 + |x|σ] si n ≤ 2.
(1.13)

et les inégalités

g(x) · x ≥ l|x|2 ∀x ∈ Rn |x| ≥ 1,

|x|2 + |g(x)|2 ≤ G(g(x) · x) ∀x ∈ Rn |x| ≤ 1,

|x|2 + |f(x)|2 ≤ G(f(x) · x) ∀x ∈ Rn |x| ≤ 1,

où l est une constante positive et G une fonction concave définie
sur R+ telle que G(0) = 0. ( Voir Théorème 3.3.1).

15



Remarquons que cette classe de non linéarité est plus large que
celle de ([20]). Aussi dans le cas où f = 0, et g 6= 0, on peut retrou-
ver le Théorème 2.2 de ([20]).
Les résultats de ce chapitre sont publiés dans ([3])

Le Chapitre 4 est consacré à l’étude du même système mais avec
un feedback de type mémoire, c’est à dire avec des conditions aux
limites du type

u = 0 sur ∂Ω1 × R+,

µ∂u
∂ν

+ (λ+ µ)div (u)ν + am · νu+
∫ t

0
k(t− s)u′ds+m · νu′ = 0 sur ∂Ω2 × R+,

u(·, 0) = u0, u
′(·, 0) = u1, θ(·, 0) = θ0 dans Ω.

(1.14)
avec k un noyau vérifiant des propriétés classiques. Pour ce type
de feedback, nous avons pu établir une décroissance exponentielle
de l’énergie associée.

En fin, au Chapitre 5, nous considérons au cas de couplage avec
une équation
des ondes suivante

u′′ − µ∆u− (λ+ µ)∇divu− b∇θ = 0 dans Ω× R+,

θ′′ −∆θ + γθ + θ′ + b divu = 0 dans Ω× R+,

∂θ

∂ν
= 0 sur ∂Ω× R+,

u = 0 sur ∂Ω1 × R+,

µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)divu.ν + bθν + g(u′) = 0 sur ∂Ω2 × R+,

u(., 0) = u0, u
′(., 0) = u1, θ(., 0) = θ0, θ

′(., 0) = θ1 dans Ω.
(1.15)

Pour ce système, nous avons pu montrer, par des inégalités intégrales
appropriées, une décroissance exponentielle de l’énergie pour de
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faible valeur du paramètre de couplage b.
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Chapitre 2

Résultats préliminaires

Dans ce premier chapitre, nous donnons quelques résultats préliminaires
sur les équations d’évolution et les techniques de stabilisation non
linéaires. Pour plus de détails, voir entre autre ([6],[14], [31],[32],
[39]).

2.1 Problèmes d’évolution

Soit H un espace de Hilbert, 〈, 〉 le produit scalaire et ‖.‖ la
norme associée.

2.1.1 Opérateurs maximaux monotones

Définition 2.1.1 Un opérateur non borné dans H est la donnée
d’un couple (D(A), A) où D(A) est un sous espace vectoriel de H et
A une application linéaire de D(A) dans H . Le sous espace D(A)
est appelé domaine de A.

Dans la suite, on écrira A pour désigner (D(A), A)

Définition 2.1.2 (i) On dit que A est monotone si pour tout
x ∈ D(A), 〈Ax, x〉 ≥ 0.
(ii) On dit que A est maximal si Im(I + A) = H.

Le point (ii) peut se reécrire de la manière suivante .
∀y ∈ H, ∃x ∈ D(A), tel que x+ Ax = y.

18



Définition 2.1.3 On dit qu’un opérateur non borné A est fermé si
{(x,Ax) ∈ H×H, x ∈ D(A)} est fermé dans H×H. C’est à dire que
si une suite xn de D(A) vérifie xn → x dans H et Axn → y dans H
alors, x ∈ D(A) et y = Ax.

Proposition 2.1.1 Si A est maximal monotone alors :
(i) D(A)est dense dans H.
(ii) A est fermé.
iii) Pour tout λ > 0, I + λA est bijectif de D(A) sur H et (I + λA)−1

est continu sur H et on a ||(I + λA)−1||L(H) ≤ 1.

2.1.2 Semi groupes

Définition 2.1.4 On appelle semi groupe de contraction sur H une
famille d’opérateurs linéaires continues (S(t))t≥0 dans H vérifiant :

1. ||S(t)|| ≤ 1,

2. S(t+ s) = S(t)S(s) = S(t)oS(s) ∀t, s ≥ 0,

3. S(0) = I,

4. lim
t→0+

S(t)u = u ∀u ∈ H.

Définition 2.1.5 Si (S(t))t≥0 est un semi groupe de contraction dans
u ∈ H, l’opérateur non borné (D(A), A) défini par :

D(A) =

{
u ∈ H : lim

h→0+

S(h)u− u
h

existe dans H
}

et {
Au = lim

h→0+

S(h)u− u
h

∀u ∈ D(A)

}
.

est appelé générateur infinitésimal du semi groupe (S(t))t≥0.

Proposition 2.1.2 Soit (D(A), A) un opérateur non borné dans un
espace de Hilbert H. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. (D(A), A) est maximal monotone.
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2. (D(A),−A) est le générateur infinitésimal d’un semi groupe
de contraction.

Proposition 2.1.3 Soit S(t)t≥0 un semi groupe sur H de générateur
A. Alors :
(i) D(A) est dense dans H,
(ii) A est fermé
(iii) ∀x ∈ D(A), S(.)x ∈ C([0,+∞[,D(A)) ∩ C1([0,+∞[,H) et on a

d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax, ∀t ≥ 0.

2.1.3 Equation abstraite

On considère maintenant le problème d’évolution
du

dt
+ Au = 0 dans H, t ≥ 0,

u(0) = u0.

(2.1)

Définition 2.1.6 Soit u0 ∈ D(A). Une solution classique de (2.1)
est une fonction u ∈ C([0,+∞[,H) vérifiant
1) u(0) = u0,
2) u(t) ∈ D(A) ∀t > 0,
3) u différentiable dans H,

4)
du(t)

dt
+ Au(t) = 0 ∀t > 0.

Théorème 2.1.1 Soit A un opérateur maximal monotone sur H.
Alors pour tout u0 ∈ D(A), il existe une unique fonction
u ∈ C1([0,+∞[,H)

⋂
C([0,+∞[,D(A)) solution de (2.1).

Remarque 2.1.1 Si (S(t))t≥0 est un semi groupe de contraction et
u ∈ H, S(.)u ∈ C([0,+∞[,H). La solution classique ( ou forte) de
(2.1) s’écrit alors

u(t) = S(t)u0.

Si la donnée initiale est dans H mais pas dans D(A) nous allons
définir une notion de solution (faible)
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Proposition 2.1.4 Soit (D(A), A) un opérateur maximal monotone
dans H, (S(t))t≥0 le semi groupe généré par −A. Pour u0 ∈ H, on
pose

u(t) = S(t)u0.

Alors il existe un espace de Banach Y et un opérateur non borné
(D(B), B) dans Y tel que :
H est un sous espace dense de Y
D(B) = H et By = Ay pour tout y ∈ D(A)
(D(B), B) est maximal monotone dans Y ,
Si (R(t))t≥0 est le semi groupe généré par (D(B), B) dans Y , alors

S(t)u0 = R(t)u0, u est différentiable dans Y et
du(t)

dt
+Bu(t) = 0 dans

Y .

Définition 2.1.7 Pour u0 ∈ H, la fonction u(t) = S(t)u0 est appelée
solution faible de (2.1).

Pour le cas des équations linéaires non homogènes du type
du

dt
+ Au = f(t) dans t ≥ 0

u(0) = u0,

(2.2)

nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.1.5 Si u0 ∈ D(A), f ∈ C([0,+∞[,D(A)), alors (2.2)
admet une solution u ∈ C([0,+∞[,D(A))

⋂
C1([0,+∞[,H) et

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds.

Si u0 ∈ D(A) et f ∈ L1(0,+∞;D(A)) alors (2.2) admet une solution
unique

u ∈ C(0,+∞,D(A))
⋂
C1(0,+∞,H) et

||u(t)||D(A) ≤ ||u0||D(A) +

∫ T

0

||f(s)||D(A)ds

||du(t)

dt
||H ≤ ||u0||D(A) +

∫ t

0

||f(s)||D(A)ds
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Considérons maintenant le cas semi linéaire{
du

dt
+ Au = F (u) , t ≥ 0

u(0) = u0.
(2.3)

Proposition 2.1.6 On suppose que A est maximal monotone et
qu’il existe une constante L telle que

‖F (u)− F (v)‖ ≤ L‖u− v‖.

Alors, si u0 ∈ H (2.3) admet une solution u ∈ C([0,+∞[,H) vérifiant

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)F (u(s))ds.

2.2 Contrôlabilité exacte

Dans ce paragraphe, on rappelle brièvement quelques techniques
de stabilisation avec feedbacks nonlinéaires. Pour plus de détails,
voir [14],[30].

Soient H, V deux espaces de Hilbert séparables munis des produits
scalaires (., .)H, (., .)V et tels que V soit dense dans H avec injection
continue. On identifie H avec son dual H′ et on a le diagramme
suivant :

V ↪→ H = H′ ↪→ V ′.

Considérons un opérateur linéaire non borné A1 de V dans V ′ et une
forme (non linéaire) B de V dans V ′. On définit deux opérateurs
(non linéaires) A+ et A− de la manière suivante :

D(A±) = {v ∈ V|(±A1 +B)v ∈ H}, (2.4)

A±v = (±A1 +B)v,∀v ∈ D(A±). (2.5)
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On fera les hypothèses suivantes :

A+ est maximal monotone, (2.6)

A− est maximal monotone, (2.7)

D(A+) est dense H, (2.8)

D(A−) est dense H, (2.9)

〈A1u, u〉 = 0,∀u ∈ V , (2.10)

〈Bu, u〉 ≥ 0,∀u ∈ V , (2.11)

où 〈., .〉 désigne le crochet de dualité entre V ′ et V. En utilisant les
semi groupes non linéaires [39], on montre que l’équation d’évolution

du

dt
+ A1u+Bu = 0 dans H, t ≥ 0,

u(0) = u0,

(2.12)

a une solution unique (faible) u ∈ C(R+,H) pour tout u0 ∈ H. Si
de plus u0 ∈ D(A), le problème (2.12) admet une unique solution
(forte)

u ∈ W 1,∞(R+,H) ∩ L∞(R+, D(A))

et telle que u(t) ∈ D(A), pour tout t ≥ 0. L’énergie du système,
définie par

E(t) =
1

2
||u(t)||2H, (2.13)

est décroissante et pour tout u0 ∈ D(A), on a

E(S)− E(T ) =

∫ T

S

〈Bu(t), u(t)〉 dt, (2.14)

pour tout S, T tels que 0 ≤ S < T <∞.
Ce résultat est encore valable pour A− (avec la même expression
pour l’énergie et la même identité (2.14) pour u0 ∈ D(A−)).

On introduit la notion (inégalité intégrale) suivante :

Définition 2.2.1 On dit que le couple (A1, B) vérifie l’estimation de
stabilité s’il existe T > 0 et deux constantes positives C1, C2 (qui
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dépendent de T) avec C1 < T telles que∫ T

0

E(t) dt ≤ C1E(0) + C2

∫ T

0

〈Bu(t), u(t)〉 dt, (2.15)

pour toute solution u de (2.12).

Cette définition est équivalente à la suivante :

Lemme 2.2.1 Le couple (A1, B) vérifie l’estimation de stabilité si
et seulement si il existe T > 0 et une constante positive C (qui
dépend de T) telle que

E(T ) ≤ C

∫ T

0

〈Bu(t), u(t)〉 dt, (2.16)

pour toute solution u de (2.12).

Preuve : Supposons que le couple (A1, B) vérifie l’estimation de
stabilité Comme E(t) est décroissante, l’estimation (2.15) implique

TE(T ) ≤
∫ T

0

E(t) dt ≤ C1E(0) + C2

∫ T

0

〈Bu(t), u(t)〉 dt.

Par l’identité (2.14) on a

TE(T ) ≤ C1E(T ) + (C1 + C2)

∫ T

0

〈Bu(t), u(t)〉 dt.

Ce qui donne (2.16) en faisant le choix C = C1+C2

T−C1
.

Réciproquement, si (2.15) est vérifiée, avec la monotonie de E on
peut écrire ∫ T

0

E(t) dt ≤ TE(0).

De même, avec l’identité (2.14) on a∫ T

0

E(t) dt ≤ T

2
E(0) +

T

2
(E(T ) +

∫ T

0

〈Bu(t), u(t)〉 dt).
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En utilisant (2.16) on obtient∫ T

0

E(t) dt ≤ T

2
E(0) +

T

2
(1 + C)

∫ T

0

〈Bu(t), u(t)〉 dt),

qui n’est rien d’autre que (2.15).

On a le théorème suivant, qui donne la décroissance de l’énergie de
(2.12) :

Théorème 2.2.1 Le couple (A1, B) satisfait l’estimation de stabilité
si et seulement si il existe deux constantes positives M et ω telles
que

E(t) ≤Me−ωtE(0), (2.17)

pour toute solution u de (2.12).

Preuve du Théorème 2.2.1 : Supposons que l’estimation de stabilité
est vraie, c’est à dire de manière équivalente (par le lemme 2.2.1),
que (2.16) est vérifié. L’identité (2.14) implique

E(T ) ≤ C(E(0)− E(T )).

Cette estimation est équivalente à

E(T ) ≤ γE(0),

avec γ = C
1+C

tel que < 1. En appliquant cet argument sur [(m −
1)T,mT ], pour m = 1, 2, · · · (ce qui est possible, le système étant
invariant par translation), on obtient

E(mT ) ≤ γE((m− 1)T ) ≤ · · · ≤ γmE(0), m = 1, 2, · · ·

Par conséquent on a

E(mT ) ≤ e−ωmTE(0), m = 1, 2, · · ·

avec ω = 1
T

ln 1
γ
> 0.

Pour un t positif quelconque, il existe m = 1, 2, · · · tel que
(m− 1)T < t ≤ mT et avec la décroissance de l’énergie E, on conclut
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que

E(t) ≤ E((m− 1)T ) ≤ e−ω(m−1)TE(0) ≤ 1

γ
e−ωtE(0).

L’implication inverse est basée sur l’identité (2.14).

Par le principe de Russell, cette décroissance exponentielle permet
de contrôler exactement l’équation d’évolution associée à l’opérateur
−A1 avec des contrôles dans L2(]0, T [;U), l’espace contrôle U étant
un espace de Hilbert donné contenant V avec injection continue.
On note par IU l’injection de V dans U et par IU la forme identifiant
U à un sous espace de V ′, c’est à dire

〈IUu, v〉 := (IUu, IUv)U , ∀u, v ∈ V .

La controlabilité exacte peut être formulée de la manière suivante :
pour tout u0 ∈ H, on cherche un temps T > 0 et un contrôle J ∈
L2(]0, T [;U) tels que la solution u de

du

dt
− A1u = J dans V ′, t ≥ 0,

u(0) = u0,

(2.18)

vérifie
u(T ) = 0. (2.19)

On a le théorème suivant :

Théorème 2.2.2 Si les hyphothèses (2.6) à (2.11) sont vérifiées
pour (A1, IU) et si le couple (A1, IU) vérifie l’estimation de stabilité,
alors pour tout T > 0 suffisamment grand, et tout u0 ∈ H il existe
un contrôle
J ∈ L2(]0, T [;U) tel que la solution u ∈ C([0, T ],H) de (2.18) vérifie
(2.19).

Preuve du Théorème 2.2.2 : On applique le principe de Liu[21] en
résolvant le problème inverse (on remplace l’hypothèse “(A1, IU)
vérifie 2.15” par “(−A1, IU) vérifie 2.15”). Pour p0 ∈ H, on cherche
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K ∈ L2(]0, T [;U) tel que la solution p ∈ C([0, T ],H) de
dp

dt
+ A1p = K dans V ′, t ≥ 0,

p(T ) = p0,

(2.20)

satisfasse
p(0) = 0. (2.21)

On choisit d’abord h0 dans H et on considère h ∈ C([0, T ],H) l’unique
solution de 

dh

dt
+ A1h− IUf = 0 dans H, t ≥ 0,

h(T ) = h0.

(2.22)

En appliquant le Théorème 2.2.1, on obtient

E(h(t)) ≤Me−ω(T−t)E(h0). (2.23)

Ensuite on considère la fonction q ∈ C([0, T ],H) solution unique de
dg

dt
+ A1q + IUg = 0 dans H, t ≥ 0,

q(0) = h(0).

(2.24)

On pose maintenant p = q−fh. Alors p vérifie l’équation (2.20) avec

K = −IUq − IUfh. (2.25)

Soit l’application Λ de H vers H définie par

Λ(h0) = q(T ).

Avec l’estimation (2.23), on a ‖Λ‖L(H,H) =
√
d (où d := Me−ωT ) et

donc, pour tout T > 0 tel que d < 1, l’application Λ−I est inversible.
Dès lors, pour tout p0 ∈ H, il existe une donnée initiale unique
h0 ∈ H telle que

p0 = p(T ) = q(T )− h(T ) = (Λ− I)fh0. (2.26)
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On termine la preuve en montrant que K ∈ L2(]0, T [;U). Pour cela,
on remarque qu’avec l’identité (2.14) on a

E(h(T ))− E(h(0)) =

∫ T

0

‖IUh(t)‖2
U dt,

E(q(0))− E(q(T )) =

∫ T

0

‖IUq(t)‖2
U dt.

En sommant ces deux identités et en considérant la condition ini-
tiale du problème (2.24) et la condition finale de (2.22), on obtient∫ T

0

(‖IUh(t)‖2
U + ‖IUq(t)‖2

U) dt = E(h(T ))− E(q(T )) ≤ 1

2
‖h0‖2

H.

En utilisant (2.26) et le fait que (I − Λ)−1 soit borné, on arrive à
l’estimation∫ T

0

(‖IUh(t)‖2
U + ‖IUq(t)‖2

U) dt ≤ 1

2
‖(I − Λ)−1p0‖2

H ≤
1

2(1−
√
d)2
‖p0‖2

H.

(2.27)
Ce qui prouve que K défini par (2.25) est dans L2(]0, T [;U).

2.3 Stabilisation non linéaire

On suppose que l’espace contrôle U est de la forme

U =
J∏
j=1

Uj, (2.28)

où, pour tout j = 1, · · · , J, J ∈ N? := N \ {0}, Uj est un sous espace
fermé de L2(Xj, µj)

Nj , avec (Xj,Aj, µj) un espace mesurable tel que
µj(Xj) < ∞ et Nj ∈ N?. Pour tout j = 1, · · · , J, on suppose donnée
une fonction

gj : RNj → RNj
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vérifiant

(gj(x)− gj(y)) · (x− y) ≥ 0,∀x, y ∈ RNj (monotonie), (2.29)

gj(0) = 0, (2.30)

|gj(x)| ≤M(1 + |x|),∀x ∈ RNj , (2.31)

où M est une constante positive. Enfin, on suppose que B est défini
par

〈Bu, v〉 =
J∑
j=1

∫
Xj

gj((IUu)j(xj)) · (IUv)j(xj) dµj(xj), (2.32)

On rappelle que IU est l’injection de V dans U et donc (IUu)j est la
jieme composante de IUu. On a le Théorème suivant .

Théorème 2.3.1 On suppose que les hypothèses (2.6) à (2.11) sont
vérifiées pour les couples (A1, B) et (A1, IU). Soient gj, j = 1, · · · , J
satisfaisant (2.29), (2.30) ainsi que

gj(x) · x ≥ l|x|2,∀x ∈ RNj : |x| ≥ 1, (2.33)

|x|2 + |gj(x)|2 ≤ G(gj(x) · x), ∀x ∈ RNj : |x| ≤ 1, (2.34)

où l est une constante positive et G : [0,∞)→ [0,∞) est une fonc-
tion concave strictement croissante telle que G(0) = 0. Si (−A1, IU)
vérifie l’estimation de stabilité, alors il existe des constantes c2, c3 >
0 et T1 > 0 (dépendant de T , E(0), µj(Xj), j = 1, · · · , J) telles que

E(t) ≤ c3G

(
ψ−1(c2t)

c2Tt

)
,∀t ≥ T1, (2.35)

pour toute solution u de (2.12), où ψ est donné par

ψ(t) =

∫ ∞
t

1

φ(s)
ds, ∀t > 0. (2.36)

pour φ défini par

φ(s) = TµG−1(
s

c3

), (2.37)

où µ = min
j=1,··· ,J

µj(Xj).
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La preuve de ce théorème est basée sur l’inégalité intégrale sui-
vante, établie dans [8].

Lemme 2.3.1 Soit E : [0,+∞[→ [0,+∞[ une fonction vérifiant l’inégalité∫ ∞
S

φ(E(t)) dt ≤ TE(S), ∀S ≥ 0, (2.38)

pour un T > 0 et une fonction φ convexe et strictement croissante
de [0,+∞[ dans [0,+∞[ telle que φ(0) = 0. Alors, il existe un temps
t1 > 0 et un réel c1 dépendant de T et E(0) tels que

E(t) ≤ φ−1

(
ψ−1(c1t)

c1Tt

)
,∀t ≥ t1, (2.39)

où ψ est definie par (2.36)

Preuve du Théorème 2.3.1 Le domaine D(A) étant dense dans H,
il suffit d’établir (2.35) pour des données dans D(A). Dans ce cas,
u est solution (forte) de (2.12) et on considère p la solution du
problème (2.20) et (2.21) avec p0 = u(T ) ∈ D(A), T > 0 assez grand
( l’existence est assurée par le théorème 2.2.2). A partir de (2.12)
et (2.20) on peut écrire,

〈du
dt

+ A1u+Bu, p〉V ′,V + 〈dp
dt

+ A1p−K, u〉V ′,V = 0

ou de manière équivalente

(
∂u

∂t
, p)H + (

dp

dt
, u)H + 〈A1u, p〉V ′,V + 〈A1p, u〉V ′,V

+ 〈Bu, p〉V ′,V − 〈K, u〉V ′,V = 0.

L’hypothèse (2.10) entrâıne

〈A1u, p〉V ′,V + 〈A1p, u〉V ′,V = 0,

et donc on a

(
du

dt
, p)H + (

dp

dt
, u)H + 〈Bu, p〉V ′,V − 〈K, u〉V ′,V = 0.
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En intégrant cette identité par partie pour t ∈ (0, T ), on obtient

(u(T ), p(T ))H − (u(0), p(0))H +

∫ T

0

(〈Bu, p〉V ′,V − 〈K, u〉V ′,V) dt = 0.

Avec les définitions de K et de B on arrive à

(u(T ), p(T ))H − (u(0), p(0))H =

∫ T

0

(
(K, IUu)U

−
J∑
j=1

∫
Xj

gj((IUu)j(xj)) · (IUp)j(xj) dµj(xj)
)
dt.

En utilisant les conditions initiale et finale sur p, on obtient

2E(T ) =

∫ T

0

(
(K, IUu)U −

J∑
j=1

∫
Xj

gj((IUu)j(xj)) · (IUp)j(xj) dµj(xj)

)
dt.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a

2E(T ) ≤ ‖K‖L2(0,T ;U)‖IUu‖L2(0,T ;U) (2.40)

+‖IUp‖L2(0,T ;U)

(
J∑
j=1

∫ T

0

∫
Xj

|gj((IUu)j(xj))|2 dµj(xj) dt

)1/2

.

Remarquons que l’estimation (2.27) et la condition finale sur p
entrainent ∫ T

0

(‖IUf(t)‖2
U + ‖IUg(t)‖2

U) dt ≤ 1

(1−
√
d)2
E(T ).

Avec cette estimation, la définition de K et p = g − f on obtient∫ T

0

‖K(t)‖2
U dt ≤

2

(1−
√
d)2
E(T )∫ T

0

‖IUp(t)‖2
U dt ≤

2

(1−
√
d)2
E(T ).
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Si on insère cette estimation dans (2.40) on obtient

E(T ) ≤ 1

(1−
√
d)2

(
J∑
j=1

∫ T

0

∫
Xj

{|(IUu)j(xj)|2 + |gj((IUu)j(xj))|2} dµj(xj) dt

)
.

Avec les propriétés des gj on estime le membre de droite et on
obtient

E(0) ≤ c3G(
E(0)− E(T )

Tµ
),

pour une constante c3 > 0 (dépendant de T , E(0), max
j
µj(Xj), et

min
j
µj(Xj)). En appliquant cet argument sur [t, t + T ] (au lieu de

[0, T ] ) on obtient

E(t) ≤ c3G(
E(t)− E(t+ T )

Tµ
) = φ−1(E(t)− E(t+ T )),∀t ≥ 0,

où φ est défini par (2.37). Comme φ est décroissante, cette estima-
tion implique que , pour tout 0 ≤ S < N , avec N assez grand∫ N

S

φ(E(t)) dt ≤
∫ N

S

(E(t)− E(t+ T )) dt

≤ TE(S)− TE(N + T )).

En faisant tendre N vers +∞, on arrive à l’estimation (2.38) ( voir
lemme 5.1 de [8]) et on conclut par le théorème 2.3.1.
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Chapitre 3

Stabilisation non linéaire d’un
système thermoélastique
isotrope

3.1 Introduction

Soit Ω un ouvert borné non vide de Rn, n ≥ 1, de frontière Γ
de classe C2. On note ν = (ν1, · · · , νn) le vecteur unitaire normal
extérieur à Γ. Pour x0 ∈ Rn fixé, on définit la fonction m(x) = x −
x0; x ∈ Rn et une partition de la frontière Γ de la manière suivante :

Γ1 = {x ∈ Γ : m(x) · ν(x) ≤ 0}, (3.1)

Γ2 = {x ∈ Γ : m(x) · ν(x) > 0}. (3.2)

Dans ce chapitre, on considère le système de la thermoélasticité
suivant :
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

u′′ − µ∆u− (λ+ µ)∇div u+ α∇θ + f(u′) = 0 dans Q := Ω× R+,

θ′ −∆θ + βdiv u′ = 0 dans Q,

θ = 0 sur Γ× R+,

u = 0 sur Γ1 × R+,

µ∂u
∂ν

+ (λ+ µ)div uν + a(m · ν)u+m · νg(u′) = 0 sur Γ2 × R+,

u(·, 0) = u0, u
′(·, 0) = u1, θ(·, 0) = θ0 dans Ω,

(3.3)
où u = u(x, t) = (u1(x, t), · · · , un(x, t)) désigne le vecteur déplacement
et θ = θ(x, t) la température. La fonction a est positive et régulière,
c’est-à-dire
a ∈ C1(Γ2) et les fonctions g(u) = (g1(u), ..., gn(u)) et f(u) = (f1(u), ..., fn(u))
sont continues et satisfont

f(0) = g(0) = 0 (3.4)

(g(x)− g(y)) · (x− y) ≥ 0,∀x, y ∈ Rn, (3.5)

(f(x)− f(y)) · (x− y) ≥ 0,∀x, y ∈ Rn. (3.6)

Les paramétres de couplage α et β et les constantes de Lamé λ, µ
seront toujours strictement positives.

La stabilisation de plusieures variantes du système (3.3) a été
étudiée dans la littérature, citons notamment [12, 21, 22, 23, 35, 37,
38]. Dans [21], Liu a considéré le cas f = 0 et un feedback linéaire,
i.e., g(x) = x sur Γ2 6= ∅ et a obtenu une décroissance exponentielle
de l’énergie. De même, Liu et Zuazua [22] ont établi, toujours dans
le cas f = 0, une décroissance exponentielle, polynomiale ou lo-
garithmique de l’énergie pour certaines non linéarités de g. Dans
ce chapitre, nous généralisons ces résultats au cas f 6= 0, avec une
classe de non linéarité g plus large et d’autres types de décroissance.
Pour ce faire, on établit des inégalités intégrales comme dans [21]
dans le cas linéaire et on utilise la théorie abstraite du chapitre 1.
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Les résultats de cette partie sont publiées dans [3].

3.2 Existence et unicité de la solution

On établit dans ce paragraphe l’existence et l’unicité de la so-
lution du système (3.3) en le ramenant à une équation d’évolution
du premier ordre.

Dans la suite de ce chapitre, nous posons les hypothèses suivantes

Γ1 6= ∅ ou a(x) > 0,∀x ∈ Γ2, (3.7)

et

Γ1 ∩ Γ2 = ∅. (3.8)

Nous supposons aussi qu’ils existent des constantes C > 0, σ ≥ 0 et
σ′ ≥ 0 telles que

|f(x)| ≤
{
C[1 + |x|

n+2
n−2 ] si n ≥ 3,

C[1 + |x|σ′ ] si n ≤ 2,
(3.9)

|g(x)| ≤
{
C[1 + |x|

n
n−2 ] si n ≥ 3,

C[1 + |x|σ] si n ≤ 2.
(3.10)

On définit les espaces suivants :

H1
Γ1

(Ω) = {u ∈ H1(Ω); u = 0 sur Γ1},
W = (H1

Γ1
(Ω))n × (L2(Ω))n,

H = W × L2(Ω).

L’espace W étant muni de la norme

‖(u, v)‖2
W =

∫
Ω

[|v|2 + µ|∇u|2 + (λ+ µ)|div u|2]dx+

∫
Γ2

am · ν|u|2dΓ.

Remarque 3.2.1 Les coefficients λ et µ étant positifs, l’hypothèse
(3.7) permet d’avoir une équivalence entre la norme de (H1(Ω))n
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et la norme

‖u‖(H1
Γ1

(Ω))n = (

∫
Ω

[µ|∇u|2 + (λ+ µ)|div u|2]dx+

∫
Γ2

amν|u|2dΓ)
1
2 .

On notera par < ·, · > la dualité entre (H1
Γ1

(Ω))n et [(H1
Γ1

(Ω))n]′ ou
entre H1

0 (Ω) et H−1(Ω), et par (·, ·) le produit scalaire dans (H1
Γ1

(Ω))n.
De plus, on définit les opérateurs

A : (H1
Γ1

(Ω))n → [(H1
Γ1

(Ω))n]′

et
A0 : H1

0 (Ω)→ H−1(Ω)

par

< Au, v > =

∫
Ω

[µ∇u · ∇v + (λ+ µ)div udiv v]dx, ∀u, v ∈ (H1
Γ1

(Ω))n,

< A0u, v > =

∫
Ω

∇u · ∇v dx,∀u, v ∈ H1
0 (Ω).

On introduit aussi l’opérateur non linéaire B0 de (H1
Γ1

(Ω))n dans
[(H1

Γ1
(Ω))n]′ par

< B0u, v >=

∫
Γ2

m · νg(u) · vdΓ +

∫
Ω

f(u)vdx,∀u, v ∈ (H1
Γ1

(Ω))n.

Lemme 3.2.1 Si les fonctions f et g vérifient (2.9) et (2.10), alors
l’opérateur B0 est bien défini.

La preuve du lemme est identique à celle du Lemme 3.1 de [22]
(voir aussi la section 6 de [30]).

Pour obtenir la formulation abstraite de (3.3), on multiplie la première
équation du système (3.3) par v ∈ (H1

Γ1
(Ω))n et on intégre par parties

36



sur Ω, ce qui conduit à

0 =

∫
Ω

[u′′ − µ∆u− (λ+ µ)∇div u+ α∇θ + f(u′)] · v dx

=

∫
Ω

u′′ · vdx− µ
∫

Γ

∂u

∂ν
· vdΓ− (λ+ µ)

∫
Γ

v · νdiv udΓ

+

∫
Ω

[µ∇u∇v + (λ+ µ)div udiv v]dx+

∫
Ω

(α∇θ · v)dx+

∫
Ω

f(u′).vdx

=

∫
Ω

u′′ · vdx+

∫
Γ

a.m · νu.vdΓ +

∫
Γ

m · νg(u′).vdΓ

+

∫
Ω

[µ∇u∇v + (λ+ µ)div udiv v]dx+

∫
Ω

α∇θ · vdx+

∫
Ω

f(u′) · vdx

= < u′′, v > + < Au, v > + < B0u
′, v > + < α∇θ, v > .

Ce qui donne l’équation

u′′ + Au+B0u
′ + α∇θ = 0.

De la même manière, si on multiplie la seconde équation du
système (3.3) par v ∈ (H1

Γ1
(Ω))n et si on intégre par parties sur Ω,

on obtient
θ′ + A0θ + βdiv (u′) = 0.

En posant
Φ = (u, u′, θ)

et
AΦ = (−u′, Au+B0u

′ + α∇θ, A0θ + βdiv (u′)), (3.11)

le système (3.3) se réduit à{
Φ′ +AΦ = 0,
Φ(0) = (u0, u1, θ0).

(3.12)

Lemme 3.2.2 Sous les hypothèses (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.9)
et (3.10), l’opérateur A défini sur H par (3.11) et de domaine

D(A) = {(u, v, θ) ∈ H : v ∈ (H1
Γ1

(Ω))n, Au+B0v ∈ (L2(Ω))n, θ ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω)}

est maximal monotone.
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Preuve: Soit (u, v, θ) ∈ D(A), on a

〈A(u, v, θ); (u, v, θ)〉H = 〈(−v, Au+B0v + α∇θ, A0θ + βdiv v), (u, v, θ)〉H

= −〈u, v〉(H1
Γ1

(Ω))n + 〈Au, v〉(L2(Ω))n + 〈B0v, v〉(L2(Ω))n

+ 〈α∇θ, v〉(L2(Ω))n + 〈A0θ, θ〉+ 〈βdiv v, θ〉

+ 〈B0v, v〉(L2(Ω))n + 〈A0θ, θ〉 ≥ 0,

ce qui prouve que A est monotone.

Il reste à établir la maximalité. Soit (ϕ, ψ, ξ) ∈ H. On cherche
(u, v, θ) ∈ D(A) solution du système

u− v = ϕ,

v + Au+B0v + α∇θ = ψ

θ + A0θ + βdiv v = ξ

(3.13)

Comme u = v + ϕ, on a à résoudre
v + Av +B0v + α∇θ = ψ − Aϕ

θ + A0θ + βdiv v = ξ
(3.14)

On introduit l’opérateur

N (v, θ) = (v + Av +B0v + α∇θ, α
β
θ +

α

β
A0θ + αdiv v).

N est monotone, continu et hémicontinu ( Lemme 3.2 de [22]).

N ((H1
Γ1

(Ω))n ×H1
0 )Ω)) = [(H1

Γ1
(Ω))n]′ ×H−1(Ω), donc si

ψ−Aϕ ∈ [(H1
Γ1

(Ω))n]′ et α
β
ξ ∈ L2(Ω), il existe (v, θ) ∈ (H1

Γ1
(Ω))n×H1

0 (Ω)

vérifiant (3.14).
Aussi, comme

A0θ = ξ − θ − βdiv v ∈ L2(Ω),
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on a
θ ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω).

Par la théorie des semi groupes, on a le résultat d’existence et
d’unicité suivant :

Théorème 3.2.1 Soient Γ1 et Γ2 définis par (3.1)-(3.2) et satisfai-
sant (3.7) et (3.8). On suppose que les fonctions f et g vérifient
(3.4), (3.5), (3.6), (3.9) et (3.10) alors, pour des conditions ini-
tiales (u0, u1, θ0) ∈ H, le système (3.3) (ou (3.12)) admet une so-
lution unique (définie au sens faible) (u, θ) vérifiant

(u, u′, θ) ∈ C([0,∞[;H). (3.15)

3.3 Stabilisation du système

L’énergie de la solution du système (3.3) est définie par

E(t) = E(u, θ, t) =
1

2
‖(u(t), u′(t), θ(t))‖2

H,

ou encore

E(t) =
1

2

∫
Ω

{
|u′|2 +µ|∇u|2 +(λ+µ)|div u|2 +

α

β
|θ|2
}
dx+

1

2

∫
Γ2

am ·ν|u|2dΓ.

Un calcul simple montre que

E ′(t) = −α
β

∫
Ω

|∇θ(x, t)|2 dx−
∫

Γ2

m ·νg(u′(t)) ·u′(t)dΓ−
∫

Ω

f(u′(t)) ·u′(t)dx,

et dès lors

E(T )− E(S) = −α
β

∫ T

S

∫
Ω

|∇θ|2dxdt (3.16)

−
∫ T

S

∫
Γ2

m · νg(u′(t)) · u′(t)dΓdt

−
∫ T

S

∫
Ω

f(u′(t)) · u′(t)dxdt,∀0 ≤ S ≤ T <∞.
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Les hypothèses (3.4), (3.5) et (3.6) conduisent alors à la décroissance
de l’énergie.

Sous des hypothèses complémentaires sur f et g, nous allons main-
tenant préciser différents types de décroissance. Pour cela, intro-
duisons les constantes suivantes :

R0 = max
x∈Ω

(
n∑
k=1

(xk − x0k)
2)1/2, (3.17)

R1 = min(|Γ2|; |Ω|), (3.18)

et

K(a) = max
x∈Γ2

|2R
2
0a(x)

µ
+ (2− n)|.

Soient γ et λ0 les plus petites constantes positives telles que pour
tout u ∈ (H1

Γ1
(Ω))n∫

Γ2

|u|2dΓ ≤ γ2

(∫
Ω

{µ|∇u|2 + (λ+ µ)|div u|2}dx+

∫
Γ2

am · ν|u|2dΓ

)
,

(3.19)
et

‖u‖2
(L2(Ω))n ≤ λ2

0

(∫
Ω

{µ|∇u|2 + (λ+ µ)|div u|2}dx+

∫
Γ2

am · ν|u|2dΓ

)
(3.20)

respectivement.
Alors nous avons le résultat suivant :

Théorème 3.3.1 Soient Γ1 etΓ2 donnés par (3.1) et (3.2) et vérifiant
(3.7) et (3.8). On suppose que les fonctions vectorielles f et g sa-
tisfont (3.9), (3.10) et les inégalités

g(x) · x ≥ l|x|2 ∀x ∈ Rn |x| ≥ 1, (3.21)

|x|2 + |g(x)|2 ≤ G(g(x) · x) ∀x ∈ Rn |x| ≤ 1, (3.22)

|x|2 + |f(x)|2 ≤ G(f(x) · x) ∀x ∈ Rn |x| ≤ 1, (3.23)
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où l est une constante positive et G une fonction concave définie
sur R+ telle que G(0)=0. Alors, ils existent une constante τ > 0,
des constantes r1, r2 et un temps T1 > 0 (dépendant de τ, E(0), |Γ2|, |Ω|)
tels que l’énergie de toute solution de (3.3) vérifie

E(t) ≤ r2G(
Ψ−1(r1t)

r1τt
), ∀t ≥ T1, (3.24)

où Ψ est donnée par

Ψ(t) =

∫ 1

t

1

Φ(s)
ds, avec Φ(s) = τr1G

−1(
s

r2

). (3.25)

Remarque 3.3.1 ce résultat généralise le Théorème 2.3 de [22].

On va d’abord démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.3.1 Soit (u, u′, θ) la solution du système suivant



u′′ − µ∆u− (λ+ µ)∇div u+ α∇θ + u′ = 0 dans Q,

θ′ −∆θ + βdiv u′ = 0 dans Q,

θ = 0 sur Γ,

u = 0 sur Γ1,
µ∂u
∂ν

+ (λ+ µ)div uν + a(m · ν)u+m · νu′ = 0 sur Γ2,

u(., 0) = u0, u
′(., 0) = u1 θ(., 0) = θ0 dans Ω.

(3.26)
Pour tout nombre réel ε0 > 0, il existe une constante positive C(ε0)
telle que ∫

Γ2

∫ T

0

am · ν|u|2dΓdt ≤ C(ε0)E(0) + ε0

∫ T

0

E(t)dt.

Preuve : Pour t ≥ 0, on considère la solution z = z(t) de{
−µ∆z − (λ+ µ)∇div z = 0 dans Ω,
z = u sur Γ.

(3.27)
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Cette solution est caractérisée par z = ω + u où ω ∈ (H1
0 (Ω))n et est

solution de∫
Ω

(µ∇ω∇v+(λ+µ)divωdiv v)dxdt = −
∫

Ω

(µ∇u∇v+(λ+µ)div udiv v)dxdt,

∀v ∈ (H1
0 (Ω))n.

Cette égalité implique que Preuve : Pour t ≥ 0, on considère la
solution z = z(t) de{

−µ∆z − (λ+ µ)∇div z = 0 dans Ω,
z = u sur Γ.

(3.28)

Cette solution est caractérisée par z = ω + u où ω ∈ (H1
0 (Ω))n et est

solution de∫
Ω

(µ∇ω∇v+(λ+µ)divωdiv v)dxdt = −
∫

Ω

(µ∇u∇v+(λ+µ)div udiv v)dxdt,

∀v ∈ (H1
0 (Ω))n.

Cette égalité implique que∫
Ω

(µ∇u∇z+ (λ+µ)div udiv z)dxdt =

∫
Ω

(µ|∇z|2 + (λ+µ)|div z|2)dxdt ≥ 0.

(3.29)
De plus, grâce à l’inégalité de Korn, on aura∫

Ω

|z|2dx ≤ C0

∫
Γ

|u|2dΓ (3.30)

et ∫
Ω

|z′|2dx ≤ C0

∫
Γ

|u′|2dΓ ≤ C ′0

∫
Γ

m · ν|u′|2dΓ (3.31)

où C0, C
′
0 sont des constantes positives.

Soit 0 < T < ∞, on multiplie la première équation de (3.26) par
z et on intégre sur QT . On obtient∫

Ω

∫ T

0

z(u′′ − µ∆u− (λ+ µ)∇div u+ α∇θ + u′)dxdt = 0.

42



Par application de la formule de Green et avec les conditions aux
limites de (3.26) et (3.28), il vient

∫
Ω

∫ T

0

(zu′′ + µ∇u∇z + (λ+ µ)div udiv z + αz∇θ + u′z)dxdt

+

∫
Γ2

∫ T

0

am · ν|u|2dΓdt+

∫
Γ2

∫ T

0

m · νuu′dΓdt = 0.

En intégrant par parties et en tenant compte de (3.29), on a

∫
Γ2

∫ T

0

am · ν|u|2dΓdt ≤ −
∫

Γ2

∫ T

0

m · νuu′dΓdt+

∫
Ω

∫ T

0

z′u′dxdt

− α

∫
Ω

∫ T

0

z∇θdxdt−
∫

Ω

∫ T

0

u′zdxdt−
∫

Ω

zu′|T0 dx.

Soit ε0 > 0 donné, on estime les intégrales du membre de droite
de l’inégalité précédente comme suit :

−
∫

Γ2

∫ T

0

m · νuu′dΓdt ≤ ε0

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν|u|2dΓdt+
1

4ε0

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν|u′|2dΓdt

≤ 2ε0R0γ
2

∫ T

0

E(t)dt+
1

4ε0

E(0),

−
∫

Ω

∫ T

0

z′u′dxdt ≤ ε0

∫
Ω

∫ T

0

|u′|2dxdt+
1

4ε0

∫
Ω

∫ T

0

|z′|2dxdt

≤ ε0

∫ T

0

E(t)dt+
C ′0
4ε0

E(0),

−
∫

Ω

∫ T

0

α∇θ.zdxdt ≤ α2

4ε0

∫
Ω

∫ T

0

|∇θ|2dxdt+ ε0

∫
Ω

∫ T

0

|z|2dxdt

≤ αβ

4ε0

E(0) + 2ε0C0γ
2

∫ T

0

E(t)dt,
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∫
Ω

∫ T

0

u′zdxdt ≤ ε0

∫
Ω

∫ T

0

|z|2dxdt+
1

4ε0

∫
Ω

∫ T

0

|u′|2dxdt

≤ ε0C0γ
2

∫ T

0

E(t)dt+
1

4ε0

E(0),

∫
Ω

zu′|T0 dx ≤ 4(1 + C0γ
2)E(0).

A noter qu’on a plusieurs fois utilisé (3.16) (avec f(x) = g(x) = x),
(3.30), (3.31) et l’inégalité de Young. En regroupant ces différentes
estimations, on aboutit à l’estimation désirée.

Preuve du Théorème 3.3.1 : Pour démontrer le Théorème 3.3.1 ,
nous allons montrer que le système linéaire correspondant à (3.3)
est exponentiellement stable. Or ce système (associé à f(x) = g(x) =
x) est le système (3.26).

Pour montrer la stabilité exponentielle de ce système, on va
établir des inégalités intégrales pour les solutions fortes de (3.26)
correspondants à des données initiales (u0, v0, θ0) ∈ D(A).

On introduit les constantes suivantes :

c1 = αβ(n− 1)2 + 4αβR2
0,

N = λ2
0 +

2

µ
+
γ2λ2

0R
2
0(n− 1)2

c1

+ 4
R2

0

µc1

.

Fixons ε > 0 tel que

0 < ε <
2

1 +N

et définissons les constantes
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k1 = 1 +
2R2

0

µ
+
c1

4ε
,

k2 =
αβ(n− 1)2

4ε
+
αβR2

0

ε
+ λ2

0.

Pour une solution forte de 3.26, on définit la fonction M = (Mi)i=1...n

où

Mi = 2mk
∂ui
∂xk

+ (n− 1)ui. (3.32)

En multipliant la première équation de (3.26) par Mi et en intégrant
par parties sur Ω × [0, T ] (en adoptant la convention des indices
répétés), on obtient

∫
Ω

∫ T

0

u′′iMidxdt

= (u′i(t), 2mk
∂ui
∂xk

)|T0 −
∫

Γ

∫ T

0

mkνk|u′i|2dΓdt+ n

∫
Ω

∫ T

0

|u′i|2dxdt

+ (n− 1)(u′i, ui)|T0 − (n− 1)

∫
Ω

∫ T

0

|u′i|2dxdt

= 2(u′i(t),mk
∂ui
∂xk

+
n− 1

2
ui)|T0 −

∫
Γ2

∫ T

0

mkνk|u′i|2dΓdt+

∫
Ω

∫ T

0

|u′i|2dxdt.
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∫
Ω

∫ T

0

∆uiMidxdt

= 2

∫
Γ2

∫ T

0

∂ui
∂ν

mk
∂ui
∂xk

dΓdt−
∫

Γ

∫ T

0

mkνk|∇ui|2dΓdt+ (n− 2)

∫
Ω

∫ T

0

|∇ui|2dxdt

+ (n− 1)

∫
Γ

∫ T

0

∂ui
∂ν

uidΓdt− (n− 1)

∫
Ω

∫ T

0

|∇u|2dxdt

= 2

∫
Γ2

∫ T

0

∂ui
∂ν

mk
∂ui
∂xk

dΓdt−
∫

Γ

∫ T

0

mkνk|∇ui|2dΓdt+ (n− 1)

∫
Γ

∫ T

0

∂ui
∂ν

uidΓdt

−
∫

Ω

∫ T

0

|∇u|2dxdt.

∫
Ω

∫ T

0

∂

∂xi
(div u)Midxdt = 2

∫
Γ

∫ T

0

div umk
∂ui
∂xk

νidΓdt

−
∫

Γ

∫ T

0

mkνk|div u|2dΓdt+ (n− 2)

∫
Ω

∫ T

0

|div u|2dxdt

+ (n− 1)

∫
Γ

∫ T

0

div uuiνidΓdt− (n− 1)

∫
Ω

∫ T

0

|div u|2dxdt

= 2

∫
Γ

∫ T

0

div umk
∂ui
∂xk

νidΓdt−
∫

Γ

∫ T

0

mkνk|div u|2dΓdt.

+ (n− 1)

∫
Γ

∫ T

0

div uuiνidΓdt−
∫

Ω

∫ T

0

|div u|2dxdt.
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En regroupant ces différentes identités, on obtient

2

∫ T

0

E(t)dt =

∫
Γ

∫ T

0

[|u′i|2 − µ|∇ui|2 − (λ+ µ)|div u|2]m · νdΓdt

+ 2

∫
Γ

∫ T

0

[µ
∂ui
∂ν

+ (λ+ µ)div uνi]mk
∂ui
∂xk

dΓdt

+ (n− 1)

∫
Γ

∫ T

0

[µ
∂ui
∂ν

dΓdt+ (λ+ µ)div uνi]uidΓdt

− 2(u′i,mk
∂ui
∂xk

+
n− 1

2
ui)

T
0 − 2α

∫
Ω

∫ T

0

∂θ

∂xi
(mk

∂ui
∂xk

+
n− 1

2
ui)dxdt

+
α

β

∫
Ω

∫ T

0

θ2dxdt+

∫
Γ

∫ T

0

am · ν|u|2dΓdt− 2

∫
Ω

∫ T

0

u′imk
∂ui
∂xk

dxdt

− (n− 1)

∫
Ω

∫ T

0

uiu
′
idxdt

Avec les conditions aux limites de (3.26), qui impliquent en

particulier
∂ui
∂xk

=
∂ui
∂ν

νk sur Γ1 × [0, T ], on aboutit à :

2

∫ T

0

E(t)dt =
7∑
i=1

Ii,
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lorsque

I1 :=

∫
Γ1

∫ T

0

m · ν[µ|∂ui
∂ν
|2 + (λ+ µ)|div u|2]dΓdt,

I2 :=

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν[|u′i|2 − µ|∇ui|2 − (λ+ µ)|div u|2]dΓdt,

I3 := −2

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν[aui + u′i]mk
∂ui
∂xk

dΓdt,

I4 := −(n− 1)

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν[aui + u′i]uidΓdt+

∫
Γ2

∫ T

0

am · ν|ui|2dΓdt,

I5 := −2(u′i,mk
∂ui
∂xk

+
n− 1

2
ui)

T
0 − (n− 1)

∫
Ω

∫ T

0

uiu
′
idxdt,

I6 := −2α

∫
Ω

∫ T

0

∇θ(mk
∂ui
∂xk

+
n− 1

2
ui)dxdt+

α

β

∫
Ω

∫ T

0

|θ|2dxdt,

I7 := −2

∫
Ω

∫ T

0

u′imk
∂ui
∂xk

dxdt.

On estime les différents termes Ii comme suit :

Premièrement I1 ≤ 0 car m · ν ≤ 0 sur Γ1 × [0, T ] et de même

I2 ≤
∫

Γ2

∫ T

0

m · ν(|u′|2 − µ|∇u|2)dΓdt.

L’inégalité de Young et la définition de R0 (définit dans 3.17) im-
pliquent

I3 ≤ 2
R2

0

µ

∫
Γ2

∫ T

0

m · νa2u2
i dΓdt+

µ

2

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν|∇ui|2dΓdt

+
R2

0

µ

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν|u′i|2dΓdt+
µ

2

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν|∇ui|2dΓdt.

Donc on a

I3 ≤ 2
R2

0

µ

∫
Γ2

∫ T

0

m·νa2u2
i dΓdt+

2R2
0

µ

∫
Γ2

∫ T

0

m·ν|u′i|2dΓdt+µ

∫
Γ2

∫ T

0

m·ν|∇ui|2dΓdt.
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De même

I4 ≤
c1

4ε

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν|u′i|2dΓdt+
(n− 1)2

c1

ε

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν|ui|2dΓdt

+ (2− n)

∫
Γ2

∫ T

0

am · ν|ui|2dΓdt

≤ c1

4ε

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν|u′i|2dΓdt+ (2− n)

∫
Γ2

∫ T

0

am · ν|ui|2dΓdt

+
(n− 1)2εγ2λ2

0R
2
0

c1

∫ T

0

E(t)dt.

Les inégalités

|2
∫

Ω

u′im · ∇uidx| ≤
R2

0

µ
1
2

[‖u′i(t)‖2 + µ‖∇ui(t)‖2] ≤ 2R2
0

µ
1
2

E(t),

|(n− 1)

∫
Ω

u′iuidx| ≤
n− 1

2
λ0[‖u′i(t)‖2 + µ‖ u(t)‖2

(H1
Γ1

(Ω))n ] ≤ (n− 1)λ0E(t),

|(n− 1)

2

∫
Ω

u2
i |dx ≤ (n− 1)λ2

0E(t),

et la définition de k1 impliquent que

I5 ≤ k1E(0).

Par l’inégalité de Young, la définition de R0 et de λ0, et en tenant
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compte de (3.16) (avec f(x) = g(x) = x), on a les estimations

I6 ≤
α2(n− 1)2

4ε

∫
Ω

∫ T

0

|∇θ|2dxdt+ ε

∫
Ω

∫ T

0

|u|2dxdt+
α2R2

0

ε

∫
Ω

∫ T

0

|∇θ|2dxdt

+
α

β

∫
Ω

∫ T

0

|θ|2dxdt+ ε

∫
Ω

∫ T

0

|∇u|2dxdt,

≤ [
αβ(n− 1)2

4ε
+
αβR2

0

ε
+ λ2

0]

∫
Ω

∫ T

0

α

β
|∇θ|2dxdt+ [ελ2

0 +
2ε

µ
]

∫ T

0

E(t)dt

≤ k2E(0) + [ελ2
0 +

2ε

µ
]

∫ T

0

E(t)dt.

I7 = −2

∫
Ω

∫ T

0

u′imk
∂ui
∂xk

dxdt ≤ c1

4ε

∫
Ω

∫ T

0

|u′|2dxdt+
4R2

0ε

µc1

∫
Ω

∫ T

0

µ|∇u|2dxdt.

En regroupant ces différentes estimations, il vient

2

∫ T

0

E(t)dt ≤ I9 + k1(

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν|u′|2dΓdt+

∫
Ω

∫ T

0

|u′|2dxdt)

+ k2E(0) + εN

∫ T

0

E(t)dt,

où on a posé

I9 =

∫
Γ2

∫ T

0

[
2R2

0a
2

µ
+ (2− n)a]m · ν|u|2dΓdt.

Mais

I9 ≤ K(a)

∫
Γ2

∫ T

0

am · ν|u|2dΓdt.

En appliquant le Lemme 4.3.2 avec ε0 = ε
K(a)

, on a l’existence d’une

constante C(ε) telle que

I9 ≤ C(ε)E(0) + ε

∫ T

0

E(t)dt.
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Finalement, en posant

C1 =
k2 + C(ε)

2− ε(1 +N)
, C2 =

k1

2− ε(1 +N)
,

on aboutit à l’estimation∫ T

0

E(t) ≤ C1E(0) + C2(

∫
Γ2

∫ T

0

m · ν|u′|2dΓdt+

∫
Ω

∫ T

0

|u′|2dxdt). (3.33)

Cette estimée reste valable pour les solutions faibles par un argu-
ment de densité.

Dans le formalisme du chapitre 1, l’estimée (3.33) signifie que le
couple (−A1, IU) défini ci-dessous, vérifie l’estimation de stabilité.
On conclut dès lors par le Théorème (2.3.1).

Pour compléter la preuve du Théorème précédent, il nous reste
à définir les opérateurs A1 et IU associé au système (3.26) : A1 est
défini sur

V := (H1
Γ1

(Ω))n × (H1
Γ1

(Ω))n ×H1
0 (Ω)

par
A1Φ = (−v,Au+ α∇θ, βdiv v).

Au vu des feedbacks appliqués dans (3.26), on pose

U = (L2(Γ2))n × (L2(Ω))n × L2(Ω)

et on définit l’application

IU : V → U

(u, v, θ) 7−→ (v|Γ2 , v, θ)

et la forme IU de V vers V ′ par

< IU(u, v, θ), (u∗, v∗, θ∗) >= (IU(u, v, θ), IU(u∗, v∗, θ∗))

=

∫
Γ2

m · νv.v∗dΓ +

∫
Ω

v.v∗dx+
α

β

∫
Ω

∇θ · ∇θ∗dx.
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Chapitre 4

Système avec feedback frontière
de type mémoire

Dans ce chapitre, nous considérons le cas du même modèle de
couplage avec un feedback frontière agissant sur une partie de la
frontière, l’autre partie étant maintenue à une condition de Di-
richlet homogène. Notons que le feedback considéré contient un
terme mémoire.

4.1 Modèle

On conserve les notations et la même partition de la frontière
(3.1), (3.2) introduites dans le chapitre 2.
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On considère le système suivant

u′′ − µ∆u− (λ+ µ)∇div u+ α∇θ = 0 dans Q := Ω× R+,

θ′ −∆θ + βdiv u′ = 0 dans Q,

θ = 0 sur Γ× R+,

u = 0 sur Γ1 × R+,

µ∂u
∂ν

+ (λ+ µ)div (u)ν + am · νu+
∫ t

0
k(t− s)u′ds+m · νu′ = 0 sur Γ2 × R+,

u(·, 0) = u0, u
′(·, 0) = u1, θ(·, 0) = θ0 dans Ω.

(4.1)
Ce système est une variante de (3.3) avec un autre type de condi-
tions aux limites, précisement avec l’introduction d’un terme mémoire∫ t

0

k(t− s)u′ds.

Le potentiel a est dans C1(Γ2) et supposé positif,
k : [0; +∞[→ R est de classe C2 et on suppose qu’il existe des
constantes positives γ0 et γ1 telles que

k(t) ≥ 0, k′(t) ≤ −γ0k(t), k
′′
(t) ≥ −γ1k

′(t). (4.2)

Les paramètres de couplage α et β sont positifs.

Nous ferons en plus les hypothèses suivantes :

Γ1 6= ∅ et 0 < a(x) < a0, ∀x ∈ Γ2, (4.3)

où a0 est une constante positive dont la valeur sera convenablement
choisie.

53



4.2 Energie du système

Montrons d’abord que le problème est bien posé.
On reprend les espaces fonctionnels introduits au chapitre 2

H1
Γ1

(Ω) = {u ∈ H1(Ω); u = 0 sur Γ1},
W = (H1

Γ1
(Ω))n × (L2(Ω))n,

H = W × L2(Ω).

On rappelle que l’espace W est muni de la norme

‖(u, v)‖2
W =

∫
Ω

[|v|2 + µ|∇u|2 + (λ+ µ)|div u|2]dx+

∫
Γ2

am · ν|u|2dΓ.

Théorème 4.2.1 Soit Γ1 et Γ2 définis dans (3.1)-(3.2) et vérifiant
(3.7) , (3.8). Supposons que la fonction k satisfait (4.2). Alors
pour des données initiales (u0, u1, θ0) ∈ H, le système (4.1) admet
une solution unique (u, θ) satisfaisant

(u, u′, θ) ∈ C([0,∞);H).

Preuve: ([32])

On définit l’énergie du système (4.1) par

E(t) =
1

2

∫
Ω

{
|u′|2 + µ|∇u|2 + (λ+ µ)|div u|2 +

α

β
|θ|2
}
dx

+
1

2

∫
Γ2

am · ν|u|2dΓ +
1

2

∫
Γ2

k(t)[u(t)− u(0)]2dΓ

− 1

2

∫
Γ2

∫ t

0

k′(t− s)[u(t)− u(s)]2dΓds. (4.4)

.

Proposition 4.2.1 l’énergie vérifie

E ′(t) = − α

β

∫
Ω

|∇θ(x, t)|2 dx−
∫

Γ2

am · ν|u′|2dΓ +
1

2

∫
Γ2

k′(t)[u(t)− u(0)]2dΓ
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− 1

2

∫
Γ2

∫ t

0

k
′′
(t− s)[u(t)− u(s)]2dΓds. (4.5)

Preuve:

E ′(t) = −
∫

Ω

u
′′
u′dx+ µ

∫
Ω

∇u∇u′dx+

∫
Ω

(λ+ µ)divudivu′dx+

+

∫
Ω

α

β
θθ
′
dx+

∫
Γ

amνuu
′
dΓ+

+
1

2

∫
Γ2

k′(t)[u(t)− u(0)]2dΓ +

∫
Γ2

k(t)[u(t)− u(0)]u′(t)dΓ

− 1

2

∫
Γ2

∫ t

0

k
′′
(t)[u(t)− u(s)]2dΓds−

∫
Γ2

∫ t

0

k
′
(t− s)u(t)u′(t)dΓds+

+

∫
Γ2

∫ t

0

k
′
(t− s)u(s)u′(t)dΓds.

En integrant par parties on obtient

E ′(t) = −
∫

Ω

u
′′
u′dx+ µ

∫
Ω

∇u∇u′dx+

∫
Ω

(λ+ µ)divudivu′dx+

+

∫
Ω

α

β
θθ
′
dx+

∫
Γ

amνuu
′
dΓ+

− 1

2

∫
Γ2

∫ t

0

k
′′
(t)[u(t)− u(s)]2dΓds+

1

2

∫
Γ2

k′(t)[u(t)− u(0)]2dΓ

−
∫

Γ2

k(t)u(0)u′(t)dΓ +

∫
Γ2

k(t)u(t)u′(t)dΓ

+

∫
Γ2

u′(t)

∫ t

0

k
′
(t− s)u(s)dsdΓ−

∫
Γ2

u(t)u′(t)

∫ t

0

k
′
(t− s)dΓds

et donc

E ′(t) = −
∫

Ω

u
′′
u′dx+ µ

∫
Ω

∇u∇u′dx+

∫
Ω

(λ+ µ)divudivu′dx+

+

∫
Ω

α

β
θθ
′
dx+

∫
Γ

amνuu
′
dΓ+

− 1

2

∫
Γ2

∫ t

0

k
′′
(t)[u(t)− u(s)]2dΓds+

1

2

∫
Γ2

k′(t)[u(t)− u(0)]2dΓ

−
∫

Γ2

k(t)u(0)u′(t)dΓ +

∫
Γ2

k(0)u(t)u′(t)dΓ
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+

∫
Γ2

u′(t)

∫ t

0

k
′
(t− s)u(s)dsdΓ. (4.6)

La condition aux limites

µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)div (u)ν + am · νu+

∫ t

0

k(t− s)u′ds+m · νu′ = 0

sur Γ2 × R+ peut se reécrire

µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)div (u)ν + am · νu+m · νu′ +

∫ t

0

k′(t− s)u(s)ds− k(t)u(0) + k(0)u(t) = 0.(4.7)

En multipliant (4.7) par u′(t) et en intégrant sur Γ2, on a∫
Γ2

[µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)div (u)ν + am · νu]u′dΓ = −

∫
Γ2

m · ν(u′)2dΓ−
∫

Γ2

k(0)u(t)u′(t)dΓ

+

∫
Γ2

k(t)u(0)u′(t)dΓ−
∫

Γ2

u′
∫ t

0

k′(t− s)u(s)dsdΓ.

ce qui, dans (4.6) donne (4.5)

Remarque 4.2.1 (i) Les hypothèses sur k, k′ et k
′′

nous permettent
de déduire la décroissance de l’énergie.

(ii) De la proposition précédente, on a

E(T )− E(S) = −α
β

∫ T

S

∫
Ω

|∇θ|2dxdt+
1

2

∫
Γ2

∫ T

S

k′(t)[u(t)− u(0)]2dtdΓ

−
∫ T

S

∫
Γ2

m · ν|u′(t)|2dtdΓ− 1

2

∫ T

S

∫
Γ2

∫ t

0

k
′′
(t− s)[u(t)− u(s)]2dsdΓdt,

∀ 0 ≤ S ≤ T <∞.

4.3 Stabilisation exponentielle

Considérons l’énergie standard ( correspondant à k ≡ 0)

E(t) =
1

2

∫
Ω

{
|u′|2 +µ|∇u|2 + (λ+µ)|div u|2 +

α

β
|θ|2
}
dx+

1

2

∫
Γ2

am ·ν|u|2dΓ.
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Pour montrer la propriété de décroissance exponentielle de l’énergie,
nous allons d’abord établir quelques résultats préliminaires.

Lemme 4.3.1 Soit (u, θ) une solution forte de (4.1) et

M(u) = 2(m · ∇)u+ (n− 1)u

. Alors, pour tout t ≥ 0, il existe une constante positive η telle que

‖M(u)‖2
(L2(Ω))n ≤ ηE(t).

Preuve: : En intégrant par parties, on a

‖M(u)‖2
(L2(Ω))n =

∫
Ω

[|2(m · ∇)u|2 + (n− 1)2|u|2 + 4(n− 1)u · (m · ∇)u]dx

=

∫
Ω

[|2(m · ∇)u|2 + (n− 1)2|u|2 + 2(n− 1)m · ∇(|u|2)]dx

=

∫
Ω

[|2(m · ∇)u|2 + (1− n2)|u|2]dx+ 2(n− 1)

∫
Γ2

m · ν|u|2dΓ

≤ 4R2
0

∫
Ω

|∇u|2dx+ 2(n− 1)

∫
Γ2

m · ν|u|2dΓ.

On conclut en utilisant l’inégalité de Korn.

Soit la fonction définie pour t > 0 par

ϕσ(t) =

∫
Ω

[
u′M(u) +

σ

2
θ2
]
dx,

où (u, θ) est solution de (4.1) et σ une constante positive.

Lemme 4.3.2 Pour une constante convenable σ, il existe des constantes
positives c0 et C telles que pour toute solution régulière (u, θ) de
(4.1), on a

ϕ
′

σ(t) ≤ − c0E(t) + C(

∫
Γ2

|u′(t)|2dΓ +

∫
Γ2

k(t)[u(t)− u(0)]2dΓ

−
∫

Γ2

∫ t

0

k′(t− s)|u(t)− u(s)|2dsdΓ) +

∫
Γ2

am · νu2dΓ. (4.8)
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Preuve: : Par dérivation de ϕσ(t) on a

ϕ
′

σ(t) =

∫
Ω

[u
′′
M(u) + u′(2m · ∇u′ + (n− 1)u′) + σθ

′
θ]dx.

En appliquant la formule de Green, il vient∫
Ω

∆uiMidxdt = 2

∫
Γ

∂ui
∂ν

mk
∂ui
∂xk

dΓ−
∫

Γ

mkνk|∇ui|2dΓ + (n− 2)

∫
Ω

|∇ui|2dx

+ (n− 1)

∫
Γ

∂ui
∂ν

uidΓ− (n− 1)

∫
Ω

|∇u|2dx

= 2

∫
Γ

∂ui
∂ν

mk
∂ui
∂xk

dΓ−
∫

Γ

mkνk|∇ui|2dΓ + (n− 1)

∫
Γ

∂ui
∂ν

uidΓ

−
∫

Ω

|∇u|2dx.

∫
Ω

∂

∂xi
(div u)Midx = 2

∫
Γ

div umk
∂ui
∂xk

νidΓ

−
∫

Γ

mkνk|div u|2dΓ + (n− 2)

∫
Ω

|div u|2dx

+ (n− 1)

∫
Γ

div uuiνidΓ− (n− 1)

∫
Ω

|div u|2dx

= 2

∫
Γ

div umk
∂ui
∂xk

νidΓ−
∫

Γ

mkνk|div u|2dΓ

+ (n− 1)

∫
Γ

div uuiνidΓ−
∫

Ω

|div u|2dx.

Ces différentes inégalités conduisent à

d

dt

(∫
Ω

u′M(u)dx

)
= −

∫
Ω

[
|u′|2 + µ|∇u|2 + (λ+ µ)|div u|2

]
dx

+

∫
Γ

(
µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)div u · νi

)
M(u)dΓ−

∫
Ω

α∇θM(u)dx

+

∫
Γ

m · ν|u′|2dΓ−
∫

Γ

m · ν
[
µ|∇u|2 + (λ+ µ)|div u|2

]
dΓ.
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De la même manière, en travaillant avec l’équation en θ du système
(4.1) on obtient∫

Ω

θ
′
θdx = −

∫
Ω

|∇θ|2dx− β
∫

Ω

θdiv u′dx.

En regroupant ces différentes égalités , on obtient

ϕ
′

σ(t) ≤ −2E(t) +
α

β

∫
Ω

θ2dx+

∫
Γ2

am · ν|u|2dΓ

+

∫
Γ

(
µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)div u · νi

)
M(u)dΓ−

∫
Γ

m · ν
[
µ|∇u|2 + (λ+ µ)|div u|2

]
dΓ

+

∫
Γ

m · ν|u′|2dΓ−
∫

Ω

α∇θM(u)dx− σ
∫

Ω

|∇θ|2dx+ σβ

∫
Ω

∇θu′dx. (4.9)

En tenant compte des conditions aux limites de (4.1) ( qui im-

pliquent en particulier
∂ui
∂xk

=
∂ui
∂ν

νk sur Γ1), on arrive à

ϕ
′

σ(t) ≤ −2 E(t) +
α

β

∫
Ω

θ2dx+

∫
Γ2

am · ν|u|2dΓ

+

∫
Γ2

(
µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)div u · νi

)
M(u)dΓ

+

∫
Γ2

m · ν|u′|2dΓ−
∫

Ω

α∇θM(u)dx

− σ

∫
Ω

|∇θ|2dx+ σβ

∫
Ω

u′∇θdx. (4.10)

En utilisant la formule de Young et le Lemme (4.8), on a , pour
tout ε > 0 l’estimation

ϕ
′

σ(t) ≤ (−2 + εη + εσβ)E(t) +

∫
Γ2

m · ν|u|2dΓ +

∫
Γ2

m · ν|u′|2dΓ

+
c1

ε

∫
Γ2

[µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)div u · ν]2dΓ

+ ε

∫
Γ2

(|∇u|2 + |u|2)dΓ
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+
α

β

∫
Ω

θ2dx+ (
α2 + 1

4ε
− σ)

∫
Ω

|∇θ|2dx (4.11)

où c1 est une constante positive.
Maintenant, on fait le choix de σ de sorte quelconque

α

β

∫
Ω

θ2dx+ (
α2 + 1

4ε
− σ)

∫
Ω

|∇θ|2dx < 0.

En utilisant le théorème de Poincaré, les propriétés de la trace et
la définition de γ, dans (4.11), en choisissant ε suffisamment petit,
on obtient

ϕ
′

σ(t) ≤ − c2E(t) +

∫
Γ2

m · ν|u|2dΓ

+ c3

∫
Γ2

[µ
∂u

dν
+ (λ+ µ)div u · ν]2dΓ

+
α

β

∫
Ω

θ2dx+ (
α2 + 1

4ε
− σ)

∫
Ω

|∇θ|2dx (4.12)

pour une constante convenable c2 et c3.
On choisit maintenant σ de sorte que

α

β

∫
Ω

θ2dx+ (
α2 + 1

4ε
− σ)

∫
Ω

|∇θ|2dx < 0.

On obtient ainsi

ϕ
′

σ(t) ≤ − c2E(t) +

∫
Γ2

m · ν|u|2dΓ

+ c3

∫
Γ2

[µ
∂u

dν
+ (λ+ µ)div u · ν]2dΓ. (4.13)

Notons que comme dans [31] la condition au bord sur Γ2 du systeme
(4.1) peut être reécrite

µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)div uν + am · νu+m · νu′

−
∫ t

0

k′(t− s)[u(t)− u(s)]ds− k(t)[u(t)− u(0)] = 0 (4.14)
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et donc par l’inégalité de Cauchy-Schwarz(∫ t

0

k′(t− s)[u(t)− u(s)]ds

)2

≤ [k(0)− k(t)]

∫ t

0

(−k′(t− s))[u(t)− u(s)]2ds .(4.15)

Finalement, en utilisant (4.14) et (4.15) on peut estimer∫
Γ2

[µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)div uν]2dΓ ≤ C[

∫
Γ2

|u′|2dΓ −
∫

Γ2

∫ t

0

k′(t− s)[u(t)− u(s)]2dsdΓ

+

∫
Γ2

k(t)[u(t)− u(0)]2dΓ] +

∫
Γ2

u2dΓ,

ce qui, dans (4.12) donne (4.8).

Théorème 4.3.1 Soit Γ1 et Γ2 définis dans (3.1), (3.2) et vérifiant
(3.7) et (3.8). Supposons que la fonction k satisfait l’hypothèse
(4.2). Alors il existe des constantes positives C1 et C2 telles que
l’énergie de la solution du système (4.1) vérifie

E(t) ≤ C1e
−C2t, ∀t > 0. (4.16)

Preuve: : Avec les hypothèses sur k, k′ et k
′′
, on peut obtenir, de

(4.5), l’estimation

E ′(t) ≤ −α
β

∫
Ω

|∇θ(x, t)|2dx−
∫

Γ2

m · ν|u′|2dΓ

− γ0

2

∫
Γ2

k(t)[u(t)− u(0)]2dΓ

+
γ1

2

∫
Γ2

∫ t

0

k
′
(t− s)[u(t)− u(s)]2dsdΓ. (4.17)

On introduit une fonction de Lyapounov

E∗(t) := E(t) + ρϕσ(t) (4.18)

où ρ est une constante positive dont son ordre de grandeur sera
précisé dans la suite, et σ étant tel que le Lemme (4.3.2) soit vérifié.
Alors , par l’identité (4.5) et le lemme (4.3.2), pour une valeur de
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ρ suffisamment petite, on a

(E∗)
′
(t) ≤ −c0ρE(t) + ρ

∫
Γ2

am · νu2dΓ

− γ0

4

∫
Γ2

k(t)[u(t)− u(0)]2dΓ

+
1

4

∫
Γ2

∫ t

0

k
′
(t− s)[u(t)− u(s)]2dsdΓ (4.19)

ce qui implique, pour a0 (défini dans (3.7) suffisamment petit,

(E∗)
′
(t) ≤ −c4E(t), ∀t > 0 (4.20)

pour une certaine constante positive c4. En remarquant que E∗(t) ≤
CE(t) pour une certaine constante positive c5, l’inégalité (4.20) im-
plique que

(E∗)
′
(t) ≤ −c4E

∗(t)

.
Ce qui veut dire que E∗ décroit exponentiellement. Par conséquent,
comme E(t) ≤ cE∗(t) pour une certaine constante c, le Théorème
4.3.1 en découle.
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Chapitre 5

Couplage avec équation des
ondes

Introduction
Dans ce chapitre, nous allons considérer la même équation élastodynamique
mais que nous allons coupler avec une équation des ondes, avec
n = 2 ou n = 3. Plus pécisément, soit le système suivant



u′′ − µ∆u− (λ+ µ)∇divu− b∇θ = 0 dans Q,

θ′′ −∆θ + γθ + θ′ + b divu = 0 dans Q,

∂θ

∂ν
= 0 sur Γ× R+,

u = 0 sur Γ1 × R+

µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)divu.ν + bθν + g(u′) = 0 sur Γ2 × R+,

u(., 0) = u0, u
′(., 0) = u1, θ(., 0) = θ0, θ

′(., 0) = θ1 dans Ω.
(5.1)

Le paramètre de couplage est b , constante positive et γ > 0, λ, µ
sont les constantes de Lamé toujours strictement positives.
Les parties Γ1 et Γ2 de la frontière sont les mêmes introduites dans
(3.1) et (3.2). La fonction g est définie sur Γ2 × R+ .
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Nous allons d’abord démontrer que le système linéaire associé est
bien posé et ensuite, par des inégalités intégrales appropriées, étudier
les propriétes asymptotiques de la solution.

5.1 Existence et Unicité de la solution du problème

Etablissons l’existence et l’unicité de la solution du système
(5.1) en le ramenant une équation d’évolution du premier ordre.
Nous allons d’abord considerer le cas où la fonction g est l’identité.
Soit alors le système suivant



u′′ − µ∆u− (λ+ µ)∇divu− b∇θ = 0 dans Q,

θ′′ −∆θ + γθ + θ′ + b divu = 0 dans Q,

∂θ

∂ν
= 0 sur Γ× R+,

u = 0 sur Γ1 × R+

µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)divu.ν + bθν + u′ = 0 sur Γ2 × R+,

u(., 0) = u0, u
′(., 0) = u1, θ(., 0) = θ0, θ

′(., 0) = θ1 dans Ω.
(5.2)

Dans la suite, on suppose encore que

Γ1 6= ∅, (5.3)

Γ1

⋂
Γ2 = ∅. (5.4)

et qu’il existe une constante a0 telle que

m · ν > a0 > 0 sur Γ2

64



5.1.1 Réduction d’ordre

Pour obtenir la formulation abstraite du système (5.2), on multi-
plie la première équation par v ∈ (H1

Γ1
(Ω))n et on intégre par parties

sur Ω, ce qui donne∫
Ω

[u′′ − µ∆u− (λ+ µ)∇ divu− b∇ θ]vdx = 0.

Par la formule de Green, on obtient∫
Ω

u′′vdx− µ
∫

Γ

∂u

∂v
v dΓ− (λ+ µ)

∫
Γ

v ν divudΓ +

∫
Ω

[µ∇u∇v + (λ+ µ)divu divv]dx

+

∫
Ω

(−b∇θ)vdx = 0

ou encore

∫
Ω

u′′vdx+

∫
Ω

[µ∇u∇v + (λ+ µ)divu divv]dx+

∫
Ω

b θ divvdx

−
∫

Γ2

[µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)divuν + bθν]vdΓ = 0.

En tenant compte de la condition frontière sur Γ2 ×R+, on obtient
alors :∫

Ω

u′′ v dx+

∫
Ω

[µ∇u∇v + (λ+ µ)divu divv + b θ divv]dx+

∫
Γ2

u′vdΓ = 0.(5.5)

En multipliant la deuxième équation du système (5.2) par ϕ ∈
H1(Ω), il vient alors∫

Ω

θ′′ϕdx+

∫
Ω

(∇θ∇ϕ+ γ θ ϕ+ bϕdivu)dx+

∫
Ω

θ′ ϕdx = 0 (5.6)

En faisant la somme membre à membre de (5.5) et (5.6), on obtient
alors∫

Ω

u′′vdx+

∫
Ω

θ′′ϕdx +

∫
Ω

[µ∇u∇v + (λ+ µ)divudivv +∇θ∇ϕ+ γ θ ϕ+ bθdivv + bϕdivu]dx
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+

∫
Γ2

u′vdΓ +

∫
Ω

θ′ϕdx = 0. (5.7)

On définit les opérateurs suivants

< A(u, θ), (v, ϕ) > =

∫
Ω

[µ∇u∇v + (λ+ µ)divu divv +∇θ∇ϕ+ γθϕ+ bθdivv + bϕdivu]dx

< B(u, θ), (v, ϕ) > =

∫
Γ2

uvdΓ +

∫
Ω

θϕdx

< C(u, θ), (v, ϕ) > = < (u, θ), (v, ϕ) >=

∫
Ω

(uv + θϕ)dx

Soit
ξ = (u, θ) ∈ V := (H1

Γ1
(Ω))n × (H2(Ω) ∩H1

0 (Ω))

et
η = (v, ϕ) ∈ V1 := (H1

Γ1
(Ω))n ×H1(Ω).

L’identité (5.7) se réduit à

(u′′, θ′′) + Aξ +Bη = (0, 0). (5.8)

Soit l’espace
H = V × V1.

On définit l’opérateur A de domaine

DA = {w = (ξ, η) ∈ H/Aξ +Bη ∈ (L2(Ω))2}

de la manière suivante :

A(ξ, η) = (−η,Aξ +Bη)

pour tout (ξ, η) ∈ DA.

En posant X = (ξ, η), , le système se réduit à
X ′ +AX = 0,

X(0) = X0 = ((u0, θ0), (u1, θ1)).
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5.1.2 Propriétés de l’opérateur A
Monotonie

Soit w = (ξ, η) dans le domaine de A, on a alors

< Aw,w > = < A(ξ, η), (ξ, η) >

= < (−η,Aξ +Bη), (ξ, η) >

= − < η, ξ > + < Aξ +Bη, η >

= − < η, ξ > + < Aξ, η > + < Bη, η > .

Avec
< η, ξ >=< Aξ, η >,

on obtient
< Aw,w >=< Bη, η >≥ 0,

c’est à dire A est monotone.

Maximalité

Nous devons montrer que I +A est un opérateur surjectif ; c’est
à dire que (I +A)(DA) = H.
Pour (F,G) ∈ H, on cherche (ξ, η) ∈ DA tel que

(I +A)(ξ, η) = (F,G)

c’est à dire

(ξ, η) + (−η, Aξ +Bη) = (ξ − η, η + Aξ +Bη) = (F,G)

Nous avons donc à résoudre le système d’équations suivant


ξ − η = F

Aξ +Bη + η = G
(5.9)
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En remplacant ξ = η + F, on a alors

η + Aη +Bη = G− AF = H.

On introduit maintenant la fonction K définie par

K(η) =
1

2
(‖η‖2 + ‖η‖2 +

∫
Ω

θ2 +

∫
Γ1

u2)− 〈H, η〉

( ici η = (u, θ)).
En dérivant K au sens de Gateaux, on a

〈K ′(η),Φ〉 = 〈(I + A+B)η −H,Φ〉 ∀Φ.

Aussi, K vérifie

K(η) ≥ ‖η‖(1

2
‖η‖ − ‖H‖).

Donc K tend vers l’infini lorsque ‖η‖ → +∞. Par suite K atteint son
minimum sur V en un point η qui est alors la solution recherchée.

Nous pouvons maintenant énoncer le Théoreme suivant

Théorème 5.1.1 Si X(0) ∈ DA, Alors (5.2) admet une solution
unique

X(.) ∈ C1([0,+∞[;DA) ∩ C([0,+∞[;H).

Preuve: Il suffit d’appliquer les semi groupes, étant données les
propriétés preétablies de l’opérateur A.

Rappelons le résultat suivant ([9]) :

Proposition 5.1.1 Sous les conditions

(λ+ µ)γ > b2 si n = 2 (5.10)

(3λ+ 2µ)γ > 3b2 si n = 3 (5.11)

Il existe une constante positive κ telle que la solution de (5.2)
vérifie, pour tout t > 0

‖u(t)‖(H1(Ω))n ≤ κE(t). (5.12)
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5.2 Stabilisation du système

5.2.1 Décroissance de l’énergie du système

Montrons d’abord que le système est dissipatif.

Proposition 5.2.1 L’énergie du système (5.2) définie par :

E(t) = 1
2

∫
Ω

[|u′|2 + |θ′|2 +µ|∇u|2 +(λ+µ)|divu|2 + |∇θ|2 +γ|θ|2 +2b θ divu]dx

est décroissante.

Preuve: En dérivant l’énergie du système associée à une solution
forte, on obtient

E ′(t) =

∫
Ω

[u′u′′ + θ′θ′′ + µ∇u∇u′ + (λ+ µ)divudivu′

+ ∇θ∇θ′ + γθθ′ + bθ′divu+ bθdivu′]dx

=

∫
Ω

[µ∆uu′ + (λ+ µ)∇divuu′ + b∇θu′ + ∆θθ′ − γθθ′ − θ′2 − b divuθ′

+ (λ+ µ)divudivu′ +∇θ∇θ′ + γθθ′ + bθ′divu+ bθdivu′]dx,

ce qui entraine que

E ′(t) =

∫
Γ2

[µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)divuν]u′dΓ +

∫
Γ2

bθνu′dΓ−
∫

Ω

θ′2dx

=

∫
Γ2

[µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)divuν + bθν]u′dΓ−

∫
Ω

θ′2dx.

On a sur Γ2 : µ
∂u

∂ν
+ (λ+ µ)divuν + bθν = −u′, donc

E ′(t) =

∫
Γ2

− u′.u′dΓ−
∫

Ω

θ′2dx = −
∫

Γ2

|u′|2dΓ−
∫

Ω

θ′2dx.

E ′(t) = −
∫

Γ2

|u′|2dΓ−
∫

Ω

|θ′|2dx,

E ′(t) ≤ 0.
Ce qui conduit à la décroissance de l’énergie du système (5.2).
On passe aux solutions faibles par un argument de densité.
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5.2.2 Stabilité du système

Soit M le multiplicateur introduit dans (3.32). On a l’identité
suivante :

Proposition 5.2.2 L’énergie du système vérifie

2

∫ T

0

E(T )dt =

∫
Γ1

∫ T

0

[µ|∂ui
∂ν
|2 + (λ+ µ)|div u|2]mνdΓdt

+

∫
Γ2

∫ T

0

[|u′i|2 − µ|∇ui|2 − (λ+ µ)|div u|2]mνdΓdt

−
∫

Γ2

∫ T

0

(bθν + u
′
)MidΓdt

−
∫

Ω

∫ T

0

[b
∂θ

∂xi
Mi + 2θ

′2 + bθdiv u− θ′θ]dxdt

−
∫

Ω

u
′

iMi|T0 dx−
∫

Ω

θ′θ|T0 dx. (5.13)

Preuve: On multiplie la première équation du système par le mul-
tiplicateur M(u) et on intégre par parties sur Ω× (0, T ). Il vient

2(u′i,mk
∂ui
∂xk

+
n− 1

2
ui)

T
0 +

∫
Γ2

∫ T

0

mkνk|u
′

i|2dΓdt+

∫
Ω

∫ T

0

|u′i|2dxdt

− 2µ

∫
Γ2

∫ T

0

∂ui
∂ν

mk
∂ui
∂xk

dΓdt+ µ

∫
Γ

∫ T

0

mkνk|∇ui|2dΓdt

− µ(n− 1)

∫
Γ

∫ T

0

∂ui
∂ν

uidΓdt+ µ

∫
Ω

∫ T

0

|∇u|2dxdt

− 2(λ+ µ)

∫
Γ

∫ T

0

div umk
∂ui
∂xk

νidΓdt

+ (λ+ µ)

∫
Γ

∫ T

0

mkνk|div u|2dΓdt− (n− 1)(λ+ µ)

∫
Γ

∫ T

0

div uuiνidΓdt

+ (λ+ µ)

∫
Ω

∫ T

0

|div u|2dxdt−
∫

Ω

∫ T

0

b
∂θ

∂xi
Midxdt = 0

De la même manière, en multipliant la deuxième équation du système
(5.2) par θ et en intégrant par parties, on a∫

Ω

θ′θdx|T0−
∫

Ω

∫ T

0

|θ′|2dxdt+
∫

Ω

∫ T

0

|∇θ|2dxdt+
∫

Ω

∫ T

0

γ|θ|2dxdt+
∫

Ω

∫ T

0

θθ′dxdt+
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∫
Ω

∫ T

0

bθdivudxdt = 0

En regroupant ces deux identités et en tenant compte des condi-
tions aux limites, on obtient (5.13)

Inégalité intégrale

Nous allons maintenant établir avec les termes de droite de
l’identité (5.13) les majorations nécessaires pour avoir l’estimation
de stabilité.
Posons d’abord

I1 :=

∫
Γ1

∫ T

0

[µ|∂ui
∂ν
|2 + (λ+ µ)|div u|2]mνdΓdt,

I2 :=

∫
Γ2

∫ T

0

[|u′i|2 − µ|∇ui|2 − (λ+ µ)|div u|2]mνdΓdt,

I3 :=

∫
Γ2

∫ T

0

(bθν + u
′
)MidΓdt,

I4 :=

∫
Ω

∫ T

0

[b
∂θ

∂xi
Mi + 2θ

′2 + bθdiv u− θ′θ]dxdt,

I5 :=

∫
Ω

u
′

iMi|T0 dx−
∫

Ω

θ′θ|T0 dx.

Il est clair, avec la définition de Γ1 que I1 ≤ 0.

De même, m · ν étant positif sur Γ2, on a

I2 ≤
∫

Γ2

∫ T

0

mν|u′i|2dΓdt−
∫

Γ2

∫ T

0

µ|∇ui|2mνdΓdt (:= I ′2). (5.14)

L’énergie étant décroissante, on a pour tout t, E(t) ≤ E(0) et donc
il existe une constante positive c5 telle que

I5 ≤ c5E(0). (5.15)

Proposition 5.2.3 Pour tout ε > 0, il existe une constante Cε,b telle
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que

I4 ≤ Cε,b

∫ T

0

E(t)dt+ ε

∫
Ω

∫ T

0

u2dxdt+ (2 +
1

4ε
)

∫
Ω

∫ T

0

θ
′2dxdt. (5.16)

Preuve: Soit ε > 0, par la formule de Young, on a∫
Ω

∫ T

0

2θ
′2dxdt−

∫
Ω

∫ T

0

θ
′
θdxdt ≤ (2 +

1

4ε
)

∫
Ω

∫ T

0

θ
′2dxdt+ ε

∫
Ω

∫ T

0

θ2dxdt.(5.17)

De la même manière,

I ′4 : =

∫
Ω

∫ T

0

b
∂θ

∂xi
[(2m∇ui) + (n− 1)ui]dxdt+

∫
Ω

∫ T

0

(bθdiv u− θ′θ)dxdt

≤ [
b2

4ε
+
b2(n− 1)2

4ε
]

∫
Ω

∫ T

0

|∇θ|2dxdt+
4R2

0

µ
ε

∫
Ω

∫ T

0

µ|∇u|2dxdt+
b2

γ

∫
Ω

∫ T

0

γθ2dxdt

+
ε

λ+ µ

∫
Ω

∫ T

0

(λ+ µ)|div u|2dxdt+ ε

∫
Ω

∫ T

0

u2dxdt. (5.18)

Ce qui donne, en posant

Cε,b = max(
ε

λ+ µ
,
b2 + ε

γ
,
4R2

0

µ
ε,
b2

4ε
+
b2(n− 1)2

4ε
) (5.19)

l’estimation

I ′4 ≤ Cε,b

∫ T

0

E(t))dt+ ε

∫
Ω

∫ T

0

u2dxdt. (5.20)

En combinant (5.17) et (5.20) on obtient (5.16).

Il nous reste à estimer le terme I3.
Pour ε > 0, on introduit les constantes suivantes :

c′ε,b = (
R2

0

a0µ
+

(n− 1)2

4ε
)(b2(1 + ε)) (5.21)

et

c
′′

ε,b = (
R2

0

a0µ
+

(n− 1)2

4ε
)(1 +

1

ε
) (5.22)
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où a0 minore mν sur Γ2. Nous avons l’inégalité suivante :

Proposition 5.2.4

I3 =

∫
Γ2

∫ T

0

(bθν + u
′
)MidΓdt ≤ c′ε,b

∫
Γ2

∫ T

0

θ2dΓdt+ c
′′

ε,b

∫
Γ2

∫ T

0

|u′|2dΓdt

+ ε

∫
Γ2

∫ T

0

u2dΓdt

+ a0µ

∫
Γ2

∫ T

0

|∇u|2dΓdt. (5.23)

Preuve: Pour tout ε > 0, on a∫
Γ2

∫ T

0

(bθν + u
′
)2dΓdt =

∫
Γ2

∫ T

0

(b2θ2 + 2bθu′ν + u
′2)dΓdt

≤ b2

∫
Γ2

∫ T

0

θ2dΓdt+
1

ε

∫
Γ2

∫ T

0

u
′2dΓdt

+ εb2

∫
Γ2

∫ T

0

θ2dΓdt+

∫
Γ2

∫ T

0

u
′2dΓdt

≤ (1 + ε)b2

∫
Γ2

∫ T

0

θ2dΓdt+ (1 +
1

ε
)

∫
Γ2

∫ T

0

u
′2dΓdt (:= I ′3).

En appliquant l’inégalité de Young, on a∫
Γ2

∫ T

0

(bθν + u
′
)(2m∇ui)dΓdt ≤ R2

0

a0µ
I ′3 + a0µ

∫
Γ2

∫ T

0

|∇u|2dΓdt (5.24)

et

(n− 1)

∫
Γ2

∫ T

0

(bθν + u
′
)(ui)dΓdt ≤ (n− 1)2

4ε
I ′3 + ε

∫
Γ2

∫ T

0

|u|2dΓdt. (5.25)

En faisant la somme des inégalités (5.24) et (5.25), on obtient (5.23)

Stabilisation exponentielle

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant
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Théorème 5.2.1 Soit Γ1 et Γ2 définis dans (3.1), (3.2) et vérifiant
(3.7) et (3.8). Alors, il existe une constante positive b0 tel que
pour un paramétre de couplage b ∈]0, b0[, il existe des constantes
positives w1 et w2 telles que l’énergie de la solution du système
(5.2) vérifie

E(t) ≤ w1e
−w2t, ∀t > 0. (5.26)

Nous allons d’abord démontrer le Lemme suivant :

Lemme 5.2.1 Soit Γ1 et Γ2 définis dans (3.1), (3.2) et vérifiant
(3.7) et (3.8). Alors, pour toute solution forte de (5.2), il existe
des constantes positives K0, K1 et K2 telles que l’énergie associée
vérifie∫ T

0

E(t)dt ≤ K0E(0) +K1

∫
Γ2

∫ T

0

|u′|2dΓdt+K2

∫
Ω

∫ T

0

θ
′2dxdt, ∀T > 0.

(5.27)

Preuve du Lemme
En combinant la proposition (5.2.3) et les estimations des termes
Ii, on obtient

2

∫ T

0

E(T )dt ≤
∫

Γ2

∫ T

0

mν|u′|2dΓdt− (a0 −mν)ν

∫
Γ2

∫ T

0

|∇ui|2dΓdt

+ c5E(0) + Cε,b

∫ T

0

E(T )dt+ ε

∫
Ω

∫ T

0

u2dxdt

+ (2 +
1

4ε
)

∫
Ω

∫ T

0

θ
′2dxdt+ C

′

ε,b

∫
Γ2

∫ T

0

θ2dΓdt

+ C
′′

ε,b

∫
Γ2

∫ T

0

|u′|2dΓdt+ ε

∫
Γ2

∫ T

0

|u|2dΓdt. (5.28)

Ce qui entraine

(1− Cε,b)
∫ T

0

E(T )dt ≤ c5E(0) + C
′′

ε,b

∫
Γ2

∫ T

0

|u′|2dΓdt+ (2 +
1

4ε
)

∫
Ω

∫ T

0

θ
′2dxdt

+ 2ε

∫
Γ2

∫ T

0

|u|2dΓdt+ C
′

ε,b

∫
Γ2

∫ T

0

θ2dΓdt. (5.29)
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Soit κ la plus petite constante positive telle quelconque∫
Γ2

∫ T

0

θ2dΓdt ≤ κ

∫ T

0

‖θ‖H1(Ω)dt ≤ κ

∫ T

0

E(t)dt.

En remarquant que∫
Ω

∫ T

0

u2dxdt ≤
∫ T

0

‖u‖(H1(Ω))ndt,

on a, avec (5.12) l’estimation

ε

∫
Γ2

∫ T

0

|u|2dΓdt ≤ ε$

∫ T

0

E(t)dt. (5.30)

Finalement

(1− Cε,b − C
′

ε,b − 2ε$)

∫ T

0

E(T )dt ≤ c5E(0) + C
′′

ε,b

∫
Γ2

∫ T

0

|u′|2dΓdt

+ (2 +
1

4ε
)

∫
Ω

∫ T

0

θ
′2dxdt. (5.31)

Pour ε suffisamment petit, nous allons définir b0 comme étant la
plus petite constante positive telle que (5.10) soit vérifié et

Cε,b + C
′

ε,b + 2ε$ < 1.

Il suffit alors de poser

K0 =
c5

1− Cε,b − C
′
ε,b − 2ε$

,

K1 =
C
′′

ε,b

1− Cε,b − C
′
ε,b − 2ε$

et

K2 =
2 + 1

4ε

1− Cε,b − C
′
ε,b − 2ε$

.
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Preuve du Théorème 5.2.1 :
Avec le lemme (5.2.1), il suffit d’appliquer le Théorème (2.3.1) avec
le choix

G(x) = x
2

q+1 et q =
p+ 1

α
− 1.

En effet si p = α = 1, alors

Ψ−1(t) = e−t

et on obtient une décroissance exponentielle.

Remarque 5.2.1 Avec le système (5.1), pour des fonctions g vérifiant
les hypothèses (3.5), (3.10), (3.21), (3.22), ainsi que

x · g(x) ≥ α0|x|p+1, ∀|x| ≤ 1, (5.32)

|g(x)| ≤ α1|x|α, ∀|x| ≤ 1, (5.33)

où α0, α1 sont des constantes positives, α ∈ (0, 1] et p ≥ α, on a la
stabilisation non linéaire de (5.1)
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Conclusion

Au cours de cette thèse, nous avons étudié le comportement
asymptotique de l’énergie associée à des systèmes issus de cou-
plage d’équations hyperboliques et paraboliques.

Pour les cas feedbacks non linéaires, nous avons vu que l’étude de la
stabilisation peut se faire en passant par une méthode de systèmes
linéaires associés dont les principes sont rappelés au chapitre 1. La
difficulté réside dans l’établissement des estimations nécessaires.
Nous avons pu établir une stabilisation par une large classe de
rétroactions non linéaires pour le système thermoélastique.
Aussi, nous avons pu avoir les mêmes types de résultats pour un
cas de couplage de deux équations hyperboliques mais avec un cou-
plage faible.

Dans le cas de feedback avec terme mémoire, nous avons établi
une décroissance exponentielle.
Comme perspectives, nous envisageons l’étude, par les techniques
de découplage, des cas de feedbacks dynamiques, c’est à dire les
cas où les contrôles vérifient une équation différentielle.
Enfin, nous comptons nous intéresser au cas thermoviscoélastique
consistant à mettre un terme retard sur la partie hyperbolique.

77



Bibliographie

[1] AASSILA M., CAVALCANTI M., SORIANO J., Asymptotic
stability and energy decay rates for solution of the wave
equation with memory in a sharped domain, SIAM J Control
Optim., 38 : 1581-1602, (2000).

[2] ALAPARA T.A.,MESSAOUDI S.A., Energy decay in the
thermoelasticity type III with viscoelastic damping and delay
term, EJDE 2012 Num. 128 pp 1-15 (2012).

[3] BA E.M. ; SENE A., Energy decay for a thermoelastic system
with nonlinear feedback, Math. Aeterna, Vol.4 Num.4 pp
329-343 (2014).

[4] BA E.M. ; SENE A., Energy decay of a thermoelastic system
with boundary condition of memory type, à parâıtre dans
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[40] VALID R.,La mécanique des milieux continus et le calcul des
structures,Eyrolles, Paris,( 1977).

82


