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Résumé

Dans ce travail, on étudie le comportement asymptotique de I’énergie
associée a la solution de quelques modéles de couplage d’équations
d’évolution. D’une part les systémes considérés sont constitués
d’une équation élastodynamique, et d’autre part d’une équation de
la chaleur et d’une équation des ondes. Les feedbacks utilisés sont
non linéaires ou de type mémoire. Par la méthode des multipli-
cateurs et une fonction de Lyapounov, on établit des estimations
conduisant a des inégalités intégrales appropriées. On en déduit
pour les trois systéemes considérés, divers types de décroissance,
notamment exponentielle.

Mots clés : Thermoélasticité, estimation de stabilité, Young, Lamé,
énergie, chaleur, ondes.

Abstract

In this work, we study the asymptotic behaviour of the associa-
ted energy at the solution of some couplage models of evolution
equations. One part, the systems on which, we take account, are
shaped as an elastodynamic equation, and for an another part, a
heat equation and a wave equation.The used feedbacks are nonli-
near or memory type. By the multiplier method and a lyapounov
function, we establish estimations which lead to the appropried
inegalities integrals. We deduce that for the three considered sys-
tems, many types of cases of decay energy, precisely exponentially.

Keywords : Thermoelasticity, estimation of stability, Young, Lamé,
energy, heat, waves.
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Problematique

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur sur H. On
considere 1’équation d’évolution

d—u—l—Au = 0 dans H, t>0,
dt (1.1)
u(0) = .

avec 1y une donnée initiale. On suppose que A vérifie les conditions
d’existence et d’unicité de solution de (1.1). Pour la solution u, on
associe une énergie

E(u,t) = E(t) = %HUH%-

Cette énergie peut étre constante mais pour la plupart des systemes,
elle est décroissante. Dans ce cas , on cherche a stabiliser le systeme
en y rajoutant un feedback (ou rétroaction) qui fait revenir des
sorties dans le systéeme comme variables. L’objectif étant d’amor-
tir rapidement le systeme, quelque soit son état d’origine

Soit () un ouvert borné de R", de frontiere 0f) réguliere, un
corps élastique, homogeéne et isotrope occupant 2. Soit u(x,t) =

10



U (x,t), o, Up (1, e vecteur déplacement. On considére 'opérateur
t t))1 t dépl t. O idere ’opérat

Acu = pAu+ (A + p)Vdivu

ou ' désigne la dérivée par rapport au temps. Les coefficients de
Lamé )\ et p vérifient

p>0et nA+ (n+1)pn>0,

A, V et div représentent les opérateurs suivants laplacien, gradient
et la divergence.
On consideére ’équation élastodynamique (sans force extérieure)

u (x,t) — Acu(z,t) =0 (1.2)

Dans cette these, on étudie la stabilisation de systémes obtenus
par couplage de (1.2) avec une équation de la chaleur puis avec une
équation des ondes, avec des feedbacks qui seront pour la plupart
non linéaires.

1.1.1 Couplage avec équation de la chaleur
Soit le systeme
u" — Aou+ aVeo = 0dans =Q xRT,
0" — Af + pdivu’ = 0 dans Q x R*,
u(+,0) = ug, W (-,0)=uy 0(-,0) =6, dans ,
(1.3)

a et 3 étant strictement positifs.
L’énergie associée a (1.3) peut étre définie par

E(t) = %/Q {|u’(x,t)|2 4l Va(z, )2 + O+ p)|div ulz, t)|2}dx.

11



La notation utilisée est la suivante :

8ul
|Vu(z,t)| Z |8x]

1,j=1

Avec les conditions aux limites

u=0, 6 =0 sur 90 x R*, (1.4)

/ __g 2
b = ﬂ/Q|V9(x,t)| dz.

L’énergie est décroissante et en plus elle tend vers 0 ([12]). Ce-
pendant, la convergence uniforme vers 0 dépend de la nature de (2
([20]). Pour assurer la convergence uniforme, Liu ([21]) a introduit
un feedback linéaire prenant en compte la composante élastique u
et agissant sur une partie de la frontiere. Précisément, il remplace
(1.4) par

on a

v = 0, sur 09 x R
ua—z + A+ p)divur +a(m - v)u+m-vu' = 0 sur 90y x R,
6 = 0 sur 902 x R*, (1.5)
avec m(z) = x — zo; * € R" (29 € R” fixé),
0 = {x € 00 : m(x) - v(z) < 0}, (1.6)
0y = {z € 002 : m(z) - v(x) > 0}, (1.7)

et a une fonction réguliere. Par ces conditions aux limites, Liu
a établi une décroissance exponentielle de I’énergie , c’est a dire
Pexistence de deux constantes positives K et w telles que

E(t) < KE(0)e ™.
Il est & noter que, avec les conditions (1.4), il a un terme additionnel

1
—/ am - v|u|*dodt
2 Joq,

12



dans I’expression de I’énergie.

Dans ([20]), les auteurs LEBEAU G.; ZUAZUA E., ont étudié le
cas de feedback frontiére non linéaire

u = 0, sur 0Q; x R"
,u? + A+ p)divur + a(m - v)u+m-vg(u') = 0 sur 9y x R,
v
6 = 0 sur 9 x R" (1.8)

et ont établi des décroissances exponentielles et polynomiales pour
certaines non linéarités de g et avec des hypotheses sur la fonc-
tion a. Leur technique combine les multiplicateurs et la méthode
de Lyaponov.

Dans ([13]), les auteurs HEMINNA A.,NICAISE S.,SENE A., ont
obtenu les mémes types de résultats avec le cas anisotropique.
D’autres travaux plus récents ont eu lieu pour le méme type de
systeme mais de type III, c’est a dire avec l'introduction du flux
de chaleur ¢, en plus de u et de 0 ( [26],[36]...)

Dans cette these, nous nous intéressons d’abord au cas de feedbacks

non linéaires frontieres et internes ( avec une classe de non linéarité

plus large). Ensuite, toujours avec le couplage avec équation de la
chaleur, nous allons étudier le cas d’un feedback frontiere linéaire

avec mémoire. Concernant ces types de feedbacks, des modeles
existent dans la littérature. On peut citer entre autre [2, 27, 31] .

Dans [2, 27], les auteurs ALAPARA T.A., MESSAOUDI S.A., MESSAOUDI
S.A., SOUFYANE A., ont étudié la condition aux limites u =

0 sur 092 x R et,

u(t)+/0 k:(t—s)[,uag(j)u(s)—k(A—i—u)divu(s)y]ds+au’(t) =0 surdyxR".

Nous nous sommes intéressés a des feedbacks du type

ou

t
/Lg—l—()\—{—,u)div (u)u+am-uu+/ k(t—s)u'ds+m-vu' =0 sur 0Oy xRT
0

13



Les résultats de cette partie sont a paraitre dans ([4]).

1.1.2 Couplage avec équation hyperbolique

Dans les réferences ([9]) et ([10]) les auteurs se sont intéressés
aux systemes

u” — Au+ VO = 0 dans Q x RT,
0" — aA + Bdivu + v + ¢’ = 0 dans Q x R*,(1.9)
u(-,0) = ug, u'(-,0) =uy 6(-,0) =60y dans €,

(r une constante positive) avec les conditions aux limites

u = 0, sur 00 xRT,
B = 0 sur 0Q x RT, (1.10)

01‘1B9:00u%.
14

Ils ont pu établir, pour de faibles valeurs de [, la convergence uni-
forme vers 0 de I’énergie associée .

Nous nous sommes intéressés au cas de conditions aux limites

u = 0, sur 9; x RT
u% + A+ p)divu.r + v + g(u') = 0 sur 9y x RY,
v
6 = 0 sur 90 x R* (1.11)

avec ¢ une fonction non linéaire.

1.2 Organisation du manuscrit et résultats

La suite du mémoire comporte quatre chapitres.

Dans le Chapitre 2, nous donnons d’abord des généralités sur les
équations d’évolution dans les espaces de Hilbert, les techniques

14



de semi groupes.
Ensuite nous rappelons une méthode due a ([30]) qui permet ’étude
des feedbacks non linéaires par des techniques de linéarisation.

Au Chapitre 3, nous avons étudié le comportement asymptotique
de la

solution du systeme

(' — pAu— (A + p)Vdivu + aVe + f(u) = 0 dans Q x R,
9 — A + Bdivu’ = 0 dans Q x R*,
0 = 0 sur 99 x RT,
u = 0 sur 0; x R,
pSE 4+ (A + p)divur + a(m - v)u+m - vg(u') = 0 sur 00 x R,
L u(-,0) =ug, v(-,0) =u 6(-,0) =6, dans €,

et établi, avec des hypotheéses géométriques classiques, des types
de décroissance pour des fonctions f et g vérifiant

C[1+ |z|[+2] sin>3
< , ’ 1.12
‘f(”“"”—{ Cll+|z]7] sin<2, (1.12)
Cll+|z|72] sin>3,
<
lg(@)] < { ClL+|2l7] sin<2. (1.13)

et les inégalités

g(x) - x> lzf* Vo € R" || > 1,
[2/* + |g(2)* < G(g(x) - 2) Vo € R™ [2] < 1,
2" + [f(@)]* < G(f(2) @) Yo €R" |2 < 1,

ol [ est une constante positive et G une fonction concave définie
sur R, telle que G(0) = 0. ( Voir Théoréme 3.3.1).

15



Remarquons que cette classe de non linéarité est plus large que
celle de ([20]). Aussi dans le cas ou f =0, et g # 0, on peut retrou-
ver le Théoreme 2.2 de ([20]).

Les résultats de ce chapitre sont publiés dans ([3])

Le Chapitre 4 est consacré a I’étude du méme systeme mais avec
un feedback de type mémoire, c’est a dire avec des conditions aux
limites du type

u = 0 sur 09; x Rt
P2+ (A + p)div (w)v + am - vu+ [y k(t — syu'ds +m-vu' = 0 sur 9y x RY,

u(-,0) = ug, u'(-,0) =uq, 0(-,0) =6, dans Q.

(1.14)
avec k un noyau vérifiant des propriétés classiques. Pour ce type
de feedback, nous avons pu établir une décroissance exponentielle
de I’énergie associée.

En fin, au Chapitre 5, nous considérons au cas de couplage avec
une équation
des ondes suivante

(u" — pAu — (N + p)Vdivu — bVE = 0dans Q x RT,
0" — A+ ~0 + ¢ + bdivu = 0dans Q x R",
% = 0 sur 99 x R,
u = 0sur 9Q; x RT,
,u% + (A + p)divu.v + bOv + g(u') = 0 sur 00y x RT,

L u(.,0) = ug, v'(.,0) = uy, 0(.,0) = b, 0'(.,0) = 0, dans (. L

1.15

Pour ce systéeme, nous avons pu montrer, par des inégalités intégrales
appropriées, une décroissance exponentielle de 1’énergie pour de

16



faible valeur du parametre de couplage b.

17



Chapitre 2

Résultats préliminaires

Dans ce premier chapitre, nous donnons quelques résultats préliminaires
sur les équations d’évolution et les techniques de stabilisation non
linéaires. Pour plus de détails, voir entre autre ([6],[14], [31],[32],

[39]).

2.1 Problemes d’évolution

Soit H un espace de Hilbert, (,) le produit scalaire et |.| la
norme associée.

2.1.1 Opérateurs maximaux monotones

Définition 2.1.1 Un opérateur non borné dans H est la donnée
d’un couple (D(A), A) ot D(A) est un sous espace vectoriel de H et
A une application linéaire de D(A) dans H . Le sous espace D(A)
est appelé domaine de A.

Dans la suite, on écrira A pour désigner (D(A), A)

Définition 2.1.2 (i) On dit que A est monotone si pour tout
x € D(A), (Az,z) > 0.
(ii) On dit que A est maximal si Im(I + A) =H.

Le point (ii) peut se reécrire de la maniére suivante .
Yy € H, Jx € D(A), tel que = + Az = y.

18



Définition 2.1.3 On dit qu’un opérateur non borné A est fermé si
{(z,Ax) e H x H,z € D(A)} est fermé dans H x H. C’est a dire que
st une suite z,, de D(A) vérifie x,, —» = dans H et Az, — y dans H
alors, t € D(A) et y = Ax.

Proposition 2.1.1 Si A est maximal monotone alors :

(i) D(A)est dense dans H.

(i1) A est fermé.

111) Pour tout \ > 0, [ + \A est bijectif de D(A) sur H et (I + ) A)™!
est continu sur H et on a ||(I+ N NA)"|zq) < 1.

2.1.2 Semi groupes
Définition 2.1.4 On appelle semi groupe de contraction sur H une
famille d’opérateurs linéaires continues (S(t));>o dans H vérifiant :
L[SMl <1,
2. S(t+s)=95(t)S(s) = S(t)oS(s) Vt,s >0,

4. lim S(t)u=u Yu € H.

t—0t

Définition 2.1.5 Si (S(t)):>0 est un semi groupe de contraction dans
u € H, Uopérateur non borné (D(A), A) défini par :

D(A) = {u € H: lim M existe dans ’H}
h—0+
et S(h
{Au _ m SREZ D(A)}.
h—0+

est appelé générateur infinitésimal du semi groupe (S(t))i>o-

Proposition 2.1.2 Soit (D(A), A) un opérateur non borné dans un
espace de Hilbert H. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. (D(A),A) est maximal monotone.

19



2. (D(A),—A) est le générateur infinitésimal d’un semi groupe
de contraction.

Proposition 2.1.3 Soit S(t);>0 un semi groupe sur H de générateur
A. Alors :

(i) D(A) est dense dans H,

(i) A est fermé

(it1) Vx € D(A), S(.)x € C([0,+oc[,D(A)) NC ([0, +oc[,H) et on a

%S(t)x = AS(t)x = S(t)Az, Vt>0.

2.1.3 Equation abstraite

On considere maintenant le probleme d’évolution

d_u+Au = 0 dans H, t>0,
dt (2.1)
u(0) = Uo.

Définition 2.1.6 Soit uy € D(A). Une solution classique de (2.1)
est une fonction u € C([0,+o00[, H) vérifiant

1) u(0) = uo,

2) u(t) € D(A) Vit > 0,

3) u différentiable dans H,

4) dzgt) + Au(t) =0 Vt > 0.

Théoreme 2.1.1 Soit A un opérateur maximal monotone sur H.
Alors pour tout uy € D(A), il existe une unique fonction
u € C([0, +oo[, H) N C([0, +00[, D(A)) solution de (2.1).

Remarque 2.1.1 Si (S(t)):>0 est un semi groupe de contraction et
u € H, S()u € C([0,+00[,H). La solution classique ( ou forte) de
(2.1) s’écrit alors

u(t) = S(t)up.

Si la donnée initiale est dans H mais pas dans D(A) nous allons
définir une notion de solution (faible)

20



Proposition 2.1.4 Soit (D(A), A) un opérateur mazximal monotone
dans H, (S(t))i>0 le semi groupe généré par —A. Pour uy € H, on
pose

u(t) = S(t)uop.

Alors il existe un espace de Banach Y et un opérateur non borné
(D(B),B) dans Y tel que :

‘H est un sous espace dense de Y

D(B) =H et By = Ay pour tout y € D(A)

(D(B), B) est maximal monotone dans Y,

Si (R(t))i>0 est le semi groupe généré par (D(B),B) dans Y, alors

S(t)ug = R(t)ug, u est différentiable dans Y et du—t)—l—Bu(t) =0 dans

dt
Y.

Définition 2.1.7 Pour uy € H, la fonction u(t) = S(t)uy est appelée
solution faible de (2.1).

Pour le cas des équations linéaires non homogenes du type

d—u+Au = f(t) dans t >0
dt (2.2)
u(0) =y,

nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.1.5 Si uy € D( ), f € C([0,400[,D(A)), alors (2.2)
admet une solution u € C([0, +o00[,D ( NNCHO, +ool, H) et

t

u(t) = S(t)ug+ [ S(t—s)f(s)ds.

S—

Si ug € D(A) et f € L'(0,+00; D(A)) alors (2.2) admet une solution
unique

u € C(0,+00, D(A)) (N CH0,+00,H) et

()l < Iluollogy / 17 o

du(t
1 < uolloen + [ 156 ocads




Considérons maintenant le cas semi linéaire

{d—u+Au = Flu) , >0 (2.3)

u(0) = .

Proposition 2.1.6 On suppose que A est maximal monotone et
qu’il existe une constante L telle que

[ (u) = F(u)|| < Lllu = vl|

Alors, siug € H (2.3) admet une solution u € C([0, 400, H) vérifiant
¢
u(t) = S(t)uo + / S(t — s)F(u(s))ds.
0

2.2 Controlabilité exacte

Dans ce paragraphe, on rappelle brievement quelques techniques
de stabilisation avec feedbacks nonlinéaires. Pour plus de détails,
voir [14],[30].

Soient H, V deux espaces de Hilbert séparables munis des produits
scalaires (.,.)y, (.,.)y et tels que V soit dense dans H avec injection
continue. On identifie H avec son dual H' et on a le diagramme
suivant :

VasH=H —=V.

Considérons un opérateur linéaire non borné A; de V dans V' et une
forme (non linéaire) B de V dans V'. On définit deux opérateurs
(non linéaires) A" et A~ de la maniére suivante :

D(A*) = {v € V|(£A, + B)v € H}, (2.4)
AFv = (A, + B)v, Vv € D(AF). (2.5)

22



On fera les hypotheses suivantes :

A" est maximal monotone, (2.6)
A~ est maximal monotone, (2.7)
D(A") est dense H, (2.8)
D(A™) est dense H, (2.9)
(Aju,u) =0,Yu € V, (2.10)
(Bu,u) > 0,Yu €V, (2.11)

ou (.,.) désigne le crochet de dualité entre V' et V. En utilisant les
semi groupes non linéaires [39], on montre que I’équation d’évolution

du
M Au+Bu=04d £>0
g At b ans #,¢ >0, (2.12)

u(0) = uy,

a une solution unique (faible) v € C(Ry,H) pour tout uy € H. Si
de plus uy € D(A), le probleme (2.12) admet une unique solution
(forte)

u€ W (R, H) N L®(Ry, D(A))

et telle que u(t) € D(A), pour tout ¢ > 0. L’énergie du systéme,
définie par

1
E(t) = 5llu®ll (2.13)
est décroissante et pour tout uy € D(A), on a
T
£(S) — £(T) = / (Bu(t), u(t)) dt, (2.14)
s
pour tout S, T tels que 0 < S < T < 0.
Ce résultat est encore valable pour A~ (avec la méme expression

pour I’énergie et la méme identité (2.14) pour ug € D(A7)).

On introduit la notion (inégalité intégrale) suivante :

Définition 2.2.1 On dit que le couple (A;, B) vérifie ’estimation de
stabilité s’il existe T > 0 et deux constantes positives Cy,Cy (qui
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dépendent de T') avec C; < T telles que

/Tg(t) dt < C1€(0) 4+ Cy /T<Bu(t),u(t)> dt, (2.15)

pour toute solution u de (2.12).
Cette définition est équivalente a la suivante :

Lemme 2.2.1 Le couple (A, B) vérifie l’estimation de stabilité si
et seulement si il existe T > 0 et une constante positive C' (qui
dépend de T) telle que

£(T) < C / CBu(t). u(t)) dt. (2.16)

pour toute solution u de (2.12).

Preuve : Supposons que le couple (A4, B) vérifie I’estimation de
stabilité Comme £(t) est décroissante, ’estimation (2.15) implique

T T
TET) < / E(t)dt < CLE(0) + Cs / (Bu(t), u(t)) dt.
0 0
Par I’identité (2.14) on a

TET) < CLE(T) + (C1 + Cy) /0T<Bu(t), u(t)) dt.

C14+Co

Ce qui donne (2.16) en faisant le choix C' = Z-52.

Réciproquement, si (2.15) est vérifiée, avec la monotonie de £ on
peut écrire

T
/ E(t)dt <TE(0).
0
De méme, avec ’identité (2.14) on a

/0 S(t)dt§§8(0)+g(8(T)+/o (Bu(t), u(t)) dt).
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En utilisant (2.16) on obtient

T

/0 E(t) dt < %5(0)+§(1+0)/0 (Bu(t), u(t)) dt),

qui n’est rien d’autre que (2.15). ]

On a le théoréme suivant, qui donne la décroissance de I’énergie de
(2.12) :

Théoréme 2.2.1 Le couple (Ay, B) satisfait ’estimation de stabilité
st et seulement si il existe deux constantes positives M et w telles
que

E(t) < Me “£(0), (2.17)

pour toute solution u de (2.12).

Preuve du Théoréme 2.2.1 : Supposons que I’estimation de stabilité
est vraie, c’est a dire de maniére équivalente (par le lemme 2.2.1),
que (2.16) est vérifié. L’identité (2.14) implique

E(T) < C(E(0)—&E(T)).
Cette estimation est équivalente a
E(T) < ~€(0),
avec vy = HLC tel que < 1. En appliquant cet argument sur [(m —
)T, mT], pour m = 1,2,--- (ce qui est possible, le systéme étant
invariant par translation), on obtient
EMT) <~E((m—-1)T) <---<A4"E0), m=1,2,---
Par conséquent on a
EmT) < e ™E0), m=1,2,-
avec w = %lnl > 0.

Pour un ¢ positif quelconque, il existe m =1,2,--- tel que
(m—1)T <t <mT et avec la décroissance de I’énergie £, on conclut
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que

Et) < E((m —1)T) < e @M= DTg(0) < Ze™tE(0).

1
Y
L’implication inverse est basée sur l’identité (2.14). n

Par le principe de Russell, cette décroissance exponentielle permet
de controdler exactement I’équation d’évolution associée a ’opérateur
—A; avec des contréles dans L*(]0,T[;U), ’espace controle U étant
un espace de Hilbert donné contenant V avec injection continue.
On note par [y 'injection de V dans U et par Z; la forme identifiant
U a un sous espace de V', c’est a dire

(Zyu,v) = (Iyu, Iyv)y, Yu,v € V.

La controlabilité exacte peut étre formulée de la maniere suivante :
pour tout uy € H, on cherche un temps 7" > 0 et un controle J €
L*(]0,T[; U) tels que la solution u de

d

_U — Alu =J dans V/7t Z 09

- (2.18)
u(0) = uo,

vérifie
u(T) = 0. (2.19)

On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.2 Si les hyphothéses (2.6) a (2.11) sont vérifiées
pour (A1,Zy) et sile couple (A1, Zy) vérifie l’estimation de stabilité,
alors pour tout T > 0 suffisamment grand, et tout u, € H il existe
un controéle

J € L*(]0,T[;U) tel que la solution u € C([0,T],H) de (2.18) vérifie
(2.19).

Preuve du Théoréme 2.2.2 : On applique le principe de Liu[21] en
résolvant le probléeme inverse (on remplace ’hypothése “(A;,Zy)
vérifie 2.15” par “(—A;,Zy) vérifie 2.15”). Pour p, € H, on cherche
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K € L*(]0,T[;U) tel que la solution p € C([0,T],H) de

dp
1 An=Kd 't >
a TP ans V.t 2 0, (2.20)

p(T) = po,

satisfasse
p(0) = 0. (2.21)

On choisit d’abord hy dans # et on considére h € C([0, 7], H) 'unique
solution de

dh

O Ah-Tyf=04d t>0

g T~ Iuf =0 dans #, 620, (2.22)
W(T) = ho.

En appliquant le Théoréeme 2.2.1, on obtient
E(h(t)) < Me T (hy). (2.23)

Ensuite on considére la fonction ¢ € C([0,7],H) solution unique de

Z—? + Aiq+Zyg =0 dans H,t >0, (2.24)
q(0) = h(0).
On pose maintenant p = ¢— fh. Alors p vérifie ’équation (2.20) avec
K =—-Tyq—TIyfh. (2.25)
Soit ’application A de H vers H définie par
Alho) = a(T).

Avec Pestimation (2.23), on a [|A| sz = Vd (ot d :== Me™T) et
donc, pour tout T > 0 tel que d < 1, I’application A —1I est inversible.
Des lors, pour tout py € H, il existe une donnée initiale unique
ho € H telle que

po =p(T) = q(T) = W(T) = (A = 1) fho. (2.26)
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On termine la preuve en montrant que K € L*(]0,7[;U). Pour cela,
on remarque qu’avec l’identité (2.14) on a

T

ET) ~E(0) = [ ko)l ar

£(¢(0)) — E(¢(T)) = / | wq() dt.

En sommant ces deux identités et en considérant la condition ini-
tiale du probléme (2.24) et la condition finale de (2.22), on obtient

/0 (Uh(®)I}; + 1 La(t) ) dt = EGT)) — E(a(T)) < 5 1holl

En utilisant (2.26) et le fait que (I — A)~! soit borné, on arrive a
I’estimation

T 1 1
Iph(O% + [T 12 dt < =||(I — A poll2, < ———1IpollZ,.
/O (Huh )|l + Huq@®) ) dt < 2H( )" polly < 2(1_\@2\%\\%

(2.27)
Ce qui prouve que K défini par (2.25) est dans L*(]0, T[; U). n

2.3 Stabilisation non linéaire

On suppose que ’espace controle U est de la forme

v=]]v (2.28)

J=1

ol, pour tout j =1,---,J, J € N := N\ {0}, U; est un sous espace
fermé de L?(X;, u;)Ni, avec (X;, A;, i1;) un espace mesurable tel que
pi(X;) < oo et N; € N*. Pour tout j =1,---,J, on suppose donnée
une fonction

gj: RN — RN
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vérifiant

(gj(z) — g;j(y)) - (x —y) > 0,Va,y € R"7 (monotonie), (2.29)
9;(0) =0, (2.30)
l9j(2)| < M(1+ |2]), Vo € R, (2.31)

ou M est une constante positive. Enfin, on suppose que B est défini
par

Buo) =Y [ ai(ouyo)) - (o)) dis(ey). (232

On rappelle que I;; est ’injection de V dans U et donc (Iyu); est la

jme composante de [yu. On a le Théoréme suivant .

Théoréme 2.3.1 On suppose que les hypothéses (2.6) a (2.11) sont
vérifiées pour les couples (A, B) et (Ay,Iy). Soient g;, j=1,---,J
satisfaisant (2.29), (2.30) ainsi que

gi(x) x> lx*, Vo e RV « |2| > 1, (2.33)
|x|2 + \gj(x)F < G(gj(z) - x),Vx € RN . lz] <1, (2.34)

ou | est une constante positive et G : [0,00) — [0,00) est une fonc-
tion concave strictement croissante telle que G(0) = 0. St (—A;,Zy)
vérifie l’estimation de stabilité, alors il existe des constantes co, c3 >
0 et Ty >0 (dépendant de T, £(0), 1;(X;), j=1,---,J) telles que

P~ (cot)

<
5<t) ~ CgG ( CQTt

) V> T, (2.35)

pour toute solution u de (2.12), ou 1) est donné par

ol(t) = /too ﬁ ds, Vit > 0, (2.36)
pour ¢ défini par
O(s) = TuG (), (2.37)

ot = min pu;(X;).
J=Tyee T
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La preuve de ce théoréme est basée sur I’inégalité intégrale sui-
vante, établie dans [8].

Lemme 2.3.1 Soit € : [0, +00[— [0, +oo[ une fonction vérifiant l’inégalité
/ S(E(1)) dt < TE(S),¥S > 0, (2.38)

pour un T > 0 et une fonction ¢ convexe et strictement croissante
de [0, +oo[ dans [0, +oo[ telle que ¢p(0) = 0. Alors, il existe un temps
t1 >0 et un réel ¢, dépendant de T et £(0) tels que

~Hent)

£(t) < 6! (¢01Tt ),wztl, (2.39)

ot Y est definie par (2.36)

Preuve du Théoréme 2.3.1 Le domaine D(A) étant dense dans H,
il suffit d’établir (2.35) pour des données dans D(A). Dans ce cas,
u est solution (forte) de (2.12) et on considére p la solution du
probleme (2.20) et (2.21) avec py = u(T) € D(A), T > 0 assez grand
( Vexistence est assurée par le théoréme 2.2.2). A partir de (2.12)
et (2.20) on peut écrire,

d
U+A1U+Bu p>vlv—|—<

dp
<d t+A1p K’LL>V/V—O

d

ou de maniere équivalente

ou d
(GPw + (G W+ (A pory + (Aip, )y,

+ (Bu,p)yy — (K, u)pyy = 0.
L’hypothése (2.10) entraine

<A1u7p>V’,V + <A1p7 U>V’,V - 07
et donc on a

du

d
(Zr P+ (e + (Buplyry = (Kouhyy = 0.

dt’
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En intégrant cette identité par partie pour t € (0,7'), on obtient
T
(WD), T = (ul0), 9O+ [ (Bt oy = (K whvry) i =0
0
Avec les définitions de K et de B on arrive a
T
(WD) pT) = (WO 0O = [ ((Kovuly
0
J
= Y [ U)o (es) dis(a)) .
j=17X;

En utilisant les conditions initiale et finale sur p, on obtient

2E(T) :/0 ((K,IUH)U—Z/X_gj((fUU)j(ﬂfj))'(IUP)j(ij)duj(mj)> dt.

En appliquant ’inégalité de Cauchy-Schwarz on a

28(T) < [|K 20,0y [ Huull 220,70 (2.40)
P 1/2

+upll 2010 (Z/ /X |9j((fUu)j($j))|2de(%)dt) :
j=170 JX

Remarquons que l’estimation (2.27) et la condition finale sur p
entrainent

_
(1= Vay

Avec cette estimation, la définition de K et p = g — f on obtient

/0 (L f @G + [og®)lE) dt < E(T).

| ol e < ———em)

T
/0 M up(t)|2 dt

A
G
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Si on insére cette estimation dans (2.40) on obtient

1 d g 2 2
E(T) < 1_vae (Z/O /X‘j{!(fvu)j(fj)\ + 195 ((Trw);(25))]| }duj(%‘)df> :

j=1

Avec les propriétés des g, on estime le membre de droite et on
obtient

£(0) < ;o KO8T,

pour une constante ¢3 > 0 (dépendant de 7, £(0), maxp;(X;), et
j
min ;1;(X;)). En appliquant cet argument sur [t,t + 7] (au lieu de
J
[0,7] ) on obtient

E(t) — E(t+T)

Ty ) =0 (EWM - EX+T)) V20,

E(t) < 3G

ol ¢ est défini par (2.37). Comme ¢ est décroissante, cette estima-
tion implique que , pour tout 0 < S < N, avec N assez grand

[ oema < [Cew-sasmya
S S
< TE(S)—TEN+T)).

En faisant tendre N vers +oo, on arrive a ’estimation (2.38) ( voir
lemme 5.1 de [8]) et on conclut par le théoréeme 2.3.1. n
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Chapitre 3

Stabilisation non linéaire d’un
systeme thermoélastique
isotrope

3.1 Introduction

Soit {2 un ouvert borné non vide de R",n > 1, de frontiere I
de classe C%. On note v = (vy,--,v,) le vecteur unitaire normal
extérieur a I'. Pour z, € R" fixé, on définit la fonction m(z) = x —
Zo; * € R" et une partition de la frontiere I' de la maniére suivante :

[y ={zel:m(z) v(z) <0}, (3.1)
I'y={z el :m(z) v(z)> 0} (3.2)

Dans ce chapitre, on considére le systéme de la thermoélasticité
suivant :

33



(v — pAu— (N + p)Vdivu + aVe + f(u') = 0O0dans Q :=Q x RT,
0" — A + Sdiv = 0 dans @,
0 = OsurI'xR*,
u = OsurI'y x RT,
pSe 4+ (A + p)divur + a(m - v)u+m - vg(u') = 0 sur I'y x RT,
L u(-,0) = up, v'(-,0) =uq, 0(-,0) =6, dans Q,
(3.3)
ou u=u(z,t) = (uy(z,t), -+ ,u,(z,t)) désigne le vecteur déplacement

et 0 = 0(z,t) la température. La fonction a est positive et réguliére,
c’est-a-dire

a € C1(T') et les fonctions g(u) = (g1(u), ..., gn(u)) et f(u) = (f1(u), ..., fn(u))
sont continues et satisfont

f(0) =g(0)=0 .
(9(z) —g(y)) - (x —y) 2 0,Vz,y € R", (3.5)
(f(x) = f(y)) - (x —y) = 0,Vr,y € R".

Les paramétres de couplage o et J et les constantes de Lamé \,
seront toujours strictement positives.

La stabilisation de plusieures variantes du systeme (3.3) a été
étudiée dans la littérature, citons notamment [12, 21, 22, 23, 35, 37,
38]. Dans [21], Liu a considéré le cas f = 0 et un feedback linéaire,
i.e., g(x) =z sur I'y # () et a obtenu une décroissance exponentielle
de I’énergie. De méme, Liu et Zuazua [22] ont établi, toujours dans
le cas f = 0, une décroissance exponentielle, polynomiale ou lo-
garithmique de 1’énergie pour certaines non linéarités de ¢g. Dans
ce chapitre, nous généralisons ces résultats au cas f # 0, avec une
classe de non linéarité g plus large et d’autres types de décroissance.
Pour ce faire, on établit des inégalités intégrales comme dans [21]
dans le cas linéaire et on utilise la théorie abstraite du chapitre 1.
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Les résultats de cette partie sont publiées dans [3].

3.2 Existence et unicité de la solution

On établit dans ce paragraphe ’existence et 'unicité de la so-
lution du systéme (3.3) en le ramenant & une équation d’évolution
du premier ordre.

Dans la suite de ce chapitre, nous posons les hypotheses suivantes

'y #0 ou a(z) > 0,Vr €Ty, (3.7)
et
rNTy=0. (3.8)

Nous supposons aussi qu’ils existent des constantes C' >0, ¢ >0 et
o’ > 0 telles que

C[1+ |z["2] sin>3,

< ) ,

/()] —{ Cll+|2”] sin<2, (39)
C[l+|z|=2] sin>3,

lg(z)| < { C[1 + |z|] sin < 2. (3.10)

On définit les espaces suivants :
H{(Q) = {ue H(Q);u=0 sur I},
W= (Hp, (Q)" x (L*()",
H = W x L*Q).

L’espace W étant muni de la norme

I o)l = [ I+ 9P + O+ pldiv uPlda + [ am- vjufar.

2

Remarque 3.2.1 Les coefficients \ et i1 étant positifs, ’hypothése
(3.7) permet d’avoir une équivalence entre la norme de (H'(Q))"
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et la norme
. 1
g e = [ (0196 + (v i+ [ amfuf?ar)?,
! Q Iy

On notera par < -,- > la dualité entre (H} (Q2))" et [(H}, (©2))"] ou
entre Hj(Q2) et H1(Q), et par (-,-) le produit scalaire dans (H} (Q))".
De plus, on définit les opérateurs

A (HE(Q)" = [(Hp, ()"

et
Ay : H&(Q) — H’l(Q)

par
< Auyv > = /[uVu - Vo + (A + p)divudiv v]dz, Yu,v € (Hp, (Q))",
0
< Aju,v > = / Vu - Vodz,Yu,v € Hy ().
Q

On introduit aussi I’opérateur non linéaire B, de (H} (Q2))" dans
[(Hr, ())"]" par

< Byu,v >= [ m-vg(u)-vdl + / f(uw)vde,Yu,v € (HE, ()"
Q

I

Lemme 3.2.1 Si les fonctions f et g vérifient (2.9) et (2.10), alors
lopérateur B, est bien définai.

La preuve du lemme est identique a celle du Lemme 3.1 de [22]
(voir aussi la section 6 de [30]).

Pour obtenir la formulation abstraite de (3.3), on multiplie la premiere
équation du systéme (3.3) par v € (H}, (Q2))" et on intégre par parties
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sur (), ce qui conduit a

0 = /[u”—,uAu—()\+M)Vdivu+on9+f(u’)]~vd:c
Q

= /u”-vdx—,u/@-vdF—()\+u)/v-udivudF
Q r Ov r

+ /[,uVqu + (A + p)div udiv o)dz + /(onQ -v)dx + / f(u').vdx
Q Q Q

= / u” - vdx + / a.m - vu.vdl + /m -vg(u").vdl
Q r r

+ /[,uVqu + (A + p)div udiv v]dz + /
0 0

= <u,v>+ < Au,v >+ < Bou',v >+ < aV,v > .

aVe - vdx + / f() - vdz
0

Ce qui donne I’équation
u”’ + Au+ Bou' + aVO = 0.

De la méme maniere, si on multiplie la seconde équation du
systéme (3.3) par v € (H} (Q2))" et si on intégre par parties sur (,
on obtient

0" + Agf + SBdiv (u') = 0.

En posant
& = (u,u,0)

et
AP = (=, Au + Bou' + aV0, Agf + Bdiv (u')), (3.11)

le systeme (3.3) se réduit a

{ P+ AP = 0, (3.12)

@(0) = (ug, u, bp).

Lemme 3.2.2 Sous les hypothéses (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.9)
et (3.10), Vopérateur A défini sur H par (3.11) et de domaine

D(A) = {(u,v,0) € H : v € (HL (Q))", Au+Bov € (L2(Q))",0 € HX(Q)NHL(Q)}

est maximal monotone.
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Preuve: Soit (u,v,0) € D(A), on a

(A(u,v,0); (u,v,0))y = ((—v,Au+ Bov + oV, Agf + Bdiv o), (u,v,0))x
= —(w ) @) + {Au, V)@@ + (Bov, v) 2@
+ (aVl,v) 2@ + (Aob, 0) + (Bdiv v, 0)

+  (Bov,v)r2@)n + (Ao, 0) >0,
ce qui prouve que A est monotone.

Il reste a établir la maximalité. Soit (p,,¢) € H. On cherche
(u,v,0) € D(A) solution du systéme

uU—=v = @
v+ Au+ Bov+aVo = (3.13)
0+ Apf + Bdivou = ¢

Comme u = v + ¢, on a a résoudre

v+ Av+ Bov+aVl = ¢ — Ay

(3.14)
0+ Apf + Bdivo = ¢

On introduit 'opérateur

N(,0) = (v+ Av + Bov + aVé, %9 + %Aoe + adiv o).

N est monotone, continu et hémicontinu ( Lemme 3.2 de [22]).

N((Hrp, ()" x Hy)Q)) = [(Hy, (2))"] x H7}(Q), donc si
¥ —Ap € [(Hy, ()" et 5§ € L*(Q), il existe (v,0) € (Hyp, ()" x Hy(2)
vérifiant (3.14).
Aussi, comme

Agf = € — 0 — Bdivo € L2(Q),
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on a

0 € H*(Q)N H(Q).

Par la théorie des semi groupes, on a le résultat d’existence et
d’unicité suivant :

Théoréme 3.2.1 Soient I'; et I'y définis par (3.1)-(3.2) et satisfai-
sant (3.7) et (3.8). On suppose que les fonctions f et g vérifient
(3.-4), (3.5), (3.6), (3.9) et (3.10) alors, pour des conditions ini-
tiales (ug,u1,6y) € H, le systéme (3.3) (ou (3.12)) admet une so-
lution unique (définie au sens faible) (u,0) vérifiant

(u,u,0) € C([0, 00[; H). (3.15)

3.3 Stabilisation du systeme

L’énergie de la solution du systéme (3.3) est définie par

E(t) = E(u,0,1) = %||(U(t),U’(t)>9(t))lli,

ou encore

1 1
E(t) = 5/9{|u'|2+,u|Vu|2+()\—I—,u)|divu|2+%|9|2}dx+§/F am - v|u|*dr.
2

Un calcul simple montre que

E'(t) = —%/Q|V9(:E,t)|2dx— m-l/g(u'(t))-u'(t)dF—/Qf(u'(t))-u'(t)dx,

Iy

et des lors
T
BT - B(s) = =5 [ [ [VePdade (3.16)
S Q
T
_ / m - vg(l (£)) - (H)dTdt
S Ty
T
_ / F(8)) - (H)dedt, V0 < S < T < oo
S Q
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Les hypotheses (3.4), (3.5) et (3.6) conduisent alors a la décroissance
de I’énergie.

Sous des hypothéses complémentaires sur f et g, nous allons main-
tenant préciser différents types de décroissance. Pour cela, intro-
duisons les constantes suivantes :

n

Ry — — o)), 317
0 Tﬁg(;(% ZTor)”) (3.17)
Ry = min(|lf; Q) (3.18)
et
2 2
K(a) = max| 220 oy
z€ls M

Soient v et )y les plus petites constantes positives telles que pour
tout u € (H} (Q))"

|u|?dl’ < ~? (/Q{/L|Vu|2 + (X + p)|divul*}dz —|—/ am - V|u]2dF) :
r
’ (3.19)

T2

et

el ey < N3 ( / (Ul + (A4 )| div a2} dz + / am. v|u|2dr)
: (3.20)

respectivement.
Alors nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3.3.1 Soient ') ety donnés par (3.1) et (3.2) et vérifiant
(3.7) et (3.8). On suppose que les fonctions vectorielles f et g sa-
tisfont (3.9), (3.10) et les inégalités

g(x) -z > l|z|* Vo € R |z| > 1, (3.21)
[2|* + |g(@)* < G(g(x) - 2) Vo € R™ |2] < 1, (3.22)
|2 + | f(2)]* < G(f(2) - @) Yo € R" |a < 1, (3.23)
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ou | est une constante positive et G une fonction concave définie
sur R, telle que G(0)=0. Alors, ils existent une constante T > 0,
des constantes 1,75 et un temps Ty > 0 (dépendant de 7, E(0), |2/, [2])
tels que l’énergie de toute solution de (3.3) vérifie

E(t) < TQG(%), vt > T, (3.24)
ou ¥ est donnée par
1 s
W(t) = /t Ws)ds’ avec P(s) = T71G_1(r—2)- (3.25)

Remarque 3.3.1 ce résultat généralise le Théoréme 2.3 de [22].

On va d’abord démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.3.1 Soit (u,u/,0) la solution du systéme suivant

(v — pAu— (N + p)Vdivu + aVe + o/ = 0 dans Q,
0" — A + pdivu’ = 0 dans Q,

< 0 = 0 sur I,
U = 0 sur Iy,
nSE 4+ (A + p)divur + a(m - v)u+m - v/ = 0 sur Iy,
u(.,0) = ug, v'(,,0)=u; 0(.,0) =6y dans .

\

(3.26)
Pour tout nombre réel ¢y > 0, il existe une constante positive C(g)
telle que

T T
/ / am - v|u|*dldt < C(g0)E(0) + 50/ E(t)dt.
s Jo 0

Preuve : Pour t > 0, on considére la solution z = z(t) de

{ —uAz — (A + p)Vdivz =0 dans €, (3.27)

z=u surl.
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Cette solution est caractérisée par z = w +u ot w € (H}(Q))" et est
solution de

/(,quVer()\Jr,u)divwdiv v)dxdt = —/(uVquJr()\Jr,u)divudivv)dxdt,
Q Q

Yo € (HY(Q)"

Cette égalité implique que Preuve : Pour ¢ > 0, on considere la
solution z = z(t) de

{ —pAz — (A + p)Vdivze =0 dans €,

z=u surl.

(3.28)

Cette solution est caractérisée par z = w +u ot w € (H}(Q))" et est
solution de

/(quVv—ir()\—l—u)divwdiv v)dxdt = —/(uVqu—ir()\—l—u)divudivv)d:cdt,
Q Q

Yo € (HM Q)"

Cette égalité implique que

/(,uVqu + (A + p)divudiv z)dzdt = /(,u|VZ|2 + (A + p)|div z|*)dzdt > 0.
Q Q

(3.29)
De plus, grace a ’inégalité de Korn, on aura

/|z|2d$ §00/|u|2df‘ (3.30)
0 r

/]z’|2dx < co/ /2D < cg/m.u|uf|2dr (3.31)
Q I T

ou Cy, C|, sont des constantes positives.

Soit 0 < T < oo, on multiplie la premiére équation de (3.26) par
z et on intégre sur ()r. On obtient

T
/ / z(u" — pAu — (A + p)Vdivu + aVo + u')dzdt = 0.
aJo
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Par application de la formule de Green et avec les conditions aux
limites de (3.26) et (3.28), il vient

T
/ / (zu” + pVuVz + (X + p)divudiv z + @2V + u'z)dzdt
aJo

T T
+/ / am - v|u|*dldt + / / m - vuu'dldt = 0.
I'> J0O I's JO

En intégrant par parties et en tenant compte de (3.29), on a

T
// am - v|uf*dldt < // m - yuu'dth—i—// ' dxdt
s Jo I

— // ZV@d:L‘dt—// uzdazdt—/zu'\gdm

Soit ¢y > 0 donné, on estime les intégrales du membre de droite
de I'inégalité précédente comme suit :

T T
—/ / m - vuu'dldt < 50/ / m-l/\uPdth—l——/ / m - v|u'|*dTdt
1y Jo Ty Jo Ty

T
1
< 2803072/ E(t)dt + —E(0),
0 €o

T
—// Zu'drdt < // ]u]d$dt+—// |2/ |*dxdt
aJo

< o [ s Bao,

450

// \V0|2dxdt—|—£o// |z dxdt
460

4—E(O) + 200072 /0 B(t)dt,

IN

T
—// aVo.zdxdt
aJo

IN
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T T 1 T
// u'zdedt < 50// \z[%acdt%——// W' |?dxdt
QJo aJo deo Ja Jo

r 1

S 500072/ E(t)dt+ 4—E(O>,
0 €0

/ 2 |Fdr < 4(1 4 Coy?)E(0).
Q

A noter qu’on a plusieurs fois utilisé (3.16) (avec f(z) = g(x) = x),
(3.30), (3.31) et I’inégalité de Young. En regroupant ces différentes
estimations, on aboutit a ’estimation désirée. [

Preuve du Théoreme 3.3.1 : Pour démontrer le Théoreme 3.3.1 ,
nous allons montrer que le systéme linéaire correspondant a (3.3)
est exponentiellement stable. Or ce systéme (associé a f(x) = g(z) =
x) est le systéeme (3.26).

Pour montrer la stabilité exponentielle de ce systéme, on va
établir des inégalités intégrales pour les solutions fortes de (3.26)
correspondants & des données initiales (ug,vg,6y) € D(A).

On introduit les constantes suivantes :

g = af(n— 1)2 + 4@51%%,

9 2\2R2(p — 1)2 2
N = x+247 ofo(n = 1) +4&.
C1 2&]

Fixons € > 0 tel que

O<e<

1+ N

et définissons les constantes
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k? - + 0 + AO‘
g

Pour une solution forte de 3.26, on définit la fonction M = (M;);—1 .
ou

ou;
M; =2
1tk 8xk

(n— Du;. (3.32)

En multipliant la premiére équation de (3.26) par M, et en intégrant
par parties sur  x [0,7] (en adoptant la convention des indices
répétés), on obtient

T
// w) Mdxdt
QJOo
3u, )
(ui (1), 2mi =)o — mkuk|u| dldt +n |uy dzdt

¥ <n—1><u;,ui>r§—<n—1> / / R

2(ui(t), m O w)|o —/ / myve|ug| dth—i—// |u}|2dadt.
"o, k 2 Ty
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T
/ / Au; Mydadt
_ // Ou, a“Zdth—// myvi| V2Tt + (n — 2) // V| dedt
Iy 8xk
aul
+ (n—1) udth (n—l |VU| dxdt
r,Jo Ov Oy rJo o OV
T
— // |Vul*dxdt.
aJo

T 8 T auz
// (divu)M;dzxdt = 2// div umy,—v;dldt
aJo 0w rJo Oz,
T T
- / / | div u2dTdt + (n — 2) / / div u[2ddt
rJo aJo
T T
+ (n—l)// divuuiyidth—(n—l)// |div u|?dzdt
rJo aJo
T aul T
= 2// divumk—l/idfdt—// myvg|div w2 dTdt.
rJo Oxy, rJo
T T
+ (n—l)// divuuiuidl“dt—// |div u|?dzdt.
rJo aJo
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En regroupant ces différentes identités, on obtient

T
2/ E(t)dt = // [[uf|> — p| Vi — (A + p)|div ul*Jm - vdldt

e [

T du,
+ (n—1) // dth + (A + p)div uy;|u;dUdt

Oou; n—1 ou; n—1
_ 2<u“mk8 + — 2a// 8272 axk+ 5 w;)dxdt

+ // 02dxdt+// am - v|u| dth—Z//
- (n—l)// uuldzdt
aJo

Avec les conditions aux limites de (3.26), qui impliquent en

ou;  Ou; Lo
particulier — = v, sur I'; x [0, 7], on aboutit a :
T 14

(A + p)divuy;im k%dfdt
k
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lorsque

Il = /
Iy
T
]2 = // myHu;P—/AVUzP—()\—i—lu,)’dIVU’Q]dth,
Ty
du;
Iy = —2// m - v{au; + uilm “
I * o,
T
Iy = —(n—1) // m - l/auz—l—u]uZdth—i—// am - v|u;|*dUdt,
Iy

ou; —
Is = —2(u's,my 4 +n (n—1) // wudxdt,
Oxy, 2

ou; n—1
Iy = -2 V . ; - 2
6 a// o( mkaxk 5 ——u;)dxdt + 5/9/0 |0|dxdt,
I; = —2// umk—dxdt

On estime les différents termes I, comme suit :

+ (X + ) |div u|?]dTdt,

Premiérement [; <0 car m-v <0 sur I'; X [0,7] et de méme

T
123// m - (|2 — p|Vul?)dTdt.
I's JO

L’inégalité de Young et la définition de R, (définit dans 3.17) im-
pliquent

2

R2 T T
—0// m-y|u;12drdt+ﬁ// m - v|Vug|2dTdt.
moJry Jo 2 Jr, Jo

Donc on a

I3 < 2—/ / mququth—i- / / me-v|u;| dFdH—u/ / m-v|Vug|*dldt.
Ty I I
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De méme

Iy < // m - V]u]dth+< // m - v|u;|*dUdt
1)
+ (Q—n)// am - v|u|*dldt
I
< // m - v|uf|*dldt + 2—n// am - v|u;|*dDdt
Fg Iy

232
+ Al RO/ E(t)dt.
0

(&1

Les inégalités
/ R% 2 2 2R(2J
2 [ uim - Vudz| < —{[lug (17 + pl| Vs ($)]]°] < = E(1),
o I t
Ao[llUé(t)IIQ + ] U(t)llfH;1<Q))n] < (n—=1)XoE(t),

[V

|(n — 1)/u;uldx| <
Q

(n—1) 2 . 2
| / Wl < (n — 1)XE(),

et la définition de k; impliquent que
Is < k1 E(0).

Par l’inégalité de Young, la définition de R, et de )\, et en tenant
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compte de (3.16) (avec f(z) = g(x) = x), on a les estimations

Is

20 _ 1)2 T T 2 132 T
< M// |V9|2dxdt+€// |u|2dxdt+a€RO// |VO|*dxdt
aJo
+ 5// 6] da:dt—i—s// |Vul*dzdt,

aﬁn—l aﬁRO 9 2 2¢. [T
[ +22) // ©VOdrdt + [A2 + M]/O B(t)dt

g 2
aB(0) + X+ =] / E(t)dt.

= —2// umk dxdt<—// |2 dwdt + 08// p|Vu|?drdt.

IA

IA

En regroupant ces différentes estimations, il vient

T T T
2/ Et)dt < 19+k1(// m-y|u/\2dfdt—|—// [ |2dzdt)
0 I'2 J0O QJ0
T
+ kQE(O)JrsN/ E(t)dt
0

oll on a posé

T 2 2 2
[9:/ / [ By + (2 — n)a]m - v|u|*dDdt.
r; Jo H

Mais

En appliquant le Lemme 4.3.2 avec ¢y =

T
Iy < K(a)/ / am - v|u|*dDdt.
r; Jo

—£ . on a l’existence d’une
K(a)

constante C(e) telle que

Iy < C(e)E(0) + & / TE(t)dt.
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Finalement, en posant

/{32 + 0(6) k)l

01:2—5(1+N)’ 02:2—8(1+N)’

on aboutit & ’estimation

T T T
/ E(t) < CLE(0) + Cg(/ / m - v|u'[2dldt + / / |u/|*dxdt). (3.33)
0 Ty Jo aJo

Cette estimée reste valable pour les solutions faibles par un argu-
ment de densité.

Dans le formalisme du chapitre 1, ’estimée (3.33) signifie que le
couple (—A;,Zy) défini ci-dessous, vérifie ’estimation de stabilité.
On conclut deés lors par le Théoreme (2.3.1).

Pour compléter la preuve du Théoréme précédent, il nous reste
a définir les opérateurs A; et Z;; associé au systeme (3.26) : A; est

défini sur
V= (Hp, ()" x (Hp, (Q)" x Hy(Q)

par
AP = (—v, Au+ oV, pdivv).

Au vu des feedbacks appliqués dans (3.26), on pose
U = (L*(Ta))" x (L*(Q))" x L*(Q)
et on définit Papplication
Iy :V—=>U
(u,v,0) — (vr,, v, 0)
et la forme Z;; de V vers V' par
< Ty(u,v,0), (u*,v*,0%) >= (Iy(u,v,0), Iy (u*,v*,0))

- m~yv.v*dF+/v.v*dx—i—g/VH-VH*dx.
Iy Q B Ja
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Chapitre 4

Systeme avec feedback frontiere
de type mémoire

Dans ce chapitre, nous considérons le cas du méme modele de
couplage avec un feedback frontiere agissant sur une partie de la
frontiere, 'autre partie étant maintenue a une condition de Di-
richlet homogene. Notons que le feedback considéré contient un
terme mémoire.

4.1 Modele

On conserve les notations et la méme partition de la frontiere
(3.1), (3.2) introduites dans le chapitre 2.
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On considere le systeme suivant

(W — pAu— (A + p)Vdivu + aVe = 0 dans Q :=Q xR,
0" — A + Sdivu/ = 0 dans Q,
0 = OsurI' x R*,
u = OsurI'; x R,
u%+()\+u)div(u)u+am~yu+fot k(t —s)u'ds+m-vu' = 0 sur 'y x R,

L u(+,0) =ug, v'(-,0) =uy, 6(-,0) =60, dans Q.

(4.1)
Ce systéme est une variante de (3.3) avec un autre type de condi-
tions aux limites, précisement avec I’introduction d’un terme mémoire

¢
/ k(t — s)u'ds.
0

Le potentiel a est dans C'(T';) et supposé positif,
k : [0;+co[— R est de classe C? et on suppose qu’il existe des
constantes positives 7, et v; telles que

k(t) >0, K(t) < —yk(t), k (t)>—7k(1). (4.2)
Les parametres de couplage o et [ sont positifs.
Nous ferons en plus les hypotheses suivantes :
I'#0 et 0<alx)<ag, Ve ey, (4.3)

ol ag est une constante positive dont la valeur sera convenablement
choisie.
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4.2 Energie du systeme

Montrons d’abord que le probleme est bien posé.
On reprend les espaces fonctionnels introduits au chapitre 2

H%I(Q) = {ue H'(Q); u=0 sur I},
W= (Hp, ()" x (L*(Q)",
H W x L*(Q).

On rappelle que ’espace W est muni de la norme

mwwmﬁiémﬁ+mvm%uA+mwwmmm+/"m«wmwr

Ty

Théoréme 4.2.1 Soit I'y et 'y définis dans (3.1)-(3.2) et vérifiant
(3.7) , (3.8). Supposons que la fonction k satisfait (4.2). Alors
pour des données initiales (ug,u1,6y) € H, le systéme (4.1) admet
une solution unique (u,0) satisfaisant

(u,u',0) € C([0,00); H).
Preuve: ([32])

On définit ’énergie du systéeme (4.1) par

2

2 Jr,
%Z;ﬂﬁﬁ—@ww—wMMM& (14)

1
B(O) = 5 [ {WP+uTuP + Ot wldival? + 510 o
) g

Proposition 4.2.1 l’énergie vérifie

@)= — %/vae(;c,t)\?dx—/r am-y]u’\QdF—i—%/F K ()[u(t) — u(0)]2dT
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Preuve:
E'(t)= -
+

+

% /F | /0 K'(t — s)[u(t) — u(s)]dTds, (4.5)

/u dx—HL/VuVudx—k/g(A—i—u)d vudivu'dz+
1/%09 dx—l—/F uuuuu dr+

: / [u(t) — u(0)]dT + / k() [u(t) — u(0)]u (t)T
1
),

/ (B)[u(t) — u(s)2dTds — / / £)dTds+
/ / — s)u(s)u!(#)dT'ds.

En integrant par parties on obtient

+

et donc

E(t)= -

uudm%—u/VuVudx—l—/()\—i—u)d vudivu'dz+
Q

599 dx + / uuuuu "dr+

(ﬁ@)wﬂ+/k@<mwﬂ

-,
</
% / ]2dDds +;/F k' (8)[u(t) — u(0)]2dT
I
/2 u' (1) /Ot k (t — s)u(s )dde—/F2 u(t)u' (1) /Ot k' (t — s)dDds

/u ’d:c—l—,u/ VuVu dx+/()\+u)divudivu’d:c+
Q

/% d:z:—i—/amuuu dl'+

1

2

0
‘//%<n<> s + 5 [ K@) wo)ar
/ 1 + / (0)u(t) (#)dT
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+ /F QU'(t) /0 tk’(t—s)u(s)dsdr. (4.6)

La condition aux limites
t

(9 ()\—i—u)dlv()V—i—am-yu—f—/k(t—s)u’ds—i—m-l/u’zo
0

sur I'; x Rt peut se reécrire
t

,ua—z + A+ p)div (uw)v + am - vu+m - vu' + / K (t — s)u(s)ds — k(t)u(0) + k(0)u(t) = 0(4.7)
0

En multipliant (4.7) par «/(t) et en intégrant sur I';, on a

/[ug + (A + p)div (u)v + am - vuju'dl = /m v(u')?dl — / k(0)u(t)u (t)dl

+/k:() dF/F /k/t—s s)dsdl

Remarque 4.2.1 (i) Les hypothéses sur k, k' et k" nous permettent
de déduire la décroissance de l’énergie.

ce qui, dans (4.6) donne (4.5)

(ii) De la proposition précédente, on a

E(T) — E(S) = —% /S /Q |V9|2dxdt+% /F /S K ()[u(t) — u(0)]2dtdD

_ /S ! FQm-y|u’(t)|2dtdF—% /5 ' /F 2 /0 (L= $)[ult) — uls) PdsdTdt,

4.3 Stabilisation exponentielle

V< S<T < oo.

Considérons ’énergie standard ( correspondant a k£ =0)

1 1
£(t) :-/ {|u'\2+u|w12+(Aw)\divum9|e\2}dx+—/ am - vlul2dr.
2 (9] B 2 I'y
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Pour montrer la propriété de décroissance exponentielle de I’énergie,
nous allons d’abord établir quelques résultats préliminaires.

Lemme 4.3.1 Soit (u,0) une solution forte de (4.1) et
M(u) =2(m-V)u+ (n—1)u
. Alors, pour tout t > 0, il existe une constante positive n telle que
1M () 120y < 0E(D).

Preuve: : En intégrant par parties, on a
1M (W)l[E2 @y = /Q[\?(m V)ul* + (n = 1?|uf® + 4(n — Du - (m - V)uldz

_ /QHZ(m VY + (n— 12 ul + 2(n — Vym - V(|u[?)]dz

_ /QHQ(m VY2 + (1 — ) |uf2lde + 2(n — 1) | m - vjul?dr

< 4R§/ \Vul?dz +2(n—1) [ m-v|u|*dl.
Q )

On conclut en utilisant 1’inégalité de Korn. [

Soit la fonction définie pour ¢ > 0 par

o (t) = /Q [u’M(u) + %92] dx,

ou (u,0) est solution de (4.1) et o une constante positive.

Lemme 4.3.2 Pour une constante convenable o, il existe des constantes
positives ¢y et C telles que pour toute solution réguliére (u,0) de

(4.1), on a
Po(t) < — c(t) +O( A |U'(?f)|2df+/F k(t)[u(t) — u(0)]*dT

_ /F | /O Kt = )ult) — u(s)2dsdT) + /F am- v (45)
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Preuve: : Par dérivation de ¢,(t) on a
o (t) = /[u"M(u) +u'(2m - V' + (n — ') + 06 6)dz.
Q

En appliquant la formule de Green, il vient

/AuiMidxdt = 2 auimk Ou; dF—/mka|Vui|2dF+(n—2)/ |V, [*dx
Q T 8V al‘k T Q
8ui 2
+ (n—1) | —wdl' = (n—1) | |Vul|"dz
r Ov Q
ou;  Ou; Ou;
_ o [ 2 Lar — 1%dT + (n — 1 Lidl
> mk@xkd /kauk]VuJ dl' + (n—1) r» u;d

— / |Vul*dz.
0

/ 0 (divu)Mdx = 2/divumk%yidF
Q 8$Z r axk

— /mkyk\divu\QdF—l— (n— 2)/ |div u|*dx
r Q
+ (n—1) / div vy dll — (n — 1)/ |div u|*dz
r Q
. 8“1 . 2
= 2 [ divumg—uvdl — | myyg|div u|Zdl
r Oxy, r
+ (n— 1)/divuuiyz-df—/ |div u|*dz.
r Q
Ces différentes inégalités conduisent a
d
— (/ u’M(u)dw) = —/ [ + p|Vul? + (A + p)|div ul’] do
+ / (u% + (A + p)divu - Vi) M (u)dl’ — / aVOM (u)dx
r v Q

+ /m - v|u|?dl — /m v [p|Vul® + (A + p)|divul?] dT.
r r
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De la méme maniére, en travaillant avec ’équation en 6 du systeme
(4.1) on obtient

/9’6@:: —/ ]V9|2dx—6/9divu’da:.
Q Q Q

En regroupant ces différentes égalités , on obtient

!

o, () < —2€(t)+g/92dx—|—/ am - v|u|*dl
B Q I

- / <u% + AN+ p)divu - VZ') M (u)dl’ — /m v [p|Vul? + (X + p)|div ul*] dT
r v r

+ /m-y|u’|2dF—/aV@M(u)dw—a/ |V9|2dx+aﬂ/v9u'dx. (4.9)
r Q Q Q

En tenant compte des conditions aux limites de (4.1) ( qui im-

. . . ou; ou; . N
pliquent en particulier — = v, sur Fl), on arrive a

axk ov

o (1) < =2 E(t)+g/ 02dx+/ am - v|u|*dl’
B Ja Iy
ou ,
+ p— + A+ p)divu - v; | M(u)dl’
Ty al/
+ / m - v|u'[*dl — / aVOM (u)dx

Ty 0
— a/ |V9|2dx+a,6/u'v9dx. (4.10)
Q Q

En utilisant la formule de Young et le Lemme (4.8), on a , pour
tout £ > 0 ’estimation

e, (1) < (=2+en+eoB)Et)+ [ m-v|udl + | m-v|u'|*dT

FQ FQ
+ % 5 [M% + (A + p)divu - v)*dl
+ 5/ (|Vul?® + [ul*)dT
1)
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« a?+1
+ = [ 0Pda+ —0 / V|*dx 4.11
S Pare (=) 190 (1.11)

ol ¢; est une constante positive.
Maintenant, on fait le choix de ¢ de sorte quelconque

a a?+1
— 0%dx + —0 / Vo|*dx < 0.
5/Q =) v

En utilisant le théoreme de Poincaré, les propriétés de la trace et
la définition de v, dans (4.11), en choisissant ¢ suffisamment petit,
on obtient

,(t) < — €t)+ [ m-vlu*dl

I'>
+ 03/ [u@+(/\+u)divu-y]2df
r, dv
o a?+1
+ — [ Pdz+ —0 / Vo dx 4.12
S [#aas (o) [ v (4.12)

pour une constante convenable ¢, et c3.
On choisit maintenant o de sorte que

o a?+1
— | 6%*dz + -0 / Vo|?dz < 0.
S [ (o) [ o0

On obtient ainsi

0, ()< — EM)+ [ m-vulAdD
T2

0
+ 03/ [u—u + (A + p)divu - v)*drl. (4.13)
Ty dv
Notons que comme dans [31] la condition au bord sur I'; du systeme
(4.1) peut étre reécrite

ou

ha + A+ p)divur +am - vu+m - v
v

— /0 Kt —s)[u(t) —u(s)]ds — k(t)[u(t) —u(0)] =0 (4.14)
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et donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

2

( / k’(t—s)[u(t)—u(s)]ds) < [k(0) — k(1) / (—K/(t = $))[u(t) — u(s)Pds (4.15)

Finalement, en utilisant (4.14) et (4.15) on peut estimer

/ Iz g + (A + p)div uv)? dF<C[ |U\ dr /F / K (t — s)[u(t) — u(s)]*dsdl
[ kO~ woFar) + [
ce qui, dans (4.12) donne (4.8). n

Théoréme 4.3.1 Soit I'; et I'y définis dans (3.1), (3.2) et vérifiant
(3.7) et (3.8). Supposons que la fonction k satisfait l’hypothése
(4.2). Alors il existe des constantes positives C et Oy telles que
l’énergie de la solution du systéme (4.1) vérifie

E(t) < Cie™ @' Vit >0. (4.16)

Preuve: : Avec les hypothéses sur k, &’ et k', on peut obtenir, de
(4.5), ’estimation

E'(t) < 5 \VO(z,t)]*dr — [ m-vju/[*dD
I

— 3 K®Ou() — u(0)Pdr

+ /F 2 / (t — 8)[u(t) — u(s)]*dsdl. (4.17)

On introduit une fonction de Lyapounov

E*(t) == E(t) + peo(t) (4.18)

ou p est une constante positive dont son ordre de grandeur sera
précisé dans la suite, et o étant tel que le Lemme (4.3.2) soit vérifié.
Alors , par I’'identité (4.5) et le lemme (4.3.2), pour une valeur de
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p suffisamment petite, on a

(B (t) < —copc‘f(t)—l—p/ am - vu*dl

— 2 k()[u(t) - u(0)2dT

2

4 Jr
+ 1/ /t K (t — s)[u(t) — u(s)])?dsdl (4.19)
4 Jr, Jo
ce qui implique, pour a, (défini dans (3.7) suffisamment petit,
(E*) () < —c4E(t), Vt>0 (4.20)

pour une certaine constante positive ¢,;. En remarquant que E*(t) <
CE(t) pour une certaine constante positive c;, I’inégalité (4.20) im-
plique que

(E") (1) < —cE7 (1)

Ce qui veut dire que E* décroit exponentiellement. Par conséquent,
comme FE(t) < cE*(t) pour une certaine constante c, le Théoréme
4.3.1 en découle. [
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Chapitre 5

Couplage avec équation des
ondes

Introduction
Dans ce chapitre, nous allons considérer la méme équation élastodynamique
mais que nous allons coupler avec une équation des ondes, avec
n =2 ou n = 3. Plus pécisément, soit le systeme suivant

(u' — pAu — (A + p)Vdivu — bVH = 0 dans Q,
0" — AO + 0 + 0’ + bdivu — 0dans Q,
9 = Osur I xR*,
Ov
U = Osur '} x R*
ou , ,
ha, + (A + p)divu.v + bOv + g(u') = 0Osur ') x RY,
v
L u(.,0) = ug, v'(.,0) = uy, 0(.,0) = b, 0(.,0) = 0, dans .

(5.1)
Le parametre de couplage est b , constante positive et 7 > 0, A\, i
sont les constantes de Lamé toujours strictement positives.
Les parties I'; et I'; de la frontiere sont les mémes introduites dans
(3.1) et (3.2). La fonction g est définie sur I'; x Rt .
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Nous allons d’abord démontrer que le systeme linéaire associé est
bien posé et ensuite, par des inégalités intégrales appropriées, étudier
les propriétes asymptotiques de la solution.

5.1 Existence et Unicité de la solution du probleme

Etablissons l’existence et 'unicité de la solution du systéme
(5.1) en le ramenant une équation d’évolution du premier ordre.
Nous allons d’abord considerer le cas ou la fonction g est ’identité.
Soit alors le systeme suivant

(u' — pAu — (A + p)Vdivu — bVH = 0 dans Q,
0" — AO +~v0 + 0 + bdivu = 0 dans Q,
9 = Osur I'xR*,
v
u = Osur'; x R"
ou , ,
ho + (A + p)divu.v + blv + u = OsurI'y xR,
v
. u(,()) = Uy, Ul(.,O) = Uy, (9(,0) = 90, (9/(., O) = 91 dans ().
(5.2)
Dans la suite, on suppose encore que
Iy #0, (5.3)
TN = 0. (5.4)

et qu’il existe une constante qg telle que

m-v>ay>0 sur Iy
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5.1.1 Réduction d’ordre

Pour obtenir la formulation abstraite du systéme (5.2), on multi-
plie la premiére équation par v € (H%l(Q))” et on intégre par parties
sur (), ce qui donne

/[u” — pAu — (A4 p) Vdivu — bV 0lvdx = 0.

o

Par la formule de Green, on obtient

/u"vdm — ,u/@ vdl — (N + ,u)/v v divudl + / (VuVv + (X + p)dive dive]dzx
Q r v r Q

+/(—bv9)vd9& =0
Q

ou encore

/u”vdaz + / wNVuVv + (X + p)dive dive|de + /b9 divvdx
Q Q Q

—/ [#@ + (A + p)divur + bOvjvdl’ = 0.
Ty 8V

En tenant compte de la condition frontiére sur I'y; x R*, on obtient
alors :

/u” vdr + /[,uVqu + (A + p)divu dive + b divv]dx + / u'vdl = 0(5.5)
Q Q Iy

En multipliant la deuxiéme équation du systéme (5.2) par ¢ €
H'(Q),il vient alors

/8”<pdx + /(VQVQO + 70 ¢ + bpdivu)dx + /Q'godx =0 (5.6)
0 0 0

En faisant la somme membre & membre de (5.5) et (5.6), on obtient
alors

/u”vda: + /9”godx + / [V uVo + (A + p)divudive + VOV e + v 0 ¢ + bidive + bpdivu]dz
0 Q Q
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+ / w'vdl + /ngodx = 0. (5.7)
Iy 0

On définit les opérateurs suivants

< Au,0), (v,0) > = /[,uVuVU + (A + p)divu dive + VOV p + v0p + bOdivv + bpdivu|dx
Q

< B(u,0), (v,p) > = / wvdl’ + /9g0dx
Ty Q

< C(u,0),(v,p) > = < (u,0),(v,p) >= /Q(uv + 0p)dx

Soit
£=(u,0) € V= (Hp, (Q)" x (H*(Q) N Hy(2))

et
n=(v,p) € Vi:= (Hp, (Q)" x H(Q).

L’identité (5.7) se réduit a
(u",0") + A€ + B = (0,0). (5.9)

Soit ’espace
H=V xV.

On définit Popérateur A de domaine
Dy ={w=(&n) € H/AE + By e (L*(Q))*}
de la maniére suivante :

A(€,n) = (—n, AS + Bn)

pour tout (£,n) € D 4.

En posant X = (§,7), , le systéme se réduit a

{X’—i—AX = 0,

X(0) = Xo = ((uo, ), (u1,61)).
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5.1.2 Propriétés de ’opérateur A
Monotonie

Soit w = (£,7) dans le domaine de A, on a alors

< A’LU,U) > = < A(ﬁ?”)’ (5777) >

= < (_W7A£+B77)7(£777> >
= —<néE>+<AE+ Bn,n >
= —<néE>+<AEN>+ < Bn,n>.

Avec
<n, & >=< AL, n >,

on obtient
< Aw,w >=< Bn,n >> 0,

c’est a dire A est monotone.

Maximalité
Nous devons montrer que [ + .4 est un opérateur surjectif; c’est
a dire que (I + A)(Dy) =H.
Pour (F,G) € H, on cherche (§,n) € D4 tel que
(I +A)&n) = (FG)
c’est a dire

(&n) + (=n, AL + Bn) = (§ —n,n+ A + Bn) = (F,G)

Nous avons donc a résoudre le systeme d’équations suivant

§—1n = F

A+ Bn+n = G
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En remplacant £ =17+ F, on a alors
n+An+ Bn=G — AF = H.

On introduit maintenant la fonction K définie par
1
K = 5l + lnlP+ [ 0+ [ )= (it

(iciy = (u,0)).
En dérivant K au sens de Gateaux, on a

(K'(n),®) =(I+ A+ B)p— H,®) V.

Aussi, K vérifie
1
K@) 2 ([l llnll = ).

Donc K tend vers l’infini lorsque ||n|| — +oc. Par suite K atteint son
minimum sur V' en un point 7 qui est alors la solution recherchée.

Nous pouvons maintenant énoncer le Théoreme suivant

Théoréme 5.1.1 Si X(0) € Dy, Alors (5.2) admet une solution
unique
X(.) € 1[0, +oc[; Da) NC([0, +o0; H).

Preuve: Il suffit d’appliquer les semi groupes, étant données les
propriétés preétablies de ’opérateur A. n

Rappelons le résultat suivant ([9]) :

Proposition 5.1.1 Sous les conditions

A+ )y >b* sin=2 (5.10)
(3\ +2u)y > 3b* si n=3 (5.11)

Il existe une constante positive r telle que la solution de (5.2)
vérifie, pour tout t > 0

[z @y < KE(2). (5.12)
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5.2 Stabilisation du systeme

5.2.1 Décroissance de I’énergie du systeme

Montrons d’abord que le systéme est dissipatif.

Proposition 5.2.1 L’énergie du systéme (5.2) définie par :
E(t) = %/Hu'[2+|9’|2+/L|Vu\2—l—()\+u)|divu|2+\V9]2+’y|9|2+2b9divu]da:

Q
est décroissante.

Preuve: En dérivant I’énergie du systéme associée a une solution
forte, on obtient

E'(t) = / [u'v" + 00" + pVuVu + (N + p)divudivu’
+ VQHVH’ + 700" + b0’ divu + bOdivu']dx
= /[uAuu’ + (A + p)Vdivuu' + bV + NGO — 00" — 0" — b divud)’
+ (f\2+ w)divudivu’ + VOV + ~00" + b’ divu + bodivu']dz,

ce qui entraine que
E'(t) = / [u@ - (A+u)divuy]u'dF+/ bOvu'dl — /H'Qda:
r, Ov Iy Q

= / [u% + (X + p)divur + bv]u'dl — /H’Qd:c.
r, Ov Q

9,
On a sur I'y: ,ua—u + (A + p)divur + by = —u', donc
v

E'(t) :/ — v /dl — /0’2d$ = —/ [u/|>dT — /Q’de.
T2 Q T2 Q

B(t) = —/ ! PdT — /|9’]2d:c,
Ty Q
E'(t) < 0.
Ce qui conduit a la décroissance de 1’énergie du systeme (5.2).

On passe aux solutions faibles par un argument de densité.
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5.2.2 Stabilité du systeme

Soit M le multiplicateur introduit dans (3.32). On a l’identité
suivante :

Proposition 5.2.2 L’énergie du systéeme vérifie

Q/OTE(T)dt _ /Fl/OT[

T
+ / / [J;|? — | V| — (N + p)|div u|*JmrdDdt
r; Jo

T
- / / (bOv + u") M,;dT dt
1)

T , 20
— 8 —— M; + 20" 4 bOdiv u — 6 0)dxdt
z;

- / uiMilonx— / 00| dz. (5.13)
Q Q

u 252 4 (A + po)\div uf2lmudDdt

Preuve: On multiplie la premiére équation du systeme par le mul-
tiplicateur M (u) et on intégre par parties sur (2 x (0,7). Il vient

: —1 g : T
2(u’i,mkauZ —l—n—ui)g%—/ / mkuk|ui|2dfdt—|—// |, |Pdxdt
axk 2 FQ 0

9, - 8 ;

- 2;1,/ / b deH—/L// muvy| Vg |2dDdt
s
— p(n—1) // uwil“dt—i—u// \Vul*dzdt
v

— 2(>\+,u)// divumk%uidfdt

+ (A +p) // myvg|divul?dldt — (n — 1) (XA + p) // div uuvdldt

+ )\—i-,u// |div ul dxdt—// ax]\/[alavahf—o

De la méme maniere, en multipliant la deuxiéme équation du systéme
(5.2) par 0 et en intégrant par parties, on a

T T T T
/9’9dm|0T—/ / |9'|2dxdt+/ / |V9|2d$dt+/ / 7|9|2d:pdt+/ / 00’ dxdt+
Q aJo aJo aJo aJo



T
// bldivudxdt = 0
aJo

En regroupant ces deux identités et en tenant compte des condi-
tions aux limites, on obtient (5.13) ]

Inégalité intégrale

Nous allons maintenant établir avec les termes de droite de
I’identité (5.13) les majorations nécessaires pour avoir ’estimation
de stabilité.

Posons d’abord

= [ L

L, = / / ;> = 11| Vu)® — (X + p)|div u|*JmedDdt,
s Jo

T
I3 = // bQV—i—u M;dl'dt,
ry Jo

T 89 9 _ :
I, = 8 M; + 20° + bOdiv u — 0 6]dxdt,
4

Iy = /uiMilonm—/Q’Hlonx.
Q Q

Il est clair, avec la définition de I'; que [; < 0.

+ (A + p)|div ul*Jmydldt,

_ A

De méme, m - v étant positif sur I';, on a

T T
I, S/ / my|u;|2dfdt—/ / p| V| *mudldt (= 1), (5.14)
ry Jo ry Jo

L’énergie étant décroissante, on a pour tout t, E(t) < E(0) et donc
il existe une constante positive c; telle que

Proposition 5.2.3 Pour tout < > 0, il existe une constante C. telle
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que

T T 1 T
I, < C&b/ E(t)dt + 8/ / wdrdt + (2 + —) / / 0 2dxdt. (5.16)
0 QJo 47 Ja Jo

Preuve: Soit ¢ > 0, par la formule de Young, on a

T / T / 1 T / T
// 20 2alacalt—// 0 Odxdt < (2+—)// Hdedt—l—é?// 0*dxdfs.17)
QJo QJo 4e” Ja Jo QJo

De la méme maniere,

T
Iy: = / / o [(2mVu;) + (n — 1)u;|dzdt + / / (bOdiv u — 6'0)dxdt
2 B(n—
< b b"—l // V02dzdt + 210 // 1|V da;dt+—// ~62dzdt
+ )\_1_ )\+u |div ul dxdt+6// u?dzdt. (5.18)

Ce qui donne, en posant

b2 4 2 b2 b2 -1 2
C.p = max( c : i 8, ROE, — + (n—)) (5.19)
’ Ay o 4e 4e

T T
L;gca,b/ E(t))dt+5// u?dxdt. (5.20)
0 QJ0

En combinant (5.17) et (5.20) on obtient (5.16). "

Il nous reste a estimer le terme I5.
Pour ¢ > 0, on introduit les constantes suivantes :

P’estimation

L, = (sz + (n 4_51) V(B2 (1 +¢)) (5.21)
et
v RE (n—1)? 1
Cop = <aou + P )1+ g) (5.22)
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ol ayp minore mv sur I';. Nous avons I’inégalité suivante :

Proposition 5.2.4

T T T
13:/ / (bOv + v ) M;dTdt < c;b/ / 92drdt+cgb// /[>T dt
ry Jo “Jry Jo " Jry Jo
T
+ 8// u?dldt
Iy JO

T
+ ao,u// |Vul2dDdt. (5.23)
r; Jo

Preuve: Pour tout ¢ > 0, on a

T
/ / (bOv +u )2dTdt = / / (0%6° + 200u'v + u'?)dTdt
FQ 0 FQ
< / / O2dldt + = / / w 2dldt
FQ 0 F2
+ 5b// 6’2d1“dt+// u2dDdt
FQ 0 FQ 0
T 1 T,
< (1+5)b2// 0%[th+(1+—)// widldt (:=I3).
s JO € Jry Jo

En appliquant 1’inégalité de Young, on a

T 2 T
/ / (bAv + u')(2mVu,)dTdt < &]{% + ao,u/ / |Vul2dDdt  (5.24)
Iy aoft ry Jo

n—l// (O + ') ( ul)dth< I’—i—a// |u|?dTdt. (5.25)
T2 Iy

En faisant la somme des inégalités (5.24) et (5.25), on obtient (5.23)

et

Stabilisation exponentielle

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant
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Théoréme 5.2.1 Soit I'; et I'y définis dans (3.1), (3.2) et vérifiant
(3.7) et (3.8). Alors, il existe une constante positive by tel que
pour un paramétre de couplage b €]0,by], il existe des constantes

positives w, et w, telles que l’énergie de la solution du systeme
(5.2) vérifie
E(t) <we ™' Vt>0. (5.26)

Nous allons d’abord démontrer le Lemme suivant :

Lemme 5.2.1 Soit I'y et I'y définis dans (3.1), (3.2) et vérifiant
(3.7) et (3.8). Alors, pour toute solution forte de (5.2), il existe
des constantes positives Ky, K, et K, telles que l’énergie associée
vérifie

T T T
/E(t)dthoE(O)JrKl// |u’|2dth+K2// 0%dxdt, VT > 0.

0 I's JO QJo
(5.27)

Preuve du Lemme
En combinant la proposition (5.2.3) et les estimations des termes
I;, on obtient

T T T
2/ E(T)dt < / / mu|u'|?dldt — (ag — mu)y/ / |V, |*dTdt
0 r; Jo s Jo

T T
+ E(0)+ C’g,b/ E(T)dt + 5/ / u?dzdt
aJo

0

1 T, , T
+ (2+—)// 92dxdt+(]€b// 02dl dt
4’ Jo Jo " Jry Jo
y T T
+ Ceb/ / |u’|2dth+5/ / |u|?dldt. (5.28)
"y Jo . Jo

Ce qui entraine
T /! T 1 T /
(1—057,,)/ E(T)dt < c5E(0)+C€b// |u’|2dth+(2+—)// 0 2dxdt
0 " Jre Jo de” Jo Jo

T T
+ 26// |u|2drdt+c*;b// 0*dUdt. (5.29)
ry Jo " Jry Jo
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Soit « la plus petite constante positive telle quelconque

T T T
/ / 62dldt < m/ 10]] 1.y dt < m/ E(t)dt.
I'; JO 0 0

En remarquant que

T T
// u2dxdt§/ ||u||(H1(Q))ndt,
QJo 0

on a, avec (5.12) P’estimation

T T
g// |u|2drdt§aw/ E(t)dt. (5.30)
I'2 JO 0

Finalement
! T 1 T
(1—05,,,—057,)—25@)/ E(T)dt < c5E(O)+C£7b// ]u/\Qdth
0 X TFQI 0
+ (2+—)// 02dxdt. (5.31)
45 aJo

Pour ¢ suffisamment petit, nous allons définir b, comme étant la
plus petite constante positive telle que (5.10) soit vérifié et

057[; + O;,b + 2ew < 1.

11 suffit alors de poser

Cs
Ky = ,
P T1-C,-C, - 2w
e
1-0 - (L, - 2w
et .
X, 2+ L

T 1-C,—C,— 2w

=
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Preuve du Théoréme 5.2.1 :
Avec le lemme (5.2.1), il suffit d’appliquer le Théoréme (2.3.1) avec

le choix

1
G(:U):x% et q:]i—l.
a

En effet si p=a =1, alors
() ="
et on obtient une décroissance exponentielle.
Remarque 5.2.1 Awvec le systéme (5.1), pour des fonctions g vérifiant
les hypothéses (3.5), (3.10), (3.21), (3.22), ainsi que

x-g(x) > aplaPt, V|z| <1, (5.32)
l9(2)] < enfa|®, V]| <1, (5.33)

ol ay, a1 sont des constantes positives, o € (0,1] et p > a, on a la
stabilisation non linéaire de (5.1)
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Conclusion

Au cours de cette these, nous avons étudié le comportement
asymptotique de 1’énergie associée a des systémes issus de cou-
plage d’équations hyperboliques et paraboliques.

Pour les cas feedbacks non linéaires, nous avons vu que I’étude de la
stabilisation peut se faire en passant par une méthode de systemes
linéaires associés dont les principes sont rappelés au chapitre 1. La
difficulté réside dans I’établissement des estimations nécessaires.
Nous avons pu établir une stabilisation par une large classe de
rétroactions non linéaires pour le systeme thermoélastique.

Aussi, nous avons pu avoir les mémes types de résultats pour un
cas de couplage de deux équations hyperboliques mais avec un cou-
plage faible.

Dans le cas de feedback avec terme mémoire, nous avons établi
une décroissance exponentielle.

Comme perspectives, nous envisageons I’étude, par les techniques
de découplage, des cas de feedbacks dynamiques, c’est a dire les
cas ou les controdles vérifient une équation différentielle.

Enfin, nous comptons nous intéresser au cas thermoviscoélastique
consistant a mettre un terme retard sur la partie hyperbolique.
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