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3.3 Existence et unicité de la solution du problème de transport du sable . . . . . . . . . 32
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Notations

Sauf mention contraire, les notations suivantes sont valables pour l’ensemble de ce manuscrit.
N, R, C désignent respectivement l’ensemble des entiers naturels, des réels et des complexes.
ε un petit paramètre positif.
Ω est un ouvert de Rn, n = 2 et ∂Ω est son bord.
Lp(Ω) est l’espace des fonctions mesurables définies de Ω dans R telle que∥∥∥u∥∥∥

Lp(Ω)
=
(∫

Ω

|u(x)|pdx
) 1
p

< +∞, pour tout p ∈ [1,+∞[.

L∞(Ω) =
{
u : Ω −→ R mesurable sur Ω : maxx∈Ω |u(x)| < +∞

}
.

T2 = R2\Z2 désigne le tore de dimension 2.
Lp#(Y ) est l’espace des fonctions mesurables définies de Ω dans R telle que∥∥∥u∥∥∥

Lp(Y )
=
(∫

Y

|u(x)|pdx
) 1
p

< +∞, pour tout p ∈ [1,+∞[, périodiques en Y .

Pour u : Ω −→ R, on pose ∂u
∂xi

la dérivée partielle de u par rapport à xi et ∇u =
(
∂u
∂x1

, . . . , ∂u∂xn

)
est

son gradient.
Pour u =

(
u1, . . . , un

)
la divergence de u est : ∇ · u =

∑n
i=1

∂ui
∂xi

.

Pour u : Ω −→ R le laplacien de u est : ∆u =
∑n
i=1

∂2u
∂x2
i
.

ρs densité volumique de l’eau.
τb la contrainte de cisaillement au fond, τc la contrainte critique de cisaillement.
δ la distribution de Dirac.
suppf le support de f.
L2(Ω,RN ) = (L2(Ω))N : l’ensemble des fonctions vectorielles de carrés intégrables.
W 1,p espace de Sobolev.
H1(Ω) = W 1,2(Ω).
L2([0, T ], H1(Ω)) : l’ensemble des fonctions v(t, x) telles que ∀t, v(t, ·) ∈ H1(Ω) et t → v(t, ·) est
dans H1(Ω).
L∞# ([0, T ), H1(Ω)) : l ’ensemble des fonctions v(t, x) telles que ∀t, v(t, ·) ∈ H1(Ω) et t → v(t, ·) est
dans L∞(Ω).
C0([0, T ], L2(Ω)) : l’ensemble des fonctions v(t, x) telles que ∀t, v(t, ·) ∈ L2(Ω) et t → v(t, ·) est
continue.∥∥∥.∥∥∥

H
la norme dans H où H est un espace fonctionnel.

∂
∂t dérivée partielle par rapport à la variable t.
B un opérateur au bord désignant soit une condition de Dirichlet soit une condition de Neumann.
D(Ω) l’espace des fonctions C∞ sur Ω à support compact.
D′(Ω) l’espace des distributions sur Ω i.e. l’ensemble des formes linéaires continues sur D(Ω).
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Résumé

Dans ce travail, les recherches effectuées s’incrivent dans la cadre du projet NLAGA. Elles con-
cernent le problème de transport de sable en milieu sous marin.

Ainsi, nous développons comme dans [23], des modèles de référence valides à court, à moyen et
à long termes de la dynamique des dunes de sable dans les zônes côtières soumises aux courants
de la marée. Ensuite, nous établissons des résultats d’existence et d’unicité de la solution, en util-
isant un résultat d’existence et d’unicité de solutions périodiques d’équations aux dérivées partielles
paraboliques dégénérées et singulièrement perturbées, et des résultats d’homogénéisation du type de
convergence à deux échelles du modèle de référence à court terme de notre problème d’étude. Enfin
nous terminons par une résolution numérique de notre problème d’étude basée sur la méthode des
éléments finis de Lagrange.
Mots cles: Equations de transport, dunes, EDP, homogénéisaton, convergence deux-échelles 2000
Mathematics Subject Classification. Primaire: 35K65, 35B25, 35B10 ; Secondaire: 92F05, 86A60.

Summary

In this work, the research carried out is part of the NLAGA project. We study problems of
morphodynamics of submarine sand under the influence of tides.

Thus, we develop, as in [23], valid reference models for short-term, mean-term and long-term dy-
namics of sand dunes in coastal areas subject to currents of tides. Then, we give the existence
and uniqueness result, using an existence and uniqueness result of periodic solution for singularly
perturbed parabolic degenerated equation, and homogenization results using two scales convergence
for the reference model for short term. Finally, we develop a numerical method using the finite
elements of Lagrange.
keywords: transport equations,dunes, PDE, homozenizaton, two scale convergence 2000 Mathe-
matics Subject Classification. Primary: 35K65, 35B25, 35B10 ; Secondary: 92F05, 86A60.
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Chapter 1

Introduction générale

Dans cette thèse, nous étudions les problèmes de transport de sable à proximité des côtes dans les
zones soumises à la marée. Les dunes, les mégarides et les rides sont des formes sédimentaires de
dimensions variées. Ces formes sédimentaires sont parmi les corps sédimentaires les plus répandus
dans les environnements sous-marins mondiaux. Les dunes sous-marines modèlent régulièremet les
fonds marins sur les plateaux continentaux et sont constituées de sédiments meubles. Alors, ces
derniers peuvent être mobiles sous l’action des courants tidaux. Ainsi, la génération des dunes
sous-marines sur un plateau continental est le résultat de l’interaction entre les fonds marins et les
courants d’eaux.
Les problèmes de transport de sable près de la côte dans les zones soumises à la marée se sont
rapidement révélés être primordiaux d’un point de vue sociétal. En effet, l’humanité et en particulier
la communauté scientifique s’est toujours intéressée à l’étude des problèmes morphodynamiques des
dunes sous-marines.

1.1 Introduction à la modélisation

De nombreux processus en biologie, en écologie et en économie, ainsi qu’en mécanique, et en chimie
peuvent être modélisés par des systèmes d’équations aux dérivées partielles.
Dans notre cadre du travail, il est nécéssaire de proposer des modèles mathématiques aux problèmes
de transport de sable.
Ainsi, nombreux travaux liés aux problèmes de transport de sable existent dans la littérature, parmi
lesquels on peut citer ceux de DeVriend [19], Engelund et Hansen [20], Kennedy [32], Blondeau [14],
Dawson, Johns et Soulsby [18], Johns, Soulsby et Chesher [31], Idier [28], Astruc et Hulsher [30].
Dans leurs travaux, ils étudient le couplage entre des équations de Shallow water et d’une équation
modélisant le transport de sable près des côtes. En général, ces modèles, basés sur des méthodes
d’observations in situ c’est à dire la localisation des dunes, leur géométrie et leur mouvement, peuvent
être définis grâce aux outils géo-acoustiques tels que le sondage bathymétrique multi-faisseaux et
l’imagerie. Du coup, les résultats obtenus de cette méthode après modélisation s’avèrent inéfficaces.
En outre, il n’existe pas de données de terrain mettant en évidence la naissance et le développement
d’une dune. Ainsi, c’est grâce à la modélisation que le temps de génération d’une dune a pu être
estimé. Donc, la modélisation mathématique pour étudier les problèmes de transport de sable est
nécessaire. Par exemple, la modélisation mathématique de l’évolution des dunes sous marines et du
mouvement de la mer peut permettre d’étudier les phénomènes d’érosion particulierement à la côte.
L’érosion côtière est un processus naturel qui peut se définir comme l’emprise de la mer sur la terre à
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cause des vents, des houles et des mouvements des marées. Les courants de la marée ont une influence
notable sur les transports sédimentaires; c’est donc un problème grave et urgent. Cependant, on
a recours alors à des solutions, dans la plupart des cas, coûteuses peu efficaces, pour tenter porter
remède à des dégradations qui peuvent être irréversibles et qu’une meilleure connaissance de ce
phénomène aurait sans doute permis d’éviter. C’est en ce sens que Faye et al [23] ont proposé des
modèles mathématiques valables pour les dynamiques de sable, à court, à moyen, et à long terme,
près des côtes sur les zones soumises à la marée. Cependant, ces modèles ont été étudiés dans un
domaine périodique sans bord alors qu’en général, ceci ne reflète pas la réalité.
Dans le cadre de cette présente étude, l’objectif visé est d’étendre l’étude des modèles de transport
de sable, en s’inspirant des travaux développés par Faye et al [23], sur un domaine Ω de classe C1

de frontière ∂Ω. Plus précisement, nous nous concentrons sur le modèle à court terme du problème
de transport de sable et sur des méthodes qui permettent de supprimer la présence explicite des
oscillations de marée dans un domaine Ω de classe C1 de frontière ∂Ω. Comme le domaine Ω est
borné, il est donc possible de définir une condition aux limites à notre problème de transport de
sable.
Pour modéliser le problème de transport de sable, nous partons de l’équation d’Exner donnée sous
la forme suivante :

∂z

∂t
−∇ · q = 0, dans [0, T )× Ω. (1.1.1)

Dans cette équation, z = z(t, x) désigne la hauteur du sable à la position x et à l’instant t où
t ∈ [0;T ) pour tour T > 0, Ω est un ouvert de R2, q est le flux de sable et est exprimé par la relation

q = qf − |qf |λ∇z (1.1.2)

où qf représente le débit de sable induit par la vitesse de l’eau sur le fond marin et |qf | sa norme.
La constante λ est l’inverse de la pente maximale des dunes de sable sans courant au fond marin.
En contractant les deux expressions (1.1.1) et (1.1.2), on obtient le système linéaire suivant : ∂z

∂t −∇ · q = 0 dans [0, T )× Ω

q = qf − |qf |λ∇z.
(1.1.3)

Muni du système (1.1.3) et compte tenu des conditions aux limites et de l’adimensionnement de
l’équation, n ous obtenons le modèle suivant, valable à court terme de la dynamique des bancs et
dunes de sables, à proximité des côtes dans les zones soumises à la marée :

∂zε

∂t −
1
ε∇ ·

(
Aε∇zε

)
= 1

ε∇ · C
ε dans (0, T )× Ω

zε(0, x) = z0(x) dans Ω

∂zε

∂n = g sur [0, T )× ∂Ω

(1.1.4)

où g ∈ L2(R, H 1
2 (∂Ω)), z0 ∈ H1(Ω) et Ω est un ensemble ouvert de R2 .

Ce système d’équations est de nature parabolique.

1.2 Introduction à l’homogénéisation: convergence à deux
échelles

On présente brièvement dans cette partie l’homogénéisation, que l’on définit comme l’ensemble des
techniques mathématiques qui permettent de passer d’une description microscopique à une descrip-
tion macroscopique d’un phénomène physique modélisé par une ou plusieurs équations aux dérivées
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partielles. Il existe une vaste littérature sur ce sujet, et nous renvoyons le lecteur intéressé à [1] et [40].

Au point de vue des méthodes d’homogénéisation, nous nous intéressons à celle développée par
Allaire [1] , dite de la convergence à deux échelles, dont l’idée a été introduite par G. Nguetseng [40].

Le but de l’homogénéisation et donc de la convergence à deux échelles est d’étudier le comportement
de uε quant ε −→ 0 où uε est la solution du système d’équations aux dérivées partielles suivant : Lεuε = f ε dans Ω ⊂ RN

Bεuε = gε sur ∂Ω
(1.2.1)

où Ω est un ouvert de RN de frontière ∂Ω.
Par conséquent, il s’agit d’identifier une équation de la forme Lu = f dans Ω ⊂ RN

Bu = g sur ∂Ω
(1.2.2)

sans la présence explicite de ε, dont la solution u est proche de uε. Lε et Bε sont des opérateurs
differentiels dont certains coefficients présentent des oscillations de taille ε.

Définition 1.2.1 Une suite de fonction (uε)ε>0 ⊂ Lp(Ω) converge à deux échelles vers une fonction
U appartenant Lp(Ω, Lp#(Y )) si, pour toute fonction ψ ∈ C∞(Ω, L∞# (Y )) on a :

lim
ε−→0

∫
Ω

uε(x)ψ(x,
x

ε
)dx =

∫
Ω

∫
Y

U(x, y)ψ(x, y)dxdy. (1.2.3)

U est la limite à deux échelles de uε dans Lp(Ω, Lp#(Y )) où Y = [0, 1]N .

Théorème 1.2.1 Soit (uε)ε une suite bornée indépendamment de ε dans Lp(Ω). Il existe une suite
extraite encore notée (uε)ε>0 qui converge à deux échelles vers une fonction U ∈ Lp(Ω, Lp#(Y )).
De plus, (uε)ε>0 converge faiblement -* dans Lp(Ω) vers la fonction u définie par x 7→ u(x) =∫
Y

U(x, y)dy.

Dans le cadre de la théorie de l’homogénéisation, le critère de convergence à deux échelles permet
d’aborder le comportement asymptotique de plusieurs types de modèles mathématiques. En parti-
culier, nous nous intéressons à la convergence à deux échelles des équations paraboliques. En effet,
nous donnons la définition suivante :

Définition 1.2.2 Une suite de fonction (zε)ε>0 ⊂ L∞([0, T ), L2(Ω)) converge à deux échelles vers
une fonction U appartenant L∞([0, T ), L∞# (R, L2(Ω))) si, pour toute fonction ψ ∈ C∞([0, T ), C#(R, C(Ω)))
on a :

lim
ε−→0

∫
Ω

∫ T

0

zε(t, x)ψ(t,
t

ε
, x)dtdx =

∫
Ω

∫ T

0

∫ 1

0

U(t, θ, x)ψ(t, θ, x)dθdtdx. (1.2.4)

Théorème 1.2.2 Si (zε)ε une suite bornée indépendamment de ε dans L∞([0, T ), L2(Ω)), alors
il existe une suite extraite encore notée (zε)ε>0 qui converge à deux échelles vers la fonction U ∈
L∞([0, T ), L∞# (R, L2(Ω))).
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Dans le cadre de notre travail, nous avons maintenu le modèle mathématique du problème de trans-
port des dunes de sable suivant :

∂zε

∂t −
1
ε∇ ·

(
Aε∇zε

)
= 1

ε∇ · C
ε dans [0, T )× Ω

zε(0, x) = z0(x) dans Ω

∂zε

∂n = g sur [0, T )× ∂Ω

(1.2.5)

où g ∈ L2(R, H 1
2 (∂Ω)) et z0 ∈ H1(Ω).

Nous supposons que la suite
(
zε
)
ε>0

est indépendamment bornée de ε dans L∞([0;T );L2(Ω)) sous

certaines hypothèses sur les suites de fonctions
(
Aε
)
ε>0

et
(
Cε
)
ε>0

. Alors, d’après le théorème

(1.2.2) il est possible d’en déduire un résultat de convergence à deux échelles de notre problème
d’étude.
Ainsi, nous présentons le problème homogénéisé comme suit :

Théorème 1.2.3 Sous les hypothèses (3.3.9) et (3.3.10), pour tout T > 0 indépendant de ε, la suite
(zε)ε solution de (1.4.1) converge à deux echelles vers Z ∈ L∞([0, T ), L∞# (R, L2(Ω)) solution unique
du système suivant : 

∂Z
∂θ −∇ ·

(
Ã∇Z

)
= ∇ · C̃ dans [0, T )× R× Ω

∂Z
∂n = g sur [0, T )× R× ∂Ω

(1.2.6)

où Ã(t, θ, x) et C̃(t, θ, x) sont donnés par

Ã(t, θ, x) = aga(|U(t, θ, x)|)

et

C̃(t, θ, x) = cgc(|U(t, θ, x)|)× U(t, θ, x)

|U(t, θ, x)|
.

où a, b sont des nombres réels et ga, gc sont des fonctions positives et satisfont certaines hypothèses.

1.3 Introduction de la méthode des éléments finis

Ici, nous présentons brièvement la notion de la méthode des éléments finis pour la résolution
numérique du modèle référence et du modèle asymptotique du problème (4.3.4) décrivant le trans-
port de sable.
La méthode des éléments finis est maintenant reconnue comme l’une des principales méthodes de
résolution des équations aux dérivées partielles (EDP) dans des géométries quelconques, que ce soit
en dimension un, deux ou trois. Les applications sont nombreuses et variées. Les ingénieurs de
diverses disciplines utilisent les éléments finis, que ce soit en mécanique des fluides ou des solides,
mais aussi pour les problèmes thermiques, électro-magnétiques, chimiques, etc. On retrouve aussi
des applications en physique, et notamment en astrophysique.
On met le problème d’équations aux dérivées partielles sous forme variationnelle : a

(
u, v
)

=
(
f, v
)
V
∀v ∈ V

u ∈ V
(1.3.1)
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où V est un espace de Hilbert bien choisi (par exemple parce qu’il y a existence et unicité de

la solution dans cet espace),
(
·, ·
)
V

le produit scalaire sur V et a une forme bilinéaire sur V . La

discrétisation consiste à remplacer V par un sous espace de dimension finie Vh , construit par exemple
à l’aide de fonctions de base éléments finis qu’on introduira plus loin : a

(
uh, vh

)
=
(
f, vh

)
V
∀v ∈ Vh

uh ∈ Vh
(1.3.2)

où Vh un espace d’éléments finis.
Il existe plusieurs techniques permettant de résoudre les équations aux dérivées partielles. On pense
par exemple aux méthodes de différences finies, de volumes finis, la mthode des éléments finis etc.
On peut sans aucun doute affirmer que la méthode la plus largement répendue est la méthode des
éléments finis. Cette popularité n’est pas sans fondement. La méthode des éléments finis est très
générale et possède une base mathématique rigoureuse qui est fort utile, même sur le plan très
pratique.
En effet, cette base mathématique permet de prévoir jusqu’à un certain point la précision de notre
approximation et même d’améliorer cette précision, via les méthodes adaptatives. La résolution d’un
problème par la méthode des éléments finis se fait en six ètapes :

1. discrétiser le domaine,

2. dériver des équations d’éléments finis c’est-à-dire des équations élémentaires,

3. assembler, combiner les équations élémentaires,

4. appliquer les conditions aux bords,

5. résoudre,

6. visualiser.

1.4 Plan

Nous présentons ici le plan de la thèse, nous donnons les éléments principaux des chapitres composant
ce manuscrit. Notre étude s’articule donc comme suit. Dans ce chapitre 1, nous commençons par
rappeler le cadre fonctionnel nécessaire à l’étude variationnelle du problème de transport des dunes
de sable sous marins . Nous rappelons quelques formulations variationnelles usuelles des équations
aux dérivées partielles dans le but de préparer le lecteur à la mise en oeuvre de la formulation
variationnelle du modèle de référence de notre problème d’étude et celle de sa forme homogéinisée.
Nous introduisons ensuite des espaces fonctionnels nécessaires et adaptés à notre cadre fonctionnel.
Le chapitre 2 est consacré à la présentation, dans un contexte général, du problème de transport
de sable sous-marin. Nous décryptons en détail le phénomène physique de la dynamique des dunes
de sable pour établir son modèle mathématique. Pour cela, nous introduisons l’équation de Felix
Maria Exner décrivant l’évolution d’un fond sableux sous l’action d’un courant. Ensuite, à l’aide
d’un schéma inspiré des travaux menés dans le domaine physique [23], nous présentons en détail la
mise en oeuvre des modèles de référence à court, à moyen et à long terme de notre problème du
transport de sable sous marin. Et dans la suite, nous nous limitons dans le cadre de ce présent
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document à un modèle de référence de la dynamique des dunes de sable marin à court terme dont
le schéma mathématique se met sous la forme suivante

∂zε

∂t −
1
ε∇ ·

(
Aε∇zε

)
= 1

ε∇ · C
ε dans [0, T )× Ω

zε(0, x) = z0(x) dans Ω

∂zε

∂n = g sur [0, T )× ∂Ω

(1.4.1)

où g ∈ L2(R, H 1
2 (∂Ω)), z0 ∈ H1(Ω).

Dans le chapitre 3, nous définissons un cadre purement mathématique de notre travail. Nous
établissons dans un premier temps un résultat d’existence et d’unicité pour le modèle de référence à
court terme du problème de transport de sable sous marin (1.4.1) en utilisant un résultat d’existence
d’une solution périodique pour une équation aux dérivées partielles parabolique dégénérée. En-
suite, nous nous appliquons à retrouver quelques résultats très précis sur l’estimation des solutions
périodiques pour des équations aux dérivées partielles paraboliques dégénérées. Et, nous utilisons
ces estimations comme un outil de taille dans la suite de notre travail.
Le chapitre 4 a pour but d’étudier le comportement asymptotique du modèle de référence du
problème de transport de sable décrivant l’évolution de la dynamique des dunes de sable sous marin.
Nous nous attachons à utiliser les estimations déjà établies dans le chapitre 3 pour mettre en oeuvre
un résultat de convergence à deux échelles. Dans ce travail, la méthode d’homogénéisation adoptée
est basée sur la convergence à deux échelles et dont un résultat de convergence par rapport à notre
modèle de référence du problème d’étude s’écrit comme suit :

∂Z
∂θ −∇ ·

(
Ã∇Z

)
= ∇ · C̃ dans (0, T )× R× Ω

∂Z
∂n = g dans [0, T )× R× ∂Ω

(1.4.2)

où Ã(t, θ, x) et C̃(t, θ, x) sont donnés par

Ã(t, θ, x) = aga(|U(t, θ, x)|)

et

C̃(t, θ, x) = cgc(|U(t, θ, x)|)× U(t, θ, x)

|U(t, θ, x)|
.

Enfin, le chapitre 5 a pour but de résoudre numériquement les deux problèmes (1.4.2) et (1.4.1) par
la méthode des éléments finis en vue de comparer leurs solutions respectives zε et Z pour des valeurs
de ε fixées assez proches de zéro et un temps t donné.



Chapter 2

Cadre fonctionnel

La modélisation des problèmes de transport de sable, à proximité des côtes dans les zônes soumises
à la marée, fait apparâıtre des équations aux dérivées partielles paraboliques. C’est pourquoi, nous
nous intéressons à des équations d’évolution paraboliques pour des fonctions dépendant de plusieurs
variables (typiquement une variable de temps et des variables de position en espace). Notre objectif
est de présenter les principaux résultats concernant les propriétés qualitatives des solutions aux
équations aux dérivées partielles, ainsi que la méthode d’homogénéisation, en nous concentrant sur
les problèmes elliptiques et paraboliques. Au passage, nous nous contenterons d’un survol assez
rapide mais relativement complet. Une équation aux dérivées partielles est une relation entre une
variable x, une fonction et ses dérivées :

F
(
x, u, · · · , ∂u

∂xi1
, · · · , ∂2u

∂xi1∂xi2
, · · · , ∂mu

∂xi1 · · · ∂xim

)
= 0 (2.0.1)

où m est le degré de l’équation. Le problème est posé sur un domaine (i.e. un ouvert connexe)
Ω ∩ Rd (x ∈ Ω) et les indices ik varient entre 1 et d. On note ∂Ω la frontière de Ω :

∂Ω = Ω̄ \ Ω.

La forme générale d’une équation aux dérivées partielles linéaire, scalaire, d’ordre 2 est

au+ c · ∇u+∇ ·
(
A∇u

)
= f (2.0.2)

où a : Ω → R, c : Ω → Rd , A : Ω → Rd×d et f : Ω → R sont les coefficients de l’équation
aux dérivées partielles. Dans la suite de ce chapitre, nous nous concentrerons sur les problèmes
elliptiques et paraboliques. En terme de conditions aux limites pour des problèmes elliptiques, pour
que le problème admette une unique solution, il faut typiquement ajouter des conditions aux limites
en tous les points de la frontière ∂Ω. Pour des problèmes paraboliques, il faut ajouter des conditions
aux limites en tous les points de la frontière ∂Ω, et une condition initiale en t = 0. Nous donnons
dans la section suivante quelques rappels et compléments d’analyse nécessaires pour la suite.

2.1 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Pour étudier les équations aux dérivées partielles, il faut préciser dans quel espace fonctionnel on
cherche des solutions. On donne ensuite un sens différent aux opérateurs de différentiation suivant
la régularité de la fonction. Un lien important peut être fait entre mesure et distribution :

13
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Théorème 2.1.1 (Thórème de représentation de Riesz) Pour toute distribution T positive (i.e.
telle que 〈T, φ〉 ≥ 0 dès que φ ≥ 0), il existe une unique mesure µ borélienne, positive et finie sur
les compacts de Ω telle que

〈T, φ〉 =

∫
Ω

φdµ.

On peut donc naturellement identifier les mesures µ boréliennes, positives et finies sur les compacts
de Ω aux distributions sur Ω positives.

Remarque 2.1.1 Un corollaire de ce théorème est que les distributions positives sont nécessairement
d’ordre 0. En fait, toute distribution T (à valeur réelle) d’ordre 0 s’identifie à une forme linéaire sur
l’ensemble des fonctions continues à support compact, muni de la norme du sup. Si on suppose de
plus cette forme linéaire bornée :

∃C, ∀φ ∈ C∞c (Ω),
∣∣∣〈T, φ〉∣∣∣ ≤ C‖φ‖L∞

alors elle s’écrit sous la forme T+ − T−, avec T+ et T− des distributions positives. En particulier, la
distribution T peut être identifiée à la différence de deux mesures de Radon positives bornées (on
parle de mesure de Radon bornée).

Intégration et dérivation
Dans l’approche élémentaire (intégrale de Riemann, et dérivation au sens classique), l’intégration
et la dérivation sont des opérations inverses. Qu’en est-il avec la notion d’intégrale de Lebesgue,
et la dérivation au sens des distributions ? On suppose donc ici d = 1, et que l’on travaille sur un
intervalle borné de R, disons [0, 1]. Commencons tout d’abord par une des implications :

sif ∈ L1(0, 1) etF (x) =

∫ x

0

f(y)dy,

alors on peut faire le lien avec la dérivée au sens classique grâce à la proposition suivante:

Proposition 2.1.2 (Théorème de dérivation de Lebesgue) Soit f une fonction de L1
loc(R). Alors,

pour presque tout point x,

lim
h→0 1

2h

∫ x+h

x−h

∣∣∣f(y)− f(x)
∣∣∣dy = 0.

2.1.1 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces très naturels pour les solutions des équations aux dérivées
partielles.

Définition 2.1.1 Pour k ≥ 1, l’espace de Sobolev Hk(Ω) est l’ensemble des fonctions f ∈ L2(Ω)
telles que les dérivées de f au sens distribution jusqu’à l’ordre k s’identifient à des fonctions de
L2(Ω). Autrement dit,

Hk(Ω) = {f ∈ L2(Ω), ∀α multi-indice de longueur |α| ≤ k,∃gα ∈ L2(Ω), ∂αTf = gα dans D′(Ω)}.

Remarque 2.1.2 Par le théorème de Riesz sur l’espace de Hilbert L2(Ω), une distribution T
s’identifie à une fonction f ∈ L2(Ω) si et seulement si T définit une forme linéaire continue sur
L2(Ω), i.e.,

∃C, ∀φ ∈ C∞c (Ω),
∣∣∣〈T, φ〉∣∣∣ ≤ C‖φ‖L2 .
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On rappelle que Hk muni du produit scalaire(
f, g
)
Hk

=
∑
|α|≤k

∫
Ω

∂αf∂αg.

est un espace de Hilbert séparable. On peut également définir l’espace de Sobolev Hk(Ω) pour des
k fractionnaires. Retenons simplement qu’on a toujours les injections continues : si

k ≤ l,H l(Ω) ⊂ Hk(Ω).

Remarque 2.1.3 Quand Ω = Rd , ou bien quand Ω = Td , on peut définir les espaces de Sobolev en
utilisant la transformée de Fourier et les séries de Fourier. Ainsi, sur Ω = Rd , on dit que f ∈ Hk(Rd)
si et seulement si f ∈ L2(Rd) et (1 + |ξ|2)

k
2 f̂(ξ) ∈ L2(Rd), où f̂ (ξ) =

∫
Rd exp(−ix · ξ)f(x)dx est la

transformée de Fourier de f . Remarquer que cette définition a bien un sens pour k non entier.

2.1.2 Trace

Proposition 2.1.3 Soit Ω un ouvert borné régulier. On peut alors définir une application linéaire
continue et surjective

γ0 :

 H1(Ω)→ H
1
2 (∂Ω)

f 7→ f|∂Ω

qui prolonge l’application trace pour les fonctions continues sur Ω. De même, on peut définir une
application linéaire continue et surjective

γ1 :

 H2(Ω)→ H
3
2 (∂Ω)

f 7→ ∂f
∂n |∂Ω

où n désigne la normale sortante à Ω et ∂f
∂n = ∇f · n est la dérivée normale.

Remarque 2.1.4 (Régularité du domaine) On ne définit pas plus précisément la notion d’ouvert
régulier. Grosso modo, un ouvert Ω ⊂ Rd est de classe Cp si localement, il peut être transporté par
un difféomorphisme de classe Cp sur Rd−1 × R+.

Proposition 2.1.4 Si Ω un ouvert borné régulier, alors

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω), γ0(u) = 0}

et
H2

0 (Ω) = {u ∈ H2(Ω), γ0(u) = 0, γ1(u) = 0}.

L’application trace intervient notamment dans les formules d’intégrations par parties. Par exemple,
si Ω est borné et régulier, on a : ∀u, v ∈ H1(Ω),∫

Ω

∂u

∂xi
v = −

∫
Ω

u
∂v

∂xi
+

∫
∂Ω

uvnidσ, (2.1.1)
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où n désigne la normale sortante à Ω (ni est la i-ème composante de n) et σ la mesure surfacique
sur ∂Ω. Dans la dernière intégrale, u et v sont à comprendre comme γ0(u) et γ0(v). En utilisant
(2.1.1), on peut montrer que pour Ω un ouvert borné régulier, u ∈ H2(Ω) et v ∈ H1(Ω), on a :

−
∫

Ω

4uvdx =

∫
Ω

∇u · ∇vdx−
∫
∂Ω

∂u

∂n
vdσ.

2.1.3 Convergence faible

Définition 2.1.2 Soit H un espace de Hilbert. On dit qu’une suite
(
un

)
n≥0

de H converge

faiblement vers u dans H si et seulement si u ∈ H et, ∀v ∈ H,

lim
n→∞

(
un, v

)
H

=
(
u, v
)
H
.

On note un ⇀ u.

On peut vérifier que la topologie de la convergence faible est séparée : la limite d’une suite au sens
de la convergence faible, si elle existe, est unique. Si H est de dimension finie, la convergence au
sens faible est équivalente à la convergence au sens fort. Ceci est faux en dimension infinie.

Proposition 2.1.5 Soit (un)n≥0 une suite de H.

1. Si (un)n≥0 converge vers u fortement (i.e. limn→∞ ‖un − u‖H = 0), alors un converge vers u
faiblement.

2. Si (un)n≥0 converge vers u faiblement et (un)n≥0 converge vers v fortement, alors

lim
n→∞

(
un, vn)H = (u, v)H .

2.1.4 Inclusions de Sobolev

On commence par rappeler l’inégalité de Holder :

Lemma 2.1.6 Soit f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp(Ω) avec 1
p + 1

q = 1 et 1 ≤ p, q ≤ ∞, alors∫
Ω

∣∣∣fg∣∣∣ ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Soit Ω un domaine borné et 1 ≤ p < q ≤ ∞. On peut montrer l’inclusion continue Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω)
(pour une fonction h ∈ Lq , utiliser l’inǵalité de Hölder, avec g = 1, f = |h|p et l’exposant r = q

p ).

On peut aussi montrer que si f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), avec 1 ≤ p < q ≤ ∞, alors pour tout p ≤ r ≤ q,
f ∈ Lr(Ω) et

‖f‖Lr(Ω) ≤ ‖f‖αLp(Ω)‖f‖
1−α
Lq(Ω),

où α est tel que 1
r = α

p + 1−α
q (pour une fonction f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), utiliser l’inǵalité de Hölder,

avec g = |f |αr , h = |f |(1−α)r et les exposants conjugués p
αr et q

(1−α)r .

Soit f et g deux fonctions de L2(Ω). on peut montrer que l’inégalité : pour ε > 0,∫
Ω

∣∣∣fg∣∣∣ ≤ ε‖f‖2L2(Ω) +
1

4ε
‖g‖2L2(Ω). (2.1.2)
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Par Cauchy Schwarz, on a
∫

Ω
fg ≤ ‖f‖L2‖g‖L2 . On utilise ensuite l’inégalité

ab ≤ εa2 +
1

4ε
b2

qui se déduit du cas bien connu ε = 1
2 .

Proposition 2.1.7 (Inclusions de Sobolev) Soit Ω un ouvert régulier. On a les injections continues:
pour k ≥ 1 un entier,

1. si d > 2k, alors Hk(Ω) ⊂ Lp(Ω) avec 1
p = 1

2 −
k
d

2. si d = 2k, alors Hk(Ω) ⊂ Lq(Ω), pour tout q ∈ [2,∞[.

3. si d < 2k, alors Hk(Ω) ⊂ C(Ω).

Dans ce cas, si de plus k − d
2 > 0 n’est pas un entier, on a Hk(Ω) ⊂ Cn,

1
2 (Ω̄), avec n = k − d

2

où Cn,
1
2 (Ω̄) désigne les fonctions de classe Cn(Ω̄) de dérivées n-ième 1

2 -höldérienne : pour toute
dérivée n-ième v de u,

∃C > 0,∀x, y ∈ Ω̄,
∣∣∣v(x)− v(y)

∣∣∣ ≤ C∣∣∣x− y∣∣∣ 12
.

Dans le cas Ω = Rd , en utilisant la définition des espaces de Sobolev en terme de transformée de
Fourier, on peut montrer que si d < 2k, Hk(Rd) ⊂ C0(Rd), où C0(Rd) désigne l’espace des fonctions
continues sur Rd qui tendent vers 0 à l’infini, muni de la norme L∞ .

Proposition 2.1.8 (Inclusions de Sobolev compactes. Théorème de Rellich-Kondrachov) Soit Ω
un ouvert régulier borné. On a les injections compactes :

1. Si d > 2k, alors Hk(Ω) ⊂ Lq(Ω), pour tout q ∈ [1, p[, 1
p = 1

2 −
k
d .

2. Si d = 2k, alors Hk(Ω) ⊂ Lq(Ω), pour tout q ∈ [1,∞[.

3. Si d < 2k, alors Hk(Ω) ⊂ C(Ω).

Si Ω est borné, on a ainsi H1(Ω) ⊂ L2(Ω) (quelque soit la dimension d) avec injection compacte. On
rappelle que cela signifie que l’image de tout borné de H1(Ω) dans L2(Ω) est relativement compact.
En terme de suites, cela se traduit par les propriétés suivantes :

1. Si (un) est une suite de H1(Ω) qui converge faiblement vers u dans H1(Ω), alors (un) converge

fortement vers u dans L2(Ω), et
(
∇un

)
n≥1

converge faiblement vers ∇u dans L2(Ω)
2
.

2. De toute suite bornée dans H1(Ω) on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement
dans H1(Ω) et fortement dans L2(Ω).

On énonce maintenant le lemme suivant :

Lemma 2.1.9 (Inégalité de Poincaré) Soit Ω un domaine borné. Alors il existe une constante C > 0
(appelée constante de Poincaré du domaine Ω) telle que ∀u ∈ H1

0 (Ω),∫
Ω

|u|2dx ≤ C
∫

Ω

|∇u|2dx. (2.1.3)
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On peut montrer que l’inégalité de Poincaré est aussi valable sur l’espace V =
{
u ∈ H1(Ω), u =

0 sur Γ
}

, pour un domaine (i.e. un ouvert connexe) Ω borné et un ouvert Γ non vide de ∂Ω. On

peut en déduire que pour un domaine borné Ω, il existe une constante C > 0 tel que ∀u ∈ H1(Ω)∫
Ω

(
u− 1

|Ω|

∫
Ω

u
)2

≤ C
∫

Ω

|∇u|2 (2.1.4)

Cette inégalité s’appelle l’inégalité de Poincaré-Wirtinger.
Cela revient à montrer que l’inégalité (2.1.4) est valable sur

V = {u ∈ H1(Ω),

∫
Ω

u = 0}

.

Remarque 2.1.5 On s’est restreint à des espaces de Sobolev définis par rapport à l’espace L2(Ω).
On peut de même définir des espaces de Sobolev par rapport à l’espace Lp(Ω), pour 1 ≤ p ≤ ∞.
Ainsi

Wm,p
(

Ω
)

= {f ∈ Lp(Ω),∀α multi-indice de longueur |α| ≤ k, ∃gα ∈ Lp(Ω), ∂αTf = gα dans D′(Ω)}.

2.2 Analyse des problèmes paraboliques

On suppose dans tout ce qui suit et pour simplifier la présentation que Ω est un domaine (i.e. un
ouvert connexe) de Rd borné (en particulier pour utiliser l’inégalité de Poincaré) et régulier pour
pouvoir définir la trace. Plusieurs résultats qui suivent se généralisent au cas où Ω n’est pas borné
ou régulier. De plus, on se limite à des équations simples mais les résultats et les méthodes de
démonstration se généralisent à des équations paraboliques, moyennant une régularité suffisante sur
les coefficients.

2.2.1 Motivation

Les équations paraboliques se rencontrent dans de nombreux domaines. Donnons quelques exem-
ples. En physique, de nombreuse équations de conservation s’écrivent sous la forme d’une équation
parabolique. Prenons l’exemple de l’équation qui régit l’évolution de la température T (t, x) pour
t ≥ 0 et x ∈ Ω : 

∂tT −∇ · (K∇T ) = 0, ∀t ≥ 0,∀x ∈ Ω,

T (0, x) = T0(x),∀x ∈ Ω,

T (t, x) = f(x),∀t ≥ 0,∀x ∈ ∂Ω.

La matrice K (qui peut éventuellement dépendre des variables (t, x)) est la matrice de conductivité
thermique et K∇T donne le flux de chaleur (loi de Fourier-Fick). L’équation est donc une équation
de conservation, qui exprime le fait que la variation de température au cours du temps en un point
s’obtient en comptabilisant les flux rentrant et sortant. En effet, en intégrant l’équation sur un petit
élément E ⊂ Ω et en utilisant la formule de Stokes, on a :

d

dt

∫
E

T (t, x)dx =

∫
∂E

K∇T · n,

où n désigne la normale sortante à E.
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2.2.2 Problèmes paraboliques

Avant de donner des résultats liés au problème parabolique, nous rappelons ce résultat dû à Lax-
Milgram et utile pour la résolution des problèmes elliptiques.

Théorème 2.2.1 (Théorème de Lax-Milgram) Soit V un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire
continue, coercive sur V , i.e. telle que (continuité)

∃M > 0, ∀u, v ∈ H,
∣∣∣a(u, v)

∣∣∣ ≤M‖u‖‖v‖,
et (coercivité)

∃α > 0,∀u ∈ H, a(u, u) ≥ ‖u‖2.

Soit L une forme linéaire continue sur H i.e. telle que

∃C > 0, ∀v ∈ H,
∣∣∣L(v)

∣∣∣ ≤ C‖v‖.
Alors le problème suivant : trouver u ∈ V , tel que

∀v ∈ V, a(u, v) = L(v)

admet une unique solution. De plus on a

‖u‖ ≤ C

α
.

On considère le problème du transport de sable suivant : trouver u(t, x) tel que
∂u
∂t −∇ ·

(
A∇u

)
= f sur [0, T )× Ω

u(0, ·) = u0 sur Ω

u(t, ·) = 0 sur [0, T )× ∂Ω.

(2.2.1)

2.2.3 Existence et unicité

On commence donc par chercher une formulation variationnelle de ce problème.

Etape 1 : Formulation variationnelle

Nous faisons jouer à la variable de temps t et la variable d’espace x des rôles différents. On considère
ainsi la fonction u(t, x) comme une fonction du temps, à valeur dans un espace fonctionnel en x, et
on prend comme fonctions tests des fonctions qui dépendent seulement de la variable x. On obtient
facilement la formulation variationnelle : trouver u tel que pour toute fonction v ∈ H1

0 (Ω),

d

dt

∫
Ω

uvdx+

∫
Ω

A∇u · ∇vdx =

∫
Ω

fvdx. (2.2.2)

Pour donner un sens à cette formulation variationnelle, nous demandons la régularité suivante sur
u :

u ∈ C0([0, T ), L2(Ω)) ∩ L2([0, T ), H1
0 (Ω)).
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L’espace C0([0, T ), L2(Ω)) est l’espace des fonctions v(t, x) telles que pour tout t, v(t, ·) est une
fonction de L2(Ω) et l’application qui à t associe la fonction v(t, ·) est continue de [0, T ) dans L2(Ω).
Il est muni de la norme ∥∥∥v∥∥∥

L∞([0,T ),L2(Ω))
= sup
t∈[0,T )

∥∥∥v∥∥∥
L2(Ω)

pour lequel c’est un espace de Banach. L’espace L2([0, T ), H1
0 (Ω)) est l’espace des fonctions v(t, x)

telles que pour presque tout t, v(t, .) est une fonction de H1
0 (Ω) et

∫ T

0

‖v‖2H1
0
< ∞. Il est muni de

la norme ∥∥∥v∥∥∥
L2([0,T ),H1

0 (Ω))
=
(∫ T

0

‖v‖2H1
0

) 1
2

pour lequel c’est un espace de Banach.
La formulation variationnelle s’écrit donc : trouver u ∈ C0([0, T ], L2(Ω))∩L2([0, T ], H1

0 (Ω)), tel que
u(0, ·) = u0 et pour tout v ∈ H1

0 (Ω)

d

dt

∫
Ω

uvdx+

∫
Ω

A∇u · ∇vdx =

∫
Ω

fvdx. (2.2.3)

La dérivée en temps dans (2.2.3) est à comprendre au sens des distributions sur D([0, T )).

Etape 2 : Résolution du problème sous forme variationnelle

On donne ici le principe d’une méthode de résolution, sans entrer dans tous les détails techniques.
Nous nous référons aux travaux de [36], [34] et [15] pour établir l’existence et l’unicité de la solution
du problème variationnel (2.2.3).
Soit a : (u, v) 7→ a(u, v) la forme bilinéaire elliptique dans H1(Ω) telle que

a(u, v) =

∫
Ω

A∇u · ∇vdx.

Alors, la formulation variationnelle du problème parabolique (2.2.3) se reécrit comme suit :
trouver pour tout t ∈ [0, T ], u : (t, x) 7→ u(t, x) telle que

d

dt

∫
Ω

uvdx+ a
(
u, v
)

=

∫
Ω

fvdx. (2.2.4)

Le résultat suivant permet d’établir l’existence et l’unicité de la solution faible pour les problèmes
paraboliques. Ce théorème joue un rôle comparable au théorème de Lax Milgram, pour les problèmes
paraboliques. La forme bilinéaire

a
(
u, v
)

=

∫
Ω

A∇u · ∇vdx

avec A(t, x) ∈ L∞([0, T )× Ω) vérifie les propriétés suivantes :

1. la fonction t 7→ a
(
t, u, v

)
est mesurable ∀u, v ∈ H1(Ω)

2.
∣∣∣a(t, u, v)∣∣∣ ≤M ∣∣∣u∣∣∣∣∣∣v∣∣∣ p.p t ∈ [0, T ), u, v ∈ L2(Ω) avec M ≥ 0 est une constante.

3. a
(
t, u, u

)
≥ α

∣∣∣u∣∣∣2 p.p t ∈ [0, T ),∀u, v ∈ H1(Ω) où α > 0.
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On a le théorème suivant :

Théorème 2.2.2 (J. L. Lions)
Soit f ∈ L2([0, T ), L2(Ω)) et u0 ∈ L2(Ω), sous les hypothèses précédentes, il existe une unique
solution u de (2.2.4) vérifiant

u ∈ L2([0, T ), H1(Ω)) ∩ C([0, T ), L2(Ω)),
du

dt
∈ L2([0, T ), L2(Ω))

avec la condition u(0) = u0.

Pour la preuve de ce théorème, voir [39]. Dans le cas où l’équation (2.2.4) est dégénérée, c’est à dire
le coefficient A peut s’annuller, la méthode de Lions [38] et Ladyzenskaja et al [34] permet d’obtenir
un résultat d’existence et d’unicité. En effet, pour tout paramètre ν > 0, on considère l’équation
régularisée suivante de (2.2.1):

∂uν

∂t −∇((A+ ν)∇uν) = f dans (0, T )× Ω

uν(0, x) = u0 dans Ω

uν = 0 sur ]0, T [×∂Ω.

(2.2.5)

On a donc le résultat suivant qui assure l’existence et l’unicité d’une solution uν de (2.2.5).

Lemma 2.2.3 Pour tout T > 0, si u0 ∈ L2(Ω) ∩ L∞(Ω), alors pour tout ν > 0 il existe une unique
solution uν ∈ L2([0, T ), H1(Ω)) de (2.2.5) et vérifiant∥∥∥uν‖2 + ‖uν‖∞ ≤ γ (2.2.6)

où γ est une constante indépendante de ν.

Comme les estimations (2.2.6) ne dépendent pas de ν, en passant directement à la limite, on a
le lemme suivant :

Lemma 2.2.4 Pour tout T > 0, si u0 ∈ L2 ∩ L∞(Ω), alors il existe une unique solution u ∈
L2([0, T ), H1(Ω)) de (2.2.1) et vérifiant ∥∥∥u‖2 + ‖u‖∞ ≤ γ. (2.2.7)



Chapter 3

Contexte général du problème de
transport de sable

Ce chapitre a fait l’objet de la publication [43].

L’un des principaux objectifs de cette étude est de présenter le problème modélisant la dynamique
de dunes de sable. Cette partie vise à construire des modèles appropriés à notre problème de trans-
port de sable sous marins. La modélisation présentée dans cette partie s’inspire des travaux de [23],
[5], et [6].

Sous l’influence des forces hydrodynamiques, les particules sédimentaires s’organisent régulièrement
sous la forme de structures, périodiques ou non, lors de leur dépôt. Ces structures sédimentaires peu-
vent être caractérisées par leur morphologie. Cette dernière est liée à une multitude de paramètres
tels que la granulométrie du sédiment, la nature et l’intensité des agents forcants, la disponibilité du
sédiment ou encore la profondeur d’eau.

Les dunes sont des corps sédimentaires largement répandus et observés actuellement dans une
multitude d’environnements actuels. En domaine continental, on observe des dunes dans les en-
vironnements désertiques ou littoraux; les dunes sont qualifiées d’éoliennes si elles sont faconnées
par le vent.
Les dunes sont également produites dans les environnements aquatiques soumis à l’action des
courants. On distingue deux types de dunes sous-aquatiques en fonction de l’agent dynamique
responsable de leur formation et de leur évolution : les dunes tidales pour lesquelles l’agent essentiel
est la marée et ses courants associés et les dunes non-tidales pour lesquelles les agents dynamiques
dominants sont différents de la marée par exemple action de la houle, courants de dérive, courants
profonds, écoulements gravitaires, etc. Cette multitude de phénomènes pouvant générer des dunes
implique que les dunes aquatiques se répartissent dans des environnements variés, dès lors que
les profondeurs sont suffisamment importantes et que les courants, unidirectionnels ou alternatifs,
sont assez puissants. Les dunes sont des structures transverses, étant donnée l’orientation quasiment
perpendiculaire de leur crête par rapport à la direction principale des courants. Comme pour les for-
mations d’origine éolienne, les dunes sous-marines peuvent être caractérisées grâce à des paramètres
et des indices morphologiques utilisés couramment par les sédimentologistes marins.
L’amplitude, ou hauteur, et la longueur d’onde des dunes sont les paramètres morphologiques clas-

22
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siquement utilisés par les sédimentologistes marins pour caractériser les dunes. Dans le cas où
les dunes se disposent de facon périodique, la longueur d’onde est la distance entre deux crêtes
consécutives. Dans le cas où les dunes sont isolées, cette grandeur est régulièrement substituée par
la largeur L de la dune qui correspond à la distance horizontale mesurée du pied de dune amont au
pied de dune aval dans le sens du courant. En domaine aquatique, la hauteur et la longueur d’onde
des dunes varient énormément en fonction des conditions environnementales. Berné et al. (1989)
[10], dans leur essai de synthèse sur les dunes hydrauliques tidales actuelles, estiment que la hauteur
et la longueur d’onde des dunes sont respectivement comprises entre 6 cm et une dizaine de mètres
et entre 60 cm et plusieurs centaines de mètres. L’amplitude des dunes sous-marines est rarement
supérieure à 20 m. Pour ce qui est de la longueur d’onde, Allen (1982b) [2] estime, en se basant
sur 25 études, que la valeur maximale est de 1000 m. La forme des sections transversales de dunes
varie principalement en fonction de la pente de ses flancs. Lorsque la pente du flanc doux est plus
faible que celle du flanc raide, le profil de dune est qualifié d’asymétrique. Les dunes asymétriques
sont généralement associées à un courant unidirectionnel, ou à des courants tidaux asymétriques,
c’est-à-dire marqués par la prédominance d’une phase de courant par rapport à l’autre ([35]). Le
flanc raide est alors orienté dans la direction où porte le courant, ce qui définit la polarité de la
dune. Il est le siège d’avalanches sableuses qui permettent la migration de la dune (Berné, 1991
[11]). Lorsque les pentes des deux flancs sont semblables, la dune adopte alors un profil symétrique
qui est généralement dû à des courants tidaux symétriques. La taille, ainsi que l’évolution des dunes
sous-marines dépendent principalement de la granulométrie du sédiment dunaire, de la vitesse des
courants et de la profondeur d’eau. L’existence, la taille et la forme des figures sédimentaires en
milieu sous-marin dépendent principalement du régime d’écoulement du fluide, ainsi que de la granu-
lomètrie du sédiment. Deux types de régimes d’écoulements sont distingués : le régime d’écoulement
inférieur dans lequel la résistance des particules au mouvement est élevée et leur déplacement modéré,
et le régime d’écoulement supérieur dans lequel les particules sont entrâınés en abondance, presque
indépendamment de leur taille. Selon la vitesse de l’écoulement et son régime, différentes figures
sédimentaires se mettent en place. Les dunes se développent lorsque l’intensité du courant augmente
à partir de rides de plus petites dimensions. Amos et King [3] indiquent que, pour permettre la for-
mation de tels corps sédimentaires, les vitesses de l’écoulement près du fond doivent être comprises
entre 0,4 et 1 m.s−1 pour des sables moyens, entre 0,5 et 1 m.s−1 pour des sables grossiers et entre
0,6 et 1 m.s−1 pour des sables très grossiers. La taille des grains composant les dunes est très
variable et est généralement comprise entre les sables fins et les graviers. Flemming [27] a montré
que plus le sédiment est grossier, plus les dimensions des dunes sont importantes. Dans cette étude,
la compilation des paramètres descriptifs de 1500 dunes de divers environnements lui permet de
proposer un modèle statistique sans discontinuité des rides aux dunes géantes à partir duquel il
peut prévoir les dimensions maximales d’une dune (hauteur et longueur d’onde) en fonction de la
granulométrie. Ainsi, pour un sédiment dont le diamètre moyen est de 0,125 mm, la hauteur et la
longueur d’onde maximales sont respectivement de 0,8 m et 7 m, alors que pour un sédiment de 1
mm, il prévoit des grandeurs maximales de 30 m et 600 m respectivement.

3.1 Construction d’un modèle de référence

De nombreux phénomènes physiques sont modélisés par des équations aux dérivées partielles. Celles-
ci peuvent par exemple représenter analytiquement le comportement dynamique de certains systèmes
physiques. En effet, nous nous centrons sur la modélisation du phénomène physique conduisant à
une équation de transport. Le processus physique sur lequel porte notre étude est la dynamique des
dunes de sable marin, à proximité des côtes dans les zones oumises à la marée.
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Pour comprendre la traduction mathématique de ce phénomène physique, on revoit brièvement
le travail du météorologue et sédimentologiste Felix Maria Exner.
En effet, il développe une équation décrivant la conservation de la masse s’appliquant aux sédiments
dans un système fluvial comme une rivière ; d’où il tire son nom.
L’équation de base indique que le changement en altitude z du lit, sur un temps t est égal à l’inverse
de la densité de tassement des grains ε0 multiplié par la divergence négative du flux q de sédiments

∂z

∂t
= − 1

ε0
∇ · q. (3.1.1)

Notons que ε0 peut aussi être exprimé sous la forme (1 − p) où p est égal à la porosité du lit. En
effet, l’équation modélisant l’évolution d’un fond sableux sous l’action d’un courant (voir L.C Van
Rijn [44] et Idier [28]) s’écrit comme suit :

∂z

∂t
= − 1

1− p
∇ · q. (3.1.2)

Dans cette équation, les champs dépendent du temps t ∈ [0, T ), pour T > 0, de la position dans
la direction horizontale x = (x1, x2) ∈ Ω, où Ω est un ouvert régulier de R2. Le champ z = z(x, t)
désigne l’altitude du fond en la position x et à l’instant t et le champ q = q(x, t) est le flux de volume
de sable en la position x et à l’instant t. Le paramètre p ∈ [0, 1] désigne la porosité du sable.
Ce flux de volume de sable est défini en fonction de la variation en altitude du fond marin et la
vitesse de l’eau au voisinage du fond. Il est exprimé par la relation suivante :

q = qf − |qf |λ∇z (3.1.3)

où qf = qf (x, t) est le flux de volume de sable induit par le courant sur le fond plat et |qf | est sa
norme. La constante λ est l’inverse de la pente maximale des dunes de sable lorsque la vitesse de
l’eau est nulle c’est à dire sans courant au fond marin.
De facon générique, le flux qf s’écrit comme suit [23]

qf = αχ̃
(
g(|u|)− g(u)

) u
|u|

(3.1.4)

où g est une fonction régulière positive définie sur R+ et χ̃ est une fonction régulière de R dans R
croissante sur R+ et s’annule sur R−. Le champ u désigne la vitesse de l’eau au voisinage du fond
et uc est la vitesse critique à partir de laquelle le courant met en mouvement le sable considéré si le
fond est plat.

La plupart des formules du flux de transport de sédiments sont fonction de la contrainte de ci-
saillement du lit et ont été développées et calibrées sur des ensembles de données spécifiques. Par
exemple, Bijker (1967,1971) [12] -[13] et Bailard (1981) [9] ont principalement validé leur formule
aux données de terrain pour la dérive littorale; Van Rijn [44] a comparé leurs formules à une grande
variété de données du laboratoire et du terrain.
L’une des premières formulations du flux de transport de sédiments encore utilisées dans les applica-
tions d’ingénierie a été proposée par Bijker. Elle est déduite de la formule de Frijlink (1952)[29] pour
un courant seulement avec une modification de la contrainte de cisaillement du fond en utilisant un
modèle de courant d’onde. La direction des flux de sédiments est toujours celle du courant puisque
cette formule a été proposée pour estimer le flux de transport de sable sur le littoral. Le flux de
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transport de sable au fond qsb est exprimé comme :

qsb = Cbd50

√
µcτc
ρ

exp

(
−0.27

(ρs − ρ)gd

µcτcw

)
où d50 est le diamètre médian de la taille du grain, h la profondeur de l’eau, Cb un paramètre d’onde
déferlante, µc un paramètre d’ondulation, τc la contrainte de cisaillement dûe au courant seulement,
τcw la contrainte de cisaillement due à interaction onde-courant, et ρs, ρ les densités de sédiments
et d’eau, respectivement.
La formule de Van Rijn [44] est exprimée de la même manière que la formule de Bijker, en tant
que formule du flux de transport de sable au fond prenant en compte l’influence des vagues comme
un effet d’agitation. La direction des flux de sédiments est également celle du courant. Le flux de
transport de sable peut être écrit comme suit :

qsb = 0, 25d50d
−0.3
∗ (τcw/ρ)0.5)(τcw/τcr − 1) (3.1.5)

où d∗ le diamètre adimensionné des sédiments , τcw la contrainte de cisaillement dûe au courant et
aux ondes. Van Rijn [44] a mis à jour sa formule du flux. Il a proposé une nouvelle formule simplifiée
du transport de particule au fond pour un flux constant (avec ou sans vagues) :

qsb = 0.015Uch(
d50

h
)1.2Ψ1.5

où
Ψ = (Ue − Ucr)/

√
(s− 1)gd50

est le paramètre de mobilité, Ue = Uc+γUw la vitesse effective avec γ = 0.4 pour les ondes irrégulières
et γ = 0, 8 pour les ondes régulières, Ucr la vitesse critique pour la création du mouvement.

Dans la suite du présent document, nous nous limitons aux lois de type Van Rijn [44] qui con-
siste à écrire d’après la relation (3.1.5)

qf = αχ
(
DG

(
|τb| − τc

)) τb
|τb|

, (3.1.6)

où τb est la densité de contrainte de cisaillement imposée par l’eau sur le fond marin. Il est exprimé
en fonction de la vitesse de l’eau au voisinage du fond. Cette quantité τb est définie par

τb = ρ
|u|2

C2

u

|u|
, (3.1.7)

où ρ est la densité de l’eau, C est une constante définie par

C = ln
( 12d

3DG

)
, (3.1.8)

d étant la hauteur de l’eau au-dessus du fond marin et DG étant le diamètre du grain de sable. Le
seuil τc s’exprime comme suit

τc = ρ
u2
c

C2
. (3.1.9)

Si nous injectons les relations (3.1.7) et (3.1.9) dans la relation (3.1.6) alors nous obtenons

qf = αχ
(
DG

(
|ρ |u|

2

C2

u

|u|
| − ρ u

2
c

C2

))ρ |u|2C2
u
|u|

|ρ |u|
2

C2 |
. (3.1.10)
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Au final, on obtient

qf = αχ
(
DGρ

( |u|2 − u2
c

C2

))
.
u

|u|
. (3.1.11)

Le coefficient α > 0 est lié à la géométrie des grains de sable. En injectant la relation (3.1.11) dans
la relation (3.1.3) alors, le flux de volume de sable se reécrit de la façon suivante :

q = αχ
(
DGρ

( |u|2 − u2
c

C2

)) u
|u|
−
∣∣∣αχ(DGρ

( |u|2 − u2
c

C2

) u
|u|

∣∣∣λ∇z (3.1.12)

or comme χ est une fonction positive alors,

q = αχ
(
DGρ

( |u|2 − u2
c

C2

)) u
|u|
− αχ

(
DGρ

( |u|2 − u2
c

C2

)) |u|
|u|
λ∇z, (3.1.13)

ou encore

q = αχ
(
DGρ

( |u|2 − u2
c

C2

)) u
|u|
− αχ

(
DGρ

( |u|2 − u2
c

C2

))
λ∇z. (3.1.14)

Enfin, on a :

q = αχ
(
DGρ

( |u|2 − u2
c

C2

))[ u
|u|
− λ∇z

]
. (3.1.15)

En injectant (3.1.15) dans (3.1.2), nous obtenons par conséquent la formule de transport de sable
suivante :

∂z

∂t
+

α

1− p
∇ ·
[
χ
(
DGρ

|u|2 − u2
c

C2

)( u
|u|
− λ∇z

)]
= 0. (3.1.16)

D’ où l’équation modélisant l’évolution des dunes de sable s’écrit comme suit :

∂z

∂t
+

α

1− p
∇ ·
[
χ
(
DGρ

|u|2 − u2
c

C2

)( u
|u|
− λ∇z

)]
= 0. (3.1.17)

Les opérateurs ∇ et ∇· désignent le gradient et la divergence. La fonction χ est définie par :

χ(σ) =

 0 si σ < 0

|σ 3
2 | si σ ≥ 0.

(3.1.18)

Cette équation traduit que, lorsqu’il ya un courant avec une vitesse suffisante celui-ci transporte le
sable et que ce transport est augmenté ou diminué par l’effet conjugué de la direction du courant et
celle de la pente des dunes.

3.1.1 Adimensionnement du modèle

L’adimensionnement (parfois appelé aussi dédimensionnement) est la suppression partielle ou totale
des unités d’une équation par une substitution appropriée de variables, dans le but de simplifier la
représentation paramétrique de problèmes physiques. Nous présentons ici l’adimensionnement de
l’équation de transport de sable de notre modèle de référence.
Les variables adimensionnées ζ̃ sont liées aux variables physiques par un facteur multiplicatif ζ̄, selon

ζ = ζ̄ ζ̃
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que nous allons expliciter.
Pour cela nous introduisons un temps caractéristique d’observation t̄ et une longueur caractéristique
L̄ puis nous définissons les variables sans dimensions t̃ et x̃ par t = t̄t̃, x = L̄x̃. Nous définissons
également z̄ la hauteur caractéristique des dunes et la hauteur adimensionnée du fond z̃ définie par:

z̃(t̃, x̃) =
1

z̄
z(t̄t̃, L̄x̃). (3.1.19)

En ce qui concerne les coefficients de l’équation, nous considérons la vitesse caractéristique de l’eau
ū, la hauteur d’eau moyenne H et M̄ la valeur caractéristique de la variation de la hauteur dûe à
la marée. Puis nous définissons les champs adimensionnés du courant ũ et de variation de hauteur
d’eau m̃ par:

ũ(t̃, x̃) =
1

ū
u(t̄t̃, L̄x̃), m̃(t̃, x̃) =

1

M̄
(d(t̄t̃, L̄x̃)−H). (3.1.20)

En utilisant la relation de type

∇z(t, x) =
z̄

L̄
∇̃z̃(t̃, x̃) (3.1.21)

et les relations définissant les variables adimensionnées, on a :

∂
(
z̄z̃
)

∂
(
t̄t̃
) +

α

1− p
1

L̄
∇̃ ·
[
χ
(
DGρ

|ūũ|2 − u2
c

C2

)( ūũ
|ūũ|

− λ 1

L̄
∇̃z̄z̃

)]
= 0, (3.1.22)

ou encore
z̄∂z̃

t̄∂t̃
+

α

1− p
1

L̄
∇̃ ·
[
χ
(DGρū

2

C2

(
|ũ|2 − u2

c

ū2

))( ũ
|ũ|
− λz̄ 1

L̄
∇̃z̃
)]

= 0. (3.1.23)

En tenant compte du fait que M̄
H est petit on a :

C = ln(
4H

DG
) + ln(1 +

M̄

H
m̃) ' ln(

4H

DG
) +

M̄

H
m̃. (3.1.24)

À partir de (3.1.24), nous faisons l’approximation suivante :

1

C3
' 1

(ln( 4H
DG

))3
(1− 3

M̄

H ln( 4H
DG

)
m̃). (3.1.25)

1

C2
=
( 1

C3

) 2
3 ' 1

(ln( 4H
DG

))2
(1− 3

M̄

H ln( 4H
DG

)
m̃)

2
3 . (3.1.26)

On utilise la définition de la fonction χ pour déterminer l’image de la quantité suivante par la
fonction χ.

DGρū
2

C2
= DGρū

2
( 1

(ln( 4H
DG

))2
(1− 3

M̄

H ln( 4H
DG

)
m̃)

2
3

)
ou

DGρū
2

C2
=

DGρū
2

(ln( 4H
DG

))2

(
1− 3

M̄

H ln( 4H
DG

)
m̃
) 2

3

qui vaut

χ
(DGρū

2

C2

)
=
[ DGρū

2

(ln( 4H
DG

))2

] 3
2
[(

1− 3
M̄

H ln( 4H
DG

)
m̃
) 2

3
] 3

2

(3.1.27)
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ou

χ
(DGρū

2

C2

)
=

(
DGρ

) 3
2

ū3

(ln( 4H
DG

))3

(
1− 3

M̄

H ln( 4H
DG

)
m̃
)
. (3.1.28)

En multipliant l’équation (3.1.23) par t̄
z̄ et en y injectant la relation (3.1.28) alors, nous obtenons le

modèle adimensionné de (3.1.17) que nous cherchions dont la variable est z̃ :

∂z̃
∂t̃
− λ

1−pα
t̄ū3(ρDG)

3
2

(ln( 4H
DG

))3L̄2 ∇̃ · ((1− 3 M̄
H ln( 4H

DG
)
)m̃)χ(|ũ|2 − u2

c

ū2 )∇̃z̃) =

1
1−pα

t̄ū3(ρDG)
3
2

(ln( 4H
DG

))3L̄z̄
∇̃ · ((1− 3 M̄

H ln( 4H
DG

)
)m̃)χ(|ũ|2 − u2

c

ū2 ) ũ
|ũ| ).

(3.1.29)

Pour simplifier les notations, nous utilisons l’équation adimensionnée en omettant les tildes. Nous
considérons donc l’équation de transport de sable suivante :

∂z
∂t −

λ
1−pα

t̄ū3(ρDG)
3
2

(ln( 4H
DG

))3L̄2∇ · ((1− 3 M̄
H ln( 4H

DG
)
)m)χ(|u|2 − u2

c

ū2 )∇z) =

1
1−pα

t̄ū3(ρDG)
3
2

(ln( 4H
DG

))3L̄z̄
∇ · ((1− 3 M̄

H ln( 4H
DG

)
)m)χ(|u|2 − u2

c

ū2 ) u
|u| ).

(3.1.30)

Ayant ce modèle sans dimension à portée de main, nous allons maintenant considérer les valeurs
caractéristiques correspondant aux différentes situations pour l’évolution des dunes à court, à moyen
et à long terme et pour le sable de petit et gros grains. Tout d’abord, nous fixons les valeurs
caractéristiques qui sont appropriées à chaque situation, ce qui va faire apparâıtre un petit paramètre
ε.
Sachant que les dunes sous-marines du type que nous étudions, existent dans les océans côtiers dont
le socle rocheux est relativement plat avec une hauteur d’eau environ 30m à 50m, avec une marée
ayant des courants plutôt forts mais une variation de la hauteur dûe à la marée modérée, nous posons
ū = 1m/s, H = 50m et M̄ = 5m. Comme de plus λ

1−p est de l’ordre 1, donc nous prenons λ
1−p = 1

et 1
1−p = 2.

3.1.2 Modèles paramétrés par ε

Nous considérons ici plusieurs cas d’évolution des dunes sous-marins en fonction du temps car-
actéristique et de la taille des grains de sable.
La dynamique à court terme des dunes faites de petits grains de sable:
La situation choisie ici est celle de dunes faites de petits grains de sable, c’est-à-dire avec un
diamètre DG ' 0, 1mm = 10−4m selon Flemming [27] et Idier [28], avec un tel sable, les dunes
générées font un mètre de hauteur et une dizaine de mètres de longueur. Cela nous amène à poser
z̄ = 1m et L̄ = 10m.Vu que les dunes marines ne connaissent pas d’évolution significative sur
des périodes inférieures à quelques mois, nous fixons pour la longueur de la période d’observation
t̄ = 100jours ∼ 2400heures ∼ 8, 6.106s. En introduisant la fréquence de marée ω̄, t̄ doit être com-
parée à la période de marée 1

ω̄ ∼ 13heures ∼ 4, 7.104s, ce qui met en évidence un petit paramètre
ε = 1

t̄ω̄ ∼
1

200 .

En plus, nous considérons que la vitesse critique
u2
c

ū2 = 0.

À partir de ces données, nous allons calculer les coefficients de l’équation (3.1.30). Par conséquent
on a :

λ

1− p
α
t̄ū3(ρDG)

3
2

(ln( 4H
DG

))3L̄2
∼ 90 ∼ 1

2ε
,
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1

1− p
α

t̄ū3(ρDG)
3
2

(ln( 4H
DG

))3L̄2z̄
∼ 1800 ∼ 10

ε
,

3
M̄

H ln( 4H
DG

)
∼ 2.10−2 ∼ 4ε.

Ainsi, l’équation (3.1.30) devient :

∂z

∂t
− 1

2ε
∇ · ((1− 4εm)χ(|u|2)∇z) =

10

ε
∇ · ((1− 4εm)χ(|u|2)

u

|u|
. (3.1.31)

Or, d’après la définition de la fonction χ on a χ(|u|2) = |u|3 puis en remplaçant dans l’équation on
obtient

∂z

∂t
− 1

2ε
∇ · ((1− 4εm)|u|3∇z) =

10

ε
∇ · ((1− 4εm)|u|2u). (3.1.32)

En ce qui concerne les champs des fluides u et m, comme ils sont les modèles adimensionnés de
fonctions périodiques à amplitude modulée et de période de marée, nous supposons :

u(t, x) = U(t,
t

ε
, x), et m(t, x) =M(t,

t

ε
, x) (3.1.33)

où U et M sont deux fonctions régulières vérifiant θ 7→ (U ,M) périodique de période 1, avec une
valeur moyenne nulle.
La dynamique à court terme des dunes faites de gros grains de sable
Dans ce cas, nous fixons les valeurs caractéristiques suivantes :

t̄ = 100jours ∼ 2400heures ∼ 8, 6.106s

1

ω̄
∼ 13heures ∼ 4, 7.104s,DG = 5.10−3

z̄ = 1m, L̄ = 10m,uc =
1

2
m/s.

Alors
λ

1− p
α
t̄ū3(ρDG)

3
2

(ln( 4H
DG

))3L̄2
∼ 90 ∼ 1

2ε

1

1− p
α

t̄ū3(ρDG)
3
2

(ln( 4H
DG

))3L̄2z̄
∼ 1000 ∼ 5

ε

3
M̄

H ln( 4H
DG

)
∼ 1.3.10−2 ∼ 3ε.

Par conséquent l’équation (3.1.30) se réécrit :

∂z

∂t
− 1

2ε
∇ · ((1− 3εm)χ(|u|2 − 1

2
)∇z) =

5

ε
∇ · ((1− 3εm)χ(|u|2 − 1

2
)
u

|u|
. (3.1.34)

La dynamique à moyen terme des dunes faites de petits grains de sable
Dans le moyen terme, nous fixons une période de temps d’observation de 4, 5ans ∼ 54mois ∼
1, 4.108s. Ainsi en comparant t̄ = 1, 4.108 à la période 1

ω̄ ∼ 13heures ∼ 4, 7.104s, nous obtenons :

ε =
1

t̄ω̄
∼ 1

3000
.
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Nous considérons également une deuxième période de marée qui est le temps pour la terre, la lune et
le soleil de retrouver les mêmes positions relatives. Cette période de temps 1

ω̄c
est environ un mois.

Donc, nous avons :
1

t̄ω̄c
∼ 1

54
∼
√
ε.

Nous prenons également
DG = 5.10−5, z̄ = 1m, L̄ = 10m,uc = 0,

alors on a :
∂z

∂t
− 1

ε
∇ · ((1−

√
εm)|u|3∇z) =

20

ε
∇ · ((1−

√
εm)|u|2u). (3.1.35)

En ce qui concerne les champs de fluides dans cette situation, nous considérons :

u(x, t) = Ũ(x, t,
t√
ε
,
t

ε
),m(x, t) =M(x, t,

t√
ε
,
t

ε
), (3.1.36)

afin de prendre en compte les deux périodes de marée.
Dans (3.1.36), nous prenons Ũ et M comme des fonctions régulières de telle sorte que : τ 7→ (Ũ(t, τ, θ, x), M(t, τ, θ, x))

θ 7→ (Ũ(t, τ, θ, x), M(t, τ, θ, x))
(3.1.37)

soient périodiques de période 1.
La dynamique à long terme des dunes faites de petits grains de sable
Nous prenons ici une période de temps t̄ ∼ 16ans ∼ 1.4.105heures ∼ 5.109s. Nous comparons cette
dernière à une deuxième période de marée 1

ω̄c
∼ 1mois ∼ 2, 6.106s. Ainsi, nous définissons ε par la

relation suivante:
1

t̄ω̄c
∼ 1

192
∼ ε,

puis nous posons
DG = 7.10−5, z̄ = 1m, L̄ = 10m,uc = 0.

En calculant les coefficients de l’équation (3.1.30) dans cette situation, on obtient l’équation suivante
:

∂z

∂t
− 1

ε2
∇ · ((1− 4εm)(|u|3)∇z) =

20

ε2
∇ · ((1− 4εm)(|u|2)|u|). (3.1.38)

Comme dans la deuxième période de marée, le phénomène de la marée peut presque être considéré
réellement périodique, alors nous posons :

u(x, t) = U(t,
t

ε
, x) + εU1(t,

t

ε
, x) + ε2U2(t,

t

ε
, x),

m(x, t) =M(t,
t

ε
, x) + ε2M2(t,

t

ε
, x),

où U ,U2,M,M2 sont des fonctions régulières telles que

θ 7→ (U(θ, x),U2(t, θ, x),M(θ, x),M2(t, θ, x))

est périodique de période 1 et vérifient ∫ 1

0

U(θ, x)dθ = 0,∫ 1

0

M(θ, x)dθ = 0.



3.2 Modèle mathématique du problème de transport de sable 31

3.2 Modèle mathématique du problème de transport de sable

Dans ce paragraghe, on s’intéresse au caractère bien posé des modèles proposés dans la section
précédente dans un domaine du type [0, T ) × Ω où Ω est un ouvert borné de classe C1 dans R2

contenant le tore de dimension 2 et T > 0. L’étude des différents modèles proposés dans le para-
graphe précédent a été déjà étudié dans un domaine périodique en espace, le tore de dimension 2,
qui est sans bord. Dans cette présente partie, nous tentons de généraliser les résultats obtenus par
Faye et al [23] en considérant un domaine Ω ⊂ R2. L’une des difficultés majeures auxquelles nous
sommes confrontées, est la prśence d’une intégrale sur le bord, qu’il faudra ménager, pour borner la
solution zε du problème considéré. L’existence en général de solution du problème modèle, découle
des résultats obtenus par Lions [38] et Ladyzenkaja et al [34]. Par ailleurs, en considérant l’équation
d’Exner donnée par  ∂z

∂t −∇ · q = 0 dans [0, T )× Ω

q = qf − |qf |λ∇z
(3.2.1)

o’‘u le flux de transport qf donné par la formule de Van Rijn [44]. Faye et al [23] ont montré que le
modèle 

∂zε

∂t −
1
ε∇ ·

(
Aε∇zε

)
= 1

ε∇ · C
ε dans [0, T )× T2

zε(0, x) = z0(x) dans T2,
(3.2.2)

est valable pour la dynamique des dunes de sable à court terme, à proximité des côtes, dans les zones
soumises à la marée où z0 ∈ H1(T2) est une fonction donnée et T2 désigne le tore de dimension 2.
Les coefficients Aε et Cε sont définis par

Aε(t, x) = a(1− bεm)ga(|u|) et Cε(t, x) = c(1− bεm)gc(|u|)
u

|u|
(3.2.3)

où ε > 0 et a, b, c sont des nombres réels. Les champs de fluides u, m

u : [0, T )× T2 −→ R2, et m : [0, T )× T2 −→ R2 (3.2.4)

représentent respectivement la vitesse et la variation de la hauteur de l’eau. Ces champs s’expriment
comme suit :

u(t, x) = U(t,
t

ε
, x) et m(t, x) =M(t,

t

ε
, x) (3.2.5)

où 

U = U(t, θ, x), M =M(t, θ, x) des fonctions régulières sur, R× R× T2

θ 7−→ (U ,M) périodique de période 1

|U|, |∂U∂t |, |
∂U
∂θ |, |∇U|, |M|, |

∂M
∂t |, |

∂M
∂θ |, |∇M| sont bornés par d

∀(t, θ, x) ∈ R+ × R× T2, |U(t, θ, x)| ≤ Uthr =⇒
∂U
∂t = 0, ∂M∂t = 0, ∇U(t, θ, x) = 0, ∇M(t, θ, x) = 0

∃θα < θω ∈ [0, 1], tels que, ∀θ ∈ [θα, θω] =⇒ |U(t, θ, x)| ≥ Uthr.

(3.2.6)
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ga et gc sont des fonctions positives et satisfont les hypothèses suivantes :
ga ≥ gc ≥ 0, gc(0) = g′c(0) = 0,

∃ d ≥ 0, supu∈R+ |ga(u)|+ supu∈R+ |g′a(u)| ≤ d, supu∈R+ |gc(u)|+ supu∈R+ |g′c(u)| ≤ d,

∃Uthr ≥ 0, ∃Gthr > 0, tels que u ≥ Uthr =⇒ ga(u) ≥ Gthr.
(3.2.7)

Maintenant, on choisit un domaine Ω ⊂ R2 ouvert de frontière ∂Ω et de classe C1 contenant le tore
T2 sous lequel le sable ne sort pas. Ainsi, le produit scalaire du flux de transport du sable q par la
normale n s’annule c’est à dire q · n = 0 sur ∂Ω. Comme

q = qf − |qf |λ∇z, (3.2.8)

alors
q · n = qf · n− |qf |λ∇z · n = 0 sur ∂Ω. (3.2.9)

Ainsi, on a :

∇z · n =
∂z

∂n
=
qf · n
|qf |λ

= g̃ sur ∂Ω (3.2.10)

valide une condition aux limites.
Par conséquent, l’équation (3.2.2) peut être munie d’une condition aux limites

∂zε

∂n
= g sur [0, T )× ∂Ω. (3.2.11)

Ainsi, le modèle que nous retenons dans la suite de cette étude est régi par le système suivant :
∂zε

∂t −
1
ε∇ ·

(
Aε∇zε

)
= 1

ε∇ · C
ε dans [0, T )× Ω

zε(0, x) = z0(x) dans Ω

∂zε

∂n = g sur [0, T )× ∂Ω,

(3.2.12)

où g ∈ L2([0, T ), H
1
2 (Ω)) est une fonction donnée.

Dans la section suivante, nous montrons que le problème (3.2.12) est bien posé.

3.3 Existence et unicité de la solution du problème de trans-
port du sable

Nous énoncons, dans cette section, l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (3.2.12) associée
à l’une des conditions aux limites présentées ci-dessus. Nous y considérons le modèle à court terme
de l’évolution des dunes dans les environnements soumis à la marée. Les résultats d’existence et
d’unicité des modèles à court, à moyen et à long terme du transport de sable dans un domaine non
borné appelé tore furent étudiés par I.Faye et al dans [23] et [24]. Ceci ne reflète pas en général,
la réalité. Dans ce présent travail, nous considérons le même problème, dans un domaine Ω de
classe C1, ce qui nécessite donc des conditions aux limites de Dirichlet ou Neumann au problème de
transport de sable.
Suivant l’hypothèse (3.2.5), nous pouvons écrire par analogie les deux relations suivantes :

Aε(t, x) = Ãε(t,
t

ε
, x), et Cε(t, x) = C̃ε(t,

t

ε
, x) (3.3.1)
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où
Ãε(t, θ, x) = a(1− bεM(t, θ, x))ga(|U(t, θ, x)|), (3.3.2)

C̃ε(t, θ, x) = c(1− bεM(t, θ, x))gc(|U(t, θ, x)|) U(t, θ, x)

|U(t, θ, x)|
, (3.3.3)

où U et M sont donnés dans la relation (3.2.5). Un modèle pertinent pour la dynamique à court
terme des dunes est le suivant :

∂zε

∂t −
1
ε∇ ·

(
Aε∇zε

)
= 1

ε∇ · C
ε dans [0, T )× Ω

zε(0, x) = z0(x) dans Ω

∂zε

∂n = g sur [0, T )× ∂Ω

(3.3.4)

où z0 ∈ H1(Ω), g ∈ L2(R, H 1
2 (Ω)) et Ω est un ensemble ouvert de R2 . On a le résultat suivant.

Théorème 3.3.1 Soit Ω un ouvert mesurable de classe C1; sous les hypothèses (3.2.5), (3.2.6) et

(3.2.7)et pour T > 0, ε > 0 et a > 0, b, c ∈ R, si z0 ∈ H1(Ω) et g ∈ L2(R, H 1
2 (Ω)) alors le

problème (3.3.4) admet une unique solution dans L∞([0, T ), L2(Ω)) qui vérifie∥∥∥zε∥∥∥
L∞([0,T ),L2(Ω))

≤ γ̃ (3.3.5)

ou γ̃ est une constante qui dépend uniquement de z0, Gthr et g.

Gràce aux hypothèses (3.2.5), (3.2.6) et (3.2.7), on peut montrer que les coefficients Ãε et C̃ε donnés
par (3.3.2) et (3.3.3) ainsi que leurs derivées, sont bornés sur R+ × R × Ω par une constante γ ne
dépendant pas de ε.
En se référant sur I.Faye et al [23], nous considérons les deux problèmes suivants: ∀µ > 0,∀ν > 0,
trouver Sν = Sν(t, θ, x) et Sνµ = Sνµ(t, θ, x) périodiques de période 1 en θ solutions respectives des
systèmes d’équations suivants :

∂Sν
∂θ −∇ ·

((
Ãε + ν

)
∇Sν

)
= ∇ · C̃ε dans [0, T )× R× Ω

Sν(0, 0, x) = z0(x) dans Ω

∂Sν
∂n = g sur [0, T )× R× ∂Ω

(3.3.6)

et 
µSνµ +

∂Sνµ
∂θ −∇ ·

((
Ãε + ν

)
∇Sνµ

)
= ∇ · C̃ε dans [0, T )× R× Ω

Sνµ(0, 0, x) = z0(x) dans Ω
∂Sνµ
∂n = g sur [0, T )× R× ∂Ω.

(3.3.7)

De plus, nous supposons que :

∀ε > 0, µ > 0, ν > 0,
(
Aε + ν

)
g + Cε · n = 0 sur ∂Ω (3.3.8)

où n est la normale extérieure sur Ω. Cette hypothèse est très importante, dans la suite, car elle
permettra de se passer directement de l’intégrale sur le bord. Dans le cas où la divergence moyenne
de

−
(
Ãε(t, θ, x) + ν

)
∇Sνµ − C̃ε(t, θ, x)
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est non nulle, alors on ajoute au problème (3.3.7) une expression de la forme

1∣∣∣Ω∣∣∣
∫
∂Ω

((
Aε + ν

)
g + Cε · n

)
dσ = 0,

où σ est la mesure surfacique sur le bord ∂Ω.

Remarque 3.3.1 Pour tout 0 ≤ ε ≤ 1, l’application θ −→ (Aε, Cε) est périodique de période 1, et
il existe une constante G̃thr et θα, θω ∈ [0, 1], θα < θω vérifiant

Ãε ≥ G̃thr,∀ (t, θ, x) ∈ R+ × Ω (3.3.9)

et tels que ∀(t, θ, x) ∈ R+ × R× Ω

Ãε(t, θ, x) ≤ G̃thr =⇒



∂Ãε
∂t (t, θ, x) = 0

∇Ãε(t, θ, x) = 0

∂C̃ε
∂t (t, θ, x) = 0

∇ · C̃ε(t, θ, x) = 0.

(3.3.10)

Alors, on a le résultat suivant :

Théorème 3.3.2 Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 3.3.1 et les hypothèses (3.3.9)
et (3.3.10), ∀ε > 0, , ν > 0, µ > 0, le problème (3.3.7) admet une unique solution Sνµ = Sνµ(t, θ, x)
périodique de période 1. De plus, il existe des constantes γ2, γ3, γ6 ne dépendant que de Ω ,γ, ν, g
tels que

sup
θ∈R

∣∣∣ ∫
Ω

Sνµ(θ, x)dx
∣∣∣ = 0, (3.3.11)

∥∥∥Sνµ∥∥∥
L2

#(R,H1(Ω))
≤
√

2
γ2

ν

∣∣∣Ω∣∣∣2 +
∥∥∥z0

∥∥∥2

2
+
(γ
ν

∣∣∣Ω∣∣∣)2

, (3.3.12)

∥∥∥∇Sνµ∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤
γ
∣∣∣Ω∣∣∣
ν

, (3.3.13)

∥∥∥∂Sνµ
∂θ

∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤ γ

(1

2

(γ∣∣∣Ω∣∣∣
ν

)2

+
γ
∣∣∣Ω∣∣∣
ν

)
, (3.3.14)

∥∥∥∆Sνµ
∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ γ2, (3.3.15)∥∥∥∇Sνµ∥∥∥
L∞

# (R,L2(Ω))
≤ γ3, (3.3.16)∥∥∥Sνµ∥∥∥

L∞
# (R,L2(Ω))

≤ γ3, (3.3.17)

∥∥∥∂Sνµ(θ, ·)
∂t

∥∥∥2

L∞
# (R,H1)

≤ γ6. (3.3.18)
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Preuve En intégrant (3.3.7) sur Ω alors, nous obtenons

µ

∫
Ω

Sνµdx+

∫
Ω

∂Sνµ
∂θ

dx−
∫

Ω

∇ ·
(

(Ãε + ν)∇Sνµ
)
dx =

∫
Ω

∇ · C̃εdx. (3.3.19)

En utilisant la formule de Green dans le troisième terme du premier membre de l’équation (3.3.19)
alors, on a

µ

∫
Ω

Sνµdx+
d

dθ

∫
Ω

Sνµdx−
∫
∂Ω

(Ãε + ν)
∂Sνµ
∂n

dσ =

∫
∂Ω

C̃ε · ndσ

µ

∫
Ω

Sνµdx+
d

dθ

∫
Ω

Sνµdx =

∫
∂Ω

((
Ãε + ν

)
g + C̃ε · n

)
dσ. (3.3.20)

Du fait de l’hypothèse (3.3.8), on a

µ

∫
Ω

Sνµdx+
d

dθ

∫
Ω

Sνµdx = 0. (3.3.21)

L’équation ci-avant est une équation différentielle ordinaire dont la solution peut être écrite comme
suit : ∫

Ω

Sνµ(θ0 + 1, ·)dx = e−µ
∫

Ω

Sνµ(θ0, ·)dx. (3.3.22)

Comme la fonction θ → Sµ(θ, ·) est périodique de période 1 alors, la seule possibilité de satisfaire
l’équation (3.3.22) est que: ∫

Ω

Sνµ(θ, ·)dx = 0 pour tout θ ∈ [0; 1].

Au final, la relation (3.3.11) est vraie.
En multipliant l’équation (3.3.7) par Sνµ et en l’intégrant sur Ω alors, on a :

µ

∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx+

∫
Ω

∂Sνµ
∂θ
Sνµdx−

∫
Ω

∇ ·
(
Ãε + ν)∇Sνµ

)
Sνµdx =

∫
Ω

∇ · C̃ε Sνµdx. (3.3.23)

En utilisant la formule de Green sur Ω dans les deux derniers termes du premier membre de l’équation
(3.3.23) alors, on a∫

Ω

∇ ·
(
Ãε + ν)∇Sνµ

)
Sνµdx = −

∫
Ω

(
Ãε + ν

)
∇Sνµ∇Sνµdx+

∫
∂Ω

(
Ãε + ν

)
∇Sνµ · nSνµdx (3.3.24)

et ∫
Ω

∇ · C̃ε Sνµdx = −
∫

Ω

C̃ε∇Sνµdx+

∫
∂Ω

C̃ε · nSνµdx (3.3.25)

où n désigne la normale extérieure à Ω et σ la mesure surfacique sur ∂Ω. Dans chacune des intégrales
sur le bord, Sνµ est à comprendre comme γ1(Sνµ).
En injectant les relations (3.3.24) et (3.3.25) dans l’équation (3.3.23), alors on obtient :

µ

∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx+
1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx− ∫

∂Ω

(Ãε + ν)
∂Sνµ
∂n
Sνµdσ = −

∫
Ω

C̃ε ∇Sνµdx+

∫
∂Ω

C̃ε · nSνµdσ.
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ou

µ

∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx+
1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx− ∫

∂Ω

(Ãε + ν)gSνµdσ = −
∫

Ω

C̃ε ∇Sνµdx

+

∫
∂Ω

C̃ε · nSνµdσ

ou encore

µ

∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx+
1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx =

∫
∂Ω

(
(Ãε + ν)g + C̃ε · n

)
Sνµdσ

−
∫

Ω

C̃ε · ∇Sνµdx.

D’après l’hypothèese (3.3.8), l’équation devient :

µ

∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx+
1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx = −

∫
Ω

C̃ε · ∇Sνµdx. (3.3.26)

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz dans le second membre de l’équation (3.3.26) et en
majorant, on a :

µ

∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx+
1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx ≤ γ∣∣∣Ω∣∣∣∥∥∥∇Sνµ∥∥∥

L2(Ω)
. (3.3.27)

En intégrant de 0 à 1 par rapport à la variable θ, on a

µ

∫ 1

0

∥∥∥Sνµ∥∥∥2

L2(Ω)
dθ +

∫ 1

0

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dxdθ ≤ γ∣∣∣Ω∣∣∣ ∫ 1

0

∥∥∥∇Sνµ∥∥∥
L2(Ω)

dθ, (3.3.28)

puis comme Ãε + ν ≥ ν et
∥∥∥Sνµ∥∥∥2

L2
≥ 0, alors on en déduit que

ν

∫ 1

0

∫
Ω

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dxdθ ≤ γ∣∣∣Ω∣∣∣∥∥∥∇Sνµ∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
(3.3.29)

ou

ν
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ γ
∣∣∣Ω∣∣∣∥∥∥∇Sνµ∥∥∥

L2
#(R,L2(Ω))

(3.3.30)

ce qui permet finalement d’obtenir ∥∥∥∇Sνµ∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤ γ

ν

∣∣∣Ω∣∣∣. (3.3.31)

Par ailleurs, on a :

µ
∥∥∥Sνµ∥∥∥2

2
+

1

2

d

dθ

(∥∥∥Sνµ∥∥∥2

2

)
+ ν
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2
≤ γ

∣∣∣Ω∣∣∣∥∥∥∇Sνµ∥∥∥
2
. (3.3.32)

En intégrant la relation (3.3.32) de 0 à θ, pour tout θ ∈ [0, 1], on obtient

µ

∫ θ

0

∥∥∥Sνµ∥∥∥2

2
dθ +

1

2

∫ θ

0

d

dθ

(∥∥∥Sνµ∥∥∥2

2

)
dθ + ν

∫ θ

0

∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2
dθ ≤ γ

∣∣∣Ω∣∣∣ ∫ θ

0

∥∥∥∇Sνµ∥∥∥
2
dθ. (3.3.33)
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En tenant compte de la positivité du premier et du troisième terme du premier membre de (3.3.33)
alors, on a

1

2

(∥∥∥Sνµ(θ, ·)
∥∥∥2

2
−
∥∥∥Sνµ(0, ·)

∥∥∥2

2

)
≤ γ

∣∣∣Ω∣∣∣ ∫ 1

0

∥∥∥∇Sνµ∥∥∥
2
dθ (3.3.34)

ou ∥∥∥Sνµ(θ, ·)
∥∥∥2

2
≤ 2γ

∣∣∣Ω∣∣∣ ∫ 1

0

∥∥∥∇Sνµ∥∥∥
2
dθ +

∥∥∥Sνµ(0, ·)
∥∥∥2

2
(3.3.35)

ou encore ∥∥∥Sνµ(θ, ·)
∥∥∥2

2
≤ 2γ

∣∣∣Ω∣∣∣∥∥∥∇Sνµ∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
+
∥∥∥Sνµ(0, ·)

∥∥∥2

2
. (3.3.36)

D’où ∥∥∥Sνµ(θ, ·)
∥∥∥2

2
≤ 2

γ2

ν

∣∣∣Ω∣∣∣2 +
∥∥∥z0

∥∥∥2

2
. (3.3.37)

Enfin, si nous intégrons encore une fois sur [0, 1] la relation (3.3.37), alors on obtient∥∥∥Sνµ(θ, ·)
∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤
√

2
γ2

ν

∣∣∣Ω∣∣∣2 +
∥∥∥z0

∥∥∥2

2
. (3.3.38)

Dans L2
#(R, H1(Ω)), la norme ‖ · ‖L2

#(R,H1(Ω)) se définit comme suit

∥∥∥Sνµ∥∥∥
L2

#(R,H1(Ω))
=

(∫ 1

0

∥∥∥Sνµ∥∥∥2

H1(Ω)
dθ
) 1

2

=
(∫ 1

0

(∥∥∥Sνµ∥∥∥2

2
+
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2

)
dθ
) 1

2

=
(∥∥∥Sνµ∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

+
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

) 1
2

.

. (3.3.39)

Ainsi, les estimations (3.3.31) et (3.3.38) de Sνµ nous permettent d’écrire le résultat suivant :

∥∥∥Sνµ∥∥∥
L2

#(R,H1(Ω))
≤
√

2
γ2

ν

∣∣∣Ω∣∣∣2 +
∥∥∥z0

∥∥∥2

2
+
(γ
ν

∣∣∣Ω∣∣∣)2

. (3.3.40)

En multipliant l’équation (3.3.7) par
∂Sνµ
∂θ et en l’intégrant sur Ω alors, on a :

µ

∫
Ω

Sνµ
∂Sνµ
∂θ

dx+

∫
Ω

∣∣∣∂Sνµ
∂θ

∣∣∣2dx− ∫
Ω

∇ ·
(
Ãε + ν)∇Sνµ

)∂Sνµ
∂θ

dx =

∫
Ω

∇ · C̃ε
∂Sνµ
∂θ

dx. (3.3.41)

Par la formule de Green, on a‘:∫
Ω

∇ ·
(
Ãε + ν)∇Sνµ

)∂Sνµ
∂θ

= −
∫

Ω

(
Ãε + ν

)
∇Sνµ · ∇

(∂Sνµ
∂θ

)
+

∫
∂Ω

(
Ãε + ν

)
∇Sνµ · n

∂Sνµ
∂θ

(3.3.42)

ou encore :∫
Ω

∇ ·
(
Ãε + ν)∇Sνµ

)∂Sνµ
∂θ

= −
∫

Ω

(
Ãε + ν

)
∇Sνµ · ∇

(∂Sνµ
∂θ

)
+

∫
∂Ω

(
Ãε + ν

)
g
∂Sνµ
∂θ

(3.3.43)

et ∫
Ω

∇ · C̃ε
∂Sνµ
∂θ

dx = −
∫

Ω

C̃ε∇
(∂Sνµ
∂θ

)
dx+

∫
∂Ω

C̃ε · n
∂Sνµ
∂θ

dx. (3.3.44)
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De plus, on a∫
Ω

(
Ãε + ν

)
∇
(∂Sνµ
∂θ

)
· ∇Sνµdx =

1

2

[ d
dθ

(∫
Ω

(
Ãε + ν

)∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx)− ∫
Ω

∂Ãε
∂θ

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx]. (3.3.45)

En injectant les relations (3.3.43), (3.3.44) et (3.3.45) dans l’équation (3.3.41) , on obtient

µ

∫
Ω

Sνµ
∂Sνµ
∂θ

dx+

∫
Ω

∣∣∣∂Sνµ
∂θ

∣∣∣2dx+

∫
Ω

(
Ãε + ν

)
∇Sνµ · ∇

(∂Sνµ
∂θ

)
−
∫
∂Ω

(
Ãε + ν

)
g
∂Sνµ
∂θ

= −
∫

Ω

C̃ε · ∇
(∂Sνµ
∂θ

)
dx+

∫
∂Ω

C̃ε · n
∂Sνµ
∂θ

dx,

ou

µ
(1

2

d

dθ

(∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx))+

∫
Ω

∣∣∣∂Sνµ
∂θ

∣∣∣2dx+
1

2

[ d
dθ

(∫
Ω

(
Ãε + ν

)∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx)− ∫
Ω

∂Ãε
∂θ

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx]−
∫
∂Ω

(
Ãε + ν

)
g
∂Sνµ
∂θ

= −
∫

Ω

C̃ε · ∇
(∂Sνµ
∂θ

)
dx+

∫
∂Ω

C̃ε · n
∂Sνµ
∂θ

dx,

ou

µ
(1

2

d

dθ

(∫
Ω

∣∣∣Sνµ∣∣∣2dx))+

∫
Ω

∣∣∣∂Sνµ
∂θ

∣∣∣2dx+
1

2

d

dθ

(∫
Ω

(
Ãε + ν

)∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx) =
1

2

∫
Ω

∂Ãε
∂θ

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx+

∫
∂Ω

(
Ãε + ν

)
g
∂Sνµ
∂θ
−
∫

Ω

C̃ε · ∇
(∂Sνµ
∂θ

)
dx+

∫
∂Ω

Cε · n
∂Sνµ
∂θ

dx,

ou encore

1

2
µ
d

dθ

(∥∥∥Sνµ∥∥∥2

2

)
+
∥∥∥∂Sνµ
∂θ

∥∥∥2

2
+

1

2

d

dθ

(∫
Ω

(
Ãε + ν

)∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx) =
1

2

∫
Ω

∂Ãε
∂θ

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx+

∫
∂Ω

((
Ãε + ν

)
g + C̃ε · n

) ∂Sνµ
∂θ

dσ −
∫

Ω

C̃ε · ∇
(∂Sνµ
∂θ

)
dx.

De l’hypothèse (3.3.8), on en déduit l’équation suivante :

1

2
µ
d

dθ

(∥∥∥Sνµ∥∥∥2

2

)
+
∥∥∥∂Sνµ
∂θ

∥∥∥2

2
+

1

2

d

dθ

(∫
Ω

(
Ãε+ν

)∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx) =
1

2

∫
Ω

∂Ãε
∂θ

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx−∫
Ω

C̃ε ·∇
(∂Sνµ
∂θ

)
dx.

(3.3.46)

Comme les fonctions
∥∥∥Sνµ∥∥∥2

2
et
∫

Ω

(
Ãε+ν

)∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx sont périodiques de période 1, alors en intégrant

sur θ ∈ [0, 1] on obtient∫ 1

0

∥∥∥∂Sνµ
∂θ

∥∥∥2

2
dθ ≤ 1

2

∫ 1

0

∫
Ω

∣∣∣∂Ãε
∂θ

∣∣∣∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dxdθ +

∫ 1

0

∫
Ω

∣∣∣∂C̃ε
∂θ

∣∣∣∣∣∣∇Sνµ∣∣∣dxdθ, (3.3.47)

ou ∥∥∥∂Sνµ
∂θ

∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ γ
(1

2

∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

+
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥

L2
#(R,L2(Ω))

)
, (3.3.48)
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d’où, on a l’estimation suivante :

∥∥∥∂Sνµ
∂θ

∥∥∥
L2

#(R,L(Ω))
≤

√√√√γ2
∣∣∣Ω∣∣∣
ν

(1

2

γ
∣∣∣Ω∣∣∣
ν

+ 1
)
. (3.3.49)

En multipliant l’équation (3.3.7) par 4Sνµ et en intégrant sur Ω, on a

− µ
∫

Ω

4SνµSνµdx−
∫

Ω

4Sνµ
∂Sνµ
∂θ

dx+

∫
Ω

∇ ·
(
Ãε + ν)∇Sνµ

)
4Sνµdx = −

∫
Ω

∇ · C̃ε4Sνµdx. (3.3.50)

Le premier et le deuxième terme du premier membre de l’équation (3.3.50) peuvent s’ćrire, en
utilisant la formule de Green, de la manière suivante :∫

Ω

4SνµSνµdx = −
∫

Ω

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx+

∫
∂Ω

gSνµdσ (3.3.51)

et ∫
Ω

4Sνµ
∂Sνµ
∂θ

dx = −
∫

Ω

∇Sνµ · ∇
(∂Sνµ
∂θ

)
dx+

∫
∂Ω

g
∂Sνµ
∂θ

dσ. (3.3.52)

Par un calcul simple, on obtient

∇ ·
((
Ãε + ν

)
∇Sνµ

)
= ∇

(
Ãε + ν

)
· ∇Sνµ +

(
Ãε + ν

)
∇ ·
(
∇Sνµ

)
,

∇ ·
((
Ãε + ν

)
∇Sνµ

)
= ∇Ãε · ∇Sνµ +

(
Ãε + ν

)
4Sνµ . (3.3.53)

Alors, si on injecte les relations (3.3.51), (3.3.52) et (3.3.53) dans (3.3.50), on obtient

µ

∫
Ω

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx− µ∫
∂Ω

gSνµdσ +

∫
Ω

∇Sνµ · ∇
(∂Sνµ
∂θ

)
−
∫
∂Ω

g
∂Sνµ
∂θ

dσ

+

∫
Ω

∇Ãε · ∇Sνµ∆Sνµ +

∫
Ω

(
Ãε + ν

)∣∣∣∆Sνµ∣∣∣2 = −
∫

Ω

∇ · C̃ε ∆Sνµdx.

ou

µ

∫
Ω

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2dx+

∫
Ω

∇Sνµ · ∇
(∂Sνµ
∂θ

)
+

∫
Ω

∇Ãε · ∇Sνµ∆Sνµ +

∫
Ω

(
Ãε + ν

)∣∣∣4Sνµ∣∣∣2
= −

∫
Ω

∇ · C̃ε4Sνµdx+ µ

∫
∂Ω

gSνµdσ +

∫
∂Ω

g
∂Sνµ
∂θ

dσ.

Il est logique de considérer l’espace L2(∂Ω), munie de la norme notée
∥∥∥ · ∥∥∥

L2(∂Ω)
. On peut prouver

qu’il existe une constante C(Ω) telle que

∀Sνµ ∈ H1(Ω)
∥∥∥Sνµ∥∥∥

L2(∂Ω)
≤ C(Ω)

∥∥∥Sνµ∥∥∥
H1(Ω)

.

Alors, nous en déduisons, par l’inégalité de cauchy Schwarz, l’inégalité suivante :

µ
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2
+

1

2

d

dθ
(
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2
) +

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∆(Sνµ

∣∣∣2dx ≤ −∫
Ω

∇ · C̃ε∆Sνµdx−
∫

Ω

∇Ãε · ∇Sνµ∆Sνµdx+
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µ
∥∥∥g∥∥∥

L2(∂Ω)

∥∥∥Sνµ∥∥∥
L2(∂Ω)

+
d

dθ

(∫
∂Ω

gSνµdσ
)
.

On utilise ensuite cette inégalite très importante dans la suite de cette preuve :∣∣∣UV ∣∣∣ ≤ Ãε + ν

4
U2 +

1

Ãε + ν
V 2 (3.3.54)

qui se déduit du cas bien connu 1
Ãε+ν

= 1
2 .

Ainsi, en posant V = ∇ · C̃ε , U = ∆Sνµ , on a

∫
Ω

∇ · C̃ε∆Sνµdx =

∫
Ω

∣∣∣∇ · Cε∣∣∣2
Ãε + ν

+

∫
Ω

(Ãε + ν)

4

∣∣∣∆Sνµ∣∣∣2 (3.3.55)

et pour V = ∇Ãε · ∇Sνµ et U = ∆Sνµ, on a aussi

∫
Ω

∇Ãε · ∇Sνµ∆Sνµ =

∫
Ω

∣∣∣∇Ãε∣∣∣2
Ãε + ν

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2 +

∫
Ω

(Ãε + ν)

4

∣∣∣∆Sνµ∣∣∣2. (3.3.56)

À partir des relations (3.3.55) et (3.3.56), on obtient

µ
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2
+

1

2

d

dθ
(
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2
) +

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∆(Sνµ

∣∣∣2dx ≤ ∫
Ω

(Ãε + ν)

4

∣∣∣∆Sνµ∣∣∣2dx+

∫
Ω

∣∣∣∇Ãε∣∣∣2
Ãε + ν

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2+

∫
Ω

(Ãε + ν)

4

∣∣∣∆Sνµ∣∣∣2 +

∫
Ω

∣∣∣∇ · C̃ε∣∣∣2
Ãε + ν

+ µC(Ω)
∥∥∥g∥∥∥

L2(∂Ω)

∥∥∥Sνµ∥∥∥
H1(Ω)

+
d

dθ

(∫
∂Ω

gSνµdσ
)

(3.3.57)

qui donne

µ
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2
+

1

2

d

dθ
(
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2
) +

1

2

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∆(Sνµ

∣∣∣2dx ≤ ∫
Ω

∣∣∣∇Ãε∣∣∣2
Ãε + ν

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2 +

∫
Ω

∣∣∣∇ · C̃ε∣∣∣2
Ãε + ν

(3.3.58)

+ µC(Ω)
∥∥∥g∥∥∥

L2(∂Ω)

∥∥∥Sνµ∥∥∥
H1(Ω)

+
d

dθ

(∫
∂Ω

gSνµdσ
)
. (3.3.59)

Pour obtenir une formulation simplifiée de l’inéquation (3.3.58-3.3.59), on utilise l’hypothèse selon
laquelle la fonction θ 7→ Sνµ est périodique de période 1 permettant de déduire que les fonctions

θ 7→
∥∥∥Sνµ∥∥∥2

2
et θ 7→

∫
∂Ω
gSνµdσ sont aussi périodiques de période 1. De plus, le premier terme du

premier membre de cette estimation est positive. En effet, en intégrant sur [0, 1], on a

1

2
ν
∥∥∥∆Sνµ

∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ γ2

ν

(∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

+
∣∣∣Ω∣∣∣)+ µC(Ω)

∥∥∥g∥∥∥
L2(∂Ω)

∥∥∥Sνµ∥∥∥
L2

#(R,H1(Ω))
. (3.3.60)

Ensuite,∥∥∥∆Sνµ
∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ 2γ2

ν2

((γ
ν

∣∣∣Ω∣∣∣)2

+
∣∣∣Ω∣∣∣)+

2µC(Ω)

ν

∥∥∥g∥∥∥
L2(∂Ω)

√
2
γ2

ν

∣∣∣Ω∣∣∣2 +
∥∥∥z0

∥∥∥2

2
+
(γ
ν

∣∣∣Ω∣∣∣)2

.

(3.3.61)



3.3 Existence et unicité de la solution du problème de transport du sable 41

D’où ∥∥∥∆Sνµ
∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ γ2

À partir des résultats (3.3.31) et (3.3.58-3.3.59) ci-avant, on écrit les estimations suivantes :
Pour tout θ0 ∈ [0, 1], on a ∥∥∥∇Sνµ(θ0, ·)

∥∥∥
L2

#

≤ γ

ν

∣∣∣Ω∣∣∣ (3.3.62)

et

µ
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2
+

1

2

d

dθ

(∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2

)
+

1

2
ν
∥∥∥∆Sνµ

∥∥∥2

2
≤
∫

Ω

∣∣∣∇Ãε∣∣∣2
Ãε + ν

∣∣∣∇Sνµ∣∣∣2 +

∫
Ω

∣∣∣∇ · C̃ε∣∣∣2
Ãε + ν

+µC(Ω)
∥∥∥g∥∥∥

L2(∂Ω)

∥∥∥Sνµ∥∥∥
H1(Ω)

+
d

dθ

(∫
∂Ω

gSνµdσ
)
. (3.3.63)

Puis, en tenant compte de la positivité des termes
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2
et
∥∥∥∆Sνµ

∥∥∥2

2
, cette dernière inégalité

devient plus simple

1

2

d

dθ

(∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2

)
≤ γ2

ν

(∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2
+
∣∣∣Ω∣∣∣)+ µC(Ω)

∥∥∥g∥∥∥
L2(∂Ω)

∥∥∥Sνµ∥∥∥
H1(Ω)

+
d

dθ

(∫
∂Ω

gSνµdσ
)
. (3.3.64)

Alors, en intégrant (3.3.64) suivant θ ∈ [θ0, θ1] ⊂ [0, 1] on a :

1

2

∫ θ1

θ0

d

dθ
(
∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

2
)dθ ≤ γ2

ν

(∥∥∥∇Sνµ∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

+
∣∣∣Ω∣∣∣)+µC(Ω)

∫ θ1

θ0

∥∥∥g∥∥∥
L2(∂Ω)

∥∥∥Sνµ∥∥∥
H1(Ω)

. (3.3.65)

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz, on majore encore une fois le terme de gauche dans le
second membre (3.3.65).∥∥∥∇Sνµ(θ1, ·)

∥∥∥2

2
−
∥∥∥∇Sνµ(θ0, ·)

∥∥∥2

2
≤ 2

γ2

ν

((γ
ν

∣∣∣Ω∣∣∣)2

+
∣∣∣Ω∣∣∣)

+2µC(Ω)
∥∥∥g∥∥∥

L2
#(R,L2(∂Ω))

√
2
γ2

ν

∣∣∣Ω∣∣∣2 +
∥∥∥z0

∥∥∥2

2
+
(γ
ν

∣∣∣Ω∣∣∣)2

. (3.3.66)

Soit∥∥∥∇Sνµ(θ1, ·)
∥∥∥2

2
≤ 2

γ2

ν

((γ
ν

∣∣∣Ω∣∣∣)2

+
∣∣∣Ω∣∣∣)+ 2µC(Ω)

∥∥∥g∥∥∥
L2

#(R,L2(∂Ω))

√
2
γ2

ν

∣∣∣Ω∣∣∣2 +
∥∥∥z0

∥∥∥2

2
+
(γ
ν

∣∣∣Ω∣∣∣)2

+
∥∥∥∇Sνµ(θ0, ·)

∥∥∥2

2
. (3.3.67)

Ainsi, pour tout θ ∈ [0; 1], nous obtenons la relation suivante :

∥∥∥∇Sνµ(θ, ·)
∥∥∥2

2
≤ 2

γ2

ν

((γ
ν

∣∣∣Ω∣∣∣)2

+
∣∣∣Ω∣∣∣)+ 2µC(Ω)

∥∥∥g∥∥∥
L2

#(R,L2(∂Ω))

√
2
γ2

ν

∣∣∣Ω∣∣∣2 +
∥∥∥z0

∥∥∥2

2
+
(γ
ν

∣∣∣Ω∣∣∣)2

+
(γ
ν

∣∣∣Ω∣∣∣)2

. (3.3.68)
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Au final, on a : ∥∥∥∇Sνµ∥∥∥
L∞

# (R,L2(Ω))
≤ γ3 (3.3.69)

où γ3 est une constante positive.
Comme la fonction

x 7−→ Sνµ(·, x)

est périodique sur le domaine Ω, alors on peut utiliser la décomposition de fourier pour obtenir

Sνµ =
∑
k∈N2

Sk(t, θ)eik·x, (k ∈ N)

et ∣∣∣∇Sνµ∣∣∣ =
∣∣∣k∣∣∣2∣∣∣ ∑

k∈N2

Sk(t, θ)eik·x
∣∣∣,

alors, on a ∥∥∥Sνµ(t, θ, ·)
∥∥∥2

2
≤
∥∥∥∇Sνµ(t, θ, ·)

∥∥∥2

2
.

Au final, nous obtenons pour tout θ ∈ [0, 1]∥∥∥Sνµ∥∥∥
L∞(R,L2(Ω))

≤ γ3. (3.3.70)

Nous allons chercher à montrer l’estimation suivante∥∥∥∂Sνµ(θ, ·)
∂t

∥∥∥2

L∞
# (R,H1)

≤ γ6. (3.3.71)

En dérivant l’équation (3.3.7) suivant le temps, elle devient :

µ
∂Sνµ
∂t

+
∂

∂θ
(
∂Sνµ
∂t

)−∇ · ((Ãε + ν)∇(
∂Sνµ
∂t

)) = ∇ · C̃ε (3.3.72)

avec les conditions aux limites
∂

(
Sνµ
∂t

)
∂n = ∂g

∂t où

C̃ε =
∂C̃ε
∂t

+
∂Ãε
∂t
∇Sνµ (3.3.73)

et

∇ · C̃ε = ∇ ·
(∂C̃ε
∂t

+
∂Ãε
∂t
∇Sνµ

)
∇ · C̃ε = ∇ ·

(∂C̃ε
∂t

)
+∇ ·

(∂Ãε
∂t
∇Sνµ

)
∇ · C̃ε =

∂

∂t

(
∇ · C̃ε

)
+∇

(∂Ãε
∂t

)
· ∇Sνµ +

∂Ãε
∂t
∇ ·
(
∇Sνµ

)
∇ · C̃ε =

∂(∇ · C̃ε)
∂t

+
∂(∇Ãε)
∂t

· ∇Sνµ +
∂Ãε
∂t
4Sνµ. (3.3.74)
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On combine les relations (3.3.73) et (3.3.74) pour donner une estimation sur C̃ε et déduire l’existence
d’une constante γ4 dépendant uniquement de ν, γ, Ω et γ2 telle que

∥∥∥C̃ε∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤ γ4∥∥∥∇ · C̃ε∥∥∥

L2
#(R,L2(Ω))

≤ γ4

(3.3.75)

et

γ4 = γ
(∣∣∣Ω∣∣∣+

γ
∣∣∣Ω∣∣∣
ν

+
√
γ2

)
.

Multiplions l’équation (3.3.72) par
∂Sνµ
∂t puis intégrons sur Ω en appliquant la formule de Green dans

le but de faire intervenir les termes de bord

µ

∫
Ω

∣∣∣∂Sνµ
∂t

∣∣∣2+
1

2

d

dθ
(

∫
Ω

∣∣∣∂Sνµ
∂t

∣∣∣2)+

∫
Ω

(Ãε+ν)
∣∣∣∇(

∂Sνµ
∂t

)
∣∣∣2−∫

∂Ω

(Ãε+ν)
∂(

∂Sνµ
∂t )

∂n

∂Sνµ
∂t

= −
∫

Ω

C̃ε∇
(∂Sνµ
∂t

)
+

∫
∂Ω

C̃ε · n
∂Sνµ
∂t

ou

µ

∫
Ω

∣∣∣∂Sνµ
∂t

∣∣∣2 +
1

2

d

dθ

(∫
Ω

∣∣∣∂Sνµ
∂t

∣∣∣2)+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇(

∂Sνµ
∂t

)
∣∣∣2 =

∫
∂Ω

(Ãε + ν)
∂g

∂t

∂Sνµ
∂t
−
∫

Ω

C̃ε∇
(∂Sνµ
∂t

)
+

∫
∂Ω

C̃ε · n
∂Sνµ
∂t

ou encore

µ

∫
Ω

∣∣∣∂Sνµ
∂t

∣∣∣2 +
1

2

d

dθ
(

∫
Ω

∣∣∣∂Sνµ
∂t

∣∣∣2) +

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇(

∂Sνµ
∂t

)
∣∣∣2 =

∫
∂Ω

(
(Ãε + ν)

∂g

∂t
+ C̃ε · n

)∂Sνµ
∂t

−
∫

Ω

C̃ε∇
(∂Sνµ
∂t

)
.

Soit ∫
∂Ω

(
(Ãε + ν)

∂g

∂t
+ C̃ε · n

)∂Sνµ
∂t

=

∫
∂Ω

(
(Ãε + ν)

∂g

∂t
+
∂C̃ε
∂t
· n+

∂Ãε
∂t
∇Sνµ · n

)∂Sνµ
∂t

ou ∫
∂Ω

(
(Ãε + ν)

∂g

∂t
+ C̃ε · n

)∂Sνµ
∂t

=

∫
∂Ω

(
(Ãε + ν)

∂g

∂t
+
∂C̃ε
∂t
· n+

∂Ãε
∂t

g
)∂Sνµ
∂t

ou encore ∫
∂Ω

(
(Ãε + ν)

∂g

∂t
+ C̃ε · n

)∂Sνµ
∂t

=

∫
∂Ω

∂

∂t

(
(Ãε + ν)g + C̃ε · n

)∂Sνµ
∂t

Au final, on a : ∫
∂Ω

(
(Ãε + ν)

∂g

∂t
+ C̃ε · n

)∂Sνµ
∂t

= 0.

Alors, nous obtenons

µ
∥∥∥∂Sνµ
∂t

∥∥∥2

2
+

1

2

d

dθ
(
∥∥∥∂Sνµ
∂t

∥∥∥2

2
) +

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇(

∂Sνµ
∂t

)
∣∣∣2dx = −

∫
Ω

C̃ε∇
(∂Sνµ
∂t

)
dx. (3.3.76)



3.3 Existence et unicité de la solution du problème de transport du sable 44

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz, majorons le second membre de l’égalité précédente

µ
∥∥∥∂Sνµ
∂t

∥∥∥2

2
+

1

2

d

dθ

(∥∥∥∂Sνµ
∂t

∥∥∥2

2

)
+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇(

∂Sνµ
∂t

)
∣∣∣2dx ≤ γ4

∥∥∥∇∂Sνµ
∂t

∥∥∥
2
. (3.3.77)

En utilisant la périodicité de la fonction θ 7→
∥∥∥∂Sνµ∂t ∥∥∥2

2
et la positivié du premier terme dans le premier

membre alors, en intégrant sur Ω la relation (3.3.77), on obtient : ∀ θ ∈ [0, 1]

ν
∥∥∥∇∂Sνµ

∂t

∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ γ4

∥∥∥∇∂Sνµ
∂t

∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
,

qui donne ∥∥∥∇∂Sνµ
∂t

∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤ γ4

ν
. (3.3.78)

En prenant θ0 ∈ [0, 1], on obtient donc l’estimation suivante :∥∥∥∇∂Sνµ(θ0, ·)
∂t

∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤ γ4

ν
. (3.3.79)

Par ailleurs, on a

µ
∥∥∥∂Sνµ
∂t

∥∥∥2

2
+

1

2

d

dθ

(∥∥∥∂Sνµ
∂t

∥∥∥2

2

)
+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇(

∂Sνµ
∂t

)
∣∣∣2dx ≤ γ4

∥∥∥∇∂Sνµ
∂t

∥∥∥
2
,

ou
1

2

d

dθ

(∥∥∥∂Sνµ
∂t

∥∥∥2

2

)
+ ν
∥∥∥∇∂Sνµ

∂t

∥∥∥2

2
≤ γ4

∥∥∥∇∂Sνµ
∂t

∥∥∥
2

ou encore
1

2

d

dθ

(∥∥∥∂Sνµ
∂t

∥∥∥2

2

)
≤ γ4

∥∥∥∇∂Sνµ
∂t

∥∥∥
2
. (3.3.80)

Alors, en intégrant la relation (3.3.80) sur [θ0, θ1] ⊂ [0, 1] où θ0 est donné dans (3.3.79), on a:

1

2

∫ θ1

θ0

d

dθ

(∥∥∥∂Sνµ
∂t

∥∥∥2

2

)
dθ ≤ γ4

∫ θ1

θ0

∥∥∥∇∂Sνµ
∂t

∥∥∥
2
dθ, (3.3.81)

ce qui donne ∥∥∥∂Sνµ(θ1, ·)
∂t

∥∥∥2

2
≤ 2γ4

∥∥∥∇∂Sνµ
∂t

∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
+
∥∥∥∂Sνµ(θ0, ·)

∂t

∥∥∥2

2
,

on en déduit que : ∥∥∥∂Sνµ(θ, ·)
∂t

∥∥∥2

2
≤ 2

γ2
4

ν
+
(γ4

ν

)2

.

Cette relation est vraie pour tout θ ∈ [0, 1] alors, on obtient au final∥∥∥∂Sνµ
∂t

∥∥∥2

L∞
# (R,L2(Ω))

≤ γ6

où γ6 est une constante positive dépendant uniquement de γ4 et ν.
Maintenant, en multipliant l’équation (3.3.7) par une fonction test v ∈ H1(Ω) et en intégrant sur
R× Ω, on obtient :

µ

∫ 1

0

∫
Ω

Sνµvdxdθ +

∫ 1

0

∫
Ω

∂Sνµ
∂θ

vdxdθ +

∫ 1

0

∫
Ω

(Ãε + ν)∇Sνµ · ∇vdxdθ =

∫ 1

0

∫
Ω

∇ · C̃εvdxdθ
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+

∫ 1

0

∫
∂Ω

(Ãε + ν)gvdσdθ. (3.3.82)

En tendant maintenant µ vers 0 alors, on a :∫ 1

0

∫
Ω

∂Sν

∂θ
vdxdθ +

∫ 1

0

∫
Ω

(Ãε + ν)∇Sν · ∇vdxdθ =

∫ 1

0

∫
Ω

∇ · C̃εvdxdθ +

∫ 1

0

∫
∂Ω

(Ãε + ν)gvdσdθ.

(3.3.83)
En testant contre v ∈ H1

0 (Ω), on a :∫ 1

0

∫
Ω

∂Sν

∂θ
vdxdθ +

∫ 1

0

∫
Ω

(Ãε + ν)∇Sν · ∇vdxdθ =

∫ 1

0

∫
Ω

∇ · C̃εvdxdθ. (3.3.84)

En utilisant la formule de Green dans le second terme du premier membre dans le but de faire
disparâıtre le terme d’integrale sur le bord, on montre facilement que le problème

∂Sν

∂θ
−∇ ·

(
(Ãε + ν)∇Sν

)
= ∇ · C̃ε (3.3.85)

est vérifié au sens des distributions.
Par contre, donner un sens à la condition aux limites

∂Sν

∂n
= g sur ∂Ω

pose des difficultés car ∂Sν
∂n n’est pas défini pour Sν ∈ L2(R, V ). Pour pouvoir donner un sens à la

condition aux limites, il faut une régularité supplémentaire sur Sν . Alors, en utilisant la formule de
Green du troisième terme dans le premier membre de la relation (3.3.83), on obtient :∫ 1

0

∫
Ω

∂Sν

∂θ
vdxdθ+

∫ 1

0

∫
Ω

(Ãε + ν)∇Sν · ∇vdxdθ−
∫ 1

0

∫
∂Ω

(Ãε + ν)
∂Sν

∂n
vdσdθ =

∫ 1

0

∫
Ω

∇ · C̃εvdxdθ

+

∫ 1

0

∫
∂Ω

(Ãε + ν)gvdσdθ. (3.3.86)

Comme
∂Sν

∂θ
−∇ ·

(
(Ãε + ν)∇Sν

)
= ∇ · C̃ε, (3.3.87)

on a, en fait, ∫ 1

0

∫
∂Ω

(Ãε + ν)
(
g − ∂Sν

∂n

)
vdσdθ = 0. (3.3.88)

On peut prendre ici n’importe quelle fonction v ∈ H 1
2 (∂Ω), et en particulier

v = g − ∂Sν

∂n
.

Alors, ∫ 1

0

∫
∂Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣g − ∂Sν

∂n

∣∣∣2dσdθ = 0 (3.3.89)

ou

ν
∥∥∥g − ∂Sν

∂n

∥∥∥2

L2
#(R,L2(∂Ω))

≤ 0. (3.3.90)
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On en déduit donc que
∂Sν

∂n
= g sur ∂Ω

On a aussi le théorème suivant.

Théorème 3.3.3 Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème (3.3.2), ∀ε > 0, ν > 0, le
problème (3.3.6) admet une unique solution Sν = Sν(t, θ, x) périodique de période 1 en θ. De plus,
elle vérifie les estimations suivantes dépendant uniquement de γ, γ1, γ̃4, Ω, Gthr, z0 et g

sup
θ∈R

∣∣∣ ∫
Ω

Sν(θ, x)dx
∣∣∣ = 0, (3.3.91)

∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤ γ

∣∣∣Ω∣∣∣, (3.3.92)

∥∥∥∂Sν
∂θ

∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤ γ

∣∣∣Ω∣∣∣(1

2
γ +
√
γ
)
, (3.3.93)

∥∥∥√Ãε∆Sν∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ γ3
∣∣∣Ω∣∣∣(γ∣∣∣Ω∣∣∣+ 1

)
, (3.3.94)

∥∥∥∇Sν∥∥∥
L∞

# (R,L2(Ω))
≤ 4γ3

∣∣∣Ω∣∣∣(γ∣∣∣Ω∣∣∣+ 1
)

+
γ2
∣∣∣Ω∣∣∣2
Gthr

, (3.3.95)

∥∥∥Sν∥∥∥
L∞

# (R,L2(Ω))
≤ 2γ2

∣∣∣Ω∣∣∣2 +
∥∥∥z0

∥∥∥2

2
, (3.3.96)

∥∥∥∂Sν(θ, ·)
∂t

∥∥∥2

L∞
# (R,H1(Ω))

≤ γ̃4

Gthr
. (3.3.97)

Preuve L’existence de Sν s’obtient directement en tendant µ vers zero dans (3.3.7).
En suivant la même idée que dans la preuve du théorème 3.3.2, on intégre (3.3.6) sur Ω en utilisant
la formule de Green pour obtenir∫

Ω

∂Sν

∂θ
dx−

∫
Ω

∇ ·
(

(Ãε + ν)∇Sν
)
dx =

∫
Ω

∇ · C̃εdx

ou
d

dθ

∫
Ω

Sνdx−
∫
∂Ω

(Ãε + ν)
∂Sν

∂n
dσ =

∫
∂Ω

C̃ε · ndσ

ou encore
d

dθ

∫
Ω

Sνdx =

∫
∂Ω

(
(Ãε + ν)g + C̃ε · n

)
dσ,

soit
d

dθ

∫
Ω

Sνdx = 0. (3.3.98)

Comme la fonction

θ 7−→
∫

Ω

Sν(θ, ·)dx
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est périodique de période 1 en θ, alors la seule possibilité de satisfaire l’équation (3.3.98) est que :∫
Ω

Sνµ(θ, ·)dx = 0 pour tout θ.

Finalement, on a :

sup
θ∈R

∣∣∣ ∫
Ω

Sν(θ, x)dx
∣∣∣ = 0. (3.3.99)

Pour montrer que la solution du problème (3.3.6) est unique, considérons Sν et S̄ν deux solutions
de (3.3.6), alors, Sν − S̄ν est aussi solution du système suivant :

∂(Sν−S̄ν)
∂θ −∇ ·

((
Ãε + ν

)
∇(Sν − S̄ν)

)
= 0 ]0, T ]× R× Ω

Sν(0, 0, x)− S̄ν(0, 0, x) = 0 Ω

∂(Sν−S̄ν)
∂n = 0 ]0, T ]× R× ∂Ω.

(3.3.100)

En multipliant (3.3.100) par Sν − S̄ν et en intégrant suivant Ω, nous obtenons :

1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣(Sν − S̄ν)
∣∣∣2dx+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇(Sν − S̄ν)

∣∣∣2dx− ∫
∂Ω

(Ãε + ν)
∂(Sν − S̄ν)

∂n
(Sν − S̄ν)dσ = 0.

Du fait que la condition aux limites impose la nullité du troisième terme dans le premier membre,
nous obtenons donc

1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣(Sν − S̄ν)
∣∣∣2dx+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇(Sν − S̄ν)

∣∣∣2dx = 0.

ou
1

2

d

dθ

(∥∥∥(Sν − S̄ν)
∥∥∥2

2

)
+ ν
∥∥∥∇(Sν − S̄ν)

∥∥∥2

2
≤ 0 (3.3.101)

qui donne, comme le second terme est positif

1

2

d

dθ

(∥∥∥(Sν − S̄ν)
∥∥∥2

2

)
≤ 0. (3.3.102)

En intégrant (3.3.101) suivant θ de 0 a 1 et en utilisant la périodicite de Sν alors, on obtient :

ν

∫ 1

0

∥∥∥∇(Sν − S̄ν)
∥∥∥2

2
dθ ≤ 0.

Alors,

ν
∥∥∥∇(Sν − S̄ν)

∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

= 0.

Puisque ∀ t ∈ [0, T ), θ ∈ R, Sν(θ)−S̃ν(θ) ∈ H1
0 (Ω), on peut utiliser l’inégalité de Poincaré : il existe

une constante c(Ω) telle que

Sν − S̄ν ∈ H1
0 (Ω),

∥∥∥Sν − S̄ν∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ c(Ω)
∥∥∥∇(Sν − S̄ν)

∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

.

Alors, ∥∥∥Sν − S̄ν∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

= 0.
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Finalement
Sν = S̄ν .

En multipliant l’équation (3.3.6) par Sν et intégrant suivant Ω, nous obtenons

1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣Sν∣∣∣2dx+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx− ∫

∂Ω

(Ãε + ν)
∂Sν

∂n
Sνdσ =

∫
Ω

∇ · C̃ε Sνdx (3.3.103)

ou
1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣Sν∣∣∣2dx+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx− ∫

∂Ω

(Ãε + ν)
∂Sν

∂n
Sνdσ = −

∫
Ω

C̃ε∇Sνdx

+

∫
∂Ω

C̃ε · nSνdσ (3.3.104)

ou encore

1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣Sν∣∣∣2dx+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx =

∫
∂Ω

(
(Ãε + ν)g + C̃ε · n

)
Sνdσ −

∫
Ω

C̃ε∇Sνdx. (3.3.105)

En utilisant l’hypothèse (3.3.8) et en majorant le dernier terme dans le second membre de (3.3.105)
par l’inégalité de Holder, alors on a

1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣Sν∣∣∣2dx+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx ≤ γ∣∣∣Ω∣∣∣( ∫

Ω

Ãε
∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx) 1

2

. (3.3.106)

Comme la fonction θ 7→
∫

Ω

∣∣∣Sν(θ, ·)
∣∣∣2dx est périodique de période 1 alors, en intégrant (3.3.106)

suivant θ ∈ [0, 1], on obtient :∫ 1

0

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx ≤ γ∣∣∣Ω∣∣∣ ∫ 1

0

∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥
2
dθ. (3.3.107)

Comme Ãε + ν ≥ Ãε, on en déduit que∫ 1

0

∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥2

2
dθ ≤ γ

∣∣∣Ω∣∣∣ ∫ 1

0

∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥
2
dθ. (3.3.108)

Donc, au final on a : ∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤ γ

∣∣∣Ω∣∣∣. (3.3.109)

En intégrant (3.3.107) suivant θ ∈ [θα, θω] alors, on obtient :∫ θω

θα

∫
Ω

(Aε + ν)
∣∣∣∇Sν∣∣∣2dxdθ ≤ ∫ 1

0

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sν∣∣∣2dxdθ ≤ γ∣∣∣Ω∣∣∣ ∫ 1

0

∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥
2
dθ (3.3.110)

ou ∫ θω

θα

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇Sν∣∣∣2dxdθ ≤ γ∣∣∣Ω∣∣∣ ∫ 1

0

∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥
2
dθ. (3.3.111)

Comme G̃thr ≤ Ãε + ν, pour tout θ ∈ [θα, θω], alors on obtient :∫ θω

θα

∫
Ω

G̃thr

∣∣∣∇Sν∣∣∣2dxdθ ≤ γ∣∣∣Ω∣∣∣ ∫ 1

0

∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥
2
dθ. (3.3.112)
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Au final, on a : (∫ θω

θα

∥∥∥∇Sν∥∥∥
2
dθ
) 1

2 ≤
γ
∣∣∣Ω∣∣∣√
G̃thr

. (3.3.113)

Pour un θ0 choisi dans [θα, θω], on vérifie aisément la relation suivante :

∥∥∥∇Sν(θ0, ·)
∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤

γ
∣∣∣Ω∣∣∣√
G̃thr

. (3.3.114)

Soit la relation (3.3.106) définie par :

1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣Sν∣∣∣2dx+

∫
Ω

(Aε + ν)
∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx ≤ γ∣∣∣Ω∣∣∣∥∥∥∇Sν∥∥∥

2
. (3.3.115)

Comme le second terme dans le premier membre est positif, alors en intégrant sur [0, θ] on obtient :

1

2

(∥∥∥Sν(θ, ·)
∥∥∥2

2

)
− 1

2

(∥∥∥Sν(0, ·)
∥∥∥2

2

)
≤ γ

∣∣∣Ω∣∣∣ ∫ 1

0

∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥
2

(3.3.116)

ou (∥∥∥Sν(θ, ·)
∥∥∥2

2

)
≤ 2γ2

∣∣∣Ω∣∣∣2 +
∥∥∥Sν(0, ·)

∥∥∥2

2
, (3.3.117)

pour tout θ ∈ (0, 1). Alors, nous obtenons finalement∥∥∥Sν∥∥∥2

L∞(R;L2(Ω))
≤ 2γ

∣∣∣Ω∣∣∣+
∥∥∥z0

∥∥∥2

2
. (3.3.118)

Dans la suite de la preuve du théorème 3.3.3, nous appliquons la même procédure que celle du
théorème 3.3.2 pour étabir les estimations sur Sν . Pour cela, nous commençons par multiplier
l’équation (3.3.6) par −∆Sν . Alors, en intégrant (3.3.6) sur Ω et en utilisant la formule de Green,
on vérifie facilement l’équation suivante :

1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx− ∫
∂Ω

∂Sν

∂n

∂Sν

∂θ
dσ +

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∆Sν∣∣∣2dx =

∫
Ω

∇Ãε · ∇Sν∆Sνdx (3.3.119)

+

∫
Ω

∇ · C̃ε ∆Sνdx. (3.3.120)

Alors, en posant V = ∇Ãε · ∇Sν , U = ∆Sν et V = ∇ · C̃ε , U = ∆Sν dans le but de majorer
respectivement le premier et le deuxième termes dans le second membre de l’équation (3.3.119-
3.3.120), on obtient :

1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx+
1

2

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∆Sν∣∣∣2dx ≤ ∫

Ω

∣∣∣∇Ãε∣∣∣2
Ãε + ν

|∇Sν |2dx+

∫
Ω

|∇C̃ε|2

Ãε + ν
dx. (3.3.121)

La fonction θ 7→
∫

Ω

∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx est périodique de période 1 et comme les fonctions
∣∣∣∇Ãε∣∣∣ et

∣∣∣∇ · C̃ε∣∣∣
sont bornées par γ

∣∣∣Ãε∣∣∣, alors en intégrant suivant θ ∈ [0, 1], on a :

1

2

∫ 1

0

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∆Sν∣∣∣2dxdθ ≤ γ2

∫ 1

0

∫
Ω

∣∣∣Ãε∣∣∣2
Ãε + ν

∣∣∣∇Sν∣∣∣2dxdθ + γ2

∫ 1

0

∫
Ω

∣∣∣Ãε∣∣∣2
Ãε + ν

dxdθ. (3.3.122)
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Comme Ãε + ν ≥ Ãε, alors on a :

1

2

∥∥∥√Ãε∆Sν∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ γ2
(∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

+ γ
∣∣∣Ω∣∣∣). (3.3.123)

Au final, on a : ∥∥∥√Ãε∆Sν∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ 2γ3
∣∣∣Ω∣∣∣(γ∣∣∣Ω∣∣∣+ 1

)
. (3.3.124)

Par ailleurs, on a à partir de la relation (3.3.121)

1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx+
1

2
ν
∥∥∥∆Sν

∥∥∥2

2
≤
∫

Ω

∣∣∣∇Ãε∣∣∣2
Ãε + ν

|∇Sν |2dx+

∫
Ω

|∇C̃ε|2

Ãε + ν
dx, (3.3.125)

ou simplement

1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx ≤ ∫
Ω

∣∣∣∇Ãε∣∣∣2
Ãε + ν

|∇Sν |2dx+

∫
Ω

|∇C̃ε|2

Ãε + ν
dx. (3.3.126)

Donc, ∀ θ0 ∈ [θα, θω] on obtient

1

2

∥∥∥∇Sν(θω)
∥∥∥2

2
≤
∫ 1

0

∫
Ω

∣∣∣∇Ãε∣∣∣2
Ãε + ν

|∇Sν |2dxdθ +

∫ 1

0

∫
Ω

|∇C̃ε|2

Ãε + ν
dx+

1

2

∥∥∥∇Sν(θ0)
∥∥∥2

2
, (3.3.127)

ou ∥∥∥∇Sν(θω)
∥∥∥2

2
≤ 4γ3

∣∣∣Ω∣∣∣(γ∣∣∣Ω∣∣∣+ 1
)

+
γ2
∣∣∣Ω∣∣∣2
G̃thr

. (3.3.128)

Alors en passant au sup pour θ ∈ [0, 1], nous pouvons écrire l’estimation suivante

∥∥∥∇Sν∥∥∥2

L∞
# (R,L2(Ω))

≤ 4γ3
∣∣∣Ω∣∣∣(γ∣∣∣Ω∣∣∣+ 1

)
+
γ2
∣∣∣Ω∣∣∣2
G̃thr

. (3.3.129)

On multiplie l’équation (3.3.6) par
∂Sνµ
∂θ et on intégre sur Ω en utilisant la formule de Green, alors

on obtient : ∫
Ω

∣∣∣∂Sν
∂θ

∣∣∣2dx− ∫
Ω

∇ ·
(
Ãε + ν)∇Sν

)∂Sν
∂θ

dx =

∫
Ω

∇ · C̃ε
∂Sν

∂θ
dx. (3.3.130)

Par ailleurs, on a :∫
Ω

∇ ·
(
Ãε + ν)∇Sν

)∂Sν
∂θ

dx = −
∫

Ω

(
Ãε + ν

)
∇Sν∇

(∂Sν
∂θ

)
dx+

∫
∂Ω

(
Ãε + ν

)
g
∂Sν

∂θ
dσ, (3.3.131)

∫
Ω

∇ · C̃ε
∂Sν

∂θ
dx = −

∫
Ω

C̃ε∇
(∂Sν
∂θ

)
dx+

∫
∂Ω

C̃ε · n
∂Sν

∂θ
dσ (3.3.132)

et ∫
Ω

(
Ãε + ν

)
∇
(∂Sν
∂θ

)
· ∇Sνdx =

1

2

[ d
dθ

(∫
Ω

(
Ãε + ν

)∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx)− ∫
Ω

∂Ãε
∂θ

∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx] (3.3.133)
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Nous injectons les relations (3.3.131), (3.3.132) et (3.3.133) dans l’équation (3.3.130) pour obtenir∫
Ω

∣∣∣∂Sν
∂θ

∣∣∣2dx+

∫
Ω

(
Ãε + ν

)
∇Sν∇

(∂Sν
∂θ

)
dx−

∫
∂Ω

(
Ãε + ν

)
g
∂Sν

∂θ
dσ = −

∫
Ω

C̃ε∇
(∂Sν
∂θ

)
dx

+

∫
∂Ω

C̃ε · n
∂Sν

∂θ
dσ

ou∫
Ω

∣∣∣∂Sν
∂θ

∣∣∣2dx+
1

2

[ d
dθ

(∫
Ω

(
Ãε+ν

)∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx)−∫
Ω

∂Ãε
∂θ

∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx]−∫
∂Ω

(
Ãε+ν

)
g
∂Sν

∂θ
dσ = −

∫
Ω

C̃ε∇
(∂Sν
∂θ

)
dx

+

∫
∂Ω

C̃ε · n
∂Sν

∂θ
dσ

ou encore∥∥∥∂Sν
∂θ

∥∥∥2

2
+

1

2

d

dθ

(∫
Ω

(
Ãε + ν

)∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx) =
1

2

∫
Ω

∂Ãε
∂θ

∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx+

∫
∂Ω

((
Ãε + ν

)
g + C̃ε · n

) ∂Sν
∂θ

dσ

−
∫

Ω

C̃ε∇
(∂Sν
∂θ

)
dx.

D’après (3.3.8) alors, on obtient∥∥∥∂Sν
∂θ

∥∥∥2

2
+

1

2

d

dθ

(∫
Ω

(
Ãε + ν

)∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx) =
1

2

∫
Ω

∂Ãε
∂θ

∣∣∣∇Sν∣∣∣2dx− ∫
Ω

C̃ε∇
(∂Sν
∂θ

)
dx.

Comme
∣∣∣∂Ãε∂θ

∣∣∣, ∣∣∣∂C̃ε∂θ ∣∣∣ sont bornées par γ
∣∣∣Ãε∣∣∣. En plus, les fonctions Ãε, C̃ε et Sν sont périodiques

en θ et de période 1, alors il en est de même pour la fonction C̃ε∇Sν . Par conséquent, en intégrant
suivant θ ∈ [0, 1], on a :∫ 1

0

∥∥∥∂Sν
∂θ

∥∥∥2

2
dθ ≤ 1

2

∫ 1

0

∫
Ω

∣∣∣∂Ãε
∂θ

∣∣∣∣∣∣∇Sν∣∣∣2dxdθ +

∫ 1

0

∫
Ω

d

dθ

(
C̃ε∇Sν

)
dxdθ −

∫ 1

0

∫
Ω

∂C̃ε
∂θ
∇Sνdxdθ

(3.3.134)
ou ∫ 1

0

∥∥∥∂Sν
∂θ

∥∥∥2

2
dθ ≤ 1

2

∫ 1

0

∫
Ω

∣∣∣∂Ãε
∂θ

∣∣∣∣∣∣∇Sν∣∣∣2dxdθ +

∫ 1

0

∫
Ω

∣∣∣∂C̃ε
∂θ

∣∣∣∇Sνdxdθ (3.3.135)

ou encore ∫ 1

0

∥∥∥∂Sν
∂θ

∥∥∥2

2
dθ ≤ γ

2

∫ 1

0

∫
Ω

Ãε
∣∣∣∇Sν∣∣∣2dxdθ + γ

∫ 1

0

∫
Ω

Ãε
∣∣∣∇Sν∣∣∣dxdθ. (3.3.136)

On majore ensuite le second terme dans le second membre en utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz
pour obtenir ∫ 1

0

∫
Ω

Ãε
∣∣∣∇Sν∣∣∣dxdθ ≤ √γ∣∣∣Ω∣∣∣∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥

L2
#(R,L2(Ω))

. (3.3.137)

Si on injecte (3.3.137) dans (3.3.136), on obtient :∥∥∥∂Sν
∂θ

∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ γ
(1

2

∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

+
√
γ
∣∣∣Ω∣∣∣∥∥∥√Ãε∇Sν∥∥∥

L2
#(R,L2(Ω))

)
. (3.3.138)
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Au final, Sν la solution du problème (3.3.6) satisfait l’estimation suivante∥∥∥∂Sν
∂θ

∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤ γ

∣∣∣Ω∣∣∣√(1

2
γ +
√
γ
)
. (3.3.139)

Nous montrons maintenant l’estimation suivante :∥∥∥∂Sν(θ, ·)
∂t

∥∥∥2

L∞
# (R,H1(Ω))

≤ γ8

G̃thr
. (3.3.140)

Comme la solution Sν du problème (3.3.6) est différentiable par rapport à la variable t, alors il
devient :

∂
(
∂Sν
∂t

)
∂θ

−∇ · ((Ãε + ν)∇(
∂Sν

∂t
)) = ∇ · C̃ε (3.3.141)

avec les conditions aux limites
∂

(
Sν
∂t

)
∂n = ∂g

∂t où

C̃ε =
∂C̃ε
∂t

+
∂Ãε
∂t
∇Sν (3.3.142)

et

∇ · C̃ε =
∂(∇ · C̃ε)

∂t
+
∂(∇ · Ãε)

∂t
· ∇Sν +

∂Ãε
∂t

∆Sν . (3.3.143)

On se base sur la relation (3.3.143) pour majorer C̃ε par une constante positive γ8 dépendant unique-
ment de γ et Ω telle que 

∥∥∥Cε∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤ γ8∥∥∥∇ · C̃ε∥∥∥

L2
#(R,L2(Ω))

≤ γ8

(3.3.144)

où

γ8 = γ2
∣∣∣Ω∣∣∣(1 +

√
γ
∣∣∣Ω∣∣∣+

√∣∣∣Ω∣∣∣(γ2
∣∣∣Ω∣∣∣+ 1

))
.

En multipliant l’équation (3.3.141) par ∂Sν

∂t et en intégrant sur Ω on a :

1

2

d

dθ
(

∫
Ω

∣∣∣∂Sν
∂t

∣∣∣2dx) +

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇(

∂Sν

∂t
)
∣∣∣2dx− ∫

∂Ω

(Ãε + ν)
∂(∂S

ν

∂t )

∂n

∂Sν

∂t
dσ =

−
∫

Ω

C̃ε∇
(∂Sν
∂t

)
dx+

∫
∂Ω

C̃ε · n∂S
ν

∂t
dσ.

En utilisant la condition sur le bord du domaine, on obtient

1

2

d

dθ

(∫
Ω

∣∣∣∂Sν
∂t

∣∣∣2dx)+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇(

∂Sν

∂t
)
∣∣∣2dx =

∫
∂Ω

(Ãε + ν)
∂g

∂t

∂Sν

∂t
dσ −

∫
Ω

C̃ε∇
(∂Sν
∂t

)
dx+

∫
∂Ω

C̃ε · n∂S
ν

∂t
dσ.
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En regroupant, les termes sur le bord, on obtient finalement

1

2

d

dθ
(

∫
Ω

∣∣∣∂Sν
∂t

∣∣∣2dx)+

∫
Ω

(Ãε+ν)
∣∣∣∇(

∂Sν

∂t
)
∣∣∣2dx =

∫
∂Ω

(
(Ãε+ν)

∂g

∂t
+C̃ε·n

)∂Sν
∂t

dσ−
∫

Ω

C̃ε·∇
(∂Sν
∂t

)
dx.

(3.3.145)
Le premier terme du second membre de la relation (3.3.145) se reécrit comme suit :∫

∂Ω

(
(Ãε + ν)

∂g

∂t
+ C̃ε · n

)∂Sν
∂t

=

∫
∂Ω

∂

∂t

(
(Ãε + ν)g + Cε · n

)∂Sνµ
∂t

et donc s’annule d’après l’hypothèse (3.3.8). À partir de la relation (3.3.145), nous obtenons

1

2

d

dθ
(
∥∥∥∂Sν
∂t

∥∥∥2

2
) +

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇(

∂Sν

∂t
)
∣∣∣2dx = −

∫
Ω

C̃ε∇
(∂Sν
∂t

)
dx. (3.3.146)

À l’aide de l’inégalité de Cauchy Schwarz, nous majorons le second membre

1

2

d

dθ

(∥∥∥∂Sν
∂t

∥∥∥2

2

)
+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇(

∂Sν

∂t
)
∣∣∣2dx ≤ γ8

∥∥∥√Ãε∇∂Sν
∂t

∥∥∥
2
.

En utilisant la périodicité de la fonction θ 7→
∥∥∥∂Sν∂t ∥∥∥2

2
, on obtient la formulation suivante : ∀ θ ∈ [0, 1]

∥∥∥√Ãε∇∂Sν
∂t

∥∥∥2

L2
#(R,L2(Ω))

≤ γ8

∥∥∥√Ãε∇∂Sνµ
∂t

∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
.

D’où ∥∥∥√Ãε∇∂Sν
∂t

∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤ γ8. (3.3.147)

Il existe donc un θ0 ∈ [0, 1] telle que∥∥∥∇∂Sν(θ0, ·)
∂t

∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
≤ γ8√

G̃thr
. (3.3.148)

En utilisant la décomposition en série de Fourier de ∂Sν

∂t , on a :∥∥∥∂Sν(θ0, ·)
∂t

∥∥∥
2
≤
∥∥∥∇∂Sν(θ0, ·)

∂t

∥∥∥
2
≤ γ8

Gthr
. (3.3.149)

Par ailleurs, on a :

1

2

d

dθ

(∥∥∥∂Sν
∂t

∥∥∥2

2

)
+

∫
Ω

(Ãε + ν)
∣∣∣∇(

∂Sν

∂t
)
∣∣∣2dx ≤ γ8

∥∥∥√Ãε∇∂Sν
∂t

∥∥∥
2
.

Soit
1

2

d

dθ

(∥∥∥∂Sν
∂t

∥∥∥2

2

)
+ ν
∥∥∥∇∂Sν

∂t

∥∥∥2

2
≤ γ8

∥∥∥√Ãε∇∂Sν
∂t

∥∥∥
2
.

∀ (θ0, θ1) ∈ [0, 1]2 tel que θ0 < θ1:∥∥∥∂Sν(θ1, ·)
∂t

∥∥∥2

2
≤ 2γ8

∥∥∥√Ãε∇∂Sν
∂t

∥∥∥
L2

#(R,L2(Ω))
+
∥∥∥∂Sν(θ0, ·)

∂t

∥∥∥2

2
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et par conséquent ∥∥∥∂Sν(θ, ·)
∂t

∥∥∥2

2
≤ 2γ2

8 +
( γ8

G̃thr

)2

.

Cette relation étant vraie pour tout θ ∈ [0, 1], on obtient au final∥∥∥∂Sν
∂t

∥∥∥2

L∞
# (R,L2(Ω))

≤ γ2
8

(
2 +

1

G̃2
thr

)
.

Par ailleurs, nous avons la formulation variationnelle du problème (3.3.6) : pour toute fonction test
v ∈ H1(Ω), ∫ 1

0

∫
Ω

∂Sν

∂θ
vdxdθ +

∫ 1

0

∫
Ω

(Ãε + ν)∇Sν · ∇vdxdθ =

∫ 1

0

∫
Ω

∇ · Cεvdxdθ

+

∫ 1

0

∫
∂Ω

(Ãε + ν)gvdσdθ. (3.3.150)

Comme nous venons d’établir des estimations sur Sν dans le théorème 3.3.3 telle que la suite
(
Sν
)
ν

est bornée indépendamment de ν en norme L∞# (R, L2(Ω)). Alors, on peut extraire une sous-suite

de la suite
(
Sν
)
ν

qui converge faiblement vers une fonction S ∈ L∞(R, L2(Ω)) dès que ν tend vers

0. D’où, en passant à la limite on obtient∫ 1

0

∫
Ω

∂S
∂θ
vdxdθ +

∫ 1

0

∫
Ω

Ãε∇S · ∇vdxdθ =

∫ 1

0

∫
Ω

∇ · C̃εvdxdθ +

∫ 1

0

∫
∂Ω

Ãεgvdσdθ. (3.3.151)

En prenant v dans l’espace H1
0 (Ω), on a :∫ 1

0

∫
Ω

∂S
∂θ
vdxdθ +

∫ 1

0

∫
Ω

Ãε∇S · ∇vdxdθ =

∫ 1

0

∫
Ω

∇ · C̃εvdxdθ. (3.3.152)

En utilisant la formule de Green au second terme de l’égalité précédente, on montre facilement que

∂S
∂θ
−∇ ·

(
Ãε∇S

)
= ∇ · C̃ε. (3.3.153)

En utilisant encore la formule de Green dans le second terme de (3.3.151), on a :∫ 1

0

∫
Ω

∂S
∂θ
vdxdθ +

∫ 1

0

∫
Ω

∇ ·
(
Ãε∇S

)
vdxdθ +

∫ 1

0

∫
∂Ω

Ãε
∂S
∂n

vdσdθ =

∫ 1

0

∫
Ω

∇ · C̃εvdxdθ+∫ 1

0

∫
∂Ω

Ãεgvdσdθ. (3.3.154)

Alors d’après (3.3.153), on obtient∫ 1

0

∫
∂Ω

Ãε
(
g − ∂S

∂n

)
vdσdθ = 0. (3.3.155)

On en déduit donc que
∂S
∂n

= g sur ∂Ω.



3.3 Existence et unicité de la solution du problème de transport du sable 55

Théorème 3.3.4 Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 3.3.3, quelque soit ε > 0 il
existe S=S(t, θ, x), périodique de période 1, unique solution du problème

∂S
∂θ −∇ ·

(
Ãε∇S

)
= ∇ · C̃ε dans (0, T )× R× Ω

S(0, 0, x) = z0(x) dans Ω

∂S
∂n = g sur [0, T ]× R× ∂Ω.

(3.3.156)

De plus, il existe une constante γ̃1 dépendant uniquement de γ, Ω telle que

sup
θ∈R

∣∣∣ ∫
Ω

S(θ, x)dx
∣∣∣ = 0, (3.3.157)

∥∥∥S∥∥∥
L∞

# (R,L2(Ω))
≤ γ̃1, (3.3.158)

∥∥∥∂S
∂t

∥∥∥2

L∞
# (R,L2(Ω))

≤ γ̃8

G̃thr
. (3.3.159)

Preuve Pour montrer que la solution de (3.3.156) est unique, on suppose que S et S̄ sont deux
solutions de (3.3.156). Alors, S − S̄ est solution du système suivant :

∂(S−S̄)
∂θ −∇ ·

(
Ãε∇(S − S̄)

)
= 0 dans (0, T )× R× Ω

S(0, 0, x)− S̄(0, 0, x) = 0 dans Ω

∂(S−S̄)
∂n = 0 dans [0, T )× R× ∂Ω.

(3.3.160)

En multipliant (3.3.156) par S − S̄ et en intégrant sur Ω, nous obtenons :

1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣(S − S̄)
∣∣∣2dx+

∫
Ω

Ãε
∣∣∣∇(S − S̄)

∣∣∣2dx− ∫
Γ

Ãε
∂(S − S̄)

∂n
(S − S̄)dσ = 0.

D’où
1

2

d

dθ

∫
Ω

∣∣∣(S − S̄)
∣∣∣2dx+

∫
Ω

Ãε
∣∣∣∇(S − S̄)

∣∣∣2 = 0.

Ainsi, avec la positivité du deuxième terme de l’égalité précédente, on obtient

d

dθ

∥∥∥(S − S̄)
∥∥∥2

2
≤ 0

Puisque les solutions S et S̄ sont périodiques de période 1, nous obtenons∥∥∥(S(θ)− S̄(θ))
∥∥∥2

2
= 0.

Ainsi, on a finalement
S = S̄.

Les inégalités (3.3.157), (3.3.158) et (3.3.159) s’obtiennent directement des relations (3.3.91), (3.3.97)
et (3.3.96), en faisant tendre ν vers 0, ce qui est justifié par le fait que la solution Sν est bornée
indépendamment de ν dans L∞# (R, H1(Ω)).
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Preuve du Théorème 3.3.1
On suppose que zε1 et zε2 sont deux solutions de l’équation (3.3.4), alors, zε1 − zε2 est solution du
système suivant : 

∂(zε1−z
ε
2)

∂t − 1
ε∇ ·

(
Aε∇(zε1 − zε2)

)
= 0 dans (0, T )× Ω

zε1(0, x)− zε2(0, x) = 0 dans Ω

∂(zε1−z
ε
2)

∂n = 0 dans [0, T )× ∂Ω

(3.3.161)

En multipliant (3.3.161) par zε1 − zε2 et en intégrant sur Ω, nous obtenons :

1

2

d

dt

∫
Ω

∣∣∣(zε1 − zε2)
∣∣∣2dx+

∫
Ω

Aε
∣∣∣∇(zε1 − zε2)

∣∣∣2dx− ∫
∂Ω

Aε ∂(zε1 − zε2)

∂n
(zε1 − zε2)dσ = 0.

En tenant compte de la condition sur le bord, nous obtenons

1

2

d

dt

∫
Ω

∣∣∣(zε1 − zε2)
∣∣∣2dx+

∫
Ω

Aε
∣∣∣∇(zε1 − zε2)

∣∣∣2 = 0, (3.3.162)

comme le second terme est positif, alors on a

d(
∥∥∥(zε1(t, ·)− zε2(t, ·)

∥∥∥2

2
)

dt
≤ 0. (3.3.163)

En intégrant suivant la variable t, et tenant compte de la condition initiale, on a :∥∥∥zε1(t, ·)− zε2(t, ·)
∥∥∥2

2
≤ 0, (3.3.164)

donc ∥∥∥zε1(t, ·)− zε2(t, ·)
∥∥∥2

2
= 0, (3.3.165)

finalement
zε1 = zε2.

Maintenant, nous considérons la fonction Zε = Zε(t, x) = S(t, tε , x) où S est donnée par le
théorème 3.3.4. On a alors

∂Zε

∂t
=
∂S

∂t
(t,

t

ε
, x) +

1

ε

∂S

∂θ
(t,

t

ε
, x), (3.3.166)

donc on déduit de (3.3.156) que Zε est la solution de l’équation

∂Zε

∂t
− 1

ε
∇ · (Aε∇Zε) =

1

ε
∇ · Cε +

∂S

∂t
(t,

t

ε
, x). (3.3.167)

En combinant les deux relations (3.3.4) et (3.3.167), nous en déduisons alors que zε − Zε est la
solution du systéme suivant :

∂(zε−Zε)
∂t − 1

ε∇ · (A
ε∇(zε − Zε)) = ∂S

∂t (t, tε , x) dans (0, T )× Ω

(zε − Zε)|t=0 = z0 − S(0, 0, ·), dans Ω

∂(zε−Zε)
∂n = 0 sur [0, T )× ∂Ω.

(3.3.168)
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En multipliant (3.3.168) par (zε − Zε) et en intégrant sur Ω, on a :

d(
∥∥∥zε − Zε∥∥∥2

2
)

dt
≤
√

γ8

Gthr

∥∥∥zε − Zε∥∥∥
2
. (3.3.169)

Ainsi, ∥∥∥zε(t, ·)− Zε(t, ·)∥∥∥
2
≤
∥∥∥z0 − S(0, 0, ·)

∥∥∥
2

√
γ8

Gthr
t. (3.3.170)

Comme ∥∥∥zε(t, ·)∥∥∥
2
≤
∥∥∥zε(t, ·)− Zε(t, ·)∥∥∥

2
+
∥∥∥Zε(t, ·)∥∥∥

2

alors ∥∥∥zε(t, ·)∥∥∥
2
≤
∥∥∥z0 − S(0, 0, ·)

∥∥∥
2

√
γ8

Gthr
T.+

∥∥∥z0

∥∥∥2

2
+ 2γ2

∣∣∣Ω∣∣∣2.
Au final, on a donc

γ̃ =
∥∥∥z0 − S(0, 0, ·)

∥∥∥
2

√
γ8

Gthr
T.+

∥∥∥z0

∥∥∥2

2
+ 2γ2

∣∣∣Ω∣∣∣2.

Remarque 3.3.2 Il est bien possible de remplacer la condition aux limites du problème (3.2.12)
par une condition de Dirichlet z(t, x) = g̃(t, x) sur ∂Ω. Dans ce cas, nous obtenons

∂zε

∂t −
1
ε∇ ·

(
Aε∇zε

)
= 1

ε∇ · C
ε dans [0, T )× Ω

zε(0, x) = z0(x) dans Ω

zε = g̃ sur [0, T )× ∂Ω.

(3.3.171)

On peut aussi remarquer que, sous les mêmes conditions que dans le théorème 3.3.1, si on considère
l’équation (3.3.4) avec la condition au bord homogène ∂zε

∂n = g = 0 sur ∂Ω ou bien l’équation
(3.3.171) avec la condition au bord g̃ = 0 sur ∂Ω, les solutions zε de (3.3.4) et (3.3.171) restent
bornée dans L∞([0, T ), L2(Ω)).

3.4 Homogénéisation

3.4.1 La convergence à deux échelles

La convergence à deux échelles est un concept dû à Nguetseng [40] et est développée par Allaire [1].
C’est une branche de la théorie de l’homogénéisation. Le but de l’homogénéisation et donc de la
convergence à deux échelles est d’étudier le comportement de uε quant ε −→ 0. ou uε est la solution
du système d’équations aux dérivées partielles suivant : Lεuε = f ε dans Ω ⊂ RN

Bεuε = gε sur ∂Ω
(3.4.1)

où Ω est un ouvert de RN de frontière ∂Ω.
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Par conséquent, il s’agit d’identifier une équation de la forme Lu = f dans Ω ⊂ RN

Bu = g sur ∂Ω
(3.4.2)

sans la présence explicite de ε, dont la solution u est proche de uε. Lε et Bε sont des opérateurs
différentiels dont certains coefficients présentent des oscillations de taille ε.

Définition 3.4.1 Une suite de fonction (uε)ε>0 ⊂ Lp(Ω) converge à deux échelles vers une fonction
U appartenant Lp(Ω, Lp#(Y )) si, pour toute fonction ψ ∈ C∞(Ω, L∞# (Y )) on a :

lim
ε−→0

∫
Ω

uε(x)ψ(x,
x

ε
)dx =

∫
Ω

∫
Y

U(x, y)ψ(x, y)dxdy. (3.4.3)

U est la limite à deux échelles de uε dans Lp(Ω, Lp#(Y )) où Y = [0, 1]N

Théorème 3.4.1 Soit (uε)ε une suite bornée indépendamment de ε dans Lp(Ω). Alors il existe une
suite extraite encore notée (uε)ε>0 qui converge à deux échelles vers U. De plus, (uε)ε>0 converge
faiblement -* dans Lp(Ω) vers la fonction u définie par x 7→ u(x) =

∫
Y
U(x, y)dy.

Pour une preuve de ce théorème, nous vous renvoyons a [1,9].
Dans le cadre de la théorie de l’homogénéisation, le critère de convergence à deux échelles permet
d’aborder beaucoup de modèles mathématiques. On s’intéresse à la convergence à deux échelles des
équations paraboliques. En effet, nous donnons la définition suivante.

Définition 3.4.2 Une suite de fonction (zε)ε>0 ⊂ L∞([0, T ), L2(Ω) converge à deux échelles vers
une fonction U appartenant L∞([0, T ), L∞# (R, L2(Ω))) si, pour toute fonction ψ ∈ C∞([0, T ), C#(R, C(Ω)))
on a :

lim
ε−→0

∫
Ω

∫ T

0

zε(t, x)ψ(t,
t

ε
, x)dtdx =

∫
Ω

∫ T

0

∫ 1

0

U(t, θ, x)ψ(t, θ, x)dθdtdx. (3.4.4)

Théorème 3.4.2 Si (zε)ε est une suite bornée indépendamment de ε dans L∞([0, T ), L2(Ω), alors
il existe une suite extraite encore notée (zε)ε>0 qui converge à deux échelles vers la fonction U ∈
L∞([0, T ), L∞# (R, L2(Ω))).

3.4.2 Homogénéisation du problème de transport du sable

La solution zε de (3.3.4) est bornée indépendamment de ε, dans L∞([0, T ], L2(Ω)). On peut donc
en déduire un résultat d’homogénéisation qui permet de décrire le comportement asymptotique de
zε lorsque ε est très petit. zε converge à deux échelles vers Z ∈ L∞([0, T ), L∞# (R, L2(Ω)). L’objectif
de cette partie est de caractériser l’équation vérifiée par la fonction Z, limite à deux échelles de zε,
solution de (3.3.4). Partant du fait que

Aε(t, x) converge à deux échelles vers Ã(t, θ, x) ∈ L∞([0, T ), L∞# (R, L2(Ω)) (3.4.5)

et
Cε(t, x) converge à deux echelles vers C̃(t, θ, x) ∈ L∞([0, T ), L∞# (R, L2(Ω)) (3.4.6)

on a le théorème suivant.
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Théorème 3.4.3 Sous les hypothèses (3.3.9) et (3.3.10), pour tout T > 0 indépendant de ε, la suite
zε solution de (3.3.4) converge à deux echelles vers Z ∈ L∞([0, T ), L∞# (R, L2(Ω)) solution unique du
système : 

∂Z
∂θ −∇ ·

(
Ã∇Z

)
= ∇ · C̃ dans [0, T )× R× Ω

∂Z
∂n = g sur [0, T )× R× ∂Ω

(3.4.7)

où Ã(t, θ, x) et C̃(t, θ, x) sont donnés par

Ã(t, θ, x) = aga(|U(t, θ, x)|)

et

C̃(t, θ, x) = cgc(|U(t, θ, x)|)× U(t, θ, x)

|U(t, θ, x)|
.

Preuve
Considérons ψε(t, x) = ψ(t, tε , x) une fonction régulière à support compact sur [0, T )×Ω et périodique
en θ de période 1. En multipliant la première équation du problème (3.3.4) par ψε et en intégrant
sur [0, T )× Ω on a :∫

Ω

∫ T

0

∂zε

∂t
ψεdtdx− 1

ε

∫
Ω

∫ T

0

∇ · (Aε∇zε)ψεdtdx =
1

ε

∫
Ω

∫ T

0

∇ · Cεψεdtdx. (3.4.8)

En intégrant par parties pour le premier terme et en utilisant la formule de Green pour le second
terme, on a :

−
∫

Ω

z0(x)ψ(0, 0, x)dx−
∫

Ω

∫ T

0

∂ψε

∂t
zεdtdx+

1

ε

∫
Ω

∫ T

0

Aε∇zε∇ψεdtdx−
∫ T

0

∫
∂Ω

Aε ∂z
ε

∂n
ψεdσ =

−1

ε

∫
Ω

∫ T

0

Cε · ∇ψεdtdx+
1

ε

∫ T

0

∫
∂Ω

Cεψε.ndσ. (3.4.9)

Comme ∂ψε

∂t peut s’écrire sous la forme

∂ψε

∂t
=
(∂ψ
∂t

)ε
+

1

ε

(∂ψ
∂θ

)ε
, (3.4.10)

où (∂ψ
∂t

)ε
(t, x) =

∂ψ

∂t
(t,

t

ε
, x) et

(∂ψ
∂θ

)ε
(t, x) =

∂ψ

∂θ
(t,

t

ε
, x), (3.4.11)

alors, on a : ∫
Ω

∫ T

0

zε
((∂ψ

∂t

)ε
+

1

ε

(∂ψ
∂θ

)ε
+

1

ε
∇ · (Aε∇ψε)

)
dtdx− 1

ε

∫ T

0

∫
∂Ω

Aεgψεdσ

= −1

ε

∫
Ω

∫ T

0

Cε · ∇ψεdtdx−
∫

Ω

z0(x)ψ(0, 0, x)dx. (3.4.12)

En multipliant par ε, nous obtenons l’égalité suivante :

ε

∫
Ω

∫ T

0

zε
(∂ψ
∂t

)ε
dtdx+

∫
Ω

∫ T

0

(∂ψ
∂θ

)ε
zεdtdx+

∫
Ω

∫ T

0

∇ · (Aε∇ψε)zεdtdx−
∫ T

0

∫
∂Ω

Aεgψεdσ
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= −
∫

Ω

∫ T

0

Cε · ∇ψεdtdx− ε
∫

Ω

z0(x)ψ(0, 0, x)dx. (3.4.13)

Comme ψε est régulière à support compact sur (0, T ) × Ω, et comme Aε est une fonction régulière

bornée, alors les fonctions
(
∂ψ
∂t

)ε
,
(
∂ψ
∂θ

)ε
, ∇ · (Aε∇ψε)

)
et ∇ψε peuvent être considérées comme

fonctions test. Ainsi, en passant à la limite lorsque ε tend vers 0, on a :∫ 1

0

∫
Ω

∫ T

0

∂ψ

∂θ
Zdtdθdx+

∫ 1

0

∫
Ω

∫ T

0

∇ · (Ã∇ψ)Zdtdθdx−
∫ T

0

∫
∂Ω

Ãgψdσdtdθ

= −
∫ 1

0

∫
Ω

∫ T

0

C̃ · ∇ψdtdθdx. (3.4.14)

En prenant ψ tel que
ψ = 0 sur ∂Ω,

et en appliquant la formule de Green au second terme du membre de gauche de l’égalité précédente
se réécrit sous la forme suivante∫

Ω

∫ 1

0

∫ T

0

(∂Z
∂θ
−∇ · (Ã∇Z)

)
ψdtdθdx =

∫ 1

0

∫
Ω

∫ T

0

∇ · C̃ψdtdθdx. (3.4.15)

D’où, au sens des distributions, on a :

∂Z

∂θ
−∇ · (Ã∇Z) = ∇ · C̃ dans [0, T )× R× Ω. (3.4.16)

Par ailleurs, en utilisant cette dernière équation dans (3.4.2) on a directement∫ 1

0

∫
∂Ω

∫ T

0

Ãgψ dt dσ dθ =

∫ 1

0

∫
∂Ω

∫ T

0

Ã∂Z
∂n

ψdσdθdt = 0, (3.4.17)

pour toute fonction test ψ. Ainsi, on en déduit que

∂Z

∂n
= g sur [0, T )× R× ∂Ω.

De plus, on peut caractériser les coefficients Ã et C̃ qui sont les limites à deux échelles des coefficients
Aε et Cε. On a donc,∫

Ω

∫ T

0

Aεψεdtdx =

∫
Ω

∫ T

0

a(1− bεM(t, θ, x)ga(|U(t, θ, x)|)ψεdtdx.

En passant à la limite, on obtient∫
Ω

∫ T

0

∫ 1

0

aga(|U(t, θ, x)|)ψdtdx =

∫
Ω

∫ T

0

∫ 1

0

Ãψdθdtdx.

De même, ∫
Ω

∫ T

0

Cεψεdtdx =

∫
Ω

∫ T

0

c(1− bεM(t, θ, x))gc(|U(t, θ, x)|) U(t, θ, x)

|U(t, θ, x)|
ψεdtdx,
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et en passant à la limite, on a∫
Ω

∫ T

0

∫ 1

0

cgc(|U(t, θ, x)|) U(t, θ, x)

|U(t, θ, x)|
ψdtdx =

∫
Ω

∫ T

0

∫ 1

0

C̃ψdθdtdx.

Ainsi

Ã = aga(|U(t, θ, x)|) et C̃ = cgc(|U(t, θ, x)|) U(t, θ, x)

|U(t, θ, x)|
.

3.4.3 Résultat de correcteur

Comme les coefficients Aε(t, x) et Cε(t, x) de l’équation (3.3.4) convergent à deux échelles respec-

tivement vers Ã(t, θ, x) et C̃(t, θ, x), alors ils peuvent se mettre sous la forme suivante

Aε(t, x) = Ãε(t, x) + εÃε1(t, x) et Cε(t, x) = C̃ε(t, x) + εC̃ε1(t, x) (3.4.18)

où

Ãε(t, x) = Ã(t,
t

ε
, x), C̃ε(t, x) = C̃(t, t

ε
, x) (3.4.19)

et

Ãε1(t, x) = Ã1(t,
t

ε
, x), C̃ε1(t, x) = C̃1(t,

t

ε
, x). (3.4.20)

En se placant dans le cadre des hypothèses du théorème (4.0.5), les coefficients

Ã, C̃, Ã1, C̃1, Ãε, C̃ε, Ãε1, et C̃ε1 sont réguliers et bornés. (3.4.21)

Théorème 3.4.4 Sous les hypothèses (3.3.9), (3.3.10) et (3.4.21), si zε est la solution de (3.3.4)
et Zε(t, x) = Z(t, tε , x) où Z est la solution de (3.4.7), alors pour tout T ≥ ne dépendant pas de ε,
zε − Zε vérifie :

‖z
ε − Zε

ε
‖L∞([0,T ),L2(Ω)) ≤ α (3.4.22)

où α est une constante positive ne dépendant pas de ε.

De plus, la suite zε−Zε
ε converge à deux echelles vers Z1 ∈ L∞([0, T ], L∞# (R, L2(Ω))) unique solution

du système suivant : ∂Z1

∂θ −∇ · (Ã∇Z
1) = ∇ · C̃1 + ∂Z

∂t +∇ · (Ã1∇Z) dans [0, T )× R× Ω,

∂Z1

∂n = 0 sur [0, T )× R× ∂Ω.
(3.4.23)

Preuve En utilisant (4.3.10), l’équation (3.3.4) devient ∂zε

∂t −
1
ε∇ ·

(
Ãε∇zε

)
= 1

ε∇ · C̃
ε +∇ ·

(
Ãε1∇zε

)
+∇ ·

(
C̃ε∇zε

)
dans [0, T )× R× Ω

∂zε

∂n = g sur [0, T )× R× ∂Ω.
(3.4.24)
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Comme
∂Zε

∂t
=
(∂Z
∂t

)ε
+

1

ε

(∂Z
∂θ

)ε
, (3.4.25)

où (∂Z
∂t

)ε
(t, x) =

∂Z

∂t
(t,

t

ε
, x) et

(∂Z
∂θ

)ε
(t, x) =

∂Z

∂θ
(t,

t

ε
, x)

alors, Zε est la solution du système :
∂Zε

∂t
− 1

ε
∇ ·
(
Ãε∇Zε

)
=

1

ε
∇ · C̃ε +

(∂Z
∂t

)ε
dans [0, T )× R× Ω

∂Zε

∂n
= g sur [0, T )× R× ∂Ω.

(3.4.26)

À partir des formules (3.4.24) et (3.4.26), nous déduisons que zε−Zε
ε est la solution de

∂
(
zε−Zε
ε

)
∂t

− 1

ε
∇ ·
(

(Ãε + εÃε1)∇
(zε − Zε

ε

))
=

1

ε

(
∇ · C̃ε1 +

(∂Z
∂t

)ε
+∇ ·

(
Ãε1∇Zε

)
dans (0, T )× Ω

∂
(
zε−Zε
ε

)
∂n

= 0 sur [0, T )× ∂Ω.

(3.4.27)
Comme tous les coefficients du problème (3.4.27) sont réguliers et bornés, alors l’existence de zε−Zε

ε
est une conséquence directe du résultat de Ladyzenskaja, Sollonnikov et Ural’ Ceva [34]. En plus,
comme la condition aux limites de (3.4.27) est homogène, d’après ce qui précède, nous montrons que
zε−Zε
ε solution de (3.4.27) est bornée dans L2([0, T ), L2(Ω)), et donc converge vers une solution Z1

solution de (3.4.23).



Chapter 4

Méthode numérique pour le
problème de transport de sable

La compréhension du transport de sable est un défi pour les scientifiques comme tous les phénomènes
naturels. De nombreux modèles ont été construits par des chercheurs. On peut citer ceux de Bagnold
et Gadd, Van Rijn, Gerkerma, Meyer-Peter et Muller. Tous ces modèles se basent sur l’équation
d’Exner :

∂z

∂t
− 1

1− p
∇ · q = 0

o z est la hauteur de la dune, p (0 < p < 1) la porosité du lit et q le flux de volume de sable.
Des travaux récents sont réalisés dans ce domaine par Faye et al [23]. Les auteurs démontrent dans
ce travail que l’équation (4.0.1) converge vers l’équation (4.0.5) à deux échelles sous certaines hy-
pothèses. Ils ont construit une méthode numérique à deux échelles [24] pour approcher la solution zε

de (4.0.1). Le principe utilisé est la décomposition de Fourier de la solution Z de (4.0.5) pour simuler
numériquement leur problème limite et de la comparer avec la solution numérique du problème de
référence quand ε tend vers zéro.
Dans ce présent travail, on utilise le principe de la méthode des éléments finis.

Nous considérons le modèle à court terme de la dynamique des dunes et bancs de sable à proximité
des côtes dans les zones soumises à la marée :

∂zε

∂t −
1
ε∇ · (A

ε∇zε) = 1
ε∇ · C

ε dans (0, T )× Ω

zε(0, x) = z0(x) dans Ω

∂zε(t,x)
∂n = g sur [0, T )× ∂Ω

(4.0.1)

où zε(t, x) est l’altitude du fond marin, t ∈ [0, T ), pour T donné et x ∈ Ω, Ω étant un domaine C1

de R2, Aε et Cε sont donnés par

Aε(t, x) = a(1− bεM(t,
t

ε
, x))|U(t,

t

ε
, x)|3 (4.0.2)

63
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et

Cε(t, x) = c(1− bεM(t,
t

ε
, x))|U(t,

t

ε
, x)|3 ·

U(t, tε , x)

|U(t, tε , x)|
, (4.0.3)

avec a, b et c sont des constantes positives. Le petit paramètre ε impliqué dans le modèle est
le rapport entre la période de la marée principale 1

ω̄=13 heures et le temps d’observation qui est
d’environ trois mois, c’est-à-dire ε = 1

t̄ω̄ = 1
200 . Nous supposons que le domaine Ω est borné et que

les fonctions U et M vérifient les hypothèses suivantes :

θ 7→ (U ,M) est périodique de période 1

|U|, |∂U∂t |, |
∂U
∂θ |, |∇ · U|

|M|, |∂M∂t |, |
∂M
∂θ |, |∇M| are bounded by d,

∃Uthr tel que ∀ (t, θ, x) ∈ R+ × R× Ω, |U(t, θ, x)| ≤ Uthr =⇒(
∂U
∂t (t, θ, x) = 0, ∇ · U(t, θ, x) = 0

∂U
∂t (t, θ, x) = 0, ∇M(t, θ, x) = 0

)
∃θα < θω ∈ [0, 1] tel que ∀ θ ∈ [θα, θω] =⇒ |U(t, θ, x)| ≥ Uthr.

(4.0.4)

Pour la construction de la méthode numérique, nous utilisons le résultat (4.0.1). La solution zε,
sous les hypothèses citées plus hauts, est bornée et converges à deux échelles lorsque ε→ 0 vers une
fonction Z donnée par le théorème suivant.

Théorème 4.0.5 On se place dans le cadre des hypothèses (4.0.2), (4.0.3) et (4.0.4). Pour tout
T > 0 indépendant de ε; la suite (zε) solution de (4.0.1) converge à deux échelles vers Z ∈
L∞(R, L2((0, T ), L2(Ω)) solution unique de ∂Z

∂θ −∇ · (Ã∇Z) = ∇ · C̃ dans (0, T )× R× Ω

∂Z
∂n = g dans [0, T )× R× ∂Ω

(4.0.5)

où Ã et C̃ sont donnés par

Ã(t, θ, x) = a ga(|U(t, θ, x)|) et C̃(t, θ, x) = c gc(|U(t, θ, x)|) U(t, θ, x)

|U(t, θ, x)|
. (4.0.6)

De plus, si cette relation

Uthr = 0 (4.0.7)

est vérifiée, alors nous avons :

Ã(t, θ, x) ≥ G̃thr pour tout (t, θ, x) ∈ [0, T ]× R× Ω, (4.0.8)

et pour Zε = Zε(t, x) = Z(t, tε , x), l’estimation sur zε − Zε est donnée par∥∥∥zε − Zε
ε

∥∥∥
L∞([0,T ),L2(Ω))

≤ α, (4.0.9)

où α est une constante dépendant uniquement de ε.

Pour la preuve de ce théorème, nous vous renvoyons au chapitre précédent.
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4.1 Méthode des éléments finis du problème limite à deux
échelles

Le but de cette section est de développer une méthode numérique basée sur la méthode des éléments
finis permettant de construire une solution numérique de l’équation (4.0.1); zε(t, x) ∼ Z(t, tε , x).

4.1.1 Formulation variationnelle

Pour approcher le problème en espace, nous allons utiliser une forme équivalente, dite variationnelle.
La première étape consiste à dériver une formulation variationnelle : trouver Z ∈ C0([0, T ],R, L2(Ω))∩
L2([0, T ],R, H1(Ω)) tel que Z(0, 0, x) = Z0 et

pour tout v ∈ H1(Ω),

∫
Ω

∂Z

∂θ
vdx+

∫
Ω

Ã∇Z∇vdx =

∫
∂Ω

Ãgvdσ +

∫
Ω

∇ · C̃vdx (4.1.1)

Discrétisation en espace par éléments finis P1

Le domaine Ω (ici un carré) est découpé en nt éléments (finis) triangulaires Tk, k = 1, ......., nt. La
famille des triangles Tk forme une triangulation Th, indexée par le paramètre h, la longueur du plus
grand des côtés de tous les triangles. Si l’on définit le fermé Ω̄h =

⋃nt
k=1 Tk, nous observons que

Ω̄h = Ω ∪ Γ si, et seulement, si Γ est une frontière polygonale. La construction de la triangulation
Th doit respecter (par définition) quelques hypothèses :

1. les triangles sont d’aires non-nulles,

2. deux triangles voisins peuvent avoir en commun, soit un sommet, soit un côté entier,

3. les sommets définissant Γh = ∂Ωh doivent être situés sur Γ,

4. les coins de Ω (quand ils existent) sont des sommets de triangles.

Les sommets i = 1, ....., nt des triangles Tk sont les sommets de la triangulation. Ils vont également
servir comme noeuds du maillage (les points où la solution est calculée), car nous allons utiliser des
éléments finis P1(polynômes de degré≤1).

Approximation par éléments finis P1

On suppose réaliser un maillage du domaine (Ω) en éléments finis triangulaires Tk. Soit Ns le nombre
de sommets du maillage. Les fonctions de Vh sont entièrement déterminées par les valeurs qu’elles
prennent en chacun des Ns sommets q(i) ∈ R2 du maillage. Pour un élément Tk quelconque, on pose
ϕi = ϕ(q(i)) i = 0, 1, 2 (numérotation locale). Si Tk ⊂ R2 alors

P1(Tk) = {p|Tk/p ∈ P1}

est un espace vectoriel de même dimension que P1 or dim (P1) = 3 alors,

ϕ(x) = ax+ by + c ∀ X ∈ Tk. (4.1.2)

Par définition de la fonction ϕ sur l’élément Tk, on a :

ϕ0 = aq0
x + bq0

y + c,
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ϕ1 = aq1
x + bq1

y + c,

ϕ2 = aq2
x + bq2

y + c,

qui se met aussi sous la forme matricielle suivante :
ϕ0

ϕ1

ϕ2

 =


q0
x q0

y 1

q1
x q1

y 1

q2
x q2

y 1




a

b

c

 . (4.1.3)

L’élément Tk est un triangle, par conséquent la matrice est non dégénérée d’où l’existence des

constantes a,b et c. On peut facilement montrer que l’aire du triangle Tk notée
∣∣∣Tk∣∣∣ est égale à la

moitié de la valeur absolue du déterminant de la matrice. La fonction ϕ est une fonction affine donc

∇ϕ =

 ∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

 =

 a

b

 .

Donc, les composantes a et b sont obtenues par la méthode de Grammer :

a =
1

2
∣∣∣Tk∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ0 q0

y 1

ϕ1 q1
y 1

ϕ2 q2
y 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.1.4)

et

b =
1

2
∣∣∣Tk∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q0
x ϕ0 1

q1
x ϕ1 1

q2
x ϕ2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (4.1.5)

Il faut savoir qu’en pratique, on n’utilise jamais l’écriture de la fonction ϕ donnée par (4.1.2), mais
plutôt l’expression utilisant les coordonnées barycentriques.

Définition 4.1.1 Les coordonnées barycentriques d’un point x ∈ R2 par rapport au triangle Tk de
sommets q0, q1, q2 ∈ R2, sont les nombres réels λ0, λ1, λ2, solution unique du système : x = λ0q

0 + λ1q
1 + λ2q

2

λ0 + λ1 + λ2 = 1.
(4.1.6)

Les coordonnées barycentriques sont des fonctions λi(x) vérifiant λi(q
j) = δij (1 si i = j, 0 sinon ).

D’un point de vue pratique, l’introduction des coordonnées barycentriques nous permet :
- de vérifier si x ∈ R2, quelconque, est dans le triangle Tk. Effectivement, on peut calculer les
cordonnées barycentriques de x par rapport au triangle Tk en résolvant le système de trois équations
(4.1.6); si la solution {(λ0, λ1, λ2)} vérifie 0 ≤ λi ≤ 1,∀ i = 0, 1, 2, le point x appartient au triangle
Tk;
- de définir une fonction ϕ ∈ P 1(Tk) par l’expression obtenue directement de (4.1.6)

ϕ(x) = λ0(x)ϕ(q0) + λ1(x)ϕ(q1) + λ2(x)ϕ(q2). (4.1.7)
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Proposition 4.1.1 La dimension de l’espace Vh est égale au nombre de sommets Ns de la trian-
gulation.

Comme la dimension de l’espace Vh est égale au nombre Ns de la triangulation, on choisit comme
base de Vh, les fonctions chapeaux ωi, i = 0, 1, · · · , Ns avec la propriété ωi ∈ Vh,

ωi(q(j)) = δij =

 1 i = j

0 sinon.
(4.1.8)

À partir de (4.1.7) et (4.1.8), nous pouvons établir une liaison directe entre les fonctions de base P 1

et les coordonnées barycentriques sur le triangle Tk, à savoir

ωi(x) = λi(x), ∀x ∈ Tk, ∀i = 0, 1, 2. (4.1.9)

Pour finir cette section, calculons les coordonnées du gradient de ωi. Suivant (4.1.4) et (4.1.5),
∇ωi 6= 0 sur un triangle Tk si, et seulement si, qi est un sommet de ce triangle.
Par exemple, si qi = q0, autrement dit le sommet

q0 =

 q0
x

q0
y

 ,

alors,

a =
1

2
∣∣∣Tk∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ω0(q(0)) q0

y 1

ω0(q(1)) q1
y 1

ω0(q(2)) q2
y 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2
∣∣∣Tk∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 q0

y 1

0 q1
y 1

0 q2
y 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
q2
y − q1

y

2
∣∣∣Tk∣∣∣ , (4.1.10)

et

b =
1

2
∣∣∣Tk∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q0
x ω0(q(0)) 1

q1
x ω0(q(1)) 1

q2
x ω0(q(2)) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2
∣∣∣Tk∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q0
x 1 1

q1
x 0 1

q2
x 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −q
1
x − q2

x

2
∣∣∣Tk∣∣∣ . (4.1.11)

Par conséquent, on a :

∇ωi|Tk =
1

2
∣∣∣Tk∣∣∣

 −(q2
y − q1

y)

q2
x − q1

x

 . (4.1.12)

4.1.2 Formulation variationelle discrète

La deuxième étape consiste à remplacer H1(Ω) dans (4.1.1) par un espace vectoriel de dimension
finie

Vh = {vh ∈ H1(Ωh), vh ∈ C0(Ωh), vh∣∣∣K ∈ P 1(K),∀K ∈ Th}.
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où h est un paramètre de discrétisation en espace.
La propriété importante que nous rappellons est la suivante : pour des éléments finis P k sous une
hypothèse de régularité du maillage, on a estimé l’interpolation pour tout l tel que 0 ≤ l ≤ m ≤ k+1,

∃ C,∀ Z ∈ Hm, inf
Zh∈Vh

∑
k∈Th

∥∥∥Z − Zh∥∥∥
Hl(k)

≤ Chm−l
∥∥∥Z∥∥∥

Hm
.

En particulier, si on introduit l’opérateur d’interpolation

Πh : C0(Ω̄) −→ Vh,

on a : ∑
k∈Th

∥∥∥Z −Πh(Z)
∥∥∥
Hl(k)

≤ Chm−l
∥∥∥Z∥∥∥

Hm
. (4.1.13)

Dans le cas où la fonction Z ∈ L2(R, Hm(Ω)) n’est pas suffisamment régulière pour que ses valeurs

aux mieux soient bien définies
(
Hm n’est pas inclu dans C0(Ω̄)

)
, Πh(Z) n’est pas défini.

On peut cependant définir un opérateur d’interpolation linéaire vérifiant (4.1.13) même pour des
fonctions Z ∈ Hm(Ω).
On a alors le problème discret : trouver Zh ∈ C0([0, T ],R, Vh)∩L2([0, T ],R, Vh) tel que Zh(0, 0, x) =
Πh(Z0)

pour tout vh ∈ Vh,
∫

Ωh

∂Zh
∂θ

vhdx+

∫
Ωh

Ã∇Zh∇vhdx =

∫
∂Ωh

Ãgvhdσ +

∫
Ωh

∇ · C̃vhdx. (4.1.14)

Discrétisation en temps

Pour discrétiser ensuite le problème (4.1.14) en temps, on utilise typiquement les schémas des
différences finies dont le principe consiste à approcher les dérivées dans les opérateurs par des
dévoleppements limités par rapport à un paramètre positif. Ainsi, le schéma d’euler implicite s’écrit
comme suit : notons Znh (·, ·, x) la valeur de Zh calculée au point x ∈ Ω et à l’instant nδθ,

∂Zh
∂θ

(t, θn, x) ∼ Zh(t, θn+1, x)− Zh(t, θn, x)

δθ
=
Zn+1
h − Znh
δθ

.

L’équation (4.1.14) discrétisée en temps s’écrit : pour Z0
h = Πh(Z0) et n ≥ 1, trouver Znh tel que

∀vh ∈ Vh,
∫

Ω

Zn+1
h − Znh
δθ

vdx+

∫
Ω

Ã∇Zn+1
h ∇vhdx =

∫
∂Ω

Ãgn+1vhdσ +

∫
Ω

∇ · C̃vhdx (4.1.15)

discrétisation en espace

Ce problème est bien un problème de dimension finie. On considère Vh sous la forme

Vh =
(
ω1, ω2, · · · , ωNs

)
.

Les fonctions de base ωi associées aux éléments finis choisis sont donc indépendantes du temps.
Notons I l’ensemble des indices des Noeuds du maillage correspondant à une valeur inconnue de
la solution Znh . La solution approchée Znh sera cherchée sous la forme (décomposition suivant les
fonctions de base) :

Znh =
∑
i∈I

Zni ω
i(x), (4.1.16)
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où Zni est la valeur de Znh en ce sommet.
La formulation variationnelle discrète (4.1.15) étant linéaire par rapport à vh ∈ Vh, en posant
successivement comme fonctions tests vh = ωj pour j ∈ I pour s’assurer que l’équation est vérifiée
pour tout vh ∈ Vh, alors on a le problème discret suivant :∑
i∈I

1

δθ

(
Zn+1
i − Zni

)∫
Ωh

ωiωjdx+
∑
i∈I

Zn+1
i

∫
Ωh

Ã∇ωi∇ωjdx =

∫
∂Ωh

Ãgn+1ωjdσ +

∫
Ωh

∇ · C̃ωjdx

(4.1.17)
ou∑
i∈I

( 1

δθ

∫
Ωh

wi wj+

∫
Ωh

Ã∇wi∇wj
)
Zn+1
i =

∑
i∈I

( 1

δθ

∫
Ωh

wi wj
)
Zni +

∫
∂Ωh

gn+1wjdσ+

∫
Ωh

∇·C̃wjdx.

(4.1.18)
L’équation (4.1.18) s’écrit sous la forme générique suivante :( 1

δθ
M +A

)
Zn+1 =

1

δθ
MZn +Bn+1, (4.1.19)

où Z est le vecteur solution de dimension Ns, A et M sont respectivement les matrices de raideur
et de masse de taille Ns ×Ns tels que

Ai,j =

∫
Ωh

Ã∇wi∇wjdx,

Mi,j =

∫
Ωh

wi wjdx

et

Bj =

∫
∂Ωh

gwjdσ +

∫
Ωh

∇ · C̃wjdx.

4.2 Stabilité et convergence de la méthode

Il nous reste maintenant à analyser la stabilité du schéma que nous avons introduit. Nous allons pour
cela introduire des conditions suffisantes de stabilité, qui s’avèrent en pratique être aussi nécessaires.
On a le résultat de stabilité suivant :

Théorème 4.2.1 Soit
∥∥∥(I + δθM−1A

)−1∥∥∥ la norme matricielle de
(
I + δθM−1A

)−1

. Alors, pour

tout

δθ > 0 et, h > 0, si
∥∥∥(I + δθM−1A

)−1∥∥∥ ≤ 1

on a la stabilité du schéma numérique. De plus, l’inégalité suivante est vérifiée∥∥∥Zn∥∥∥ ≤ ∥∥∥(I + δθM−1A
)−1∥∥∥n∥∥∥Z0

∥∥∥+ δθ
∥∥∥M−1

∥∥∥ n∑
k=1

∥∥∥(I + δθM−1A
)−1∥∥∥k( sup

0≤n≤N

∥∥∥B∥∥∥n). (4.2.1)

Preuve À partir de la relation (4.1.19) on a :(
M + δθA

)
Zn+1 = MZn + δθBn+1.
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Comme la matrice M + δθA est inversible, la relation précédente s’écrit :

Zn+1 =
(
M + δθA

)−1

MZn + δθ
(
M + δθA

)−1

Bn+1.

Ainsi, en faisant varier n, on a de manière successive les relations suivantes :

Zn =
(
M + δθA

)−1

MZn−1 + δθ
(
M + δθA

)−1

Bn

Zn−1 =
(
M + δθA

)−1

MZn−2 + δθ
(
M + δθA

)−1

Bn−1

Zn−2 =
(
M + δθA

)−1

MZn−3 + δθ
(
M + δθA

)−1

Bn−2

·

·

·

Z1 =
(
M + δθA

)−1

MZ0 + δθ
(
M + δθA

)−1

B1.

Ainsi, l’expression de Zn devient :

Zn =
(
M + δθA

)−1

MZn−1 + δθ
(
M + δθA

)−1

Bn

Zn =
(
M + δθA

)−1

M
[(
M + δθA

)−1

MZn−2 + δθ
(
M + δθA

)−1

Bn−1
]

+ δθ
(
M + δθA

)−1

Bn

Zn =
(
M + δθA

)−2

M2Zn−2 + δθ
(
M + δθA

)−2

MBn−1 + δθ
(
M + δθA

)−1

Bn

Zn =
(
M + δθA

)−2

M2
[(
M + δθA

)−1

MZn−3 + δθ
(
M + δθA

)−1

Bn−2
]

+δθ
(
M + δθA

)−2

MBn−1 + δθ
(
M + δθA

)−1

Bn

Zn =
(
M + δθA

)−3

M3Zn−3 +
(
M + δθA

)−3

M2δθBn−2 +
(
M + δθA

)−2

MδθBn−1+

δθ
(
M + δθA

)−1

Bn.

De proche en proche, on a finalement :

Zn =
(
M + δθA

)−n
MnZ0 + δθ

n∑
k=1

(
M + δθA

)−k
Mk−1Bn−k+1. (4.2.2)

En factorisant par M dans le second membre de l’égalité, on a :

Zn =
[(
I + δθM−1A

)−1]n
Z0 + δθM−1

n∑
k=1

[(
I + δθM−1A

)−1]k
Bn−k+1.
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Ce qui donne finalement en prenant la norme, la relation suivante :∥∥∥Zn∥∥∥ ≤ ∥∥∥(I + δθM−1A
)−1∥∥∥n∥∥∥Z0

∥∥∥+ δθ
∥∥∥M−1

∥∥∥ n∑
k=1

∥∥∥(I + δθM−1A
)−1∥∥∥k∥∥∥B∥∥∥n−k+1

,

d’où∥∥∥Zn∥∥∥ ≤ ∥∥∥(I + δθM−1A
)−1∥∥∥n∥∥∥Z0

∥∥∥+ δθ
∥∥∥M−1

∥∥∥ n∑
k=1

∥∥∥(I + δθM−1A
)−1∥∥∥k( sup

0≤n≤N

∥∥∥B∥∥∥n).
Ce qui donne le résultat.

4.3 Méthode des éléments finis du problème de référence

Dans cette partie, nous résolvons par la méthode des éléments finis le problème de référence. Pour
cela, nous utilisons le même principe que dans la résolution du problème limite à deux échelles.
En effet, nous discrétisons en temps le problème référence en utilisant la méthode d’euler implicite.
Notre problème discrétisé s’écrit comme suit :

zεn+1−z
ε
n

δt − 1
ε∇ · (A

ε∇zεn+1) = 1
ε∇ · C

ε dans [0, T )× Ω

zε(0, x) = z0(x) dans Ω

∂zεn+1(t,x)

∂n = g sur [0, T )× ∂Ω.

(4.3.1)

4.3.1 Formulation variationelle

En s’inspirant de la formulation variationnelle de notre problème limite, en multipliant (4.3.1) par
une fonction test v et en intégrant sur Ω, on obtient:

1

δt

∫
Ω

(
zεn+1 − zεn

)
vdx+

1

ε

∫
Ω

Aε(x)∇zεn+1 · ∇vdx =
1

ε

∫
∂Ω

Aεg vdx+
1

ε

∫
Ω

∇Cεvdx. (4.3.2)

On multiplie l’équation (4.3.2) par ε pour obtenir :

ε

δt

∫
Ω

(
zεn+1 − zεn

)
vdx+

∫
Ω

Aε(x)∇zεn+1 · ∇vdx =

∫
∂Ω

Aεg vdx+

∫
Ω

∇Cεvdx. (4.3.3)

Le problème variationnel discret du problème de référence s’écrit : trouver zεh,n tel que ∀ vh ∈ Vh

ε

δt

∫
Ωh

(
zεh,n+1 − zεh,n

)
vhdx+

∫
Ωh

Aε∇zεh,n+1 · ∇vhdx =

∫
∂Ωh

Aεgvhdx+

∫
Ωh

∇Cεvhdx. (4.3.4)

Comme ce problème est bien un problème de dimension finie, alors

Vh =
(
ω1, ω2, · · · , ωNs

)
.
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Notons I l’ensemble des indices des noeuds du maillage correspondant à une valeur inconnue de la
solution zεh,n. La solution approchée zεh,n sera cherchée sous la forme :

zεh,n =
∑
i∈I

zεi,nω
i(x) (4.3.5)

où zεi,n est la valeur de zεn,h en ce sommet. En posant successivement comme fonctions tests vh = ωj

pour j ∈ I, alors le problème discret devient :∑
i∈I

ε

δθ

(
zεi,n+1−zεi,n

)∫
Ωh

ωiωjdx+
∑
i∈I

zεi,n+1

∫
Ωh

Aε∇ωi∇ωjdx =

∫
∂Ωh

Aεgn+1ωjdσ+

∫
Ωh

∇·Cεωjdx.

(4.3.6)
D’où, on a :∑
i∈I

( ε
δθ

∫
Ωh

wi wj+

∫
Ωh

Aε∇wi∇wj
)
zεi,n+1 =

∑
i∈I

( ε
δθ

∫
Ωh

wi wj
)
zεi,n+

∫
∂Ωh

gn+1wjdσ+

∫
Ωh

∇·Cεwjdx.

(4.3.7)
L’équation (4.3.7) s’écrit sous la forme générique suivante :( ε

δθ
M +A

)
zεn+1 =

ε

δθ
Mzεn +Bn+1 (4.3.8)

où zεn est le vecteur solution de dimension Ns, A et M sont respectivement les matrices de raideur
et de masse de taille Ns ×Ns.

4.3.2 Résultat de convergence

Dans cette partie, nous établirons un résultat de convergence entre les deux solutions approchées
zεh et Zh respectivement du problème de référence et du problème limite. On doit être sûr dans la
théorie que zεh est la limite de Zh quand ε tend vers 0. On rappelle que la méthode des éléments
finis nous garantit ces approximations suivantes : pour h > 0 et pour tous zεh, Zh ∈ V∥∥∥zε − zεh∥∥∥

V
≤ τh et

∥∥∥Z − Zh∥∥∥
V
≤ τh.

Donc, en premier temps, nous allons énoncer ce théorème de convergence suivant :

Théorème 4.3.1 Pour tout ε > 0 et t ∈ [0, T ), soit zε la solution de (4.0.1) et Zε(t, x) = Z(t, tε , x),
où Z est la solution de (4.0.5) alors, si les hypothèses (4.0.2), (4.0.3) et (4.0.4) sont satisfaites,
zε − Zε vérifie l’estimation suivante :

‖zε − Zε‖L∞([0,T ),L2(Ω)) ≤ εα, (4.3.9)

où α est une constante positive.

Preuve Comme les coefficients Aε(t, x) et Cε(t, x) de l’équation (4.0.1) convergent à deux échelles

respectivement vers Ã(t, θ, x) et C̃(t, θ, x), alors ils peuvent se mettre sous la forme suivante :

Aε(t, x) = Ãε(t, x) + εÃε1(t, x) et Cε(t, x) = C̃ε(t, x) + εC̃ε1(t, x) (4.3.10)

où

Ãε(t, x) = Ã(t,
t

ε
, x), C̃ε(t, x) = C̃(t, t

ε
, x) (4.3.11)
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et

Ãε1(t, x) = Ã1(t,
t

ε
, x), C̃ε1(t, x) = C̃1(t,

t

ε
, x). (4.3.12)

En se placant dans le cadre des hypothèses du théorème (4.0.5), les coefficients

Ã, C̃, Ã1, C̃1, Ãε, C̃ε, Ãε1, et C̃ε1 sont réguliers et bornés. (4.3.13)

En utilisant (4.3.10), l’équation (4.0.1) devient : ∂zε

∂t −
1
ε∇ ·

(
Ãε∇zε

)
= 1

ε∇ · C̃
ε +∇ ·

(
Ãε1∇zε

)
+∇ ·

(
C̃ε∇zε

)
∂zε

∂n = g.
(4.3.14)

Comme
∂Zε

∂t
=
(∂Z
∂t

)ε
+

1

ε

(∂Z
∂θ

)ε
, (4.3.15)

où (∂Z
∂t

)ε
(t, x) =

∂Z

∂t
(t,

t

ε
, x) et

(∂Z
∂θ

)ε
(t, x) =

∂Z

∂θ
(t,

t

ε
, x)

alors, Zε est la solution de
∂Zε

∂t
− 1

ε
∇ ·
(
Ãε∇Zε

)
=

1

ε
∇ · C̃ε +

(∂Z
∂t

)ε
∂Zε

∂n
= g.

(4.3.16)

À partir des formules (4.3.14) et (4.3.16), nous déduisons que zε−Zε
ε est la solution de

∂
(
zε−Zε
ε

)
∂t

− 1

ε
∇ ·
(

(Ãε + εÃε1)∇
(zε − Zε

ε

))
=

1

ε

(
∇ · C̃ε1 +

(∂Z
∂t

)ε
+∇ ·

(
Ãε1∇Zε)

)
]0, T [×Ω

∂
(
zε−Zε
ε

)
∂n

= 0 ]0, T [×∂Ω.

(4.3.17)
Comme tous les coefficients du problème (4.3.17) sont réguliers et bornés, l’existence de zε−Zε

ε est une
conséquence directe du résultat de Ladyzenskaja, Sollonnikov et Ural’ Ceva [34]. En plus, comme la
condition aux limites de (4.3.17) est homogène, alors en se placant dans le cadre des hypothèses du
théorème (4.0.5), nous montrons que zε−Zε

ε solution de (4.3.17) est bornée dans L2([0, T ), L2(Ω)).

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant en s’appuyant sur la méthode de convergence de
Galerkin.

Théorème 4.3.2 L’espace Vh sera en pratique construit à partir d’un maillage du domaine Ω,
l’indice h désignant la taille typique des mailles. Pour ε > 0, h > 0, V ⊂ H1(Ω), zεh et Zεh dans(
Vh

)
sont les solutions approchées de zε et Zε dans (V ) solutions respectives de (4.0.1) et (4.0.5),

si les hypothèses (4.0.2), (4.0.3) et (4.0.4 sont vérifiées, alors zεh − Zεh vérifie :∥∥∥zεh − Zεh∥∥∥
V
≤ τh + εα, (4.3.18)

où α est une constante positive.



4.4 Comparaison entre la solution numérique du problème limite à deux échelles et celle du problème de référence74

Preuve Nous partons de la relation suivante :∥∥∥zεh − Zεh∥∥∥ =
∥∥∥zεh − Zεh + zε − zε + Zε − Zε

∥∥∥.
Ensuite, nous majorons le second membre∥∥∥zεh − Zεh∥∥∥

V
≤
∥∥∥zε − zεh∥∥∥

V
+
∥∥∥Zε − Zεh∥∥∥

V
+
∥∥∥zε − Zε∥∥∥

V
.

En se munissant du théorème (4.3.1) et pour V ⊂ H1(Ω), alors on obtient :∥∥∥zεh − Zεh∥∥∥
V
≤ τh +

∥∥∥zε − Zε∥∥∥
L∞([0,T ),L2(Ω))

.

Au final, on a : ∥∥∥zεh − Zεh∥∥∥
V
≤ τh + εα.

4.4 Comparaison entre la solution numérique du problème
limite à deux échelles et celle du problème de référence

Dans cette section, nous considérons les deux approximations : Zεh(t, x1, x2) pour la solution Zε du
problème limite à deux échelles et zεh pour zε(t, x) solution de (4.0.1). Le but de cette partie est de
comparer, pour des valeurs de ε fixées, pour un temps t donné, les champs U etM donnés, les deux
solutions numériques suivantes: zεh(t, x1, x2) et Zεh(t, tε , x). On rappelle que ce résultat est établi
dans la section ci-avant. Donc, il s’agit ici en pratique de prouver notre résultat de convergence
quand ε est fixé au voisinage de zéro. Nous commencerons d’abord, par donner la représentation
graphique des champs de vitesse U(t, θ, x) et du coefficient de diffusion A(t, θ, x) pour un temps t
où x ∈ Ω fixés. En ce qui concerne les données, le champs de vitesse U est donné par

U(t,
t

ε
, x) = sin 2πx1 cos 2πx2 sin 2πθe1, (4.4.1)

où (e1, e2) désigne les vecteurs de la base canonique de R2, la donnée initiale au temps t = 0 est

donnée par z0(x) = z0

(
x1, 0

)
et la fonction g définie sur le bord ∂Ω est donnée par g(x) = 1.
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Dans les figures suivantes, pour θ fixé, on représente l’évolution du champs de vitesse U en
fonction de x = (x1, x2).
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Figure 4.1: Distribution de U en espace pour θ = 1
4 .
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Figure 4.2: Distribution de U en espace pour θ = 3
4 .

‘

Figure 4.3: Distribution de U en espace pour θ = 1
6 .
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Dans les figures ci-après , pour un point (x1, x2) fixé, on montre comment varie le champs de
vitesse U en fonction de θ.
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Figure 4.4: L’évolution de U(θ, x1, x2) pour x1 = 1
2 et x2 = 1

4

Figure 4.5: L’évolution de U(θ, x1, x2) pour x1 = 1
4 et x2 = 1

4
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Dans les figures ci-après , pour un point (x1, x2) fixé, on représente la distribution de Ã(θ, x1, x2)
en θ.
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Figure 4.6: L’évolution de Ã(θ, x1, x2) pour x1 = 1
2 et x2 = 1

4

Figure 4.7: L’évolution de Ã(θ, x1, x2) pour x1 = 1
4 et x2 = 1

4
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Dans ce qui suit, on essaie de voir comment la solution zε(t, x) pour un temps t fixé varie en

fonction de ε. La solution initiale au temps t = 0 est donné par z0(x) = sin
(

2πx1

)
. En utilisant

scilab pour les codes de résolution alors, on observe, dans les figures qui suivent, que le champs de
dune évolue fortement lorsque ε varie.
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Figure 4.8: L’évolution en 2D et en 3D de zε(t, ·) pour t = 104 et ε = 0, 1,
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Figure 4.9: L’évolution en 2D et 3D de zε(t, ·) pour t = 10−2 et ε = 0, 001

Figure 4.10: L’évolution en 2D et en 3D de zε(t, ·) pour t = 10−4 et ε = 0, 0001
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Figure 4.11: L’évolution en 2D et en 3D de zε(t, ·) pour t = 10−6 et ε = 10−5

Dans cette dernière partie, nous comparons pour ε très petit fixé, en 2D et 3D, l’évolution de la
solution de référence et de la solution limite. Les figures suivantes donnent les résultats obtenus.
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Figure 4.12: L’évolution en 2D de zε(t, ·) et de Z(t, tε , ·) pour t = 10−6 et ε = 10−5
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Figure 4.13: L’évolution en 2D de zε(t, ·) et de Z(t, tε , ·) pour t = 10−6 et ε = 10−5

Par analogie, pour la donnée initiale t = 0 et z0(x) = cos
(

2πx1

)
+ cos

(
4πx1

)
, en utilisant le

logiciel freefem++ pour la résolution numérique de la solution zε(t, x), pour un temps t fixé, en
fonction de ε alors, on observe, dans les figures qui suivent, que le champs de dune évolue fortement
lorsque ε varie.
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Figure 4.14: L’évolution en 3D de zε(t, ·) à gauche et de Z(t, tε , ·) à droite pour t = 1 et ε = 0.5.
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Figure 4.15: L’évolution en 3D de zε(t, ·) à gauche et de Z(t, tε , ·) à droite pour t = 0.5 et ε = 0.1.
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Figure 4.16: L’évolution en 3D de zε(t, ·) à gauche et de Z(t, tε , ·) à droite pour t = 0.5 et ε = 0.01.
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En somme, nous constatons que la solution zε(t, ·) est aussi proche que l’on veut de Z(t, tε , ·)
lorsque ε prend des valeurs de plus en plus proche de zéro. Du coup, le résultat de la convergence à
deux échelles, établi dans le chapitre 4, est confirmé c’est-à-dire zε(t, ·) ∼ Z(t, tε , ·) quand ε→ 0.



Chapter 5

Conclusion générale

Dans cette thèse, nous avons proposé une étude mathématique des problèmes de transport de sable
sous-marin dans les zônes soumises à la marée. D’une part, des modèles mathématiques de la
dynamique des dunes de sable sous-marin ont de ce fait été mis en oeuvre, parmi lesquels le modéle
valide à court terme suivant:

∂zε(t,x)
∂t − 1

ε∇ · (A
ε∇zε) = 1

ε∇ · C
ε dans (0, T )× Ω

zε(0, x) = z0(x) dans Ω

∂zε(t,x)
∂n = g sur [0, T )× ∂Ω

(5.0.1)

où les coefficients Aε et Cε sont définis par

Aε(t, x) = a(1− bεm)ga(|u|), et Cε(t, x) = c(1− bεm)gc(|u|)
u

|u|
(5.0.2)

avec ε > 0, a , b , c sont des nombres réels et ga et gc des fonctions régulières vérifiant certaines
hypothèses.

D’autre part, nous nous sommes intéressés aux résultats d’existence et d’unicité du modèle à court
terme de notre problème d’étude. En effet, après avoir établi quelques estimations sur la suite de

solution
(
zε
)
ε>0

, nous avons démontré que cette suite de solution de (5.0.1) converge à deux échelles

vers Z ∈ L∞(R, L∞# ((R, L2(Ω)) solution unique du système
∂Z
∂θ −∇ ·

(
Ã∇Z

)
= ∇ · C̃ dans (0, T )× R× Ω

∂Z
∂n = g sur (0, T )× R× ∂Ω

(5.0.3)

où Ã(t, θ, x) et C̃(t, θ, x) sont donnés par

Ã(t, θ, x) = aga(|U(t, θ, x)|)

92
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et

C̃(t, θ, x) = cgc(|U(t, θ, x)|)× U(t, θ, x)

|U(t, θ, x)|
.

Nous avons ensuite construit une méthode numérique basée sur la méthode des éléments finis perme-
ttant de résoudre les problèmes de référence (5.0.1) et limite (5.0.3) de transport de sable sous-marin.
Nous avons pu comparer la solution du modèle homogénéisé, par la convergence à deux échelles que
nous avons construite, à la solution du modèle de référence. En comparant les résultats, nous avons
constaté que la convergence à deux échelles est confirmée à travers des simulations numériques de
cas induisant des valeurs de ε très proches de zéro.

Ce travail pourrait être étendu de nombreuses manières. Nous énonçons quelques possibilités.

1. L’étude mathématique sur un domaine ouvert borné Ω des problèmes de transport de sable dans
l’océan côtier à proximité des zônes soumises à la marée à moyen et long terme completerait
l’étude théorique des différents modèles valides à la dynamique des dunes de sable.

2. Il serait intéressant aussi de construire une méthode numérique basée sur les éléments finis qui
nous permettrait de comparer les modèles de référence et limite à deux échelles à moyen et
long terme de la dynamique des dunes de sable.

3. Le problème de référence du problème de transport de sable avec la condition aux limites de
Dirichlet pourrait être considéré.
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