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Notations

Sauf mention contraire, les notations suivantes sont valables pour ’ensemble de ce manuscrit.
N, R, C désignent respectivement 1’ensemble des entiers naturels, des réels et des complexes.
€ un petit parametre positif.

Q est un ouvert de R™, n =2 et 9Q est son bord.

LP(Q) est l'espace des fonctions mesurables définies de 2 dans R telle que

1
Hu‘ = (/ |u(x)|pdx) " < 400, pour tout p € [1, +oo[.
Lr(Q) Q
L>(Q) = {u : @ — R mesurable sur 2 : max,cq |u(x)| < +oo}.
T? = R?\Z? désigne le tore de dimension 2.
Lf};(Y) est 'espace des fonctions mesurables définies de §2 dans R telle que

Pour u :  — R, on pose 8% la dérivée partielle de u par rapport a z; et Vu = (%, ceey aiﬁ,) est

1
: = (/ |u(:c)|pdx) " < 400, pour tout p € [1,+00|, périodiques en Y.
Y

Lr(Y

son gradient.
Pour u = (ul, ... ,un) la divergence de u est : V-u = Z?:l gZ?.
n 9%u

Pour v : @ — R le laplacien de w est : Au=>)
ps densité volumique de I'eau.

7y la contrainte de cisaillement au fond, 7. la contrainte critique de cisaillement.

0 la distribution de Dirac.

suppf le support de f.

L2(Q,RYN) = (L2(22))": I'ensemble des fonctions vectorielles de carrés intégrables.

WP espace de Sobolev.

HY(Q) = Wi2(Q).

L2([0,T], HY()) : Pensemble des fonctions v(t,z) telles que Vt, v(t,-) € H* () et t — v(t,-) est
dans H'(Q).

L (0,7, H1()) : 1 ’ensemble des fonctions v(t, z) telles que Vt, v(t,-) € H () et t — v(¢,-) est
dans L>=(9).

C°([0,T), L3(£2)) : 'ensemble des fonctions v(t,z) telles que V¢, v(t,-) € L?(Q) et t — v(t,-) est
continue.

HH la norme dans H ou H est un espace fonctionnel.
H

% dérivée partielle par rapport a la variable t.

B un opérateur au bord désignant soit une condition de Dirichlet soit une condition de Neumann.
D(Q) Pespace des fonctions C* sur ) & support compact.

D’'(R2) Tespace des distributions sur € i.e. I'ensemble des formes linéaires continues sur D((2).



Résumé

Dans ce travail, les recherches effectuées s’incrivent dans la cadre du projet NLAGA. Elles con-
cernent le probléeme de transport de sable en milieu sous marin.

Ainsi, nous développons comme dans [23], des modeles de référence valides & court, & moyen et
a long termes de la dynamique des dunes de sable dans les zones cotieres soumises aux courants
de la marée. Ensuite, nous établissons des résultats d’existence et d’unicité de la solution, en util-
isant un résultat d’existence et d’unicité de solutions périodiques d’équations aux dérivées partielles
paraboliques dégénérées et singulierement perturbées, et des résultats d’homogénéisation du type de
convergence a deux échelles du modele de référence a court terme de notre probleme d’étude. Enfin
nous terminons par une résolution numérique de notre probleme d’étude basée sur la méthode des
éléments finis de Lagrange.

Mots cles: Equations de transport, dunes, EDP, homogénéisaton, convergence deux-échelles 2000
Mathematics Subject Classification. Primaire: 35K65, 35B25, 35B10 ; Secondaire: 92F05, 86A60.

Summary

In this work, the research carried out is part of the NLAGA project. We study problems of
morphodynamics of submarine sand under the influence of tides.

Thus, we develop, as in [23], valid reference models for short-term, mean-term and long-term dy-
namics of sand dunes in coastal areas subject to currents of tides. Then, we give the existence
and uniqueness result, using an existence and uniqueness result of periodic solution for singularly
perturbed parabolic degenerated equation, and homogenization results using two scales convergence
for the reference model for short term. Finally, we develop a numerical method using the finite
elements of Lagrange.

keywords: transport equations,dunes, PDE, homozenizaton, two scale convergence 2000 Mathe-
matics Subject Classification. Primary: 35K65, 35B25, 35B10 ; Secondary: 92F05, 86 A60.
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Chapter 1

Introduction générale

Dans cette these, nous étudions les problemes de transport de sable a proximité des cotes dans les
zones soumises & la marée. Les dunes, les mégarides et les rides sont des formes sédimentaires de
dimensions variées. Ces formes sédimentaires sont parmi les corps sédimentaires les plus répandus
dans les environnements sous-marins mondiaux. Les dunes sous-marines modelent régulieremet les
fonds marins sur les plateaux continentaux et sont constituées de sédiments meubles. Alors, ces
derniers peuvent étre mobiles sous I'action des courants tidaux. Ainsi, la génération des dunes
sous-marines sur un plateau continental est le résultat de I'interaction entre les fonds marins et les
courants d’eaux.

Les problemes de transport de sable pres de la cote dans les zones soumises a la marée se sont
rapidement révélés étre primordiaux d’un point de vue sociétal. En effet, ’humanité et en particulier
la communauté scientifique s’est toujours intéressée a 1’étude des problemes morphodynamiques des
dunes sous-marines.

1.1 Introduction a la modélisation

De nombreux processus en biologie, en écologie et en économie, ainsi qu’en mécanique, et en chimie
peuvent étre modélisés par des systemes d’équations aux dérivées partielles.

Dans notre cadre du travail, il est nécéssaire de proposer des modeles mathématiques aux problemes
de transport de sable.

Ainsi, nombreux travaux liés aux problémes de transport de sable existent dans la littérature, parmi
lesquels on peut citer ceux de DeVriend [19], Engelund et Hansen [20], Kennedy [32], Blondeau [14],
Dawson, Johns et Soulsby [I8], Johns, Soulsby et Chesher [31], Idier [28], Astruc et Hulsher [30].
Dans leurs travaux, ils étudient le couplage entre des équations de Shallow water et d’une équation
modélisant le transport de sable pres des cotes. En général, ces modeles, basés sur des méthodes
d’observations in situ c’est a dire la localisation des dunes, leur géométrie et leur mouvement, peuvent
étre définis grace aux outils géo-acoustiques tels que le sondage bathymétrique multi-faisseaux et
I'imagerie. Du coup, les résultats obtenus de cette méthode aprés modélisation s’averent inéfficaces.
En outre, il n’existe pas de données de terrain mettant en évidence la naissance et le développement
d’une dune. Ainsi, c’est grace a la modélisation que le temps de génération d’une dune a pu étre
estimé. Donc, la modélisation mathématique pour étudier les problemes de transport de sable est
nécessaire. Par exemple, la modélisation mathématique de ’évolution des dunes sous marines et du
mouvement de la mer peut permettre d’étudier les phénomenes d’érosion particulierement a la cote.
L’érosion cotiere est un processus naturel qui peut se définir comme ’emprise de la mer sur la terre a
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cause des vents, des houles et des mouvements des marées. Les courants de la marée ont une influence
notable sur les transports sédimentaires; c’est donc un probleme grave et urgent. Cependant, on
a recours alors a des solutions, dans la plupart des cas, coliteuses peu efficaces, pour tenter porter
remede a des dégradations qui peuvent étre irréversibles et qu'une meilleure connaissance de ce
phénomene aurait sans doute permis d’éviter. C’est en ce sens que Faye et al [23] ont proposé des
modeles mathématiques valables pour les dynamiques de sable, a court, & moyen, et a long terme,
pres des cotes sur les zones soumises a la marée. Cependant, ces modeles ont été étudiés dans un
domaine périodique sans bord alors qu’en général, ceci ne reflete pas la réalité.

Dans le cadre de cette présente étude, I'objectif visé est d’étendre I'étude des modeles de transport
de sable, en s’inspirant des travaux développés par Faye et al [23], sur un domaine Q2 de classe C!
de frontiere 99. Plus précisement, nous nous concentrons sur le modele & court terme du probleéme
de transport de sable et sur des méthodes qui permettent de supprimer la présence explicite des
oscillations de marée dans un domaine Q de classe C' de frontiere 9. Comme le domaine § est
borné, il est donc possible de définir une condition aux limites & notre probleme de transport de
sable.

Pour modéliser le probleme de transport de sable, nous partons de ’équation d’Exner donnée sous
la forme suivante :

%—V'QZO, dans [0,T") x . (1.1.1)

Dans cette équation, z = z(t,z) désigne la hauteur du sable & la position z et & 'instant ¢ ou
t € [0;T) pour tour T > 0, 2 est un ouvert de R?, g est le flux de sable et est exprimé par la relation

q=qr —|as|\Vz (1.1.2)

ou ¢y représente le débit de sable induit par la vitesse de I’eau sur le fond marin et |gf| sa norme.
La constante A est I'inverse de la pente maximale des dunes de sable sans courant au fond marin.
En contractant les deux expressions (1.1.1]) et (1.1.2)), on obtient le systéme linéaire suivant :

oz

92 . g =0dans [0,T) x Q
ot 1 ans [0, ) (1.1.3)
q=qy — |gr|AVz.

Muni du systeme (|1.1.3]) et compte tenu des conditions aux limites et de ’adimensionnement de
I’équation, n ous obtenons le modele suivant, valable a court terme de la dynamique des bancs et
dunes de sables, a proximité des cotes dans les zones soumises a la marée :

0 _1y. (AEVZE) =1y .cc dans (0,7) x Q

ot B
2¢(0,x) = zp(z) dans Q (1.1.4)
%—Zne:gsur [0, T) x 99

ol g € L2(R, H2(09)), zo € H(Q) et Q est un ensemble ouvert de R? .
Ce systeme d’équations est de nature parabolique.

1.2 Introduction a I’homogénéisation: convergence a deux
échelles
On présente brievement dans cette partie I’homogénéisation, que ’on définit comme ’ensemble des

techniques mathématiques qui permettent de passer d’une description microscopique a une descrip-
tion macroscopique d’un phénomene physique modélisé par une ou plusieurs équations aux dérivées
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partielles. Il existe une vaste littérature sur ce sujet, et nous renvoyons le lecteur intéressé a [1 et [40].

Au point de vue des méthodes d’homogénéisation, nous nous intéressons a celle développée par
Allaire [T] , dite de la convergence & deux échelles, dont I'idée a été introduite par G. Nguetseng [40].

Le but de ’homogénéisation et donc de la convergence a deux échelles est d’étudier le comportement
de u® quant € — 0 ou u® est la solution du systeme d’équations aux dérivées partielles suivant :

Léu¢ = f¢ dans QCRY
f (1.2.1)
Bfuf = ¢¢ sur 0N
ol Q est un ouvert de RN de frontiere 952.
Par conséquent, il s’agit d’identifier une équation de la forme
Lu = dans Q c RN
f (1.2.2)
Bu = g sur 0

sans la présence explicite de €, dont la solution u est proche de u€. L€ et B€ sont des opérateurs
differentiels dont certains coefficients présentent des oscillations de taille e.

DEFINITION 1.2.1 Une suite de fonction (u€)eso C LP(€2) converge a deux échelles vers une fonction
U appartenant LP(Q, L%, (Y)) si, pour toute fonction ¢ € C>(Q, LF(Y)) on a :

lim ug(x)@[}(x,%)dx:/Q/S/U(m,y)@/}(x,y)dxdy. (1.2.3)

e—0 Jq

U est la limite & deux échelles de u¢ dans LP(, LL(Y)) ou Y = [0, V.

THEOREME 1.2.1 Soit (uc)e une suite bornée indépendamment de € dans LP(Q). Il existe une suite
extraite encore notée (ue)e>o qui converge a deux échelles vers une fonction U € LP(Q, L% (Y)).
De plus, (ue)eso converge faiblement -* dans LP(Q) wvers la fonction u définie par © — u(z) =

/Y Uz, y)dy.

Dans le cadre de la théorie de 'homogénéisation, le critere de convergence a deux échelles permet
d’aborder le comportement asymptotique de plusieurs types de modeles mathématiques. En parti-
culier, nous nous intéressons a la convergence a deux échelles des équations paraboliques. En effet,
nous donnons la définition suivante :

DEFINITION 1.2.2 Une suite de fonction (2¢)c~o C L>([0,7T), L%(2)) converge & deux échelles vers
une fonction U appartenant L*°([0, 7)), L (R, L?(9))) si, pour toute fonction ¢ € C*([0,T),Cx(R,C(R)))
ona:

T t T 1
I € v _ i 2.4
T /Q /O (1,2t - w)drds /Q /O /0 UL, 0, )6 (t, 0, x)d0dtdz (1.2.4)

THEOREME 1.2.2 Si (29). une suite bornée indépendamment de e dans L*([0,T),L?(2)), alors

il existe une suile extraile encore notée (z¢)eso qui converge a deux échelles vers la fonction U €
L>([0,7), LF (R, L*(2))).
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Dans le cadre de notre travail, nous avons maintenu le modele mathématique du probleme de trans-
port des dunes de sable suivant :

2¢(0,x) = zp(z) dans Q (1.2.5)
%—Zne:gsur [0, T) x 99

o _1y. (Aev,ze) = 1V.C* dans [0,T) x Q

ol g € L2(R, H2(09)) et 2o € H* ().
Nous supposons que la suite (ze) est indépendamment bornée de e dans L°°([0;T); L*(92)) sous
e>0
certaines hypothéses sur les suites de fonctions (.Ae) et (Ce) . Alors, d’apres le théoreme
e>0 e>0

(1.2.2]) il est possible d’en déduire un résultat de convergence & deux échelles de notre probleme
d’étude.
Ainsi, nous présentons le probléeme homogénéisé comme suit :

THEOREME 1.2.3 Sous les hypothéses et (3.3.10), pour tout T > 0 indépendant de €, la suite
(29)e solution de converge & deuz echelles vers Z € L>([0,T), Ly (R, L*()) solution unique
du systeme suivant :

%_V.CZVZ):V-@dans[O,T)XRXQ

(1.2.6)
g—i:gsur[O,T)xRXBQ

ou .Z(t, 0,z) et C~(t, 0,x) sont donnés par

-A(t7 g, .23) = aga(|U(t’ g, 'T)D

et
~ - Ut 0,x)
C(t,6,2) = ge(|U (8,8, @)]) x 7.

ot a,b sont des nombres réels et g,, g. sont des fonctions positives et satisfont certaines hypothéses.

1.3 Introduction de la méthode des éléments finis

Ici, nous présentons brievement la notion de la méthode des éléments finis pour la résolution
numérique du modele référence et du modele asymptotique du probléeme décrivant le trans-
port de sable.

La méthode des éléments finis est maintenant reconnue comme 'une des principales méthodes de
résolution des équations aux dérivées partielles (EDP) dans des géométries quelconques, que ce soit
en dimension un, deux ou trois. Les applications sont nombreuses et variées. Les ingénieurs de
diverses disciplines utilisent les éléments finis, que ce soit en mécanique des fluides ou des solides,
mais aussi pour les probléemes thermiques, électro-magnétiques, chimiques, etc. On retrouve aussi
des applications en physique, et notamment en astrophysique.

On met le probleme d’équations aux dérivées partielles sous forme variationnelle :

a(u,v) = (fm)v YveV
u €V

(1.3.1)
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ot V est un espace de Hilbert bien choisi (par exemple parce qu'il y a existence et unicité de
la solution dans cet espace), (~, ) le produit scalaire sur V et a une forme bilinéaire sur V. La
v

discrétisation consiste a remplacer V' par un sous espace de dimension finie V}, , construit par exemple
a I’aide de fonctions de base éléments finis qu’on introduira plus loin :

a(uh,vh) = (f, vh)v Yv eV,

up, €V

(1.3.2)

ou V}, un espace d’éléments finis.

Il existe plusieurs techniques permettant de résoudre les équations aux dérivées partielles. On pense
par exemple aux méthodes de différences finies, de volumes finis, la mthode des éléments finis etc.
On peut sans aucun doute affirmer que la méthode la plus largement répendue est la méthode des
éléments finis. Cette popularité n’est pas sans fondement. La méthode des éléments finis est tres
générale et possede une base mathématique rigoureuse qui est fort utile, méme sur le plan tres
pratique.

En effet, cette base mathématique permet de prévoir jusqu’a un certain point la précision de notre
approximation et méme d’améliorer cette précision, via les méthodes adaptatives. La résolution d’un
probleme par la méthode des éléments finis se fait en six etapes :

1. discrétiser le domaine,

2. dériver des équations d’éléments finis c’est-a-dire des équations élémentaires,
3. assembler, combiner les équations élémentaires,

4. appliquer les conditions aux bords,

5. résoudre,

6. visualiser.

1.4 Plan

Nous présentons ici le plan de la theése, nous donnons les éléments principaux des chapitres composant
ce manuscrit. Notre étude s’articule donc comme suit. Dans ce chapitre 1, nous commencgons par
rappeler le cadre fonctionnel nécessaire a 1’étude variationnelle du probléme de transport des dunes
de sable sous marins . Nous rappelons quelques formulations variationnelles usuelles des équations
aux dérivées partielles dans le but de préparer le lecteur a la mise en oeuvre de la formulation
variationnelle du modele de référence de notre probleme d’étude et celle de sa forme homogéinisée.
Nous introduisons ensuite des espaces fonctionnels nécessaires et adaptés a notre cadre fonctionnel.
Le chapitre 2 est consacré a la présentation, dans un contexte général, du probleme de transport
de sable sous-marin. Nous décryptons en détail le phénomene physique de la dynamique des dunes
de sable pour établir son modele mathématique. Pour cela, nous introduisons 1’équation de Felix
Maria Exner décrivant I’évolution d’un fond sableux sous I'action d'un courant. Ensuite, a l'aide
d’un schéma inspiré des travaux menés dans le domaine physique [23], nous présentons en détail la
mise en oeuvre des modeles de référence a court, a moyen et a long terme de notre probleme du
transport de sable sous marin. Et dans la suite, nous nous limitons dans le cadre de ce présent
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document a un modele de référence de la dynamique des dunes de sable marin a court terme dont
le schéma mathématique se met sous la forme suivante

SEARN Y v (Aevzf) =1y.cc dans [0,7) x Q

ot € —
2¢(0,x) = zp(z) dans Q (1.4.1)
%:gsur [0, T) x 90

o g € LA(R, H2 (%)), 20 € H'(Q).

Dans le chapitre 3, nous définissons un cadre purement mathématique de notre travail. Nous
établissons dans un premier temps un résultat d’existence et d’unicité pour le modele de référence a
court terme du probleme de transport de sable sous marin en utilisant un résultat d’existence
d’une solution périodique pour une équation aux dérivées partielles parabolique dégénérée. En-
suite, nous nous appliquons a retrouver quelques résultats tres précis sur I’estimation des solutions
périodiques pour des équations aux dérivées partielles paraboliques dégénérées. Et, nous utilisons
ces estimations comme un outil de taille dans la suite de notre travail.

Le chapitre 4 a pour but d’étudier le comportement asymptotique du modele de référence du
probleme de transport de sable décrivant I’évolution de la dynamique des dunes de sable sous marin.
Nous nous attachons a utiliser les estimations déja établies dans le chapitre 3 pour mettre en oeuvre
un résultat de convergence a deux échelles. Dans ce travail, la méthode d’homogénéisation adoptée
est basée sur la convergence a deux échelles et dont un résultat de convergence par rapport a notre
modele de référence du probleme d’étude s’écrit comme suit :

%_V.<XVZ):V~5dans (0,T) xR x Q

oy (1.4.2)
&= =g dans [0,T) x R x 09

ot A(t,0, ) et C(t,0,z) sont donnés par

A(t,0,x) = ag.(|U(t, 6, 2)|)

et
B - Ul(t,0,x)
C(t,0,z) = cgc(|U(L,0,7)]) x |U(t,0,z)|

Enfin, le chapitre 5 a pour but de résoudre numériquement les deux problemes ([1.4.2)) et (1.4.1) par
la méthode des éléments finis en vue de comparer leurs solutions respectives z¢ et Z pour des valeurs
de € fixées assez proches de zéro et un temps ¢ donné.



Chapter 2

Cadre fonctionnel

La modélisation des problemes de transport de sable, a proximité des cotes dans les zones soumises
a la marée, fait apparaitre des équations aux dérivées partielles paraboliques. C’est pourquoi, nous
nous intéressons a des équations d’évolution paraboliques pour des fonctions dépendant de plusieurs
variables (typiquement une variable de temps et des variables de position en espace). Notre objectif
est de présenter les principaux résultats concernant les propriétés qualitatives des solutions aux
équations aux dérivées partielles, ainsi que la méthode d’homogénéisation, en nous concentrant sur
les probléemes elliptiques et paraboliques. Au passage, nous nous contenterons d’un survol assez
rapide mais relativement complet. Une équation aux dérivées partielles est une relation entre une
variable x, une fonction et ses dérivées :

ou &%u 0mu ) 0

. . e 2.0.1
’ a.ﬁil ’ ’ al‘ilaxi2 ’ ’ Ga:il s '83%‘,,” ( )

F (z, Uu, -
ou m est le degré de I’équation. Le probléme est posé sur un domaine (i.e. un ouvert connexe)
QNRY (z € Q) et les indices i, varient entre 1 et d. On note 99 la frontiere de € :

00N =0\ Q.
La forme générale d'une équation aux dérivées partielles linéaire, scalaire, d’ordre 2 est

au+c-Vu+V- (AVu) =f (2.0.2)

ota: N —-Rc:Q >R, A:Q = R¥™¥ et f:Q — R sont les coefficients de 1’équation
aux dérivées partielles. Dans la suite de ce chapitre, nous nous concentrerons sur les problemes
elliptiques et paraboliques. En terme de conditions aux limites pour des problemes elliptiques, pour
que le probleme admette une unique solution, il faut typiquement ajouter des conditions aux limites
en tous les points de la frontiere 0€2. Pour des problemes paraboliques, il faut ajouter des conditions
aux limites en tous les points de la frontiere 0f2, et une condition initiale en ¢ = 0. Nous donnons
dans la section suivante quelques rappels et compléments d’analyse nécessaires pour la suite.

2.1 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle
Pour étudier les équations aux dérivées partielles, il faut préciser dans quel espace fonctionnel on

cherche des solutions. On donne ensuite un sens différent aux opérateurs de différentiation suivant
la régularité de la fonction. Un lien important peut étre fait entre mesure et distribution :

13
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THEOREME 2.1.1 (Thdéréme de représentation de Riesz) Pour toute distribution T positive (i.e.
telle que (T,¢) > 0 dés que ¢ > 0), il existe une unique mesure p borélienne, positive et finie sur
les compacts de Q) telle que

@)= [ odn.

On peut donc naturellement identifier les mesures p boréliennes, positives et finies sur les compacts
de 2 aux distributions sur €2 positives.

REMARQUE 2.1.1 Un corollaire de ce théoreme est que les distributions positives sont nécessairement
d’ordre 0. En fait, toute distribution T' (& valeur réelle) d’ordre 0 s’identifie & une forme linéaire sur
I’ensemble des fonctions continues a support compact, muni de la norme du sup. Si on suppose de
plus cette forme linéaire bornée :

3C, o€ CE(Q), (T,9)] < CllgllL~

alors elle s’écrit sous la forme Ty — T, avec T et T_ des distributions positives. En particulier, la
distribution T' peut étre identifiée & la différence de deux mesures de Radon positives bornées (on
parle de mesure de Radon bornée).

Intégration et dérivation

Dans Papproche élémentaire (intégrale de Riemann, et dérivation au sens classique), l'intégration
et la dérivation sont des opérations inverses. Qu’en est-il avec la notion d’intégrale de Lebesgue,
et la dérivation au sens des distributions ? On suppose donc ici d = 1, et que 'on travaille sur un
intervalle borné de R, disons [0, 1]. Commencons tout d’abord par une des implications :

x
sif € 1(0.1) etF(@) = [ f(w)dy
0
alors on peut faire le lien avec la dérivée au sens classique grace a la proposition suivante:

PROPOSITION 2.1.2 (Théoréme de dérivation de Lebesque) Soit f une fonction de L}, (R). Alors,

pour presque tout point ,
z+h

lim [F) = f(@)|dy = 0.

h—)Ozih z—h

2.1.1 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces trés naturels pour les solutions des équations aux dérivées
partielles.

DEFINITION 2.1.1 Pour k > 1, 'espace de Sobolev H¥((2) est I’ensemble des fonctions f € L%(Q)
telles que les dérivées de f au sens distribution jusqu’a l'ordre k s’identifient & des fonctions de
L2(Q2). Autrement dit,

H*(Q) = {f € L*(Q), Va multi-indice de longueur |a| < k,3g, € L*(Q),0°T = g, dans D'(Q)}.

REMARQUE 2.1.2 Par le théoréme de Riesz sur l'espace de Hilbert L%(Q), une distribution T'

s’identifie & une fonction f € L?(2) si et seulement si 7' définit une forme linéaire continue sur
L2(Q), i.e.,

3C, o € CE(9), [(T,6)] < Cllgllre.
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On rappelle que H* muni du produit scalaire

(r9),. = X [ osor

la| <k

est un espace de Hilbert séparable. On peut également définir I’espace de Sobolev H* () pour des
k fractionnaires. Retenons simplement qu’on a toujours les injections continues : si

k<I1,H(Q) c H*(Q).

REMARQUE 2.1.3 Quand Q = R¢ | ou bien quand Q = T% , on peut définir les espaces de Sobolev en
utilisant la transformée de Fourier et les séries de Fourier. Ainsi, sur Q = R? , on dit que f € H*(R%)

si et seulement si f € L2(RY) et (1 +[€]?)2£(€) € L2(RY), ot £ (€) = fpu exp(—iz - €) f(x)da est la
transformée de Fourier de f . Remarquer que cette définition a bien un sens pour k£ non entier.

2.1.2 Trace

PRrROPOSITION 2.1.3 Soit Q2 un ouvert borné régulier. On peut alors définir une application linéaire
continue et surjective

HY(Q) — H2(09)
7o :
I = floa
qui prolonge lapplication trace pour les fonctions continues sur Q). De méme, on peut définir une
application linéaire continue et surjective
H2(Q) — H2(09)
of
e gm0

ot n désigne la normale sortante a ) et g—i =V f-n estla dérivée normale.

REMARQUE 2.1.4 (Régularité du domaine) On ne définit pas plus précisément la notion d’ouvert
régulier. Grosso modo, un ouvert  C R? est de classe C? si localement, il peut étre transporté par
un difféomorphisme de classe CP sur R4~ x R,

PROPOSITION 2.1.4 Si Q un ouvert borné régulier, alors
Hy(Q) = {ue H'(Q), 70(u) =0}

et

L’application trace intervient notamment dans les formules d’intégrations par parties. Par exemple,
si © est borné et régulier, on a : Yu,v € H* (),

ou / v /
v=— [ u + uvn;do, 2.1.1
/Q Ox; o 9z Jag @11
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ot n désigne la normale sortante a Q (n; est la i-éme composante de n) et o la mesure surfacique
sur 0. Dans la derniére intégrale, u et v sont & comprendre comme 7o(u) et yo(v). En utilisant
(2.1.1)), on peut montrer que pour Q un ouvert borné régulier, u € H?(Q) et v € H*(Q), on a :

—/ Auvdx:/Vu~Vvdx7/ 8—uvda.
Q Q a0 On

2.1.3 Convergence faible

DEFINITION 2.1.2 Soit H un espace de Hilbert. On dit qu’une suite (un) de H converge

n>0
faiblement vers u dans H si et seulement si u € H et, Vv € H,

lim (un,v) = (u,v) .
n—oo H H
On note u,, — u.

On peut vérifier que la topologie de la convergence faible est séparée : la limite d’une suite au sens
de la convergence faible, si elle existe, est unique. Si H est de dimension finie, la convergence au
sens faible est équivalente a la convergence au sens fort. Ceci est faux en dimension infinie.

PROPOSITION 2.1.5 Soit (uy)n>0 une suite de H.

1. Si (un)n>0 converge vers u fortement (i.e. limy,_ o ||un — ul|lg = 0), alors u,, converge vers u
faiblement.

2. Si (un)n>0 converge vers u faiblement et (up)n>0 converge vers v fortement, alors

Tim (wn,vn)i = (u,0)n

2.1.4 Inclusions de Sobolev

On commence par rappeler I'inégalité de Holder :

LEMMA 2.1.6 Soit f € LP(Q) et g € LP(Q)) avec % + % =1letl<p,q<o0, alors

| 1£9] < 1o ol

Soit © un domaine borné et 1 < p < ¢ < co. On peut montrer 'inclusion continue L(2) C LP(2)
(pour une fonction h € L? , utiliser I'ingalité de Holder, avec g = 1, f = |h[P et 'exposant r = 1).
On peut aussi montrer que si f € LP(Q) N LI(Q), avec 1 < p < ¢ < oo, alors pour tout p < r < g,
feL(Q)et

1—
11z < 112 @11 pa (e
ol a est tel que 1 = o+ I*TO‘ (pour une fonction f € LP(Q) N L9(R), utiliser I'ingalité de Holder,
avec g = | £, h = | f|(*=%)" et les exposants conjugués L et ﬁ.
Soit f et g deux fonctions de L?(2). on peut montrer que I'inégalité : pour € > 0,

1
2 2
| 119] < )+ -9l 00 (2.1.2)
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Par Cauchy Schwarz, on a [, fg < || fllz2|g]lz2. On utilise ensuite I'inégalité
2, Lo
ab <ea”+ —b
4e

1

qui se déduit du cas bien connu € = 3.

PROPOSITION 2.1.7 (Inclusions de Sobolev) Soit 2 un ouvert régulier. On a les injections continues:

pour k > 1 un entier,

1. si d> 2k, alors H*(Q)C LP(Q) avec % =

SHES

1
2
2. si d=2k,alors H*(Q) C LY(Q), pour tout q € [2,00].

3. si d < 2k,alors H¥(Q) C C(Q).

Dans ce cas, si de plus k — % > 0 n'est pas un entier, on a H*(Q) C C"’%(Q), avecn =k — %
ot C™2 (Q) désigne les fonctions de classe C™(Q) de dérivées n-iéme 1-héldérienne : pour toute
dérivée n-ieme v de u,

2

3C > 0,Vz,y € Q,

v(@) —v(y)| < Cla—y

Dans le cas = R? | en utilisant la définition des espaces de Sobolev en terme de transformée de
Fourier, on peut montrer que si d < 2k, H*(R?) C Cy(R?), ott Cp(R?) désigne I'espace des fonctions
continues sur R? qui tendent vers 0 & 'infini, muni de la norme L> .

PROPOSITION 2.1.8 (Inclusions de Sobolev compactes. Théoréme de Rellich-Kondrachov) Soit §)
un ouvert régulier borné. On a les injections compactes :

1. Sid > 2k, alors H*(Q) C LY(Q), pour tout q € [1,p],
2. Sid =2k, alors H*(Q) C L9(), pour tout q € [1, .
3. Sid < 2k, alors H*(Q) c C(Q).

Si Q est borné, on a ainsi H'(Q) C L?(Q) (quelque soit la dimension d) avec injection compacte. On
rappelle que cela signifie que 'image de tout borné de H'(Q) dans L?(f2) est relativement compact.
En terme de suites, cela se traduit par les propriétés suivantes :

1. Si (uy) est une suite de H'(Q) qui converge faiblement vers u dans H'(2), alors (u,,) converge

fortement vers u dans L?(2), et ( Vu, ., converge faiblement vers Vu dans L? (Q)2
n>1

2. De toute suite bornée dans H'(2) on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement
dans H'(Q) et fortement dans L2(2).

On énonce maintenant le lemme suivant :

LEMMA 2.1.9 (Inégalité de Poincaré) Soit @ un domaine borné. Alors il existe une constante C > 0
(appelée constante de Poincaré du domaine Q) telle que Yu € H}(Q),

/|u|2dx§C/ |Vu|?d. (2.1.3)
Q Q
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On peut montrer que l'inégalité de Poincaré est aussi valable sur I'espace V = {u € HY(Q),u =

0 sur F}, pour un domaine (i.e. un ouvert connexe) €2 borné et un ouvert I' non vide de 9Q. On

peut en déduire que pour un domaine borné €, il existe une constante C' > 0 tel que Yu € H*(Q)

/Q (u - |§12/Q“)2 = C/Q [Vul? (2.1.4)

Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Poincaré-Wirtinger.
Cela revient & montrer que I'inégalité (2.1.4]) est valable sur

V:{ueHl(Q),/u:O}

Q

REMARQUE 2.1.5 On s’est restreint & des espaces de Sobolev définis par rapport & I'espace L?((2).
On peut de méme définir des espaces de Sobolev par rapport & l’espace LP(2), pour 1 < p < oo.
Ainsi

WP (Q) ={f € L?(Q2),Va multi-indice de longueur |a| < k,3g, € LP(Q),0°Ty = g, dans D'(Q)}.

2.2 Analyse des problemes paraboliques

On suppose dans tout ce qui suit et pour simplifier la présentation que 2 est un domaine (i.e. un
ouvert connexe) de R? borné (en particulier pour utiliser I'inégalité de Poincaré) et régulier pour
pouvoir définir la trace. Plusieurs résultats qui suivent se généralisent au cas ou {2 n’est pas borné
ou régulier. De plus, on se limite a des équations simples mais les résultats et les méthodes de
démonstration se généralisent & des équations paraboliques, moyennant une régularité suffisante sur
les coefficients.

2.2.1 Motivation

Les équations paraboliques se rencontrent dans de nombreux domaines. Donnons quelques exem-
ples. En physique, de nombreuse équations de conservation s’écrivent sous la forme d’une équation
parabolique. Prenons l'exemple de I’équation qui régit I’évolution de la température T'(t,z) pour
t>0etxec:

8T — V- (KVT) = 0,¥t > 0,Vzx € Q,
T(0,z) = To(z), Vo € Q,
T(t,z) = f(x),¥t > 0,Vx € 0.

La matrice K (qui peut éventuellement dépendre des variables (¢, x)) est la matrice de conductivité
thermique et K'VT donne le flux de chaleur (loi de Fourier-Fick). L’équation est donc une équation
de conservation, qui exprime le fait que la variation de température au cours du temps en un point
s’obtient en comptabilisant les flux rentrant et sortant. En effet, en intégrant I’équation sur un petit
élément F C () et en utilisant la formule de Stokes, on a :

d

—/ T(t,x)dx = KVT -n,
dt Jg OB

ol n désigne la normale sortante a E.
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2.2.2 Problemes paraboliques

Avant de donner des résultats liés au probleme parabolique, nous rappelons ce résultat du & Lax-
Milgram et utile pour la résolution des problemes elliptiques.

THEOREME 2.2.1 (Théoréme de Laz-Milgram) Soit V un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire
continue, coercive sur'V | i.e. telle que (continuité)

dM > 0,Vu,v € H,

a(u,0)| < Mluf o],

et (coercivité)
Ja > 0,Yu € H,a(u,u) > ||Jul?

Soit L une forme linéaire continue sur H i.e. telle que
30 > 0,Yv € H, ’L(u)) < O]
Alors le probléme suivant : trouver uw € V , tel que
Vv € V,a(u,v) = L(v)

admet une unique solution. De plus on a

[Jul <

elQ

On consideére le probléeme du transport de sable suivant : trouver u(t, z) tel que

du _y. (AVu) =f sur [0,T) xQ
w(0.) = uo sur O (2.2.1)
u(t,-) =0 sur [0,T) x 9.

2.2.3 Existence et unicité

On commence donc par chercher une formulation variationnelle de ce probleme.

Etape 1 : Formulation variationnelle

Nous faisons jouer a la variable de temps t et la variable d’espace x des roles différents. On considere
ainsi la fonction u(t,2) comme une fonction du temps, a valeur dans un espace fonctionnel en z, et
on prend comme fonctions tests des fonctions qui dépendent seulement de la variable z. On obtient
facilement la formulation variationnelle : trouver u tel que pour toute fonction v € Hg (),

4 uvdm+/AVu-Vvdx=/fvdx. (2.2.2)
dt Jo Q Q

Pour donner un sens a cette formulation variationnelle, nous demandons la régularité suivante sur
U
ue C°([0,7), L*(Q)) N L*([0,T), Hy ().
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L’espace C°([0,T), L*(Q)) est I'espace des fonctions v(t,z) telles que pour tout ¢, v(t,-) est une
fonction de L?(Q) et I'application qui & ¢ associe la fonction v(t, -) est continue de [0,7") dans L*(€2).
Il est muni de la norme

|| = s [l

L=([0,7),L2(R))  te[0,T) L*(Q)

pour lequel c’est un espace de Banach. L’espace L%([0,T), H}(Q2)) est 'espace des fonctions v(t, )
T

telles que pour presque tout ¢, v(t,.) est une fonction de HJ(2) et / ||v||?{é < oo. Il est muni de
0

T 3
_ 2
HU‘ L2([0,7),HL(Q)) (/O HUHH6>

pour lequel c’est un espace de Banach.
La formulation variationnelle s’écrit donc : trouver u € C°([0, T, L*(Q)) N L2([0, T, Hi(R)), tel que
u(0,+) = ugp et pour tout v € H}(Q)

la norme

a4 uvdm—&—/AVu-Vvdmz/fvdm. (2.2.3)
dt Jo ) )

La dérivée en temps dans (2.2.3) est & comprendre au sens des distributions sur D([0,T)).

Etape 2 : Résolution du probléme sous forme variationnelle

On donne ici le principe d’'une méthode de résolution, sans entrer dans tous les détails techniques.
Nous nous référons aux travaux de [36], [34] et [I5] pour établir I'existence et I'unicité de la solution

du probléeme variationnel (2.2.3]).
Soit @ : (u,v) = a(u,v) la forme bilinéaire elliptique dans H' (1) telle que

a(u,v) = / AVu - Vodz.
o

Alors, la formulation variationnelle du probleme parabolique (2.2.3) se reécrit comme suit :
trouver pour tout ¢ € [0,T],u : (¢, z) — u(t, x) telle que

d
T qudx—!—a(u,v) = /vad:c. (2.2.4)

Le résultat suivant permet d’établir 'existence et 'unicité de la solution faible pour les problemes
paraboliques. Ce théoréme joue un réle comparable au théoréeme de Lax Milgram, pour les problemes
paraboliques. La forme bilinéaire

a(u,v) = /QAVU-Vvdx

avec A(t,z) € L*°([0,T) x ) vérifie les propriétés suivantes :

1. la fonction ¢ — a(t, u, v) est mesurable Yu,v € H(Q)
2. ‘a(t,u,v)‘ < M‘UHU‘ ppte(0,T),u,ve L?(Q) avec M > 0 est une constante.

2
3. a(t,u,u) > a‘u‘ ppte(0,7),Vu,ve H (Q) ona>0.
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On a le théoréme suivant :

THEOREME 2.2.2 (J. L. Lions)
Soit f € L([0,T),L*(Q)) et ug € L*(Q), sous les hypothéses précédentes, il existe une unique

solution u de vérifiant

u e L2([0,T), H(Q)) N C([0,T), L*()), % € L3([0,7),L*(Q))

avec la condition u(0) = uo.

Pour la preuve de ce théoréme, voir [39]. Dans le cas ol 'équation (2.2.4) est dégénérée, c’est a dire
le coefficient A peut s’annuller, la méthode de Lions [38] et Ladyzenskaja et al [34] permet d’obtenir
un résultat d’existence et d’unicité. En effet, pour tout parametre v > 0, on considere 1’équation

régularisée suivante de (2.2.1):

9’ —V((A+v)Vu¥) = f dans (0,T) x Q
u”(0,2) = ug dans (2.2.5)
u” = 0 sur |0, T[x0N.

On a donc le résultat suivant qui assure 'existence et 1'unicité d’une solution u” de (2.2.5).

LEMMA 2.2.3 Pour tout T > 0, si ug € L*(Q) N L*°(Q), alors pour tout v > 0 il existe une unique

solution u* € L*([0,T), H'(Q)) de et vérifiant

ou vy est une constante indépendante de v.

o (2.2.6)

Comme les estimations (2.2.6)) ne dépendent pas de v, en passant directement a la limite, on a
le lemme suivant :

LEMMA 2.2.4 Pour tout T > 0, si ug € L?> N L>(Q), alors il existe une unique solution u €
L2([0,T), H*(Q)) de et vérifiant

[l + oo < . (2.2.7)



Chapter 3

Contexte général du probleme de
transport de sable

Ce chapitre a fait Pobjet de la publication [43].

L’un des principaux objectifs de cette étude est de présenter le probléme modélisant la dynamique
de dunes de sable. Cette partie vise a construire des modeles appropriés a notre probleme de trans-
port de sable sous marins. La modélisation présentée dans cette partie s’inspire des travaux de [23],
51, et 6.

Sous 'influence des forces hydrodynamiques, les particules sédimentaires s’organisent régulierement
sous la forme de structures, périodiques ou non, lors de leur dépot. Ces structures sédimentaires peu-
vent étre caractérisées par leur morphologie. Cette derniere est liée a une multitude de parametres
tels que la granulométrie du sédiment, la nature et 'intensité des agents forcants, la disponibilité du
sédiment ou encore la profondeur d’eau.

Les dunes sont des corps sédimentaires largement répandus et observés actuellement dans une
multitude d’environnements actuels. En domaine continental, on observe des dunes dans les en-
vironnements désertiques ou littoraux; les dunes sont qualifiées d’éoliennes si elles sont faconnées
par le vent.

Les dunes sont également produites dans les environnements aquatiques soumis a 'action des
courants. On distingue deux types de dunes sous-aquatiques en fonction de I'agent dynamique
responsable de leur formation et de leur évolution : les dunes tidales pour lesquelles ’agent essentiel
est la marée et ses courants associés et les dunes non-tidales pour lesquelles les agents dynamiques
dominants sont différents de la marée par exemple action de la houle, courants de dérive, courants
profonds, écoulements gravitaires, etc. Cette multitude de phénomenes pouvant générer des dunes
implique que les dunes aquatiques se répartissent dans des environnements variés, des lors que
les profondeurs sont suffisamment importantes et que les courants, unidirectionnels ou alternatifs,
sont assez puissants. Les dunes sont des structures transverses, étant donnée ’orientation quasiment
perpendiculaire de leur créte par rapport a la direction principale des courants. Comme pour les for-
mations d’origine éolienne, les dunes sous-marines peuvent étre caractérisées grace a des parametres
et des indices morphologiques utilisés couramment par les sédimentologistes marins.

L’amplitude, ou hauteur, et la longueur d’onde des dunes sont les parametres morphologiques clas-

22
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siquement utilisés par les sédimentologistes marins pour caractériser les dunes. Dans le cas ou
les dunes se disposent de facon périodique, la longueur d’onde est la distance entre deux crétes
consécutives. Dans le cas ot les dunes sont isolées, cette grandeur est régulierement substituée par
la largeur L de la dune qui correspond a la distance horizontale mesurée du pied de dune amont au
pied de dune aval dans le sens du courant. En domaine aquatique, la hauteur et la longueur d’onde
des dunes varient énormément en fonction des conditions environnementales. Berné et al. (1989)
[10], dans leur essai de synthese sur les dunes hydrauliques tidales actuelles, estiment que la hauteur
et la longueur d’onde des dunes sont respectivement comprises entre 6 cm et une dizaine de metres
et entre 60 cm et plusieurs centaines de metres. L’amplitude des dunes sous-marines est rarement
supérieure & 20 m. Pour ce qui est de la longueur d’onde, Allen (1982b) [2] estime, en se basant
sur 25 études, que la valeur maximale est de 1000 m. La forme des sections transversales de dunes
varie principalement en fonction de la pente de ses flancs. Lorsque la pente du flanc doux est plus
faible que celle du flanc raide, le profil de dune est qualifié d’asymétrique. Les dunes asymétriques
sont généralement associées a un courant unidirectionnel, ou a des courants tidaux asymétriques,
c’est-a-dire marqués par la prédominance d’une phase de courant par rapport a lautre ([35]). Le
flanc raide est alors orienté dans la direction ou porte le courant, ce qui définit la polarité de la
dune. 1l est le siege d’avalanches sableuses qui permettent la migration de la dune (Berné, 1991
[11]). Lorsque les pentes des deux flancs sont semblables, la dune adopte alors un profil symétrique
qui est généralement dii & des courants tidaux symétriques. La taille, ainsi que I’évolution des dunes
sous-marines dépendent principalement de la granulométrie du sédiment dunaire, de la vitesse des
courants et de la profondeur d’eau. L’existence, la taille et la forme des figures sédimentaires en
milieu sous-marin dépendent principalement du régime d’écoulement du fluide, ainsi que de la granu-
lometrie du sédiment. Deux types de régimes d’écoulements sont distingués : le régime d’écoulement
inférieur dans lequel la résistance des particules au mouvement est élevée et leur déplacement modéré,
et le régime d’écoulement supérieur dans lequel les particules sont entrainés en abondance, presque
indépendamment de leur taille. Selon la vitesse de ’écoulement et son régime, différentes figures
sédimentaires se mettent en place. Les dunes se développent lorsque I'intensité du courant augmente
a partir de rides de plus petites dimensions. Amos et King [3] indiquent que, pour permettre la for-
mation de tels corps sédimentaires, les vitesses de I’écoulement pres du fond doivent étre comprises
entre 0,4 et 1 m.s~! pour des sables moyens, entre 0,5 et 1 m.s~! pour des sables grossiers et entre
0,6 et 1 m.s~! pour des sables trés grossiers. La taille des grains composant les dunes est tres
variable et est généralement comprise entre les sables fins et les graviers. Flemming [27] a montré
que plus le sédiment est grossier, plus les dimensions des dunes sont importantes. Dans cette étude,
la compilation des parametres descriptifs de 1500 dunes de divers environnements lui permet de
proposer un modele statistique sans discontinuité des rides aux dunes géantes a partir duquel il
peut prévoir les dimensions maximales d’une dune (hauteur et longueur d’onde) en fonction de la
granulométrie. Ainsi, pour un sédiment dont le diametre moyen est de 0,125 mm, la hauteur et la
longueur d’onde maximales sont respectivement de 0,8 m et 7 m, alors que pour un sédiment de 1
mm, il prévoit des grandeurs maximales de 30 m et 600 m respectivement.

3.1 Construction d’un modele de référence

De nombreux phénomenes physiques sont modélisés par des équations aux dérivées partielles. Celles-
ci peuvent par exemple représenter analytiquement le comportement dynamique de certains systemes
physiques. En effet, nous nous centrons sur la modélisation du phénomene physique conduisant a
une équation de transport. Le processus physique sur lequel porte notre étude est la dynamique des
dunes de sable marin, & proximité des cotes dans les zones oumises a la marée.



3.1 Construction d’un modele de référence 24

Pour comprendre la traduction mathématique de ce phénomene physique, on revoit brievement
le travail du météorologue et sédimentologiste Felix Maria Exner.
En effet, il développe une équation décrivant la conservation de la masse s’appliquant aux sédiments
dans un systeme fluvial comme une riviere ; d’ou il tire son nom.
L’équation de base indique que le changement en altitude z du lit, sur un temps t est égal a I'inverse
de la densité de tassement des grains g multiplié par la divergence négative du flux ¢ de sédiments

0z 1

—=—-——V.q. 3.1.1

o= oY ! (3.1.1)
Notons que gp peut aussi étre exprimé sous la forme (1 — p) ol p est égal & la porosité du lit. En
effet, ’équation modélisant I’évolution d’un fond sableux sous I’action d’un courant (voir L.C Van
Rijn [44] et Idier [28]) s’écrit comme suit :

0z 1

5 = 1_pV-q. (3.1.2)
Dans cette équation, les champs dépendent du temps ¢ € [0,7), pour T' > 0, de la position dans
la direction horizontale x = (x1,72) € , ol  est un ouvert régulier de R?. Le champ z = z(x, 1)
désigne laltitude du fond en la position z et a instant ¢ et le champ ¢ = ¢(z, t) est le flux de volume
de sable en la position = et & l'instant ¢. Le parametre p € [0, 1] désigne la porosité du sable.
Ce flux de volume de sable est défini en fonction de la variation en altitude du fond marin et la
vitesse de I’eau au voisinage du fond. Il est exprimé par la relation suivante :

q=q5 — lgs|A\Vz (3.1.3)

ol g5 = qs(z,t) est le flux de volume de sable induit par le courant sur le fond plat et |gy| est sa
norme. La constante \ est 'inverse de la pente maximale des dunes de sable lorsque la vitesse de
I’eau est nulle c’est a dire sans courant au fond marin.

De facon générique, le flux ¢y s'écrit comme suit [23]

u

ar = ax(g(lul) - g(u)) (3.1.4)

Jul

ol g est une fonction réguliere positive définie sur R* et y est une fonction réguliere de R dans R
croissante sur RT et s’annule sur R™. Le champ u désigne la vitesse de ’eau au voisinage du fond
et u. est la vitesse critique a partir de laquelle le courant met en mouvement le sable considéré si le
fond est plat.

La plupart des formules du flux de transport de sédiments sont fonction de la contrainte de ci-
saillement du lit et ont été développées et calibrées sur des ensembles de données spécifiques. Par
exemple, Bijker (1967,1971) [12] -[13] et Bailard (1981) [9] ont principalement validé leur formule
aux données de terrain pour la dérive littorale; Van Rijn [44] a comparé leurs formules & une grande
variété de données du laboratoire et du terrain.

L’une des premieres formulations du flux de transport de sédiments encore utilisées dans les applica-
tions d’ingénierie a été proposée par Bijker. Elle est déduite de la formule de Frijlink (1952)[29] pour
un courant seulement avec une modification de la contrainte de cisaillement du fond en utilisant un
modele de courant d’onde. La direction des flux de sédiments est toujours celle du courant puisque
cette formule a été proposée pour estimer le flux de transport de sable sur le littoral. Le flux de
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transport de sable au fond g4, est exprimé comme :

— d
dos = Codsor [P exp <_0_27<Psp>9>
p /'I’CTCH)

ol dsq est le diametre médian de la taille du grain, h la profondeur de I’eau, Cj, un parametre d’onde
déferlante, i, un parametre d’ondulation, 7. la contrainte de cisaillement diie au courant seulement,
Tew la contrainte de cisaillement due a interaction onde-courant, et ps, p les densités de sédiments
et d’eau, respectivement.

La formule de Van Rijn [44] est exprimée de la méme maniére que la formule de Bijker, en tant
que formule du flux de transport de sable au fond prenant en compte I'influence des vagues comme
un effet d’agitation. La direction des flux de sédiments est également celle du courant. Le flux de
transport de sable peut étre écrit comme suit :

qsb = 0, 25d50d; " (Tow /0)°°) (Tew /Ter — 1) (3.1.5)

ou d, le diametre adimensionné des sédiments , 7., la contrainte de cisaillement diie au courant et
aux ondes. Van Rijn [44] a mis & jour sa formule du flux. Il a proposé une nouvelle formule simplifiée
du transport de particule au fond pour un flux constant (avec ou sans vagues) :

d
Qsb = 0'015Uch(%)1'2\1/1~5

U = (U, — Uer)/\/(s — 1)gdso

est le parametre de mobilité, U, = U.+~U,, la vitesse effective avec v = 0.4 pour les ondes irréguliéres
et v = 0,8 pour les ondes régulieres, U, la vitesse critique pour la création du mouvement.

Dans la suite du présent document, nous nous limitons aux lois de type Van Rijn [44] qui con-
siste & écrire d’apres la relation ((3.1.5])
Tb

qy :OéX(DG(\TH*Tc))E, (3.1.6)

ou 7y est la densité de contrainte de cisaillement imposée par 1’eau sur le fond marin. Il est exprimé
en fonction de la vitesse de I’eau au voisinage du fond. Cette quantité 7, est définie par

ul? u
=p—5—, 3.1.7
To P 02 |u‘ ( )
ou p est la densité de I'eau, C' est une constante définie par
12d
C=1 (—) 3.1.8
"\3D¢ (3.18)

d étant la hauteur de I'eau au-dessus du fond marin et Dg étant le diametre du grain de sable. Le

seuil 7. s’exprime comme suit

u2

Te = pc—g. (3.1.9)
Si nous injectons les relations (3.1.7) et (3.1.9) dans la relation (3.1.6]) alors nous obtenons
|ul? u
ul? u uZ\\ P07 Tu
ar = ax(DG(m'O'QW e )) Pl (3.1.10)

2
|pler |
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Au final, on obtient
uf? — w2

a5 = ax(Dcp(Tc)).%‘. (3.1.11)

Le coefﬁcient « > 0 est lié a la géométrie des grains de sable. En injectant la relation (3.1.11)) dans
la relation alors, le flux de volume de sable se reécrit de la facon suivante :
lu|?> — u?\\ u |u|? — u?
= ax(Dap(* ) ) f’ (Dan(™ ) o ’/\V 3.1.12
q ax( T mp —1oxX\Par{ = )1 ( )

or comme Y est une fonction positive alors,

o= ax(Pap(MZ 1)) 2 — ax(Dop( L) ) v (3.1.13)
ou encore
0= ax(Pap(ML5) ) — (Do) v (.11
Enfin, on a : 2 .
q= ax(Dgp<Tc)> [W - /\Vz} (3.1.15)

En injectant (3.1.15) dans (3.1.2]), nous obtenons par conséquent la formule de transport de sable
suivante :

0z |ul? — u?

% v [u(per ) (2 a0 3116
p P ol z ( )
D’ ou ’équation modélisant 1’évolution des dunes de sable s’écrit comme suit :

‘|2 2

= —v [x (Dgpuci_“) (m ~vz)| =o. (3.1.17)

Les opérateurs V et V- désignent le gradient et la divergence. La fonction y est définie par :

0 sio

(3.1.18)

0
x(o) =
0

(AVARRWAN

o3| sio

Cette équation traduit que, lorsqu’il ya un courant avec une vitesse suffisante celui-ci transporte le
sable et que ce transport est augmenté ou diminué par l'effet conjugué de la direction du courant et
celle de la pente des dunes.

3.1.1 Adimensionnement du modele

L’adimensionnement (parfois appelé aussi dédimensionnement) est la suppression partielle ou totale
des unités d’une équation par une substitution appropriée de variables, dans le but de simplifier la
représentation paramétrique de probléemes physiques. Nous présentons ici I’adimensionnement de
I'équation de transport de sable de notre modele de référence.

Les variables adimensionnées ¢ sont liées aux variables physiques par un facteur multiplicatif ¢, selon

¢=(C
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que nous allons expliciter.

Pour cela nous introduisons un temps caractéristique d’observation ¢ et une longueur caractéristique
L puis nous définissons les variables sans dimensions ¢ et & par t = tt, + = LZ. Nous définissons
également Z la hauteur caractéristique des dunes et la hauteur adimensionnée du fond Z définie par:

5(07) = %z(ﬁ, Li). (3.1.19)

En ce qui concerne les coefficients de I’équation, nous considérons la vitesse caractéristique de 1’eau
@, la hauteur d’eau moyenne H et M la valeur caractéristique de la variation de la hauteur die &
la marée. Puis nous définissons les champs adimensionnés du courant « et de variation de hauteur
d’eau m par:

. 1 . - - 1 =
u(t,z) = —u(tt, LT), m(t,z)= ﬁ(d(tt, Lz)— H). (3.1.20)
a
En utilisant la relation de type ~
Va(t,z) = %@z(ﬂ i) (3.1.21)
et les relations définissant les variables adimensionnées, on a :
‘9(55) a 1. a2 — w2y ai 1=
— 4+ V- Dgp————E)— —A\=Vzz)| =0 3.1.22
a(,;,g) A [X( S )(\aa\ vaz)] ’ (3.122)
ou encore 5 Dovpi? )
z20z a 1= GPUS (9 UL ] 1~
s AL (12 - 26)) (15 - rz7V2)] =0, 3.1.23
i T1opzy Moz = 3)) (g A Ve (3.123)
En tenant compte du fait que %7 est petit on a :
H M _ 4H M _
A partir de (3.1.24)), nous faisons 'approximation suivante :
1 1 M
— (1-3 m). (3.1.25)
3 (In(35L))3 Hin(HE)

(AN

1 ( 1 )§ 1 M -
— = (=) ~ (1-3 m)s. (3.1.26)
= \c) T D2 Hm(E
On utilise la définition de la fonction x pour déterminer I'image de la quantité suivante par la
fonction y.

Dcpﬂ2 _9 M .2
-D 1-3 :
ce art <(1n(§;;))2( Hin()") )
o Dopi®  Depit? N :
GPU GPU _\3
- 1-3
CT T (n(3))2 ( H1n<4f;>m)
qui vaut ~
D¢ pui? Dgpu® 13 M  \33
= 1-3—— 3.1.27
( C? ) [(111(;1)@))2} [( Hln(?fé)m) ] ( )
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ou

72 D %fﬁ Y
(Dc(i*p2 )= ((hjgi))s (1 _3lei\(4gfc)m) (3:1.25)

En multipliant ’équation (3.1.23|) par £ et en y injectant la relation (3.1.28) alors, nous obtenons le
modele adimensionné de (3.1.17)) que nous cherchions dont la variable est 2 :

- fud 3 - v N - Wi\ ~
% — 250 i P Y - (1= Syl X[ — %)V2) =
G G

753 (oD 3 Y - ~ u m
sy BT (- Sl NG i)

U]

(3.1.29)

Pour simplifier les notations, nous utilisons I’équation adimensionnée en omettant les tildes. Nous
considérons donc ’équation de transport de sable suivante :
0: _ A, #ul(pDe)t o (1= 32 Vm)x([uf? — %
ot — T-p~n(#L))° L2 Hin(FE)/TX a

1, D) g () g M 2 ulyu
1_pa(1n(%)§3igv ((1 3H1n(%))m)X(|u| U ) )

(3.1.30)

Ayant ce modele sans dimension & portée de main, nous allons maintenant considérer les valeurs
caractéristiques correspondant aux différentes situations pour I’évolution des dunes & court, & moyen
et a long terme et pour le sable de petit et gros grains. Tout d’abord, nous fixons les valeurs
caractéristiques qui sont appropriées a chaque situation, ce qui va faire apparaitre un petit parametre
€.

Sachant que les dunes sous-marines du type que nous étudions, existent dans les océans cotiers dont
le socle rocheux est relativement plat avec une hauteur d’eau environ 30m a 50m, avec une marée
ayant des courants plutot forts mais une variation de la hauteur die & la marée modérée, nous posons

@ = 1m/s, H=50m et M = 5m. Comme de plus A_ est de lordre 1, donc nous prenons —2— =

1-p 1-p —
-p

3.1.2 Modeles paramétrés par ¢

Nous considérons ici plusieurs cas d’évolution des dunes sous-marins en fonction du temps car-
actéristique et de la taille des grains de sable.

La dynamique a court terme des dunes faites de petits grains de sable:

La situation choisie ici est celle de dunes faites de petits grains de sable, c’est-a-dire avec un
diametre Dg ~ 0,1mm = 10~%*m selon Flemming [27] et Idier [28], avec un tel sable, les dunes
générées font un metre de hauteur et une dizaine de metres de longueur. Cela nous amene a poser
Z = 1m et L = 10m.Vu que les dunes marines ne connaissent pas d’évolution significative sur
des périodes inférieures a quelques mois, nous fixons pour la longueur de la période d’observation
t = 100jours ~ 2400heures ~ 8,6.10%s. En introduisant la fréquence de marée @, doit étre com-
parée1 ala {période de marée % ~ 13heures ~ 4,7.10%s, ce qui met en évidence un petit parametre

€=1% ™ 200

2
En plus, nous considérons que la vitesse critique =& =
u

A partir de ces données, nous allons calculer les coefficients de I’équation (3.1.30). Par conséquent
on a :

A afﬂg(PDG)% 1
1—p (In(5L))3L2 2€’
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Ainsi, ’équation ((3.1.30)) devient :

0z

5 %ev (1 — dem)x(|ul*)Vz2) = %v (1 — dem)x(|u*)—. (3.1.31)

u
|ul
Or, d’apres la définition de la fonction x on a x(|u|?) = |u|® puis en remplagant dans 1’équation on

obtient
0z 1

at  2e
En ce qui concerne les champs des fluides u et m, comme ils sont les modeles adimensionnés de
fonctions périodiques a amplitude modulée et de période de marée, nous supposons :

V- (1 — dem)[uf*Vz) = %v (1 = dem)[ul?u). (3.1.32)

t
u(t,z) =U(t, -, x), et m(t,z) = M(t, -, x) (3.1.33)
€ €
ou U et M sont deux fonctions régulieres vérifiant 6 — (U, M) périodique de période 1, avec une
valeur moyenne nulle.
La dynamique a court terme des dunes faites de gros grains de sable
Dans ce cas, nous fixons les valeurs caractéristiques suivantes :

Sl

= 100jours ~ 2400heures ~ 8,6.10%s

—_

= ~ 13heures ~ 4,7.10%s, D = 5.1073

€l

- 1
z=1m,L =10m,u. = §m/s

Alors . .
A tu’(pDg)z 1
1 al EL€{G3)E2N90N27
-7 (In(55)) €
1 #w?(pDa)? 5
LG CS"),; ~ 1000 ~ >
M
3—— = ~13.107% ~ 3e.
Par conséquent ’équation (3.1.30) se réécrit :
0z 1 1 5 1. u
— - —V-((1-3 2_ =-V-((1-3 2 _)—. 3.1.34
5~ 3V (1= Bem)x((ul? = 5)V2) = 2V (1= 3em)x(luf” — )10 (3.0.31)

La dynamique a moyen terme des dunes faites de petits grains de sable
Dans le moyen terme, nous fixons une période de temps d’observation de 4,5ans ~ 54dmois ~
1,4.10%s. Ainsi en comparant ¢ = 1,4.10% & la période % ~ 13heures ~ 4,7.10*s, nous obtenons :

1 1
tw 3000
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Nous considérons également une deuxieme période de marée qui est le temps pour la terre, la lune et
le soleil de retrouver les mémes positions relatives. Cette période de temps % est environ un mois.
c

Donc, nous avons :
1 1

— ~ — ~AJE

tw. 54

Nous prenons également -
D =5.10"%z=1m,L = 10m, u. = 0,

alors on a : 5 ) 90
a% — V(1= Vem)[u*V2) = =V - (1 - Vem)[u*u). (3.1.35)
En ce qui concerne les champs de fluides dans cette situation, nous considérons :
~ t i t 1
u(z,t) =U(z,t, -),m(z,t) = M(z,t, -), (3.1.36)

Ve e Ve e

afin de prendre en compte les deux périodes de marée.

Dans (3.1.36)), nous prenons U et M comme des fonctions régulieres de telle sorte que :
= U(t,7,0,2), M(t,T0,2))

) (3.1.37)
0— U,T,0,z), M(t,T,0,2))

soient périodiques de période 1.

La dynamique a long terme des dunes faites de petits grains de sable

Nous prenons ici une période de temps £ ~ 16ans ~ 1.4.10°heures ~ 5.10%s. Nous comparons cette
derniere a une deuxieme période de marée w% ~ 1mois ~ 2,6.10%s. Ainsi, nous définissons e par la

relation suivante:
1 1

w192

€,

puis nous posons -
D =17107°z=1m,L = 10m,u. = 0.

En calculant les coefficients de 1’équation (3.1.30)) dans cette situation, on obtient ’équation suivante

% - ;Zv (1 —dem)(Ju]*)Vz) = igv (1 = dem)(|u*)|ul). (3.1.38)

Comme dans la deuxiéme période de marée, le phénomeéne de la marée peut presque étre considéré
réellement périodique, alors nous posons :

t t t
U(.’b,t) = u(tv va) + d/ll(t? Eax) + €2u2(t7 Eax)a
t ) t
m(xat) = M(ta gax) +€ MQ(ta gvm)a
ou U,Us, M, My sont des fonctions régulieres telles que

0 — (U, x),Us(t,0,x), M(0,x), Ma(t, 0, ))

est périodique de période 1 et vérifient

1
/ U0, 2)do = 0,
0

1
/ M0, z)do = 0.
0
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3.2 Modele mathématique du probleme de transport de sable

Dans ce paragraghe, on s’intéresse au caractere bien posé des modeles proposés dans la section
précédente dans un domaine du type [0,7) x © ou Q est un ouvert borné de classe C! dans R?
contenant le tore de dimension 2 et T" > 0. L’étude des différents modeles proposés dans le para-
graphe précédent a été déja étudié dans un domaine périodique en espace, le tore de dimension 2,
qui est sans bord. Dans cette présente partie, nous tentons de généraliser les résultats obtenus par
Faye et al [23] en considérant un domaine 2 C R%. L’une des difficultés majeures auxquelles nous
sommes confrontées, est la préence d’une intégrale sur le bord, qu’il faudra ménager, pour borner la
solution z¢ du probléme considéré. L’existence en général de solution du probleme modele, découle
des résultats obtenus par Lions [38] et Ladyzenkaja et al [34]. Par ailleurs, en considérant I’équation
d’Exner donnée par

% —V-.qg=0dans [0,T) x Q (3.2.1)

q=qr = lgr|AVz

o’u le flux de transport ¢y donné par la formule de Van Rijn [44]. Faye et al [23] ont montré que le

modele

9z¢ 1 1 2

22 — 2V [AVz¢) ==V -C¢dans [0,T) x T

o e ( ) ‘ 0.1 (3.2.2)
2¢(0,2) = zo(z) dans T?,

est valable pour la dynamique des dunes de sable a court terme, a proximité des cotes, dans les zones
soumises & la marée ot 29 € H'(T?) est une fonction donnée et T? désigne le tore de dimension 2.
Les coefficients A€ et C€ sont définis par

A(t,z) = a(l — bem)g,(Ju]) et C(t,z) = ¢(1 — bem)gc(|u|)ﬁ (3.2.3)
oue>0eta,b, c sont des nombres réels. Les champs de fluides u, m
u:[0,7) xT? — R? et m: [0,7) x T? — R? (3.2.4)

représentent respectivement la vitesse et la variation de la hauteur de I’eau. Ces champs s’expriment
comme suit :

u(t,z) =U(L, Ew) et m(t, z) = M(t, ix) (3.2.5)

€ €
ol
U=U0,z), M= M(t0 x) des fonctions régulieres sur, R x R x T?

0 — (U, M) périodique de période 1
el 1571, 1515 1Vl IMI 15581 %5t VM) sont bornds par - d
V(t,0,x) € RT x R x T2, [U(t,0,x)| < Uppyr =
AU — 0, 2M =0, VU(t,0,2) =0, VM(t,0,2) =0
30, < 0., € [0,1], tels que, VO € [0y, 0,] = [U(t,0,z)| > U,

(3.2.6)
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Jga €t g sont des fonctions positives et satisfont les hypotheses suivantes :

9a > 9e >0, gc(0) = g.(0) =0,
3d >0, sup,cr+ |ga(w)| 4+ sup,ep+ 9, (u)| < d, sup,cp+ [ge(w)] + sup,cr+ |ga(u)| < d,

Uiy > 0, 3Gy > 0, tels que u > Ugpr = go(u) > Gipye
(3.2.7)
Maintenant, on choisit un domaine  C R? ouvert de frontiere 9 et de classe C! contenant le tore
T? sous lequel le sable ne sort pas. Ainsi, le produit scalaire du flux de transport du sable ¢ par la
normale n s’annule c’est a dire ¢ - n = 0 sur 9Q2. Comme

q=q5 — lar[AVz, (3.2.8)
alors
g-n=qf-n—|q|AVz-n =0 sur 0. (3.2.9)
Ainsi, on a :
0z qr-n
Vz-n=_—= = g sur 02 3.2.10
o~ Jarh (3210

valide une condition aux limites.
Par conséquent, I’équation (3.2.2)) peut étre munie d’une condition aux limites

0z¢
on

Ainsi, le modele que nous retenons dans la suite de cette étude est régi par le systéme suivant :

=gsur [0, T) x 0N. (3.2.11)

2¢(0,2) = zp(z) dans Q (3.2.12)
%—i =g sur [0,T) x 08,

20— 1V (AVz) = LV.C dans [0.7) x Q

ot g € L2([0, T), H=(Q)) est une fonction donnée.
Dans la section suivante, nous montrons que le probleme (3.2.12)) est bien posé.

3.3 Existence et unicité de la solution du probleme de trans-
port du sable

Nous énoncons, dans cette section, I’existence et I'unicité de la solution de I’équation associée
a I'une des conditions aux limites présentées ci-dessus. Nous y considérons le modele a court terme
de I’évolution des dunes dans les environnements soumis a la marée. Les résultats d’existence et
d’unicité des modeles a court, & moyen et a long terme du transport de sable dans un domaine non
borné appelé tore furent étudiés par I.Faye et al dans [23] et [24]. Ceci ne refléte pas en général,
la réalité. Dans ce présent travail, nous considérons le méme probleme, dans un domaine € de
classe C!, ce qui nécessite donc des conditions aux limites de Dirichlet ou Neumann au probleme de
transport de sable.

Suivant I’hypothese , nous pouvons écrire par analogie les deux relations suivantes :

t

Aty ) = A, z,x), et C(t,2) = Celt, -, 2) (3.3.1)
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ou

Ac(t,0,x) = a(l —be M (t,0,2))g. (UL, 0, x)]), (3.3.2)
Cu(t,6,2) = (1 — beM(t, 0, 2))go(U(t, 0, 2) ) A0 %)
o IR YU, 0, 2|

ou U et M sont donnés dans la relation (3.2.5). Un modele pertinent pour la dynamique & court
terme des dunes est le suivant :

(3.3.3)

20— 19 (AVz) = 1V-C dans [0,T) x ©

2(0,2) = 2zp(z) dans Q (3.3.4)
%:gsur [0, T) x 02
olt zo € HY(Q), g € L*(R, H2()) et Q est un ensemble ouvert de R? . On a le résultat suivant.
THEOREME 3.3.1 Soit Q un ouvert mesurable de classe C'; sous les hypothéses , (5.2.6) et

et pour T > 0,¢e>0ceta>0,b c€R, sizg€ H(Q) et g € L2(R,H2(Q)) alors le
probléeme admet une unique solution dans L>([0,T), L?(Q)) qui vérifie

E

ou v est une constante qui dépend uniquement de zg, Gy, et g.

¢ <A 3.3.5
Le=((0,7),L2(Q)) K ( )

Grace aux hypotheses (13.2.5|), (I3.2.6|) et d3.2.7b, on peut montrer que les coefficients A, et C. donnés
par (3.3.2)) et (3.3.3)) ainsi que leurs derivées, sont bornés sur RT™ x R x Q par une constante v ne
dépendant pas de e.

En se référant sur I.Faye et al [23], nous considérons les deux problémes suivants: Yy > 0,V > 0,
trouver §” = §¥(t,0,z) et S;; = S;/(t,0,x) périodiques de période 1 en ¢ solutions respectives des
systemes d’équations suivants :

%~V (A +)V8”) = V-C, dans [0,7) xR x O

87(0,0,2) = zo(x) dans Q (3.3.6)
%:gsm‘ [0,T) x R x 92
et
psS,, + 8595 -V ((./Zle + u)VS;j) =V.-C. dans [0,7) xR x Q
§(0,0,z) = 29(x) dans € (3.3.7)
8;7? =gsur [0,T) x R x 99.
De plus, nous supposons que :
Ve >0, u>0, v>0, (A€+V)9+C€~n:O sur 092 (3.3.8)

ou n est la normale extérieure sur {2. Cette hypothese est tres importante, dans la suite, car elle
permettra de se passer directement de l'intégrale sur le bord. Dans le cas ou la divergence moyenne
de R R

—(Ac(t,0,2) +v) VS, —Cc(t,0,z)
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est non nulle, alors on ajoute au probléme (3.3.7)) une expression de la forme
1
7/ ((A6 +v)g+C° -n)da =0,
’Q’ o9

ou o est la mesure surfacique sur le bord 0f2.

REMARQUE 3.3.1 Pour tout 0 < e < 1, I'application 6 — (A, Cc) est périodique de période 1, et
il existe une constante Gy, et 04,0, € [0,1],0, < 0, vérifiant

Ac > G,V (t,0,2) e RY x Q (3.3.9)

et tels que V(¢,0,z) € RT x R x Q

Bate (t,0,x) =
VAt 0, )

thr = 9C

a; (t7 07 l’)

V-C(t0,z) =

Ac(t,0,z)

IN
[}

(3.3.10)

Il
S o o o

Alors, on a le résultat suivant :

THEOREME 3.3.2 Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme et les hypotheses (3.3.9

t (3.3.10}), Ve > 0, ,v > 0, u > 0, le probléeme admet une unique solution S, = Sﬁ(t,ﬁ,x)
périodique de période 1. De plus, il existe des constantes a2, V3, Y6 ne dépendant que de Q v, v, g
tels que

Sup‘/SZ(H,x)dx‘ =0, (3.3.11)
oer | Jo
2, |2 2 2
‘SZ < \/27’9‘ +HzOH + (Z’QD , (3.3.12)
L% (R,H(Q)) 14 2 v
19
vsY _, 3.3.13
H Hllez rr2) — v ( )
0s; el N
—= <y(z(— — 3.14
H o0 Li(R,H(Q))*W(Q( v ) * v )’ (3.3.14)
2

|as: sy < (3.3.15)
VS < 3.3.16
H Mlls r,L2(9) =8 ( )
SV < 3.3.17
’ MllLse r,L2(9) = ( )

oS (0, )2
AN < vq. 3.3.18
H ot ‘L;’;(]R,Hl) = ( )
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Preuve En intégrant (3.3.7) sur § alors, nous obtenons

aSY - -
u/ S, dx +/ Edx — / V- ((.A6 + u)VSZ)dx = / V- Cedx. (3.3.19)
Q o 00 o Q

En utilisant la formule de Green dans le troisieme terme du premier membre de 1’équation (|3.3.19)

alors, on a
/S”d+d/5”d /(A+)355d /é d
7 T — ¢ o= < - ndo
do 80 on 90
v d v _ 1 5
u/ Sy dx + @/S)S“d:v = /m ((A6 + V)g +C. n)da. (3.3.20)
Du fait de I’hypothese (3 , on a
v d 1%
/‘/qudx + %/QS#da: =0. (3.3.21)

L’équation ci-avant est une équation différentielle ordinaire dont la solution peut étre écrite comme
suit :

/QSZ(GO +1,)de=e* /Q Sy (0o, -)dx. (3.3.22)

Comme la fonction 6 — S,(0,-) est périodique de période 1 alors, la seule possibilité de satisfaire

I’équation (3.3.22) est que:

/QSZ(H, )dz =0 pour tout 6 € [0;1].
Au final, la relation (3.3.11)) est vraie.
En multipliant 'équation (3.3.7) par S;; et en I'intégrant sur €2 alors, on a :

.

En utilisant la formule de Green sur €2 dans les deux derniers termes du premier membre de I’équation

(13.3.23) alors, on a

Sl/

da? +/ 50 NSde — /Q V. (fle + u)VSZ)Sde = /Qv -C. Stdz. (3.3.23)

/Q Ve (A4 0)VSy)Syde = - /Q (A +v) VS VSLda + /8 ) (Ac+v) Sy nSide (33.24)

et

/ V-CShdx = — / C.VSidr+ | C.-nSdx (3.3.25)
Q Q o0

ou n désigne la normale extérieure a ) et o la mesure surfacique sur 0. Dans chacune des intégrales
sur le bord, )/ est a comprendre comme 71 (S};).
En injectant les relations (3.3.24]) et (3.3.25)) dans I’équation (3.3.23)), alors on obtient :

1d
M/Q dac+2d0/

Sy Sy

- oSs” -
dx—i—/(.A +v ’VS” dx—/ (A€+u)8—7585d0: —/CE VS, dz+
Q o0 Q

C. - nSYdo.
o0
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ou
v 1d v 2 1 v 2 1 v 5 v
u/ﬂ S, dx+2d9 S, da:—&—/Q(AE—l—V)‘VS# da:—/BQ(.AC—l—l/)g‘S’#da:—/QC6 VS, dx
+ [ CoonSYdo
aQ
ou encore

o JsiT

2@/

Sy

2 _ 2 .
d:ch/(AeJru)‘VSZ dx:/ ((A +v)g+Ce - n)S”da
Q 00

- / C.- VSl da.
Q
D’apres 'hypotheese (3.3.8)), 'équation devient :

J sl s 55 ),
T
i 2 df

En utilisant l'inégalité de Cauchy Schwarz dans le second membre de 1’équation (3.3.26]) et en

majorant, on a :

Sl/

v
S,

2 .
dx + / (Ac + V)’VSZ
Q

2 ~
der = 7/ Ce- VS, dx. (3.3.26)
Q

1d 2 - 2
st| a s +)|VS) . 3.3.27
,u/ﬂ I+2d9/ . 1‘+/Q(.A +v) ! e ( )
En intégrant de 0 & 1 par rapport a la variable 6, on a
/ HS” a8 +/ / (A +v ‘vs" drdf < V‘Q‘ / H 6, (3.3.28)
L2(Q L2(Q)
- 2
puis comme A, + v > v et HSZ Lo > 0, alors on en déduit que
1 2
VS| dedo < ‘Q‘ HVS” 3.3.29
1//0 /Q ‘ n| E=T Mg rL2@) ( )
ou
Hv W‘Q‘H (3.3.30)
L% (R,L2(Q)) L7 (R,L2())
ce qui permet finalement d’obtenir
Hvs; ] < 1‘9‘ (3.3.31)
L3 (RL2(Q) ~ V
Par ailleurs, on a :
2 1d
‘ sil,+35 (\ s ) + qusv < VIQH’VS” (3.3.32)
En intégrant la relation ) de 0 & 6, pour tout 8 € [0, 1], on obtient
' S 2d9 L d Sy d@ S d9 Q SY|l do
it — it it < v . 3.3.33
o, sl +2/0d9(! oo [ [silas <ofo [ [osgan. @
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En tenant compte de la positivité du premier et du troisieme terme du premier membre de (3.3.33))
alors, on a

1 2 2 1
s([lsi@n| - [lsie.]) < ‘Q‘/ EARE 3.3.34
2(s<>2 £0.)],) <sl| [ [wsi], (3:3.34)
ou
2
’ 50, - < 27‘9‘/ AR S ((),')H2 (3.3.35)
ou encore ) )
v (9, H <2 ’Q‘HVS” ’5" 0, H . 3.3.36
i@, 212952, o ey, + 55000, (3.3.36)
D’ou
[RAC )H2<272‘Q]2+H H2 (3.3.37)
M( s g = v 20 2. .O.
Enfin, si nous intégrons encore une fois sur [0, 1] la relation (3.3.37)), alors on obtient
PCRNE 2
‘3;(9,-)’ < 2{9’ n Hon . (3.3.38)
L% (R,L2(S)) v 2
Dans L7 (R, H()), la norme || - L2, (&, mr1.(0)) se définit comme suit
3
). = / ]S” )
L2, (R,H (Q)) HL(Q
= (/ (’ Sy + Hvsl’ )dg) . (3.3.39)
2 0 2 3
= (191 75y )
L2,(R,12(9)) L2, (R,12(2))
Ainsi, les estimations (3.3.31)) et (3.3.38) de S}/ nous permettent d’écrire le résultat suivant :
PERINE: 2 ~ 2
’SZ < 2{9‘ + HZ()H + (f’QD . (3.3.40)
L% (R,HY(Q)) v 2 v

T . . a8 .
En multipliant 1’équation 1) par —z¢ et en I'intégrant sur (2 alors, on a :

/Sﬁ “dm—i—/ ‘(’)S”

Par la formule de Green, on a‘:

. o8,
dx_/ .(AEJFU)VSV “dx_/v C. “dx (3.3.41)

/Q (Ac+v)vsy) 68‘? :—/Q (A€+u)vs;~v(aa‘?) +/BQ (fle—kV)VSZ-na;g: (3.3.42)

ou encore :
[V (4 +nvs;) a;e” —— [(Aro)vsp V() + [ (Asr)opt o

/cv *V‘x+ Ce - n 258 4. (3.3.44)
» 5 3.

et
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De plus, on a

[ (At ) (%oty wspar= 3[4 ( [ (A v)|vsiw) - [ 2fwsi[a]. s

En injectant les relations (3.3.43)), (3.3.44) et (3.3.45) dans I’équation (3.3.41) , on obtient

[siSbar [ | e [ (Aw)spv(E) - [ (A+r)o gt
=—/Q(,1-V %)daH— aﬂc naa%“dx

ou

u*d%(/g\s;\ &s)) /y / (A + )| sy [ ar) - /Qav“jvs;fdx}

/(,4+)(9 /c V65>d+ ¢ 0%y
14 = i N ——ar,
o o0 90 o 90

ou

aapfa)) « [ a3 [, (e mlvsif'a) =5 [ Gy osi] aes

/{m(fig—l—u)gaa‘zﬂ— QCNE-V(%SQZ)dx—i- 3QC n%dm
2)+ G }%%(/ (Ae+u)‘VSZ‘2da:> :1/ %‘VSL"Qda:—i—

/BQ((A+1/)g+c}~n)a £ o — /c v a;;) )d:v

De I’hypothese (3 , on en déduit I’équation suivante :

A, 5 oS,
Pl de(H H ) H Hz ;je(/ (A€+”>’VSZ‘QCZ$) = Q/Qaéilwﬂfdm /C V( 20 )df’“’
(3.3.46)
Comme les fonctions HSZHQ et fQ (Ae—i—l/) VSZ‘de sont périodiques de période 1, alors en intégrant

ou encore

i (|5

sur 6 € [0, 1] on obtient

/ H H do < /01/9‘8 s dxd9+/ /‘ Hvs o, (3.3.47)

(3.3.48)

ou

1
(vt vsi| )
H H L2, (R,L2(2)) (2 Hllez, (r,L2() + H HllLz, (r,L2(2)
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d’ou, on a l'estimation suivante :

oS 2j9| 119
H < (1 n 1) (3.3.49)
L2, (R,L(Q)) v 2 v

En multipliant I’équation (3 par AS,, et en intégrant sur €2, on a

—uAASZSde /A v ae“dx+/ -(/lEJrz/)VSZ)ASZd:E:f/QVC} ASYdx. (3.3.50)

Le premier et le deuxieme terme du premier membre de I'équation (3.3.50) peuvent s’érire, en
utilisant la formule de Green, de la maniere suivante :

2
/ AS!Sydr = — / vs;
Q Q
/ rsv? ao / Vs

Par un calcul simple, on obtient

dm+/ 98, do (3.3.51)
o9

et

v

)d +/ o5
v+ [ g
0 00

do. (3.3.52)

Ve ((A+v)vsy) = V(A +v) VSL+ (A+v) V- (981),

Ve ((A+v)VSy) = VA - vy + (A +v)As). (3.3.53)

Alors, si on injecte les relations (3.3.51)), (3.3.52)) et (3.3.53]) dans (3.3.50]), on obtient

M/Q‘VSZ de—u/mgSZda—l—/QVS;V(a;Z) —Aggagﬁda
+/VA€~VSZASL’—|—/ (A +0)|asi] =

Q Q
u/Q‘vs;; /QVS/‘;-V(aaSe‘Z)+/S2VA€-VSZASﬁ+[2<A€+V)‘ASZ2

5 v v 8SZ
*/V-CEA$#d$+,LL/ gS#daJr/ 9259 do.
Q oN o

Il est logique de considérer Pespace L?(952), munie de la norme notée H . ‘

—/ V- Cc AS)da.
Q

ou

. On peut prouver
L2(89) peut b

qu’il existe une constante C(Q) telle que

v v

Sy € HY(Q) ] S < C(Q)‘ s

HllL2(00)

HI(Q)

Alors, nous en déduisons, par I'inégalité de cauchy Schwarz, I'inégalité suivante :

uHVS” +

(VSV

~ 2 ~ ~
/Q(ASJFV)’A(Slz dr < —/QV-CGASZCZ:U—/QVAE~VSZASZd:v+

2d0‘
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d
v — SVdo ).
H L2(6Q)+d9(/899 H 0)

On utilise ensuite cette inégalite tres importante dans la suite de cette preuve :

9] 2|

‘UV‘ YUty /Ll+ -~V (3.3.54)

1
qui se déduit du cas bien connu e +V =3
Ainsi, en posant V =V -C.,U = AS), on a

2
] v.ce i
/QV.CCASde:/Q ‘A€+l +/Q(AE:V)‘ASZ

2

(3.3.55)

et pour V =VA, - VS, et U =AS], on a aussi

/Q VA - VSIASY = /

A partir des relations (]3.3.55[) et (13.3.56|)7 on obtient

(3.3.56)

(A1) |\ ov]?
+/974 ‘ASH

| vs: 2+2d6 HVS” /Q(Aew))A(S; 2d9c</Q(A‘AS” dx+/ y
/Q(A"_V’ASV +/QA€:V+MC H ’LQ m)\ v Hl(m+d%(/mgsgdo) (3.3.57)
qui donne
uHVS” +2d0 HVS” 7/ ‘A (S da:</ } " / ’vew (3.3.58)
+1C(@)|g ‘Lz(am‘ v Hl(Q)Jr;;(/mgsgda). (3.3.59)

Pour obtenir une formulation simplifiée de I'inéquation (|3.3.5813.3.59)), on utilise ’hypothese selon
laquelle la fonction 6 — S} est périodique de période 1 permettant de déduire que les fonctions

2
1%
Sy

premier membre de cette estimation est positive. En effet, en intégrant sur [0, 1], on a

et 0 — | a0 9S,,do sont aussi périodiques de période 1. De plus, le premier terme du

S

(o) +ne@d

. (3.3.60)

<2 (Ivs: |
2 H L% (R,L2()) v % (R,L2(Q)) L2(8Q) L3 (R,H(2))

Ensuite,

HAs;

2 2 2 2
V22l o+ (2]e))
L2(09Q) v 2 v

(3.3.61)

ceiwarn = o (CJol) o)+ 252
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D’ou
" <72
‘ KLz (r,22(2)

A partir des résultats (]3.3.31[) et d3.3.58|-|3.3.59b ci-avant, on écrit les estimations suivantes :
Pour tout 6 € [0,1], on a

‘vs;(eo, ~)’ < g’Q‘ (3.3.62)

~ 12
2 " Le
< +/ i
/ Ac+v o Ac+v
v d 1%
A . + = /3 ) 95,do). (3.3.63)

2
, et HASZ

et

a1V

uvs; )+ pfasi],

#C©)o

o

2
, cette derniere inégalité
2

Puis, en tenant compte de la positivité des termes HVSL’

devient plus simple

)= (sl

Alors, en intégrant (3.3.64]) suivant 6 € [0y,6,] C [0,1] on a :

01 01
o [, sl < v, o sy o) uee [

En utilisant 'inégalité de Cauchy Schwarz, on majore encore une fois le terme de gauche dans le
second membre ([3.3.65)).

v

d
— vdo). (3.3.64
HV " HI(Q)Jr dQ(/mgS“ 0) (3:3.64)

#[o) +ne@d

2d9( L2(8Q) ‘

FllEL ()

. (3.3.65
g’ L%BQ)‘ ( )

2 2 2 2
[vsiona, = [vsicn |, <25 (Glel) + o))

+2uC(Q)Hg’ Li(R,H(aQ))\/Q’f‘Qr + Hzf’Hz * (%‘QDQ (3.3.66)

Soit

s o} <2 (2] + ) + st

V22 2 v 2
7 e I SRR Gt
L2 (R,L2(0Q)) v 2 v

+Hv5;;(90, )Hz (3.3.67)

Ainsi, pour tout 6 € [0;1], nous obtenons la relation suivante :

2
[0, <22 (Gl + o) + 2@l o V2 12 L+ (Glol)

+(%‘QD2 (3.3.68)
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Au final, on a :

< (3.3.69)

|vs: -
L3 (R,L2())

ou 3 est une constante positive.
Comme la fonction
v
T ? S;L ('a (E)

est périodique sur le domaine €2, alors on peut utiliser la décomposition de fourier pour obtenir
Sy =Y Sk(t,0)e™, (keN)
keN?2

et
vs;

3

- ‘kﬂ S Si(t, 6)et
keN2

alors, on a

2 2
s, = [ostce;

Au final, nous obtenons pour tout 6 € [0, 1]

SY < 3. 3.3.70
’ Pllpee(r,L2(0)) — s ( )
Nous allons chercher & montrer I'estimation suivante
oS (0,) 2
k7 < . 3.3.71
H ot ’ L (RH) — e ( )

En dérivant 1’équation (3.3.7) suivant le temps, elle devient :

as;, o 0S; - as;

" ot +89( En )=V ((Ac+v)V( T )=V .Ce (3.3.72)
o( o
avec les conditions aux limites ((;; ) = % ou
s 0C.  0A._ .,
Ce = 5 En VS# (3.3.73)
et - -
~ oC. 0A, y
Ve ’v’<8t A VS“)
. aC. OAc_ o,
Vo=V () + Y (V)
-0 . DA, L AL .
v.C _a(v-ce)Jrv( - )-vsy+ " v (vsy)
€ — 8(V éﬁ) 8(V/L) v a-’zte v
Vv-C BN + 5 VSM + e AS’H. (3.3.74)
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On combine les relations (3.3.73)) et (3.3.74) pour donner une estimation sur C¢ et déduire existence
d’une constante 4 dépendant uniquement de v, v, () et s telle que

‘CNe L2 (R,L2(Q S’Yél
L (R L2@) (3.3.75)

<
L@@

et
(of+ s 7).

Multiplions I’équation (3.3.72)) par aast“' puis intégrons sur 2 en appliquant la formule de Green dans
le but de faire intervenir les termes de bord

oS |2 08 |2 oy Lo oSy oS,
/Q’ 2d9 /Q‘ / ‘V /69(“46*”) PR v( ot )
- oS”
+ Ce . n—~
L&
oSy 2 1 X oS 2 N L
/’ 2?/’ / ’V ’_/30(A+>8t ot /ch(at)‘L
- oSY
Ce - n—Lt
o0 ot
ou encore
a8 |2 sy 2 ) L 9y - Sv
B = € [k
/‘ 2d9/‘ / ”L”)‘v( ot _/89<(“4€+”)8t+c ) ot
oSY
— [ Gev(=n
v (%))
ot oS g A oS
. dg | 5. L dg OC. 0A, L
/aQ<(AE+V)8t+C ) /69((“4 H)gy g S
ou
<09 s N\OSL dg | 9C. DA \0S],
/89<(“4 V) +C ”) at */89((“4 % M g) t
ou encore

9y s NOSL [ ay . \0sY
/m((A +0) 4 Cen) _/{ma((&w)gwe-n) -~

/{m ((Ae—i—v)@—kc}-n)a‘sﬁ =0.

ot ot
08"
_ € K
/Qc v( ! )dw. (3.3.76)

Au final, on a :

Alors, nous obtenons

AREF IR

“H 2.do

/A +V‘V 88”
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En utilisant 1’inégalité de Cauchy Schwarz, majorons le second membre de l’égalité précédente
oS, oSy, 68"
|52 ) / A+ )|V (=]

88 || e . .
En utilisant la périodicité de la fonction 6 — H L H et la positivié du premier terme dans le premier

membre alors, en intégrant sur €2 la relation 1) on obtient : V 6 € [0, 1]

dl’ < "}/4‘

+5 da (H (3.3.77)

2.

681) 2 v
Z/HV 2 S Y4 H . )
ot 1112, (R,L2(0)) ot 122, (r,L2(2))
qui donne
oSY
HV—“ < (3.3.78)
ot L2, Rr,L2(Q) ~ v

En prenant 6y € [0, 1], on obtient donc lestimation suivante :

0o,
Hvﬂ ] <! (3.3.79)
L3 (RL2(Q) ~ Vv
Par ailleurs, on a
oSy, 1 d (198, 88”
- <
WS 53 (1) + [ rvle ol e < v 5],
ou
oS, V&S‘” oS,
s 1)+ 19 5 |, =l 5,
ou encore o iy
_Kr
2d9 (H ) 4HV ot Hz (3:3.80)
Alors, en intégrant la relation (3.3.80) sur [90, 01] C [0,1] ol Oy est donné dans (3.3.79)), on a:
1 S, 01 0S¥,
- db < v ‘ do, 3.3.81
2 /9 o (H ) = 74/90 ot 2 (3.3.81)
ce qui donne
98,7 (61, ) a8, (0o, ") (12
Ha H 274‘ 12 (®,L2 Ha ’
t L2, (R,L2(Q)) t 2
on en déduit que :
05,(0,)112 _ 23 | (1a\?
AN | D RE 2
H ot Hz - v + ( v )
Cette relation est vraie pour tout 6 € [0, 1] alors, on obtient au final

<%

H (98”
L3 (R.L2(%2))

ol g est une constante positive dépendant uniquement de 4 et v.
Maintenant, en multipliant 'équation (3.3.7) par une fonction test v € H'(Q) et en intégrant sur
R x €2, on obtient :

1 1 asu 1 B 1 B
,u/ / S, vdzdo + / —Fodzdd + / / (Ac +v)VS), - Vodzdd = / / V - C.odxdf
0o Jo o0 Q 0o Ja
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1
- / (Ac + v)gvdods. (3.3.82)
o0

En tendant maintenant p vers 0 alors, on a :

1 v 1 ~ 1 ~ 1 ~
/ / ﬁvdwd@ + / / (Ac +v)VSY - Vudzdd = / / V - Covdzdf + / / (A + v)gvdods.
o Jo 00 0 Jo 0o Ja o Joa

(3.3.83)
En testant contre v € Hi (), on a :

1 aSV 1 _ 1 B
/ / 3 / /(.AE +v)VS” - Vodzdl = / / V - Cevdxdf. (3.3.84)
0 Ja 00 0o Ja 0o Jo

En utilisant la formule de Green dans le second terme du premier membre dans le but de faire
disparaitre le terme d’integrale sur le bord, on montre facilement que le probléeme

oS”
00

—v. ((AE + V)VSV) —V.C. (3.3.85)
est vérifié au sens des distributions.
Par contre, donner un sens a la condition aux limites

oSY
on

=g sur 0N}

pose des difficultés car % n’est pas défini pour S” € L?(R, V). Pour pouvoir donner un sens & la

condition aux limites, il faut une régularité supplémentaire sur S”. Alors, en utilisant la formule de
Green du troisieme terme dans le premier membre de la relation (3.3.83)), on obtient :

1
/ / / A +v)VSY - Vodzdl — / / / /V C.vdzdd
0 a0

1
- / (A 4 v)gvdods. (3.3.86)
20
Comme a5
=V ((AE +1)VS ) ~-v.C, (3.3.87)
on a, en fait,
1
~ oSY
/0 /GQ(AE +v)(g- ~ Jvdodo =o. (3.3.89)
On peut prendre ici n’importe quelle fonction v € H B (09), et en particulier
" 08
9T
Alors,
/ (A +v) ‘g - —‘ dodf = 0 (3.3.89)
o0
ou 0S¥ 12
qu - on L% (RL2(09)) — (3.3.90)



3.3 Existence et unicité de la solution du probleme de transport du sable 46

On en déduit donc que
oS”

on

= g sur 0f)

On a aussi le théoréme suivant.

THEOREME 3.3.3 Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme , Ve > 0, v > 0, le
probleme admet une unique solution S = S¥(t,0,x) périodique de période 1 en 6. De plus,
elle vérifie les estimations suivantes dépendant uniquement de v, v1, Y4, 1, Genr, 20 €t g

sup‘/S”(G,x)dac‘ =0, (3.3.91)
6cR Q
H\//LVS" < y(Q : (3.3.92)
L2 (R,L3(2))
oS” 1
< Q‘ e 3.3.93
H 00 12 (®,L2() _7‘ (27—1—‘5)’ ( )
H\/fleASV ’ < 73’9‘(7‘9‘ +1), (3.3.94)
L2 (R.L2(Q) ~
2
3 e
vSY <4 ’Q‘ ‘Q’ 1 : 3.3.95
H L (R,L2(Q) K (V + )+ Ginr ( )
S <220/’ ’ 3.3.96
‘ Ly (R,L2(Q) — 7 ‘ ‘ +HZO‘2’ (33.96)
88”(97) 2 ’774
o ) <" 3.3.97
H ot ‘Lg;(R,Hl(Q)) = Ginr ( )

Preuve L’existence de 8" s’obtient directement en tendant p vers zero dans ([3.3.7)).
En suivant la méme idée que dans la preuve du théoreme on intégre (3.3.6)) sur £ en utilisant

la formule de Green pour obtenir

aSY / - / ~
de— | V- ((Ac+v)VSY )de = | V- -Cdx
e | V(A nvs)de= |
ot d 25"
— S"dx—/ Ac+v do = C. - ndo
do /sz asz( ) on 20
ou encore
i S”dx:/ ((fle+1/)g+C~E ~n)da
de Jq ’
soit

o0
i/SVdac—o (3.3.98)
W/, = 0. 3.

Comme la fonction

0%/8”(9,-)&0
Q



3.3 Existence et unicité de la solution du probleme de transport du sable 47

est périodique de période 1 en 6, alors la seule possibilité de satisfaire I’équation (|3.3.98)) est que :

/S”( )dr =0 pour tout 6.
Q

Finalement, on a :

sup ) / Sy(e,x)dm‘ =0. (3.3.99)
0eR

Pour montrer que la solution du probleme (3.3.6) est unique, considérons S” et S” deux solutions
de (3.3.6)), alors, S* — S¥ est aussi solution du systéme suivant :

A2 V- (A +2)V(S" = 89)) =0 10, T] x R x 0

S87(0,0,z) — S¥(0,0,z) =0 Q (3.3.100)
AS=S") — 010, T) x R x 99

En multipliant (3.3.100]) par S¥ — S¥ et en intégrant suivant 2, nous obtenons :

QdG/‘

Du fait que la condition aux limites impose la nullité du troisieme terme dans le premier membre,
nous obtenons donc

2 - v _ Qu _
do— [ (P& s - s =0
o0 on

/ (A +0)|V(8” - 87)

2d9/’ A(Ae+y)‘v(5v,gu)2 z = 0.
ou 2
2 a0 (H ) + VHV - 8Y) , S0 (3.3.101)
qui donne, comme le second terme est positif
2 d0 (H SY) ) <0. (3.3.102)

En intégrant (3.3.101)) suivant 6 de 0 a 1 et en utilisant la périodicite de S* alors, on obtient :

) v

I/HV(S” —8v)

Alors,
2

12,(R12Q)

Puisque ¥V t € [0,7),0 € R, §*(0)—S”(#) € H}(Q), on peut utiliser 'inégalité de Poincaré : il existe
une constante ¢(£2) telle que

_ 2
S~ 8 e HY(Q HS” s’

s s

L2 (R, L2<ﬂ>> L2, (R,L2(Q))

Alors,
2
S —-8¥

L2, (R,L?(Q))
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Finalement ~
SV =8v.
En multipliant ’équation (3.3.6)) par S” et intégrant suivant (2, nous obtenons
1d 2 . 2 ~ as” ~
Ly dx+/(AE+V)‘VS” dx—/ A+ 8%do = [ V-C.8%dr  (3.3.103)
2d0 Jo Q 09 on Q
Ld / s 2dx+/(A +)|vse| / A+ 2 svq /é VS da
- e — € g = — €
2 db Q Q a0 87’1 0
+ [ C.-nS¥do (3.3.104)
o0
ou encore
1d

SU

2 - 2 ~ ~ ~
dx—i—/(Ae-i-v)‘VS” dx:/ ((A€+1/)g+C€-n) S”da—/Ce VS¥dz. (3.3.105)
Q o0 Q

24d6 Jo
En utilisant 'hypothese (3.3.8]) et en majorant le dernier terme dans le second membre de (3.3.105)
par I'inégalité de Holder, alors on a
2 -
dx < W‘Q’( / A,
Q

1d /
2d0 Jq
2
Comme la fonction 6 — / SY (6, )’ dzx est périodique de période 1 alors, en intégrant (3.3.106
Q

2 N
S Vs d:c) . (3.3.106)

2 ~
dx + / (Ac + V)’VSV
Q

suivant € € [0, 1], on obtient :

/1 / (Ac+ ”)’VSV < V‘Q‘ /1 H\/ZVSV do. (3.3.107)
0o Jo 0 2
Comme -/L +v 2> AE, on en déduit que
/01 H\/ZVSV zd‘" SV’Q’/; H\/«ZVS” ,49- (3.3.108)
Dongc, au final on a :
H\/ZVSV LR e (3.3.109)

En intégrant (3.3.107) suivant 6 € [0,,0,,] alors, on obtient :

/ew/(Awu)‘vsu dedﬁgy‘ﬁ‘/l [V Avs
Oa Q 0
ou

2 1 _
dudf < / / (A + u)]vsv
0 Q

,46 (3.3.110)

/ew / (A + y)‘vsv  dadd < V‘Q‘ /1 H\/ZVS” d6. (3.3.111)
0o JQ 0 2
Comme Gy < A, + v, pour tout 6 € [0,,0,], alors on obtient :
/9w / Ginr VS”‘dedO < W‘Q‘ /1 H\/Aivsv do. (3.3.112)
0, JQ 0 2
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Au final, on a :

VS

Qde)% < W‘Q‘ . (3.3.113)

0.,
( /9@ Ginr

Pour un 6 choisi dans [0, 0,,], on vérifie aisément la relation suivante :

HVS”(eo, -)’ < M (3.3.114)
LZRL2Q) ~ /G
Soit la relation définie par :
2d9/ ‘S” dx+/Q(A€+u ’vsv dz <7‘Q’HVS” (3.3.115)

Comme le second terme dans le premier membre est positif, alors en intégrant sur [0, 8] on obtient :

sl @) -5 (s 0l) <alel [ Vaws], (33116
h (lsve.0) <27}l + |70 3117
pour tout 6 € (0,1). Alors, nous obtenons finalement
HS” ’ < 27‘9‘ |z (3.3.118)
Le=(R;L2())

Dans la suite de la preuve du théoreme [3.3.3] nous appliquons la méme procédure que celle du
théoreme [3.3.2) - pour étabir les estimations sur §”. Pour cela, nous commengons par multiplier
I’équation (|3 par —AS”. Alors, en intégrant - sur 2 et en utilisant la formule de Green,
on vérifie facﬂement I’équation suivante :

, aS” 8S¥
2d9/’vs de = o0 On 00

~ 2 ~
do + / (Ac + V)’ASV dx = / VA, -VS'ASYdz  (3.3.119)
Q Q

- / V. C.ASVdz. (3.3.120)
Q

Alors, en posant V = VA, -VS" U =AS" et V = V-C.,U = AS” dans le but de majorer
respectivement le premier et le deuxiéme termes dans le second membre de ’équation (|3.3.119

3.3.120)), on obtient :

AL
dx</‘ ‘ \VS”Pd +/J§L€|dx. (3.3.121)
Q

etV

‘vsv

dz + - /(A-i—V’AS”
29

2d9

2
La fonction 6 — fQ ’VS Y| dx est périodique de période 1 et comme les fonctions el et

, alors en intégrant suivant 6 € [0,1], on a :

2

2 1 € 2

dxdegf/ /f’vsy
o Jo Ac+v

sont bornées par ’y‘fle

1 [t .
7/ /(A6+u)‘A5"
2 0 Q

2

2 ! ’AE
dxdf + / /Nidmde. 3.3.122
7 0o JoAc+v ( )
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Comme A, + v > AE, alors on a :

VAAS VA +1]e[). 3.12
2 H L2, (R,L2(Q)) ( VS L2 (R,L2(%)) 7 ) (3.3.123)
Au final, on a :
- 2
VANSY <2 ‘Q‘ ‘Q‘ 1 3.124
H AAS L% (R.L2(Q) K ( + ) (3.3.124)
Par ailleurs, on a a partir de la relation (3.3.121))
y y \V . \vc \2
= d9 ‘vs dr + VHAS ~|VSH e+ dz, (3.3.125)
ou simplement
v ’VA ‘ 1/ 2 |VC~5‘2
‘vs dr < IVS*[Pde + [ 2 da. (3.3.126)
2 d9 Ac+v QAc+v

Donc, ¥V by € [0a, 0.,] on obtient

! \V VC[? ’
§HVSV( / / ~|vs” d:cd0+/ / ~da + 2HVS” o, 3121
ou
2
2 79
Hvsu(ew)H §473’Q’<7‘Q’+1) + . (3.3.128)
2 thr
Alors en passant au sup pour 8 € [0, 1], nous pouvons écrire I'estimation suivante
2
VS ’ Q Q 72‘9‘
v 1 3.12
95 iy = 07101l + 1)+ (3:3120

C g . asY L .
On multiplie I’équation 4) par —/- et on intégre sur {2 en utilisant la formule de Green, alors

on obtient :
/ ‘88”

Par ailleurs, on a :

/ -(A€+u)v5” 65” / v.i %% (3.3.130)

v v

/Qv. (Ac+v)vs”) aa‘jdx: ,/Q (Aew)vsuv(aa‘se )d:c+/m (fleJru)g%da, (3.3.131)

/ch} aéjdxz—/ﬂ(iV(%j)dw—l— 8QC~€-na;;da (3.3.132)
et
/Q (A+ V>v<a§;) VSVdr = %[d%(/g (A+v) ‘vs" de) -/ ‘98“‘} de} (3.3.133)
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Nous injectons les relations (3.3.131)), (3.3.132)) et (3.3.133) dans I’équation (3.3.130|) pour obtenir

/‘85” dx—l—/Q(Ae%—V)VS”V(a;;})dz—/m (Ae+u) 3;; /c v(a;eu)dx
—I—/[mé6 n%dc
/ e[ [ (Ao [ws ) [ 04|55 au] - R R KA
+ ée-naaiyda
ou encore -

Hasv

00

de) = %/ 8,216
Q

/Qc v(&';;)dx

) =g [ e [ ew (G

A.|. En plus, les fonctions A., C. et S” sont périodiques

[l

Qdm—k/m ((A +V)g+C n) 88”d0

D’apres alors, on obtient

HaS” # gl [, (s v)lvs
ac.

%o | sont bornées par

DA,
Comme |55

)

en 0 et de période 1, alors il en est de méme pour la fonction C.VS”. Par conséquent, en intégrant
suivant 6 € [0,1], on a :

a5 ,
/H _2// dmd@—l—//deCVS )ddo - // dxdf
(3.3.134)
o 1 1 5
a5 1 DA 2 ac.
9 < = — v 3.
/ | %546 < 2/0 /Q dzd9+/0 /Q] e |vs”duds (3.3.135)
ou encore

dzds. (3.3.136)

[15 w3 [ falss a4
0 Q 0 Q

On majore ensuite le second terme dans le second membre en utilisant 1'inégalité de Cauchy Schwarz
pour obtenir

1 . \F
A|vs*|azdo < 50| Avs” . 3.3.137
/0 /Q VI L2,(R,L2(Q) ( )
Si on injecte (3.3.137)) dans (3.3.136]), on obtient :
os” .
Vi o /Avs: e
H 2R, L2(Q)) (2 H 2 (R,L2(Q)) ﬁ’ ANVS L;‘;(R,LQ(Q))) (3.3.138)




3.3 Existence et unicité de la solution du probleme de transport du sable 52

Au final, S¥ la solution du probleme (3 satisfait I'estimation suivante

1
< Q‘,/ - . 3.1
L2 (R,L2(9)) *7’ (27+ﬁ) (3.3.139)

Nous montrons maintenant 1’estimation suivante :

H@S”

H&S‘”

H s (3.3.140)
LY RHQ) ~ Gy

Comme la solution §¥ du probleme (3.3.6]) est différentiable par rapport & la variable ¢, alors il

devient : ( )
o( % . oSY :
50 V- ((Ac +v)V( 5 N=V-C (3.3.141)
avec les conditions aux limites —5— = 5/ ol
s 9C.  OA.
.3.142
ot ot (3.3 )
et B 5 5
5o O(V-C) O(V-A) L, O0A.
V-Cs = 5 + 5 VSY + 5 (3.3.143)

€

On se base sur la relation (3.3.143)) pour majorer C¢ par une constante positive g dépendant unique-
ment de y et €2 telle que

C <

‘ L2 (R,L2(Q) — s

Hv.@e

(3.3.144)

<
L@@~

ou
=l ] ol )

En multipliant I’équation 1D par W et en intégrant sur 2 on a :

dSY |2 asv . o%-)as”
2d9/‘ /(A +V‘V d —/BQ(AE—H/) B 8tda—

.08 . oS
—/Qc v( = )dx+ | Ceongdo

En utilisant la condition sur le bord du domaine, on obtient

2d9 /‘GSV /(A +”)‘ V(& da

ot
_ agos o
/89(A+)8tatdaf/ﬂc / .
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En regroupant, les termes sur le bord, on obtient finalement
oS” |2 oS” ~ dg oS” oS”
)V ( d = i Cen Ce-V d
2d9/’ /A”‘ )| A /(S,Q((A+)at+ ") oo /Q V(%)
(3.3.145)
Le premier terme du second membre de la relation ([3.3.145]) se reécrit comme suit :
dg oS” a/, = oS”
(Ac+v)=+C-n :/ —((Ac+v)g+C°-n)—=L
/(m ( ot ) ot 29 (91&( ) ot
et donc s’annule d’apres I’hypothese 1D A partir de la relation (3.3.145|), nous obtenons
oS” AHENE
)+ [ A n[vGo)
A Daide de I'inégalité de Cauchy Schwarz, nous majorons le second membre

) [ ol e < AT

2
, on obtient la formulation suivante : V 0 € [0, 1]
2

aS”
dz = Qc v( = )dm. (3.3.146)

s

os”

5|7

En utilisant la périodicité de la fonction 6 — H %

[VATEEL, oy < o VAT 5

L2, (R,L2(Q))

D’ou 68”
H\/ v=|.. < . (3.3.147)
L% (®,22(9)
11 existe donc un 6y € [0, 1] telle que
HVL (6o, ')’ <5 (3.3.148)
ot LZRL2Q) ~ /Gy

En utilisant la décomposition en série de Fourier de 2 W’ on a :

HGS”(HO,

oS ( 907 )H < 8
ot

\Y .
<] = G

(3.3.149)

Par ailleurs, on a :

s (1 1) + A e gl e <[ fav TG,
it 05" 05" 0S¥
s (1 1)+ 195 |, < wVav g
Y (0o,61) € [0, 1] tel que 6y < 0;:
2N < VAT i * e
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et par conséquent

%5 <+ ()

Cette relation étant vraie pour tout 6 € [0, 1], on obtient au final

H&S”

1
< 2(2 - )
L (R,L2(Q)) — T\t thr

[
Par ailleurs, nous avons la formulation variationnelle du probléeme ([3.3.6]) : pour toute fonction test

v e HY(Q),
L roasy Lo 1
// 3 //(Ae-f—l/)VSV'Vvd:EdQ:/ /v.cfvdxdg
0 Q 0 0 Q 0 Q

1
+/ (A 4 v)gvdod. (3.3.150)
e}

Comme nous venons d’établir des estimations sur S” dans le théoreme [3.3.3[telle que la suite (S ”)
v

est bornée indépendamment de v en norme L3 (R, L*(2)). Alors, on peut extraire une sous-suite

de la suite (8”) qui converge faiblement vers une fonction S € L (R, L*(Q)) dés que v tend vers

v
0. D’ou, en passant a la limite on obtient

1 1 1
/ / ——vdzdf + / / ANS - Vodzdd = / / V - Cvdzdf + / Ac.gvdodd.  (3.3.151)
Q 0 JQ 0 JoQ

En prenant v dans I'espace H}(Q), on a :

1 1
/ / == vdzdf + / / ANVS - Vudzdd = / / V - Covdzds. (3.3.152)
Q 0 Q

En utilisant la formule de Green au second terme de I’égalité précédente, on montre facilement que
oS ~ 5
_ . =V C.. .3.15
-V (A vs) v.C (3.3.153)

En utilisant encore la formule de Green dans le second terme de (3.3.151)), on a :

1 88 1 B 1 B 88 1 _
/ / —wvdxdl + / / V- (,AEVS) vdxdf + / A —wvdodf = / / V - Ccvdxdf+
o Jo 00 0o Ja 0o Joa on o Ja

1
/ A.gvdodd. (3.3.154)
o0
Alors d’apres (|3.3.153)), on obtient
1
~ oS
Aclg— — Jvdodf = 0. 3.3.155
/0 /39 ( 3n) ( )
On en déduit donc que
s = g sur JN).

on
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THEOREME 3.3.4 Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme quelque soit € > 0 il
existe S=S(t,0,x), périodique de période 1, unique solution du probléme

98 V- (AVS) =V -C. dans (0,T) x R x ©
8(0,0,z) = zp(z) dans (3.3.156)
‘g‘z =g sur[0,T] x R x 09Q.

De plus, il existe une constante 1 dépendant uniquement de vy, € telle que

sup‘/S(@,x)dw‘ =0, (3.3.157)
oer | Jo
<A 3.1
HSHL‘X’(RLz(Q)) = (3:3.158)
H H < B (3.3.159)
LOC L2(9) Gthr

Preuve Pour montrer que la solution de (3.3.156) est unique, on suppose que S et S sont deux
solutions de (3.3.156)). Alors, S — S est solution du systéme suivant :

8(%7;5) -V (./LV(S—S)) =0 dans (0,7) xR x Q
S(0,0,2) — 8(0,0,) = 0 dans (3.3.160)
‘9(‘27;5) =0dans [0,T) x R x 99.

En multipliant (3.3.156) par S — S et en intégrant sur {2, nous obtenons :

2d9/‘ d“"”/ 878) >

(S — &)do = 0.
QdH/‘ d“””/

Ainsi, avec la positivité du deuxiéme terme de I’égalité précédente, on obtient

V(S — S dx—/.A

on

V(S —S)f —0.

2
-9
dHH( ) 2
Puisque les solutions S et S sont périodiques de période 1, nous obtenons
2

H(S(e) - 3(0))”2 —0.

Ainsi, on a finalement B
S=8.
Les inégalités (3.3.157), (3.3.158) et (3.3.159) s’obtiennent directement des relations (3.3.91), (3.3.97)

3.3.96)), en faisant tendre v vers 0, ce qui est justifié par le fait que la solution S est bornée
indépendamment de v dans L3 (R, HY(Q)). ]
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Preuve du Théoréme [3.3.7]
On suppose que z§ et z§ sont deux solutions de I’équation (3.3.4)), alors, z§ — z§ est solution du
systéme suivant :

Q) 17 (AV(f = 25)) = 0 dans (0,T) x ©

25(0,z) — 25(0,z) = 0 dans 2 (3.3.161)
a(zg;ZS) =0 dans [0,T) x 99

En multipliant (3.3.161)) par z{ — 2§ et en intégrant sur €2, nous obtenons :

gt i =9 ae [

En tenant compte de la condition sur le bord, nous obtenons

ea Gt _Ze) € €
dm - aQA %(2‘1 — z5)do = 0.

V(2] —23)

2
s= / ‘ — %) / Alw (s — 29| =0, (3.3.162)
comme le second terme est positif, alors on a
|5 - =560
2 <0. (3.3.163)

dt

En intégrant suivant la variable ¢, et tenant compte de la condition initiale, on a :

2
21(t, ) — 25t -)H2 <0, (3.3.164)
donc ,
| = =) =0, (3.3.165)
finalement
25 = 25
Maintenant, nous considérons la fonction Z¢ = Z¢(¢t,x) = S(t,%,x) ot S est donnée par le
théoreme 3.3.41 On a alors
ozc 08  t 105, t

o oot et o) (3:3.166)

donc on déduit de (3.3.156|) que Z°€ est la solution de I’équation
0z 1 oS

€ € € - E
o~V (AVZ) = v €t o, (). (3.3.167)

En combinant les deux relations (3.3.4) et (3.3.167)), nous en déduisons alors que z¢ — Z¢ est la
solution du systéme suivant :

W — IV (AV(f-2Z9) = 2(t,L z)dans (0,7) x Q
(2° — 21— = 2 —S5(0,0,-), dans Q (3.3.168)

=20 — 0 sur [0,T) x OQ.



3.4 Homogénéisation 57

En multipliant (3.3.168)) par (2¢ — Z€) et en intégrant sur ), on a :

d=-2]) . =
dt —V G

Sl (3.3.169)
Ainsi,
‘ (L) — ZE(t, -)H2 < Hzo — 5(0,0, .)H21 /GZirt. (3.3.170)
Comme
el <l -] o]
alors

|

()], < o= 500G+ ], + 20%]0f
3 g = 0 s Uy 9 Gthr . 0 o Y .
8 2 9 2
5= HZO—S(O,O,-)H ./ T.—i—Hon + 2y ‘Q‘ .
2\ Ginr 2

Au final, on a donc

REMARQUE 3.3.2 Il est bien possible de remplacer la condition aux limites du probleme (3.2.12])
par une condition de Dirichlet z(¢,z) = (¢, z) sur 9Q. Dans ce cas, nous obtenons

ot e
2¢(0,z) = 29(x) dans Q (3.3.171)
z¢=g sur [0,T) x ON.

% _ly. (AGVZG) =1y.cc dans [0,7) x Q

On peut aussi remarquer que, sous les mémes conditions que dans le théoreme si on considere
I’équation l) avec la condition au bord homogene %in = g = 0 sur 9 ou bien I’équation
(3.3.171) avec la condition au bord § = 0 sur 992, les solutions z¢ de (3.3.4]) et (3.3.171) restent

bornée dans L>([0,T), L?(£2)).

3.4 Homogénéisation

3.4.1 La convergence a deux échelles

La convergence & deux échelles est un concept dii & Nguetseng [40] et est développée par Allaire [1].
C’est une branche de la théorie de 'homogénéisation. Le but de 'homogénéisation et donc de la
convergence a deux échelles est d’étudier le comportement de u¢ quant € — 0. ou u® est la solution
du systeme d’équations aux dérivées partielles suivant :

Leu¢ = f¢ dans QCRY
Byt = g sur 0N

(3.4.1)

ol Q est un ouvert de RY de frontiere 95).
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Par conséquent, il s’agit d’identifier une équation de la forme

Lu f dans QcCRN
Bu = g sur 0

(3.4.2)

sans la présence explicite de €, dont la solution u est proche de u€. L€ et B€ sont des opérateurs
différentiels dont certains coefficients présentent des oscillations de taille e.

DEFINITION 3.4.1 Une suite de fonction (u€).sg C LP(Q) converge & deux échelles vers une fonction
U appartenant LP(Q, L%, (Y)) si, pour toute fonction ¢ € C>(Q, LF(Y)) on a :

lim ng(x)w(x,;)dxz/Q/}/U(m,y)w(x,y)dxdy. (3.4.3)

e—0
U est la limite & deux échelles de u® dans LP(9Q, L, (Y)) o Y = [0, v

THEOREME 3.4.1 Soit (uc). une suite bornée indépendamment de ¢ dans LP(Q). Alors il existe une
suite extraite encore notée (ue)eso qui converge d deux échelles vers U. De plus, (ue)eso converge
faiblement -* dans LP () vers la fonction u définie par x — u(x) = fY Ul(z,y)dy.

Pour une preuve de ce théoréme, nous vous renvoyons a [1,9].

Dans le cadre de la théorie de 'homogénéisation, le critere de convergence a deux échelles permet
d’aborder beaucoup de modeles mathématiques. On s’intéresse a la convergence a deux échelles des
équations paraboliques. En effet, nous donnons la définition suivante.

DEFINITION 3.4.2 Une suite de fonction (2¢).so C L>([0,T), L3(2) converge & deux échelles vers
une fonction U appartenant L>°([0, T), L3 (R, L%(9))) si, pour toute fonction 1 € C*([0,T),C4(R,C(R)))
ona:

T T 1
lim /Q /0 ze(t,x)w(t,z,x)dtdm: /Q /0 /0 U(t, 0, 2)d(t, 0, v)dodtda. (3.4.4)

e—0

THEOREME 3.4.2 Si (29). est une suite bornée indépendamment de € dans L°°([0,T), L*(Q), alors

il existe une suite extraite encore notée (2%)esqo qui converge & deux échelles vers la fonction U €
L>([0,7), L¥ (R, L*(2))).

3.4.2 Homogénéisation du probleme de transport du sable

La solution z¢ de (3.3.4) est bornée indépendamment de €, dans L>°([0, 7], L?(©2)). On peut donc
en déduire un résultat d’homogénéisation qui permet de décrire le comportement asymptotique de
z¢ lorsque € est tres petit. z¢ converge a deux échelles vers Z € L*>([0,7), LF (R, L?(Q)). L’objectif
de cette partie est de caractériser I’équation vérifiée par la fonction Z, limite a deux échelles de z°€,
solution de (3.3.4). Partant du fait que

A(t, ) converge & deux échelles vers A(t, 0, z) € L=([0,T), LY (R, L*(9)) (3.4.5)

et
CE(t,x) converge & deux echelles vers C(t,0,z) € L=([0,T), LY (R, L*(9)) (3.4.6)

on a le théoréme suivant.
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THEOREME 3.4.3 Sous les hypothéses et (3.3.10)), pour tout T > 0 indépendant de €, la suite
z¢ solution de converge a deuz echelles vers Z € L>([0,T), Ly (R, L*(2)) solution unique du
systéeme :

%_V.CZVZ):V-gdans[O,T)XRXQ

s (3.4.7)
5= =g sur [0,T) x R x 09

on .Z(t, 0,x) et 5(t, 0,x) sont donnés par

A(t,0,2) = ag, (|U(t, 0, x)])

et
- - Ut 0, )
C(t,0,x) = cg.([U(,0,2)]) x U(t,0,2)]

Preuve

Considérons ¥¢(t, x) = (¢, E, x) une fonction réguliere a support compact sur [0,T) x Q et périodique
en @ de période 1. En multipliant la premiére équation du probleme (3.3.4]) par ¢€ et en intégrant
sur [0,T) x Qon a :

T 9ze 1 T 1 T
/ Gedtda — - / / V- (AV ) pedtde = - / / V- Coycdtda. (3.4.8)
oo Ot € JaJo €JaJo

En intégrant par parties pour le premier terme et en utilisant la formule de Green pour le second
terme, on a :

_ /Q 20()1(0,0, z)dx — /Q /OT

€ T T €
O tar + - / / AV Vydtds — / 4 o —
315 € QJo 0 a0 3n

1 T 1 (T
—f/ / Ce - Vysdtdx + f/ Cy°.ndo. (3.4.9)
€JaJo €Jo Joo
Comme aai; peut s’écrire sous la forme
oY ropNe 1 0PNe©
o = (ar) +e(ag) (3.4.10)
o o o, t o o, t
(57) o) = Sr(t—a) et (55) () = St =), (3.4.11)
alors, on a :

/Q/OT z((%—f) + %(g—z) + %v (AT ) dred i/OT [ agurdo

1 T € €
:_E/Q/O Ce-Vp dtdm—/@zo(x)w(QO,x)dm. (3.4.12)

En multipliant par €, nous obtenons 1’égalité suivante :

r € 6’(/} € r aw €€ T € € € T € €
e/ﬂ/o z(a) dtd:c—i—/g/o (%>zdtdx+/ﬂ/o V-(Avw)zdtdx—/o | Acgydo



3.4 Homogénéisation 60

T
_/Q/O Ce-Vwedtdx—e/on(x)z/J(O,O,x)dm. (3.4.13)

Comme 1€ est réguliere a support compact sur (0,7 X §2, et comme A¢ est une fonction réguliere
€ €

bornée, alors les fonctions (%f) , (%’) , V- (Asvws)) et V¢ peuvent étre considérées comme

fonctions test. Ainsi, en passant & la limite lorsque € tend vers 0, on a :

T
/ / / —Zdtdadx+ / / / (AVY) Zdtdfdx — / Agipdodtdd
0 (o9}
1 T~
- / / / C - Vibdtdodz. (3.4.14)
0 QJO

1 =0 sur 99,

En prenant 1 tel que

et en appliquant la formule de Green au second terme du membre de gauche de I’égalité précédente
se réécrit sous la forme suivante

/// ——v AVZ))z/Jdthdx:/Ol/Q/OTv.&pdtdgd% (3.4.15)

D’ou, au sens des distributions, on a :

%Z —~V-(AVZ)=V-Cdans [0,T) x R x Q. (3.4.16)

Par ailleurs, en utilisant cette derniere équation dans on a directement

//89/ Agi/}dtdcrd@-/ /em/ A wdadﬁdt—o (3.4.17)

pour toute fonction test 1. Ainsi, on en déduit que

g—i:gsur [0,T) x R x 99.

De plus, on peut caractériser les coefficients Aet C qui sont les limites a deux échelles des coefficients
A€ et C¢. On a donc,

T T
/Q/O A%/}Edtdx:/g/o a(l —beM(t,0,x)g.(JU(t, 0, x)|)edtdx.

En passant a la limite, on obtient

L] ' / ' au (U6, e = / /OT /0 udaitds,

De méme,

// Ceu dtdx—// 1—be/\/l(tGm))gc(|U(t9x)|)|uE 60,2 ;|1/)€dtdm
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et en passant a la limite, on a

/Q/OT/;cgc('U(tvM))mwdmx/Q/OT/;&/;dedtdz.

N - U(t,o,
A = aga(U(t,0,2)]) et C = cgc<|“<t’9’x>')u§tafc>|'

Ainsi

3.4.3 Résultat de correcteur

Comme les coefficients A(t,x) et C°(t, ) de I'équation ([3.3.4) convergent & deux échelles respec-
tivement vers A(t, 0, x) et C(t, 0, x), alors ils peuvent se mettre sous la forme suivante

AS(t,2) = A(t, x) + eAS(t, ) et C(t,x) = C(t, z) + eCi (L, ) (3.4.18)

ou ; oy
AS(t,x) = At > x), C(t,x) = C(t, > x) (3.4.19)

et . N 4
Ai (t, ZL’) = Al (ta g, :E), Ci(ta ZL’) = Cl(tv Ea .’ﬂ) (3420)

En se placant dans le cadre des hypotheses du théoreme (4.0.5)), les coefficients

.Z, C~, .»11, C~1, .ZE, 56, ~§, et CNf sont réguliers et bornés. (3.4.21)

THEOREME 3.4.4 Sous les hypothéses (3.3.9), (5.3.10) et (3.4.21), si z¢ est la solution de (3.3.4
et Z¢(t,x) = Z(t, E,x) ou Z est la solution de (3.4. ZI), alors pour tout T > ne dépendant pas de e,
2 — Z€ vérifie : ‘

26 _ ¢
€

ol a est une constante positive ne dépendant pas de €.

HLOO([(LT)’LZ(Q)) <a (3.4.22)

De plus, la suite Z=2° converge & deux echelles vers Z! € L>([0, T, Ly (R, L?(€2))) unique solution

€
du systeéme suivant :

07, _ T . (AVZY)=V-C +%Z 1 V- (A VZ) dans [0,T) x R x Q, (342
aail =0 sur [0,T) x R x 0Q. h
Preuve En utilisant (4.3.10]), I’équation (3.3.4]) devient
9 1y . (AV2) =1V.C 4+ V- (AV2) + V- (CV2z€) dans [0,T) x R x Q (3424

%= = gsur [0,7) x R x 09Q.
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Comme

aaZtE _ (%f)e N %(%)i (3.4.25)
ol

07\ ¢ 07, t 97\ ¢ 0z, t
(57) ®o) =St = a) et (55) (o) = St =, 2)

€
alors, Z€ est la solution du systeme :

078 1y (Fvzy=1v.é+ (8—2) dans [0,T) x R x Q
ot € € ot (3.4.26)
aZG SE.
5, — 9 5u [0,T) x R x 09.
n

A partir des formules d3.4.24|) et (]3.4.26[), nous déduisons que % est la solution de

L)t (v aae (5 2) - 20 60 () o G e
6(;5 =0sur [0,T) x 9.

(3.4.27)
Comme tous les coefficients du probleme sont réguliers et bornés, alors ’existence de %
est une conséquence directe du résultat de Ladyzenskaja, Sollonnikov et Ural’ Ceva [34]. En plus,
comme la condition aux limites de est homogene, d’apres ce qui précéde, nous montrons que
Ze;Z ° solution de est bornée dans L?([0,T), L?(f2)), et donc converge vers une solution Z!

solution de (3.4.23]). n




Chapter 4

Méthode numérique pour le
probleme de transport de sable

La compréhension du transport de sable est un défi pour les scientifiques comme tous les phénomenes
naturels. De nombreux modeles ont été construits par des chercheurs. On peut citer ceux de Bagnold
et Gadd, Van Rijn, Gerkerma, Meyer-Peter et Muller. Tous ces modeles se basent sur I’équation
d’Exner : 9 )
z

a1 170
o z est la hauteur de la dune, p (0 < p < 1) la porosité du lit et ¢ le flux de volume de sable.
Des travaux récents sont réalisés dans ce domaine par Faye et al [23]. Les auteurs démontrent dans
ce travail que ’équation converge vers ’équation a deux échelles sous certaines hy-
potheses. Ils ont construit une méthode numérique & deux échelles [24] pour approcher la solution z¢
de . Le principe utilisé est la décomposition de Fourier de la solution Z de pour simuler
numériquement leur probleme limite et de la comparer avec la solution numérique du probleme de
référence quand e tend vers zéro.
Dans ce présent travail, on utilise le principe de la méthode des éléments finis.

Nous considérons le modele a court terme de la dynamique des dunes et bancs de sable & proximité
des cotes dans les zones soumises a la marée :

0 1V (AVZ) = LV.Cdans (0,7T) x 2

2¢(0,z) = zo(x) dans Q (4.0.1)

w =g sur [0,T) x 90

ot 2¢(t, ) est laltitude du fond marin, ¢ € [0,T), pour T donné et x € €, € étant un domaine C!
de R?, A€ et C¢ sont donnés par

At ) = a(1 — beM(t, E U, z ) (4.0.2)

63
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et
Ul(t, E,:v)

u(t, ¢ o)l

avec a, b et ¢ sont des constantes positives. Le petit parametre e impliqué dans le modele est

le rapport entre la période de la marée principale %:13 heures et le temps d’observation qui est
d’environ trois mois, c¢’est-a-dire € = % = ﬁ. Nous supposons que le domaine §2 est borné et que

les fonctions U et M vérifient les hypotheses suivantes :

C(t 2) = o(1 — beM(t, z U, é 2P (4.0.3)

0 — (U, M) est périodique de période 1
M|, |22], %], [V M| are bounded by d,
AUy, tel que V (¢,0,2) € RT x R x Q, |[U(¢,0,2)| < Uppyr = (4.0.4)
(%—Lt’(t,é’,x) =0, V-U(t,0,z)=0
W (1,0,2) = 0, VM(t,0,2) = 0)
360, < 6, €[0,1] tel que V 0 € [0,,60.,] = [U(t,0,x)| > Uspy.

Pour la construction de la méthode numérique, nous utilisons le résultat (4.0.1)). La solution z€,
sous les hypotheses citées plus hauts, est bornée et converges a deux échelles lorsque € — 0 vers une
fonction Z donnée par le théoréme suivant.

THEOREME 4.0.5 On se place dans le cadre des hypothéses (4.0.9), (4.0.9) et (4.0.4). Pour tout
T > 0 indépendant de ¢; la suite (2¢) solution de (4.0.1) converge a deux échelles vers Z €
L>(R, L?((0,T), L*(2)) solution unique de

%_v.<jVZ):V-5dans(0,T)XRXQ

(4.0.5)
9Z — g dans [0,T) x R x 09
ot A et C sont donnés par
~ ~ U, o
At.0.0) = aga(U(e.0,2)) et Clt.0.0) = cau(U(t.0.0)) 175> (4.06)
De plus, si cette relation
Uphy = 0 (4.0.7)
est vérifiée, alors nous avons :
A(t,0,2) > Gy pour tout (t,0,z) € [0,T] x R x €, (4.0.8)
et pour Z¢ = Z¢(t,x) = Z(t, %, x), Uestimation sur z¢ — Z¢ est donnée par
€ _ ge
‘ z <a, (4.0.9)
€ Los([0,T),L2(R))

ol « est une constante dépendant uniquement de €.

Pour la preuve de ce théoreme, nous vous renvoyons au chapitre précédent.
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4.1 Méthode des éléments finis du probleme limite a deux
échelles

Le but de cette section est de développer une méthode numérique basée sur la méthode des éléments
finis permettant de construire une solution numérique de 'équation (4.0.1)); z°(¢,z) ~ Z(t, £, z).

)€

4.1.1 Formulation variationnelle

Pour approcher le probleme en espace, nous allons utiliser une forme équivalente, dite variationnelle.
La premiére étape consiste & dériver une formulation variationnelle : trouver Z € C°([0,T], R, L*(Q))N
L2([0,T),R, H*(2)) tel que Z(0,0,x) = Zg et

0z ~ ~ ~
pour tout v € H'(), / —vdz +/ AVZVvdz = Agvdo Jr/ V - Cvdzx (4.1.1)
o 90 Q a0 Q
Discrétisation en espace par éléments finis P;
Le domaine  (ici un carré) est découpé en n; éléments (finis) triangulaires Ty, k = 1, ....... ,nt. La

famille des triangles T}, forme une triangulation 7, indexée par le parametre h, la longueur du plus
grand des cotés de tous les triangles. Si I'on définit le fermé Q; = (J;-, T), nous observons que
Qp = QUT si, et seulement, si I' est une frontiere polygonale. La construction de la triangulation
Tr. doit respecter (par définition) quelques hypotheses :

1. les triangles sont d’aires non-nulles,

2. deux triangles voisins peuvent avoir en commun, soit un sommet, soit un coté entier,
3. les sommets définissant I'y, = 982, doivent étre situés sur T,

4. les coins de €2 (quand ils existent) sont des sommets de triangles.

Les sommets ¢ = 1, ....., ny des triangles T}, sont les sommets de la triangulation. Ils vont également
servir comme noeuds du maillage (les points ou la solution est calculée), car nous allons utiliser des
éléments finis P; (polynomes de degré<1).
Approximation par éléments finis P;

On suppose réaliser un maillage du domaine (£2) en éléments finis triangulaires T). Soit N, le nombre
de sommets du maillage. Les fonctions de V}, sont entierement déterminées par les valeurs qu’elles
prennent en chacun des N, sommets ¢ € R? du maillage. Pour un élément T}, quelconque, on pose
o' = ¢(¢"W) i = 0,1,2 (numérotation locale). Si T}, C R? alors

P(T) = A{pr./p € P}
est un espace vectoriel de méme dimension que P; or dim (P;) = 3 alors,
o) =ax+by+c VX eT;. (4.1.2)
Par définition de la fonction ¢ sur I’élément T}, on a :

¢ =aqd + bqg +c,
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o' =aqk + bq; +c,
¢* = aq; +bq, +c,

qui se met aussi sous la forme matricielle suivante :

° @ ¢ 1 a
©? @ g 1 c

L’élément T) est un triangle, par conséquent la matrice est non dégénérée d’ou l'existence des
constantes a,b et c. On peut facilement montrer que l'aire du triangle T} notée ‘Tk’ est égale a la

moitié de la valeur absolue du déterminant de la matrice. La fonction ¢ est une fonction affine donc

_| e ¢
Vo= v | = )
Oy

LYW
a=——-7 (pl q; 1 (414)
2’Tk‘ 2 2
©* q, 1
et
. @ ¢ 1
b= Qi 901 1. (4.1.5)
Q‘Tk) C
7 ¢ 1

11 faut savoir qu’en pratique, on n’utilise jamais ’écriture de la fonction ¢ donnée par (4.1.2)), mais
plutot Uexpression utilisant les coordonnées barycentriques.

DEFINITION 4.1.1 Les coordonnées barycentriques d’un point & € R? par rapport au triangle T} de
sommets ¢°, ¢!, ¢> € R?, sont les nombres réels Ag, A1, Az, solution unique du systeéme :

z = Xoq" + Mig" + Aog?
Ao+ AL+ A =1.

(4.1.6)

Les coordonnées barycentriques sont des fonctions \;(z) vérifiant \;(¢’) = d;; (1 si i = 4, 0 sinon ).
D’un point de vue pratique, I'introduction des coordonnées barycentriques nous permet :

- de vérifier si x € R?, quelconque, est dans le triangle Tj. FEffectivement, on peut calculer les
cordonnées barycentriques de x par rapport au triangle T}, en résolvant le systéme de trois équations
; si la solution {(Ag, A1, A2)} vérifie 0 < A\, < 1,V i =0,1,2, le point = appartient au triangle
Ty;

- de définir une fonction ¢ € P!(T}) par 'expression obtenue directement de (4.1.6))

() = Xo(2)2(a°) + Ai(2)p(a") + A2 (2)(g?). (4.1.7)
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PROPOSITION 4.1.1 La dimension de l’espace V, est égale au nombre de sommets Ny de la trian-
gulation.

Comme la dimension de 'espace V}, est égale au nombre Ny de la triangulation, on choisit comme

base de V},, les fonctions chapeaux w’, i = 0,1,---, N, avec la propriété w’ € Vj,,
S 1 1=3
w' (W) =6, = . g (4.1.8)
0 sinon.

A partir de 1) et l , nous pouvons établir une liaison directe entre les fonctions de base P!
et les coordonnées barycentriques sur le triangle T}, a savoir

wiz) = Ni(x), VxeT,, Vi=0,1,2. (4.1.9)

Pour finir cette section, calculons les coordonnées du gradient de w®. Suivant (4.1.4) et (4.1.5),
Vw® # 0 sur un triangle T} si, et seulement si, ¢* est un sommet de ce triangle.
Par exemple, si ¢' = ¢°, autrement dit le sommet

o [ 4
¢=\ |
4y
alors,
. (@) ¢y 1 X gy 1 P
af; wW(qM) ¢ 1 = 0 q 1 ff;Ty, (4.1.10)
‘k’ 0(q(2) 2 1 ‘k’()?l ‘k
w (@) ¢ a,
et
@ ¢ 1 @ 11
b | Lo . _ 41.11
*Q’T‘ @ w(¢V) 1 *Q‘T’ g 0 1 772‘T’. (4.1.11)
k k k
? w(q®) 1 ¢ 0 1
Par conséquent, on a :
. 1 —(¢2 — ¢!
Velp, = —— (Zy ?y) . (4.1.12)
0|\ @2 -dl

4.1.2 Formulation variationelle discréte

La deuxiéme étape consiste a remplacer H'(£2) dans (4.1.1) par un espace vectoriel de dimension
finie
Vi, = {vn, € H' (Qy), 0 € C’O(Qh),vh‘ € PY(K),VK € T}.
K
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ou h est un parametre de discrétisation en espace.
La propriété importante que nous rappellons est la suivante : pour des éléments finis P* sous une
hypothese de régularité du maillage, on a estimé 'interpolation pour tout [ tel que 0 <1 < m < k+1,

30V ZeH", if Y HZ—ZhH < Chm—lHZH :
ZR€Vh heT Hl(k) Hm™

En particulier, si on introduit 'opérateur d’interpolation
11}, : CO(Q) — Vh,

on a:
3 HZ - Hh(Z)H < Chm—lHZH . (4.1.13)
Hl(k)) Hm™
k€T
Dans le cas ot la fonction Z € L2(R, H™(Q)) n’est pas suffisamment réguliere pour que ses valeurs
aux mieux soient bien définies (Hm n’est pas inclu dans C° (Q)), I1,(Z) n’est pas défini.
On peut cependant définir un opérateur d’interpolation linéaire vérifiant (4.1.13) méme pour des
fonctions Z € H™(Q).
On a alors le probleme discret : trouver Zj, € C°([0,T], R, V,)NL2([0,T], R, V},) tel que Z;(0,0,z) =
0y (Zo)

0Z ~ ~ ~
pour tout vy, € Vj, —hvhda: + AV Z,NVvopde = Agvpdo + V- Cupdx. (4.1.14)
Qp 86 Qp 11978 Qp

Discrétisation en temps

Pour discrétiser ensuite le probleme (4.1.14) en temps, on utilise typiquement les schémas des
différences finies dont le principe consiste a approcher les dérivées dans les opérateurs par des
dévoleppements limités par rapport a un parametre positif. Ainsi, le schéma d’euler implicite s’écrit
comme suit : notons Z}'(-,-,x) la valeur de Zj, calculée au point = € 2 et & I'instant ndé,

92 Zn(t,0n1,@) — Zn(t,0n,2) 2 = 2
0 57 =Sk

L’équation (4.1.14) discrétisée en temps s’écrit : pour Z) = II,(Zp) et n > 1, trouver Z* tel que

(ta Gn,l‘) ~

Z;Ll-‘rl _gn

Yoy, € Vi, /Thvder/ jVZ,?HVvhdx: .Zg"+1vhda+/ V - Copdz (4.1.15)
Q Q Q

o0

discrétisation en espace

Ce probleme est bien un probleme de dimension finie. On considere V}, sous la forme
1.2 N
Vh:<w ,wE W )

Les fonctions de base w® associées aux éléments finis choisis sont donc indépendantes du temps.
Notons I I’ensemble des indices des Noeuds du maillage correspondant & une valeur inconnue de
la solution Z}'. La solution approchée ZJ' sera cherchée sous la forme (décomposition suivant les
fonctions de base) :
Zy =" 7' (x), (4.1.16)
il
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ou Z]' est la valeur de Z}' en ce sommet.

La formulation variationnelle discrete étant linéaire par rapport a v, € Vj, en posant
successivement comme fonctions tests v, = w’ pour j € I pour s’assurer que I'équation est vérifiée
pour tout vy, € Vj, alors on a le probleme discret suivant :

3 % (2o zp) /Q wiwldz + ; Zn /Q AVW Vil do =

.Zg”“wjdaJr/ V- Cwldz

el oy, Qpn
(4.1.17)
ou
1 i T v, j) ntl 1 i i\ on ntl, j 5o
S5 [ wwit | AVwivel)zpt =3 (o | wie?)zie | g wldot |V Cwide,
‘= \00 Ja, o ‘= \0 Ja, o, (o
(4.1.18)
L’équation (4.1.18)) s’écrit sous la forme générique suivante :
1 1
(@M n A) 2 = S M2+ B, (4.1.19)

ou Z est le vecteur solution de dimension Ny, A et M sont respectivement les matrices de raideur
et de masse de taille Ny x Ny tels que

A= fTVinwjdx,
Qp

Mi,j:/ w' w!dx
Qp
et

B; :/ gwjdoJr/ V- Cw'dz.
th Qh

4.2 Stabilité et convergence de la méthode

Il nous reste maintenant a analyser la stabilité du schéma que nous avons introduit. Nous allons pour
cela introduire des conditions suffisantes de stabilité, qui s’averent en pratique étre aussi nécessaires.
On a le résultat de stabilité suivant :

THEOREME 4.2.1 Soit
tout

-1 -1
’<I+59M71A> ’ la norme matricielle de (I+§0M’1A) . Alors, pour

—1
560>0 ef, h>0,si ’(HaeM*lA) H§1

on a la stabilité du schéma numérique. De plus, linégalité suivante est vérifie

|27 < H(I+50M*1A>71 ! ”) (4.2.1)

2o S (1 aonta)” [ (L, |2

Preuve A partir de la relation (4.1.19) on a :

(M + 59A) 7 — MZ" 4 §9B" L.
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Comme la matrice M + 0 A est inversible, la relation précédente s’écrit :
-1 -1
7 = (M +004)  MZ"+06(M +504) B
Ainsi, en faisant varier n, on a de maniere successive les relations suivantes :

7n = (M n §9A) vz 69(M + 69A) g

Zn—1 (M + 69A) Mz 460 (M + 69A) T

7n=2 — (M + §9A> vz 59(M + 59,4) o

7' — (M + 56A)_1MZO + 69(M + §¢9A)_1B1.

Ainsi, Iexpression de Z” devient :
72" = (M +504) vzt 60(M +004) g
zn = (M + 50A)_1M (M + 59A)_1MZ”‘2 + o0 (M + 69A)_1B"_1] +60(M +04) g
72" = (M +604) Sz 60(M + 064) Mty 60(M +064) g
2" = (M +064) e (M +604) Mz 450 (n+d04) 713"*2]
+30(M +604) CMB 50 (a1 +604) Tp
7" = (M +004) Pz (2 +504) “MreoBn? 4 (M +504) “MsoBr
60(M +064) g,
De proche en proche, on a finalement :
72" = (M +64) M2 1 66 zn: (2 +504) kgL (4.2.2)

En factorisant par M dans le second membre de lljé_glalité7 on a:

n_ 1) "0 R IR e e
7 = [(1+00m714) | 2+ soM ;[(IMQM A) | Bt
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Ce qui donne finalement en prenant la norme, la relation suivante :

3 —1n 3 n B —1pk n—k+1
|2 < |+ soneta) |22+ aoflar= | 32 |+ so2e=2a) [
d’ont
o o e o3 ), )
Ce qui donne le résultat. [

4.3 Méthode des éléments finis du probleme de référence
Dans cette partie, nous résolvons par la méthode des éléments finis le probleme de référence. Pour
cela, nous utilisons le méme principe que dans la résolution du probleme limite & deux échelles.

En effet, nous discrétisons en temps le probléeme référence en utilisant la méthode d’euler implicite.
Notre probleme discrétisé s’écrit comme suit :

Z;%i;é - %V (AVzh,,) = %V -C¢ dans [0,T) x 2

2¢(0, ) = zo(z) dans Q (4.3.1)

0z, 4 (t,x)

= = g sur  [0,T) x 0.

4.3.1 Formulation variationelle

En s’inspirant de la formulation variationnelle de notre probléme limite, en multipliant (4.3.1]) par
une fonction test v et en intégrant sur {2, on obtient:

1

1 1 1
—/ (szH - zi)vdm + f/ A (2)Vzy, - Vode = — Afgudx + f/ VCvdx. (4.3.2)
5t 0 € Jo € Jo

€ Joq
On multiplie ’équation (4.3.2)) par € pour obtenir :

€

—/ (szH - z;)vdx +/ A (x)V 2z, - Vvde = Afgudx +/ VCvdx. (4.3.3)
ot Jo Q Q

oN

Le probleme variationnel discret du probleme de référence s’écrit : trouver zj . tel que V v, € Vj,

€

—/ (z‘;‘mﬂ - zz’n)vhdx +/ ANz i - Vopde = / Afgupdz + V Cupdx. (4.3.4)
ot Jq, Q o,

Qp

Comme ce probleme est bien un probleme de dimension finie, alors

1,2 N,
Vi, = (w S W w )
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Notons I ’ensemble des indices des noeuds du maillage correspondant a une valeur inconnue de la
solution zj, . La solution approchée zj, , sera cherchée sous la forme :

Zhon = sznw’(x) (4.3.5)

iel

ol z§,, est la valeur de 2{ , en ce sommet. En posant successivement comme fonctions tests vy, = w’
pour j € I, alors le probleme discret devient :

Z%(anﬂ—zfn)/ wiwjdx-i-z Zf,nﬂ/ .AGVinwjdx:/ Afg" Tl do+ V-C¢widx.
Q 1 Qn 9

iel h i ), o
(4.3.6)

D’ou, on a :

Z (560/ w' wj—i-/ A€Vinwj>z§)n+1 = Z (5—60/ w' wj)zfyn—i—/ g"wido+ | V-Cwldx.
(4.3.7)

L’équation (4.3.7)) s’écrit sous la forme générique suivante :

€ €
(6—0M + A) s = 55 M2h + Bata (4.3.8)

ou zf, est le vecteur solution de dimension Ny, A et M sont respectivement les matrices de raideur
et de masse de taille Ny x Nj.

4.3.2 Résultat de convergence

Dans cette partie, nous établirons un résultat de convergence entre les deux solutions approchées
z; et Zp, respectivement du probleme de référence et du probleme limite. On doit étre stir dans la
théorie que zj est la limite de Z;, quand € tend vers 0. On rappelle que la méthode des éléments
finis nous garantit ces approximations suivantes : pour h > 0 et pour tous z;,Z, € V

Donc, en premier temps, nous allons énoncer ce théoreme de convergence suivant :

ze—szH <7 et HZ—ZhH < Th.
v v

THEOREME 4.3.1 Pour tout e > 0 ett € [0,T), soit z2¢ la solution de 44.0.1) et Z¢(t,x) = Z(t, L, x),

) e
ot Z est la solution de alors, si les hypothéses (4.0.2), (4.0.3) et (4.0.4) sont satisfaites,
z¢ — Z€ vérifie 'estimation suivante :

lz€ — ZEHLOO([O7T)7L2(Q)) < ea, (4.3.9)
ot « est une constante positive.

Preuve Comme les coefficients A(¢, ) et C*(¢,z) de I'équation (4.0.1)) convergent & deux échelles

respectivement vers A(t, 0, z) et C(t,0,x), alors ils peuvent se mettre sous la forme suivante :

AS(t,z) = A(t, x) + eAS(t, @) et C(t,x) = C(t, x) + eCi (L, ) (4.3.10)

Aty 2) = Aft, <, 2), Co(t,) = Lt E 2) (4.3.11)
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et
A (t,2) = Ayt z 2), Ci(t,z) = Gt E 2). (4.3.12)

En se placant dans le cadre des hypotheses du théoreme (4.0.5)), les coefficients
A, C, Ay, Ci, A5, C°, A5, et C§ sont réguliers et bornés. (4.3.13)
En utilisant (4.3.10)), 'équation (4.0.1]) devient :

% — 1V . (AV2) =1V .C+ V- (A5V29) + V- (CVz9)

(4.3.14)
=9
Comme 0z ,9Z\e 1,0Z
o = (o) (%) (4:3.15)
o 07 07, t 07 07,
=) (t, ) = =—(t, -, x) et ta) = —(t, -
(815) (ta) =t ga)e (ae) (t2) =g (o)
alors, Z€ est la solution de
9z 1 ~ 1 ~ 0Z\¢€
— -V (AVz) = -V C+ (2)
ot e aze € ot (4.3.16)
on
A partir des formules d4.3.14|) et (]4.3.16[), nous déduisons que ZSZZ ° est la solution de
26— 7€
M _ly. ((Ze +eﬂf)v(ze — Z)) - l(vﬁe + (a—Z) +V- (XGVZG)) 10, T[x©
ot € ! ( € ) € ! ot ! ’
9 Ze_ezf
—n = 0 ]0,T[x09.
(4.3.17)
Comme tous les coefficients du probleme (4.3.17)) sont réguliers et bornés, 'existence de 222" ogt une

conséquence directe du résultat de Ladyzenskaja, Sollonnikov et Ural’ Ceva [34]. En plus, comme la

condition aux 11m1tes de (4.3.17)) est homogene alors en se placant dans le cadre des hypotheses du
théoreme (4 , nous montrons que 2 solution de (4.3.17) est bornée dans L?([0,T), L*(Q2)). =

Nous pouvons donc énoncer le théoreme suivant en s’appuyant sur la méthode de convergence de
Galerkin.

THEOREME 4.3.2 L’espace V}, sera en pratique construit a partir d’un maillage du domaine €,
Uindice h désignant la taille typique des mailles. Pour € >0, h >0, V C H'(Q), 2§ et Z¢ dans

(Vh) sont les solutions approchées de z¢ et Z¢ dans (V') solutions respectives de (4.0.1) et (4.0.5),
si les hypothéses (4.0.9), (4.0.5) et (4.0.4) sont vérifiées, alors z5, — Z5 vérifie :

Z;HV <+ ea, (4.3.18)

ol a est une constante positive.
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Preuve Nous partons de la relation suivante :

Ensuite, nous majorons le second membre

|

En se munissant du théoréme (4.3.1)) et pour V. C H'(Q), alors on obtient :

2y, —Zp+ 25 =2+ 2 - Z°

€ ell __
2, — 2, —‘

2y, — Zp|| < ||2° =z A

AR
I

|
14

V-

2= Z°

2y, — 4 VSTth‘

L= ([0,T),L2())

Au final, on a :
zp, — 24y,

< Th + €.
v

4.4 Comparaison entre la solution numérique du probleme
limite a deux échelles et celle du probleme de référence

Dans cette section, nous considérons les deux approximations : Zf (¢, z1,z2) pour la solution Z¢ du
probleéme limite & deux échelles et z§ pour z¢(¢, z) solution de . Le but de cette partie est de
comparer, pour des valeurs de € fixées, pour un temps ¢t donné, les champs U et M donnés, les deux
solutions numériques suivantes: zj(t,z1,22) et Zj(t, §7m) On rappelle que ce résultat est établi
dans la section ci-avant. Donc, il s’agit ici en pratique de prouver notre résultat de convergence
quand € est fixé au voisinage de zéro. Nous commencerons d’abord, par donner la représentation
graphique des champs de vitesse U(t, 6, x) et du coefficient de diffusion A(¢,6, z) pour un temps ¢

ou z € {2 fixés. En ce qui concerne les données, le champs de vitesse U est donné par

t
U(t, -, ) = sin 2mx; cos 2mag sin 27leq, (4.4.1)
€

ol (e, ey) désigne les vecteurs de la base canonique de R?, la donnée initiale au temps ¢ = 0 est

donnée par zo(z) = 2o (acl, O) et la fonction g définie sur le bord 992 est donnée par g(z) = 1.
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Dans les figures suivantes, pour 6 fixé, on représente 1’évolution du champs de vitesse U en
fonction de x = (x1,x2).
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» e

\\\ “ ""4"

Figure 4.1: Distribution de U en espace pour 0 = i.
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Figure 4.2: Distribution de U en espace pour 6 = %.
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Figure 4.3: Distribution de U en espace pour 8 = %.
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Dans les figures ci-aprés , pour un point (x1,xs) fixé, on montre comment varie le champs de
vitesse U en fonction de 6.
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8e-33

6e-33 —

ae-33 —

2e-33 —

oeoo —

-2e-33 —

-4e-33 —

-6e-33 —

-8e-33 T T T T T T T T T

Figure 4.4: L’évolution de U(0,z1,x2) pour x1 = % et z9 = %
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Figure 4.5: L’évolution de U(0,x1,x2) pour x; = i et xo =
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Dans les figures ci-apreés , pour un point (z1, z2) fixé, on représente la distribution de .Z(&, Z1,%3)
en 0.
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Figure 4.6: L’évolution de ./T(G,xl, x9) pour xy = % et 9 = i
1
0.9—-
0.8 —-
0.7 —-
0.6 —-
0.5 —-
0.4 —-
0.3 —-
0.2 —-
0.1 —-
o ] T T T T T T T T T
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Figure 4.7: L’évolution de ./T(@,:cl, x9) pour xy3 = i et z9 = i
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Dans ce qui suit, on essaie de voir comment la solution z¢(¢,z) pour un temps ¢ fixé varie en
fonction de e. La solution initiale au temps ¢ = 0 est donné par zo(z) = sin (271'951). En utilisant

scilab pour les codes de résolution alors, on observe, dans les figures qui suivent, que le champs de
dune évolue fortement lorsque € varie.
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Figure 4.8: L’évolution en 2D et en 3D de 2°(¢,-) pour t = 10* et e = 0, 1,
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Figure 4.9: L’évolution en 2D et 3D de 2¢(t,-) pour t = 1072 et € = 0,001

Figure 4.10: L’évolution en 2D et en 3D de 2¢(t,-) pour t = 10~% et € = 0,0001
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Figure 4.11: L’évolution en 2D et en 3D de 2¢(¢,-) pour t = 107% et e = 107°

Dans cette derniere partie, nous comparons pour € trés petit fixé, en 2D et 3D, I’évolution de la
solution de référence et de la solution limite. Les figures suivantes donnent les résultats obtenus.
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Figure 4.12: L’évolution en 2D de 2(t,-) et de Z(t, t,-) pour t =107 et e = 10"
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Figure 4.13: L’évolution en 2D de 2(t,-) et de Z(t, £,-) pour t =107% et e = 107"

Par analogie, pour la donnée initiale ¢ = 0 et zp(x) = cos (27mc1> + cos (47rx1>, en utilisant le

logiciel freefem++ pour la résolution numérique de la solution z¢(¢,x), pour un temps ¢ fixé, en
fonction de € alors, on observe, dans les figures qui suivent, que le champs de dune évolue fortement
lorsque € varie.
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Figure 4.14: L’évolution en 3D de 2¢(t,-) & gauche et de Z(t, £, -) & droite pour t = 1 et € = 0.5.
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Figure 4.15: L’évolution en 3D de z¢(¢,-) a gauche et de Z(t, 2, -) & droite pour t = 0.5 et ¢ = 0.1.
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Figure 4.16: L’évolution en 3D de z¢(¢,-) a gauche et de Z(t, E, -) a droite pour t = 0.5 et € = 0.01.
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En somme, nous constatons que la solution 2¢(¢,-) est aussi proche que 'on veut de Z(t, ﬁ, )

lorsque € prend des valeurs de plus en plus proche de zéro. Du coup, le résultat de la convergence a

deux échelles, établi dans le chapitre 4, est confirmé c’est-a-~dire z¢(t,-) ~ Z(t, é, -) quand € — 0.



Chapter 5

Conclusion générale

Dans cette these, nous avons proposé une étude mathématique des problemes de transport de sable
sous-marin dans les zones soumises a la marée. D’une part, des modeles mathématiques de la
dynamique des dunes de sable sous-marin ont de ce fait été mis en oeuvre, parmi lesquels le modéle
valide a court terme suivant:

19T = 190 e 070
(0, 2) = () das 0 (5:0.1)
W = g sur  [0,T) x 0%

ol les coefficients A et C€ sont définis par

Af(t,z) = a(l — bem)g,(|ul), et C(t,z) = (1 — bem)gc(\u\)ﬁ (5.0.2)
u
avec € > 0, a,b,c sont des nombres réels et g, et g. des fonctions régulieres vérifiant certaines
hypotheses.

D’autre part, nous nous sommes intéressés aux résultats d’existence et d’unicité du modele a court
terme de notre probleme d’étude. En effet, apres avoir établi quelques estimations sur la suite de

solution (ze) , nous avons démontré que cette suite de solution de (|5.0.1f) converge a deux échelles
e>0
vers Z € L>°(R, L ((R, L*(£2)) solution unique du systeme

92 - v.(AvZ) =V-C dans (0,T) x R x Q

00
Yy (5.0.3)
5 =g sur (0,7) x R x 99

ot A(t,0, ) et C(t,0,z) sont donnés par

A(t,0,x) = ago(U(t, 0, x)|)

92
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et
~ - U0, )
C(t,6,2) = cge(U(t,6,2))) x 7 g

Nous avons ensuite construit une méthode numérique basée sur la méthode des éléments finis perme-
ttant de résoudre les problemes de référence (5.0.1)) et limite de transport de sable sous-marin.
Nous avons pu comparer la solution du modele homogénéisé, par la convergence a deux échelles que
nous avons construite, a la solution du modele de référence. En comparant les résultats, nous avons
constaté que la convergence a deux échelles est confirmée a travers des simulations numériques de
cas induisant des valeurs de € tres proches de zéro.

Ce travail pourrait étre étendu de nombreuses manieres. Nous énoncgons quelques possibilités.

1. L’étude mathématique sur un domaine ouvert borné 2 des problemes de transport de sable dans
I'océan cotier a proximité des zones soumises a la marée a moyen et long terme completerait
I’étude théorique des différents modeles valides & la dynamique des dunes de sable.

2. Il serait intéressant aussi de construire une méthode numérique basée sur les éléments finis qui
nous permettrait de comparer les modeles de référence et limite a deux échelles & moyen et
long terme de la dynamique des dunes de sable.

3. Le probleme de référence du probleme de transport de sable avec la condition aux limites de
Dirichlet pourrait étre considéré.
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