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Introduction

Le but de ce travail est de contribuer a la classification des feuilletages tendus sur

les variétés de dimension 3 fibrées en surfaces sur le cercle. Lorsque classifier peut étre a
conjugaison pres, a isotopie prés et a déformation pres, nos résultats s’inscrivent dans le
troisieme cas. Plusieurs travaux dans ces trois directions existent déja. Un des plus connus
est larticle de E. Ghys et V. Sergiescu publié en 1980 dans "Topology" voir [13]. Les
auteurs montrent qu'un feuilletage de codimension 1 de classe C"(r > 2) sur un fibré en
tores T2 sur le cercle dont la monodromie est de type Anosov est C"2-conjugué a I'un des
feuilletages modéles de ce fibré. Ils montrent en plus que ces modeéles sont "rigides". H.
Dathe a montré que ce théoréme ne s’étend pas en classe C° et en collaboration avec C.
Tarquini [26], ils montrent que ce théoréme ne s’étend pas en classe C'!. Dans les deux cas,
des exemples exotiques ont été construits. Lorsque les fibres sont des surfaces fermées de
genre supérieur ou égal a 2 et que le difféomorphisme de monodromie de la 3-variété fermée
est pseudo-Anosov, en utilisant la méthode de Ghys-Thurston [27] nous avons construit des
feuilletages modéles qui étendent d’une certaine facon les modeéles de Ghys et Sergiescu. On
peut se poser la question de savoir si ces feuilletages modéles sont les seuls, & conjugaison
différentiables prés, sans feuille compacte sur de telles variétés? Plusieurs auteurs ont
travaillé sur la question. Un des résultats remarquables dans cette direction est celui de
Nakayama (voir [27]) qui démontre que si M est une variété fermée de dimension 3 fibrée
en surfaces sur le cercle (on suppose que les fibres sont des surfaces fermées de genre
supérieur ou égal & 2 et que le difféomorphisme de monodromie est pseudo-Anosov orientée
dont les singularités sont des selles & quatre branches) il existe & conjugaison différentiable
prés, quatre feuilletages transversalement affines de codimension 1 de classe C* sans feuille
compacte dans la classe d’Euler de la fibration. H. Dathe a étendu ce théoréme au cas des
feuilletages transversalement affines sans composante de Reeb et a montré par ailleurs que
les modeéles n’admettent pas de déformations transversalement projectives non affines dans
la classe d’Euler de la fibration (voir [18]).
Peut-on décrire tous les feuilletages de codimension 1 de classe C'*° sans feuille compacte
dans la classe d’Euler de la fibration ? Peut-on trouver les conditions suffisantes pour qu’'un
feuilletage tendu sur une 3-variété quelconque soit proche de la fibration ? Peut-on classifier
les feuilletages transversalement projectifs sans feuille compacte sur de tels fibrés? Les
modeéles sont-ils rigides ? Ce sont ces questions qui font 'objet de cette thése. La premiére
question est complétement résolue dans cette thése 23| et récemment, la troisiéme question
a été vidée par le résultat de Dathe-Adamou [25] et la deuxiéme a trouvé sa réponse dans
[24] avec des hypothéses supplémentaires sur la variété.
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Introduction générale 2

L’une des motivations de I’étude des feuilletages de codimension 1 sur des 3-variétés
est la classification des ces derniéres qui reste toujours inachevée. En effet, la classification
topologique des surfaces c’est-a-dire les variétés de dimension 2 est bien connue depuis
plus d’une centaine d’années. Par contre la classification des variétés de dimension 3 reste
jusqu’a maintenant un probléme ouvert, bien que la résolution de la conjecture de géo-
métrisation de Thurston ait été une grande avancée. Une maniere d’aborder ce probléme
est de s’interesser aux plongements de surfaces dans les variétés de dimension 3. On étu-
die pour cela les plongements des surfaces incompressibles; donc mi-injectives; dans les
variétés de dimension 3. La célébre conjecture de géometrisation de Thurston qui stipule
que toute 3-variété compacte est soit hyperbolique, soit une variété de Seifert, soit posséde
un tore incompressible montre le réle important des tores plongés dans les 3-variétés, qui
sera confirmé par 1’étude des feuilletages. La théorie des feuilletages peut étre vue comme
I’étape suivante dans 'étude du plongement des surfaces dans les 3-variétés. En effet, elle
consiste a décomposer une 3-variété en une réunion disjointe de surfaces, tel que localement,
un voisinage ouvert soit découpé en plans horizontaux : ¢’est le feuilletage de codimension 1.

Définition 0.0.1. Un fewilletage de dimension p de classe C" sur une variété M de di-
mension m est une décomposition de M en une réunion disjointe de p-variétés connexes
{La}aca, appelées feuilles du feuilletage, ayant la propriété suivante : pour tout point de M
il existe un voisinage U et un systéme de cordonnées locales v = (xt, ... oP, aPTL ... 2™):
U — R™ de classe C" tel que pour chaque feuille L, les composantes connexes de U N L,
sont définies par les équations T = constante, ..., z™ = constante (Voir la Figure 1).

Un tel voisinage U est appelé ouvert distingué et les x = (x',... P P ... ™) sont

appelées des applications distinguces.

FIGURE 1 — Décomposition de M en feuilles

Notons que si z et y sont de telles coordonnées locales définies sur un voisinage U C
M, alors les applications de changement de coordonnées y; = y;(z!, ... P, 2P . ™)
satisfont les équations
Jyi
(%cj
pour 1 < j<petp+1<i<m. Ondit que M est munie d’une structure feuilletée ou
d’un feuilletage de dimension p (codimension m — p) de classe C".

=0
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Introduction générale 3

Dans notre travail, nous nous limiterons au cas ot m = 3 et p = 2, donc les feuilletages
de codimension 1 sur les 3-variétés. La raison est tout a fait simple car il est bien connu,
d’aprés Thurston, que toute 3-variété compacte porte un feuilletage de codimension 1.
Nous nous intéresserons aux feuilletages tendus de codimension 1 dont 'existence sur une
3-variété donne des informations topologiques plus importantes sur la variété ambiante.
Par exemple si M est une 3-variété fermée munie d’un feuilletage différent du feuilletage en
spheres S? de S? x S! alors le revétement universel de M est R? (d’aprés de Palmeira), M
est irréductible (d’aprés de Rosenberg) et le groupe fondamental de M est infini (d’apreés
Novikov).

La notion de feuilletage tendu est due a D. Gabai généralisant les feuilletages sans com-
posante de Reeb. L’étude des feuilletages tendus sur les fibrés en surfaces sur le cercle a
trouvé sa motivation dans la recherche des exceptions au théoréme de Novikov qui stipule
que toute 3-variété dont le groupe fondamental est fini ne porte pas un feuilletage tendu.
Historiquement, en 1952 Reeb a introduit la notion de feuilletage avec le point de vue
des formes différentielles au cours de sa thése en répondant affirmativement & la question
de Hopf de savoir s’il existe sur la sphére S* un champ de vecteurs sans singularités qui
est orthogonal & son rotationnel ; ce qui équivaut a l'existence d'un champs de plans de
dimension 2 qui est complétement intégrable d’aprés C. Ehresmann. Reeb mit en évidence
un feuiletage particulier de S, obtenu en recollant deux composantes de Reeb.

Rappelons qu'une composante de Reeb est un feuilletage de D? x S! par une feuille torique
au bord et des plans a l'intérieur. Il dégagea également la notion de tourbillonement de
Reeb qui consiste & couper un tore solide feuilleté trivialement d’une 3-variété et de le
remplacer par une composante de Reeb sans changer la variété ambiante.

Il est donc naturel de se poser la question de savoir si tous les feuilletages de codimension
1 sur S? posséde une composante de Reeb ; donc une feuille compacte. C’est vers les annés
1960 que Novikov répondit affirmativement & cette question ouvrant ainsi le probléme de
classification de feuilletages en surfaces non compactes sur les variétés de dimension 3.
Rappelons aussi une notion largement utilisée dans ’étude de feuilletages : un feuilletage de
codimension 1 est dit transversalement orientable s’il existe un champ de vecteurs continu,
ne s’annulant pas, transverse aux feuilles. Cela revient a pouvoir choisir de maniére conti-
nue une normale aux feuilles. En fait cela est toujours possible quitte a considérer un
revétement double de la variété.

Un feuilletage de codimension 1, transversalement orientable est dit tendu s’il existe une
transversale fermée qui coupe toutes ses feuilles. Rappelons que le groupe fondamental de
la variété support influe sur la topologie du feuilletage et cette influence est trés plausible
en dimension 3 grace au célébre théoréme de Novikov qui affirme que tout feuilletage de
codimension 1 de classe C? sur une 3-variété fermée a groupe fondamental fini posséde
une composante de Reeb. Les feuilletages sans composante de Reeb généralisé sont dits
tendus. Remarquons que ce résultat de Novikov ne se généralise pas pour toutes les 3-
variétés fermées. Par exemple la fibration triviale en tores T? de T? est tendue, donc sans
composante de Reeb alors que son groupe fondamental est infini. Il est alors naturel pour
une 3-variété fermée dont le groupe fondamental est infini de chercher a décrire tous les
feuilletages qui font exceptions au théoréme de Novikov. Les fibrés en surfaces sur le cercle
constitue une famille importante des 3-variétés fermées au groupe fondamental infini et on
sait construire les feuilletages modéles sur ces fibrés qui sont des feuilletages sans feuille
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Introduction générale 4

compacte ; donc tendus. Il est donc naturel de s’intéresser a la classification des feuilletages
tendus sur de tels fibrés.

Dans le cas des fibrés en tores T? sur le cercle S!, ces feuilletages ont été classifiés par E.
Ghys et V. Sergiescu [13]. Ils ont montré le résultat suivant :

Théoréme 0.0.1. Tout feuilletage sans feuille compacte de codimension 1 de classe C",r >
1 et transversalement orientable sur un fibré hyperbolique orientable de genre 1 est C"~2-
conjugué a l'un des feuilletages modéles construits sur ce fibré.

De plus ils ont montré que ces feuilletages modeéles sont structurellement stables. La

classe de différentiabilité et la compacité jouent ici un réle important. En effet, H. Dathe
et C. Tarquini d’une part ont montré que ce théoréme ne s’étend pas en classe C° et C! et
d’autre part H. Dathe et A. Saidou ont construit des feuilletages exotiques pour les fibrés
en tores troués.
En 1990, Nakayama a essayé de généraliser le théoréeme de Ghys et Sergiescu aux feuille-
tages transversalement affines sans feuilles compactes des fibrés pseudo-Anosov avec des
hypothéses supplémentaires sur les espaces propres associés aux valeurs propres de la ma-
trice induite en homologie et sur la classe d’Euler du feuilletage. Il a entre autre montré le
théoréme suivant :

Théoréme 0.0.2. (/27]) Soit 3 une surface fermée orientée de genre g > 2 et w: V —» S!
un X-fibré pseudo-Anosov. On suppose que la matrice de monodromie posséde deux valeurs
propres réelles X et 1/\ avec des sous-espaces propres associés de dimension 1, ou A > 1
est le coefficient de dilatation de la monodromie. Soit F un feuilletage de codimension 1
sans feuille compacte et transversalement affine vérifiant : x(TF) = £x(T'n); x(TF) et
X(T'm) désignent les classes d’Euler de F et 7 respectivement. Alors il existe un revétement
fini de F qui est C°-isotope & l'un des modéles.

Et récemment en 2017 H. Dathe et S. Adamou ont étendu le téoréme de Nakayama aux
feuilletages transversalement projectifs sans feuille compacte qui ont méme classe d’Euler
que la fibration.

Nous avons voulu généraliser ces résultats aux feuilletages tendus quelconques mais a vrai
dire ce théoréme de classification de Nakayama a peu de chances de se généraliser au cas
des feuilletages sans feuille compacte quelconques : 'obstruction est que la restriction d’un
tel feuilletage sur chaque fibre posséde des singularités et n’est donc pas défini par une 1-
forme fermée. La seule chose que 'on peut espérer pour les feuilletages tendus quelconques
sur des 3-variétés fibrés en surfaces sur le cercle est de trouver les conditions suffisantes
pour qu’ils soient proches de la fibration.

Notre thése s’inscrit dans ce cadre et est articulée comma suit : dans le premier chapitre
nous donnons les notions préliminaires concernant la théorie des feuilletages : la définition
et les différentes caractérisations d’un feuilletage, des constructions des exemples concrets,
etc. Le deuxiéme chapitre concerne 1’étude des feuilletages tendus des fibrés en surfaces
de genre quelconque sur le cercle. Nous donnons une construction détaillée des feuilletages
modeéles sur ces fibrés qui sont des feuilletages minimaux transversalement affines, qui sont
dans la méme classe d’Euler ou dans la classe d’Euler opposée que la fibration et qui sont
en position générale améliorée par rapport a la fibration; nous avons étudié également
les liens entre les feuilletages tendus et les structures de contact tendues sur des fibrés
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pseudo-Anosov. Ce qui nous a permis de trouver tous les feuilletages tendus qui sont dans
la classe d’Euler de fibration. En effet, on sait que le feuilletage dont les feuilles sont des
fibres de la fibration est tendu, il est donc naturel de se poser la question de savoir si tous
les feuilletages tendus se déduisent de la fibration par de petites perturbations ? En général
la réponse a cette question est fausse; I'obstruction est la non égalité des classes d’Euler.
Nous avons plus précisement démontré le résultat suivant :

Théoréme 0.0.3. Soit V une 3-variété fermée atoroidale et fibrant sur le cercle S*, avec
une fibration w. Soit F un feuilletage transversalement orienté de codimension 1 sur V.
Alors F est un feuilletage tendu ayant méme classe d’Euler que la fibration w si et seulement
st F est une perturbation de m.

Le troisiéme chapitre fait objet d’un article "Sur les feuilletages tendus des fibrées
hyperboliques", soumis dans Afrika Mathematika Journal(a paraitre). Il traite la relation
qu’il y a en dimension 3 entre les feuilletages tendus et les laminations. En étudiant ce lien,
nous avons obtenu un deuxiéme résultat [23] qui montre que pour les variétés hyperboliques
de dimension trois 'existence d’une lamination pure est la seule obstruction & ce quun
feuilletage tendu de codimension 1 soit, a équivalence monotone prés, une perturbation de
la fibration. Précisement, on a :

Théoréme 0.0.4. Soit V une 3-variété fermée et F un feuilletage de codimension 1
tendu sur V. Si F posséde une mesure transverse invariante et ne contient pas une sous-
lamination pure, alors F est monotonement équivalent a la perturbation d’un fibré en sur-
faces.
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Dans ce premier chapitre nous rappelons certaines notions usuelles de la théorie des
feuilletages. Nous commencgons par définir les feuilletages de maniére générale, puis les
feuilletages tendus et en fin nous construisons des exemples explicites. Pour plus de détails

voir ([1],[6],]32],[33])-

1.1 Geénéralités sur les feuilletages

Un peu d’histoire

A la fin du 19°"¢ siécle H. Poincaré constate qu’il est impossible d’intégrer explicite-
ment une équation différentielle générale. On est donc amené a étudier les propriétés des
trajectoires sur I’équation elle-méme. On étudie donc les équations différentielles du point
de vue qualitative a défaut d’'une étude quantitative : par des méthodes géométriques et
topologiques, on essaie de déterminer I'allure générale des solutions et leurs positions re-
latives. Ainsi par exemple, pour une équation différentielle & = f(¢,x), avec f(¢,x) une
fonction différentiable définie sur une variété M, le théoréeme de Cauchy-Lipschitz affirme
que par tout point x d'un ouvert U de M passe une courbe intégrale unique locale.

Cette approche qualitative est alors dévéloppée par 1. Bendixon, Denjoy, Painlevé,... et
aboutit & la notion de feuilletage introduite par G. Reeb, C. Ehresmann et A. Haefliger
dans les années 1940-1950, et bien d’autres. Depuis lors, le sujet est devenu un large champ
d’investigation en mathématiques. On peut donc dire que la théorie des feuilletages est née
de I'incapacité des mathématiciens & résoudre explicitement les équations différentielles! On
peut donc dire qu'un feuilletage est une généralisation géométrique d’un systéme différentiel
ol les variétés intégrales locales correspondant & une condition initiale sont des "morceaux"
de feuilles du feuilletage.
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1.1.1 Feuilletages

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques généralités sur les feuilletages en insistant
plus particuliéerement sur les feuilletages de codimension 1. Sauf mention du contraire,
M désignera une variété différentiable de classe C* et de dimension n. Intuitivement, un
feuilletage F de classe C" et dimension p (de codimension ¢ := n — p) sur une variété M
de dimension n est une partition de la variété M en sous-variétés connexes et immergées
qui sont localement empilées comme une famille de sous-espaces affines paralléles appélés
feuilles. C’est-a-dire que :

— par tout point x € M passe une sous-variété I, de M de dimension p de classe C"
que l'on appelle feuille du feuilletage.On demande a chaque feuille £, d’étre une
sous-variété connexe et immergée injectivement, mais pas nécessairement plongée ;

— pour tous points z,y € M les feuilles F, et F} sont, ou bien disjointes, ou bien
confondues ;

Pour en avoir I'idée de cette représentation, prenons un livre épais. Si on oublie son contour,
on peut le voir comme un ouvert de l’espace euclidien R?; c’est donc une variété connexe
de dimension 3. Mais on peut aussi le voir comme la réunion disjointe de toutes les feuilles
qui le composent. Si on convient qu’une feuille n’a aucune épaiseur, ce livre pourra étre
vu comme une variété de dimension 2 non connexe, ses composantes connexes sont pré-
cisément ses feuilles. On dira alors que notre livre est une variété de dimension 3 munie
d’un feuilletage de dimension 2 (dimension des feuilles) ou de codimension 1 (la dimension
complémentaire de celle des feuilles). Un feuilletage F de dimension 2 sur une variété M de
dimension 3 est localement de ce type : autour de chaque point on peut découper un petit
morceau ressemblant a notre livre! La variété M est ainsi munie d’une deuxiéme topologie
non connexe et dont les composantes connexes sont des morceaux feuilles de J.

Grosso modo, un feuilletage de dimension p sur une variété M de dimension n est une
décomposition de M en sous-variétés connexes de dimension p, appélées feuilles du feuille-
tage, qui sont localement empilées comme des sous-epaces de R™ = RP x R"? avec la
seconde coordonnée constante. L’entier n — p est appelé codimension du feuilletage.

Un exemple plus simple d’un feuilletage de dimension p est le feuilletage de R™ = RP x R"~P
ot les feuilles sont des p-plans de la forme RP x {c} avec ¢ € R*P
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FIGURE 1.1 — Feuilletage modéle sur R" défini par dy; = .... = dy, = 0

C’est un feuilletage trivial sur 'espace euclidien M = RPT? défini par le systéme diffé-
rentiel dy; = dys = --- = dy, = 0.
Il peut étre vu comme le produit R” x R?. Sa topologie usuelle est le produit des topologies
des deux facteurs; elle est en fait une variété différentiable connexe de dimension p + q.
Mais on peut aussi ’équiper de la topologie produit de la topologie usuelle sur le premier
facteur et la topologie discrete sur le second; il devient alors une variété différentiable de
dimension p non connexe, ses composantes connexes étant les sous-espaces horizontaux
définis par le systéme différentiel dy; = dy, = --- = dy, = 0 qui peuvent étre vus comme
des feuilles. On voit donc que M est équipé de deux topologies : la topologie usuelle et la
topologie des feuilles. On peut donc définir un feuilletage de dimension p et de codimension
g sur M comme une structure géométrique telle que autour de chaque point on retrouve
quelque chose qui "ressemble" & ce modéle.
Deux notions plus importantes sont nécéssaires pour pouvoir bien définir un feuilletage. Il
s’agit de la notion de champs de plans et celle de submersions. En effet, d’aprés le théoréme
de Frobénius un champ de plans complétement intégrable définit un feuilletage ; et il est
bien connu que toute submersion définit localement un feuilletage dont les feuilles locales
sont les niveaux de la submersion. Nous introduisons dans la suite les notions de champs
de plans.

1.1.2 Notion de champs de plans

Nous introduisons ici la notion de champs de p-plans, objets que I’on peut penser comme
généralisation des champs de vecteurs. Nous rappelons le célébre théoreme de Frobénius

Ecole Doctorale de Mathématiques et Informatique Rénovat NKUNZIMANA @©Université Cheikh Anta Diop de Dakar / 2019



Généralités sur les feuilletages 9

qui nous permet d’avoir une caractérisation des feuilletages. Pour la démonstration de ce
théoréme [32] et [6] sont des bonnes références.

On rappelle que si V' est un R-espace vectoriel de dimension n, et si k € {0,...,n}, on
note G (V') 'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k& de V. Alors G (V) est
une variété compacte de dimension n(n — k) appelée variété grassmannienne de rang k
de V. Soit ¢ : E — B un fibré vectoriel C" de rang m, et soit k € {0,...,m}. On note
Gi(E) := |yep Gr(g (b)) la réunion disjointe des variétés grassmanniennes de rang k des
fibres de q. On note aussi Grq : Gy E — B l'application qui a un élément de Gy(q (b))
associe le point b € B. Cette projection admet une unique structure de fibration C” telle
que, pour toute inverse d’une trivialisation locale h : U x R™ — ¢~ '(U) de ¢ au dessus
d’un ouvert U de B, I'application (z, A) — h(x, A) de U x Gi(R™) dans (Gxq)~*(U) soit
I'inverse d’une trivialisation locale de Gjq au dessus de U. Cette fibration s’appelle la
fibration grassmannienne de rang k du fibré vectoriel E, ou fibré des k-plans de E.

En particulier si M est une variété de classe C"*! alors on appelle fibration grassmannienne
de M de rang p la fibration grassmannienne de rang p de son fibré tangent 7 : TM — M,
qui est de classe C" c’est-a-dire la fibration G,7 : G,TM — M, qui a un sous-espace de
dimension p de T, M associe le point x, pour tout x € M.

Définition 1.1.1. Un champ de plans de dimension p ou champ de p-plans sur une variété
différentiable M de dimension n (p < n) est la donnée d’une application continue

A:M — G,TM
xr — A, CT,M

ou A, est un sous-espace vectoriel de dimension p de T, M, l’espace tangent en x de M et
G,T'M est le fibré en grassmanniennes de rang p.

Autrement dit, un champ de p-plans de classe C" sur une variété M de dimension n
est une section C” de la fibration grassmannienne de rang p de M. En termes intuitifs,
un champ de p-plans A de classe C" sur une variété M de dimension n est la donnée en
chaque point x € M d’un sous-espace vectoriel A, de dimension p de T, M.

Exemple 1.1.1. 5i X est un champ de vecteurs sur M sans singularité, ’application
x =< X, > (= sous-espace vectoriel engendré par le vecteur tangent X, ) est un champ de
plans de dimension 1, appelé champ de droites.

Un champ de p-plans A sur M est dit localement trivial si Vx € M, il existe un ouvert U
autour de z, des champs de vecteurs locaux X, ---, X, sur U linéairement indépendants
tels que Vy € U on a A, =< Xi(y), -+, Xp(y) >. On dit que (U, Xy,---,X,) est une
trivialisation locale. Un champ de plans est dit différentiable de classe C"(r > 1) s’il admet
une trivialisation locale formée des champs de vecteurs différentiables de classe C”.

Définition 1.1.2. Soit A un champ de p-plans C>° sur M. On appelle variété intégrale de
A toute sous-variété connexe N de M (dim N < p) telles que :
(i)i: N — M est une immersion

(i1) i.(T,N) C A,,Vo € N , ot i est linjection canonique.
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En particulier si la dimension de N égale p, alors on dit que N est une sous-variété
intégrale maximale de A ; et si par chaque point x € M passe une sous-variété intégrale
maximale, on dit que A est complétement intégrable.

Exemple 1.1.2. On considére R® muni de ses coordonnées usuelles (x,y,z) et on note
X1, X, X3 les champs de vecteurs sur R? définis par :

X; = —22% + Qy%

Xy =24 —2u5,
L’application A : (x,y,z) — vect(Xy, Xa, X3) est un champ de 2-plans de classe C qui
est complétement intégrable sur R® — {0}.
En effet, les champs de vecteurs X1, Xo, X3 sont C> et vérifient la relation de colinéarité
x Xy + 2Xe + yX3 = 0. De plus, sur chacun des ouverts d’équation x # 0,y # 0,z # 0
dont la réunion recouvre R® — {0}, les couples de champs de vecteurs (X, X3), (X1, Xs) et
(X1, X3) sont libres et forment donc une base de A.
De plus [X1,X5] = 2X5;[Xo, X3] = Xy;[X4, X3] = —2X5. Donc le champ de 2-plans
engendré par { X1, Xo},{ X1, X3} est complétement intégrable sur R? —{0}. A définit donc
un feuilletage de dimension 2 sur R® — {0} dont les courbes intégrales sont les niveauz de
la submersion f : R3 — R définie par f(x,y,2) = %:L‘Q + yz et qui sont soit des cylindres
soit des plans.

Un champ de p-plans peut également étre défini a l'aide des formes différentielles sur
la variété. Ainsi donc on a la définition suivante

Définition 1.1.3. Soit M une variété différentiable de dimension n. Un champ de p-plans
sur M est la donnée d’une application continue :

A M = G,T*M
x — A, CT M

ot A% est un sous-espace vectoriel de dimension n — p de l’espace cotangent Ty M a M en
x, dual a T, M.

On dit que A* est localement trivial si Yx € M, il existe un ouvert U autour de x et
wi, -+ ,wy, des formes différentielles de degré 1 sur U, linéairement indépendantes tels

que : Vx € U, AL est engendré par ((wpﬂ)x, e ,(wn)x). On note A* =< wpq1,- -+ ,wp >.

Remarque 1.1.1. [6/ Un champ de plans A de codimension k de classe C" peut étre
défini localement comme le noyau des k 1-formes différentielles de classe C" linéairement
indépendantes. Inversement, si wy,...,wy sont des I-formes différentielles de classe C”
linéairement indépendantes alors A(x) = {v € T,M/(wy), (v) = ..., (wk),(v) = 0} définit
un champ de plans de codimension k de classe C" sur M.

Le théoréme suivant dt & F. G. Frobenius est primordial en théorie des feuilletages.

Théoréme 1.1.1. /[33] Soit A un champ de p-plans C* sur une variété M de dimension
n. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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1. Pour toute trivialisation locale (U, X1, ..., X,) de A, on a [ X;, X;] =Y 0_, Ciijk; ij €
C>®(U) soit une trivialisation locale de & sur U ;

2. A est complétement intégrable.

3. Au wvoisinage de tout point de U il existe ¢ := n—p formes différentielles wy, ..., w, de
degré 1 linéairement indépendantes telle que dw; = 3 _5_, ciij Awj, pour ay; € QNU),
aveci,5 =1,...,q.

La propriété 3. ci-dessus est connue sous le nom de condition d’intégrabilité de Fro-
benius d'un champ de p-plans. Cette condition peut s’écrire de fagon explicite comme
wi A AwyANdw; =0; avecg=n—peti=1,...,¢q (voir [33] proposition 3.7).

Par exemple, si w est une forme de Pfaff non singuliére, la condition d’intégrabilité de Fro-
benius devient s’écrit w A dw = 0 et par conséquent w définit un feuilletage de codimension
1. En particulier si « est une 1-forme fermée non singuliére, A* = kera est un champ
de plans de codimension 1 qui est complétement intégrable. Donc toute forme fermée non
singuliére définit un feuilletage de codimension 1.

Mais par contre si I'on considére le champ de 2-plans P défini sur R? par la 1-forme diffé-
rentielle w = xdy — dz n’est pas intégrable. En effet, w Adw = —dx Ady ANdz # 0. Il en est
de méme pour celui défini par les deux champs de vecteurs X; = 0, et Xy = 0, + 20, car
[ X1, X5] = 0.. Un champ de plans complétement non intégrable i.e partout non intégrable
est appelé structure de contact.

1.1.3 Deéfinition et exemples de feuilletages

Dans cette section on donne trois définitions de feuilletage toutes équivalentes a la
premiére. Pour I’équivalence de ces définitions [32],[33] ou [6] sont des bonnes références.

Définition 1.1.4. Un feuilletage F de dimension p ou de codimension k :=n — p sur une
variété M de dimension n est défini par un atlas F = {(U;, ;) }ier ot les difféomorphismes
v, + Uy = R"F x R* sont tels que si l'intersection U; N U, # 0 est non vide alors les
changements de cartes @;; = (piocpj_l Lo (U:NU;) CR"FXRY — ¢;(U;NU;) C R"F xRk

sont de la forme @;;(z,y) = (gz'j (,y), hij (y))

Ainsi chaque ouvert U; est partitionné en plaques, qui sont les composantes connexes des
sous-variétés o, 1(R”‘k x {y}),y € R¥ et les changements de cartes préservent cette parti-
tion. Les changement des cartes ayant cette forme trés particuliére, les plaques se recollent
localement les unes avec les autres, donnant ainsi une partition de M en sous-variétés
connexes et immergées dimension n — k appelées les feuilles du feuilletage. Localement les
feuilles d'un feuilletage sont paralléles mais le feuilletage peut étre compliqué du point de
vue global.
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o

= mii—k
e *

FIGURE 1.2 — Feuilletage de dimension n — k ou de codimension k

Puisque M est recouvert par des plaques de F, on peut définir une relation d’équivalence

sur M comme suit : deux points x et y de M appartiennent & une méme feuille s’il existe
une suite d’ouverts distingués ou chemins de plaques P, - -, Py, avec P; N Pjy # () pour
j € {l,---,k — 1}, et une suite de points x = po,p1,--- ,pr = y telle que pj_1 et p;
appartiennent a la méme plaque P; avec z € P, et y € FP. Ainsi appartenir & une méme
feuille pour deux points définit une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont
les feuilles du feuilletage. L’espace des feuilles noté M/F d’une variété feuilletée (M, F) est
I'espace quotient de M/ ~ par cette relation.
Si F est défini par un atlas maximal {(U;, ¢;) }ier, on considére la projection canonique sur
le second facteur m : R"* x R¥ — RF. Alors 'application f; := 7o ¢; : U; — R¥ est une
submersion et sur U; NU; # 0 on a f; = v;; 0 fi, ot les 7;; sont les difféomorphismes locaux
donnés par la forme normale locale de la submersion. D’ot la définition équivalente a la
premiere suivante

Proposition 1.1.1. Un feuilletage F de codimension k sur une variété M de dimension
n, (k < n) est équivalent a la donnée d’une famille {(U;, fi,7ij) }ier 0% {U;}ier est recou-
vrement ouwvert de M, f; : U; — T C R¥ des submersions au-dessus d’une k-variété T et
vij © filUinU;) — f;(U; NU;) des difféomorphismes locauz tel que sur les composantes
connezes Uy; de U;NU; # 0, on a f; = vij o f; c’est-a-dire que le diagramme suivant est
commutatif

Démonstration. Soit F un feuilletage de dimension p et de codimension n—p sur une variété
M de dimension n. Si F = {(U;, ¢;) }icr est un atlas définissant F avec ¢ : U; — RP x R*7P
une carte de F, et si on considére my : R™ — R"7P la projection sur le deuxiéme facteur
alors my 0 ¢ : U; — R™7P est une submersion.

Réciproquement, soit F = {(Uj, fi) }ier avec f; : U; — R"7P des submersions tel que le dia-
gramme ci-dessus soit commutatif. D’apres le théoréme de redressement d’'une submersion
il existe une carte locale ¢ : V C U; — Vi x Vo C RP x R"? avec Va C f;(U;) telle que
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fiop ! Vi x Vo — Vs soit la projection canonique sur le deuxiéme facteur. L’ensemble
de telles cartes est un atlas définassant un feuilletage F de codimension n — p sur M. En
effet, si (V, ) et (W, ) sont deux cartes de cet atlas telle que VW £ (), alors V C U; et
W CUjet fyop™ : Wy x Wy CRP X R"? — W, C R"? est la projection canonique sur
le deuxiéme facteur avec ¢ : W C U; — Wy x Wy CRP x R" P et W, C f;(U;) .

D’autre part p o ™!+ Y(VNW) — oV N W) peuvent s’écrire de la forme suivante
potpHz,y) = (h(z,y), ha(x,y), pour tout (z,y) € RP x R"7.

Alors

ha(2,y) =m0 p oy (x,y)
= fiop lopoyTi(z,y)
= fio N (z,y)
=gijo fjo w‘l(:r,y)
= gij o T2(2,y)
= ij(y)

O

On dit dans ce cas que (U, f;, T, vij)ier est un cocycle feuilleté et la variété T est appelée
variété transverse au feuilletage F. Les difféomorphismes locaux v;; satisfont la condition
cocycle v;; © vji = 7Vik- Le feuilletage F est dit transversalement orientable si la variété T'
peut étre munie d’une orientation préservée par tous les diffécomorphismes locaux 7;;.

Le feuilletage F est défini sur chaque ouvert U; par la submersion f;. On dit que (U;, f;)
est une carte locale de J et les difféomorphismes locaux «;; sont appelés les changements
de cartes ou changements de cordonnées transverses. Les 7;; engendrent un pseudo-groupe
I' de difféeomorphismes locaux de la variété T. Ainsi, de maniére générale se donner une
structure transverse pour J revient a imposer certaines conditions sur I'.

Donnons maintenant une troisiéme caractérisation d’un feuilletage qui résulte du théoréme
de Frobenius.

Proposition 1.1.2. Soit M une variété différentiable de classe C>* de dimension n. La
donnée d’un feuilletage de dimension p et codimensionn—p (p < n) de classe " (r > 1)
sur M est équivalente a celle d’un champ de plans de dimension p de classe C" qui est
complétement intégrable.

Cela revient a la donnée d’un sous-fibré & de T'M qui est intégrable. Dire que £ est
intégrable ou involutif signifie que £ stable par les crochets de Lie : si X, Y € x(M) sont
des sections de &, alors [ X, Y] est aussi une section de &.

Démonstration. Si F est un feuilletage de classe C",r < 1 sur M, on pose P(z) = T,F le

sous-espace de T, M tangent en z a la feuille de F passant par x. Soit zg € M et (U, ¢) une

carte locale de F | avec zo € U. Alors pour tout = € U, P(x) est un sous-espace engendré

par les vecteurs (a%l)(a:) = (Dp(x)) Ye;),i = 1,...,k ol ¢; est le i"™ vecteur de la base
&l

canonique de R"™. Puisque ¢ est de classe C" alors les champs 5 - sont de classe Cr=1 et

donc P est de classe C"!. La réciproque découle du théoréme de Frobenius. O
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On remarque en particulier que si M n’admet pas de champ de p-plans continu alors M
ne peut pas supporter un feuilletage de dimension p. C’est le cas par exemple de la sphére
S® qui ne porte pas de feuilletage de dimension 2 car S° n’admet pas de champ de 2-plans
continu.

Exemple 1.1.3. Une forme de Pfaff w sans singularité et complétement intégrable ( i.e.
wAdw = 0) sur une variété M définit un feuilletage de codimension 1 dont le champ de
plans associé est donné par le noyau de w. En effet, kerw = {v € TM;w(v) = 0} est un
sous-fibré intégrable du fibré tangent T M de M. En particulier, une I1-forme fermée non
singuliere définit un feuilletage de codimension 1 dont le champ de plans associé est kerw.

Exemple 1.1.4. Si M est une variété de dimension n = p + q, alors une submersion
f M — R"P définit un feuilletage sur M de dimension p dont les feuilles sont les
composantes connexes de f~'(a),a € R"7P.

Exemple 1.1.5. Soit X un champ de vecteurs C"~' sans singularité sur une variété M.
Le théoreme du redressement local de champ de vecteurs autour d’un point non singulier
montre que M admet un feuilletage de classe C" de dimension 1 dont les feuilles sont les
courbes intégrales du champ de vecteurs X.

Exemple 1.1.6. Soit p : M — B une fibration localement triviale de fibre F', ou M, B
et ' sont des variétés compactes connexes, et de classe C". Alors p est une submersion et
définit sur M un feuilletage de classe C", de codimension égale a la dimension de la base
B et dont les feuilles sont les fibres de p. Dans cet exemple, toutes les feuilles sont des
sous-variétés compactes plongées dans M.

1.1.4 Feuilletages des variétés & bord

Soit H™ le demi-plan espace de R" constitué des points (z1,--- ,z,) avec 1 > 0). Pour
n > 1etn+k=mon pose H? le produit H" x R¥ ot 'on munit 'espace R* de la
topologie discrete : H) est une sous-variété a bord de R7.

Définition 1.1.5. Un feuilletage F de dimension n et de codimension k de classe C"
transverse au bord sur une variété a bord M de dimension m = n + k est défini par un
atlas {(U;, i) }ier o les difféomorphismes @; : U; — H™ xR¥ sont tels que sur l'intersection
non vide U; NU; # 0, les changements de cartes p;j = p; 0 %—1 Lo (U;NU;) € H* x R* —

0i(U;NU;) C H™ x R* se mettent sous la forme pi;(z,y) = (gij(a:,y), hw(y)>

Un tel feuilletage J définit par restriction sur le bord de M un feuilletage F|5,, de classe
C" de dimension n — 1 et de codimension k sur le bord M de M dont les feuilles sont les
composantes connexes des traces sur M des feuilles de F .

Exemple 1.1.7. Une forme de Pfaff sans singularité et intégrable sur une variété a bord
M induisant sur le bord de M une I1-forme sans singularité détermine un feuilletage de
codimension 1 de M transverse au bord et transversalement orientable.

Proposition 1.1.3. Soit M une variété différentiable compacte a bord et une variété N
différentiable compacte sans bord sur laquelle il existe une forme de Pfaff fermée non sin-
guliere. Alors la variété produit M x N posséde un feuilletage de codimension 1.
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Démonstration. Soient en effet a une forme de Pfaff fermée non singuliére sur N et f :
M — R une fonction différentiable ayant 0 pour valeur réguliére et tel que f~1(0) = OM.
Alors la forme

1

F))Oé

est sans zéro sur M x N et de plus w A dw = 0. O

w = df + (exp(—

1.1.5 Topologie des feuilles d’un feuilletage

Les feuilles d'un feuilletage F sont des sous-variétés connexes et immergées injective-
ment, mais non nécessairement plongées dans la variété ambiante M. Leur topologie ne
coincide donc pas en général avec la topologie induite par celle de M. On distingue plusieurs
types de feuilles :

— les feuilles compactes de F : ce sont des sous-variétés compactes de M ;

— les feuilles propres de F sont, par définition, les feuilles plongées dans M c’est-a-dire
qu’'une feuille F' est propre si sa topologie fine coincide avec celle induite par celle
de M ; Une feuille F' de F est propre si pour tout point x € F il existe un voisinage
ouvert U de x et une submersion g : U — R"? telle que FNU = ¢g~(0),0 € R*P.

— les feuilles localement denses de F sont celles dont 1’adhérence contient un ouvert de
M. Autrement dit une feuille /' d’un feuilletage sur une variété M est localement
dense s’il existe un ouvert de M dans lequel F' est dense;

— Enfin, on appelle feuilles exceptionnelles, les feuilles qui ne sont ni propres ni loca-
lement denses.

Remarque 1.1.2. Les feuilles d’un méme feuilletage n’ont pas nécéssairement la méme
nature topologique comme [’on peut le remarquer dans [’exemple suivant

Exemple 1.1.8. La submersion f : R® — R définie par f(z,y,z) = (1 — 2% — y?) exp(2)
détermine un feuilletage de codimension 1 de R® dont les feuilles sont des plans ou des
cylindres.
En effet, les feuilles de ce feuilletage sont les composantes connexes de [~ (a) = {(z,y,2) €
R3: (1 — 2% —y*) exp(z) = a},Va € R.
On distingue donc 3 cas suivant la valeur de a :
— Sia=0,f10)={(r,y,2) e R3: (1 — 22—y} exp(z) =0,V2z € R} = {(x,y,2) €
R3 : 22 + y? = 1,Vz € R} ; cette feuille est donc un cylindre S* x R.
— Sia >0, on pose a=c? fHc?) = {(x,y,2) e R3: (1 —2? —y?*)exp(z) = A, Vz €
R} ={(z,y,2) e R®: 2’ +y* = 1—c*exp(—2),Vz € R} = {(z,y,2) e R} : 22 +9* <
1,Vz € R} ; les feuilles sont donc des cylindres pleins D? x R.
— Sia <0, on pose a = —c2, f7H=c*) = {(x,y,2) € R® : (1 — 2% — y?)exp(z) =
—*Vz € R} = {(z,y,2) e R®: 2% + ¢y = 1 + Pexp(—2),Vz € R} = {(z,9,2) €
R3: 2% + 4% > 1,Vz € R} ; les feuilles sont donc des plans R* (complémentaires du
disque dans R?).

1.2 Quelques constructions classiques des feuilletages

Il existe plusieurs maniéres de construire les exemples de feuilletages : soit par construc-
tion de nouvelles variétés soit en poussant le feuilletage par les applications différentiables.
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Bon nombres de constructions présentées ici sont dues aux “péres” fondateurs de la théo-
rie des feuilletages : C. Ehresmann, G.Reeb et A. Haefliger. Pour plus de détails voir [7].
Nous considérérons que M est une variété différentiable de classe €",r > 0 et de dimension
n=p+aq.

1.2.1 Feuilletage induit et feuilletage produit

1. Soit F un feuilletage de classe €", de dimension p et de codimension ¢ de la variété
M. Si U est un ouvert de M, les cartes de F dont la source est contenue dans U constituent
une structure de variété feuilletée F; sur U de méme nature que F et ayant pour feuilles
les composantes connexes des traces sur U des feuilles de J : J|iy est le feuilletage induit
par F sur U ou encore feuilletage restriction de F a 'ouvert U.

En effet, si I = {(U;, i) bier, alors {(U; N U, @ijy,n17) bier est un altas de cartes feuilletées
et Flu = {(Ui N U, piyy,~v) ier définit un feuilletage sur U dont les feuilles sont les traces
des feuilles de F sur U. Cette construction est transitive : si V est un ouvert de U on a
Fyv = (Fw)v-

2. Si on considére deux variétés différentiables M de dimension n = p+q et M’ de dimension
n' = p'+q. Soit F = {(U;, ¢;) } une structure de variété feuilletée de classe €", de dimension
p et de codimension g sur sur la variété M et soit F' = {(U}, ¢})} une structure de variété
feuilletée de classe C", de dimension p’ et de codimension ¢ sur la variété M’. L’ensemble
{(Ui x Uj, i X )} est un atlas d'une structure de variété feuilletée F x F' de classe €,
de dimension p + p’ et de codimension ¢ + ¢’ sur la variété produit M x M’ : F x F est le
feuilletage produit des feuilletages F et F.

Les feuilles de F x F sont les produits cartésiens des feuilles de F et celles de F’. On le note
également F x M’ lorsque F est le feuilletage trivial de M’ par ses composantes connexes.

1.2.2 Feuilletage image directe par un difféomorphisme

Définition 1.2.1. Deuz feuilletages F et F' sont topologiquement (resp. C-)conjugués s’il
existe un homéomorphisme (resp. difféomorphisme f de classe C) tels que f.F =3 i.e f
envoie une feuille de F sur une feuille de F'. En particulier, si f.F = F, on dit que F est
mwvariant par f. Pour cela, il suffit que f envoie chaque feuille de & sur une feuille de F.

Soit F un feuilletage de classe €", de codimension ¢ sur la variété différentiable M. On
suppose que F est défini par la famille {(U;, ;) }ier avec ¢; : U; — RY des submersions.
Soit f: M — N un difféomorphisme de classe C".

U;c M—L-f(U;) c N

R4

Les 1; = ¢; o f~1 sont des submersions car compsosées d’une submersion et d’un difféo-
morphisme.

En effet, d(p; o f71)(z) = dp;i(f'(z)) o df *(z). Comme dip;(f~*(z)) est de rang g et
que df ~(z) est un isomorphisme alors d(gpi o f‘l) (x) est de rang ¢. En effet le rang d’'une
application linéaire est invariant par la composition avec un isomorphisme. D’ott les ¢;0 f~*
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sont des submersions. La famille {(f(U;), @i o f~1)}ier définit alors un feuilletage de classe
C", de codimension g sur M noté f,F et appelé feuilletage image directe de F par f. Les
feuilles de f.JF sont les images par f des feuilles de J.

Définition 1.2.2. Deux feuilletages F et F' sont dits isotopes s’ils sont conjugués par un
difféomorphisme ¢ qui est isotope a lidentité i.e ¢ : M x [0,1] — M est différentiable et
Vt € [0,1], 0 = Quxqe est un difféomorphisme tels que @o = idy et o1 (F) =T

Rappelons une autre notion importante pour la construction des feuilletages : celle de
I’homotopie intégrable entre deux feuilletages.

Définition 1.2.3. Deux feuilletages F et F sur M sont dits intégrablement homotopes
s’il existe un feuilletage H sur M x [0,1] de méme codimension que F et F' transverse a
M x {t} pour tout t € [0,1] et induisant F sur M x {0} et F sur M x {1}.

Exemple 1.2.1. Soient wy et wy deuxr 1 formes fermées non singuliére sur une variété
différentiable M transverse a un feuilletage de L dimension 1 i.e que st X est un champ
de vecteurs non singulier tangent a £ alors wo(X) > 0 et wi(X) > 0. Ces deuz formes
définissent deuz feuilletages Fy et Fy de codimension 1 transversalement orientables dont
lorientation transverse est donnée par l’orientation de L. On suppose en plus que les deux
formes sont cohomologues i.e wy — wy = df pour une fonction différentiable f sur M. Sur
M x [0,1] définissons la 1-forme

Q(a),t) = tCULT + (1 — t)ng + f(x)dt(%t)

pour tout (z,t) € M x [0,1]. La forme 2 est fermée et non singuliere, elle définit un
feuilletage H de codimension 1 sur M x [0,1] transverse a toutes les fibres M x {t},
Vit € [0,1] et qui induit Fy et Fy respectivement sur M x {0} et M x {1}. En effet, le
champ de vecteurs X peut étre vu comme un champ de vecteurs sur M x [0, 1] indépendant
de t et donc Q(X) > 0. Le feuilletage H est une homotopie intégrable entre les feuilletages
ﬁto et 9:1.

Remarque 1.2.1. Deux feuilletages F et F' isotopes sur une variété M sont intégrablement
homotopes mais la réciproque n’est vraie que si la variété M est compacte.

1.2.3 Feuilletage image inverse par une application transverse

Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions m et n respectivement. On
suppose que M supporte un feuilletage F de codimension ¢q. On dit qu’une application
différentiable f : N — M est transverse a F si f est transverse a chacune des feuilles de
F, c’est-a-dire que pour tout point x de N, l'espace tangent Ty M & M au point f(x)
est engendré par T Tz et (dof)(T,N) (on df est I'application tangente a f en z).
Ce qui se traduit par : Ty)M = Ty T pz) + (dof)(TeN). Si J est défini par une famille
{(Ui, i) }ier, avec @; des submersions :

piofL /

R?
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et si f est transverse a F alors les ;0 f : f~1(U;) — R? sont des submersions et déffinissent
un feuilletage de codimension g sur N noté f*F = {(f~1(U;), p;0 f) }ies et appelé feuilletage
image inverse de F par f. En effet, soit x € f~1(U;), on a :

Ty@pi: TyeyM — R

et
L(pi o f)(TN) = Tyei (T F)(TLN))

Par I'hypotheése de transversalité et par la régle de composition des applications, on obtient :
R =Ty pi- TayM
= Tf(x)goi.Tf(x)ff + Tf(x)goi.wa.TIN
= Tf(m)gpi.Tf(m)ff + Tx(@i o f)TxN

Puisque ¢; : U C M — R? est constante sur chaque plaque de F passant par f(x) on a
Tr@pi = {0} ; donc Ty (p; 0 ). T,N = R? et ; o f est une submersion. Les feuilles de f*JF
sont les composantes connexes des images inverses des feuilles de & par f. En particulier,
si W C M est une sous-variété transverse a JF, l'injection canonique ¢ : W — M est
une application transverse a F c’est-a-dire pour tout x € W, T,M = T, F, + T,W. Alors
i*F = Fjw est un feuilletage induit par F sur W. De plus, Fji est un feuilletage de méme
codimension que la codimension de F puisque si ¢; : U; — R? est une submersion sur M
alors i U, NW — R? est une submersion.

1.2.4 Suspension d’un feuilletage par un difféomorphisme

Soit h est un diffécomorphisme de classe € (r > 1) d’une variété M. On appelle variété

suspension de h et on le note par
M xR

(z,t) ~ (h*(z),t + n)
la variété obtenue en quotientant le produit M x R par 'action du groupe Z définie par
(x,t) — (h”(x), t+n) c’est-a-dire Z opére sur M par itération de h et sur R par translation.
Dans ces conditions, si F est un feuilletage de classe C" et de codimension ¢ de M invariant
par h, le feuilletage produit F x R est invariant par I’action de Z et détermine un feuilletage
F;, de classe C" et de codimension ¢ de Mj,. Le feuilletage I, est appelé feuilletage suspension
du feuilletage F par difféomorphisme h. Un cas typique est celui ot h est un difféomorphisme
d’Anosov de T? induit par 'automorphisme de R? ayant pour matrice

(71)

qui sera traité ci-dessous. On donne ici un autre exemple de suspension. il s’agit de la
suspension d’une rotation d’angle o du cercle S!.

Mh =

Exemple 1.2.2. On considére un difféomorphisme du cercle f, : S* — S! défini par
fa(2) = ¥ 2. Il s’agit d’une rotation d’angle 2m. La suspension de fo définit un feuille-
tage F, sur le tore T?. Si a = 150 €@, avec p et q premiers entre eux, tous les points de S*
sont périodiques pour f, ce qui signifie en termes de feuilletages que toutes les feuilles de
F. sont homéomorphes a S* et coupe Ny = 7(S* x {0}) ¢ fois avec m : R — S la projection
canonique. Si o € @ alors toutes les feuilles de F,, sont denses dans T?.
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1.3 Exemples de feuilletages en dimension 3

On donne ici deux exemples classiques de feuilletages de codimension 1 en dimension
3 : le feuilletage de Reeb sur la sphére S? et les feuilletages modeles sur T,.

1.3.1 Feuilletage de Reeb sur la sphére S?

C’est la question de Hopf suivante “Existe-t-il sur la sphére S* un champ de vecteurs
sans sin%ularité orthogonal & son rotationel 7 C’est-a-dire un champ de vecteurs X telsque
ot

= (07 qui est a l'origine de ce feuilletage.
Mais C. Ehresmann remarqua que la question de Hopf revient & se demander s’il existe
sur la sphére S un champ de plans de dimension 2 qui est complétement intégrable c’est-
a-dire qu’il existe sur S* une 1-forme w tel que X -rotX =0 <= w A dw = 0.

En effet soit (U, z, y, 2) un systéme de coordonnées locales sur la sphére S? et considérons
le champ de vecteurs

0
+ R(.’L’,y, Z)_

0 0
Y—P(Sﬁ,y,z)a—x—%Q(lﬁ,y,Z)— Oz

dy

et la forme de Pfafl associée

w = P(z,y,2)dz + Q(z,y,2)dy + R(z,y, 2)dz
définis sur S® ou P, Q, R € C'(R3).

On a alors :

— (8_R_6_Q)ax+(8_P_8_R6 0Q 0P,

0z 8x)8y+(8x 8y)8z

dy 0z
X . rot P(%—%HQ@—S—%HR(%—%) (1.1)
Calculons maintenant dw.
dw = %—dyAdmL%dz/\dwrg—Qda:Ady+Z—deAdy+g—Rdx/\dz+aa—];dy/\dz
= (Z—f—%—l;)d A dy +(2—§—%—Q)d Adz +(%—%—P)d Adz
wAdw = P(aa—];—g—g)dmdyAdHQ(—P——)dy/\dyAderR(g—f—g—g)dmdy/\dz
- (P(‘Z—];—%H (a—f—% (--%))dmdwdz (1.2)

De (1.1) et (1.2), on a w A dw = (? crotX)dx Ndy A dz.

D’oﬁ?-rot =0« wAdw=0.
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C’est en 1944 que G. Reeb a répondu positivement a la question de Hopf en construisant
sur la sphére S* un feuilletage de codimension 1. En identifiant R* & C? la sphére unité
S? ¢ R* = C? peut étre défini par S* = {(21,2,) € C? : |z1> 4 |2]> = 1}. On note par
D = {z € C: |2] < 1} le disque unité ouvert de C et par D = {z € C : |z| < 1} son
adhérence.

En Considérant alors les ensembles suivants : My = {(z1,2) € S* : |z]* < shet M_ =
{(z1,20) €S*: |21 > 3}, ona §® = M_ U M,.
Pour (z1,22) € My, on a ]z2]2 > 1 donc 2z, # 0. L’application continue

o: M, — DxS!
1
(Zl, 22) — (\/521, —22)

|22

est bijective donc un homéomorphisme par compacité de M, et D x S'; et donc M, est
un tore plein. Il en est de méme pour ’ensemble M _.

On constate que M_ UM, =S¥ et M_N M, = IM, =dM_ = {(z1,2) € S® : |z|* =
|25|” = 1} est un tore S! x S
Bref la sphére S? est obtenue en recollant deux exemplaires de I x S! le long de leur bord.

Construction de la composante de Reeb en dimension 2

On considére la fonction f : D* — R définie par f(z,y) = 2> +y* — 1. on a f1(0) =
0D? ~ S'. On considére alors la 1-forme w = df — fdf sur D?* x S o df est la forme
volume sur S!. La 1-forme w est sans singularité et intégrable. Elle définit donc sur D? x S*
un feuilletage F de codimension 1 ayant une seule feuille compacte T2.

En effet, sur D? x S\ (f71(0) x S!) le feuilletage F est conjugué a un feuilletage défini par
une 1-forme w’ fermée sans singularité et de rang 1; par conséquent toutes ses feuilles sont
denses. Pour le voir on pose

o= (%~ dt) = 1
——

w/

Le tore plein D? x S' muni de ce feuilletage est appelé composante de Reeb (voir la figure
ci dessous).
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FI1GURE 1.3 — Composante de Reeb

Si les deux tores pleins utilisés pour la construction de S? sont feuilletés en composantes
de Reeb, on obtient sur S* un feuilletage de codimension 1 ayant une seule feuille compacte
T? et toutes les autres feuilles sont homéomorphes au plan R?. C’est le feuilletage de Reeb
sur S3.

Une question naturelle est alors de savoir si tous les feuilletages de codimension 1 sur
S3 possédent une composante de Reeb ? Le théoréme de S. Novikov [6] (1965) selon lequel
tout feuilletage de codimension 1 de classe G2 sur une variété fermée de dimension 3 dont
le groupe fondamental est fini (en particulier sur S?) posséde une composante de Reeb
répond affirmativement a cette question ouvrant ainsi la ploblématique de classification
des feuilletages.

1.3.2 Feuilletages modéles sur T3

Un deuxiéme exemple trés important est celui des feuilletages modéles construits par
Ghys-Sergiescu sur une 3-variété fermée qui est un fibré en tores sur le cercle et hyperbo-
lique. Commengons par la construction d’un tel fibré. Pour tout A € GL(2,Z), on désigne
par T3 le fibré en tores sur le cercle obtenu en quotientant T? x [0,1] par la relation
(z,0) ~ (Az,1). On peut encore dire que T? est obtenu en identifiant T? x {0} et T? x {1}
dans T? x [0, 1] a l'aide de A.

Un tel fibré est dit hyperbolique si A est hyperbolique c’est-a-dire si [tr(A)| > 2.

On consideére le difféomorphisme ¢ : T? — T? induit par I'isomorphisme ¢ : R? — R?

de matrice A = (? 1) appelé diffécomorphisme d’Anosov. On définit T3 par

TS == T% x [0,1]/(2,0) ~ (¢(2),1)

Les deux directions propres \; et Ay de A donnent sur R? deux feuilletages notés Fy,
et F,, dont les feuilles sont des droites de pentes \;(i = 1,2). Ces feuilletages définis
sur R? sont invariants par I’action par translations entiéres de Z? sur R? et passent donc
au quotient sur le tore T? en deux feuilletages minimaux F; et F5 de codimension 1 et
transverses entre eux. Les feuilletages produits F; x R, (i = 1,2) sur T? x R sont invariants
par ¢ et induisent sur T% deux feuilletages de codimension 1 H;, (i = 1,2) minimaux

Ecole Doctorale de Mathématiques et Informatique Rénovat NKUNZIMANA @©Université Cheikh Anta Diop de Dakar / 2019



Exemples de feuilletages en dimension 3 22

transverses entre eux et transverses aux fibres T? de la fibration 7 : T3 — S!, appelés
feuilletages modéles. Dans [13] Ghys-Sergiescu ont montré le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.1. [13] Soit F un feuilletage transversalement orientable, de classe C”, (r >
2), sans feuille compacte sur un fibré hyperbolique orientable, en particulier sur T3. Alors
F est C"2-conjugué & l'un des feuilletages modéles.

Esquisse de la preuve : La preuve de ce théoréme consiste a faire la démarche inverse
de la construction des feuilletages modeéles. Par de petites isotopies, ils mettent une fibre
T3 en position transverse au feuilletage sans toucher ce dernier (théoréme de Roussarie) ;
et puis ils coupent le fibré T3 le long de ce tore en position transverse par rapport au
feuilletage ; ils montrent ensuite que le feuilletage induit par F sur chaque fibre est sans
feuille compacte et qu’il est conjugué a I'un des feuilletages définis par les directions propres
de la matrice A (théoréme de Denjoy) ; et enfin ils montrent que le feuilletage induit par
F sur T2 x [0,1] est isotope & un feuilletage produit. De ce résultat, on déduit le corollaire
suivant

Corollaire 1.3.1. Soit M un T?-fibré sur le cercle S' dont la monodromie est isotope ¢ un
automorphisme hyperbolique. Si F est un feuilletage C'*° transversalement orientable sans
feuille compacte alors F est transversalement affine.

En plus ils ont montré que les feuilletages modéles sur ce fibré sont structurellement
stables. Plus précisement, ils ont montré le théoréme suivant

Théoréme 1.3.2. [13] Soit F un feuilletage transversalement orientable de classe C"(r >
2), sans feuille compacte, sur un fibré hyperbolique orientable. Alors, tout feuilletage de
classe C" suffisamment C*-proche de F est C™2 conjugué a F.

Pour prouver cela, ils ont montré que dans de telles conditions, ce feuilletage est sans
feuille compacte et donc le résultat. Ces deux résultats sont la source de plusieurs travaux
de recherche dont parmi les auteurs on peut citer H. Nakayama, H. Dathe, A. Saidou, et
bien d’autres. Il est donc naturel de penser a généraliser de ces résultats aux 3-variétés
fibrés en surfaces de genre g > 1 sur le cercle. Mais contrairement a ce que l'on peut
penser ces résultats ont peu de chance de se généraliser en genre supérieur & 1. Parmi les
obstructions, on peut citer le premier nombre de Betti qui n’est pas égal nécessairement
a 1 et d’autre part la restriction du feuilletage & chaque fibre qui admet des singularités.
Mais pas mal de résultats ont été obtenus dans cette direction parmi lesquels celui de H.
Nakayama [27| dans le cas des feuilletages transversalement affines sans feuille compacte
sur les fibrés en surfaces de genre >1 | ceux de H. Dathe [19] pour les feuilletages trans-
versalement affines sans composante de Reeb puis pour les feuilletages transversalement
projectifs proches des modeéles et récemment H. Dathe et A. Saidou [25] dans le cas des
feuilletages transversalement projectifs ayant méme classe d’Euler que la fibration sur qu’.
Comme nous ’avons déja indiqué notre étude porte sur les feuilletages tendus. Introduisons

pour cela cette notion qui est une sorte de généralisation des feuilletages sans composante
de Reeb.
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1.4 Notion de feuilletages tendus

Historiquement, en 1964 Novikov a démontré un résultat spéctaculaire qui affirme que
tous les feuilletages de la sphére S® ressemblent au feuilletage de Reeb ; posséde donc une
composante de Reeb. On rappelle qu une composante de Reeb est un feuilletage de D? x S*
par une feuille torique au bord et des plans a l'intérieur. Par tourbillonement de Reeb,
Lickorish [1965] et Novikov [1964] ont indépendamment rélisé comment construire explici-
tement un feuilletage avec une composante de Reeb. Ils partirent du fait de Lickorish [1962]
et Wallace [1960| que toutes les variétés de dimension 3 compactes et fermées s’obtiennent
en effacant le voisinage tubulaire d’un entrelacs de S* puis en le recollant a la 3-variété. En
voyant cet entrelacs dans le feuilletage de Reeb de S? et en le rendant transverse aux feuilles,
ce qui est toujours vrai par le théoréme d’Alexander [1923], ils effacent un voisinage de cet
entrelacs feuilleté trivialement par D? x S! puis recollent par le bon homéomorphisme avec
le procédé de tourbillonement de Reeb. Le cas des variétés a bord est clair en considérant
le double de la variété. Finalement les feuilletages admettant une composante de Reeb sont
trop courants pour donner des informations sur la variété sous-jacente.

Ainsi se pose alors la question de savoir quelles sont les 3-variétés admettant un feuille-
tage sans composante de Reeb? Ou encore, peut-on généraliser le théoreme de Novikov ?
Notons qu’a vrai dire, ce théoréme ne se généralise pas. Ainsi d’aprés Novikov toute va-
riété fermée orientable de dimension 3 de groupe fonfamental fini posséde un feuilletage
en surfaces transversalement orientable ayant au moins une composante de Reeb; I'exis-
tence de feuilletages transversalement orientables sans composante de Reeb devient une
question importante. Le théoréme de Novikov selon lequel, "si M est une 3-variété dif-
férente de S* x St compacte connexe et orientée adment un feuilletage transversalement
orienté et sans composante de Reeb alors w (M) est fini, les feuilles sont incompressibles
et mo(M) = {0}", nous indique quelles sont les 3-variétés admettant un feuilletage sans
composante de Reeb.

Pour une variété fermée de groupe fondamental infini, quelles sont les "exceptions" au théo-
réme de Novikov ? Le premier qui s’est intéressé a ce probléme fut D. Gabai(1983). L’auteur
a amélioré cette théorie en introduisant la notion de feuilletage tendu, plus générale que
feuilletage sans composante de Reeb.

Définition 1.4.1. Soit M une variété de dimension n muni d’un feuilletage I de dimension
k. Un sous-variété 3 est transverse a F si pour tout point m € X la feuille L de F passant
par m vérifie T, +T,,L =T,,M. Si de plus dim> + dim3F = dimM on dit que ¥ est une
section transverse a I ou une transversale.

En particulier une transversale fermée a un feuilletage F de codimension 1 sur une
variété M de dimension 3 est une sous-variété plongée fermée difféomorphe a S! et tel que
Ve eStonaTlT,M=T,F,+T,S".

Une propriété importante des feuilletages de codimension 1 d’une variété compacte est
qu’ils possédent toujours une transversale fermée.

Définition 1.4.2. Un feuilletage F de codimension 1 sur une variété M est tendu s’il
possede une transversale fermée qui coupe toutes les feuilles de F.

D’aprés un résultat de D. Sullivan [12] cela est équivalent & l'existence d’une métrique
riemanienne g qui rend toutes les feuilles des sous-variétés minimales. Notons que toutes
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les variétés fermées de dimension 3 ne portent pas de feuilletages tendus comme le montre
le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.1. [42] Soit M une 3-variété fermée munie d’un feuilletage F de codimen-
sion 1. Si l'une des conditions suivantes est vérifiée alors F n’est pas tendu :

(i) T (M) est fini.
(11) M contient une courbe fermée transverse & F et homotope a 0.

(i1i) F posséde une feuille L compressible (c’est-a-dire w1 (L) ne s’injecte pas dans
m(M)).

Exemple 1.4.1. 1. Tout feuilletage sans feuille compacte est tendu.

2. 51 F est un feuilletage sans composante de Reeb sur une 3-variété M atoroidale
(c’est-a-dire ne contenant pas de tore plongé dont le groupe fondamental s’injecte
dans m (M) ), alors F est tendu.

3. Un feuilletage tendu est sans composante de Reeb.

Une question qu’on peut se poser est alors de savoir quelles sont les variétés de dimension
3 qui portent des feuilletages tendus ? Et quelles informations géométriques ou topologiques
renferment de telles variétés ? 11 est clair que la sphére S* n’admet pas de feuilletage tendu
car son groupe fondamental est fini. Par contre D. Gabai [1983| donna une construction
explicite de feuilletages tendus sur les 3-variétés ayant une homologie non triviale.

1.5 Holonomie d’un feuilletage

Nous introduisons ici la notion d’holonomie d’une feuille d’un feuilletage et quelques
propriétés relatives a celle-ci. Ce concept qui généralise celui de I'application de premier
retour de Poincaré des orbites d'un champ de vecteurs, a été introduit par Ereshmann et
joue un role trés important dans la théorie des feuilletages, en particulier dans la théorie
de déformation des feuilletages.

Rappelons d’abord la notion d’application de premier retour ou application de Poincaré.
Soit X un champ de vecteurs sur une varié¢té M de dimension n et ;X le flot associé a X.
On suppose que 'orbite d'un point m de M est périodique de période T'. On peut trouver
une sous-variété > de dimension n — 1 transverse au flot au point m. Il existe alors un
voisinage U de M dans ¥ et une fonction 7 : U — R telle que 7(m) = m et pour tout
y e U e (t(y),y) € X, mais ¢ (t,y) ¢ X, pour 0 < t < 7(y). Cette fonction correspond
au temps que met la trajectoire passant par un point voisin de m pour recouper . On
définit 'application de premier retour sur la transversale ¥ 'application h : U — > don-
née par h(y) = i (7(y),y). Comme on l'a déja indiqué dans 'introduction, la théorie des
feuilletages trouvent ses origines dans ’analyse globale des solutions des équations différen-
tielles ordinaires. Sur une variété M de dimension n une équation différentielle ordinaire
est définie par un champ de vecteurs X. Si ce champ de vecteurs est sans singularité alors
ses trajectoires forme une partition de M en courbes qui sont les feuilles d'un feuilletage
de codimension n — 1 et de dimension 1 de M. La notion d’holonomie est alors une géné-
ralisation de cette application de Poincaré aux feuilletages d’une variété M de dimension n.
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Soient alors Ly une feuille d’un feuilletage F sur une variété M et Tj et T} deux trans-
versales passant respectivement par deux points xg et z{, de Ly. L'objectif est de définir
une application de Ty dans T3 qui a tout point x de Ty N Ly associe un point z1 de 17 N Ly.
Dans le cas d’un feuilletage simple c¢’est-a-dire si chaque feuille L; coupe un ouvert distin-
gué en une seule plaque, on a ’application triviale obtenue par une identification naturelle
entre les germes des transversales T; au feuilletage en différents points de la feuille. C’est
I’holonomie triviale. Mais dans le cas général, le probléme est que sur un ouvert distingué
U une feuille voisine de la feuille Ly peut couper plusieurs fois une transversale T passant
par un point zy de Ly ou ne la coupe jamais. Dans ce cas I'identification des transversales
est remplacée par la notion intuitive de "glissement le long des feuilles". C’est cette notion
qu’on utilise pour définir I’holonomie de la feuille L.

Le lemme suivant est fondamental pour définir la notion d’holonomie.

Lemme 1.5.1. [6] Soit F un feuilletage sur une variété M. Il existe un recouvrement
{Vitier par des domaines de cartes de F tel que si V; N\ V; # 0 alors V; UV} est contenu
dans un domaine de cartes de F.

En utilisant ce lemme on montre le théoréme suivant

Théoréme 1.5.1. Soient F un fewilletage de dimension p sur une variété M de dimen-
sion n > p, L une feuille de &F, v : [0,1] — L un chemin continu, 3q et ¥y deuzx sections
transverses de F passant par les points mqy et mq respectivement. Alors il existe un difféo-
morphisme f. défini sur un voisinage Vo de mq dans Xy et a valeurs dans un voisinage V;
de my dans ¥y telle que pour toute feuille L' de F on o f,(VoNL)=ViNL".

Démonstration. En utilisant le lemme ci-dessus on voit qu’il existe une chaine subordonnée
a vy, c’est-a-dire une suite Uy, --- , Uy de cartes et une partition 0 =ty < --- < {11 =1 de
0, 1] telles que

L y([ti, tixa]) C U;
2.8510;,NU; # 0 alors U; U U; est contenu dans un domaine de carte.

Pour 1 > ¢ > k + 1, on choisit une transversale »; de J qui est contenu dans U; N U; et
est homéomorphe a un disque de dimension n — p. Pour m € X; assze proche de 7(¢;), la
plaque de U; passant par m coupe ¥;;1 en un unique point f;(m). Puisque les transversales
que l'on considére sont lisses, le théoréme de différentiabilité des solutions d’une équation
différentielle en fonctions des conditions initiales, assure que f; est lisse. On en déduit que
chaque f; est un difféeomorphisme d’un voisinage de y(t;) de ¥; sur son image ; puisque son
inverse est défini de maniére analogue. L’application f, = f; o---0o fy est donc bien un
difféomorphisme d’un voisinage Vj, de mg dans ¥, sur son image qui est un voisinage V; de
my dans >;. O

L’application f, s’appelle I’holonomie du chemin ~ relativement aux transversales ¥ et
2. A priori f., dépend des transversales et de la chaine subordonnée a 7. Plus précisement,
le germe de f, ne dépend que de vy et des transversales ¥y et ;. Dans le cas ou 7y est
un lacet et Xy = ¥ le germe de f,, noté [f,] est un élément du groupe des germes de
difféeomorphismes de ¥ en my. On dit que [f,] est 'holonomie de 7 relativement a .
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Définition 1.5.1. Soient F un feuilletage de dimension p sur une variété M de dimension
n, L une feuille de F, m € L et X une transversale de F telle que m € X. La représentation
d’holonomie de L relativement a m et X est l'application

HL,m,E : 7T1(L7m) — lef(zam)
h = £

ou vy est un représentant de [y] et f, le germe d’holonomie de . L’image de m (L, m) par
Hp s s’appelle groupe d’holonomie de L relativement a m et ¥ et se note Hol(L, m,X).

On dit qu’un feuilletage F est sans holonomie si le groupe d’holonomie de chaque feuille
est trivial. C’est le cas par exemple d’un feuilletage simple ou ’application d’holonomie est
triviale.

Proposition 1.5.1. [6/
1. La représentation d’holonomie est un homomorphisme de groupes.

2. Soient L une feuille de F, mg, my € L et X, ¥ deux transversales de F telles que
mo € Yo et my € ¥y et «:[0,1] = L un chemin tel que mo = a(0) et my = «(1).
Alors Hol(L,mg,30) = (fa) toHol(L,my,%1)0 fo, 0ot f, est le germe d’holonomie
de « relativement aux transversales g et >q.

Chaque transversale étant difféomorphe & un voisinage de R” o1 & est la codimension du
feuilletage Dif f(¥;,m;) est diffSomorphe & Dif fo(R¥) et on déduit la définition suivante :

Définition 1.5.2. Le groupe d’holonomie de L, noté Hol(L), est l’image de m(L,m) par
I’homomorphisme d’holonomie

hol : m(L,m) — Dif fo(R¥)
[ = Iy

ot Dif fo(R¥) est le groupe de difféomorphismes de R* qui fivent 0.

Exemple 1.5.1. 1. St L est une feuille fermée alors son holonomie est triviale.

2. Pour le feuilletage linéaire du tore, si la pente est rationnelle alors [’holonomie est
triviale.

3. Sila feuille L de F est simplement connexe alors son groupe d’holonomie est triviale. En
particulier si toutes les feuilles sont simplement connezes le feuilletage est sans holonomie.

Comme nous 'avons déja signalé cette notion est trés importante en théorie des feuille-
tages et surtout dans la théorie de leurs déformations. Par exemple le lemme de défor-
mation de Thurston qui stipule que si deux feuilletages transversalement homogénes sont
assez proches et si leurs groupes d’holonomie sont conjugués alors ces deux feuilletages
sont isotopes [19]; le théoréme de Sacksteder pour les feuilletages de codimension 1 sur les
variétés fermées qui stipule que si F est un feuilletage de classe C? sans holonomie alors
il est topologiquement conjugué & un feuilletage défini par une 1-forme fermée et que par
conséquent la variété fibre sur le cercle [11].
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Feuilletages transversalement affines et feuilletages trans-
versalement projectifs

On définit ici deux notions importantes pour 1’étude des feuilletages de codimension
1 sur les 3-variété : feuilletages transversalement affines et feuilletages transversalement
projectifs.

Proposition 1.5.2. ( Définition)[14] Soit N une variété analytique et T' un pseudo-
groupe de difféomorphismes locaux de N obtenu par localisation d’un groupe des difféo-
morphismes analytiques de N et soit M une variété différentiable connexe munie d’un
feuilletage F avec une I'-structure transverse. Il existe un revément galoisien p : P — M,
une représentation h : m (M) — G et une submersion D : P — N ayant les proprétés
suivantes :

i) le revétement p correspond au sous-groupe kerh de w (M) ;

ii) la submersion D est équivariante pour h (i.e D(a.z) = h(a)D(x),Vo € P,a €
m(M));

iii) le feuilletage p*F est défini par la submersion D.

On dit que cette construction constitue un développement du feuilletage F ; que la submer-
sion D est la développante et que la représentation h est la représentation globale d’holo-
nomie. Son image est un sous-groupe de G appelé groupe d’holonomie globale de F.

Exemple 1.5.2. Soit M = T? le tore de dimension 2; son revétement universel est R>
et son groupe fondamental est I' = Z%. Soit h : I' — G = R le morphisme donné par
h(z,y) = n+am ot « est un réel positif. Considérons laction d’un élement (m,n) =~ €T
sur R? donnée par lapplication (z,y) € R* — (z —m,y +n) € R%. Soit D : R*> - R, la
submersion définie par D(z,y) =y — ax. On a alors D(vy(z,y)) = h(y)D(z,y). Donc on
a un feuilletage du tore T? admettant une structure transverse modélée sur le groupe R.
L application h : Z*> — R est le morphisme d’holonomie globale de F. Le groupe d’holonomie
globale est un sous-groupe de R.

Définition 1.5.3. Soit F un feuilletage de codimension 1 transversalement orienté sur
une variété M. On dit que F est transversalement affine s’il existe un recouvrement ouvert
(Up)ier de M et une famille de submersions f; : U; — R tels que sur les composantes
connexes U;NU; # 0 on a fi = vijo f;, avec v;(x) = ajjx + by des transformations affines
préservant l’orientation de R.

Cela signifie également que I'on peut choisir une un atlas de cartes distinguées tel que les
changements de cartes soient affines dans la direction transverse. D’aprés [5] ces feuilletages
F transversalement affines peuvent étre définis de maniére équivalente par un couple des
1-formes différentielles (w,w;) vérifiant :

1) TF = kerw;
i) dw =w Aws;
iii) dw; = 0
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modulo I’équivalence identifiant les couples (w,wq) et (w',w]) s’il existe une fonction f sans
zéro sur M telle que v’ = fw et w] = w; — df/f.

Soit F un feuilletage transversalement affine sur une variété M et p : M — M le revetément
universel de M. D’aprés le développement d’un feuilletage avec une structure transverse,
il existe une représentation p : m (M) — Aff*(R) et une submersion D : M — R telles
que p*F est défini par la submersion D et Vy € m(M),z € M, D(y)D(x) = p(y)D(z). Par
exemple les feuilletages modéles construits par Ghys sur le fibré Tg sont transversalement
affines.

Remarque 1.5.1. [5] Si un feuilletage F de codimension 1 sur une variété compacte est
sans holonomie alors il posséde au plus une structure transversalement affine.

Définition 1.5.4. Soit F un feuilletage de codimension 1 transversalement orienté sur une
variété M. On dit que F est transversalement projectif s’il existe un recouvrement ouvert
(U)ier de M et une famille de submersions f; : U; — R tels que sur les composantes
connezes U; NU; # 0 on a f; = vij o fj, avec

CL,L'j.I’ + bij
’YJ( ) Cij.ilf + dij

des transformations homographiques de S*.

D’apreés [5] les feuilletages F transversalement projectifs peuvent étre définis de maniére
équivalente par un triplets des 1-formes différentielles (w,w;,wsy) vérifiant :

1) TF = kerw;
i) dw = 2w Aw, dw; = w A ws et dwy = 2ws A wy ;

modulo I’équivalence identifiant les triplets (w,wq,ws) et (w', w], w}) s’il existe une fonction
f strictement positive et une fonction g sur M telle que W' = fw, W] = w; + %df /f et
why = (wy — dg — 29w — g°w)/ [. .

Soit F un feuilletage transversalement projectif sur une variété M et p : M — M le
revetément universel de M. D’aprés le développement d’un feuilletage avec une structure
transverse, il existe une représentation p : m (M) — PSL(2,R) et une submersion D :
M — S telles que p*F est défini par la submersion D et Vy € m (M), z € M, D(y)D(z) =
p(7)D(z).

Remarquons que si F est transversalement affine alors il est transversalement projectif.
En dimension 3, les feuilletages de codimension 1 sans feuille compacte transversalement
affines et ceux transversalement projectifs ont été classifiés a isotopies prés respectivement
par Nakayama dans [27] et Dathe-Adamou dans [25]. Dans notre travail on s’intéresse a
la classification des feuilletages sans feuille compacte sans tenir compte de leurs structures
transverses.
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2.1 Introduction

Soit ¢ un difféeomorphisme d’Anosov du tore T? et T7} la 3-variété obtenue par suspension
de ¢. Ghys et Sergiescu ont montré dans ([13]) qu’il existe, a conjuguaison différentiable
preés, deux feuilletages de codimension 1 de classe C* et sans feuille compacte sur T;’. Un
tel théoréme a peu de chances de se généraliser aux fibrés pseudo-Anosov pour plusieurs
raisons parmi lesquelles on peut citer d’une part le fait que le premier nombre de Betti
des fibrés pseudo-Anosov n’est pas nécessairement égal a 1 et d’autre part la restriction
du feuilletage a chaque fibre admet des singularités. Soit maintenant > une surface fermée
orientée de genre g > 2 et ¢ un difféomorphisme pseudo-Anosov sur 3 dont le feuilletage
stable et le feuilletage instable sont orientés et n’admettent que des singularités de type
selle & quatre branches. Soit V' la 3-variété obtenue par suspension de . Combien y a-t-il &
conjuguaison différentiable prés de feuilletages de codimension 1 de classe C'™ sans feuille
compacte sur V' 7
Rapellons certains résultats sur cette question ; notamment ceux de H. Nakayama [27] et
H. Dathe [18], [20],[19] et [25]. Dans [27] Nakayama a montré le résultat suivant

Théoréme 2.1.1. (/27]) Soit 3 une surface fermée orientée de genre g > 2 et w: V — S!
un X-fibré pseudo-Anosov. On suppose que la matrice de monodromie posséde deux valeurs
propres réelles X et 1/\ avec des sous-espaces propres associés de dimension 1, ou A > 1
est le coefficient de dilatation de la monodromie. Soit I un feuilletage de codimension 1
sans feuille compacte et transversalement affine vérifiant : x(TF) = £x(T'n); x(TF) et
X(T'm) désignent les classes d’Euler de F et w respectivement. Alors il existe un revétement
fini de F qui est C°-isotope & l'un des modéles.
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Et H. Dathe a étendu ce théoréme au cas des feuilletages transversalement affines
sans composante de Reeb et a par ailleurs montré que les modeéles n’admettent pas de
déformations transversalement projectives non affines dans la classe d’Euler de la fibration.
Et plus récemment, H. Dathe et A. Saidou ont étendu ce résultat dans le cas des feuilletages
transversalement projectifs. Plus précisement ils ont montré le

Théoréme 2.1.2. [25] Soit F un feuilletage sur la variété Vz/? de codimension 1 sans feuille
compacte transversalement projectif qui est dans la classe d’Euler de la fibration. Alors F
est, & revétement fini pres, CP-isotope & l'un de ses feuilletages modéles.

Il est possible comme dans le cas de Tg de construire des feuilletages modeéles ayant
ces propriétés. Mais la question ci-dessus reste complexe méme pour des fibrés particuliers
comme Vj. Ainsi pour un feuilletage de codimension 1 tendu quelconque, la seule chose a
espérer est de trouver des conditions suffisantes pour qu’'un feuilletage tendu sur des tels
fibrés soit proche de la fibration. C’est 'objet de notre travail.

Pour cette raison définissons d’abord une topologie sur 'espace des feuilletages de codi-
mension 1 et de classe C" qui nous permet de parler de la proximité entre deux feuilletages.

2.2 Topologie sur ’espace des feuilletages

Pour plus de détails pour la construction de la topologie sur I’espace des feuilletage voir
[9]. Soit V' une variété différentiable de dimension n, on désigne par F(V') I'ensemble des
feuilletages de codimension 1 de classe C" (r > 2) sur V. On note 7 : G,,_1(V) — V' le
fibré en grassmanniennes des hyperplans tangents a V. L’identification d’un feuilletage avec
son champ d’hyperplans tangents permet de considérer F(V') comme un sous-ensemble de
'espace I'"1(7) des sections de classe C"! de 7; de sorte que si 'on munit cet espace des
sections de la C*-topologie faible de Whitney (0 < s < r — 1), on obtient une topologie sur
F(V) qui est & base dénombrable d’ouverts et métrisable. Dans toute la suite c’est cette
topologie que nous considérons sur I’espace des feuilletages.

Définition 2.2.1. Soient Fy et F, deux feuilletages de classe C"(r > 0) sur une variété
M. On dit que Fy et Fy sont C"-conjugués s’il existe un difféeomorphisme de classe C" (un
homéomorphisme si v = 0) qui envoie toute feuille de Fy sur une feuille de F;.

Si le difféeomorphisme est C"-isotope a lidentité, on dit que Fy et F; sont C"-isotopes.

Intuitivement, si Fy et F; sont C%-isotopes, il existe un chemin continu de feuilletages
C%-conjugués d’origine Fy et d’extrémité F;.

Définition 2.2.2. Soient F, et Fy deux feuilletages sur V. On dit que Fy est une pertur-
bation de F, si tout voisinage de Fy pour la C°-topologie contient un feuilletage topologi-
quement conjugué a .

Exemple 2.2.1. Fizons un feuilletage F sur une variété M. S’il existe une famille continue
a un parametre réel t de feuilletages F; telle que : Fo = F et Vt > 0,F; est topologiquement
conjugué a I, alors I est une perturbation de F. En effet, par continuité de la famille
de feuilletages Fy, tout voisinage U de F pour la C°-topologie contient tous les F; pour t
suffisamment petit.
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Remarque 2.2.1. [46] Soit F1 un feuilletage sur M. Alors il existe un voisinage U de F;
pour la C°-topologie tel que le fibré tangent de tout feuilletage F € U est homotope a celui
de ?1.

Définition 2.2.3. Soient F et G deux feuilletages sur une variété riemannienne de di-
mension 3. On dit que F et G sont e-coarse (resp. coarse) isotope au sens de Gabai si, &
[isotopie preés de chacun des deux feuilletages, leurs plans tangents orientés se different
d’un angle inférieur a € (resp. ).

Remarquons que si un feuilletage F est e-coarse isotope au sens de Gabai a un feuilletage
G alors & est une perturbation de G.

2.3 Difféomorphismes et fibrés pseudo-Anosov
Dans cette section considere une surface fermée > de genre g > 1 et un difféomorphisme
CEDIES DI

Définition 2.3.1. On appelle mesure transverse invariante une mesure p définie sur
chaque arc transverse au feuilletage et vérifiant la propriété suivante : soient o, B : [0, 1] —
M deux arcs transversaux au feuilletage, isotopes a travers des arcs transversaux dont les
extremités restent dans la méme feuille, alors p(a) = u(B). Lorsque la mesure de tout arc
transverse non réduit a un point est strictement positive, nous dirons que | est de support
total et sans atome. Dans ce cas le feuilletage sera dit mesuré.

Définition 2.3.2. On dit qu’un feuilletage F est mésuré s’il est muni, sur chaque arc
compact transverse a F, d’une mesure p qui est équivalente a la mesure de Lebesque sur
un intervalle compact de R ; cette mesure étant invariante par les applications d’holonomie
locales i.e. les applications obtenues en déplacant arc de telle sorte que chaque point reste
sur la méme feuille.

Autrement dit, si o, 8 : [0, 1] — X sont deux arcs transverses & F et homotopes par une
homotopie h; qui garde les points sur les mémes feuilles, alors h;(ua) = ps OU iy €t fig
sont respectivement les mesures de Lebesgue sur « et § (voir la figure ci dessous).
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FIGURE 2.1 — Feuilletage mesuré

Définition 2.3.3. Le difféomorphisme ¢ est dit pseudo-Anosov & quatre branches s’il existe
deux feuilletages notés F* et F* sur X vérifiant les propriétés suivantes :

(i) F° et F* sont transversalement orientés et mesurés. F* et F* sont singuliers avec
des singularités qui sont des selles a quatre séparatrices, ils ont le méme ensemble
singulier K et trannsverses sur 3 — K.

(11) Il existe une constante A > 1 telle que
P (T, 1) = (T, A7)

et

@ (T 1) = (T, ).

Les feuilletages F° et F* sont appelés respectivement feuilletage stable et feuilletage
instable et sont préservés par . On suppose que les feuilletages stable et instable sont
définis par des 1-formes fermées singulieres w® et w* de classe C'™ sauf aux singularités.
Un difféomorphisme pseudo-Anosov & 4 branches est un difféeomorphisme de classe C'*°
dans le complémentaire des singularités, mais il n’est pas de classe C'. Au voisinage de
chaque singularité nous avons un modéle topologique canonique. La propriété ii) de la
définition ci-dessus signifie que les feuilles qui ne sont pas des singularités du feuilletage
stable d’un difféomorphisme pseudo-Anosov sont dilatées et celles du feuilletage instable
contractées. Les singularités du feuilletage stable et du feuilletage instable d’'un difféomor-
phisme pseudo-Anosov & 4 branches sont sans liaison entre elles puisqu’une singularité
serait alors contractée ou dilatée. En effet, cette condition implique I'existence d’une mé-
trique riemannienne sur Y singuliére seulement au niveau des points singuliers communs
a F° et F* telle que, pour tout segment I dans une feuille de F* (resp. de F*), on ait
longueur(¢(I)) > X x longueur(I) (resp. longueur(p(I)) < A7! x longueur(I)).

Une fagon de construire un fibré pseudo-Anosov est la suivante : on part d’un difféomor-
phisme pseudo-Anosov ¢ : ¥ — ¥ ol ¥ est une surface fermée de genre g > 1, on suspend
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¢ c’est-a-dire on considére le produit ¥ x [0, 1] et on quotiente ce produit par la relation
(z,0) ~ (¢(z),1). La variété obtenue

¥ % [0,1]
(ZE, 0) ~ (90(1‘)7 1)

est un X-fibré sur S! dont ¢ est le difféomorphisme de monodromie.

V.=

Remarque 2.3.1. A difféomorphisme pres, V ne dépend que de la classe d’isotopie du
difféeomorphisme .

En effet, le champ de vecteurs horizontal % de 3 x [0, 1] est invariant par I'action « et
induit sur V' un champ de vecteurs X transverse aux fibres de V. Si (i), est le flot de X,
© n’est rien d’autre que la restriction de p; a X.

Nous présentons dans la suite deux méthodes de construction des fibrés en surfaces sure le
cerle dont la monodromie est un difféomorphisme pseudo-Anosov.

2.3.1 Construction du difféomorphisme par revétement ramifié

Soit ¥ une surface fermée genre g > 1. Alors 7 : ¥ — T? est un revétement ramifié a
deux feuillets avec un lieu de ramification K = {x, %9, ..., 2942} sur le tore T?. En effet,
percons T? en n = 2g — 2 trous, on obtient une variété ouverte dont le groupe fondamental
admet n + 1 générateurs uy, . . ., Us,.

Si n = 0, alors on sait que 7,(T?) = Z2. Supposons maintenant que n > 0, quitte a faire
agir deux rotations, on peut supposer qu’aucun des zy,...,z, n’est sur le cercle S x {1}
ni sur {1} x S*.

Considérons le tore comme le quotient du carré par le recollement des cotés opposés.
On note v, un lacet issu du sommet dans le carré, et dont la composante connexe du
complémentaire dans le carré ne contenant pas le bord, contient exactement un des points

T,k = 2,...,n. Alors 'espace topologique T? — {z1,...,1,} se rétracte par déformation
forte sur le bouquet de n + 1 cercles, qui est la réunion des deux lacets correspondant au
bord du carré et des n — 1 lacets 7,. Donc 7 (T? — {x1,...,2,}) = *,117Z est un groupe

libre & n + 1 générateurs. On considére I’homomorphisme
p:m(T? - K) — Z/27

qui envoie ug, ..., U, o sur 1 et u,_1,u, sur 0 ou 1 et on prend le revétement associé a p.
Prenons ensuite un difféomorphisme hyperbolique ¢ de T2

Par une isotopie de p, on peut placer K dans I’ensemble infini des points périodiques de ¢
et quitte a remplacer ¢ par une de ses puissances, on peut supposer que ¢ fixe les points
de K.

Soient Gy et G; le feuilletage stable et le feuilletage instable de ¢. Le relevément de ¢ par
p, donne un difféeomorphisme 1 de ¥ qui est alors un difféomorphisme pseudo-Anosov.
En effet, Gy et G; se relévent en deux feuilletages Fy et F; orientables singuliers dont
les singularités sont les lieux de ramification du revément. Les feuilletages Fy et F; sont
invariants par (.
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Exemple 2.3.1. On considére ¢ le difféomorphisme du tore T? induit par la matrice
5 3
3 2

2 4 31 43)]}

Fir@) = {10,001z, 2 G, 2L G LG 2

L’ensemble des points fizes de i) est :

Posons
12 4 3 }

T:T2_{ =y =/ I\ &
(5 2L 2)]

La variété ouverte T se rétracte sur un bouquet de trois cercles {a, 3,e} et le groupe
fondamental 7 (T) de T est donc le groupe libre engendré par o, et € ou « et B sont
générateurs de m (T?) et e entoure le trou [(3,2)].

Soit

w:mT — Z)27

la représentation qui envoie o, 3 et € sur 1 et q: S — T le revétement de T correspondant
a kerp. On a : S =Yg — {x1,x2} 00 Xy est la surface fermée de genre 2.

La variété S est ouverte et difféomorphe a une surface fermée 3o de genre 2 percée en deux
points. On a : m(S) = kerp.

m1(S) est un groupe libre engendré par 5 éléménts a, b, c,d, e.

Le revétement de q s’étend en un revétement ramifié p : Lo — T? dont le lieu de ramification
est {[(. 1) (2. D]}

On a le diagramme commutatif suivant :

Yy —> %,

|

T? ——T?
¥

Le relevement ¢ de v dans Ygest un difféomorphisme pseudo-Anosov.

Calculons maintenant ’action de ¢ en homologie. On a que w1 (S) est un groupe libre a 5
générateurs a,b,c,d,e.

Choisissons comme systéme de générateurs de m1(S) : {a = ae,b = fe,c =ca,d =¢f,e =
e?}.

Laction de v sur m(T?) est donnée par les relations suivantes
Yoo = o’

et

.= a’p2.
Si r est la restriction de v a T, pour connaitre Uaction de 1y sur m(T'), on représente
respectivement les droites
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et 5
Dgly: gl‘

Le principe est de joindre les extrémités de Dy et Dy en utilisant o, 3 et le trou .

FIGURE 2.2 — Action de ¢r sur m(7T)

On a alors :
(Yr)a = afa’Beafa
(Vr).8 = afapa
(Ur)e = a 'flateapa

On en déduit alors l'action de ¢ sur m(3g) :

w.a = abac(ab)?
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w«b = adcbc
piC = ¢ e tadacbeadcehe
0.d = ¢ b ¢ adac(bec)?

Avec a3 = aed, a® = aec, fo = bec, 32 = bed.

L’abélianisée de cette action nous donne :

pila] = 2[a] + 2[0] + 3[d] + [d]
pulb] = [a] +[b] +2[c] + [d]
pull = 3la] +[b] + 2[c] + 2[d]
puld] = 2a]+ [0] + [d] + [d]
Ainsi la matrice M induite par ¢ sur Hy(Xs) est :
2 2 31
11 21
31 2 2
2111

D’pres [29], on sait que le groupe fondamental w (V') de la 3-variété suspension est engendré
par w1 (X) et un élément t avec les relations suivantes :

P = tat™!
ob = tht™?
pC = tet™!
o, d = tdt™!
la,b][c,d] = 1

Ainsi donc le difféomorphisme v : T> — T? se reléve en un difféomorphisme ¢ : 3y — 3y
et les feuilletages stable et instable en deux feuilletages singulieres dont les singularités
sont les points de ramification du revétement ; et donc ¢ est un difféomorphisme pseudo-
Anosov dont ces deux feuilletages sont ses feuilletages invariants. On note par Vj’ un tel
fibré pseudo-Anosov.

D’aprés 18], on sait que la représentation d’holonomie p! de F* est a valeurs dans le groupe
affine de R et est telle que : p'(mX) C R; p'(t) € R%, o ¢ est Pélément de 1V qui est un
relévement du générateur 1 € mS! ~ Z par une section de la fibration de V sur S*.

La notion d’holonomie joue un réle important dans 1’étude des déformations des feuilletages.
En effet, selon [45] le probléme de déformation d’un feuilletage se raméne a une déformation
de sa représentation d’holonomie. Par exemple dans [18], 'auteur montre un résultat de
classification, & déformation prés, des feuilletages sans feuille compacte transversalement
projectifs sur Vi’. Plus précisement, il montre que le théoréme suivant

Théoréme 2.3.1. [18] Tout feuilletage sans feuille compacte transversalement projectif
sur sz’ suffisamment proche d’un modéle est conjugué a ce modéle.

Pour démontrer ce théoréme, il montre que ’espace de déformtions de tels feuilletages
est un espaces de dimension 5; ce qui correspondent aux deux modéles positifs, deux
modeéles négatifs, la fibration ainsi que leurs conjugués. Et récement, H. Dathe et S. Adamou
ont montré que le théoréme reste vrai si on replace le fait "d’étre suffisamment proche d’un
modele" par "étre dans la classe d’Euler de la fibration" [25].
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2.3.2 Construction du diffétomorphisme par twists de Dehn

Définition 2.3.4. Soit C' une courbe fermée simple essentielle et orientée sur une surface
fermée . On considére un voisinage A de C' dans > homéomorphe a S' x [0,1]. On choisit
les coordonnées (0,s) € S' x [0,1] sur A telles que C' soit la courbe d’équation s = 1/2 et 0
soit croissant lorsqu’on parcourt ¥ dans le sens de son orientation. Un twist de Dehn sur
l’anneau A est l'application qui coincide a lidentité sur X — A et définie sur A par

7: S'x[0,1] — S'x][0,1]
0,5) — (exp(2ims)d,s)

C’est un difféomorphisme qui ne dépend pas du choiz du voisinage A et des coordonnées

(0, s).

En 1987, Dehn a montré que le groupe modulaire d’une surface de genre g est engendré
par des twists de Dehn sur un nombre fini de courbes fermées simples et essentielles et
quelques années plutard Lickorish a prouvé que ce nombre est égal a 3g — 1.

Théoréme 2.3.2. [4/ Soit h : 3 — 3 un difféomorphisme de surface et P(x) le polynome
caractéristique de lapplication linéaire induite par h en homologie. Si P(x) est irréductible
sur 7, n’est pas un polyéme en x* k > 1 et n’a pas de racines de 'unité alors h est isotope
a un diffeomorphisme pseudo-Anosov.

Proposition 2.3.1. Soit dans X2, la surface fermée orientée de genre 2, les courbes Cy, Cs,
Cs, C4, C5 comme indiqué dans la figure ci-dessous. Soit T; les Twists de Dehn associés
respectivement aux courbes C;. Le difféomorphisme o = Ty T3(T5)*(T2) " (Ty) ™" est pseudo-
Anosov.

Démonstration. En effet, considérons le systéme générateur de H(X) donné par les courbes
dessinées ci-dessous :
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FIGURE 2.3 — Les courbes (1, - - - , (5 autour desquelles on effectue un Twist de Dehn

FIGURE 2.4 — Une base (z,y, z,t) de 'homologie de la surface 3

Dans la base {z,y,z,t} on a :

1010 1000 1011 1000
0100 0100 0111 0100
T1_0010’T2_1010’T3_0010’T4_0010
0001 0001 0001 0101
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1 000
0100
=11 010
0001
La matrice de l'isomorphisme ¢, induit par ¢ sur H;(X) dans cette base est :

31 21

141 3

M= 1 010

0101

Le polynome caractéristique de M est P(t) = t* — 93 + 21t*> — 9t + 1. Puisque P(t)
n’a pas 0 comme racine, on divise par t? et on pose Z =t + % et on obtient un polynome

du second degré en Z Q(Z) = Z* — 9Z + 19 admettant comme racine Z; = 225 et

2
Ly = 9+2*/5. Le polynéme P(t) a donc quatre racines réelles distinctes Aj, g, Az, Ay et ¢ est

hyperbolique. [

De cette construction on en déduit le théoréme suivant

Théoréme 2.3.3. Il existe un fibré pseudo-Anosov cyclique V' qui porte un feuilletage tendu
transversalement affine de méme classe d’Euler que la fibration mais qui n’est conjugué ni
a la fibration ni a un modele de V.

Démonstration. Soit V' la suspension de ¢. Soit A le coefficient de dilatation de la mono-
dromie ¢ de V. Soit w une 1-forme fermée de type-selle dont la classe de cohomologie est
un vecteur propre de ¢, de valeur propre p distincte de A et 1/, il existe (voir [18] ) sur
V un feuilletage tendu transversalement affine F,, dans la classe d’Euler de la fibration et
qui n’est conjugué ni & un modéle ni a la fibration. O]

2.3.3 Difféomorphismes et Fibrés hyperboliques

Dans toute cette section ¥ désigne une surface fermée orientée de genre g > 1.

Définition 2.3.5. Soit ¢ : ¥ — ¥ un difféomorphisme et ¢, : Hi(X,R) — H;(3,R)
[isomorphisme induit par ¢ en homologie. On dit que ¢ est hyperbolique si pour tout n > 0,
le sous-espace Fix(T) des points fixés par (p)? est trivial.

*

La notion de difféomorphisme pseudo-Anosov est une généralisation naturelle de la
notion de difféeomorphisme d’Anosov linéaire du tore. De maniére générale on peut dire
qu'un diffeomorphisme pseudo-Anosov est un difféomorphisme d’Anosov ou on autorise
les feuilletages F° et F“ & avoir des singularités. Donnons la définition de ce qu’est un
feuilletage singulier.

Définition 2.3.6. Un feuilletage singulier F sur une surface Y est une partition de ¥ en
sous-ensembles que [’on appelle feuilles avec les propriétés suivantes : il existe un ensemble
fini K = Sing(F) C X tel que
1. tout point v € ¥ — K admet un voisinage U et une carte ¢ : U — R? qui envoie
FNU sur une partition p(U) C R? en segments horizontauz ;
2. tout point de K admet un voisinage U avec une carte ¢ : U — R? qui envoie FNU
sur un voisinage d’une singularité a k séparatrices pour un certain k > 3.
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A<

=3

?

Kx 4

FIGURE 2.5 — Voisinages des points singuliers

Pour nous un feuilletage singulier sur ¥ est un feuilletage de codimension 1 singulier
dont les singularités sont des selles a 4 branches et sans liaison entre elles. Les feuilletages
singuliers possédent deux types de feuilles : les feuilles réguliéres L vérifiant LNK = () et les
feuilles singuliéres pour lesquelles LNK # (). Un feuilletage mesuré sur X sera un feuilletage
(éventuellement singulier) muni d’une mesure transverse invariante par ’holonomie et de
support égal a X.

Remarquons d’aprés [17] qu'un feuilletage mesuré est transversalement orienté si et
seulement si il est défini par une 1-forme différentielle fermée.

Deux feuilletages mesurés seront dits transverses s’ils possédent le méme ensemble
singulier K, ils sont transverses sur > — K et au voisinage de chaque point de K on impose
le modéle local suivant :
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FIGURE 2.6 — Feuilletages mesurés transverses au voisinage d’une selle

Le difféomorphisme ¢ sera dit périodique s’il existe un entier n > 0 tel que ™ = Id.
On dira que ¢ est réductible s’il existe une famille finie de courbes simples {~1,72, ...7,} de
>} non homotopes a 0 et non homotopes entre elles qui sont échangées par ¢.

Lorsque les feuilletages F° et F* sont orientés on dit que ¢ est un difféomorphisme
pseudo-Anosov orienté. Dans ce cas les feuilletages F° et F* sont définis par des 1-formes
fermées.

Ainsi un difféomorphisme pseudo-Anosov orienté est la donnée d’un difféomorphisme ¢ :
>, — X, de deux formes fermées w?, w" et d'une constante A > 1 vérifiant :

i) w® et w" ont le méme ensemble singulier K formé de points isolés (donc en nombre
fini), elles sont de classe C™ sur X — K et au voisinage de chaque point de K, il existe un
ouvert U dans lequel on a : w = wy = xdx — ydy

ii) w® et w" sont transverses l'une a l'autre, i.e (w* A w"), # 0 pour tout z € ¥ — K

iii) p*w® = fw* et p*w" = Aw™.

Les singularités de type-centre sont celles qui sont localement définies par la 1-forme
w' = xzdx + ydy.

Les formes w?® et w" sont appelées les formes caractéristiques de .

Proposition 2.3.2. Les feuilletages définis par les formes caractéristiques d’un difféomor-
phisme pseudo-Anosov orienté ¢ ont toutes leurs feuilles réguliéres denses.

Démonstration. En effet, soient F,s et F u les feuilletages associés aux formes caractéris-
tiques de . Les feuilletages F,s et F u sont sans feuille compacte car s’il y a une feuille
compacte vy celle-ci n’est pas homotope a 0 vu la nature des singularités. Comme ¥ posséde
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a homotopie prés un nombre fini de feuilles compactes (voir [1]) et est invariant par ¢, il
existe n > 0 tel que ¢"[y] = [7], ce qui est impossible pour un difféomorphisme pseudo-
Anosov. D’autre part, il n’existe pas de liaison entre les singularités puisqu’une liaison
devrait étre contractée ou dilatée, ce qui est impossible. En définitive, F s et F, « sont sans
cycle de feuilles (i.e un ensemble homéomorphe a S! qui est réunion de singularités et de
séparatrices). Comme ce sont des feuilletages mesurés, d’aprés [17], les feuilles réguliéres
non compactes sont denses, donc F_s et F u sont a feuilles réguliéres denses. O

Rappelons le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.4. [3] Soit ¢ un diffémorphisme de X.. Alors ¢ est isotope a un difféomor-
phisme qui est soit périodique, soit réductible ou pseudo-Anosov.

Proposition 2.3.3. Soit ¢ un diffémorphisme hyperbolique de Y alors ¢ est pseudo-
Anosov.

Démonstration. Si ¢ est périodique, il existe n > 0 telq ue ™ = Id et le sous-espace des
points fixés par ¢, est H;(X), donc ¢ n’est pas hyperbolique.

Supposons maintenant que ¢ est réductible, soit alors {71, 72, ...} une famille finie
de courbes fermées simples non homotopes a 0 et non homotopes entre elles et qui sont
échangées par . On distingue deux cas :

- Un des ~;, soit y; par exemple est non séparante, il exite alors n > 0 tel que ¢7[y] =
[71] et comme [y1] # 0, ¢ n’est pas hyperbolique.

- Tous les 7; sont séparantes, soit X1, Ys,.., 2, les composantes connexes de X coupé
le long des ;. On a 9(%;) = 7;. On peut supposer que ¢"1(X;) # X et p"(31) = 35 et
©" n’est pas un difféomorphisme d’Anosov sur ¥; qui est une surface compacte de genre
1. Ainsi Fixz(¢?) # 0, i.e que ¢ n’est pas hyperbolique. Ce qui prouve la proposition. [

Lorsque le feuilletage stable et le feuilletage instable d'un difféomorphisme hyperbolique
@ est orienté, on dit que ¢ est un dfféomorphisme hyperbolique orienté.

Proposition 2.3.4. 5@ F est un feuilletage mesuré orientable sur ¥ qui est invariant par
un pseudo-Anosov orienté ¢ (i.e . (F) = F), alors F est isotope a 'un des feuilletages
définis par les formes caractéristiques de .

Démonstration. Soit A > 1 le coefficient de ¢ et F s et F u les feuilletages associés aux
formes caractéristiques de ¢. Soit w la 1-forme définissant F, si w est non proportionnelle &
w", on sait ([3], exposé 5) que A~"¢"(F) converge dans I’espace des feuilletages mesurés vers
iW(F, Fu) - Fs, o0 i(F, Fu) est le nombre d’intersections de F et Fu et "-" la multiplication
scalaire définie comme suit : si r > 0,r - (F, u) = (F,ru). Ceci entraine que F - = 0, ce qui
est absurde. Donc w est proportionnel & w*. ]

Définition 2.3.7. Soit V un X-fibré surSt, on dit que V' est hyperbolique si la monodromie
p % — X est un difféomorphisme hyperbolique.

Proposition 2.3.5. Soit V' un 3-fibré sur S' hyperbolique, alors b1 (V) = by(V) = 1.

Démonstration. Par dualité on a by(V) = by(V). D’autre part m (V) est engendré par
71(X) et un élément ¢ telque Va € m(2), g.a = tat™'. Ainsi H;(V) est engendré par ¢
et des éléments ty,to, ..., t, invariants par @, (i.e @.t; = t;). Comme V est hyperbolique
Fiz(p.) =0, i.e t; =0 et alors dimH,(V) = 1. O
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2.4 Feuilletages modéles sur les fibrés en surfaces

Cette partie est consacré a I’étude des feuilletages tendus sur des 3-variétés fermées fibrées
en surfaces fermées de genre g > 1 sur le cercle S'. Considérons d’abord le cas ou la fibre
est un tore T?. Dans ce cas la monodromie ¢ est un difféomorphisme d’Anosov du tore
T? induit par une matrice hyperbolique A de R%. La matrice A posséde alors deux valeurs
propres réelles distinctes A et 1/). Les feuilletages de R? par droites de pente \ et 1/ sont
invariants par 'action de Z? et induisent alors sur T? deux feuilletages invariants par ¢. En
suspendant ces feuilletages sur la 3-variété ’]1";9; obtenue par suspension de ¢, on obtient deux
feuilletages minimaux sur Ti qu’on appelle les modeéles. Ce sont des feuilletages réguliers
sans feuille compacte, transversalement orientables et transversalement affines.

2.4.1 Feuilletages modéles sur les fibrés hyperbolique de genre 1

Soit A une matrice de SL(2,Z). On dit que A est hyperbolique si Tr(A) > 2. Dans
ce cas A admet deux valeurs propres réelles 0 < A\; < 1 < Ay. Soit ¢ : T?> — T? un
difféomorphisme et ¢, H;T? — H,T? le morphisme induit en homologie. On note A(yp) la
matrice de ¢,. On dit qque ¢ est hyperbolique si A(yp) est hyperbolique.

Définition 2.4.1. Une 3-variété M sera dite fibré hyperbolique fermé de genre 1 lorsque
M est fibrée en tores T? sur le cercle S' avec une monodromie isotope & un difféomorphisme
hyperbolique.

Un fibré hyperbolique de genre 1 est obtenu par suspension d’un difféomorphisme hy-
perbolique ¢ de T?. Ainsi donc T3} := T? x [0,1]/(z,0) ~ (z,1). Sur de tels fibré, E. Ghys
et V. Sergiescu ont construits deux feuilletages minimaux transversalement affines appelés
de feuilletages modeles. Ils procédent comme suit : on considére sur R? les deux feuilletages
donnés par les directions propres de ¢,. Ces feuilletages sont invariants par I’action par
translation entiére de Z? sur R? et induisent donc sur T? deux feuilletages minimaux notés
G1 et G2 et qui sont preservés par ¢. On prend ensuite les feuilletages produits F; x [0, 1] et
Fy x [0, 1] et on identifie les deux composantes du bord par ¢. On obtient alors sur Tj deux
feuilletages minimaux F; et ¥, transversalement affines. En effet, soit \;,7 = 1,2 la valeur
propre de A et on note y la deuxiéme coordonnée propre. La forme w; = Aidy sur T? x R
est non singuliére et intégrable. Elle définit donc sur T? x R un feuilletage de codimension
1 invariant par ¢ et passe donc au quotient T;’ en un feuilletage de codimension 1 qu’on
appelle feuilletage modéle.

Les auteurs ont montré que tous les feuilletages sans feuille compacte sur des fibrés hy-
perboliques de genre 1 ressemblent & ces feuilletages ainsi construits. Plus précisement, ils
montrent le théoréeme suivant :

Théoréme 2.4.1. ([13]) Tout feuilletage de codimension 1, de classe C", r > 2 et sans
feuille compacte sur Tf; est C"~2-conjugué a l'un des modéles.

Pour la preuve ils utilisent la procédure inverse a celle de la construction des feuilletages
modeéles : on coupe le fibré T;’ le long d’une fibre transverse au feuilletage et on montre
que le feuilletage obtenu sur T? x [0, 1] est un feuilletage produit.

Ils ont également démontré que les feuilletages modéles ainsi construits sont structurelle-
ment stables. Autrement dit ils ont démontré théoréme suivant
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Théoréme 2.4.2. [13] Sur les fibrés hyperboliques de genre 1 de dimension 3 tout feuille-
tage de codimension 1 suffisamment proche d’un feuilletage modéle est conjugué a ce mo-

déle.

Il est donc naturel de penser a étendre ces résultats aux fibrés en surfaces de genre
quelconque sur le cercle; mais cette généralisation semble impossible dans certains cas.
L’une des obstructions est la classe d’Euler des feuilletages définis sur de tels fibrés qui
n’est pas nécessairement égale a celle de la fibration.

Introduisons d’abord cette notion de classe d’Euler d’un feuilletage tendu qui est impor-
tante car renferme beaucoup d’informations topologiques, géométriques et dynamiques d’un
feuilletage.

2.4.2 Classe d’Euler d’un feuilletage tendu

Soit F un feuilletage de codimension 1 transversalement orienté sur une variété V. On dit
que F est transversalement affine s’il est défini par une 1-forme « tel que da = a A S,
ou [ est une 1-forme vérifiant df = 0. Le feuilletage F est dit tendu s’il posséde une
transversalement fermée qui coupe toutes ses feuilles. En particulier si F ne posséde pas
de feuille compacte, il est tendu. Si par contre F posséde une composante de Reeb, il n’est
pas tendu.

Considérons V une 3-variété fermée fibrée sur S! et hyperbolique. Si F est un feuilletage
transversalement orienté de codimension 1 sur V', on appelle classe d’Euler de F, la classe
d’Euler habituelle du fibré tangent T'F a JF considéré comme fibré vectoriel orienté de rang
2. La classe d’Euler x(T'F) est un élément de H?*(V,R) qui est isomorphe a R pour les
fibrés hyperboliques. Or la classe d’homologie [X] de toute fibre ¥ de V' est un générateur
de Hy(V,R), donc x(TF) est déterminé par sa valeur sur [X], cette valeur est appelée
nombre d’Euler de F et sera notée E(F) dans toute la suite.

Calcul de e(F) pour un feuilletage tendu F : On suppose F un feuilletage tendu de
codimension 1 sur une 3-variété V fermée fibrée sur S* et cyclique. Soit ¥ une fibre de V/,
on sait d’aprés ([38]) que X est isotope & une surface fermée qu’'on note encore 3 qui est
transverse a F sauf en un nombre fini de points qui sont des singularités de type selle a 4
branches pour F ( on dira que ¥ est en position optimale par rapport & F). Une singularité
s sera dite positive (resp. négative) si l'orientation du fibré tangent TF & F en s est la
méme (resp. opposée) que celle du fibré tangent a la fibration en s. Notons I, la somme
des indices des singularités positives et I,, la somme des indices des singularités négatives.
D’aprés ([46]), on a :

I,—1,=¢T9) (1)
I + I, = x(2) (2),
o x(X) est la caractéristique d’Euler Poincaré de X.
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2.4.3 Les feuilletages modéles sur les fibrés en surfaces de genre
g>1

Supposons maintenant que la fibre est une surface fermée de genre > 2. D’apreés la
proposition 2.3.3, la monodromie ¢ est un pseudo-Anosov, nous supposons en plus qu’il
est orienté et notons w' et w~ les 1-formes caractéristiques de ¢ et A le coefficient de
dilatation. Nous construisons les feuilletages modéles sur V' en utilisant la méthode de
Ghys-Thurston qui consiste a la suspension par ¢ des feuilletages stable et instable de X
suivie de la désingularisation. Sur ¥ x I, on considére la 1-forme Q7 = X% 4 dt, on
g(c)=1si0=setelo) =—1sio=u Laforme Q7 est intégrable et est invariante par
l'action (z,0) ~ (p(x),1); elle définit quatre feuilletages H? sur V = X x I/ ~. Ce sont
feuilletages singuliers minimaux, transversalement affines et ayant un nombre fini de cercles
de contact v, ...,7, avec la fibration de V sur S!. Chaque cercle ; posséde un voisinage
tibulaire V; difféomorphe a D? x S! feuilleté comme dans la figure ci-dessous, tel que 9V est
transverse a H? et foBVi est le feuilletage J, du tore T? décrit dans le paragraphe ci-dessus
pour k = LogA.
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FIGURE 2.7 — Voisinage tubulaire V;.

On note H ' et H ™ les feuilletages définis respectivement par les 1-formes Q7 = \w™+dt
et Q= = A 'w™ £ dt. Nous allons construire deux feuilletages sur D? x S! transverses au
bord 9(D? x S') qui vont nous servir de chirurgie des feuilletages modeéles de V.

2.4.4 Feuilletages élémentaires sur D? x S!

Un feuilletage sans singularité sur T2
Sur S! = [0,2]/0 ~ 2 on considére une fonction f différentiable définie par
f: 00,2/~ — R
x +— f(r) = —cos2nrx
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On pose T = f71(0) = {%l, %, %, %} et on considére sur T?, le feuilletage F, défini par la
1-forme wy, = df + kfdz, ot (x, z) sont les coordonnées sur R? et 0 est une valeur réguliére
de f; avec T?> = R?/Z? et k € R. Les composantes connexes de T' x S' sont les seules

feuilles compactes de Fj et ont de I’holonomie.
Proposition 2.4.1. Les feuilletages Fy, sont transversalement affines et ont de [’holonomie.

Démonstration. En effet, dwy = kdf ANdz = df N kdz et wp A kdz = df N kdz. De plus, en
posant ay, = kdz on remarque que «y, est fermée. D’oll wy, = dwi, A o, avec ay, une 1-forme
fermée ; donc Fj, est ttransversalement affine pour tout k réel. O

Ainsi donc, comme Fy, est tansversalement affine I’holonomie est donnée par I’holonomie
linéaire f02 kdz = 2k # 0. Les feuilles compactes ont de I’holonomie et celles qui sont non
compactes s’enroulent vers ces feuilles compactes. Sur louvert U = T? — (T x S'), F, peut
étre défini par une 1-forme fermée non singuliére 5, = % + kdz. Comme [}, est de rang
1 toutes les feuilles de (Fy) sont denses dans U. Donc Fj, est un feuilletage de T? avec
quatre composantes de Reeb planes. JF, est une famille a un paramétre réel k de feuilletages
transversalement affines avec holonomie de T?.

N 1

4 k | - >
WAL 2R
2
Y 3 3

FIGURE 2.8 — Quatre composantes de Reeb planes

Une famille de feuilletages réguliers sur D? x S'.
Soit wy = xdx — ydy la 1-forme de type selle sur R? et on considére sur RQ X R la 1-
forme 2\ = Nwy + dz, A € N*. C’est une 1-forme non singuliére vérifiant : dQ2y = a A Qy
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avec @y = (Log\)dz. Alors Q définit un feuilletage transversalement affine sur R? x R.
Considérons la fonction
hy: RExR — R?2xR
(u,2) — (Au,z+1)

Le quotient par I'action engendrée par hy donne un revétement cyclique R* x R — R? x S'.
Le couple (€2, @, ) est invariant par cette action et passe donc au quotient en un couple
(2, ay) qui définit un feuilletage régulier Fo, sur R? x S'.

Proposition 2.4.2. Fizons Fq, comme ci-dessus.

a) Il existe un voisinage M C V de {0} x St difféomorphe a D* x S* tel que le bord
OM de M est transverse a Fq, .

b) Pour tout M wvérifiant a), la trace de Fo, sur OM = T? est difféomorphe au feuille-
tage F;, de T? pour k = Log.

Démonstration. Soit o1,09,03 et o4 les séparatrices de la singularité selle 0 de wq. Les
feuilles o; x S! de JFa, ont toutes I'holonomie. On peut donc trouver un voisinage tubulaire
M CV de 0 x S! tel que M =~ T? soit transverse a Fq, . L’holonomie des feuilles o; x S!
est déterminée par I’holonomie linéaire —LogAdz. Donc (Fq, )jan est un feuilletage du tore
T? avec quatre feuilles compactes circulaires ayant de I'holonomie (de coefficient Log\).
Les autres feuilles sont non compactes et spiralent sur les quatre feuilles compactes pour
donner un feuilletage de T? avec quatre composantes de Reeb planes et dont les feuilles
compactes ont pour coéfficient d’holonomie LogA ; (Fq, )janm est alors un feuilletage du type
Fa, pour k = LogA. O

2.4.5 Désingularisation

Passons maintenant a la désingularisation : soit S l’ensemble (fini) singulier commun
a w' et w™. Nous avons construit deux feuilletages sur D? x S' qui vont permettre de
compléter par chirurgie les feuilletages H* et H ™~ sur toute la variété V. Sur (X —5) x R,
les 1-formes Qf = NwT +dt et QF = Mw™ — dt définissent deux feuilletages non singuliers
Vi et V§ sur V — S qui ont respectivement pour classe d’Euler x(7'7) et —y(T'w). Chaque
cercle 7; de S” posséde un voisinage W; dont le bord est transverse a V; (i = 1,2). On
découpe alors les V; et on les remplace par les W.
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FIGURE 2.10 - Voisinage tubulaire (W;,Vs).

Lorsque 'orientation transverse de :H\Bvi est la méme que l'orientation de ~y;, on remplace
V; par W; muni de V;, sinon V; est remplacé par W, muni de V5. On obtient ainsi deux
feuilletages réguliers F1 et F% transversalement affines sans feuille compacte sur V' dont
I'un est dans la méme classe d’Euler de la fibration et 'autre dans la classe opposée. De
méme H~ donne deux feuilletages réguliers 1 et 2 transversalement affines et minimaux
de méme (resp. opposée) classe d’Euler.
En effet, si on considére une fibre en position optimale par rapport au feuilletage F7,
I'orientation transverse du feuilletage F7 est donnée par l'orientation positive des formes
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2,. Une singularité s est dite positive si l'orientation du fibré tangent TF° de F7 est la
méme que celle de I'espace tangent a la fibre en s et négative si elles sont opposées. Donc
les singularités sont soit toutes positives ou toutes négatives. Si les singularités sont toutes
positives les deux classes d’Euler sont les mémes et opposées sinon. Les modéles qui ont la
méme classe d’Euler que la fibration sont dits modéles positifs tandis que ceux qui ont la
classe d’Euler opposé a celle de la fibration sont dits modéles négatifs. D’aprés les formules
(1) et (2), le nombre d’Euler de . et F_ est un entier relatif pair n tel que |n| < —x(X).

Proposition 2.4.3. Les feuilletages modéles sur les 3-variétés fibrées en surfaces fermées
de genre g > 1 sur le cercle St sont transversalement affines.

Démonstration. Soit 7 = A7 4 dt la 1-forme définissant les feuilletages modéles.
Posons Q] = —e(0) LogAdt, on a d27 = Q7 A QF et dQ2] =0 O

En appliquant la technique de désingularisation ci-dessus et le théoréme de Matsumoto
[27], on montre le

Théoréme 2.4.3. Soit V une 3-variété fermée fibrée sur le cercle S' avec une monodromie
pseudo-Anosov. Si les fibres de V sont de genre g, il existe au moins 4g—2 classes d’isotopie
de feuilletages transversalement affines tendus sur V.

Démonstration. En effet, pour tout entier |k| < —x(X)/2, il existe un feuilletage tendu
transvarsalement affine &, dont le nombre d’Euler est 2k puisqu’il suffit de supposer que
QF et QO possédent (n— x(X)) singularités positives et (—n — x (X)) singularités négatives
puis d’appliquer la construction précédente. O

2.5 Feuilletages tendus et structures de contact tendues

Le résultat de cette partie est motivé par le théoréme de Gabai. En effet, dans [10]
Gabai démontre que si V' est une 3-variété fermée atoroidale, il existe un entier N (V) > 0
tel que pour tout feuilletage tendu F, on peut construire N (V') feuilletage tendus sur V' tels
que I'un au moins soit une perturbation de F. Comme le feuilletage dont les feuilles sont les
fibres de la fibration est tendu, on se demande si tous les feuilletages tendus ne proviennent
pas de la fibration par de petites perturbations ? Dans cette section nous supposons qu’en
plus des hypothéses ci-dessus que la variété V' est une 3-variété qui fibre sur le cercle avec
une fibration 7 et atoroidale. On s’intéresse a la question de savoir est-ce qu'un feuilletage
tendu sur V est une perturbation de 77 En général, la réponse a une telle question est
négative. En effet, une obstruction est I’égalité des classes d’Euler du feuilletage et de la
fibration.

2.5.1 Deéformation des feuilletages et structures de contact ten-
dues

Afin de pouvoir donner les conditions suffisantes pour qu’un feuilletage tendu soit proche
de la fibration, introduisons d’abord la notion de déformation et de perturbation des champs
de plans [47]. Premiérement, rappelons quelques notions sur les structures de contact.
Contrairement aux feuilletages les structures de contact sont des champs de plans qui sont
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complétement non intégrables. En général une structure de contact sur une variété M de
dimension 2n + 1 est la donnée d’un sous-fibré tangent de rang 2n qui est localement défini
par une forme de contact i.e une 1-forme « telle que a A (da)™ # 0. Pour nous les structures
de contact que nous considérons seront supposées transversalement orientées et sont donc
globalement définies par des 1-formes de contact.

Définition 2.5.1. Une structure de contact & sur une variété fermée M de dimension 3
est la donnée d’un champs de plans orientable défini localement par une I1-forme « telle
que a Nda # 0. On a & = kera.

Soit € un champ de plans défini par la 1-forme « sur une 3-variété M. Munissons M
d’un systéme de coordonnées locales (x,y, z) tel que z soit la direction transverse a & et y la
direction tangente. On peut alors écrire dans ce systéme a = dz — a(z,y, z)dx ou a est une
fonction numérique. Le champ de plans £ est de contact si et seulement si g—; > 0; et cette
condition signifie géométriquement que si on suit le flot de 8% on voit les plans de £ tourner
dans le plan (x, z). En dimension 3, I'existence des structures de contact est garantie par le
théoréme de J. Martinet stipulant que sur une variété fermée de dimension 3 tout champ
de plans est homotope a une structure de contact. Une classe importante des structures de
contact nous intéresse ici, & savoir les structures de contact tendues. Elles possédent des
propriétés de rigidité géométriques qui leurs donnent des caractéristiques communes avec
les feuilletages sans composante de Reeb.

Définition 2.5.2. Si £ est une structure de contact sur une variété de dimension 3, on dit
que & est vrillée si elle contient un disque vrillé i.e un disque plongé D qui est tangent a &
en son centre et le long de son bord. La structure de contact & est dite tendue si elle n’est
pas vrillée.

Par exemple la structure de contact canonique de R? définie par la 1-forme o = dz —zdy
avec (z,y, 2) les coordonnées canoniques de R? est tendue (d’aprés Bennequin). Un autre
fait important pour les structures de contact tendues est que si elles sont définies sur
une variété de dimension 3 compacte sans bord et atoroidale alors le nombre de leurs
classes d’isotopie est fini. En particulier si la 3-variété est obtenue par suspension dun
difféomorphisme pseudo-Anosov alors la classe d’isotopie de structures tendues est unique

[30].

Définition 2.5.3. i . Un feuilletage F sur une variété M est perturbable en une struc-
ture de contact si tout voisinage de F dans la C°-topologie des champs de plans
contient une structure de contact.

ii . Un feuilletage F sur M est dit déformable en structures de contact sl existe une
famille a un paramétre réel de champs de plans (&),t € R tel que : & = F et
Vt >0, & est une structure de contact.

iii . Si dans (ii) & est défini par une 1-forme ag et & par des 1-formes oy tel qu’il
existe une 1-forme B avec oy = o + tf on dit que la déformation est linéaire.

Il est remarquable que dans la définition ci-dessus si un feuilletage est linéairement
déformable en structure de contact, alors il est déformable en structure de contact et il est
aussi perturbable en structure de contact.
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En dimension 3, le premier type de déformation a été étudié par Thurston-Eliasberg [47|
et le troisiéme de déformation a été traité par Dathe-Rukimbira [22] qui ont montré que si
F est un feuilletage défini par une 1-forme fermée, localement, il est toujours possible de
déformer linéairement JF en structures de contact.

Proposition 2.5.1. Les feuilletages modéles construits sur les 3-fibrés en surfaces de genre
g > 1 sur le cercle qui ont méme classe d’FEuler que la fibration sont des perturbations de
la fibration.

Démonstration. Soient F et F les modéles de V' dont la classe d’Euler est la méme que
celle de la fibration 7. Les feuilletages F et F sont respectivement définis par les 1-formes
Q0 = MwT+dt et Q' = A\'w™+dt. On considére la famille & un paramétre continu &, et F,
de feuilletages transversalement affines définis par : Q) = mANw™+dt et Q, = mA~'w+dt.
Pour m = 0, ! et F, ne sont rien d’autre que la fibration et pour tout m > 0, F! et
F ont des représentations d’holonomie conjuguées a celles de F et F et leurs sont donc
respectivement isotopes. O

Le théoréme suivant permet de passer d'un feuilletage a une structure de contact :

Théoréme 2.5.1. [/7] Tout feuilletage de classe C* de codimension 1 sur V', différent du
feuilletage en sphéres de S? x S', peut étre perturbé en une structure de contact.

Définition 2.5.4. Supposons que V borde une 4-variété symplectique (W,w), W est un
remplissage symplectique d’une structure de contact ou d’un feuilletage & si la restriction
de la 2-forme w a & est sans singularité; on dit que & est symplectiquement remplissable.

StV est une composante connexe du bord de W, £ est semi-symplectiquement remplissable.

Par exemple, on sait d’aprés [15] que si V est un 3-variété fermée orientée fibrée en
surfaces sur le cercle munie d’un champ de plans { tangents aux fibres alors (V&) est, a
revetément fini pres, symplectiquement remplissable.

Théoréme 2.5.2. [47]
i) Les structures de contact sur V' semi-symplectiquement remplissables sont tendues.

i) Les feuilletages tendus sur V- sont semi-symplectiquement remplissables.

On sait que pour les 3-variétés fibrées en surfaces sur le cercle le feuilletage dont les
feuilles sont les fibres de la fibration est tendu, il est naturel de penser que tous les feuille-
tages tendus sur V' se déduisent de la fibration par perturbation. Nous montrons que pour
des 3-variétés atoroidales la fibration et ses C'-perturbations sont les seuls feuilletages ten-
dus dans la classe d’Euler que la fibration.

Question : Soit V une 3-variété fermée fibrant en surfaces de genre g > 1 sur le cercle et
atoroidale, combien y-a-t-il (& pertubation prés) de feuilletages tendus sur V' ?
L’un des principaux résultats dans cette direction est théoréme de Gabai suivant

Théoréme 2.5.3. [10] Soit V' une S-variété fermée riemannienne et atoroidale, il existe
un entier N(V) > 0 tel que pour tout ¢ > 0 et pour tout feuilletage tendu F sur V', il
existe N(V') feuilletages tendus sur V' tels que F soit "e-coarse isotope” a l'un de ces N(V)
feuilletages tendus.
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Il y a ainsi & perturbation prés un nombre fini de feuilletages tendus sur V' puisque si
un feuilletage F; est "e-coarse isotope" au sens de Gabai & un feuilletage Fy alors F; est
une perturbation de F, [10].

Exemple 2.5.1. Sur la 3-variété Tf; suspension d’un automorphisme hyperbolique ¢ du
tore T?, tous les feuilletages tendus sont explicitement connus & conjugaison différentiable
pres. En effet considérons les feuilletages Iy et Fo de ']I“i7 obtenus en suspendant les feuille-
tages de T? donnés par les directions propres de @.Les feuilletages F, et F5 sont minimaux
(i.e a feuilles denses) donc tendus. Soit F un feuilletage tendu sur ']I'f;, on distingue deux
cas :

1) Si F est sans feuille compacte, il est différentiablement conjugué a l'un des modéles
Fii=1,2[15.

1) Si F posséde une feuille compacte F, alors m (F) est résoluble puisqu’il s’injecte
dans mq ('IFS;) qui est résoluble. Ainsi soit F' est difféomorphe a la spheére S* ou bien
au tore T°. Si F est la sphere S?, la variété T serait difféomorphe a S* x S' et
TF au feuilletage en S?, ce qui est impossible donc F est difféomorphe a T?, comme
F est tendu ce tore me sépare pas Tf;. En coupant alors le long de ce tore on ob-

tient un feuilletage F sur T? x 0, 1] tangent au bord, un tel feuilletage est connu [36].

Exemple 2.5.2. Soit V une 3-variété fermée fibrée sur S*, avec une fibration w, et F un
feuilletage défini par une 1-forme fermée non singuliére w. Alors F est tendu et est isotope
a m. En effet si [dt] est le générateur de H'(S',R), on a [w] = 7*(c[dt]), ot ¢ est une
constante non nulle. Ainsi d’aprés le théoréme de Laudenbach-Blank [16], F est isotope a
.

Proposition 2.5.2. Sur un 3-variété fermée fibrée en surfaces sur le cercle S' et hyperbo-
lique, il existe a isotopie prés un seul feuilletage tendu défini par une 1-forme fermée non
singuliére.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 2.3.5 et de I'exemple pré-
cedent. ]

Définition 2.5.5. Une variété V est dite irréductible si toute sphére S? plongée différen-
tiablement dans V' borde une 3-boule. Elle est dite toroidale si elle contient un tore incom-
pressible c’est-a-dire un tore plongé m -injecté. La variété V est dite atoroidale si elle ne
contient pas un tore incompressible ou si elle est irréductible et que tout tore incompressible
est isotope a une composante du bord de V.

Par exemple la variété T3 construit par E. Ghys n’est pas atoroidale car elle contient
beaucoup de tores incompressibles. Soit V une 3-variété fibrée sur le cercle S' avec une
fibration 7. Comme le feuilletage de V' dont les feuilles sont les fibres de 7 est tendu, il est
naturel de penser que tous les feuilletages tendus sur V' se déduisent de 7 par perturbation,
mais notre théoréme suivant montre que ce n’est pas toujours le cas.

Théoréme 2.5.4. [l existe des 3-variétés fermées hyperboliques fibrées sur le cercle avec
une fibration m, atoroidales admettant des feuilletages tendus qui ne sont pas des perturba-
tions de .

Ecole Doctorale de Mathématiques et Informatique Rénovat NKUNZIMANA @©Université Cheikh Anta Diop de Dakar / 2019



Feuilletages tendus et structures de contact tendues 53

La preuve de ce théoréme repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 2.5.1. On considére maintenant une 3-variété V. fermée fibrant sur le cercle S*
et atoroidale quelconque, avec comme fibre ¥ une surface fermée de genre g > 1. Posons
w3 — X le diffeomorphisme de monodromie de 7, la variété V est difféomorphe a la
suspension de ¢, i.e V. = X x [0,1]/(z,0) ~ (p(z),1). Alors le difféomorphisme ¢ est
isotope a un difféomorphisme pseudo-Anosov.

Démonstration. On sait que d’aprés [3| que ¢ est isotope a un difféomorphisme qui est soit
périodique, soit réductible ou soit pseudo-Anosov. La variété V est suffisamment grande
puisque les fibres ont des groupes fondamentaux qui s’injectent dans celui de V. La variété
obtenue en coupant V' le long de la fibre ¥ est difféomorphe & ¥ x [0,1]. Si ¢ est d’ordre
fini, le feuilletage en intervalles de ¥ x [0,1] donne par identification des composantes
du bord par ¢ une variété fibrée en cercles, ce qui est absurde car V est irréductible,
atoroidale et contient des surfaces plongées dont les groupes fondamentaux s’injectent.
Si ¢ est irréductible, alors ¢ laisse invariante une collection de courbes fermées plongées
simples I', aprés suspension de ¢ ces courbes donnent des tores plongés incompressibles,
ce qui est absurde puisque V' est atoroidale.

m

Lemme 2.5.2. Soient & et & deux feuilletages ou structures de contact sur V. Si & est
une perturbation de & alors la classes d’Euler e(&) de & et e(&3) de & sont égales.

Démonstration. La variété V' étant orienté, ainsi que les champs de plans & et &, si la
perturbation est suffisamment petite & et & restent transversent a un méme fibré normal,
sont donc isomorphes et ont donc méme classe d’Euler. O

Démonstration. (du théoréme 2.5.4.)

Fixons V une 3-variété fermée fibrant sur le cercle S!, avec une fibration 7 et atoroidale.
D’aprés le lemme 3.1 la monodromie ¢ est isotope a un difféomorphisme pseudo-Anosov
que nous notons encore . Soit g le genre des fibres ¥, de 7. Il existe alors deux feuille-
tages mesurés F° et F* transverses singuliers avec des singularités qui sont des selles a 2p
séparatrices et un réel A > 1 tels que :

P T 0%) = (T, A7)

et
(T, ") = (T, ™).

Posons S = {s1, S2,...,824_2} 'ensemble singulier commun aux feuilletages F* et F*. Sur
(3, — S) x R, on considére le feuilletage défini par la 1-forme Q, = X% w7 est la
1-forme fermée définissant F7 avec e(0) = 1si o = s et (o) = —1 si 0 = u. §, définit sur
V un feuilletage singulier 7 dont I'ensemble singulier est (S X R)/(z,t) ~ (p(t),t+1).

On peut étendre F en un feuilletage 3 non singulier sur V', puisque le s; sont les
4-selles(selles & un nombre pair de séparatrices).
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Comme les si sont des 4-selles, les formules (1) et (2) introduites dans le paragraphe
2.4.2 deviennent :

nombre de (s; positives) — nombre de (s; négatives) = e(TF).%;
nombre de (s; positives) + nombre de (s; négatives) = —x(X).

Soit n > 0 un entier tel que —x(X) = 2n et Fo ait "T_lx(E) singularités positives et
—2-1X(X) singularités négatives. Alors e(TF).E est différent de —y(X). Donc la classe
d’Euler e(F7) de F est différente de celle e(7) de . Ainsi d’aprés le lemme ci haut F7 n’est

pas une perturbation de la fibration . n

Cependant pour de telles variétés, la fibration et ses perturbations sont les seuls feuille-
tages tendus dans la classer d’Euler de la fibration comme le montre notre premier théoréme
principal suivant :

Théoréme 2.5.5. Soit V une 3-variété fermée atoroidale et fibrant sur le cercle S*, avec
une fibration w. Soit F un feuilletage transversalement orienté de codimension 1 sur V.
Alors F est un feuilletage tendu ayant méme classe d’Euler que la fibration w si et seulement
st F est une perturbation de 7.

Démonstration. La preuve dans un sens est évident.

En effet la fibration 7 étant tendue, il existe une courbe fermée v transverse a toutes les
fibres. Si F est une perturbation suffisamment petite de 7, 7 reste tranverse a toutes les
feuilles de F puisque la transversalité est une propriété ouverte. Donc F est tendu, de plus
F a méme classe d’Euler que 7 d’apreés le lemme 3.2.

Réciproquement, supposons que F est tendu et a méme classe d’Euler que 7. On utilise le
lemme suivant :

Lemme 2.5.3. Le feuilletage F et la fibration © se perturbent respectivement en deux
structures de contact & et & tendues et isotopes.

Démonstration. D’aprés le théoréme 3.3, m se perturbe en une structure de contact & ;
comme 7 est tendue, 7 est semi-symplectiquement remplissable. La propriété de semi-
symplectiquement remplissable étant une propriété ouverte, donc &; est semi-symplectiquement
remplissable, or les structures de contact semi-symplectiquement remplissable sont tendues,
donc &; est tendue. De méme, F se perturbe en une structure de contact & tendue. Comme
J et m ont méme classe d’Euler, il en est de méme pour & et &. D’apres le lemme 3.1,
la variété V est difféeomorphe & suspension d’un difféomorphisme isotope a un pseudo-
Anosov ¢ isotope a la monodromie de V'; et par unicité des structures tendues de classe
d’Euler maximale sur des fibrés pseudo-Anosov [30] on déduit que &; est isotope a &,. par
conséquent F est une perturbation de 7. O

D’ou la preuve du théoréme. O

Ce théoréme indique que les feuilletages tendus sur des 3-variétés fibrées en surfaces
de genre g > 1 sur le cercle S! sont les seules feuilletages qui sont des perturbations de la
fibration dans la classe d’Euler de la fibration.
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2.5.2 Feuilletage en position générale ameliorée

La technique de mis en position optimale d’un feuilletage introduite par R. Roussarie
[38] nous permet d’avoir presque les mémes hypothéses de transversalité que dans le cas
des fibrés d’Anosov. La position générale améliorée en est une généralisation.

Définition 2.5.6. Soit F un fewilletage de codimension 1 sur un fibré hyperbolique T :
vV — Sh

a ) On dit que F est en position générale par rapport a T i :

i ) Il existe une famille finie ' C V' de cercles plongés (on dit tresse) telle que T, F = T,
st et seulement u € I,

it ) Toute composante v de ' admet un voisinage tubulaire V(v) dans lequel F est
transverse a m sauf en un nombre fini de points (en restriction a chaque fibre) qui sont des
singularités de type selle ou centre.

b ) F est en position générale améliorée si dans ii) on n’admet que des singularités de
type-selle.

Proposition 2.5.3. Les feuilletages modéles construits sur les fibrés en surfaces sur le
cercle sont en position générale améliorée par rapport a la fibration 7 :V — St.

Démonstration. 1l suffit de calculer le produit extérieur €2, A dt. En effet les feuilletages
modeéles possédent des singularités selles isolées. n

On rappelle le théoréme suivant di a Roussarie

Théoréme 2.5.6. Soit V une 3-variété fermée et T un feuilletage tendu de classe C? sur
V. Soit p: ¥ — V un plongement d’une surface fermée de ¥ dans V. On suppose que
P« T2 — MV est injectif. Alors p est isotope a un plongement p' qui est soit tangent
a F, soit transverse a F sauf en un mnombre fini de points qui sont des singularités selles
(sans liaisons entre elles) a nombre pair de séparatrices pour F.

Ce théoréme est démontré par Roussarie dans le cas ou la surface ¥ est un tore T?
(Voir [38]). La méme technique s’applique pour une surface de genre quelconque. Ici nous
démontrons ce théoréme en utilisant des techniques de la géométrie riemannienne.

Démonstration. On sait d’aprés le résultat de J. Hass [28] qu'il existe une métrique rie-
mannienne ¢ faisant des feuilles de F des sous-variétés minimales. Toute fibre X est incom-
pressible et est donc isotope & une surface fermée orientable minimale.

Appliquant le résultat de Schoen-Yao [39] on peut dire que p est isotope & un plongement
P qui est minimal relativement & g et on utilise le méme résultat sur les intersections des
surfaces minimales selon lequel la trace d’un feuilletage minimal sur une surface minimale
qui n’est pas une feuille est singulier avec des singularités qui sont des selles avec un nombre
pair de séparatrices. On peut ensuite par une petite isotopie éclater les selles & 2n-branches
en des selles isolées & 4 branches. m

Proposition 2.5.4. Soit V une 3-variété fermée fibrée sur le cercle S' et F un feuilletage
tendu de classe C? sur'V. Si F est sans feuille compacte, alors toute fibre de V est isotope
a une surface fermée en position optimale (i.e transverse a F sauf en un nombre fini de
points qui sont des selles a 4 séparatrices).
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Démonstration. En effet, on considére la suite exacte d’homotopie suivante associée a la
fibration p : V' — S! de fibre 2

0—>mE—>mV 27 —>1

Cette suite exacte d’homotopie associée a la fibration montre que 'injection canonique de
chaque fibre de V est injective au niveau des groupes fondamentaux. On applique alors le
théoréme ci-dessus pour avoir les points de contact qui sont des selles & nombres paires de
séparatrices, on peut ensuite par une petite isotopie éclater les selles en des selles isolées
et a 4 séparatrices. 0

Dans [23] nous avons montré un résultat partiel suivant

Théoréme 2.5.7. Soit V une 3-variété fermée fibrée en surfaces ¥ sur le cercle S* avec
la fibration m : V. — S et ¢ : ¥ — X un difféomorphisme pseudo-Anosov munie d’un
feuilletage I de codimension 1 sans feuille compacte. Si F est en position générale améliorée
par rapport a la fibration  alors le feuilletage F est conjugué a l’'un des feuilletages modéles.

La preuve de ce théoréme repose sur la proposition suivante

Proposition 2.5.5. Soit M une variété fermée fibrée en surfaces sur le cercle munie d’un
feuilletage F de classe C™ sans feuille compacte et d’une fibration a fibre compacte. St F
est transverse aux fibres de la fibration, alors les traces de F sur les fibres sont isotopes.

Démonstration. En effet, comme F est transverse aux fibres, en coupant le fibrés le long
d’une fibre transverse & F on obtient sur X x [0, 1] un feuilletage H sans feuille compacte
et transverse aux fibres. On va construire une isotopie entre Fy et F.

Par transversalité la projection naturelle p : ¥ x [0,1] — [0,1] de ¥ x [0, 1] sur [0, 1] induit
une application surjective p, : Ty I — T;[0,1] du fibré tangent & J sur celui de [0,1].
On peut choisir une section s du fibré tangent a H qui est horizontale (i.e. p.s = %). Et
comme TH est localement trivial, on construit un tel champ dans tout ouvert distingué
et on recolle au moyen de la partition de 'unité. Notons ¢;(x,0) le flot de s passant par
(x,0). Comme X est compacte le flot ¢(z,0) de s est défini pour tout 0 < ¢t < 1 et tout
x € S. Ce flot est entiérement contenu dans la feuille de H passant par (z,0) et coupe
toutes les fibres ¥ x {t}, donc ¢, envoie Fy sur H; = Hisx - L'isotopie cherchée peut étre
définie en posant ¢ (x,t) = 7o p(x,0) ou 7 : X x [0,1] — ¥ est la projection canonique
sur le premier facteur. n

Démonstration. (du théoréme 2.5.7)

Comme F est en position générale améliorée par rapport a la fibration 7, les feuilletages
induit sur les fibres sont isotopes. Ainsi Vt € [0, 1], Hjsx s est isotope a Ty = Hjsxqop.En
particulier &y est isotope a F;. De plus le pseudo Anosov ¢ envoie les feuilles de Fy sur
celle de F; . Ainsi, la classe d’isotopie de Fj est un invariant du pseudo-Anosov ¢ isotope
a la monodromie de V' (i.e. p.(Fo) = F1 = Fo) et comme F est sans feuille compacte alors
Fy est isotope a I'un des feuilletages de pseudo-Anosov. Donc F est isotope a un feuilletage
suspension d’un pseudo Anosov. Il est donc isotope a 'un des feuilletages modéeles. O

Une question qui reste ouverte maintenant est celle de savoir quelles sont les conditions
qu'un feuilletage sans feuille compacte sur des fibrés en surfaces sur le cercle soit mis
en position générale améliorée? Cela conduirait a la classification, a isotopies pres, des
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feuilletages de codimension 1 sans feuille compacte sur ces variétés. Une autre question
importante est de savoir si les modeéles sur ces fibrés sont rigides. Dans nos perspectives,
ces deux questions constituent le champ prioritaire de notre recherche.
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Dans ce chapitre nous étudions les liens entre les feuilletages tendus de codimension
1 et les laminations sur des 3-variétés fibrées en surfaces sur le cercle et hyperboliques.
Pour cela nous introduisons une relation dite d’équivalence monotone entre les feuilletages,
puis nous définissons les notions de laminations, de surfaces branchées et de feuilletages R-
covered utiles pour la suite. Le résultat principal de ce chapitre nous donne des conditions
suffisantes pour qu'un feuilletage tendu de codimension 1 sur une 3-variété hyperbolique
soit, & équivalence monotone prés, une perturbation de la fibration. Nous démontrons en
outre que l'existence d’une lamination pure est la seule obstruction a ce qu’un tel feuilletage
tendu soit, a équivalence monotone prés, une perturbation de la fibration.

3.1 Feuilletages mesurés et les 1-formes fermées

Rappelons que si p est une mesure transverse invariante pour un feuilletage & d’une
variété M son support noté supp (p) est 'ensemble des points x € M vérifiant la propriété
suivante : si N est une sous-variété de M transverse a F contenant x dans son intérieur
alors u(N) > 0.

Si F est un feuilletage de codimension 1 singulier dont I’ensemble singulier est sing(F)
alors supp p = {x € M™* tel que pour tout intervalle J transverse contenant =z, u(J) >
0} U {sing(F)}, avec M* = M — sing(F). Le support d’une mesure invariante pour F est
un sous-ensemble de M compact et invariant par F. On dit que la mesure p est de sup-
port total si supp(u) est égal & M. On dit qu'un élément x € M est un atome pour p si
u({z}) > 0. S’il n’existe pas un tel élément, on dit que la mesure p est sans atome ou est
diffuse. Par exemple une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
est sans atome. Dans ce chapitre, les feuilletages mésurés que nous considérons sont munis
d’une mesure transverse invariante de support total et sans atome. Rappelons aussi qu’'un
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feuilletage singulier dont les singularités sont des 2p-selles avec (p > 2) sur une surface
est topologiquement conjugué & un feuilletage mesuré ssi ses feuilles non compactes sont
toutes denses [17]; et trés peu de feuilletages remplissent cette condition méme en classe
c*.

En considérant un feuilletage non singulier sans feuille compacte sur le tore de dimension
2, il est connu d’aprés A. Denjoy [2] qu'un tel feuilletage, s’il est de classe C?, est topologi-
quement conjugué au flot irrationnel du tore. Il donne également des feuilletages exotiques
en classe C° et méme en classe C'. L’exemple de Denjoy peut étre obtenu & partir d'un
flot irrationnel par ouverture d’une feuille F, et en la remplacant par deux feuilles F'* et
F~ dont la distance tend vers zéro en se déplacant vers l'infini le long de chaque feuille et
en poussant les autres feuilles pour avoir de ’espace. On remplit ensuite ’espace entre les
feuilles 't et F'~ par de nouvelles feuilles, et le complémentaire de ces nouvelles feuilles
est un ensemble minimal compact non trivial.

Proposition 3.1.1. Un feuilletage d’une surface muni d’une mesure transverse invariante
réguliere par rapport a la mesure de Lebesgue (i.e tout point posséde un voisinage distingué
de coordonnées lisses (x,y) dans lequel le feuilletage est défini par dy et la mesure est
induite par dy) de support total est défini par une 1-forme fermée si et seulement si il est
transversalement orienté.

Démonstration. Supposons que J est un feuilletage mesuré transversalement orienté. L’exis-
tence d'une mesure transverse invariante par I’holonomie signifie I'existence d’'une mesure
transverse telle que si un arc transverse « se déplace transversalement au feuilletage de
sorte que les extrémités restent sur les mémes feuilles alors la mesure ne change pas. On
peut alors trouver une trivialisation locale (U, f;) avec f; : U; — Riy une carte locale
telle que f; ' (y = constante) soient les feuilles de Fp,. Sur Uintersection non vide U; N U;
on a les fonctions de transitions de la forme fi;(z,y) = (hij(x,y), cij + y) ou ¢;; est une
constante ; donc Fy, est défini par une 1-forme fermée w;. Comme F est transversalement
orienté, les w; se recollent en une 1-forme w définissant F. Et comme les formes w; sont
fermées , w est fermée.

Réciproquement, si F est définie par une 1-forme fermée w on considére ’homomorphisme
noté [w] : m (M) — R obtenu en intégrant w le long d’un lacet . Sur tout ouvert sim-
plement connexe U de M, w adment une primitive locale unique a une constante additive
prés. Sur M* = M — Sing(w), la forme w est non singuliére et définit donc un feuilletage de
codimension 1, donné par les niveaux des primitives locales de w. La 1-forme w détermine
une mesure transverse invariante du feuilletage F obtenue en associant a un arc transverse
v sa longueur |w| = | fﬁ/w|. Le feuilletage posséde également une orientation transverse,
donnée par le sens de croissance des primitives locales. O

Les feuilletages définis par une 1-forme fermée mérite une attention particuliére dans
I’étude des feuilletages en dimension 3 car ils sont intimement liés aux feuilletages dont les
feuilles sont les fibres de la fibration. Une telle liason se remarque a travers le théoréme
de Tischler [11] qui stipule qu'un feuilletage de classe C? d’une variété de dimension n est
défini par une 1-forme fermée non singuliére si et seulement si il est la perturbation de la
fibration. D’autre part, Sacksteder a montré qu’'un feuilletage orientable de codimension
un de classe C? et sans holonomie peut étre défini par une 1-forme fermée non singuliére
et par conséquent la variété ambiante fibre en surfaces sur le cercle.

Ecole Doctorale de Mathématiques et Informatique Rénovat NKUNZIMANA @©Université Cheikh Anta Diop de Dakar / 2019



Ensembles minimaux d’un feuilletages de codimension 1 60

3.2 Ensembles minimaux d’un feuilletages de codimen-
sion 1

L’étude des ensembles minimaux pour un feuilletage de codimension trouve ses origines
dans 1’étude, par H. Poincaré, du comportement des orbites d’un difféomorphisme f :
St — S! du cercle. 11 introduisit le concept du nombre de rotation du cercle et montra
que ce dernier est rationnel ssi f posséde un point périodique. Et en termes de la théorie
des feuilletages cela équivaut a dire qu'un feuilletage de codimension 1 du tore T? est sans
feuille compacte ssi il est topologiquement équivalent & un feuilletage obtenu par suspension
d’un difféomorphisme du cercle dont le nombre de rotation est irrationnel.

Définition 3.2.1. Soit (M,F) une variété feuilletée. Un sous-ensemble A de M est inva-
riant pour F ou saturé s’il contient une feuille passant par chacun de ses points.

Les sous-ensembles invariants sont d’'une importance capital dans I’étude des systéemes
dynamiques car les orbites qui y entrent n’en sortent plus. Une orbite qui entre dans un
ensemble invariant reste dans cet ensemble pour tous les temps futurs i.e que si ¢; est le
flot d’un champ de vecteurs défini sur un sous ensemble invariant A C M alors ¢ (A) C A.

Définition 3.2.2. On appelle ensemble minimal K d’un feuilletage F de codimension
1 d’une variété M un sous-ensemble de M, non vide, compact et invariant par F (i.e
K contient la feuille passant par chacun de ses points) et minimal parmi les ensembles
possédant ces propriétés.

Il n’y a que trois possibilités pour un ensemble minimal : une feuille fermée ; toute la
variété ; ou un minimal exceptionnel (i.e un minimal qui est transversalement un ensemble
triadique de Cantor).

Exemple 3.2.1. 1. Toute feuille fermée d’un feuilletage F sur une variété M est un
ensemble minimal.

2. Le seul ensemble minimal pour le feuilletage de Reeb sur S est la feuille compacte
homéomorphe au tore T?.

3. Soit F,, le feuilletage du tore T? obtenu par suspension d’une rotation f, : S' — St
définie par fo(z) = €™ .2. Si v est irrationnel, toutes les feuilles de Fo sont denses dans
T2 (théoreme de Kronecker) et par conséquent T? est le seul ensemble minimal pour F.

Théoréme 3.2.1. [6/ Soit K C R un sous ensemble compact parfait et d’intérieur vide.
Alors il existe un homéomorphisme h : K — € ou C est ’ensemble triadique de Cantor
dans [0, 1].

Sur le tore de dimension 2, Kneser (en 1924) a construit des feuilletages de classe C°
ayant un minimal exceptionnel et en 1932, Denjoy a construit de tels feuilletages en classe
C'. Poincaré a posé le probléme d’existence des feuilletages de classe C? sur le tore T2
ayant un minimal exceptionnel; et ¢’est Denjoy [2] qui en donna une réponse négative en
montrant que si F est un feuilletage du tore T? de classe C? et yu un ensemble minimal
alors = T? ou p est une feuille compacte. En particulier si F est sans feuille compacte,
le théoréeme de Denjoy implique que F est topologiquement équivalent & un feuilletage par
suspension de la rotation irrationnelle du cercle. Plus généralement pour un feuilletage de
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classe C? défini par une 1-forme fermée sur une variété compacte, les feuilles sont toutes
fermées ou toutes denses. T. Cherry a montré qu’il existe des feuilletages singuliers de classe
C? de T? ayant un quasiminimal i.e un minimal exceptionnel qui porte une singularité; ce
sont les feuilletages dits de Cherry.

A. Exemple de Denjoy d’un feuilletage ayant un minimal exceptionnel sur T?

L’exemple de Denjoy est obtenu par suspension d’un C!-difféomorphisme f : S' — S du

cercle ayant un ensemble minimal exceptionnel. Un ensemble minimal est dit exceptionnel
s’il est parfait et d’intérieur vide c’est-a-dire homéomorphe & un ensemble de Cantor. La
construction d’un diffémorphisme ayant un minimal exceptionnel peut se faire de la maniére
suivante : on considére une rotation irrationnelle R, (e*™) = >"(+®) du cercle et on coupe
S! en tous les points d'une orbite {#,;n € Z} de R,. A chaque coupure on insére un
segment J,, de longueur [, tel que > >° 1, = L < oo. On obtient ainsi un nouveau cercle
de longueur plus grande que celle du cercle de départ. L’ensemble S' — U, czJ, = 1 sera
homéomorphe & un ensemble de Cantor.
Le diffécomorphisme f sera construit de telle maniere que f,s soit conjugué a Ry st—{g, nez})
ot i = pu — UpezJ, et est appelé 1'échange d’intervalles sur le cercle. De ce fait, on peut
remarquer que toute orbite de f est dense dans p. Explicitement, pour construire f on
part d'un diffeomorphisme croissant f : R — R de classe C" tel que f(t) =t + ¢(t) avec ¢
périodique de période 1. Le difféomorphisme f induit un C'—difféomorphisme f : S' — S*
du cercle qui peut étre défini par f(e?™) = ¥/,

Construction de ’ensemble minimal p

Fixons a €]0, 1[-® et yo €]0, 1[. Pour n € Z le nombre y, + na n’est pas un entier donc
Yo + na €lm, m + 1] pour m € Z. Soit y,, = yo + naw — m €]0, 1[; puisque « est irrationnel
I'ensemble {y, }nez est dense dans ]0,1[ et de plus y,, # y, pour m # n. On considére la
suite {l,}nez des nombres positifs vérifiant les conditions suivantes :

(1) Y 1, =L < o0;

o0

(2) 2o nta/ln = 1
(3) 1/3 < lyi1/l, <5/3,VYn € Z.

Par exemple on peut vérifier que la suite [,, = (n? 4+ 1)7! satisfait ces proppriétés. A partir
des suites {yn fnez €t {l,}nez on construit un ensemble K C|0, L + 1| homéomorphe a un
ensemble de Cantor qui sera un ensemble minimal pour le feuilletage de Denjoy. L’idée de
la construction de 1’ensemble K est de couper l'intervalle [0, 1] au point y,,Vn € Z et d'y
insérer un segment de longueur /,,. De facon formelle, on procéde comme suit : on considére
deux suites «,, = y,, + 20<yi<yn l; et B = ay + 1. Soit I, =]a,, B,[. Pour tout n € Z on a
0<a, < B, <1l+Ldoncl, C|]0,1+ L[. On peut montrer que si y,, < Y, alors B, < ay, et
par la suite I, N I,, = 0. On pose K = [0,1+ L] — U,ezl,. Il est clair que K est compact.

Lemme 3.2.1. L’ensemble K est parfait et est d’intérieur vide.

Démonstration. Définissons deux fonctions auxiliaires h=,h* : [0,1] — [0,1 + L] par
h=(Y) = Y+ Doeyepli €6 BT (Y) = ¥+ Dy« lic Les fonctlons h~ et h™ sont crois-
santes et semi-continues respectivement a gauche et a droite (i.e lim,_, s« h™(s) = h™(y)
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et limg,y oy hT(s) = hT(y)). En outre, h=(y,) = ay et ht(y,) = Bn,n € Z, et si
y & {yn,n € Z} alors h™(y) = h™(y). Montrons maintenant que K est d’'intérieur vide.
Supposons [a,b] C K tel que a,b € OK. Puisque a € 0K, il existe une suite de {f,, }rez
tel que 3,, < Bn,,, < a pour tout k et limy_, 8,, = a. Comme I,, N 1I,,, = () si n # m nous
avons B, < ap,,, < Bn,,, < a donc limy_,o ap, = a. La suite {an, } étant croissante, la
suite correspondante {y,, } 'est également, alors limy - y,, = y pour y € [0,1] et donc
a = limy o0 0y, = limy 00 B~ (Yn,) = A~ (y). De méme, b = h*(y’) pour b’ € [0,1]. Dans
le cas ol y = ¥, nous avons a = «,, ce qui implique que a = b puisque K N I, = 0. Et si
y & {yn;n € Z} alors h™(y) = h*(y) = a. Ainsi b~ (y) = a < b= h*(y') et on conclut donc
que y <y car h™ est croissante. D’autre part, si y < ¢’ il existe y,, €]y, y'[ car {y,;n € Z}
est dense dans [0, 1] donc a = b (y) < ht(y,) < h*(y') = b or nous avons [a,b] NI, # 0 ce
qui est une contradiction. On conclut donc que y = 3 donc a = b et par conséquent K est
d’intérieur vide.

Montrons ensuite que K est parfait. Pour cela soit x € K. D’une part si x = «,, pour
n € Z on considére la suite {yn, }nez telle que y,, < y, pour k € N et imy_yo0 Y, = Y -
Nous avons alors o, = limy_ 0o h™ (Yn,) = limy_,0 v, €t par conséquent «,, est un point
d’accumulation de K. Si x = 3, pour n € Z, par un raisonnement similaire, on montre que
Bn = limy_,00 B, avec B, > B, pour tout k € N et donc f3,, est un point d’accumulation
de K. D’autre part si « ¢ {ay,, Bn;n € Z}, on peut montrer que x = limy_, @, pour une
suite {ay, ren, puisque K est d’intérieur vide. Ce qui montre que K est parfait. ]

On pose maintenant X = K — {an, Bu;n € Z} et Y = [0,1] — {yn;n € Z} et on définit
lapplication h : Y — X par h(y) =h*(y) =h (y),y € Y.

Lemme 3.2.2. h est un homéomoprhisme.

Démonstration. h est continue car A~ et h* sont semi-continues respectivement a gauche
et a droite. De plus, h est croissante car h- Test. La réciproque de h est donnée par

hi ( ) - ZO<0¢¢<CE i Zo</3i<x lZ)(E 6 X D

On considére maintenant 'application ¥ (z) = (1 + L) *z. C’est un homéomorphisme
qui envoit K C [0,1 + L] sur ¢(K) C [0,1] qui est homéomorphe & ’ensemble de Cantor.
Posons @ = ¢(K) + Z. Par abus de notation on confondra souvent ¢(1,,) avec I,,, ¥ ()
avec o, et (3,) avec 3,. Avec ces notations nous avons [0, 1] — 1 = Upen/y.

Construction de f

Proposition 3.2.1. [6] 1l existe une fonction continue ¢ : R — R vérifiant les propriétés
suivantes :
a. o est positive et périodique de période 1
b.pp =1
f’B" T)dT = Bps1 — Qg1 = (1 + L) Uiy
On pose maintenant ¢ = (1+L) " (a+> 0., o ) ou « est un nombre irrationnel utilisé

dans la définition de la suite {yy nez. On définit f : R — R par f(z) = ¢ + Jy e(r)dr.
Alors f est un difféomorphisme de classe C*.
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Proposition 3.2.2. [6] Les propriététés suivantes sont vraies
1. f(t) =t+40(t) ou @ est une fonction périodique de période 1,

2. Pour tout n € Z tel que y, + a < 1, on a f(an) = apr1 et f(Bn) = But1,

3. Pour tout n € Z tel que y, + a > 1, on a f(a,) =1+ apeq et f(Bn) =1+ Buga-

On désigne par p = {e*™;t € i}, a, = €*™, b, = e¥mbn . = {e¥t € I,} et
f(e?™) = 27 Alors 'application f : S' — S' est bien un difféomorphisme de classe
C'. En outre p C S est homéomorphe & un ensemble de Cantor et jt = St — U,z

Lemme 3.2.3. p est est un ensemble minimal.

Démonstration. D’aprés la proposition précedente f(.J,,) = J,41 pour tout n € Z et donc
f(u) =S —Unezf(J,) = p; p est invariant par f. Pour montrer que p est minimal pour f
il suffit alors de montrer que l'orbite O(6) = {f™(0);n € Z} de 0 € p par f est dense dans
1.

Premier cas : § = a; (ou by ) pour k € Z. Dans ce cas, O(ax) = {a,;n € Z} qui est
dense dans S' — 1 = U,ezJy ; it est homéomorphe & un ensemble de Cantor et pour tout
n € 7, a, est une extrémité de .J,,.

Deuxiéme cas (cas général) : Considérons la rotation R, (e ) d’angle 2mav.
Pour tout n € Z on pose 6,, = e*™». On peut montrer que 6, = R" () pour tout n € Z.

L’homéomorphisme & : ¥ — X C [0,1 + L] induit un homéomorphisme h : Y = (S! —
{0:n € Z}) = (S — {an, bp;n € Z}) = X donné par h(e2™) = 2it(I+L)7A0) ¢ ¢ YV On
remarque que Y est invariant par R, et X est invariant par f. O

2i7rt) _ e2i7r(t+a

En résumé nous avons montré que le diagramme suivante est commutatif

En effet, comme toutes les orbites de R, sont denses, les orbites de f sont denses dans X
et sont donc denses dans p. La commutativité du diagramme est équivalent & montrer que

F(h(y)) — h(y + @) € Z pour tout y dans Y.

B. Feuilletages de Cherry sur le tore T?
Considérons un champ de vecteurs X sur une variété compacte M et notons {; }ier le

flot de X. Pour tout x € M, on définit les ensembles limites suivants :

w(z) = Nr0(Uisrpr())
et
a(z) = Nr<o(Uicrpr())

Les ensembles w(z) et a(x) sont des compacts invariants par le flot appelés respectivement
les ensembles w-limite et a-limite de x.
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Définition 3.2.3. Un quasiminimal d’un flot singulier est un compact invariant contenant
une feuille récurrente et tel que toute feuille réguliére y soit dense.

Définition 3.2.4. Un flot F sur T? est dit de type Cherry s’il posséde exactement un
quasiminimal Q(F) et un nombre fini de singularités selles Oy, Oa, . .., Oy qui appartiennent
a Q(F). Chaque selle O; posséde des séparatrices L}, Ly, L, LY telles que :

QF) N [w(Ls) Ua(Ly)] = O;

et
Q(F) C w(L}) Ua(Lh)

pour j = 1,2,4. Les ensembles w(LY) et aL}) sont respectivement les ensembles w-limite
et a-limite de L.

I1 ressort de la définition que (F) est nullepart dense car ne contenant pas les sépa-
ratrices Li(i = 1,2, , k). Ainsi Q(F) — {0y, Oy, - - - , O} est localement homémorphe au
produit d’un ensemble de Cantor par un segment. Une construction géométrique d’un flot
de Cherry est la suivante : on part d'un flot irrationnel du tore T2, on ouvre une démi-orbite
en créant une selle et une centre ; la demi-orbite est remplacée par deux demi-orbites dont
la distance tend vers zéro quand on s’éloigne vers l'infini d’un c6té. Le complémentaire €2 de
la région résultant de 'ouverture (bordée par deux séparatrices) est 'unique quasiminimal
de F. Q2 porte la selle et est bordé par ses trois séparatrices. Toutes les feuilles sauf la selle
y sont denses. L’ensemble €2 est transversalement un ensemble de Cantor.

F1GURE 3.1 — Flot de Cherry
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3.3 Feuilletages monotonément équivalents et lamina-
tions

Les laminations constituent en quelques sortes une généralisation des feuilletages. Beau-
coup de théorémes généraux sur les feuilletages se généralisent sur les laminations.
On rappelle qu’un ensemble minimal K pour un feuilletage F un sous-ensemble de M, non
vide, compact et invariant pour F qui ne contient pas strictement de sous-ensemble vérifiant
ces propriétés. D'une maniére générale une lamination est feuilletage sur un sous-ensemble
fermé d’une variété fermée de dimension n. Par exemple un ensemble minimal exceptionnel
d’un feuilletage de codimension 1 d’une variété de dimension 3 est une lamination.

Définition 3.3.1. Soit M une variété fermée de dimension 3. Une lamination L de M est
un sous-ensemble fermé de M feuilleté par des surfaces, les feuilles, avec la condition de
trivialité locale suivante : M est recouvert par des cartes de la forme D? x T tels que les
D? x {t} soient les traces des feuilles sur les cartes; D?* est le disque ouvert de R? et T un
sous-ensemble compact de I; ou I un intervalle ouvert de R (Typiquement T est un point
isolé ou un cantor).

Définition 3.3.2. On appelle régions complémentaires de L les composantes connexes de
M — L.

Définition 3.3.3. La lamination L est dite essentielle si elle vérifie les conditions sui-
vantes :

i) Les régions complémentaires de L sont irréductibles.

it) Aucune feuille de £ n’est un tore qui borde un tore solide.

iii) Si A est la fermeture d’une région complémentaire, alors le bord et les bouts de A sont
mcompressibles.

Les laminations essentielles généralisent la notion de feuilletages tendus.

Définition 3.3.4. Une lamination £ est dite pure si elle est essentielle et posséde une
région complémentaire qui n’est pas un fibré en intervalles.

Une opération importante qui permet de construire une lamination en dimension 3 est
"’équivalence monotone”. Cette opération est I'analogue du "pompage” de Denjoy pour les
feuilletages linéaires en dimension 2. Voici une description géométrique de cette opération.
On part d’un feuilletage tendu F de codimension 1, sur une 3-variété. Soient £ un feuilletage
de dimension 1 transverse & F et L; une feuille de F. On ouvre une feuille L; en poussant sur
les feuilles voisines, i.e on remplace L; par deux feuilles dont la distance tend vers 0 quand
on s’éloigne vers l'infini et on remplit la région résultant de I'ouverture par de nouvelles
feuilles de sorte que l'on ait un ouvert W saturé de feuilles de F et telle que £ le fibre en
intervalles au dessus de L;; W s’identifie donc a L; x |0, 1].
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FIGURE 3.2 — Opération de Denjoy sur le tore

Cette opération effectuée sur un nombre fini de feuilles fournit un nouveau feuilletage
F. On dit que F est monotonement équivalent & F'. Le feuilletage F' contient une lamina-
tion qui est le complémentaire de 'ouvert . Les régions complémentaires se décomposent
en des parties compactes et des parties non compactes qui sont des fibrés en intervalles.
Une lamination pure est précisement une lamination qui ne s’obtient pas par ce procédé;
autrement dit une lamination est pure s’il existe au moins une région complémentaire qui
n’est pas un fibré en intervalles. Cette opération détruit la différentiabilité du feuilletage
et la lamination obtenue est a priori de classe C° (théoréme de M. Hermann sur les difféo-
morphismes du cercle).

3.4 Feuilletages tendus et feuilletages R-couvert

Un feuilletage F d’une 3-variété fermée M peut étre relevé en un feuilletage F dans le
revétement universel M de M. Si le feuilletage F est sans composante de Reeb, les feuilles
du feuilletages relevé dont toutes difféomorphes au plan R2. Palmeira a montré que dans
ce cas le revétement universel de M est homéomorphe & R? et que le feuilletage F est
conjugué au (feuilletage de R? par droites)xR. Cela nous conduit & introduire la notion de
feuilletage R-couvert qui nous servira dans la suite. Soit F un feuilletage de codimension
1 sur une 3-variété M. On note 7 : M — M le revétement universel de M, F le relevé de
F dans M et L l'espace des feuilles du relevé F qui est un espace topologique quotient, en
général non séparé, obtenu en identifiant les points de la méme feuille (L := M /F).

Définition 3.4.1. Un feuilletage F de codimension 1 sur une 3-variété M est dit R-couvert
si le feuilletage relevé F est un feuilletage standard de R3 par des plans horizontaux R?.
Dans ce cas l'espace des feuilles L est homéomorphe a R.
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Proposition 3.4.1. Un feuilletage F de codimension 1 sur une 3-variété M est R-couvert
si et seulement si l’espace des feuilles L du feuilletage relevé F est séparé.

Démonstration. Si F est R-couvert, il est évident que I'espace des feuilles est séparé.

Supposons que L est séparé. Par absurde, on suppose qu’il existe une courbe fermée ~y
dans M transverse a F. Alors ~ borde un disque D immergé qui peut étre mis en position
générale par rapport a F. Alors pour le feuilletage induit sur D il existe deux feuilles oy, ay
telle que o est une courbe fermée et ay s’enroule sur «y. Soit F; la feuille de F contenant
a;. Alors Iy tend vers Fp, et par conséquent tout voisinage de F; contient F5 et donc
par unicité de la limite L n’est pas séparé. Ce qui est contradictoire. Ainsi une courbe
transverse a F se projette injectivement sur L, et donc L est une variété de dimension 1 a
base dénombrable d’ouverts. Elle est aussi séparée, ce qui fait que L est soit le cercle S*,
soit la droite réelle R. Dans le cas du cercle, c¢’est une transversale fermée a F ; ce qui est
impossible. Donc L est R; d’ou F est R-couvert. O

On donne ici quelques résultats liant les feuilletages R-couvert et les feuilletages tendus.
On cite surtout le résultat important de Goodman and Shields qui stipule que si J est un
feuilletage de codimension 1 R-couvert sur une 3-variété M # S? x S! alors F est sans
composante de Reeb.

La proposition suivante montre que tout feuilletage R-couvert est tendu. Mais notons que
la réciproque n’est pas toujours vraie.

Proposition 3.4.2. [/0] Si F est un feuilletage de codimension 1 qui est R-couvert sur
une 3-variété fermée M # S? x S alors F est tendu.

Le théoréme suivant, connu sous le nom de lemme de dichotomie, lie en dimension 3 la
théorie des feuilletages tendus et celle des laminations.

Théoréme 3.4.1. [8] Soit F un feuilletage tendu sur une 3-variété M. Si F ne contient
pas une lamination pure alors il est monotonement équivalent a un fibré en surfaces sur le
cercle ou a un feuilletage minimal.

En utilisant ce lemme de dichotomie, le résultat de Tischler [11] ainsi que le résultat de
Bieri-Neumann-Strebel [34] , on montre le

Théoréme 3.4.2. Soit V un fibré hyperbolique et F un feuilletage tendu sur V' qui posséde
une mesure transverse invariante. Si F ne contient pas une lamination pure, alors F est
monotonement équivalent a la perturbation de la fibration de V' en surfaces sur le cercle.

Avant de prouver ce théoréme, rappelons quelques résultats. Comme nous 1’avons rap-
pelé précédemment, 'opération d’équivalence monotone est ’analogue de 1'opération de
Denjoy pour les feuilletages linéaires de T?. Cette opération détruit donc la différentiabilité
du feuilletage et les feuilletages obtenus aprés ces opérations sont au plus de classe C*.

Théoréme 3.4.3. (Novikov, Rosenberg, Palmeira)[8] Soit M une 3- variété munie d’un
feuilletage tendu F, alors le revétement universel M de M est difféomorphe a R? ou a

S? x R.
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Remarquons alors que Uespace des feuilles L du relevé de F dans M est une variété de
dimension 1, simplement connexe mais non Hausdorff en général. Il y a deux possibilités
pour L : soit L est homéomorphe a R, auquel cas on dit que F est R-couvert, soit L possede
des branchements. On dit dans ce dernier cas que J est un feuilletage tendu branché et on
distingue deux cas selon que les branchements sont dans une seule direction ou dans les
deux directions. Si L est ramifié dans une seule direction on dit que F est branché dans
une direction (F has one-sided branching) et s’il est ramifié dans les deux directions on dit
que F est branché en deux directions (F has two-sided branching). L’action naturelle de
M sur M induit sur L une action par homéomorphismes ; et donc m M opére sur L par
homéomorphismes. ~
Si le feuilletage F est co-orientable, la co-orientation de F induit une co-orientation sur F
et donc une orientation sur L. Ce qui nous permet de définir une relation d’ordre partiel
sur L.

Définition 3.4.2. On définit sur Uespace des feuilles L du relevé d’un feuilletage F un
ordre partiel comme suit : si F et F' sont deux feuilles de .’;'", on dit que F' > F s’il
existe une transversale positivement orientée de F a F'; on dit que F' > F’ s’il existe une
transversale négativement orientée de F' a F'. Dans ces conditions on dit que F' et F' sont
comparables. S’il n’existe pas une transversale de F a F' on dit qu’elles sont incomparables.

Si L est totalement ordonné, alors L = R et F est R-couvert.

Définition 3.4.3. Un feuilletage F est branché en une seule direction positive (resp. né-
gative) si deuzx intervalles quelconques X\ et u de L ont la méme borne inférieure (resp.
supérieure) relativement a l'ordre partiel sur L.

Définition 3.4.4. Soit I=[0,1]. Un I-fibré feuilleté (en dimension 3) est un couple (N, SG),
avec N homéomorphe au produit S x I ou S est une surface compacte ou non, fermée ou
non muni d’un feuilletage G tel que S x {0} et S x {1} sont des feuilles de G et que G est
transverse auz fibres du I-fibré dans N.

Les propositions suivantes résument les propriétés des feuilletages R-covered.

Proposition 3.4.3. [41] Soit F un feuilletage R-covered sur une variété M. Alors l'une
des trois situations suivantes est réalisée :

1. 1l existe une feuille compacte ;
2. F est un feuilletage minimal ;

3. F n’est pas minimal et il existe un unique ensemble minimal.

Proposition 3.4.4. [0/ Supposons que F est un feuilletage R-covered et sans feuille com-
pacte sur une variété M et qui n’est pas minimal. Alors on peut transformer F en un
feuilletage minimal : c’est-a-dire qu’il existe un feuilletage F' qui est minimal obtenu a
partir de F en écrasant un nombre dénombrable de I-fibrés feuilletés de F en une feuille.

Lemme 3.4.1. [8] Soit M une 3-variété qui contient une lamination essentielle \ et mu-
nissons M d’une métrique riemannienne. Alors il existe € > 0 tel que toute feuille F' dans
A soit quasi-isometriquement plongés dans son e-voisinage et qu’il est impossible que deuz

feuilles non comparables F' et F' de A contiennent des points aussi proches devant ¢ dans
M.
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Théoréme 3.4.4. Thurston-Rubinstein [8]. Il existe ¢ > 0 tel que si une 3-variété
hyperbolique contient une géodésique de longueur > € alors M n’admet pas de feuilletage
minimal.

Le lemme suivant nous donne les conditions pour qu’un feuilletage tendu soit R-couvert.

Lemme 3.4.2. Soit F un feuilletage tendu minimal sur une 3-variété fermée. St F posséde
une mesure transverse invariante p alors F est R-couvert.

Avant de démontrer ce lemme rappelons les définitions suivantes

Définition 3.4.5. Soient (X,dy) et (Y, dy) deux espaces métriques tels que X C Y. On dit
que X est uniformément proprement plongé dans 'Y s’il existe une fonction f: RT — R

propre tel que Vp,q € X, dy(p,q) <t = dx(p,q) < f(t).

Définition 3.4.6. Soit (X, dx) un espace métrique et soient k > 1 et ¢ > 0. Une applica-
tion | : R — X est dite (k,€)-quasi-géodésique si Vp,q € R, +dx(I(p),1(q)) —e < d(p,q) <
kdx(l(p),l(q)) +¢€, avec dx(.,.) une distance sur X et d(.,.) la distance euclidienne sur R.

Les quasi-géodésiques d'un espace métrique X sont alors les quasi-isométries de la
droite réelle dans X. On peut aussi définir les quasi-géodésiques locales dans X qui sont
des applications [ : R — X dont les restrictions a des intervalles convenables sont quasi-
isométriques.

Démonstration. (du lemme 3.4.2)

Pour démontrer ce lemme, il faut montrer que dans ces conditions F n’est pas branché : ni
dans une direction ni dans deux directions. Puisque J est minimal la mesure transverse u
de F est nécessairement de support total et est sans atome. Par absurde supposons que &
est branché dans les deux directions, I'espace des feuille L du feuilletage relevé F n'est pas
séparé, il existe alors une suite F; de feuilles dans F dont la limite contient deux feuilles
F et F' distinctes et non comparables de F. On peut trouver alors une suite de points
p; et ¢; de F; qui sont arbitrairement proches de deux points p € F et ¢ € F'. Donc
pour ¢ assez grand, la feuille F; n’est pas proprement uniformément plongé, par minimalité
aucune feuille de F n’est proprement uniformément plongée. De plus les feuilles sont quasi-
géodésiquement plongées dans leur e-voisinage pour ¢ suffisamment petit par conséquent
I'application normale F; — F' (i.e le flot d’'un champ de vecteurs normal) est homotope
a un homéomorphisme (voir 8] lemma 3.2.5) . L’'image par cet homéomorphisme d’un arc
joignant p; et ¢; est un arc contenu dans F et joignant p & un point ¢ € F, mais alors
la trajectoire normale passant par ¢ rencontre ¢ € F’ pour ¢ suffisamment petit, ce qui
contredit le fait que F' et F' sont non comparables. Il s’en suit donc que les feuilles F}
contiennent des points r; assez éloignés de F' i.e qui sont a une distance > ¢ de F'.
Considérons donc la trajectoire normale T d’origine dans F' et d’extrémité r; de longueur
d tres grand devant €. Puisque J est minimal, il existe un nombre R tel que tout disque de
rayon R dans n’importe quelle feuille intersecte toute transversale de longueur plus grande
que d/3 (voir [8] lemma 2.4.3). Ainsi il existe un disque de rayon R dans F; qui intersecte
un translaté par « de T'/3; avec o I'application d’holonomie fixant dans la méme feuille
les extrémités d’un chemin transverse au feuilletage et 7'/3 un arc transverse de longueur
d/3. Pour i assez grand, I’holonomie de F; le long d’un chemin ¢ dans F; se confond

Ecole Doctorale de Mathématiques et Informatique Rénovat NKUNZIMANA @©Université Cheikh Anta Diop de Dakar / 2019



Feuilletages tendus et feuilletages R-couvert 70

avec une petite partie de la transversale orthogonale et les feuilles F; et I’ rencontrent
I'intérieur de o(7T) mais les extrémités de T sont dans F' et F;. Puisque V' est compacte,
’holonomie de JF le long d’un chemin g dans F; de longueur R contracte «(T') ce qui est
impossible puisque le feuilletage F étant minimal le support de p est total et T' ne peut
étre contractée par 'holonomie. Ainsi I'holonomie ne peut contracter une transversale, ce
qui contredit I'existence de « et donc de F et F’. En conclusion le feuilletage F n’est pas
branché, il est donc R-couvert. O

Démonstration. (du théoréme 3.4.2) .

Le théoréeme découle du théoréme 3.4.1 et du lemme 3.4.2 ci-dessus. En effet, d’aprés le
lemme de dichotomie, comme & ne contient pas une lamination pure alors il est monoto-
nement équivalent a un fibré en surfaces sur le cercle ou monotonement équivalent & un
feuilletage minimal. Dans le premier cas, nous avons le résultat souhaité. Pour montrer que
le feuilletage est la perturbation d’une fibration dans le deuxiéme cas, utilisons le lemme
3.4.2. En effet, la mesure étant de support total et sans atome, on sait que si F posséde
une mesure transverse invariante alors il est topologiquement équivalent & un feuilletage
défini par une 1-forme fermée. En particulier si F est différentiable de classe C?, alors il
est defini par une 1- forme fermée non singuliére et donc est un fibré en surfaces sur S?
(d’apres Tischler [11]). Si F est de classe C! alors u est dans la méme classe que la mesure
de Lebesgue et comme JF est R-couvert (d’aprés le lemme 3.3) et V' est hyperbolique alors
l'action du groupe fondamental 7 (V') de V' sur I'espace des feuilles L du relevé de F est
conjugué a une action par translation. Et d’apreés le résultat de Bieri-Neumann-Strebel [34]
le feuilletage F est la perturbation de la fibration . O]
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons démontré deux résultats principaux : I'un qui donne les
conditions suffisantes pour qu’un feuilletage tendu sur une 3-variété atoroidale soit proche
de la fibration ; et un autre qui donne une sorte de classification, & équivalence monotone
pres, des feuilletages tendus des fibrés hyperboliques. Au cours de notre travail nous avons
remarqué que sur des fibrés pseudo-Anosov quelconques les feuilletages de codimension 1
sans feuille compacte qui sont en position générale améliorée par rapport a la fibration sont
isotopes aux feuilletages modéles. Toutefois une question importante reste de savoir quelles
sont les conditions pour qu’un feuilletage sans feuille compacte quelconque sur un fibré
pseudo-Anosov soit en position générale améliorée? Une autre question importante qui
reste ouverte est celle de la rigidité des feuilletages modeéles sur des fibrés pseudo-Anosov,
en particulier sur Vj.
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Résumé

Dans ce travail nous étudions la topologie et la dynamique de certains feuilletages sur des
variétés de dimension 3 qui fibrent en surfaces sur le cercle S*. Ces variétés sont obtenues
par suspension d’un difféomorphisme d’une surface de genre g > 1. Dans le cas du genre 1,
les travaux de Ghys et Sergiescu en donnent une étude compléte. Dans [13] les auteurs ont
ont pu classifier tous les feuilletages sans feuille compacte transversalement orientables et de
classe C"(r > 2). Ils ont pour cela construit deux feuilletages de référence qu’ils nomment
de "feuilletages modéles" qui sont des feuilletages sans feuille compacte, transversalement
affines et minimaux. De plus, ils montrent que ces modéles sont structurellement stables.
La recherche d’une généralisation de ces travaux de Ghys et Sergiescu a fait objet de
plusieurs travaux de recherche en théorie des feuilletages depuis les années 80 parmi lesquels
on peut citer celui de Nakayama en 1990 [27| qui a obtenu un résultat similaire a celui
de Ghys-Sergiescu pour les feuilletages transversalement affines et sans feuille compacte
sur les fibrés pseudo-Anosov; celui de H. Dathe qui étend le résultat de Nakayama aux
feuilletages transversalement affines et sans composante de Reeb. Ce dernier a également
montré que les feuilletages modéles n’admettent pas de déformations transversalement
projectives non affines. Notons que la classe de différentiabilité et I’hypothése de compacité
dans la classification de Ghys-Sergiescu sont cruciales. En effet, H. Dathe et C. Tarquini
ont montré que en classe C° et en classe C* le théoréme de Ghys-Sergiescu ne s’etend pas
[21]. Et dans le cas des fibrés ouverts de genre 1 c’est-a-dire que les fibres sont des tores
troués, H. Dathe et A. Saidou ont construit des feuilletages exotiques de classe C°.

Dans le méme ordre d’idée, H. Dathe et A. Saidou ont récemment montré un résultat
analogue a celui de Nakayama dans le cas des feuilletages transversalement projectifs [25].
La question n qui nous de généraliser ces résultats sans se restreindre au groupe transverse
est le centre de notre recherche? Mais a vrai dire ces résultats ont peu de chances de se
généraliser. La seule chose qu’on peut espérer pour une 3-variété quelconque est de trouver
les conditions pour qu'un feuilletage tendu quelconque soit proche a la fibration.

Ce sont les travaux de D. Gabai [10] selon lesquels, sur une 3-variété M fermée atoroidale,
il existe un entier N(M) > 0 tel que pour tout feuilletage tendu quelconque F, on peut
construire N (M) feuilletages tendus sur M dont 'un au moins soit une perturbation de &,
qui sont la source de notre motivation. En effet, on sait que les feuilletages dont les feuilles
sont les fibres de la fibration ainsi que leurs C'-perturbations sont tendus. On se demande
alors si tous les feuilletages tendus sur une 3-variété M proviennent de la fibration par de
petites perturbations? Dans ce travail nous avons démontré que ’obstruction a ce qu’un
feuilletage tendu quelconque sur une 3-variété atoroidale ne provienne pas de la fibration
est 'égalité des classes d’Euler [24]. Nous avons démontré également que pour les 3-variétés
fibrées hyperboliques (c’est-a-dire dont le premier nombre de Betti est égal a 1) 'existence
d’une lamination pure est la seule obstruction a ce qu’'un feuilletage tendu quelconque soit,
a équivalence monotone prés, une perturbation de la fibration [23].





