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Résumé 

Dans cette thèse nous avons étudié les suites multiplexées. Nées pour remédier 

aux attaques sur le5 suites récurrentes linéaires, les suites multiplexée~ ne sont p~ 

eux non plus à l'abri de nouvelles attaques. 

Nous élaborons des méthodes qui permettent de borner et minorerr les complxités 

des suites de longueurs maximales constituant une suite multiplexée à l'aide de la 

classific.;ation décrite dans [l i], puis de uétcnuiner leur complexités k et m suivant 

que pgcd(m, k) =mou pgcd(m, k) =k. 
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Introduction 

Les suites récurrentes linéaires (SRL ou LRS(Linear recurrent sequence en an­

glais)), nées en 1202 ave<: l'exemple donné par Fibonacci de la suite 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... 

sont des composantes majeures dans les systèmes de communication modernes. Elles 

sont faciles à appliquer et leurs propriétés mathématiques sont assez bien comprises. 

Leurs applications comprennent entre autre la construction de générateurs pseudo­

aléatoires fréquemment utilisés dans les systèmes de radar , la synchronisation des 

donnée5. les système de positionnement global (GPS), la théorie du codage et de 

Code Division Multiple-Access systèmes de communication (CDMA). 

Une des principales applications des suites récurrentes linéaires est la cryptogra­

phie où elles sont plus parLi<:ulièrement utilisés pour la génération de dés dan::, un 

chiffrement par flot. 

Les suites récurrentes linéaires peuvent être produites et implémentées dans les 

différents domaines cités à l'aide des LFSRs(Linear Feedback Shift Register). Les 

suites possèdrnt de honncs répartitions psrudo-aléa.toire,s, drs propriété:-. périodiques 

et de bonnes propriétés statistiques. 

Malgré toutes ces propriétés, les suites récurrentes linéaires ne sont pas suffisam­

ment complexes et ne fournissent habiLuellement pas assez de sécurité par eux-mêmes. 

Ellrs possèdrnt dr~ fa.iblrsscs qui font qu'on prut rctrouvrr leur polynôme m1mrna.l, 

leur complexiLé et leur reconstitution entière avec l'algorithme de Berlekamp-Ma.ssey 

que nous allons détailler ici. 

Pour surmonter l'algorithme de Berlekamp-Ma.ssey, des techniques sont mises en 

place pour contourner la. lin~arité des suitPs récurrentes linéaires, en utilisant 
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- Une fonction de combinaison non linéaire qui combine plusieurs suites récurrentes. 

- La. sortir d'une ou de plusienrs suites rérmrentes linéaires pour contrôler 1 'horlogr 

d'une ou de plusieurs suites récurrentes linéaires. 

Ces dernières techniques ont aussi fait l'objet d'autres attaques parmi lesquelles 

l'attaque par corrélation qui porte sur la corrélation de la suite récurrente linéaire. 

Pour palier à ces faiblesses et attaques, plusieurs autres types de suites non linéaires 

basées r lles mêmes sur les snitrs récurrentes linéaires ont aussi vu le jour, parmi dies, 

les suites multiplexées qui ont fait l'objet de nos deux premiers articles. Une suite 

multiplexée est une suite construite à partir de deux suites récurrentes linéaires de 

périodes ma.ximales ou rn-sequences. 

Pour qu'unr :mitr pmssr Nrr utilisér dans les domaines tris que la rryptographir, 

nous avons besoin qu'elle ait des propriétés cryptographiques nécessaires c'est-à-dire : 

- d'une période très grande 

- d'une grande complexité linéaire 

- de> bonnrs propriété~ statistiqur.s. 

Cc::; :,uiLcs ct leur:, propriét.é::; ::;ont développée::; dans [:W, ·> 1 ]. Elles constituent de 

très bonnes candidates pour être considérées comme des générateurs aléatoires afin 

que nous puissions les utiliser dans un chiffrement par flot. Mais cela ne les mettent 

pas tout à fait, à l'abri d 'attaques. 

Dan:, cette thèse, nous avons élaboré des méthodes pour essaye1 de les attaquer. 

Ces méthodes ont permis une classification de ces sui tes multiplexées et d'élaborer un 

lien entre cette classification et le polynôme minimal. 

Ce document est structuré en trois chapitres : 

Ch a p it re 1 : dans cc rhapitrr, nous faisons des rappris sur lr.s suites rérurrrntcs 

linéaires sur un corps fini et sur leur applications en cryptographie, plus précisément 

dans un chiffrement par flot ou chiffrement par flux. 

C ha p itr e 2 : Ici, nous faisons une classification des suites multiplexées, qui a fait 

l'objet dC' notre' prC'IllÎC'l'C' puhlirat.ion. Cet t.C' da.-;sifir.ation a pour but dr regrouprr 
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ces suites en classe afin de pouvoir mettre en place des méthodes pour les attaquer 

lorsqu'elles sont utilisées comme générateurs de clés dans un chiffrement par flot. 

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous faisons un rapprochement entre la classifi­

c;ation ct le polynôme minirnal d'une suite multiplexée. Cc rapprochement est aussi 

mise en place pour trouver des méthodes pour déterminer les complexités des suites 

récurrentes linéaires de périodes maximales constituant une suite multiplexée. 
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Chapitre 1 

Suites Récurrentes Linéaires et 

applications en cryptographie 

1.1 Suites r écurrentes linéaires sur un cor ps fini 

Ce chapitrr contient csscnticllrment drs rappels de résultat~. de notations sur les 

corps finis et les suites récurrentes linéaires dont nous ferons usage dans cette thèse. 

1.2 Rappels sur les corps finis 

1.2.1 Corps finis et extensions 

Définit ion 1.2.1. Un corps fim est un corps contenant un nombre fini d'éléments. 

Remarque 1.2.2. Les corps finis sont appelés corps de Calots. 

Exemple 1.2.3. (1) (Q, +, .), (IR,+,.) et (C, +, .) sont des corps qui ne sont 

pas fintS. 

(2) (Zs, +, .) et (Z2, + .. ) sont des corps finis. 

12 



Le corps Z2 ne contient que deux éléments 0 et 1 et nous avons les tables d'opé­

rations suivantes : 

+ 0 1 

0 0 1 

1 1 1 f: 0 

1 

Les éléments 0 et 1 sont appelés éléments binaires. 

Définition 1.2.4. Soit p > 1 un nombre premier. On note JFP le corps fini à p 

éléments ZjpZ. 

Remarque 1.2.5. Les notations suivantes sont les mêmes : il s'agit de ZjpZ et Zp. 

Pour tout q puissance d'un nombre premier p, il existe un corps fini de cardinal 

q. 

Proposition 1.2.6. (11Jj Tout anneau intègre ayant un nombre fini n;::: 2 d'éléments 

est un corps. 

Théorème 1.2.7. (JtJj 

1. Soient q = pn et q' = pm où n, m ;::: 1 et p est un nombre premier. 

On a : IFq C !Fq' {::::::::} n divise m. 

2. Soit IF un corps fini de cardinal q > 1. Alors 

i) q = pm, où p est un nombre premier et m un entier positif 

ii) IF est unique (à un isomorphisme de corps près). 

Théorème 1.2.8. f ~J Pour tout corps fini IFq, le groupe multiplicatif, noté IF;, est 
cyclique. 

Définition 1.2.9. Si IFq est un corps fini et s'il existe un entier positif non nul mini­

mal n tel que n(J = 0 pour tout (3 E IF9, alors un tel entier est appelé caractéristique 

de IF q et IF q est dit de caractéristique n. 

Théorème 1.2.10. Soit IF9 un corps fini. Alors la caractéristique de !Fq est premier. 

13 



Démonstration. Le cardinal de F9 est égal à q. F9 contient l'élément unité 1, et puisque 

1Fq est fini les éléments 1, 1 + 1 = 2, 1 + 1 + 1 = 3, ... ne sont pas tous distincts. De 

plus, le plus petit entier p tel que 

p. 1 = 1 + 1 + 1 + ... + 1 = 0, 
p(fois) 

doit être un nombre premier (car (r · s) · 1 = 0 => (r · 1){s ·1) = 0 => r · 1 = 0 ou s = 

0). 0 

Théorème 1.2.11. [ 1/ Tout corps fini est de caractéristique un nombre premter p et 

possède p"' éléments où mE N*. 

Proposition 1.2.12. (Théorème Wedderburm)Tout anneau mtégrt .fim est un 

corps commutatif. 

Définition 1.2.13. Un qénémtF.ur de IF~ P~t appelP élément primitif de IF9 . Un poly­

nôme ayant un élément, primitif comme racme est appelé polynôme pnmtttf. 

Corollaire 1.2.14. [ ·/ Tout corps fini contient un élément primittf. 

Lemme 1.2.15. Dans un corps fini de caractéristique p, on a 

(x+ y)P = xP + yP 

Démonslntlion. Nous avons expression binomiale suivante : 

oli 

Si 1 $ k $ p- 1. alors pgcd(k!,p) = 1. Donc 

( 
~- ) = p(p- 1)(p 2) ... (p-k+ 1) - (p- 1)(p- 2) ... (p-k+ 1) - ( d ) 
" k! - P k! = 0 mo p . 
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Par induction, nous avons le corollaire suivant : 

Corollaire 1.2.16. Dans tout corps fini dP camté1"istiq11.e p, on a 

(x+ y)P" = xP" + yP" pour tout n > 1 

Définition 1.2.17. Extension d'un corps Soit IT... un corps. On dit que OC est une 

extenswn de n.. st et seulement si IT... est un sous-corps de OC. 

Exemple 1.2.18. Le corps de cardinal q =pm, noté IFq est une extenswn de degré 

m du corps premier F P. 

1. C est une extenswn de IR et de Q. 

2. IR elit une extenswn de Q( J2). 

3. Q( J2) est une extension de Q. 

Proposition 1.2.19. Soit OC une extenswn de IL. Alors OC est un espace vectonel sur 

n.... 

Proposition 1.2.20. Pour tout entier m > 1, IFqm est une extension dt degré m de 

IFq. 

Définition 1.2.21. On note [JK : IT...] la dimenswn de l'espace vectonelJK sur IL. Cet 

entier s'appelle le degré de l'extension de k sur L. 

Exemple 1.2.22. 1. Le corps des nombres complexes C est une extenswn de IR 

de degré [C : IR] = 2. 

2. Le corps IR est une extension de Q de degré mfini : [IR : Q] = oo. 

3. IF q, où q = pn est une extension de IF q de degré n. 

Définition 1.2.23. Sott IT... un corps. 

Une extension OC de IT... est un corps de rupture pour le polynôme J(x) E IT...[X] 

sur IT... si et seulement si, OC contient une racme de f. 

Exemple 1.2.24. IR est un corps de rupture pour X3 - 2 sur Q. 
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Théorème 1.2.25. St J(X) est un polynôme irréductible dans OC[X], alors f possède 

un corps de rupture sur OC. 

Corollaire 1.2.26. Tout polynôme f(X) E r<[X] possède un corps de rupture sur r<.. 

Démonstration. En effet, tout polynôme f E IK[X] se décompose en produit de poly-

nômes irréductibles. 0 

Définition 1.2.27. Une extension OC de H.... est un corps de décomposition(ou 

corps scindé) pour f E H....[X] sur H.... st et seulement st, f peut être scmdé dans 

OC[ X] c'est-à-dire il peut être décomposé en produit de polynômes linéatres dans OC[ X]. 

Autrement dit st toutes les memes de f dans une clôture algébrique dP. H.... contenant 

OC sont dans OC. 

Exemple 1.2.28. 1. Le corps C est un corps de décomposition sur IR. pour le 

polynôme P(X) = X 2 + 1 =(X - i)(X + i). 
2. Le corps Q est un corps de décomposition sur Q pouT le polynôme 

Q(X) = X 2
- 1 = (X- 1)(X + 1). 

Théorème 1.2.29. Tout polynôme fE OC[X] possède un corps de décomposition sur 

OC. 

Définition 1.2.30. Un corps de décomposition minimal sur lK est appelé un corps 

des racines pour f sur OC. 

Exemple 1.2.31. 1. C est un corps des racines sur IR pouT le polynôme X 2 + 1. 

2. Q( J2) est un corps de décompostttan sur Q pour le polynôme X 2 - 2. 

1.3 Suites récurrentes linéaires et propriétés 

Définition 1.3.1. Une suite (xn)nEN d'éléments de lFq est dite récurrente linéaire 

homogène (ou homo.rJencous lmmr feedbark shift. regtster seqnenrr ou LFSR sequrnrr 
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en anglais) si elle satisfait, pour tout n ~ 0, une re/atton de récurrence linéatre 

homogène (à coeffictents constants) de la forme 

(1.1) 

avec ao, a1, a2, ... , ak-l E IFq. 

L' entter k est appPlé degré ou ordre df la relatwn 1.1 et l'état initlal ou conditwns 

mitiales de cette dernière est (xo, X1, x2, Xk-2, Xk-d · 
La relatton de réwrrence lméaire est notée parfois 

Remarque 1.3.2. Les termes équation de récurrence linéaire et solution sont 

aussi employés pour désigner la relation de récurrence et une suite la satisfai­

sant. 

Exemple 1.3.3. Suite de Fibonacci. Posons q = 2, alors nous tr·availlons dans 

F2 = {0, 1}. 

Soit la relation de récurrence linéaire 

et comme conditions initiales x0 = 1, x 1 = 0, on tro·uve la suite bien connue 

(xn)neN = 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, .... 

Définition 1.3.4. Une suite (xn)neN E IFq est dite récurrente linéatre non homogène 

(ou nonhomogeneous lmear feedback shift regtster sequence en anglais) si elle satisfait, 

pour tout n ~ 0, une relation de récurrence linéaire non homogène (à coefficients 

constants) de la forme 
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l'entier k est appelé le degré ou ordre de la relation l.t et l'état imttal ou conditwns 

initiales de cette dernière est (xo, x 1, x2, Xk-2, xk_I). 

La relation de 1'écurrence homogène qui lui est associée est simplement 

Exemple 1.3.5. Posons q = 2, alors IF2 - {0, 1}. Soit la rPlation df' récurrrmœ 

ltnéaire d'ordre 4 suivante : 

Xn ... 4 = Xn+3 + Xn+l + Xn + 1, 

avec x0 = 1, x1 = 1. x2 = 0, x3 = 1 comme conditions inittales. 

Les termes de la suite sont 

11101000010111110100001011111 

Remarque 1.3.6. La suite nulle (O)nEN est solution de toute équation linéaire récur­

rente homogène et nt l'est pour aucune équatwn linéaire récurrente non homogène. 

Dans la suite, nous allons nous concentrer principalement sur les suites récurrentes 

linéaires homogènes. De plus, toute suite récurrente linéaire homogène sera dite suite 

récurrente linéaire tout l)irnplcmcnt. 

1.3.1 Suites récurrentes linéaires et déterminants de Hankel 

Définit ion 1.3.7. Sott x0 , x1, x2, ... une suite d'éléments de IFq. Pour les entters 

n ;::: 0 et r ;::: 1, on pose 

n<r+l) = 
n 

Xn+ l 

Xn+r 

et ces déterminants sont appelés déterminants de Hankel. 
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Exemple 1.3.8. Considérons l'exemple l..'I .. J avec les conditions imtiales suivantes 

Xo = 1, x1 = 1. La suite devient : 

l llOI110illO il lO I 110I110I110l110 I 110 I 

Calculons maintenant les déterminants de Hankel suivant les valeurs de n et de r : 

DÏ = det ( ~ n =-2. 

1 1 0 1 

~) = -1 

1 

2 c Dg= det 
1 0 1 1 

D0 =clet 
1 

0 
0 1 1 0 

1 
1 1 0 1 

Ceci montre qu'à prion, la suite en question peut satisfaire une relation de récurrence 

d'ordr·e 3, mais aucune relation de récurrence d'ordre inférieur. 

Lemme 1.3.9. r '} Sott Xo, X}' X2, ..• une suite d'éléments de IFq, et sozent les entters 

n > 0 el 1' > 1 Si D(r) = n <r+t) = 0 alor·s D(r) = 0 
- - · n n > rl+ 1 · 

Théorème 1.3.10. r J La smte Xo,Xt,X2, ... d'éléments de IFq est une suite récur­

rente linéaire si el seulement si, il existe un entier posUif r tel que D~) = 0 pour· tout 

nombrr fini de n ;::: 0. 

Théorème 1.3.11. r J La smte Xo, Xt' X2, ... d'éléments de IFq est une suite récur­

rente lméazre, de polynôme minimal de degré k si et seulement si D};l = 0 pour tout 

r ;::: k + 1 et k + 1 est le plus pettt entier pour lequel ces conditions sont rempltes 

1.3.2 Matrice associée d'une suite récurrente linéaire 

Dans cette partie. nous déterminons et étudions ce qu'est une matrice associée à 

une suit<> récurrente linéaire. 

Remarque 1.3.12. La matrice associée est encore appelée matrice compagnon 

et même pardois matrice de trasi tion. 
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Définition 1.3.13. À l'équation (1.1}, on associe la matrice carré d'ordre k définie 

par 

M= 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 0 

Si k = 1, alors M = (a0). De plus, si k > 1 et (xn)nEN est solution de l'équation (1.1}, 

alors 

Xn+k-1 

Xn+k-1 
=M 

Xn+k-2 

Xn+l 

et en particulier, pour tout n ;::: 0 

Xn+k-2 

Xo 

Exemple 1.3.14. Soit x0 , x1 , x2 , 0. 0 une suite récurrente linéaire sur IF2 satisfaisant 

la relation de récurrence Xn+S = Xn+4 + Xn+2 + Xn+ l + Xn. Nous avons a4 = 1, a3 = 
0, a2 = 1, a1 = 1, ao = 1. Alors la matrice M associée à la relation de récurrence 

est une matrice 5 x 5 définie par : 

1 0 1 1 1 

1 0 0 0 0 

M= 0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 

0 0 0 1 0 

Remarque 1.3.15° Soit xo, x1 , x2 , 0 0. une suite récurrente linéaire sur IFq satisfai­
sant à la 1-elation 
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où les ai, 1 ~ i ~ k- 1 appartiennent à lFq. 

Posons 

Xn+k-l 

Xn+k-2 

Alors à cette suite on associe la matrice M d'ordre k x k sur lFq définie par : 

M= 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

ao 

0 

0 

1 0 

Et de plus, nous avons Xn+I = MXn pour n ;:::: 0 et donc 

Xn = M n Xo avec Xo = 

xo 

Une conséquence de la définition d'une matrice associée d'une suite récurrente 

linéaire : 

Proposition 1.3.16. Soit x0 , x 1, x2, ... une suite récurrente linéaire d'ordre k s·ur 

1Fq satisfaisant à la relation (1.1} avec a0 =/: 0, alors l'ordre de la suite x0 ,x1,x2, ..• 

divise l'ordre de la matrice qui lui est associée. 

Démonstration. Comme det( M) = (-1)k- 1a0 =J 0, alors si T l'ordre de la matrice M 

associée à la suite x0 , x 1, x2 , ... est fini, alors 

Xn+r = M n+r Xo = M n Xo x M r = M n Xo x 1 = MnX0 = Xn. 
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Donc rest une période de x0 ,x1,x2 , ..•. Il résulte du Lemme 1.3.22 (définie dans la 

section qui suit) que l'ordre de If\. suite divise T. 0 

En plus de ces quelques définitions, nous alllons donner quelques propriétés des 

suites récurrentes linéaires. Pour cc faire, nous commençons par dire cc qu'est une 

suite ult imement périodique et périodique. 

1.3.3 Périodicité d 'une suite récurrente linéaire 

Définition 1.3.17. Soit x0 ,x1, ... une suite d'éléments de IFq. S'il existe des entiers 

r et no avec r 2: 1, tels que x n+r = Xn po ur tout n 2: no alors la sut te Xo, x 1 , . . . est 

dite ultimement périodique. 

Exemple 1.3.18. Sott x0 , x1, x2, ... une smte récurrente linéaire sur IF2 satisfatsant 

la rf fofwn de rfrun·rnrr Xn +4 = Xn.,..2 + Xn+ l OllC(' cornmr ftat im.tlal (x3 = 1, X2 = 
0, Xi = 1, Xo = 1). 

Alors les termes sont : 

11 1 o 1 1 1 o o 11 o 1 11 o o 11 o 11 1 o o 11 o 1 11 o o 1 ... 

Là, nous voyons bien que cette suite est pénodique à partir du rang 1 et de pénode 

7. 

De ce fait, nous pouvons dir·e que pour tout n > n0 = 1 la suite xn+4 = 

Xn+2 + Xn-1 est pénodique. 

Donc ultimement périodique et les termes dans cette période sont 

1 0 1 1 1 0 0 

Remarque 1.3.19. La plus ptlite parrm. toutes les pértodes poss1bles de la smte 

ultimement pénodtque est appelée la période de la suite. 

Définition 1.3.20. Une suite x0 , x 1 • ... d'éléments de IFq est dite périodique s'il 

existe un entier r tel que Xn+r = Xn pour tout n = 0, 1, ... et r est appelé période de 

la suite. 
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Exemple 1.3.21. Soit x0 , x1 , x2 .... une suite récurrente linéaire de relatwn de 

récurrence Xn+5 = Xn+l + Xn et son état zmtial est x4 = 1, X3 = 0, X2 = 1, x1 = 

1, x0 = 1. 

Alors les termes de la sutte sont : 

1111010 01111010 01111010 01111010 0 1 ... 

La suite est bien périodique pour tout n 2:: 0 et de période 7. Les termes de la 

période sont 

1 1 1 0 1 0 0 

Lemme 1.3.22. Toute pérwde d'une suite ttlttmement pénodique est divisible par la 

pénodc.. de.. la swtc. 

Démonstration. Soit t une période d'une suite ultimement périodique xo. Xt. x2 .... 

et t 1 la. période de ret.tc suite, alors on a Xn~t = Xn pour tout n 2:: no et Xn+t 1 = Xn 

pour tout n 2:: n 1. 

Supposons que t 1 ne divise pas t, alors il existe des entiers q et r tels quet= qt1 +r 

avec 0 ::; r < t 1. Ce qui implique que (pour n assez grand) 

Par conséquent rest une période de la suite x0 , x1, x2 , .... Ce qui est une contradiction 

avec la définition de t1. Donc r = 0 et t1 divise t. 0 

Lemme 1.3.23. [ .!t j La suite x0 , x1• x2 , ... est périodtque st et seulement si il extste 

un entzer r > 0 tel que Xn+r = Xn pour tout n = 0, 1, ... 

Théorème 1.3.24. f J Jj Si x0 , x1, x2,. . . est une suite récurrente linéaire dans un 

corps fin·i satisfaisant à la ·relation (1 . 1 ), et si le coefficient a0 est non nul, alors la 

sude x0 , x 1, x2 , .•. e.st périodique. 
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La valeur maximale de la période d 'une suite satisfaisant à la relation de récurrence 

1.1 d'ordre k dans lFq, peut être déterminée par une suite de réponse impulsion­

nene . 

Pour cela, nous allons d'abord définir cc qu'est une suite de réponbc irnpulsionncllc 

avant de montrer cc qu'elle est capable de faire. 

D éfinit ion 1.3.25. La suite de réponse impulsionnelle (ou impulse response 

sequence en anglais) correspondant à une suite récurrente linéa~re d'ordre k sa­

tisfatsant à la relation 1.1 est la suite d0 , d1 • d2, ... déterminée umquement pm· ses 

valeurs mitiales 

do= d1 -= d2 = · · · = dk-2 = 0, dk-J = 1 (do = 1 st k = 1) 

Pt satu;faisanf à la relation rif' récurrenrc 

L'exemple suivant va montrer comment la suite de réponse impulsionnclle permet 

de calculer la valeur maximale de la période cl 'une suite récurrente linéaire. 

Exemple 1.3.26. Conszdérons la s0 , s 1, s2, . . . satisfaisant à la relatwn de récur­

rence dans lF 2 

Sn~S =Sn+!+ Sn, n = 0, 1, 2, ... 

Pwsque l'ordr·e k = 5 de cette suite, alors l'état mitial de la suite de réponse 

impuls·wnnelle est do = d1 = d2 = d3 = 0 et cl.1 = 1. Les termes de cette suite sont 

IOüüü1üüü11üOlü1ü1111llüüoo1 ... 

et sa période est 21 qui correspond à la valeur maximale de la période de la suite 
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Lemme 1.3.27. f uj Soit do, d1, d2, d2, ... une suite de réponse tmpulsionnelle 

satisfaisant à la relation de la définition 1., 1. 25, et soit M la matrice à la définition 

1. 3.13. A lors les deux vecteurs dm et dn sont tdentiques si et seulement st M m = M n. 

Théorème 1. 3. 28. f ~~ J J La période d'une suite récurrente linéaire dans IF 9 divise la 

pù·wdc dt la su'ttc. d 'mtpulston d.bpOnbc. 

1.4 Polynôme caractéristique, polynôme minimal 

et fonction génératrice d 'une suite récurrente 

linéaire 

1.4.1 Polynômes 

Défini tion 1.4.1. Soit OC un corps commutattf. 

On appelle polynôme sur K, toute suite 

(ao, at, ... , an, ... ) où les a, E OC, i = 0, 1, 2, ... 

dam laquelle on a un nombre fim d'élément.~ non nuls. 

Exemple 1.4.2. 1. Dans Z/371., (1, 0, 2, 0, 0, ... ) est un polynôme. 

2. Dans Z/971., (0, 0, O. 5, 8, 4, 3, 0, 0, ... ) est un polynôme. 

Définition 1.4.3. Si P = (ao, a~, . .. , an, 0, 0, ... ) et n le plus grand indice tel que 

an=/= 0, alors n est appelé degré du polynôme et on le note le plus souvent deg(P). 

Exemple 1.4.4. P = (1, 0, -2, 0, 3, 0, . .. ) ==> deg( P) = 4. 
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R emarque 1.4.5. Si P = (0, 0, 0, 0 0 0 ), alors son degré est égal à -ooo 

De plus, un polynôme P non nul est noté : 

où IK est un corps. 

Exemple 1.4.6. 10 P(x) = 1+2x+x2 E IF3[x] et son monôme de plus haut degré 

est x2. 

20 Q(x) = 2 + 5x + x2 + x3 E IF8[x] et son monôme de plus haut degré est x3
o 

Définition 1.4.7. Soit fun polynôme de Fq(X]o Son ordre est noté ord(f) et est le 

plus petit entier t tel que 

X 1 = 1 mod f(x)o 

Exemple 1.4.8. Sott f(x) = x2 +x+ 1 défime sur IF2 0 Dans cet exemple, nous allons 

déterminer l'ordre de f à l'aide du tableau suivant : 

f(x) t xt x1 mod f(x) 

x
2 +x+ 1 0 1 -

1 x -

2 x2 x+1 

3 x3 1 

Alors x3 _ 1 mod f(x). Donc ord(f) = 30 

1.4.2 Polynômes irréductibles et primitifs 

Définition 1.4.9. Soit P un polynôme appartenant à JK[X]o P est dit irréductible ou 

premier dans JK[X], si P est tel que deg(P ) > 0 et P = QR, alors Q ou R est une 
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constante. 

Un polynôme de degré positif qui n'est pas irréductible est dit réductible. La 

réductibilité dépendent du corps de base. 

Exemple 1.4.10. 1. Tons les polynômes de degré 1 sont irréductibles. 

2. Dans IR[ X ], tout polynôme de degré 2 et de discriminant négatif est irréductible 

et son corps de base est R 

3. Le polynôme f(x) = x2 - 2 est irréductible sur Q{X] car 

f(x) = x2
- 2 = (x - /2)(x + /2) et /2 ~ Q 

et son corps de base est Q. 

Théorème 1.4.11. ( !il} Si J est un polynôme irréductible de degré m sur IFq[X], 

alors f possède une racine a: dans IFqm. 

Cependant toutes les racines de f sont simples et données par les éléments distincts 

q q2 qm-1 d IF a:, a: 1 a: 0 0 0 0 1 a: e qm 0 

Corollaire 1.4.12. Soit f un polynôme irréductible de degré m dans IF q[X], alors le 

corps scindé de f sur IF q est IF qrn . 

Démonstration. D'après le théorème 1/J.ll , fest scindé sur IFqm· Donc 

où a: est une racine de f. 0 

Théorème 1.4.13. ( !iJ} Soit fE IFq[X] un polynôme irréductible de degré m sur IFq 

et f(O) =f. O. Alors l'ordre de f est égal à l'ordre d'une racine de f dans le groupe 

multiplicatif IF~m . 
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Corollaire 1.4.14. Si f E IF~[x] un polynôme irrédutible de degré m, alors l'ordre de 

f divise qm - 1. 

Démonstration. Si f(x) = ex, c E f~m, alors l'ordre de f est égal à 1. donc le résultat 

CHt. t rivial. DanH Ir r.M rontrairr., Ir résnltat vient dn thérème 1.-1.1:3 et du fai t que 

l'ordre de IF;m égal à qm - 1. 0 

Définition 1.4.15. Un polynôme irréductible J, de degré m sur lFq[X) est prtmttif 

s'il est d'ordre qm- 1. 

Exemple 1.4.16. Soit f(x) = x3 + x2 + 1 E IF2[x], un polynôme trréductible sur JF2, 

de degré 3. Alors ord(J) = 7 = 23 - 1. Donc f est un polyôme primttzf 

Remarque 1.4.17. Un polynôme primitif de degré m sur lFq, peul être considéré 

rornme un polynôme unifatre, irréd1tctible sur !Fq[X] ayant une racme a E lF9m et qut 

génère le groupe multiplicattf JF~.., . 

Revenons ma.inLenant à la définition et aux propriétés d 'un polynôme caractéris-

tique <.l'une suite rét:urrente linéaire. 

1.4.3 Polynôme caractéristique 

Définition 1.4.18. Soit s0, s1, s2 , ... une suite récurrente linéaire d'ordre k satisfai-

sant à la relatwn de récurrence 

où a1 E JF9 pour 0 ~ j ~ k- 1. 

Le polynôme 

!( ) k k-1 k-2 IF [ ] x =x - ak-lX - ak-2X - · · ·- a0 E q x 
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est appelé polynôme caractéristique de la suite récurrente linéaire s0 , s1 , s2 , .... On 

Tencontrera aussi le polynôme réciproque de cette suite récurrente linéaire défini par 

Exemple 1.4.19. Soit s0 , St, s2 , ... une suite satisfaisant à la relation de récurrence 

Sn+S = sn+ 1 + Sn d'ordre 5 sur JF 2. Le polynôme caractéristique f de cette suite est 

donné par 

J(x) = x5
- x- 1 = x5 +x+ 1 

et son polynôme réciproque est 

Remarque 1.4.20. On peut aussi déterminer le polynôme caractéristique d'une suite 

récurrente linéaire à l'aide de sa matrice compagnon : 

f(x) = det ( M - xl ) 

et son polynôme réciproque est 

j*(x) = xk J(ljx) = xkdet ( M - ~! ) . 

Le polynôme caractéristique d'une suite récurrente linéaire et son polyôme ré ci-

proque ont même degré. 

Proposition 1.4.21. r 11 1} Soit so, S} , S2, ... une suite récurrente linéaire d'ordre 

k sur F2. 

La suite so, s1, s2, ... a pour polynôme caractéristique f(x) si et seulement si 

son développement en série formelle 

S(x) = L SnXn s'écrit 
n2::0 
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où g(x) E F2 [x] est un polynôme dont deg(g) < deg(J) et est entièrement déterminé 

par l'état initial de cette suite définie par : 

k- l i 

g(x) = L xi L ai-jSj, 

i= J=Û 

Lemme 1.4.22. { !OJ Soit 

!( ) k k - I k-2 JF [ ] x = x - ak_1x - ak-2x - · · · - ao E q x 

avec k ~ 1 et a0 =f. 0, le polynôme caractéristique de la suite s0 , s1, s3 , 

Alors l'ordre de f (x) est égal à l'ordre de la matrice associée M de la suite dans 

GL(k, lFq)· 

Théorème 1.4.23. f !0} Soit s0 , s 1 , s2 , ... une suite récurrente linéaire de polynôme 

caractéristique f (x) sur lF q. 

Si les r-acines a 1 .... , ak de f (x) sont distinctes, alors 

k 

Sn= L !3Jaj pour n = 0, 1, ... 
j=l 

où /31 , ... , /3k sont des éléments uniquement déterminés par l 'état initial de cette suite 

et appartiennent au corps scindé de f(x) sur lFq. 

Théorème 1.4.24. {-.!0} Soit s0 , s1, s2 ,... un(! suite récurrente linéatrc périodique 

d'ordre k sur lFq, de période r et de polynôme caractéristique f(x) E lFq[x]. 

Alors 

f(x)s(x) = (1- xr)h(x) 

avec 
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et 
k-}k-1-j 

h(x) = ,L L ai+J+Isixj E 1Fq[x) 
j=O i=O 

où ak = -1 
1 

Définition 1.4.25. Soit f(X) un polynôme irréductible de lFq[XL de degré m. Il est 

dit primitif si l'une de ses racines engendre le sous groupe multiplicatif IF~m.. 

Exemple 1.4.26. Soit f(x) = x3 +x+ 1 un polynôme irréductible de IF2[x], et soit 

a tel que f(a) = O. Montrons que f(x) est un polynôme primitif Pour ce faire, 

énumérons les puissances de a : 

al 0: 

a2 = ci 

a3 a+1 

n4 = a2 + 0: 

a5 a3 + ci = a2 + a + 1 

0:6 a3 + a2 + o: = a2 + 1 

a7 = o:3 +a= 1 

Donc le polynôme f (x) = x3 + x + 1 est primitif et 7 est l'ordre de a. 

1.4.4 Fonction génératrice d'une suite récurrente linéaire 

Dans cette section, nous allons définir une fonction génératrice d'une suite récur­

rente linéaire. Dans [20], nous avons la définition suivante : 

Définit ion 1.4.27. Soit s0 , sb ... , une suite d'éléments de lFq à laquelle on associe 
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sa fonction génératrice, notée 

00 

G(x) = So + SJX + S2X
2 + · · · + SnXn + · · · = L: SnXn 

n=O 

où x est l'indéte1·minée, G (x) est appelé la fonction génératrice associée à la suite 

So, s1, . . .. 

Exemple 1.4.28. Soit la suite s0 , s1, s2 , • . . satisfaisant à la relation de récurrence 

Sn+ 2 = Sn+ l +Sn d'ordre 2 et d'état initial s1 = 0, so = 1. 

Les termes de cette suite sont 

j lOljlO l j lOljlOl l 

et sa fonction génératrice est alors 

Théorème 1.4.29. {!0/ Soient s0 , s1 , ... une suite récurrente linéaire d'ordre k, 

de polynôme caractéristique J(x) sur IFq, J*(x) E 1Fq[x] son polynôme réciproque 

et G(x) E IFq[x] sa fonction génératrice. 

Alo·rs 

avec 

où ak = -1. 

G(x) = g(x) 
f *(x) 

k- l j 

g(x) = L L: ai+k-jSiXi E 1Fq 
j=Oi=O 

Inversement, si g(x) est un polynôme de deg(g(x)) < k sur lFq et si f*(x) E 1Fq[x], 

alors la sér-ie formelle de G(x) E IFq[x] définit la fonction génératrice d'une suite 

récurrente linéaire d'ordre k dans IF q satisfaisant à la relation de récurrence ( 1.1). 
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1.4.5 Polynôme minimal d 'une suite r écurrente linéaire 

Définit ion 1.4.30. Soit s0 • s1, s2 , ... une sutte récurrente lméaire sur Fq. Le 

polynôme minimal de la su·tte s0 , s1, s2, ... Pst son polynôme camrtfïlsttque de plus 

pettt degré. 

Définition 1.4.31. Soit s0 . s1, s2, ... unt sutlt récu1nnte linéai1t sur !Fq. Alors. 

tout polynôme g(x) E Fq[x] est un polynôme caractéristtque de cette sutte si et seule­

ment si il existe un unique polynôme unitaire h(x) E F9 [x], de degré deg(h(x)) ;::: 1 

tel que h(x) divise g(x). 

Le polynôme h(x) Pst appPlé dans ce cas polynôme mtmmal et son deqré est appPlé 

complexité linéaire ou équivalence linéaire de s0 , s1 , s2 , .... 

Énumérons quelques propriétés sur des polynômes minimaux. 

Propriétés 1. Sotl s0 , s1• s2 , ... d'ordre k sur IFP et de polynôme mimmal m(x). 

Alors 

1. m(x) est irréuctible 

2. pour tout polynôme caractéristique f(x) E IFv(x] de cette sutte, m(x) dtmse f(x). 

3. m(x) divise (xPk- x). 

4. deg(m(x)) <k. 

Démonstration. pour les preuves des propriétés citées ci-dessus il faut se référer à 

[4 0 

Exemple 1.4.32. Soit x0 , x 1, ... une suite récurrente linéaire sur IF2 satisfaisant 

à la r·elation 

Xn+4 = Xn+3 + Xn+l + Xn 1 n = Ü, 1, ... 
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et d'état initial (1, 1, 0, 1). 

Alors le polynôme caractéristique f (x) est 

Déterminons maintenant le polynôme mmimal m(x) de la suite x0 , x1 • .... 

On a: 

f(x) =- x4 +x3 +x+ 1 

= (x + 1 )( x3 + 1) 

= (x+l)2(x2 +x+ l ) 

Donc. d'après les propriétés 1, le polynôme mimmal est m(x) = x2 +x+ 1 E lF2(x]. 

R emarque 1.4.33. On peul aus<;t vérijifr (j1tf m(x) = x2 +x + 1 en utilzsant les 

déterminants de Hankel ou bten comparer les termes des smtes récurrentes li­

néaires données par les polynômes 

f(x) = x4 + x3 +x+ 1 et m(x) = x2 +x+ 1. 

On aboutira tmdours au mf.mr> résultat. 

Définit ion 1.4.34. Soit n E lF2n. Alo1·s le.~ tléments n, o·P, ... , exP" 
1 sont appelô 

éléments conjugués de a. 

T héorème 1.4.35. [ . 1 J Smt s0, s1, ... une suite récurrente linéaire dans lFq. Alor·s 

1) un polynôme unitaire j (x) E lF9 [x] de degrts positif est dit polynômr> raractéristiqur> 

de so, s~. ... si et seulement si il existe un unique polynôme umtatre m(x) E 

lF9[x] tel que m(x) divise f (x) . 
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2) si de plus la smte de de polynôme mmimal m(x) E IFq[x). Alors, 

i) la période de la suite s0 , s1, ..• est égale à ord(rn(x)). 

ii) le polynôme minimal m 1 (x) de la suite décalée sb, sb-l,. . . dwise le poly­

nôme minimal rn( x) de la suite originale. Si s0 , s 1, . . . est périodique, alors 

m1 (x) =rn( x). 

Théorème 1.4.36. [ ' 1] Soient f(x) E IFq un polynôme unitaire irréductible sur IFq, 

et s0 • s 1, ... une smte récmTmfe linéatrP dans IFq dont tous les termes ne sont pas 

égaux à O. Si f(x) est le polynôme caractéristique de cette suite, alors son polynôme 

minimal est égal à f (x). 

1.4.6 Les suites à période maximale ou rn-séquences 

Définition 1.4.37. Une suite récurrente lméatre dans IFq, de polynôme caracténs­

tique p1'trnitif et d'état initial non nul est dite suite de pé?"iode 1THLXtmale (ou rn­

séquence) dans 1Fq. 

Théorème 1.4.38. f .: 1, :oj Toute suite de période ma:r:imale sur IFq est périodique, 

de période qk - 1. 

Théorème 1.4.39. [ >of Soit s0 , s1 , s2, ... une rn-séquence d'état initial non nul, 

de polynôme caractéristique f(x) sattsfatsant à f(O) =f:. O. Alors s0 , s1, s2, ... est 

périodiqne et sa pé'l'wde est égale à l'or·dr-e de f(x). 

Remarque 1.4.40. Puisque le polynôme caructéristique d'une suite de période maxt­

male est son polynôme minimal, alors son degré ou l'ordre de la suite est égale à sa 

complexité linéaire. 
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1.4. 7 Corrélation d 'une suite récurrente linéaire 

Définit ion 1.4.41. Corrélation périodique. Sotent les suites récurrentes linéatres 

(xn)n;::o et (Yn)n et r un entur. On appellf' rorrlla.tion pénodtq1Lf' des deuT sutfPs 

(xn)n;::o et (Yn)n;::o, la suite Bx,y( r) de longueur- k décalée de r définie par 

k-l 

Bx,y(r) = 2:(-1Y"+T- Yn pour tout n ~O. 
n=O 

et r n;t, la valt>ur dr> décalagr> f'ntrP lt>s deur S111üs. 

Définition 1.4.42. Corrélation apériodique. Soient les suites récurrentes ll­

néaires (xn)n;::o et (Yn)n et T un entier. On appelle corrélation apénodtque des deux 

suites (xn)n;::o et (Yn)n, la suite Cx,y( T) de longueur k décalée de r définie par 

k-r- l 
Cx,y(r) = L (-l)xn+T-y .. pour tout n ~ 0 

n=O 

et r est la valeur de décalage entre les deux suites. 

Remarque 1.4.43. Si Xn = y11 , la corrélation de (xn)n;::o est dite autocor·rélatwn de 

(xn)n;::o décalée de r et est égale à 

k 1 

Bx(r) = L ( - l )xn+T-xn pour tout n ~ O. 
n=O 

et sa corrélation apériodique est 

k-r-l 
Cx(r) = L (-1)xn+T- xn pour tout n ~O. 

n=O 

Si (xn)n;::o est 'Une rn-séquence de longueur n, alo'rs l'atttocorrélatwn est 

8x(r) = { 
-1 

pour tottt n ~ 0 dans lF 2 . 

si r = 0 ( mod 211 
- 1) ; 

si T ~ 0 ( mod 211 
- 1) . 
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1.5 Application d 'une suit e récurrente linéaire à la 

cryptographie 

Cette section porte sur des rappels sur la cryptologie et l'utilisation des suites 

récurrentes linéaires en cryptologie. Mais pour être plus précis nous allons surtout 

mettre l'accent sur le chiffrement par flot dans lequel on utilise ces suites. 

1.5.1 Qu'est-ce que la cryptologie? 

Définition 1.5.1. La cryptologie est la science des messages secr·ets. Longtemps 

restreinte aux usages diplomatiques et militaires, elle est maintenant une disciplme 

scienttfique à part entière, dont l'objet est l'étude des méthodes permettant d'assurer 

les services d'intégrité, d'authen ticité et de confidentialité dans les systèmes 

d'information et de commumcation. 

De plus, elle se partage en deux sous-disciplines, également importantes : la cryp­

tographie et la cryptanalyse. 

Définition 1.5.2. La cryptographie est l'art de rendre mmtelligible, de crypter, de 

code1·, un messagr pour ceux qui ne sont pa!J habilités à en prendre connaissance. 

Définition 1.5.3. La cryptanalyse est l'art pour tme personne non habzlttée, de 

décrypter, de décoder, de déchiffrer, un message. C'est donc l'ensemble des procédés 

d 'attaqur d'un systi>rne cryptogmphique. 

1.6 Cryptographie 

Si le but traditionnel de la cryptographie est d'élaborer des méthodes permet­

tant de transmettre des donnéeti de manière confidentielle, la cryptographie moderne 
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s'attaque en fait plus généralement aux problèmes de sécurité des communications. 

Pour cela, on utilise un certain nombre de mécanismes basés sur des algorithmes 

cryptographiques. Nous allons voir dans ce chapitre quelles sont les techniques que la 

cryptographie fou mit pour réaliser ces mécanismes. 

Il existe deux grandes familles d'algorithmes cryptographiques à base de clés : les 

algorithmes à clé secrète ou algorithmes symétriques, et les algorithmes à clé publique 

ou algorithmes asymétriques. 

1.6.1 Chiffrement symétrique ou à clé secrète 

Dans la cryptographie conventionnelle, les clés de chiffrement et de déchiffrement 

sont identiques : c'est la clé l:iecrète, qui doit être connue des tiers communiquantl:i et 

d'flux seuls. Le procédé de chiffrement est dit symétrique. 

Les algorithmes symétriques sont de deux types : 

• le!:l algorithmes de chiffrement en continu ou par flot, qui agissent sur le texte en 

clair un bit à la fois, en particulier ceux basés sur des registres à décalage; 

• les algorithmes de chiffrement par blocs, qui opèrent sur le texte en clair par groupes 

de bits appelés blocs. 

1.6.2 Chiffrement par blocs 

Un chiffrement par blocs est un des type!'l de chiffrement à clé secrète. Dans un tel 

procédé, le message est découpé en blocs de Laille fixe et chiffré bloc par bloc. 

Exemple 1.6.1. Notons que les chiffrements suivants sont des chiffrements par blocs: 

- ch~ffrements par lmnsposition, 

- chiffrements par substitution. Dans le cas de la sttbstitution simple les blocs sont 

réduits à une lettre 
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Remarque 1.6.2. Les algorithmes de chiffrement par blocs peuvent être utilisés sui­

vant différents modes, dont les deux principaux sont : le mode ECB (Electronic Code­

Book) et le mode CBC (Cipher Block Chaining) que nous n'allons pas détailler dans 

rctte thèse. 

1.6.3 Chiffrem ent en continu 

Contrairement aux algorithmes de chiffrement par bloc~, les algorithmes de chif­

frement en continu (Strt>am Cipher), opèrt>nt sur chaque unité de chiffrement du clair 

{chiffrement d'un bit/caractère à la fois , chiffrement bit à bit ou caractère par ca­

ractère). Ils sont généralement plus rapides que ceux par blocs. en hardware, et ont 

de~ circuits moins complexes. De plus, lors4ue la taille mémoire est limitée ou lors4uc 

les bits du message doivent être chiffrés dès réception, leur utilisation s'impose. En 

outre, ils sont adaptés à des contextes dans lesquels les erreurs de transmission sont 

fréquentes. 

Dan::. tout algorithme de chiffrement par flot , uu flot de dé::. est géuèré ct combiné 

avec le message. Ces deux opérations ne sont pas forcément indépendantes : lors­

qu 'elles le sont, on dit que ce chiffrement est synchrone et dans le cas contraire, on 

dit qu'il est asynchr one . 

• Le chiffrement en continu repose sur un générateur de clefs qui engendre un flux 

de bits {Key Stream) c'est à dire, une suite ou séquence de clés (ou flot de clés) 

• J( = (k1k2 .. . k, ... kn) c'est à dire , qui. combinée (par Ou exclusif) aux bits du 

clai1 X = (x1x2 ... x, ... Xn) fournit le crypto Y = (YIY2 ... Yi ... Yn)· 

Lrs équations rlr rhiffrcmrnt. ct de déchiffrement cl 'un chiffrement rn continu sont 

conçues comme suit : 

Chiffrement : y, = E~._, (xi) = xi EB ki 

Déchiffrement : Xi Dk, (yi) = Yi EB kt. 
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Nous allons étudier plus précisément les méthodes de génération d'un flot de clés 

à partir de registres à décalage. Leur utilisation dans un algorithme de chiffrement 

par flot synchrone étant en général réalisée en combinant de manière simple chaque 

bit de la sortie du générateur de dés avec: chaque bit du dair (mcs::;agc à chiffrer) 

pour obtenir le message chiffré. Pour ce faire. nous allons d'abord définir ce qu'est un 

registre à décalage. 

Définition 1.6.3. Un registre à décalage de longueur n est constitué de n cases 

mémotre ou bascules numérotées de 0 à n- 1, chacune pouvant contenir un bit, et 

ayant une entrée et une sudie, cf d''Une hodvge cvntTôlant le mouvement des données. 

À chaque coup d'horloge, 

- un bit de rétroaction s est calculé par combinaison des bits des cases de 0 à n - 1, 

- le contenu de la case 0 sort du registre pour former la séquence de sortie. 

- le contenu de la case i passe dans la case (i- 1), 1 ~ i ~ n - 1, 

- la case n - 1 est remplie avec le bit s. 

Lorsque la combinaison est un simple "xor" de certaines des cases du registre, on 

parle de rétroaction linéaire. 

Pour fonctionner, un registre doit être au préalable rempli avec une suite den bits 

[sn 1, . . • s 1, s0]. appelée état initial du registre. Il est à noter que les n premiers 

bits de la suite produite par le registre sont s0 , s1, ... , Sn- i· 

Les LFSRs sont les registres les plus utilisés pour la génération d'un flot de clés. 

Par leur simplicité d'implémentation et par le bon choix des paramètres, ils produisent 

des suites dites suites récurrentes linéaires avant des propriétés intéressantes comme 

nous allons le voir dans !:mite de uotrc thèse. 

Défini tion 1.6.4. Un LFSR{Linear Feedback Shtft Register en anglats) ou registre 

à décalage à rétroaction linéaire binaire de longueur n est composé d'un registre à 
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décalage contenant une suite de n bits (si, st+ 1, ... , s,+n-I) et d'une fonctwn de 

rétroacUon linéaire, elles bits (s0 , s1, ... , s11 _ 1) qui déterminent entièrement la suite 

produtle constituent l'état initlal du registre. 

Le fonctionnement d'un LFSR binaire de longueur n est le suivant : 

à <:haque top d'horloge, le bit de "gau<:he" ::;i constitue la sortie du registre, et le::, 

autres sont décalés vers la gauche; le nouveau bit si+n placé dans la cellule de ''droite" 

du registre est donné par une fonction linéaire : 

(1.3) 

appelée fonction de rétroaction ou fonction de réinjection ou fonction de rebouclage, 

oü les coefficients at sont binaires. 

Définition 1.6.5. Smt un LFSR dont la fonction de rétroaction est donnée par la 

relatwn 1..1. Son polynôme de rétroaction f est le polynôme de IF2 [x] 

Proposition 1.6.6. Toute swte binatre à rù:urrence Lmlaire homogPnf' d'ordre n est 

ulttrnement pérwdtque, et sa plus petite pénode T est inféneure ou égale à 2n -1. De 

plus, si le coefficient an est non nul, alors la suite est périodique. 

De plus, si le polynôme de rétroaction d'un LFSR est primitif irréductible et le 

coefficiem dominant non nul, aJon; la suite produite par ce LFSR esL une suite de 

lonp,urur maximal<• rt dr p0riodr 2" - 1. De telles suites sont dites des m-séqur.nrrs. 

:;'\Sous reviendrons plus en détails, dans le chapitre suivant, sur les suites dites 

récurrentes linéaires produites par les LFSRs. 
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1.6.4 Complexité linéaire d'un LFSR 

Proposition 1.6.7. La suite (sik~o est produite par un LFSR dont le polynôme de 

rétroaction 

si et seulement si son développement en série formelle s(x) = L:k::o skxk s'écrit 

g(x) 
s(x) = f(x) 

où g est un polynôme de IF2[X] tel que deg(g) < deg(J). En outre, le polynôme g est 

entièrement déterminé paT l'état initial du TegistTe : 

n-1 i 

g(x) = Lxi L ai-jSj 
i=O j=O 

Afin d'obtenir une forme canonique de la série génératrice de (sn)n~o, on définit 

le polynôme de rétroaction minimal du registre : c'est un diviseur de J(x), qui de 

plus est le polynôme de plus bas degré parmi les polynômes de rétroaction de tous les 

LFSRs possibles qui génèrent la suite (sn)n~O· 

Définition 1.6.8. Soit (si)i~O une suite binair·e à rétroaction linéaire d'ordre n dont 

l'état initial est non nul. Son polynôme de rétroaction minimal est l'unique poly-

nôme unitaire Jo de IF2[x] tel qu'il existe go E IF2[X], avec deg(g0) < deg(f0) et 

pgcd(go, Jo) = 1, vérifiant 

go(x) 
s(x) = Jo(x)' 

La complexité linéaire du LFSR produisant la suite ( si)i~o, notée A( s), est alors égale 

a11. degré de fo. 

En clair, la complexité linéaire d'un LFSR produisant une suite (sik:~o est la 

longueur du plus petit LFSR permettant d'engendrer (si)n~O · 
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Définition 1.6.9. La complexité linéaire d'une suite infinie s de bits, notée A(s) 1 

est : 

- A ( s) = 0 st s, = 0 pour tout 1. ; 

- A ( s) = oo si atLctm registre à décalage à rétroaction linéaire ne produit s ; 

- A ( s) = n si le plus petit registre à décalage à rétroaction linéaire produtsant s a une 

longueur n. 

1.6.5 Générateurs de flots de clés basés sur des LFSR 

Bien que les propriétés de la suite produite dans le cas où le polynôme de rétroac­

tion est primitif soient intéressantes, un LFSR ne peut être utilisé directement pour 

produire un flot de dés : ces propriétés sont seulement nécessaires. En effet, ce type de 

générateur est prédictible dans le sens où si on en connaît une sous-suite suffisamment 

longue. on peut retrouver le polynôme de rétroaction du registre et donc, génèrer le 

reste de la suite. 

Plus précisément, si on note s la suite génèrée par un LFSR de taille n et si on 

connaît une sous-suite (sk, Sk+l, ... , Sk+n-I) avec k ~ 0 de taille i ~ 2n, alors la 

ré~olution du système de n équations à n inconnues a1, an sm IF2 suivant : 

SA· Sk+l 

Sk+ 1 Sk+2 
= 

Sk-2n-i 

permet de retrouver le polynôme de rétroaction f(x) = 1 + 2::~1 aixi du LFSR. En 

eft'et, on peut montrer que si s a été génèrée par un polynôme irréductible de IF2[x], 

alors ce système admet une solution unique dans ~. Bien sûr, même si on dispose 

d'une sous-suite (sk, sk+l• ... , sk+i-I), on ne connaît pas n. On peut alors construire 

un système d'équations linéaires ùe taille plus grande que nécessaire, ùont la résolution 
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fournit une solution, les colonnes de ce système n'étant pas indépendantes. Mais, le 

point important est que le LFSR est totalement connu dès lors que n est suffisamment 

gtand. 

La simplicité Cil implantation des LFSR demeure un atout évident. Leur vulné­

rabilité aux attaques à clair connu étant dûe à leur linéarité, l' idée pour pouvoir 

néanmoins les utilser est de les "détruire". Trois méthodes sont employées : 

- utiliser plusieurs LFSR dont les sorties sont combinées à l'aide d'une fonction non­

linéaire J. La sortie de f constitue alors le flot de clés. 

- utiliser plusieurs LFSR dont l'un sert à choisir la sortie du LFSR qui sera utilisée à 

un instant donné. 

- utiliser un seul LFSR : le flot de clés étant obtenu par combinaison du contenu de 

ses cases mémoire par une foll(;tion non-linéaire. 

1.6.6 Cryptage avec un LFSR 

Pour crypter à l'aide d'un LFSR on commence par transformer le message, m, en 

une suite hinnirc (pnr exemple à l'nide des codes ASCII des symholrs) , c'est à dire 

en une suite , (m,)1eN, d'éléments de lF2 puis on XORise la suite obtenue avec la suite 

récurrente linéaire fournie par le LFSR, (xi)ieN pour obtenir le message codé, (Ct)ieN 

sous forme d ·une suite d'éléments de lF 2 : 

mo ml m2 rn, 

EB EB EB EB 
xo X! X2 x, 

Co cl C2 c, 

Le décodage est symétrique c'est à dire que l'on XORise le message chiffré (supposé 

être une suite binaire) avec la suite récurrente linéaire fournie par le LFSR. L'exemple 

suivant on donne un exemple académique de cryptage et décryptage à l'aide d'un 

LFSR. 
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Exemple 1.6.10. On considère le LFSR sur JF2 , défim par la relation de récurrence 

et de conditions initiales (ko, k11 k2, k3) = (1, 0, 0, 0) E Jl41. Pour tout choix de condi­

tions 'initial~s la pé?"iode de la suite récur·r~nt~ linéa·ir~ ( un)neN est majo·rée paT 15. 

On code par XORisation à l'aide du LFSR précédent avec les conditions inittales 

(ko.k1,k2,k3) = (1,0,0,0). Chaque lettre de l'alphabet est codée par le quintuplet 

(ao. a1, a2, a3, a4) tel que ao + 2a1 + 4a2 + 8a3 + 16a4 sott le rang de la Lettre dans l'al­

phabet ordinaire compté entTe 1 et 26, le qumtuplet (0, 0, 0, 0, 0) correspond à l'espace 

entre deux mots (exemples : A la première lettre de l'alphabet est codée (1, 0, 0, 0, 

0}, M la treizième lettre de l'alphabet est codée (1, 0, 1, 1, 0), T la vingtième lettre de 

l'alphabet est codée (0, O. 1, 0, 1). Le début de la suite n --+ Un est 

uo = 1, 

UI 0, 

U2 0, 

UJ = 0, 

'U4 = uo + u 1 = 1, 

us = Ut + li2 = 0, 

1L6 = 1L2 + tt3 = 0, 

Donc si on veut coder TA on le tranforme par le codage précédent en (0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0) 
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on XORise cette suite fini avec la suite (u0 , ... , u9 ) et il vient 

0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 

œ œœœœœ œœ œœ 
1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 

= 1 

= EM 

0 1 0 0 1 0 1 1 0 

1.6. 7 Algorithme de Berlekamp-Massey 

L'algori ~hme de Berlekamp-Massey est un algorithme très important en informa­

tique et a de nombreuses applications. Il est introduit en 1968 par E. Berlekamp 

comme algorithme de décodage pour des codes BCH. En 1969, J.M Massey montra 

que l'on pouvait se servir de l'algorithme pour calculer la complexité linéaire d'une 

suite. Dans [ 1]. l'algorithme de Berlekamp-Massey est décrit comme suit : 

Soit so, .s 1, ... une suite d 'éléments de IFq avec G(x) = E~=O SnXn. Pour j = 
0, 1, ... , nous définissons les polynômes 9J(l~) et h1(x) sur IFq, les entiers mj, et b1 de 

IFq comme suit. Initialement, nous établissons 

9o(x) = 1, ho(x) -x et mo= O. 

Alors nous procédons récursivement par le fait que b1 soit le coefficient de xJ dans 

g1(x)G(x) et établissons : 

9J+l(x) = 9J(x)- bjhj(x), 

h . ( ) _ { btxgj(x), si bj =1= 0 et m1 2: 0, 
J+l x -

xh1(x), sinon. 

mJ+I = { 
-m1, s1 b1 =1= 0 et m1 2: 0, 

mj + 1, sinon. 

Si la suite so, s1, . .. est une suite récurrente linéaire dont le polynôme minimal de 

degré k, alors le polynôme 92k(x) est égale à son polynôme minimal réciproque. Donc 
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le polynôme minimal m(x) de cette suite est donné par 

Si le polynôme de cette suite est de degré inférieur ou égale à k, alors nous posons 

l'entier r = l k + ~ - ~m2kJ tel que le polynôme minimal 

m(x) = xr 92k(1/x). 

Dans les deux cas la détermination du polynôme minimal m(x) dépends des 2k termes 

so, s1. . , s2k-t de cette suite. 

Exemple 1.6.11. Dans (Jo], nous avons l'exemple suivant qui nous montre le Jonc-

twnnement l'algortthme de Berlekamp-Massey. lei, il constste à trouver une sutte 

récur·rente linéai1'e avec un pdit 01'dre dcms lF 2 dont les 8 premters termes sont 

1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1. 

La fonction génératnce G7 (x) de la sut te est donnée par les premters termes de la 

suite et 

Nous utilisons l'algonthme de Be1·lekamp-Massey décrit ct-dessus pour déterminer la 

suite. Le calcul est 1·ésumé par le tableau suwant : 
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J 9i(x) hi(x) mi bi 

0 1 x 0 1 

1 1+x x 0 0 

2 1+x x2 1 1 

3 1 +x+ x2 x+ x2 -1 1 

4 1 x2 + x3 0 1 

5 1 + x2 + x3 x 0 0 

6 1 + x2 + x3 x2 1 0 

7 1 + x2 + x3 x3 2 0 

8 1 + x2 + x3 3 

Alors r = l4 + ~- !m8J = 3, et le polynôme trouvé est m(x) = x3 +x+ 1. Par 

conséquent les tenne.s de L'état inittal de la suite récurrent linéaire s0 , s 1 •... sattsfont 

à la relation de nkurrence sn ... 3 = Sn+! +sn for n = 0, 1, ... 

Pour contourner l'algorithme de Berlekamp-Massey et pour éviLer les attaques à 

clair rn cryptographie, rt rontinurr à utilisrr les honnes propriétés des suites rérm­

rentes linéaires, plusieurs suites non linéaires basées sur ces dernières ont vu le Jour. 

Parmi lesquelles les suites multiplexées. 

1. 7 Suites Multiplexées 

D éfinit ion 1.7.1. (Jo, '!}Une suite mulUplexéeu0 , u1, u2, ... dans lFp est constru~te 

comme suit: 

(i) Sotent so. St, s2, ... d'ordre k et t0 , t 1, t2, ... d'ordre m deux suttes de pértodes 

maximales dans lF P. 
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(ii) Soit h un entter compris 1 ~ h ~ k tel que ph =:; m sz h < k et ph- 1 ~ m sz 

h =k. 

(iii) Soient les entiers j 1,j2, oo.,jh avec 0 =:; j1 < J2 < 0000 < Jh ~ k- 1. Pour 

n = 0, 1, oo. considérons le h-uplets (s·n+j11 Sn+i2• oo., Sn+ih) éléments de IF'p et 

interpr·étons le comme la r·épr·ésentation, dig'itale en base p de l'entier bn E h 

où 

1 h = { 0, 1, 00 0 0 p11 - 1} S2 h < k 1 

h = { 1, 2. oo .• ph - 1} Sl h = k. 

(iv) Soit <p une fonction injective défime de h dans {0, 1. oo., m- 1}. 

(v) Avec les choix de h. JI> j 2, 000, jh et <p nous établif;sons 

Exemple 1.7.2. Soit p = 2, et soient s0 , s1 , s2, ... et t0 , t 1, t2 , ... deux suites de 

périodf's m.a:r:im.ale.<~ de IF2 avec 

Sn+3 = Sn+! + 8 11 pOUT' n = 0, 1, ... 

tn-r4 = tn+3 + tn pour n = 0, 1, 0 0. 

et (1, 0, 0) et (1, O. 0, 0), leur états initiaux respecttfs. La premtère suite a pour 

pér'iodt> 7 et les termes dans La période sont 

1001011. 

La seconde suite a pour période 15 et les termes dans la période sont 

1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 o. 
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Mamtenant, nous choisissons h = 2, j 1 = 0, ; 2 = 1, et une fonctwn mJective <p 

définie de { 0, 1. 2, 3} sur lui même par 

IP(O) = 1, ~P(1) = 2, ~P(2) = 3, ~P(3) = 0 

La suite d'entiers bo, b1, ... dans la Definition 1. 7.1 (iii) a pour période 7 et les termes 

dans la période sont 

2 0 1 2 1 3 3 

Par conséquent, les premiers termes de la sutte multiplexée u0 , u 1, u2 , · · · sont 

0011111011001000 ... 

Théorème 1. 7.3. 1 ! Il} La suite multiplexée u0, u1 1 ••• est périodique et sa période 

divtsc ppcm(pk - l. pm - 1). 

Démonstration. Soit r = ppcm(pk- 1
1
pm - 1). 

Puisque T est un multiple de pk - 1 période de la suite s0, s1, s2
1 

••• 
1 
nous avons 

ct de plus bn+r = bn pour tout n ~ O. 

Puisque Test un multiple de pm- 1 période de la suite t0, t 1, t2, ... , nous avons 

Le reste vient des Lemme 1.3.22 et Lemme 1 a.2:3. 0 

Proposition 1. 7.4. 1 j St v déstgne la suite multiplexée u0 , u1, ... et Ç déstgne la 

suite io, t 1 1 • • • dan fi la Definition 1. 7.1 (i), alors 

.,(i) - ~j(i) 
vd - '>d 

où d =pk- 1 et j(i) = i + IP(bi). 

i = 0, 1, ... 
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Démonstration. Les termes de VJi) sont les éléments Und+i• n = 0, 1, 2, .... 

Puisque d =pk- 1 est la période de la suite s0 , s 1, s2 , ... , nous avons bnd+i = bi 

par la construction. Donc 

n ~O. 

d'où le résultat. 0 

Proposition 1. 7.5. {.!tl} Pour tous les entiers a~ 2, k ~ 1, et m ~ 1 nous avons 

pgcd(ak- 1, am- 1) = apgcd(k,m)- 1. 

Démonstration. Si b = pgcd(k, m), alors il est clair que ab- 1 divise 

c = pgcd(ak- 1, am- 1). 

Posons k = dm + e avec les entiers d ~ 0 et 0 $ e < m alors 

de plus c divise ae - 1. 

En continuant ce processus par analogie avec l'algorithme d'Euclide pour k et m, 

nous trouvons que c divise ae - 1. Donc c = ab - 1. 0 

Théorème 1. 7.6. Si pgcd(k, m) = 1, alors la période de la suite multiplexée u0 , u1 , ... 

est un multiple de P;_~ 1 . 

Démonstration. se référer à [20), pages :351 - 352. 0 

1. 7.1 Polynôme Minimal 

Soient u une suite multiplexée, s et t des suites de périodes maximales, d'ordres 

respectifs k et m, et de polyômes caractéristiques respectifs f(x) et g(x) constituant 

u. 
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Soient IF 2k et IF 2m, les corps scindés de f (x) et g( x). Alors les factorisations de 

f(x) et g(x) dans leurs corps scindés respectifs sont : 

k-1 m-1 

f(x) = II (x+ a 2') et g(x) = II (x+ [32'). 
~=0 j=O 

où a et f3 sont des éléments primitifs dans leur corps respectifs. 

Pour donner le polynôme minimal d'une suite multiplexée, nous avons besoin de 

l'oprérateur § défini par : 

k-1 m-1 

(f§g)(x) = II II (x+a2'f32') 
i=O j=O 

et du polynôme suivant : 

D éfinition 1. 7. 7. Pour 1 .:::; o .:::; k 1 on définie le polynôme de degré 2:t=I (f) sur IF 2 

par 

Fo(x) = II 
où w(i) est le poids dei. 

D éfinit ion 1. 7.8. Poids de Ham m ing. Soit n nn entier non-négatif. On appelle 

poids de Hamming den} le nombre de 1 dans l 1expression binaire den et on le note 

w(n). 

Exemple 1.7.9. 1. Pour·n = 131 l 1écritnre binaire den est 11 0 1. Donc le poids 

w(n) den est égal au nombre de 11 C1est-à-dire w(n) = 3. 

2. Pour n = 201 l'éc?~it·uTe binai1·e den est 1 0 1 0 O. Donc le poids w(n) den est 

égal au nombre de 11 C
1est-à-dire w(n) = 2. 

Remarque 1. 7.10. Dans {! 1 }, il est dit que le polynôme minimal d 1Une suite multi­

ple:cée est très pmche de f(x) polynôme minimal de la suite s. 
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Finalement le polynôme minimal d 'une suite multiplexée est donné par le thérème 

suivant : 

Théorème 1. 7 .11 . ['! 1 J Soit H (x) le polynôme minimal d'une suite multiplexée u 

constituée par les suites de périodes maximales s et t dont les polynômes minimaux 

respectifs sont f (x) et g( x) de deg·rés k et m. 

(i) St h = 1, alors H(x) = ((f§g) · g)(x) de degré m · (1 + k) . 

(ii) Si 2 :::; h < k et les h boîtes s0 , s,11 • . • s,h_
1 

sont équidistantes, alors 

H(x) = ((F.§g) .g)(x) de degré m ·L:~=O ( ; ) . 

(iii) Si h = k, alors H(x) = (Fk§g)(x) de degré m · (2k- 1). 

53 



Chapitre 2 

Classification des Suites 
Multiplexées 

Dans ce chapitre, nous allons donner une classification des suites multiplexées. La 

classification de ces dernières est faite dans Ir but de les regrouper par classe à partir 

du choix de h ùc la ùéfiuitiou 1. 7.1. 

De Cl' fait, nom, procédons en expliquant d'abord comment la classification va se 

faire. Dans la définittion l. 7.1 d'une suite multiplexée, nous avons vu, une fois les deux 

suites de périodes 2k - 1 et 2111 
- 1 avec k et m leur ordres respectifs données, le reste 

dr la définition est déterminé par Ir choix dr h. Et nous définissons la da.c;;sification 

comme suit : pour chaque couple (m, k), nous associons un et un seul h tel que 

1 ~ h $ k, vérifiant l'une seule de ces conditions 

{ 
ph $ m si h < k ; 

ph - 1 $ m si h = k. 

2.1 Principe de la classification 

La classification des suites multiplexées s'est faite en considérant les couples (m, k) 

(où k et m sont les ordres des suites constituant une suite multiplexée) et à chaque 

54 



couple (m, k) on associe l'entier h. Ainsi on obtient une fonction non injective 

>.h:N*xN* -t {1,2, ... ,k} 

(m,k) 1-1 h. 

qui permet de calculer le h correspondant à chaque couple (m, k). 

De ce fait , on appelle classe d 'une suite multiplexée constituée par deux suites 

récurrentes linéaires de périodes maximales d'ordres respectifs met k, l'ensemble des 

couples (m, k) ayant le même h. En g11isr dP rléfinition, nous avons 

Définition 2.1.1. Soient u une suite.. mulllplexée constttuéc par les suites s et t 
d'ordres respectifs k et m, de périodes maximales respectives 2k - 1 et 2m - 1, et h, 
1 $ h $ k un entier tel que 

{ 
2h < m st h < k · 
2h = 1 $ m st h = k.' 

On appelle classe delL l'ensemble des couples (m, k) ayant le même h et on le note 
C(h)_ 

Exemple 2.1.2. Soit 

)..h: {1, 2,3,. 0 0' 15,16} x {1,2,3, . . . '15, 16} ~ {1,2,3, . . . ' 15,16} 
(m, k) t---t )..h(m, k) = h. 
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Ce qui donne le tableau suivant : 

m/k 1 2 J 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
3 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

4 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
5 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
6 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
7 1 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
8 1 2 J 3 J 3 3 J 3 3 3 3 3 3 3 3 
9 1 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
10 1 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
11 1 2 3 3 3 3 3 J 3 3 3 J 3 3 J 3 
12 1 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
13 1 2 3 3 J 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
14 1 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
15 1 2 3 4 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
16 1 2 J 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 

2.2 Détermination des classes 

Dans 1 'exemple 2.!.2, nous considérons que k et m variant de 1 à 16, et à chaque 

couple (m, k), il est associé l'entier h, 1 ~ h ~ 16. 

Remarque 2 .2.1. La classe C(O) n'e;J:iste pas car h ne prend pas la valeur 0 d'après 
la défimtion 1 7.1. Alors l'ensemble {(m, k). m = 1 et 2:::; k ~ 16} dont le h = 0 
est exclu du fait du choix de h. 

A va nt dr rommrnrrr l' rnum<'ration des rlassr..s, nous allons ct 'abord rléfirur Jr.s 

notions de sous-ensembles intermédiaires et de sous-ensembles extrêmes. 

Tout sous-ensemble de la classe C(h) comptis entre le premier et le dernier est 

appelé sous-ensemble intermédiaire. 

Le premier et le dernier sous-ensembles de la classe C(h) sont appC'Iés sous­

ensembles extrêmes. Et dans la classification ils correspondent aux sous-ensembles 

respectifs 
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{ ( m, k), k = h et m ;:::: 2h - 1} 

et 

{(m,k),k 2::: h + 1 et m = 2h+I - 1} \ {(2h+l - l,h + 1)} 

Curieux comme ensembles, d'où viennent ils? La réponse c'est qu'ils vont apparaître 

lors de la construction de nos classes. 

Remarque 2.2.2. Le nombre de so1ts-ensembles intermédiares disjoints dépend de 
la valeur de h. Plus la valeur de h est grande plus le nombre de sous-ensembles 
intermédiaires est important. 

Pour construire une classe C(h) , nous nous référons au tableau précédent dans 

l'exemple 2.1.2. 
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Pour h = 1, nous obtenons la classe C(l) et cette dernière est constituée par les 

sous-ensembles suivants : 

{(m,k),k=l et m~l}, 

{(m,k), k ~ 2 et m = 2}, 

{(m,k) , k ~ 2 et m = 3} \ {(3,2)} 

Donc nous avons 

c(l> = {(m,k) , k = 1 et m ~ 1}U{(m,k),2:::; m:::; 3 et k 2: 2} \ {(3,2)} 

Cette classe possède / 1 = 21 -1 = 1 sous-ensemble intermédiaire et a .61 = 21 + 1 = 3 

sous-ensembles disjoints au total. 

Notre seconde classe C(2) est constituée par 

{(m,k),k=2 et m ~ 3}, 

{(m,k),k~3 et m=4}, 

{(m,k),k~3 et m= 5} , 

{(m,k) , k~3 et m = 6}, 

{(m,k),k~3 et m = 7} \ { (7, 3)} 

Donc nous avons 

C(
2
l = {(m, k) , k = 2 et m 2: 3}U{(m, k),4:::; m:::; 7 et k ~ 3} \ {(7,3)}. 

La classe C(2
) possède h = 22 - 1 = 3 sous-ensembles intermédiaires disjoints et 

.62 = 22 + 1 = 5 sous-ensembles disjoints au total. 
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Ensuite la classe C(3) possède 

{(m,k),k=3 et m ~ 7}, 

{(m,k),k~4 et m=8}, 

{(m,k),k~4 et m= 9}, 

{(m,k),k~4 et m = 10}, 

{(m,k),k~4 et m = 11}, 

{(m,k),k~4 et m = 12}, 

{(m,k),k~4 et m = 13}, 

{(m,k),k~4 et m = 14}, 

{(m,k),k2:4 et m = 15} \ {(15,4)} 

ou bien 

ces)= {(m,k),k = 3 et m ~ 7}U{(m,k),8 :s; m :s; 15 et k ~ 4} \ {(15,4)} 

qui possède f 3 = 23 -1 = 7 sous-ensembles intermédiaires disjoints et .6.3 = 23 + 1 = 9 

sous-ensembles disjoints au total. 

Et enfin nous en arrivons à la classe C(h). Cette dernière possède les sous-ensembles 

disjoints suivants 

{(m,k),k = h et m ~ 2h -1}, 

{(m,k),k2:h+1 et m=2h}, 

{(m,k),k~h+1 et m=2h+1}, 

{(m,k),k~h+1 et m=2h+1 -2}, 

{(m,k),k 2: h+ 1 et m = 2h+1 -1} \ {(2h+1 -1,h+ 1)} 

ou bien 
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qui possède fh = 2h - 1 sous-ensembles intermédiaires disjoints et 6.h = 2h + 1 

sous-ensembles disjoints au total. 

Nous allons maintenant donner la définition d'une classe C(h) de la manière sui-

vante: 

Définition 2.2.3. Soit u0, u 1, ... ·une s·uitc multiplexée constituée de deux s·u'ites ré­
currentes linéaires de périodes maximales 2k- 1 et 2m- 1 respectives, d'ordres res­
pectifs k et m. 

Lu elusse d'une suite multiplexée u qui est l'ensemble des couples (m, k) assoc·ié à 
l'entier h > 0 (ayant le même h) est notée 

C(h) = {(m, k), k = h et m ~ 2h-1} U {(m, k), 2h ~ m ~ 2h+l_1 et k ~ h+1}\{(2h'1-1, h+1)} 

ayant 6.h = 2h + 1 sous-ensembles disjoints et fh = 2h - 1 sous-ensembles intermé-
diaires disjoints. 

Lemme 2.2.4. Soit u une suite multiplexée de classe C(h) dans IF2 . Alors les pro­
priétés suivantes sont équivalentes : 

1} 6.h = 2h + 1 

2} 6.h = 6.h-I + 2h-I pour h ~ 2 

Démonstration. 1) :::::::::> 2) 
Supposons que 6.h = 2h + 1 et montrons que 6.h = 6.h-I + 2h- J : 
Nous aons 

donc 

2). :::::::::> 1). 

6.h - 2h + 1 - 2h-1 + 2h-l 

= 2 x 2h-l + 1 - 2h-l + 2h-1 

= 2h-l + 1 + 2h-1 

Supposons que b.h = b.h- I + 2h-I et montrons que b.h = 2h + 1 : 
Nous avons 6.h- 6.h-J = 2h-I d'après 2). Pour h = 1, 6.1 = 3, 

6.2- 6.1 = 21 

6.3- 6.2 = 22 

= 
6.h-l - 6.h-2 = 2h- 2 

6.h- 6.h- l = 2h- 1. 
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Après sommation de toutes les lignes, nous obtenons : 

D'où le résultat. 

6h 61 - 21 + 2h 

= 3-21 + 2h 

= 2h + 1. 

0 

Lemme 2.2.5. Soit u une suite multiplexée de classe C(h) dans IF2 . Alors les pro­
priétés suivantes sont équivalentes : 

1} fh = 2h - 1 

2} !h = fh - I + 2h- 1 pour h;:::: 2 

Démonstration. 1) ~ 2) 

D'où le résultat. 
2) ~ 1) 

!h = 2h- 1 - 2h- l + 2h-1 

= 2h-l - 1 + 2h- l 

= t + 2h-1 Jh-1 . 

fi = 1 et d'après 2), nous avons : 

12- !J = 21 

h-h = 22 

= 
!h-1- !h-2 = 2h-2 

!h -!h-l = 2h- l. 

Après sommation, on obtient : 

ih = !1- 2 + 2h 

= 1 - 2 + 2h 

= 2h- 1. 

D'où le résultat. 
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Corollaire 2.2.6. Soit u une suite multiplexée de classe C(h) dans F2 . Alors 

Démonstration. Se reférer aux Lemme 2.2.4 et Lemme 2.2.5. 0 

Théorème 2.2.7. Soit u0 ,u1, •.. une suite mv.ltiplexée dans F2.Alors
1 

il existe un 
entier h > 0 tel que C(h) soit la classe de u et C(h) a D.h = 2h + 1 sous-ensembles au 
total et fh = 2h - 1 so1ts-ensembles intermédiaires. 

Démonstration. Soit u une suite multiplexée dans F2. 

D'après la définition 1.7.1 : 

(i) ils existent deux suites récurrentes linéaires u and v, d'ordres respectifs k0 et 
mo,de périodes maximales respectives 2ko - 1 et 2mo - 1. 

(ii) il existe un entier h, 1 :::; h :::; k0 , vérifiant 

{ 
2h :::; m0 si h < ko ; 
2h - 1 :::; mo si h = ko. 

Soit Àh la fonction définie de N* x N* sur { 1, ... , k} par 

.>..h: N* x N* -t {1,2, ... ,k} 

(m, k) t-t h. 

Àh est surjective et non injective. L'ensemble des antécédants de h forme une classe 
notée C(h) 

) 

et résulte de la construction faite aux pages 54- 57. 
Le nombre fh = 2h -1 de sous-ensembles disjoints intermédiares et le nombre total 

b.h = 2h + 1 de sous-ensembles disjoints résultent des Lemme 2.2.·1, Lemme 2.2.5. 0 

Remarque 2.2.8. Soit X= N* x N* et définisons sur X une relation rv par 

Il est facile de vérifier que cette relation est une relation d 1 équivalence. L 1 ensemble 
des classes d'équivalence est noté C(h) au lieu de X /,...., 
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2.2.1 Cardinal d'une classe 

Dans cette partie nous nous proposons de calculer le cardinal de C(h). 

Soient k et m les orcires dct; suites récurrrntes linéaires constitua.nt la, suite multi­

plexée u de classe C(h). 

Soit À= max(k, m). 

Nous avons les exemples suivants qui explicitent l'idée de calcul du cardinal d'une 

classe. 

Pour ce faire , nous allons commencer par la classe C(I). Puisque À = max( k, m), 
alors la classe C(ll devient : 

C(l) = {(m,k),k = 1 et À~ m ~ 1}U{(m,k),2 $ m $3 et À~ k ~ 2} \ {(3,2)} 

Comment se calcule le cardinal de C(l) ? 

Puisque le cardinal de la classe C(l) est le nombre total d 'éléments ou de couples 

appartenant C(l). Alors nous comptons le nombre de couples dans les ensembles 

{(m,k) ,k = 1 et À~ m ~ 1} et {(m,k),2::; m $ 3 et À~ k ~ 2} \ {(3,2)}. 
Donc, le cardinal de C(ll est 

IC(l)l =À+ 2(À- 1)- 1 = 3À - 3 = À(21 + 1) - [21(1 + 1) - 1]. 

En utilisant le même procédé pour la classe 

C(
2
) = {(m,k),k = 2 et À~ m ~ 3}U{(m,k),4 $ m $7 et À~ k ~ 3} \ {(7,3)} 

nous obtenons 

IC<2
l 1 =(À- 2) + 4(À- 2)- 1 = 5À- 11 = À(22 + 1)- [22(2 + 1)- 1]. 

En continuant le raisonnement, pour la classe 

C(h) = {(m,k),k = h et À~ m ~ 2h -1}U{(m,k), 2h::; m::; 2h-.-I_1 et À;:::: k;:::: 

h+ 1} \ {(2h+1 -1,h+ 1)}) 
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nous obtenons finalement 

De ce fait, nous avons la remarque suivante : 

R emarque 2.2.9. Soit C(h) la classe d'une suite multiplexée u. Alors le cardinal de 
C(h) est 

1) jC(h) j = oo si À= oo 

2) jC(h)j = À(2h + 1)- [2h(h + 1)- 1] = À!J.h- fh- h2h si À < oo. 

Théorèm e 2.2.10. Soient u une suite multiplexée de classe C(h) dans IF2 constituée 
par de·ux suites récur·1·entes linéair-es et À = max ( m, k). 

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) jC(h)j = À(2h + 1)- [2h(h + 1)- 1] avec À < oo 

2) jC(h) j = jC(h-l)l + 2h-I x [À- (h + 2)] pour h ~ 2 et À< oo 

Démonstration. 1) ~ 2) 

Supposons que 

et montrons que 

Nous avons 
IC(h)' = À(2h + 1)- [2h(h + 1)- 1] 

Ce qu'on va faire c'est ajouter et retrancher 2h-l[À- (h + 1)] et nous obtenons 

IC(h)' = 

= 

-

::: 

= 
= 
= 
= 

À(2h + 1)- [2h(h + 1)- 1] + 2h-l[À- (h + 1)]- 2h-l[À- (h + 1)] 
À(2h + 1)- 2h-l[À- (h + 1)]- [2h(h + 1)- 1] + 2h-l[À- (h + 1)] 
;\(2h + 1) - 2h-l À+ 2h-l (h + 1)j - (2h(h + 1) - 1j + 2h-I (À- (h + 1)j 

À(2h- 2h-l + 1) + 2h- 1(h + 1)- [2. 2h-l(h + 1)- 1] + 2h-l[À- (h + 1)] 
À(2h- 2h-l + 1) + 2h-I(h + 1 - 2 · (h + 1) +À- (h + 1)) + 1 
À(2h-I + 1) + 2h-1(-2. (h + 1) +À)+ 1 

À(2h-l + 1) + 2h-l( -h) + 1 + 2h-l . ( -(h + 2) +À) 
À(2h-I + 1)- [2h-lh- 1] + 2h-l(À - (h + 2)) 
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or 

D'où le résultat. 
2) ::::::} 1 ) 

Supposons que 

et montrons que 

Nous avons 

IC(2)1- IC(l) l = 21 [À- (2 + 2)] 
IC(3)1 - IC(2)1 = 22[À- (3 + 2)] 

= 
IC(h-1)1- IC{h- 2)1 = 2h-2[À- ((h - 1) + 2)] 

IC(h)I - IC(h-l) l = 2h- 1[À- (h + 2)] 

En sommant toutes les lignes, nous obtenons 

h-1 h- 1 h- 1 

IC(h) I - IC(l)l = À L 2k- 2 x L 2k- L (k + 1)2k 
k=l k=l k=l 

Pour déterminer la valeur de chaque somme, nous procédons comme suit : 
la somme I:Z:i 2k = -2+2h et pour calculer la somme L:Z:Uk+ 1)2\ nous avons: 
Soit sk = l:Z:: ( k + 1 )2k et f( x) = l:Z:~ ( k + 1 )xk une fonct ion définie sur IR, alors 

f(x) admet une primitive 
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h-1 
F(x) = L xk+l 

k=l 
h-1 

= x2 L xk- 1 
k= l 
xh- 1 - 1 

= x2 
x-1 

xh+l _ x2 
= x - 1 

Donc, 

f(x) = F' (x) = [(h + 1)xh- 2x](x- 1) - (xh+l - x2) 

(x- 1)2 

Alors 

= 

= 

= 

(h + 1)xh+l - 2x2 - (h + 1)xh + 2x- xh+1 + x2 

(x- 1)2 

(h + 1- 1)xh+l - x2- (h + 1)xh + 2x 

(x - 1)2 

xh(xh- h- 1) - x2 + 2x 
(x- 1)2 

2h(2h- h- 1)- 22 + 2 * 2 
(2- 1)2 

sk = /(2) = 

= 2h(h- 1). 

En remplaçant chaque somme par sa valeur. on obtient : 

Donc 

h-1 h- I h-1 
IC(h)' - IC(l) l = À L 2k- 2 * L 2k- L (k + 1)2k 

k=l k=l k=l 

IC(h)' = IC(l)l + >.( -2 + 211) - 2( -2 + 2h)- 2h(h- 1) 

1c<h>1 = >.(2h + 1)- [2h(h + 1)- 1]. 

D'où le résultat. 
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Exemple 2.2.11. 1. Soient À= 3 eth= 1, alors 

c<l) = {(m,k),k = 1 et 1 ~ m:::; 3}U{(m,k),2:::; m:::; 3 et 2:::; k:::; 3} \ {(3,2)} 

= {(1, 1), (2, 1), (3, 1)} U{ (2, 2) , (2, 3), (3, 2), (3, 3)} \ { (3, 2)} 
= {(1,1),(2, 1),(3, 1),(2,2),(2,3) ,(3,3)}. 

Donc le cardinal de C(l) est IC(I) I = 6 

2. Soient À = 4 et h = 2, alors 

c<2
> {(m,k),k = 2 et 3:::; m:::; 4}U{(m,k),4:::; m ~ 7 et 3:::; k:::; 4} \ {(7,3)} 

= { (3, 2), (4, 2)} U{ ( 4, 3) , ( 4, 4), (5, 3), (5, 4) , (6, 3), (6, 4), (7, 3), (7, 4)} \ { (3, 2)} 

{(3,2),(4,2),(4,3),(4,4),(5,3),(5,4),(6,3),(6,4),(7,4)}. 

Donc le cardinal de C(2) est IC(2)1 = 9 

Proposition 2.2.12. Soient s = (s0 , s1, ... ) une suite récurrente linéaire d'ordre k 
dans IF2 , de période maximale et bn sa représenation binaire. Alors s et bn ont même 
période. 

Démonstration. se référer à [:2/J] 0 

Proposition 2.2.13. Si u est une suite multiplexée de classe C(h), constituée de 
suites de périodes maximales s et t, et bn la représentation binaire de s est conn'ue. 
Alors la suite s0 , s 1 , ... peut être déterminé par l'algorithme de Berlekamp-Massey. 

Démon8tration. Puisque C(h) est la classe de u, alors h est connu. 
Du Lemme 2.2.1 nous avons bn est périodique. de période 2k - 1. D'où l'on cannait 
la valeur de k. 

Puisque bn est ronnuc, cc que nous allons faire r'est la confondre avec sa repré­

sentation binaire ( Sn+j1 , Sn+h, · · · , Sn+ih) où 0 < JI < J2 < · · · < }h ~ k - 1 et 
1 :::; h :::; k. 

De plus Ji+I =Ji+ 1 pour i = 1, · · · , h, donc 

Ce qui permet de bien visualiser les termes consécutifs de la suite s. 
Finalement, nous pouvons identifier les 2k termes de la suite récurrente linéaire s, 

donc on peut utiliser l'algorithme de Berlekamp-Massey pour déterminer le polyôme 
minimal de s et enfin la relation de récurrence. 0 
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Remarque 2.2.14. bn est un élément de h dans la définition d'une suite multiplexée. 

2.2.2 D étermination de <p 

Avant tout <p c'est quoi? 

<pest la fonction injective donnée à la Definition 1.7.1 de la manière suivante 

<p:h-t{O, 1, ... , m-1} 

avec 

h={0,1, ... ,ph-1} si h<k, 

h = { 1, 2, ... , ph - 1} St h = k. 

Remarque 2.2.15. Nous ne pouvons pas donner l'expression exacte de <p, mais nous 
donnons juste son expression générale. 

Soient Am = {0, 1, 2, ... , m- 1} et h définis ci-dessus. Alors la fonction <pest 

définie de h dans Am. h et Am sont des parties de N l'ensemble des entiers positifs. 

Donc, <p est une fonction injective linéaire ou affine. D'où la formule générale 

<p(x) = (ax + b)( mod m), 'ix E h, a =f 0, bE Am. 

En fait, connaissant les images de deux éléments de h, on pourra déterminer la valeur 

exacte de <p. 

Remarque 2.2 .16. Soit r la période de bn et <p une fonction injective définie de h 
dans Am. Alors 

<p(x) = (ax + b)( mod m), 'ix E h, a =f 0, bE Am 

et 
r -1 r-1 

Cl: <p(bn+i))( mod m) = (a 2:: bn+i + rb)( mod m) 
i=O i=O 
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Chapitre 3 

Rapprochement entre la 
Classification et le Polynôme 
minimal d'une Suite Multiplexée 

Dans re chapitre, nous avons fait un rapprochement entre la classification faite 

dan~ le chapitre précédent et le polynôme minimal d'une suite multiplexée plus pré­

ci:,ément avec le degré du polynôme minimal d'une suite multiplexée. 

De plus, nous allons mont rer commrnt calculrr les complrxités des suites récur­

rentes linéaires de périodes maximales constituant une suite multiplexée. 

Nous allons commrncer par présenter quelques algorithmes issus des résultats du 

chapitre précédent. 

3.1 Algorithmes 

Dans cette partie, nous présentons une méthode pour calculer la valeur de h et une 

autre méthode pour déterminer les classe:) des suites mult iplexées via. des algorithmes. 
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L'algoritthme suivant permet de calculer la valeur de h. 

Algorithme 1. 

Entrée : k, m 

Sortie : h 

1. i t- 0 

2. Si (2k - 1) ::; m alors 

3. h t- k 

4. Sinon 

5. Tant que (2k- i) > m faire 

6. h t- k-i; 

7. it-i+ 1 ; 

8. Fin Tant que 

9. Fin Si 

1 O. Retourner ( h) 

Exemple 3.1.1. Soit (m, k) = (5, 3). Déterminons la valeur de h pour le couple (5, 3) 

en utilisant l'algorithme. 

L'algorithme fonctionne comme suit : 

Si h = k = 3, alors 23 
- 1 = 7 > 5 donc h ::j; k = 3. 

Donc nous passons à la condition suivante 

Si 2k-l est inférie·ur- à m = 5. 

On a 22 
= 4 < 5, donc h = 2 et l'algorithme s'arrête. 
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Avec cet algorithme, nous classifions les N x N premiers couples (m, k) associés 
à h. 

Algorithme 2. 

Entrée : N (N est un entier) 

Sortie : R (R est un tableau N x N) 

1. Po~tr i ~ l..N faire 

2. Pour j ~ l..N faire 

3. R[iJ[jJ ~ Algorithme 1 ( i, j) ; 

4. afficher{i, j, R[i] [j]) ; 

5. Fin Pour 

6. Fin Pour 

Tous ces algorithmes sont implémentés sous maple. 

Exemple 3.1.2. L'algorithme prend N en entrée et calcule la valeur de h de chaque 

couples (rn, k). Les i et j dans l'Algorithme 2 représentent k et m respectivement. Nous 

avons pour N = 4 le tableau suivant afin d'avoir une bonne visibilité de l'algorithme. 

m/k 1 2 3 4 

1 1 0 0 0 

2 1 1 1 1 

3 1 2 1 1 

4 1 2 2 2 

où 1 :5 h :5 N, alor·s les couples pour lesquels h = 0 sont exclus de la classification, 

il s'agit de l'ensemble {(1,2), (1,3),(1,4)}. La classification déb·ute alors avec h = 1 
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qui lui correspond à l'ensemble { (1, 1), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 1 ), (3, 3), (3, 4), ( 4, 1)}. 

Et avec cet algorithme, pour h = 2, nous avons le début de la classe C(2) : 

{(3, 2), (4, 2), (4, 3), (4,4), ... }. 

Ainsi nous obtenons les résultats suivants à 1 'aide de la classification (voir [ l ï ]) et 

des polynômes minimaux (voir [21]) . 

3.2 Degré du polynôme minimal d 'une suite mul-

t iplexée 

Le théorème suivant nous permet de mettre en évidence le degré du polynôme 

minimal d'une suite multiplexée à l'aide des complexités des suites la constituant 

comme suit: 

Théorème 3.2.1. Soit u ·une suite multiplexée de classe C(h) avec 1 ~ h ~ k dans 

IF2 et H(x) son polynôme minimal. Alors 

1) si h = 1 et k > 1, alors 

deg(H(x)) = 2(1 + k) O'u deg(H(x)) = 3(1 + k). 

2) si 2 ~ h ~ k- 1, alors 

h(k ) h( k) 2h L . ~ deg(H(x)) ~ (2h+l - 1) ~ . . 
~=0 z t=O z 

3) si h = k, alors 

deg(H(x)) > (fk)2 avec fk = 2k - 1 (le nombre total de sous-ensembles 

intermédiaires de la classe C(k)) . 
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Démonstration. 1) Soit tt une suite multiplexée de classe C(l) et k > 1, alors 

il existe deux suites de périodes maximales v et w d'ordres respectifs k 2: 2 et 

2 $ m $ 3 tels que 

'Ut = Wt+<p(bt) pour to'Ut t = 0, 1, ... 

avec bt = (vt, Vt+l• ... , Vt+h) pour tout t 2: O. 

Puisque m est un entier, alors m = 2 or m = 3. ( *) 

De plus h = 1, alors de [21 J il résulte 

deg(H(x)) = m(1 + k). ( **) 

Donc, rl 'aprèB ( *) et ( **) nous obtenons : 

deg(H(x)) = 2(1 + k) OtL deg(H (x)) = 3(1 + k). 

2) Soit C(h) la classe de 'U dans lF2 avec 1 < h < k, alors 2h $ m $ zh+I - 1 (voir 

[ 1 :-]). 

D'où nous avons les résultats suivants : 

h ( k) deg(H(x)) =m.~ i 

(d'après [_1 ]). 

En multipliant 2' ~ m ~ 2'+1- 1 par L~o ( ; ) , 

nous obtenons 
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h( k) h( k) 2h ~ i ~ deg(H(x)) ~ (2h+I- 1) ~ i . 

3) Soit C(k) une classe de u, alors m ~ 2k - 1. 

En outre, la multiplication de m ~ 2k -1 par 2k -1 donne m(2k -1) ~ (2k -1f 

De plus, 

deg(H(x)) = m(2k- 1) où 2k - 1 = fh = !k car h =k. 

(lequel est le nombre total de sous-ensembles disjoints intermédiaires de la classe 

C(k)), ceci implique que (2k- 1)2 = (fk)2. 

Donc deg(H(x)) ~ (fk) 2. 

3.3 Quelques cas particuliers 

0 

Avec le corrolaire suivant, nous obtenons les valeurs des polynômes minimaux f(x) 

et g(x) des suites constituant une suite multiplexée de classe C(l). 

Corollaire 3.3.1. Soit ·u une suite multiplexée de classe C(l). Soient k et m les 

ordres respect~f.c; des suites de périodes maximales, de polynômes minimaux f(x) et 

g(x) constituant la suite multiplexée u. Alors, 

1) si k = 1, alors f(x) E {x, x+ 1}. 

De plus 

deg(H(x)) = 2m 
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2} si k > 11 alors 

Démonstration. Soit u une suite multiplexée de classe C(l), alors il existe un couple 

(m, k) E C(l) ordres respectifs des suites v et w constituant u. 

Soient f(x) et g(x) les polynômes minimaux de v et w. 

Puisque v et w sont des suites de périodes maximales, alors f(x) et g(x) sont 

des polynômes primitifs de degrés k et m (irréductibles dans IF2[x]). 

De plus, 

1) si k le degré f(x) est égal à 1, alors d 'après r~o], nous avons les résultats suivants 

f(x) =x ou f(x) =x+ 1. 

Donc, 

puisque k = 1, alors deg(H(x )) = m(k + 1) = m(1 + 1) = 2m 

2) si k > 1, alors m le degré de g(x) est égal à. 2 ou 3. 

a) sim= 2, alors il résulte de [:20] que g(x) = x2 +x+ 1. 

b) sim= 3, alors il résulte de r~o] g(x) = x3 +x+ 1 ou x3 + x2 + 1. 

D'où 

0 

R emarque 3.3.2. Soit s 1me suite de période mœr:imale
1 

d 1ordre k dans IF
21 

alors le 

h-uplet (sn+j1 , Sn+j2 , ••• , sn+ih) pour n = 0, 1,... est la représentation en base 2 

{binaire) de la suite bn E h C IF2h ; et j 1 , j 2 , . .. , }h sont des entiers tels que 0 ~ j
1 

< 

}2 < ... < }h ~ k - 1. 
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Puisque s est une suite récurrente linéaire, alors elle satisfait à la relation de 

récurrence 

Maintenant, démontrons que la suite bn est une suite récurrente linéaire. 

Pour cela, notLs identifions bn avec sa représentation binaire { sn+j
1

, sn+h , ... , sn+jh). 

Ainsi, nous avons bn = (sn+j•, Sn+h> ... , Sn+jh ) pour tout n = 0, 1, ... 

uù i2 = }I + 1, j3 = j2 + 1 = } J + 2, ... , jh = }I + h - 1. 

Posons }J = 0, alors j2 = 1, ... , jh = h- 1 et bn =(sn, Sn+b ... , Sn+h-d 

Alors, 

b0 = (s0, s1, ... , sh-d, 

b1 = {s1,s2, ... ,sh), 

bk-1 (sk-I, Sk, · · · , Sk+h-2) , 

bk (sk, Sk+l,. · ·, Sk+h-I) , 

Puisque 

Alors Pn remplaça,nt chacv.n de ces termes par leur valeur, on obtient : 

bk= (ak-Isk-1 + ak-2sk-2 + · · · + aoso, ak-JSk + ak-2sk-I + · · · + 

aos~, ... , ak-ISk+h-2 + ak-2Sk+h-3 + · · · + aosh-d, 
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= (ak-tSk-l,ak-tSkl· .. ,ak-tSk+h-2) + (ak-2Sk-2,ak-1Sk-J, ... ,ak-2Sk+h-3) + 

· · · + (aoso~ aos1 ... , aosh-d, 

= ak-1 ( sk-1 1 Sk, . .. , Sk+h-2)+ak-2(sk-2, sk-3, . .. , sk+h-3)+ · · ·+ao(so, s1, ... 1 sh-d, 

bk= ak-1bk-1 + ak-2bk-2 + · · · + aobo, 

bk+1 = ak-1bk + ak-1bk-2 + · · · + aob1, 

bk+2 = ak- tbk+l + ak-2bk + · · · + aob2, 

Vn 2:: 0, bn+k = ak-1bn+k-1 + ak-2bn+k-2 + · · · + aobn. 

La suite (bn)n~o E h Ç IF2h où IF2h est un corps d'extension de IF2, et tous les 

ak-1, ak-2, ... , ao E IF 2h. La suite ( bn)n~o est une suite récurrence linéaire et son 

polynôme est 

3.4 Détermination des complexités m et k 

Pour déterminer les complexités des suites de périodes maximales constituant une 

suite multiplexée, nous avons le théorème suivant : 

Théorème 3.4.1. Soit u une suite multiplexée de classe C(h) et H(x) son polynôme 

minimal. A lors 

i) il existe ( bn) E IF 2", une suite récurrente linéaire d'ordre k satisfaisant à la 

relation 

Un = Wn+rp(bn) pour n = 0, 1, . .. 

ii) soit h un entier tel que 2 ~ h ~ k- 1 et pgcd(m, k) = d. Alors 

a) si d = k, alors il existe un unique entier a: tel que 
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2h 2h+l - 1 
- < a < et m = ka. k - - k 

b) si d = m , alors il existe un unique entier f3 tel que 

2h+~- 1 <.5: f3 <.5: 2: et k = m{J. 

iii} Soit h un entier tel que 2 <.5: h:::; k- 1, alors 

z• I:~~o ( : ) ~ deg(H(x )) ~ (2'+' - 1) I:f~o ( : } 

Démonstration. i) Soit u une suite multiplexée de classe C (h) , alors il existe v et 

w , deux suites de période maximales d 'ordres respectifs k et m constituant u 

ii) pour 2 <.5: h <.5: k- 1 et d > 1, 

a) si d = k, alors m est un multiple de k. Alors il existe un entier positif a 

tel que m =ka:. Comme 2h :::; m:::; 2h+l - 1, alors nous obtenons 

Puisque k > 0 est un entier positif, alors ~h :::; a :::; 2"+~ -l. 

Pour montrer que a: est unique, nous allons raisonner par l'absurde; en 

supposant qu'il exite deux entiers a 1 et a 2 tel que a 1 =J a2 vérifiant les 

conditions suivantes : 

2h 2h+ l - 1 
- < a:1 < et m = ka1 k - - k 

et 
2h 2h+ l - 1 
- < a:2 < et m = ka2 k - - k 
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Alors, nous avons m = ko.1 = ko.2 :::;. ko.t - ko.2 = k( o.1 - o.2) = O. Puique 

k > 0, alors o.1 - o.2 = 0 c'est-à-dire o.1 = o.2. Ce qui est absurde. Donc o. 

est unique. 

b) si d = m, alors k est un multiple de m. Alors il existe un entier positif 

f3 tel que k = m/3. Comme, 2h $ m $ 2h - 1, alors 2h+~ - l $ f3 $ ~· 

Pour montrer que f3 est unique, nous allons raisonner par l'absurde ; en 

supposant qu 'il existe deux entiers /31 et fJ2 tel que /31 # /32 vérifiant les 

conditions suivantes : 

et 

k k 
- -- < '~1 < - et m = k 4

1 2h+I - 1 - f.l - 2h f ' 

k k 
2h+l - 1 $ /32 $ 2h et m = k/32 

Alors, m = k/31 = k/32 :::;. k/Jt - k/J2 = k(f3t - /J2) = O. 

Puique k > 0, alors [J1 - {32 = 0 r'cst-?1.-clirc {11 = {12 . Ce qui est absurde. 

Donc {3 est unique. 

iii) Voir Théorème 3.2.1 pour la preuve. 

0 

Remarque 3.4.2. L'exemple suivant montre qu 'il est possible de trouver les valeurs 

de pgcd(m, k) # k et pgcd(m, k) #m. Soit d = pgcd(m, k). 

a) si 1 < d < m et 1 < d < k, il existe des cas pour lesquels il est possible de 

calculer la valeur de m quand k et h sont connus. 

Par exemple pour k = 100 eth= 2, alor·s 4 $ m $ 7. Trouvons la bonne valeur 

de m . 
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Pour cela, nous avons le tableau sutvant 

h k diviseurs de k m diviseurs de m d = pgcd(m, k) =/: 1, met k 

2 100 2,4,5, 10.20,25,50,100 4 2, 4 -

5 5 -

6 2,3,6 2 

7 7 -

Putsque d = pgcd( m, k) =/: 1, k et m alors les valeurs m = 4 ou 5 ou 7 sont 

exclus car pgcd(7, 100) = 1, pgcd(4, 100) = 4 et pgcd(5, 100) = 5. 

Alors il ne reste que la valeur d = (100. 6) = 2 qui est différente de tout élément 

de l'ensemble {1,6, 100}. Donc en concluswn la valeur· cherchée est m = 6. 

D'après la remarque i.:J.2, nous avons: 

Soit u une suitr m.ultiplP..7:PP de classP C(h) constituée par dPux suitn; récurrentps 

linéaires v et w, de pénodes maximales respecttves 21.: - 1 et 2m - 1. Alors il 

existe une suite récurrente linéaire ( bn) E F 2~> de période maximale 2k - 1 et 

d'ordre k telle que 

u,. = Wn+~(b,.) pour n = 0, 1, ... 

où '{) est une fonction définie de h dans { 0, 1, ... , m} avec 

{ 

h={0,1, ... ,2h-1}, 

lh = {1, ... , 2h - 1}, 

si h < k, 

si h =k. 

et bn est la rfprfscntation binaire rif v. 

De plus, si h est un entier avec 2 $ h $ k- 1 et H(x) le polynôme mimmal de 

u, alors 
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2° L:'..o ( : ) :S deg(H(x)) :S (2°+1 
- 1) 2::'..0 ( : ) . 

On a remarqué que la difficulté pour trouver la valeur exacte de m s 'accroît avec 

celle de h. 

En résumé, dans les cas où 

pgcd(m, k) = k ou pgcd(m, k) = m, 

nous avons pu calculer les complexités k et rn des suites récurrentes linéaires de pé­

riodes maximales constituant une suite multiplexée (où k et m sont les degrés respectifs 

des polynômes minimaux). 
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Conclusion et perspectives 

Les suites multiplexées nées pour remédier à l'insécurité des suites récurrentes 

linéaires, ne sont pas elles aussi à l'abri de nouvelles attaques. Nous avons pu dans 

cette thè:se élaborer des méthode::; qui uou::; ont pcrmi de borner, minorer les com­

plexités des suites de longueurs maximales constituant une suite multiplexée afin de 

déterminer leur valeurs k et m suivant que pgcd(m, k) =mou pgcd(m, k) =k. 

Cependant. les suites multiplexées restent très complexes, et de plus elles ont permi 

de surmonter l'attaque en clair basée sur la linéarité des suite::; récurrentes linéair~. 

En plus de cela, elles possèdent de très grandes périodes de l'ordre de (2k -1)(2m -1) 

si pgcd(m, k) = 1. 

Par a.illeurs, avec cette classification nous avons vu que, plus h est grand plus le 

nombr<' cl'rlrm<'nts cie C(h) s'accroient, trouver les valeurs demet de k s'a.vrre diffirilr. 

D'où l'intérêt de calculer la complexité d'une suite multiplexée afin de faire un bon 

choix des rn-séquences qui vont constituées notre suite multiplexée que l'on va choisir 

comme générateur aléatoire (générateur de clés) dans notre chiffrement par flot. 

De plus, par analogie avec l'Algorithme de Berlekamp-Massey, mettre en place un 

algorithme pour déterminer le polynôme minimal des suites de ce genre reste un atout 

majeur. En résumé, il serait intéressant de voir ce qu'il en est lorsque 

pgcd( m. k) =/: k et pgcd( m, k) =/: m. 

et montrer comment déterminer les polynômes minimaux des suites récurrentes li­

néaires de périod0s maximales constituant une suite multiplexée afin de la reconsti­

tuer. 
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