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Cette these contient dans une partie mes contributions dans le projet ORTRANS
financé par ’AUF et le gouvernement du Sénégal avec la bourse de troisieme
cycle.

Résumé

Dans cette thése nous nous intéressons & différents problémes de transport en les abordant par
diverses techniques. L'un des problemes étudiés est celui du transport de dunes de sable sous-
marines, que nous modélisons ici en couplant un modele d’équation parabolique de la dynamique
des dunes de sables avec un modele d’équation hyperbolique vectorielle de la dynamique des
océans en milieu peu profond dit en anglais, Shallow Water Equation (SWE). Nous proposons
ce couplage ici pour modéliser le phénomene d’érosion cotiere. Les équations de transport hyper-
boliques seront encore étudiées en milieu urbain, avec une version simplifiée, sur un probléme de
transport routier. Le probléme de transport routier est également modélisé par des programmes
mathématiques en variables mixtes, et dans ce cas nous nous intéressons en plus du dimension-
nement du réseau de transport a la localisation des activités génératrices des flux sur le réseau.

Abstract

In this thesis we are interested in different transport problems by approaching them by various
techniques. One of the problems studied is the transport of submarine sand dunes, which we
model here by coupling a parabolic equation model of the sand dune dynamics with a model of
vectorial hyperbolic equation of ocean dynamics In Shallow Water Equation (SWE). We propose
this coupling here to model the phenomenon of coastal erosion. Hyperbolic transport equations
will still be studied in urban areas, with a simplified version, on a road transport problem. The
problem of road transport is also modeled by mathematical programs in mixed variables, and in
this case we are also interested in the dimensioning of the transport network to the location of

the activities generating flows on the network.
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Notations

— [r] est la partie entiere de r € R.

— 0f2 est la frontiere ou le bord de 2 C R™.

— D,, = e 0; est I'opérateur différentiel, exprime la dérivée partielle par
T

rapport a la cordonnée x; de la variable z.

— D est la dérivée partielle d’ordre || par rapport a v € R™ ot a est un
multi-indice (aq, -+, ), ] =a; + -+ a, et v € R™.

— D*f = (D*f1, -+, D“f,,) est la dérivée partielle d’ordre |a| par rapport a
x € R™ ou v est un multi-indice (aq, -+, ap), o] = a3 + -+ 4+ a, et f une
fonction telle que f(z) € R™.

— DFf est 'ensemble des dérivées partielles d’ordre k par rapport a x € R”
oll k est un entier et f une fonction telle que f(x) € R™. C'est a dire D¥ f =
{D*f, |a| =k} ot a est un multi-indice (a, -+, ), || = a1 + -+ + .

— HDka = (Xjaj=k | D*f]*)"/? est la norme dans R

— T =R"/Z" =S! x ---S! est le tore de dimension n.

o9 9
(9951’ ’Omn

— V- est U'opérateur divergence.

— V=

) est 'opérateur gradient.

— LP(Q) : ensemble des fonctions u de © dans R mesurables sur Q) et telles

que/ lulP < 0.
Q

— LP(§2, X) est 'ensemble des fonctions u de € dans X mesurables sur et

telles que [ [lul% < oo.

|
— L*>(Q) est I'ensemble des fonctions u de €2 dans X mesurables sur et il
existe C telles que |u(z)| < C.

— Lb., (2, X) est P'ensemble des fonctions u € L? 1-périodiques a valeur dans

un ensemble X.
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— B(R?) est I'espace des opérateurs bornés de R dans R?.

— CF..(Q,X) est I'ensemble des fonctions u € C* 1-périodiques & valeur dans

un ensemble X.

— C*(R3,R3) est I'espace des fonctions définies sur R? & valeurs dans R? k-fois
différentiable.

— OF(R3,R?) est I'espace des fonctions définies sur R? & valeurs dans R? k-fois
différentiable et dont les dérivées sont continues et bornées.

— WH*P(Q) est I'espace de Sobolev classique des fonctions dont les dérivées
partielles au sens des distributions sont dans les espaces de Lebesgue LP(€2).

— H?*(T? R3) est 'espace de Sobolev classique des fonctions définies dans le
tore T2 & valeurs dans R? dont les dérivées partielles au sens des distribu-
tions sont dans les espaces de Lebesgue L?(T? R?).
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NB :
Chaque chapitre 1 et les deux parties ont leur propre bibliographie. Les deux

parties sont indépendantes et peuvent étre lues indépendamment.
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Introduction générale

La mobilité a toujours été une préoccupation humaine, les déplacements sont
des activités inhérentes a la vie que ce soit sur de courtes ou de longues distances.
La pratique et I'expérience des déplacements a conduit & chercher les meilleurs
itinéraires possibles. Cependant, cette recherche s’est faite de maniere empirique.
Ainsi au fur et a mesure du développement des connaissances humaines, certaines
disciplines parmi lesquelles les mathématiques, se sont emparées de ces questions
de transport pour en faire des sujets d’investigations.

De nos jours, encore plus que jamais, les questions de transport intéressent encore
I’homme. Cependant avec la diversité actuelle des branches de recherches en ma-
thématiques, on est obligé de se demander : “quelle méthode utiliser 7, sous quels
aspects faut-il regarder ces questions de transports 7, a quoi s’intéresse-t-on réelle-
ment 7, quelles branches des mathématiques faut-il utiliser 7, peut-on en combiner
plusieurs en méme temps?, etc. En effet au fil du temps des chercheurs ont tra-
vaillé sur des questions de transport en s’intéressant le plus souvent séparément
a des modeles continus utilisant des équations différentielles ou des équations aux
dérivées partielles et a des modeles discrets basés sur la programmation mathéma-
tique.

Dans cette these nous nous intéressons a différents problemes de transport en les
abordant par ces techniques. L’un des problemes étudiés est celui du transport
de dunes de sable sous-marines modélisé par le couplage d’équations aux dérivées
partielles de types parabolique et hyperbolique. Le dernier type d’équations sera
encore étudié en milieu urbain, avec une version simplifiée, sur un probléeme de
transport routier. Le probleme de transport routier est également modélisé par
des programmes mathématiques en variables mixtes, et dans ce cas nous nous in-
téressons en plus du dimensionnement du réseau de transport a la localisation des
activités génératrices des flux sur le réseau.

Par problemes de transport on comprend le mouvement ou le déplacement d’une
entité quelconque : un individu, un véhicule, une particule. En effet qu’il s’agisse
des océans ou des dunes de sédiments sous-marines en milieu maritime, des véhi-
cules en milieu urbain on arrive a décrire le mouvement de ces phénomenes par
des équations de transport qui appartiennent a la grande famille des équations aux

13
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dérivées partielles.

La modélisation mathématique de 1’évolution des dunes sous-marines et du

mouvement de la mer peut permettre I’étude des phénomenes d’érosion particu-
lierement au niveau des cotes. L’érosion cotiere est un probléme grave que subit
I’'Homme dont les dangers environnementaux sont reconnus. Elle a lieu quand la
mer gagne du terrain sur la terre, entralnant une rupture de la protection naturelle
des cotes, et la perte progressive de terrains. Dans une partie de la these nous al-
lons étudier la dynamique des dunes de sable en eau peu profonde pres des cotes.
Notre travail consiste a coupler un modele d’équation de la dynamique des dunes
de sables, présenté dans larticle[6] avec un modeéle d’équation vectorielle de la dy-
namique des océans en milieu peu profond dit en anglais, Shallow Water Equation
(SWE). On fait I’étude du couplage de ces équations sur une longue période, en
nous intéressant dans un premier temps a l'existence et a 1'unicité de la solution,
puis a 'homogénéisation du systéme. Nous avons fait a la suite de cette étude
théorique une simulation du phénomene.
La modélisation d’un trafic routier peut se faire suivant plusieurs considérations
donnant ainsi trois échelles de représentation du trafic : des modeles microsco-
piques, macroscopiques et mésoscopiques. Les modeles microscopiques traduisent
I’évolution individuelle de chaque véhicule. Ce modeéle prend en compte le temps
de réaction du conducteur a travers la distance qui le sépare du véhicule qui le
précede ou véhicule leader. La vitesse d’un véhicule est directement fonction de
cette distance. On parle de modele de poursuite.

Concernant les modeles macroscopiques, le trafic automobile est assimilé a un
fluide ou les véhicules sont identifiés a des particules en interaction. Ces modeéles
sont généralement décrits par des Equations aux Dérivées Partielles (EDP). un
modele simple bien connu est celui développé par Lighthill-Whitham [10] et Ri-
chards [14], également appelé LWR, qui est une EDP hyperbolique du premier
ordre. Le modele LWR est un modele macroscopique dont la résolution par auto-
mate cellulaire a été proposé par Daganzo [3]. C’est un modele régi par une simple
loi de l'offre et de la demande. Cependant des travaux récents utilisent plutét des
formulations basées sur I’équation d’Hamilton Jacobi pour simuler les trafics( see
21, ).

Quant aux modeles mésoscopiques, il s’agit d’'une échelle de représentation inter-
médiaire obtenue, par exemple en regroupant les véhicules par paquets homogenes
et en modélisant les interactions entre chaque paquet de véhicules. Ils décrivent la
maniere dont les véhicules passent d'un noeud du réseau a 'autre. Les noeuds sont
généralement les lieux de singularités géométriques : les points de convergences
de routes, divergences de routes, la réduction du nombre de voies, le changement
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de la vitesse réglementaire, etc. Ce sont les extrémités des sections homogenes du
réseau et permettent de les relier entre elles.

Tous les représentations ci-dessus ne font au final que modéliser 1’écoulement
du trafic routier, c¢’est a dire des véhicules, sur les voies et les nceuds d’un réseau
routier. Elles ne résolvent pas la problématique opérationnelle qui est de savoir
comment devrait étre ce réseau pour permettre une circulation adéquate. Cette
question se pose avec acuité de nos jours dans la plupart des grandes agglomé-
rations du monde, toutes caractérisées par un trafic trés important, créant des
problemes journaliers de congestion, avec comme corollaire la pollution urbaine
due aux gaz nocifs émanant des pots d’échappement des véhicules. Le seul fait de
construire des feux ou des routes supplémentaires ne constitue pas une solution
vraiment efficace. Pour mieux agir sur ces phénomenes, nous proposons de s’in-
téresser aux sources génératrices de mouvements a savoir les activités. Marc Los
[I1] a été 'un des premiers auteurs a s’intéresser a un probleme d’optimisation
simultanée de la localisation des activités et du réseau de transport consistant a
déterminer le réseau de routes et la localisation des activités sur ce réseau permet-
tant de minimiser une fonctionnelle exprimant le cofit de construction du réseau
et les cofits de transport pour les individus entre les origines et les destinations ou
ils se rendent. Nous proposons dans cette these un modele plus général que celui
de Los. Ce modele est basé sur la programmation non linéaire en variables mixtes
(réelles, binaires). Nous le résolvons par des méthodes de résolutions exactes et des
heuristiques.

Dans le chapitre suivant, nous allons donner quelques notions importantes qui
seront, utilisées dans nos travaux, puis un plan y sera présenté.
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Chapitre 1

Quelques notions importantes

1.1 Inégalités de Sobolev

Nous allons donner quelques inégalités classiques dans les espaces de Sobolev
munis des normes de Sobolev usuelles. Certaines inégalités sont généralisées dans
un théoreéme et d’autres sont données dans des lemmes.

Théoréme 1.1.1 (Inégalités de Sobolev généralisés). Soit 2 un sous ensemble
borné, ouvert de R™ tel que O € C. Supposons que u € W*»(Q).

1 1 k
1. Sz'k:<ﬁ, alors u € LU(Q) ot — = — — —.
p n

De plus on a [’estimation suivante :

HUHLQ(Q) <C HUHWk,p(Q) )
la constante C' ne dépend que de k, p, n et 2.

2. Sik > ﬂ, alors u € Ck_[%]_m(ﬁ); ou
b

7:{[2]“—;, sitgN

toute valeur positive < 1, si % eN
De plus on a [’estimation suivante :
||u”ck7[%171w(m <C ||U||Wk,p(ﬂ) )

la constante C ne dépend que de k, p, n et 2.

Démonstration. cf. [5]. O

17
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D’autres inégalités concernent les produits de fonctions.

Lemme 1.1.1. Soient f, g € H*(T"). Alors pour tout o = (ay, -+ ,a,) € N”,
la] <s, ona:

LAD(f e < Calllfll oo - 1D%gll 2 + [lgll oo - 1Dl 2)
2. 1D*(f9) = fD%ll > < CallDfll oo - 1D gl 2 + Mlgll oo - 1D 2)

Lemme 1.1.2. Soient f, g € H*(T™) et so le plus petit entier plus grand que n/2.
Alors pour tout a = (g, - -+ ,a,) € N, || < 59, on a :

LD 2 < Culllf Nl - Nglls + Nlglls, - 11F11)
2. 1D*(fg) = 1Dl 2 < Cs(ID Sl - Nlglls—y + lgllsy - IDf sy

On a des résultats similaires pour le produit matricielle entre une fonction
matricielle et un vecteur.

Lemme 1.1.3. Soient B € H*(T",R" x R"), w € H*(T",R") et s¢ le plus petit
entier plus grand que n/2. Alors pour tout o = (o, -+ , ) € N, |a| < 59, on @ :

L |[Bwl, < Cs([IBll,, - l[wlls + l[wll, - [1B1])
2. |D*(Bw) = BDwl| > < C(| DB, - [wll,—y + [wll, - IDBIl,_y)

Pour plus de détails voir [9].

1.2 Convergence a deux échelles

La convergence a deux échelles, introduite par Ngetseng[I3], est un outil de la
théorie de I'homogénéisation. L’homogénéisation d’'une EDP consiste a étudier son
comportement ainsi que celle de sa solution lorsqu’un parametre tend vers zéro.
Dans notre situation, le parametre est communément noté e.

Nous allons donc donner ici quelques définitions et théoreme sur la convergence a
deux échelles (en anglais two-scale convergence) comme introduits dans les travaux
de Allaire[I] et Ngetseng[13].

On commence par la remarque suivante :

Remarque 1.2.1. Les espaces LP, (R, X),p € [1,00] et C%,.(R, X) traduisent res-

per per
pectivement les espaces LP, C* des fonction 1-périodique a valeur dans un ensemble

X.

Dans notre situation l’ensemble X est un espace de Banach.

Définition 1.2.1. Une suite de fonctions (v) dans L>=([0,T), L*(T?,R?)) converge
a 2-échelle vers V € L>([0,T), L. (R, L*(T? R?))) si pour tout

per

i € C([0, T}, Cper (R, L*(T?, R?))),
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on a :

15%/T/ (¢, 2)0 t ' dtd:v—/ /T /01V(t,9,x)w(t,6,x)d6dtda:

L. 2—s
On note souvent cette limite par : v =V
Nous terminons en donnant un théoreme de convergence a deux échelles.

Théoréme 1.2.1. Si une suite de fonctions (v°) est bornée dans L>=([0,T), L*(T? R3)),
alors il existe une sous-suite encore notée (v°) et une fonction

Ve L>([0,7), L2, (R, L*(T?,R?))) telle que v° =y

per

Pour la preuve du théoreme cf [12], [1].

1.3 Méthode des volumes finis

La méthode des Volumes Finis est une méthode de discrétisation qui est bien adap-
tée pour la simulation numérique de divers types d’équation aux dérivées partielles
(elliptique, parabolique ou hyperbolique).La méthode a été largement utilisée dans
plusieurs domaines de l'ingénierie : en mécanique des fluides, en calorimétrie, les
problemes transfert de masse, en ingénierie pétroliere etc.

La méthode de Volumes Finis est construite a partir d’'une formulation intégrale
basée directement sur la forme forte des équations a résoudre. Les intégrales ne
portent pas sur tout le domaine dans lequel sont posées les équations, mais sur
des cellules disjointes appelées volumes de controles. En comparaison, la méthode
des Eléments Finis s’appuie également sur une formulation intégrale des équations,
appelée formulation variationnelle (ou encore formulation faible) faisant interve-
nir des “fonctions tests” et ou les intégrales portent sur tout le domaine. Dans la
méthode des Volumes Finis, les termes de divergence apparaissant dans les EDP a
résoudre sont traités en utilisant le théoreme de la divergence. Ainsi, les intégrales
de volume d’un terme de divergence sont transformées en intégrales de surface. Ces
termes de flux sont ensuite évalués aux interfaces entre les volumes de controle et
les flux aux interfaces sont approchés par une fonction de flux numérique. La mé-
thode des Volumes Finis a été initialement développée et mise au point pour des
lois de conservation hyperboliques. Elle est conservative car on impose que le flux
entrant dans un volume de contrdle soit égal au flux sortant du volume adjacent.
Cette méthode est par conséquent tres bien adaptée a la résolution de lois de
conservation. Son développement pour des équations elliptiques et paraboliques
est plus récent. Un avantage de la méthode des Volumes Finis par rapport a la
méthode des Différences Finies est qu’elle permet de résoudre des EDP avec des
géométries complexes dans la mesure ou elle utilise des maillages non-structurés.
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Dans la méthode des Volumes Finis, le domaine (supposé polygonal) est discrétisé
par un maillage constitué de volumes de controles qui sont des (petits) volumes
disjoints en 3D, des polygones en 2D, des segments en 1D.

1.4 Problemes combinatoires

1.4.1 Probléemes et Formulations

Un probleme d’optimisation combinatoire est un probleme mathématique consis-
tant a trouver dans un ensemble discret la ou les “meilleures” solutions minimisant
ou maximisant une fonction donnée. En général, I’ensemble discret ou les solutions
sont cherchées est trop grand pour étre exploré exhaustivement. La résolution du
probleme se heurte a une explosion dite combinatoire du nombre de combinaisons
possibles. On peut formellement caractériser cette explosion par la théorie de la
complexité qui propose une classification des probléemes en fonction de la com-
plexité de leur résolution. Par complexité, on comprend généralement une estima-
tion du nombre d’instructions a exécuter ou du temps d’exécution pour résoudre
les instances de ce probleme, par un algorithme donné. Cette estimation est un
ordre de grandeur par rapport a la taille de I'instance. Les travaux théoriques dans
ce domaine ont permis d’identifier différentes classes de problemes en fonction de
la complexité de leur résolution.

1.4.2 NP-difficile et polynomiale

Les classes de complexité ont été introduites pour les problemes de décision,
c’est-a-dire les problemes posant une question dont la réponse est “oui” ou “non”.
Pour ces problemes, on définit notamment les classes suivantes :

— La classe P : c¢’est I’ensemble des problémes polynomiaux, i.e., pouvant étre
résolus par un algorithme de complexité polynomiale. Cette classe caracté-
rise 'ensemble des problemes que I'on peut résoudre “efficacement”.

— La classe NP : c’est 'ensemble des problémes polynomiaux non détermi-
nistes, i.e., pouvant étre résolus par un algorithme de complexité polyno-
miale pour une machine non déterministe (que I'on peut voir comme une
machine capable d’exécuter en parallele un nombre fini d’alternatives). In-
tuitivement, cela signifie que la résolution des problémes de NP peut né-
cessiter 'examen d’un grand nombre (éventuellement exponentiel) de cas,
mais que I’examen de chaque cas doit pouvoir étre fait en temps polynomial.

— La classe N'PC ou N'P-complets : c’est 'ensemble des problémes NP qui ne
sont pas plus compliqués a résoudre, a un facteur polynomial pres, que n’im-
porte quel autre probléme N P-complet. Ainsi I'existence d’un algorithme
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capable de résoudre un probléeme NP-complet en temps polynomiale en-

traine 1'obtention d’un algorithme efficace pour la résolution de tous les

autres problemes de cette classe.
Du fait de la conjecture P # NP, largement approuvée, il n’existe aucun algo-
rithme & ce jour capable de résoudre en temps polynomiale un probléme N P-
complet. Dans le cas d'un probleme d’optimisation associé a un probleme de dé-
cision N'P-complet on parle de probleme N P-difficile(NP-hard). Malgré la puis-
sance actuelle des ordinateurs le temps d’exécution d’un algorithme exacte de réso-
lution d’un probléme NP-difficile reste trés élevé dés que les instances deviennent
“grandes”.

Le “probleme du voyageur de commerce” est par exemple 'un des problemes
combinatoires NP-difficile les plus connus en optimisation. Il est étudié depuis
le 19¢éme siecle. Il consiste a déterminer une tournée de colit minimal pour un
voyageur de commerce lui permettant de rendre visite a ses clients supposés se
trouver dans des villes différentes. Cette tournée doit passer sur chaque ville une et
une seule fois avant de revenir a la ville de départ. Le probleme a d’innombrables
applications pratiques notamment pour la collecte d’entités ou les tournées de
véhicules. La plus grande instance qui ait été traité jusqu’a présent compte 7397
villes. Il a fallu trois années a une station Sun pour déterminer la solution optimale.
La difficulté de résoudre exactement ces problémes couplée a la nécessité de trouver
des solutions pour les applications pratiques a favorisé ’émergence de méthodes
heuristiques ou méta-heuristiques permettant de calculer rapidement (en temps
polynomial) de bonnes solutions mais sans garantie d’optimalité.

1.4.3 Les heuristiques et métaheuristiques

Les heuristiques sont des méthodes de résolution de probléemes d’optimisation
qui n’offrent pas de garantie d’optimalité mais qui peuvent fournir une bonne so-
lution approchée en temps raisonnable. Les métaheuristiques sont généralement
des algorithmes pouvant optimiser une large gamme de problemes différents, sans
nécessiter de changements profonds dans ’algorithme employé contrairement aux
heuristiques qui sont des algorithmes particulierement adaptés pour un type de
problemes. On compte de nos jours une grande variété d’heuristiques et métaheu-
ristiques : recherche tabou, algorithme génétique, essaims particulaires, colonie de
fourmis etc. Suivant les cas, ces méthodes se sont avérées étre tres efficaces pour
donner de tres bonnes solutions. N’ayant pas de garanti d’optimalité les valeurs
correspondantes a ces solutions sont des bornes supérieures (resp. inférieures) dans
le cas d’'un probléeme de minimisation (resp. maximisation). En calculant par une
autre technique, une borne inférieure a la valeur optimale, on obtient ainsi un
encadrement de la solution optimale, appelé Gap en anglais qui permet de me-
surer I'erreur ou lerreur (ou écart) relative entre la borne supérieure et la borne
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inférieure. Une petite erreur indique une solution heuristique proche de la valeur
optimale. Nous allons donner quelques détails sur certaines des heuristiques que
nous avons utilisées dans cette these. D’'une maniere générale, toutes ces heuris-
tiques sont soit sur la notion de voisinage ou sur celle de population. Le voisinage
d’une solution donnée est ’ensemble des solutions que 1'on peut atteindre depuis
la solution de départ par une ou des séries d’opération élémentaires de transforma-
tion. La population quant a elle est un ensemble de solutions que 1’on fait évoluer
en essayant de I'améliorer par rapport a ’objectif recherché.

1.4.3.1 Heuristiques gloutonnes

Le fonctionnement d’une heuristique gloutonne est similaire a celui d’un al-
gorithme glouton exact. En effet un algorithme glouton construit pas a pas une
solution localement optimale dans I'espoir que ce choix menera a la solution glo-
balement optimale. De plus, sans jamais revenir sur ses décisions, a chaque étape
il effectue le choix censé étre le meilleur. Ainsi dans certains cas cette approche
permet d’arriver a une solution globalement optimale, on parle d’algorithme glou-
ton exact, mais en général c’est une heuristique dite gloutonne.

1 Initialisation Ens = FE,

2 Solpartielle= ensemble (ou suite) "vide";

3 Calcul "glouton"

4 while Solpartielle non Solution ( et Ens non vide) do

5 select(x, Ens) on choisit x selon critére glouton;
6 if Solpartielle + x est une solution partielle then

7 ‘S:S+$

8 end

9 dans certains problémes, c’est toujours le cas
10 Ens = Ens —x, x ne sera plus considéré;

11 end

Algorithme 1 : Heuristiques gloutonnes
Il existe de nombreuses heuristiques gloutonnes dédiées a des problemes clas-
siques : coloriage de graphes, affectation, mise en sachets,... certaines donnant de
bons résultats et étant tres utilisées.

1.4.3.2 Recherche d’un optimum local (Hill Climbing)

Les méthodes de recherche locale consiste a partir d’une solution données, a
explorer le voisinage de celle-ci a la recherche d’'une meilleure solution. S’il n’existe
pas de voisin meilleur que notre solution, le processus s’arréte. Un optimum local
a été trouvé. Sinon, le meilleur des voisins est choisi et on recommence. Une autre
implémentation consiste non pas a passer au meilleur des voisins a chaque étape
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mais au premier meilleur. La convergence vers un optimum local pouvant étre tres
lente, on peut éventuellement fixer un nombre de boucles maximum, si on veut li-
miter le temps d’exécution. Cette méthode a I'inconvénient de “rester bloqué” dans
un optimum local qui peut étre treés bon ou tres mauvais selon le point de départ.
Si la solution de départ est donnée par une heuristique déterministe, I’algorithme
sera déterministe. Si elle est tirée au hasard, on a un algorithme stochastique. Dans
ce cas, plusieurs exécutions sur la méme instance pourront donner des solutions
différentes. La taille du voisinage d’une solution est ici importante. Si les voisins
sont tres nombreux, on a de fortes chances de trouver 'optimum global mais les
visiter tous peut prendre du temps. Inversement, un voisinage restreint permet
une exploration plus rapide mais avec le risque de rester bloqué dans un optimum
local de “mauvaise qualité”. La taille du voisinage est donc un compromis entre
efficacité et qualité.

1.4.3.3 Recherche Taboue

Dans ce type de métaheuristique, on recherche a chaque étape le meilleur voi-
sin, mais en limitant la recherche aux voisins non tabous. Un voisin est considéré
comme tabou si on a exploré cette solution durant les N précédentes itérations.
La maintenance d’une liste tabou de voisins peut étre trés cotiteuse. On se borne
donc souvent a stocker les transformations effectuées et non les solutions tabous.
A chaque itération, on choisit le meilleur voisin (ou un meilleur voisin selon le cas)
correspondant & une transformation non tabou. On effectue cette transformation,
puis on la place dans la liste (file) tabou, et on élimine la plus ancienne transforma-
tion de cette liste si la file est pleine. Si la solution actuelle est la meilleure trouvée
depuis le début, on la stocke. On s’arréte soit apres un nombre fixé d’itérations,
soit apres un nombre fixé d’étapes n’ayant pas améliorées la solution. La méthode
"tabou" peut étre vue comme une généralisation de la recherche d’un optimum
local qui correspond au cas ou N = 0.

1.4.3.4 Le recuit simulé (simulated annealing)

La méthode du recuit simulé est inspirée de la technique dite du recuit utilisée
dans la fabrication du verre ou de métaux [15]. L’idée de la technique physique
du recuit consiste a porter d’abord a trés haute température la matiere que 1'on
veut fagonner. La forte chaleur a pour conséquence la mise en mouvement des
atomes constituant la matiere qui ainsi s’entrechoquent et changent souvent de
position. La matiere est ensuite portée progressivement a des températures basses
qui ont pour effet de ralentir le mouvement des atomes jusqu’a ’atteinte d’un ni-
veau d’énergie minimale ou la matiere prend sa forme définitive. L’interprétation
de ce procédé en terme d’algorithme d’optimisation est la suivante. Partant d’une
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solution quelconque, on tire au hasard une autre solution dans son voisinage. Si elle
est meilleure, on I'adopte ; sinon elle n’est retenu qu’avec une certaine probabilité.
Cette probabilité va dépendre de la dégradation de la valeur de la fonction objectif
et du temps écoulé depuis le lancement de I’algorithme. Au début cette probabilité
sera forte a I'image de la haute température du procédé du recuit induisant de
multiples changement de position pour les atomes. A mesure que le temps avance,
cette probabilité va diminuer a I'image de la diminution de la température. L’al-
gorithme s’arréte quand aucune solution ne permet de réduire le cotit de I'objectif,
et qu’aucune de celle-ci ne peut étre choisie pour une nouvelle exploration.

1.4.3.5 Algorithme génétique

Les algorithmes génétiques ont été créés par J. Holland (75)[8] puis développés
par David Goldberg. Ils sont basés sur la notion de population et sur des principes
de génétique dont la survie des individus les mieux adaptés et la recombinaison
génétique. Contrairement aux algorithmes précédents qui essaient d’améliorer un
unique “individu-solution”, les algorithmes génétiques font évoluer une population
de solutions. Le principe de base est de simuler I’évolution d’'une population de
solutions avec les regles citées ci-dessus en vue d’obtenir une solution ou un en-
semble de solutions les plus adaptées. Le principe de la méthode comme énoncé
par Goldberg est qu’a chaque génération, un nouvel ensemble de créatures arti-
ficielles est créé en utilisant des parties des meilleures solutions précédentes avec
éventuellement des parties innovatrices [7].

1.5 Plan

Notre travail est ainsi réparti. Dans la partie 1, le probléeme de transport de
dunes de sable sous-marines est traité. Le modele proposé pour ce probléme est
détaillé dans le chapitre 2. L’étude en termes d’existence de solutions et d’homo-
généisation est faite dans le chapitre 3. Cette partie se termine sur des résultats
de simulations numériques présentés au chapitre 4. La partie 2 est dévolue a un
cas simple de modele de trafic routier et au probleme d’optimisation simultanée
d’un réseau de transport et de la localisation de ses activités. Le modele développé
pour ce probleme est présenté au chapitre 6. Ce modele est reformulé a la section
6.3 par des techniques de linéarisation permettant 1'utilisation des techniques de
résolution exacte. Une méthode heuristique de résolution est présentée a la section
6.4. Les algorithmes proposés sont ensuite testés a la section 6.5 sur des données
académiques et sur des cas réels de la ville de Dakar.
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Premiere partie

Transport de dunes de sable sous
marine prés des cotes ]

1. Dans cette partie, nous avons tiré une publication : Coupling the shallow water equation
with a long dynamic of sand dunes, Mouhamadou Aliou M.T. Baldé and Diaraf Seck, in Discrete
and Continuous Dynamical Systems - Series S (DCDS-S), Vol. 9, no. 5, pp 1521-1551, october
2016.
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Chapitre 2

Introduction et modele

2.1 Introduction

L’érosion cotiere est un phénomene naturel qui existe depuis des temps im-
mémoriaux. Elle a un impact humain et économique important sur le monde en
particulier pour les pays cotiers. Par exemple, ce phénomeéne menace 1’ensemble de
la cote sénégalaise en Afrique de I’Ouest. L’érosion cotiere peut étre décrite comme
un probléme de transport de sable ou de sédiments causé par le mouvement de la
mer.

Dans ce travail, nous couplons une équation dynamique des dunes de sable a long
terme (LTDD en anglais) cf [9] avec une équation dynamique d’océan peu pro-
fonde (SWE en anglais). Ce couplage modélise le mouvement des dunes de sable
sur une longue période sous l'effet du mouvement de la mer en zone cotiere.
Certains auteurs ont travaillé sur le couplage de I’équation de Saint-Venant avec
des équations de la dynamique des sédiments et des résultats intéressants en ont
été obtenus, voir [3], [7]. Dans leurs études, les auteurs de ces travaux ont considé-
rés tout type de sédiments, avec l'accent mis sur un point de vue numérique. Dans
[4] C. Berthon et al ont donné une solution analytique exacte pour I’équation de
shallow water couplée a 1’équation d’Exner sous I’hypothese d'un état d’équilibre
de I’écoulement c’est a dire pour une décharge d’eau uniforme donnée. Et cette
solution est valable pour une large famille de sédiments qui sont utilisés dans la
modélisation de I’érosion, comme le modele de Grass ou ceux proposés par Meyer-
Peter & Miiller (voir [4]). Dans [32], les auteurs ont étudié le systeme couplé d'une
version visqueuse en eau peu profonde et I'équation d’Exner dans le tore bidi-
mensionnelle T?. Dans [2], les auteurs ont montré I'existence d'une solution de
I'équation adimentionnée de shallow water en s’appuyant sur [I7] et [I8]. En outre
ils ont prouvé que le temps d’existence de la solution ne dépend pas du parametre
petit e.

29
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Notre travail est consacré au cas ou 'on considere un type de sédiments : le sable.
Et notre objectif est d’apporter des résultats supplémentaires. En fait, dans notre
étude nous couplons une équation dynamique des dunes de sables a long terme
avec ’équation de shallow water. Et ce couplage implique des situations intéres-
santes et plus complexes a étudier.

Ainsi, nous étudions I’évolution des dunes de sable sous marines sur de longues
périodes en zone cotiere. Un tel probleme est connu dans la littérature comme
probléme morphodynamique, qui consiste a coupler un modeéle hydrodynamique
décrivant 1’écoulement de 'océan et une équation modélisant I’évolution de la to-
pographie.

Pour étudier le phénomeéne morphodynamique couplant le SWE et le LTDD, nous
utilisons un modeéle mathématique, ou les variables inconnues sont une combinai-
son de celles provenant des deux équations d’hydrodynamique et de topographie.
Nous réécrivons les deux équations couplé a la méme échelle en fonction d’un
parametre petit utilisé dans [9] pour obtenir un systéme sans dimension.

2.2 Le systeme couplé

2.2.1 Modeéle

On considere le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant :

5= 2) +V €+ H— 2)u] =0 (1.1
GlE+H=2u +V-[(§+H - 2u®ul+
g€+ H —2)-V(E+H—z)+g(+H-2)Vat (2.1)
fE+H—2)ut + ku =0 (1.2)
2 4 2V - [X(Dape)( — AV2)] =0 (13)

ou :

— t et x sont respectivement les variables de temps et d’espace a deux dimen-
sions.

— La fonction £(¢,z) est la variation d’altitude de la surface libre de l'eau
autour de sa valeur moyenne.

— H est 'altitude moyenne de 1’eau.

— z(t, z) est la hauteur de la dune de sable par rapport au niveau y = —H.

— h(t,z) est la hauteur de ’eau depuis la surface libre de 'eau a la hauteur
de la dune sur la méme verticale. Ainsi h=6+H —2=h—H =¢ — 2.

— On définit m = h — H = £ — z la variation de la hauteur d’eau.

— u(t,z) = (u1,uy) est la vitesse de Peau et u’(t,z) = (—us, uy).
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— Le produit tensoriel
wRu = [ U% U1U9 ]

Uguy U3

Les deux premiéres équations (2.11)-(2.1]2) représentent I’équation shallow water
avec la gravité g, le terme de Coriolis f et le coefficient de frottement k.

Les équations en eau peu profonde (SWE) sont obtenues a partir des équations
de Navier-Stokes, qui décrivent le mouvement des fluides newtoniens. Le SWE
modélise ’évolution de I'océan et d’autres fluides newtoniens incompressibles dans
I’hypothese que la profondeur est faible par rapport a la longueur d’onde du fluide
newtonien. Les équations en eau peu profonde sont la forme la plus simple des
équations de mouvement qui peuvent étre utilisées pour décrire 1’évolution hori-
zontale d'un fluide incompressible, en présence d'une accélération gravitationnelle
et de rotation.

L’équation (2.1]3) est une équation de transport de dunes de sable (cf [9]), obtenue
en utilisant la loi de transport de Van Rijn [30] (voir [10], [I4] pour plus de détails).
D¢ est le diametre du grain de sable, p est la densité du fluide liquide, « est une
constante quel ordre de grandeur est de 100, p € [0,1) est la porosité du sable, A
est la valeur inverse de la pente maximale de la surface des sédiments lorsque la
vitesse de 'eau est de 0, u, est le seuil en dessous duquel la vitesse de ’eau ne fait
pas le déplacement de sable, C' est une constante définie par C' = In( %), h est la
hauteur de 'eau (voir [10]).

Et  x(o) = |003/2| 1?2;8
y
§(t.x)
0 - P RN — —’/," —_ﬁ‘..\ix
u(t,x) -

-

yd N
v Z(L,X) 4

FIGURE 2.1 — Dunes de sable sous marines
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2.2.2 Adimensionnement

Cette technique permet de rendre les équations sans dimension donc intrin-
seques. Les valeurs des caractéristiques que nous utilisons pour la mise a 1’échelle
sont les mémes que dans [9] et [10].

2.2.2.0.1 Les caractéristiques :
— t caractéristique du temps.
— L caractéristique de Pespace.
— & caractéristique de la surface libre de I’eau.
— M caractéristique de la variation d’hauteur.

2.2.2.0.2 Calculs des nouvelles variables et fonctions :
-t/:t; L-x =ux.
e 7) = (it L)
A, 2)) = (i, La').
/' (t ) = u(tt', La").
— M -m/(t',x") =&t La') — 2(tt', La').
Les variables avec le symbole prime (') sont sans dimension.

|
~JERSIA Y|

2.2.2.0.3 Calcul des dérivées :

— Dérivation par rapport a l'espace : V'z'(t,2) = %Vz(ft/, Lxz')
a /7 ! I t_ a — ! e !

— Dérivation par rapport au temps : z(t,x)=—-—=—=z2(tt,Lx
par rapp ps:mrz (t,0) = - )

2.2.2.0.4 Mise a I’échelle de SWE :
Prenons d’abord la premiére équation dans ((2.1)) :

0

5 & =2+ V- [(E+H—2)u] =0.

Elle devient :

18 - ’ - / _ I\ _ ’
?at/(f § —z-z2)+V [(f-f—f—H—z-z)u u]:O
0 & ., .. zu_, [E& . N
t_at/(_ £ Z)+EV [(2 §+Z 2) u]—()
En simplifiant par % on obtient :
0 5/ ’ U g/ ’ H .
at,(§5—2)+fv'[(§§—z +§)U]—0 (2.2)
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Considérons la seconde équation dans (2.1)) :

V(E+H—2)+

E4+H—-2)ul+V-[(+H-2u®u+g(+H-2)-
L= —ku(2.3)

5
g+ H—2)Vz+ f(E+H—2)u

En utilisant les mémes techniques que pour la premiere équation et en simplifiant

par = nous obtenons :

} t“V {(f—z/—l—g)u/@u/}—i—

|G =2+ Dyl
JEEE -+ DV = + D) 4 g (S -+ DVt
Fif (56 =2 + E)u’l =ty (2.4)
L’expression adimensionnée de m est donnée par :
;1 1 1 1 z £
ml = Lm= L) = L2 = L =) = (e -2
g g / / M /

~ Par un changement de variable dans ([2.2)) et (2.4), suivi d’une simplification par
~ et en éliminant la notation ('), on a le systéme adimensionné suivant équivalent

éuZSWE:

B (m) + 2V - [(m+ £ =0
2 [(m+ ] + 2V - [(m+ Hu @] +
g (m + L)V (m + —)+gLu(m+ L\Vz2+ B
ftf(m -+ ﬁ)uL = —%/{ZU
(2.5)

2.2.2.0.5 Mise a ’échelle de I’équation de la dynamique des dunes de

sable en long terme (LTDD) :
Comme on utilise la mise a 1’échelle du papier [9] on donne directement le résultat

de I’équation LTDD sans dimension pour de petites diametres de sable

4 D 3/2 Vi c
% — AalEPtY - [(1 - 3t m)x([ul? - %)V
Dg Dg
D 3/2 u2 ”
= Lo lUhe G (1 - 3 B m)(uf? — %)) (26)
G G
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Finalement le systeme couplé SWE-LTDD adimensionné est exprimé comme
suit :

A [(m + —)u] =0
%(m + ]\]—:;)V(m + g) + gz_b(m + —=)Vz+ B
ftfm+ =)ut = —]t\]/jk:u
Y (0 g Gy~ )9
- fp?: ;?))>L/v - %ﬁ@”"m' -5t o

(2.7)

2.2.3 Taille des parameétres

Dans cette sous-section, nous allons utiliser les mémes tailles de parametres
que celles pour le LTDD dans les papiers [9] et [10].
On considére une période d’observation de ¢ ~ 16 années ~ 5-10%s. On introduit
w, la fréquence de marée et on prend une période de marée d’environ 1 mois c’est
a dire = ~ 1 mois ~ 2.6 - 10%s.
Ainsi on définit :

=2

- A 1
u=1m/s, H=>50m, M =5m et =1et
1—p 1—0p
Dg=7-10"°, zZ=1m, L = 10m, u. = 0m/s
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1 1
On définit un parametre € donnée par : € = — ~ ——

tw. 192
Calculons a présent les constantes du systeme SWE-LTDD :

H 50 w  5-10°
— =" =10, = = =5-10% ~ —¢*
M5 UL 10 ‘
tM  tu g 1 16
T O .98 -5~ —
Lu L u? 3et 4
tz tu gz 1 10
— ===~ —-98- 1~ —
Lu L u®> 3¢t 3et
- — 1
Posons : f = @, = 3.8-107"/s, alors ft = —
€
— . 6 |
Posons : k = Mw,=19-10"" ~2-107"/s alors — = .t = —
M €
Le systeme SWE-LTDD devient :
om 1
- . 10 =0
5 + 3€4V [(m + 10)u]
0 1
g [(m + 10)u] + @V “[(m+10)u ® u] +
10
6—4(m +10)V(m + 10) + @(m +10)Vz+ (2.8)
k
z(m +10)ut = ——u
€ €
0 1 20
P V(1= dem)|uPVe] — V- [(1 - dem)|ufty] =0
at € €2
Remarque 2.2.1. — 1l est a souligner que les variables m, u et z dépendent
de €.

— Nous allons utiliser les méthodes introduites par T. Kato [I7] et S. Klai-
nerman et A. Majda [18] pour étudier le systéme ci-dessus. Mais il est
important de souligner que les matrices provenant de ces systemes ne sont
pas symétriques. Avant d’adapter les méthodes citées juste ci-dessus, nous
avons besoin de symétriser ’équation SWE adimensionnée.

Posons : m =m*, u = u et z = 2¢.

2.2.4 Changement de variable et écriture matricielle

Dans cette section nous faisons un changement de variables puis nous réécrivons
nos équations sous forme matricielle.Le systéeme SWE-LTDD peut étre exprimé
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dans sa forme la plus générale comme suit :

ome

ot

CLl 1
+ 5V [+ 0] =0

9 [(mE + bl)ue] + ‘iv : {(m6 +bHuf ® ue}
1

4 C e gl ey, 4 1\ .e
+€7(m +b)V(m —|—b)~|—?4(m+b)v,z (2.9)
—i—i( <+ phut = —EuE
€ €
%’Zt - %v (1 - beme)\uZ\Ssz]
—E—QV (1 — bem®) [u [u] =0

Avec m€ la variation de la hauteur d’eau, z¢ la hauteur de la dune et u = (uf, u$)
la vitesse de I'eau avec u¢ + = (—us,u), et al,bt, ct, d', a, b, c des constantes stric-
tement positives.

On prend les variables de temps et d’espace respectivement telles que t € [0, 7], T' >
0et x = (z1,22) € T? ou le T? désigne le tore de dimension 2, c’est & dire
T? = R?/Z2.

Nous allons transformer notre systeme en faisant le changement de variables sui-

vant : ( 1)
€ __ € 1 € __ qi — m6+b Ui
q—<m+”>“—<q;> <<m€+bl>u;>

Le vecteur ¢¢ est appelé dans certaines littératures décharge d’eau ou débit. Nous
le considérons ici comme tel.
Alors dans ce cas, on peut écrire :

e @ e G
M e T e
€ 2 € 2 €
e freo 2 | HBT ¢
\u Uy~ + Uy (me+b1)2 |me+b1|
|u5|2 € _ ’qEPqE
(me + b1)3

Dans ce travail, nous supposons que : les dunes sont sous-marines. C’est a dire la
hauteur moyenne de I’eau est plus grande que celle des dunes. Cela se traduit par :
h>0et H> z(t,z) Vt,x. Ce qu'on pourra simplifier en considérant :

Jv>0tel quem+b>v>0
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Alors le systeme (2.9)) devient :

omt 109 ol 1 9 4
- Y e - € =0
Ogi 10 [ a'g® 2| . 10| a'qids
-2 S mf b -
ot e ox [m“}-bl—i_ (m* +b) +(—:48y me + bl
/ ko g d' 1, 0%
Lt il b —
¢ 2 E+bl+€4< * )3x 0
dgs 1 0 [ a'qigs 10| ag® 1y2
-2 - “ S (mf b
8t+e48x[m€+b1 Ty e 2O
kg5 d! 1,02
=qf b )— =0
eq1+ e me+ bl * 64( * )8y
0z 1 [a(l — bem®)|q* |3]82 2 1 [a(l - bosme)|q€|3]82z6
ot 'm0 oz el |me+ b3 0y?
_lﬁ[c(l — b6m6>|q6|2(ﬁ] _ lg[c(l — b€m6)|q€|QQS]
€2 Ox (me + bh)3 €2 dy (me+0b1)3
lg[a(l — bew”f)\q€|3](9zE 10 [a(l — benf)|q€]3]8,zE _0
20x"  |me+b3 1or 20y Ime+bP oy
Il peut aussi étre réécrit comme suit :
e 1 1
E — 7h € o 7P € €
aat €4 Z 8ZE] 61 (U ) A (U y % ) (21())
z
- . E € — . CE
oy 62V AV 2] 62V
me f 1 0
onv:=| ¢ |, h(v)=—=0v""+-H®) avec v" = | —q5 | et
; € € c
43 a3
alcﬁ 019
algp? ¢ 1 a 4ids
F) = (B ) = | et S
a'q5gs a'qs c! 1
b
me + bl m€+b1+ (m +b)°
avec
Fl 1€ 2 a1§11f
1 aq ¢ 1
Fl(’UE)(Ff) m€+b1+ ( _'_b) ,
Ff’ a'qiqs
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) aiqz
FQ2 a'qiqs
Fy(v) = F23 = Ly mEE D! ;
F. a qs c!
2 - j Tt (m + bh)?
0
0 0z¢
B kqs d'(m +b') 5
H(v) = me + bt , P, 2%) = T,
__ kg 1 1, 02¢
€ 1 d € b
a(1 — bem®)|q? c(1 — beme)|g ¢
A = d C°= -
me+ o s (me + b1)3
Remarquons que l’équation
1 1
—h(v) — =P(v°, 2° 2.11
642856] eh(v) et (v, %) ( )

est un systeme d’équations hyperbolique du premier ordre avec un terme source.
Il est souvent appelé équation de loi d’équilibre.Tandis que 1’équation :
0z¢ 1
ot
est parabolique, qui peut étre singuliere ou dégénérée lorsque € prend certaines
valeurs : par exemple quand ¢ = 0 on a un cas de singularité, et quand A = 0
pour des valeurs de € I’équation est dégénérée.
Si on suppose que v est assez régulier au moins dans le sens des distributions

alors :
0 ov®

AV = ;v Nos (2.12)

—F;(v) = D, F;(v) - —, Vj=1,2.
5 Fiv) = DE() - 5o ¥ g
Dans ce cas le systéme devient :
ot 1 1
D,F;(v = —h(v°) — =P (v, z¢ 2.1
642 8l'j € <U> 64 (U7Z) ( 3)
ameFl O F] O F}
ou D, Fj(ve) = 8meF2 Oye F2 Oy F2
8meF3 61F3 82F3
Un simple calcul nous permet de voir que :
0 al 0
alqi 2 ) 2a1qe
. — c4pty — 2 0
D, Fy(v) = (me +b)? +e(mt+b) (me + bY)
a'qigs a'gs a'qi

_(me+bl)2 (me+0bY)  (me+bY)
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et
0 0 at
_ d'qig a'gs a'qs
D, Fy(v) = (me 4 b')? (me + b)) (me + bt)
a'g? 1 1 2a'qs
__ % <1 0 e
(me + b)? Te(m b (me +0b')

A présent on pose A’(v¢) = D, F;(v°), V¥ j = 1,2, pour avoir :

au 13 ve 1, 1
—4 Z 83:] eh(v ) — €—4P(v ,2%) (2.14)

=1

Avant d’étudier D'existence de solution du systeme couplé, nous allons d’abord,
dans la section suivante, faire une analyse du systéme.

2.3 Esquisse d’analyse du systéeme couplé adi-
mensionné

Dans cette section, il ne s’agira pas d’établir des résultats d’existence et d’uni-
cité de solution pour notre systeme couplé. Mais il va s’agir de faire une discussion
sur 'existence de solution en rappelant des notions importantes pour des équations
hyperboliques.

Dans des travaux supplémentaires il serait intéressant de faire une étude plus
complete et approfondie de notre systeme sur I'existence, I'unicité des solutions de
chocs et les questions d’analyse numérique liées.

2.3.1 Equations de Shallow Water(SWE) adimensionné

Nous allons donner la définition d’un systeme d’équation hyperbolique du pre-
mier ordre mais en gardant les notations utilisées pour notre systeme.

Définition 2.3.1. Le systéme d’équation (2.14)) est dit hyperbolique si ¥ £ € R",
la matrice £ AN (V) + EA% (V) + -+ - + £, A™(v6) (m x m) admet m valeurs propres
réelles telles que :

Al(”ié) < /\2<U€’§) <. < )\m(ve’g)

et des vecteurs propres asSoCiés vy,, Ux,,: - , Ux,, qui forment une base de R™, ou
n est la dimension de [’espace et m la dimension de ['inconnu v°.

Remarque 2.3.1. — Dans notre situation n = 2 et m = 3.
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— Le systéme d’équation (2.14)) est de plus dit symétrique si A7(v) est symé-
trique pour tout j =1,--- n.

— Le systéme d’équation (2.14)) est dit strictement hyperbolique si les inégalités
dans la définition[2.3.1] sont strictes, c’est a dire les m valeurs propres sont
distinctes.

Ainsi 'équation (2.14) est un systéme strictement hyperbolique du premier
ordre. En effet les valeurs propres du systéme sont données par celles de la matrice

LAY (v9) + EA%(vF) on € = (&, &) € R?, dans l'ordre croissant :

€ a' (qigl + QE§2)
M (0F,€) = = E T = aled(me 406 + €3).
a'(gi& + ¢56)
A (V6 €) =
Q(U 75) me + bl )
c a'(gi& + g582)
W6 = TG e e )
et les vecteurs propres sont :
1

¢ &y/alct(me 4 bh)
€ 1 -
v, = D aly/& + &

q§ 52 alcl(me + bl)
merl g+ g
0 0
Un, = 1 , si& #0 ouwvy, = —? , si& #0
1
_&
& 1
1
qi gl alcl(me + bl)

+
€ 1
v, =1 " +b al\/& + &3

@ &yJalct(me + b
+
meEb g+ 8
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Cependant le systeme n’est pas symétrique. Ainsi nous allons introduire
une propriété importante dans I’étude des systémes d’équations hyperboliques, la
symétrisabilité initiée dans les travaux de K.O. Friedrichs [II]. Dans la littéra-
ture beaucoup d’auteurs ont eu a affiner cette notion. Nous allons a travers la
proposition suivante, définir la symétrisation au sens de Friedrichs :

Proposition 2.3.1. Le systéme (2.14) est symétrisable au sens de Friedrichs s’il
existe une matrice symétrique définie positive B°(v¢) telle que les matrices :

BY(v) Al (v),j =1, ,n,
soient symétriques.

Remarque 2.3.2. Dans des travaux sur les systemes d’équations hyperboliques de
certains auteurs, cette motion de symétrisabilité au sens de Friedrichs est plutot
utilisée comme critére d’hyperbolicité des systémes de loi de conservation (voir

[23], [24)], [23]).

Le systeme (2.14)) est symétrisable au sens de Friedrichs. En effet, en considé-
rant la matrice BY symétrique définie positive suivante :

1 alqe 2 L qe qs
et € bl o 1 . 2
al[(m5+b1)2 Te(m+b) (me+0bY)  (me+0b)
qi
B = S — 1 0
(me + bt)
%
— 0 1
(4 7)
et en le multipliant dans (2.14}), nous trouvons :
ot 1 & o1 1
B’ > B ——=-B"h(v) - =B’ P(v*, 2 2.15
Gt AN B g = B BP9

avec B = BY. A7, Vi, j =1,2.
B! et B? sont des matrices données respectivement par les expressions suivantes :

€ 1,62 1,62 1 €€
4 aq 1€ | pl a q 1€ | 7l a"q19
_ b __ o ply — =12
m€+bl[(mf+bl)2 ¢ (m"+) (me +b1)? Te(m+b) (me +b1)?
alqs ? X algs
St €4 pt S ) 0
(e o ¢ (M) (me + )
_d'gig 0 _ad'g

(01 - 7)
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€ 1,.¢e 1,6 € 1,62
ds aq 1/, € 1 a 414 a qs 1/, ¢ 1
— b — - b
me+b1[(me+b1)2 ¢ (m +b7)] (me+01)2  (me+b1)? e (m+b)
_ d'gigs . a'g 0
(me + b1)? (me + bl)
B a'gs + el (m€ + bY) 0 _ a'qs
(me 4 b1)? (me + )
Comme
0
kqi c
h(v) = H(v) — fo* "= | “oeapt +fdz :
kg fq
me + bl !
on définit h et p par
kqe 2
(me + b1)?
7/ € € kqf§ ~/ € _€ € €
W) =B h(v)=| 0 pg |, B(v,2) =B P(f, %),
m —|—€b
LU
me + bt !
On obtient finalement :
av 1 2 e 1 1
— —h(v) — —=p(v°, 29). 2.16
Fay B G = ) = i) (216)

Définition 2.3.2. La paire (A, vy, ) formée de la valeur propre et de son vecteur
propre associé est dite vraiment non linéaire si

Uy, - VAk 7£ 0
Et la paire (\g,vy,) est dite linéairement dégénérée si

(5 V)\k =0

Ainsi pour notre systeme, (A\g, vy, ), k£ = 1,3 sont vraiment non linéaires et (Ag, vy,)
est linéairement dégénérée.

Pour avoir I'existence de solution dans le sens classique du systeme on peut
utiliser : les travaux de T. Kato[L7] lorsque z¢ et € sont fixés ou ceux de S. Klai-
nerman et A. Majda[l8] pour 2 fixé et e converge vers 0. Mais l'existence de ces
solutions ne sont valables que pour de petites durées. En effet il apparait rapide-
ment des discontinuités. Et dans ce cas les solutions peuvent devenir régulieres par
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morceaux. C’est & dire le domaine espace-temps [0, T[x T? est séparé par une hy-
persurface X de sorte que de part et d’autre (par exemple €2_ pour la partie gauche
et Q. pour la partie droite), les solutions sont régulieres et de plus la condition
dite de Rankine-Hugoniot est satisfaite sur 'hypersurface de discontinuité ¥. La
condition de Rankine-Hugoniot est la suivante :
[v¢]ng + ;[Fl(vg)]nx + 614[F2(v€)]ny =0

ou n = (ng,ngy,Ng,)" est le vecteur normal unitaire de ¥ allant de Q_ & Q.
[v] = v — v est appelé le saut de v¢ & travers 'hypersurface de discontinuité 3,
et [F;(v9)] = Fi(vy)—Fi(ve), Vi = 1,2 est le saut de Fj(v°) a travers I'hypersurface
de discontinuité X. Avec v< et v{ définies, en un point (tg, o, %) € X, par :

‘= lim v(t,z,y) et v = lim ve(t, z,
B (t,x,y)%(to,.’lto,yo) ( y) + (t7m7y)*>(t0»10’y0) ( y)
(tz,y)eQ— (tzy)EQy

Les solutions régulieres par morceaux sont des solutions faibles pour les équations
hyperboliques. En général pour ces types d’équations, la condition initiale est
insuffisante pour obtenir 'unicité de solution, de ce fait, on introduit la notion
d’entropie. En effet il s’agit de chercher la solution qui satisfait a la condition
d’entropie : c’est la solution physique.

On donne, ci-dessous, la définition de I’entropie.

Définition 2.3.3 (entropie). Une fonction n € C*(R3,R) strictement conveze est
appelée entropie pour (m, si il existe q1,qx € CH(R3,R) appelés flux d’entropie
tels que pour s € R? :

Dyqi(s) = Dan(s) - DsFi(s), Vi=1,2
Et (n,(q1,q2)) est appelé paire de flux d’entropie.
En appliquant la définitio sur I'équation (2.11]), on obtient la condition d’en-

tropie suivante :

0 1 & 0 1

—n() + = > —q;(v°) — —D; h(v) =0,

)+ & 2 ) = D)
si v€ est régulier. Mais pour v régulier par morceaux la condition d’entropie de-
vient : ,

0 1 0 1

—n(v°) + = E —q,(v) — =Dy h(ve) <0

atn(v ) + el i axj q](v ) € 77(8) (U ) —

On peut donner une définition plus générale de la notion d’entropie pour les so-
lutions faibles non forcément régulieres par morceaux. Cette forme générale de
I’entropie est souvent appelée entropie paramétrisée ou en dimension un, entropie
de Krushkov.
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Définition 2.3.4. Une paire d’entropies paramétrisée est une paire de fonctions
77(% k)7 Q(ua k); avec q = (QIaq2>a qi1,q2 € Cl(R3) pour U,k’ S Rga telles que
(n(u, k), q(u, k)) est une paire d’entropies pour tout k et

77(% k) = ?7(k7u), Q(uv k) = Q(ku u)

Remarque 2.3.3. Pour les lois de conservation scalaires, la paire d’entropies de
Krushkov est :

n(u, k) = lu—Fk[, q(u, k) = sgn(u—k)(f(u) = f(k)), k €R.

D’autres cas de solutions faibles sont les solutions chocs introduites par A.

Majda [23]. Elles ont été étudiées par beaucoup de chercheurs dont A. Majda[22],
[23], [24] et plus tard G. Métivier[25],[26]. A. Majda, dans ces travaux, a prouvé
I’existence de solutions chocs frontaux multidimensionnelles pour les lois de conser-
vation hyperboliques. Ces types de solutions sont des cas de solutions régulieres
par morceaux, dont 'hypersurface de discontinuité ¥ est réguliere(C?).
Les solutions chocs sont caractérisées par les valeurs propres du systeme hyper-
bolique. Ainsi a chaque valeur propre A, de notre systeme hyperbolique, calculée
précédemment, est associé un type de choc : 1-choc, 2-choc et 3-choc, ot les in-
dexes 1, 2, 3 sont les indices des valeurs propres correspondantes. Ainsi pour ces
types de solutions, on peut donner une autre définition d’entropie : entropie de
Lax [20].

Définition 2.3.5 (chocs de Lax ou entropie de Lax). On considére la vitesse
de propagation de la discontinuité o. Un saut de discontinuité est appelé k-choc,
k=1,2,3, si les inégalités suivantes sont satisfaites :

Me—1(v9) < o < Mg (v9)
(2.17)
Me(vS) <0 < X1 (V%)

Remarque 2.3.4. — Si pour un k-choc, on a \p(v$) = 0 = X\(ve), alors on
parle de discontinuité de contacte.

— Conformément a la déﬁm’tio si (A, va,) est vraiment non linéaire,
alors le k-choc est un choc frontal a gauche ou a droite par rapport a ..
Tandis que si (g, vy,) est linéairement dégénérée, alors le k-choc est une
discontinuité de contact.

Ainsi les discontinuités 1-choc et 3-choc sont des chocs frontaux respectivement &
gauche et a droite de X, tandis que la discontinuité 2-choc est une discontinuité
de contact.
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2.3.2 Equation morphodynamique dans le long terme (LTDD)

L’équation est une équation parabolique qui est dégénérée si A° = 0.
L’équation a été pour la premiere fois proposée par I. Faye, D. Seck et E. Frénod[10]
ainsi que dans la these de 1. Faye, pour modéliser le mouvement des dunes de sables
sur une longue période. L’existence de solution de ce type d’équation(parabolique)
est donnée par O. A. Ladyzenskaja et al[19] et I. Faye et al[9]. Nous terminons ce
sous paragraphe en disant que le systeme couplé va faire 'objet d’une étude plus
détaillée dans le prochain chapitre.
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Chapitre 3

Résultats d’existence et
homogénéisation

3.1 Etude de régularité et estimation

Dans cette section on étudie des questions de régularité et on donne quelques
estimations qui seront utilisés dans la suite.On prouve la régularité et plus préci-
sément la C*-différentiabilité des coefficients du systeme couplé mis en place au
chapitre précédent.

Pour un entier k¥ > 0, on note par CF(R3 R3), I'espace des fonctions définies sur
R3 & valeurs dans R? k-fois différentiable et dont les dérivées sont continues et
bornées. De méme on définit CF(R3, B(R3)) comme étant I'espace des fonctions
définies sur R? & valeurs dans B(R?) k-fois différentiable et dont les dérivées sont
continues et bornées, avec B(R?) représentant 1'espace des opérateurs bornés de
R3 dans R3.

Soit s un entier positif et H*(T? R?) I'espace de Sobolev classique des fonctions
définies dans le tore T? = R?/Z? & valeurs dans R? dont les dérivées partielles au
sens des distributions sont dans les espaces de Lebesgue L*(T? R?). On définit la
norme dans l'espace de Sobolev H*(T? R?) par : pour tout o = (a, ag) € N?

1/2
- 1ls = (Z ||Da-||o) , olt |a| = a; + ag,

laf<s

lulls = > [ullZe.

1<i<3

On définit la norme dans L ([0, T], H*(T? R?)) par :

oz = ma [0l

47
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de méme que la norme dans Cj(R?, B(R?)) :

181, = 3 sup |25 B

al<s
ou [||-]|| est une norme de matrices définie comme suit :
[[|B(u)]|| = Neo(B? (u)) = max, |B],(u)], avec |- | est la valeur absolue.

ou bien la suivante qui est équivalente :

B = 1Bl = as,( 3 1Bh(w]) = sup 1Z 10 e

=F=T1<k<s p#0 [IPllo
avec ||p|loc = max |p;|, p = (p1,p2, ps)'
et une norme dans Cj (R3 R3) :

hlle; = 3 (suplIDgh(p)]lse)

la|<s PER

Dans la suite nous allons considérer la notation suivante :
| - [[gn = || - || définit la norme euclidienne R™, n > 2.

Proposition 3.1.1. Soit wy € H*(T? R?) et r > 0. On suppose que s > 2 (ou
s > 3) et soit v¢ € Il = {v € L>([0,T], H*(T*,R?))/ ||v — wol|s < r}. Alors :

1. B € C§ (R B(R?)), 0<j <2

2. h € C3(R% R?)

3. A() et C¢() sont respectivement C(R?) et Cg(R3 R?).

Preuve de la proposition[3.1.1. Comme v¢ € II, on a v° est borné. Ainsi pour
conclure sur la nature bornée des coefficients, on les majore a constante multi-
plicative et additive pres par [[v¢[|, ;.

1. En premier on prouve que pour 0 < j < 2, B7 est un opérateur borné. Pour
ce faire, on prouve que chaque coefficient des matrices B’, j = 0,1,2 est
bornée dans les normes matricielles définis ci-dessus.

Commencgons avec un premier coefficient pour i = 1,2 :

€ 1,62 1 €€ 2
q; aq 1 1 a q;4q 1
— 4P| = [— BT plge
|m5+b1[(mf+bl)2 c (m + )” |(m€+b1)3 C QZ|
a1q§q€2 al 1
| i

it 1 e < €€ 2 1€ < a 1 €
(e o~ © Gl Sppylaid T+ el = max(fe el
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Alors, on obtient :

’ qf [ alqe 2

me _|_b1 (me +b1)2 - Cl(me +b1)” S CHUGHS(HUEHE + 1)

A présent, regardons un autre coefficient :

—a'g ? 1 1 at o 2
i+l ] S max( el a7+ ]+ )
—a'qs 1 1 2
s+t + 0] <O+ [l + 1)
_ 1€ €
Pour les coefficients |M| on obtient :
(me + bl)?
—d'gig; | a @ 3
< € €| < € € < €2
|(m€ +bl)2| — (V)Q‘quqQ‘ — (V>2Hq1H5Hq2HS — (I/)QHU Hs

Un autre coefficient avec i = 1,2 :

alqs al al al
< Sl < Tl < Sl

Pour le coefficient suivant, on a :

1 ct c
1 € 1 €2 €
(m€+bl)2+c(m +b)]|§(y>2‘q’ +E’m’+ al

Enfin pour le dernier coefficient, i = 1,2, on obtient :

1 alqs 2

=l

al

—4 Lo 1, . 1.
< —|gf| < —||gt < =
sl < Sl < gl < 1.

Ainsi on conclut que V k,1 = 1,2, 3 il existe C' > 0 tel que
Bl < O[22 + [[olsr + 1) < 00
Alors pour j =0,1,2
1B (v)| < C([v"[l3 7 + [[o]sr + 1) < 00

Comme chaque coefficient de la matrice B’(£), j = 1,2, 3 est s-continument
dérivable par rapport a & € R3, on en déduit que

Ve e RS |||DgBI(¢)||| < oo with DEBI(8) € C*o/(R?, B(R?))
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Dot B/ € C*(R? B(R?)) et est borné = BI € Cj(R? B(R?)).
En effet

VE e R? ‘HDQBJ H‘ < 00 = sup
€ER3

‘DgBJ H’ <oo& ||B

Cs<OO

Ainsi B € C3(R3 B(R?)), Vj =0,1,2.

. Montrons que h € Cf(R?,R?).
kqe 2
(me + bh)?
(1o kq
h(v) =1 — €
v) me + b MRAC
Cme + A Jd
On peut voir que Vi = 1,2,3, h; € C*(R?) alors h € C*(R3,R3). 1l reste
maintenant a montrer que chaque coefficient de h est borné :

kqe2 k o
— |m| < ﬁ”v 115
kql € k € € €
— = fl < il + flagl < Ol
kqo ; ;
— - el s el

Dot 3C >0, Vi=1,2,3, k| < C|lv|lsx(|Jv] sz + 1)
Par le méme raisonnement utilisé pour B’, j = 0, 1,2, on obtient ||Do‘h( )||rs <

00, ce qui implique que HhHle = > (supHDah( )lgs) < oo, donc h €
|a|<s pER

O3 (R, R?).
. Enfin pour A°(v¢) et C¢(v°) on obtient :

a(l —bem)||¢°]®*  a . a

€3
|me+b1|3 — ]/3 — 1/3 H

JA“(v%)] =

€(,,€ ’C(l B beme)\ quH2 quH c € c
1C ()| = < =l < =

ell3
’m€+b1|3 - 3 - 3 ||’U || :

Et comme ci-dessus on prouve que A() et C¢() sont respectivement C§(R?)
et C3(R3, R?).
[
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3.2 Existence, unicité et estimation

Nous allons proposer dans cette section un théoreme d’existence et des résultats
d’estimation pour le systeme couplé SWE-LTDD. Avant d’exposer notre contribu-
tion, notons que dans [4] C. Berthon et al ont donné une solution analytique exacte
pour I’équation en eau peu profonde couplée avec ’équation de Exner pour une
décharge d’eau uniforme. Ces résultats restent valables pour notre systeme cou-
plé. Mais nous utilisons la méthode proposée dans [18] pour montrer Iexistence et
I'unicité et donner des estimations de notre systeme couplé sans supposer que la
décharge d’eau est uniforme.

Dans notre contexte, puisque le parametre petit € peut étre tres proche de 0 cela
mene a des singularités sur les coefficients du systeme qui deviennent grand et
I'intervalle de l'existence de solutions classiques de peut tres rapidement
devenir nul. Par conséquent, nous sommes dans les situations décrites dans [1§]
et notre objectif est d’utiliser la méthode introduite par S. Klainerman et A. Ma-
jda pour étudier notre systéme hyperbolique. Pour cela, on a besoin d’introduire
d’abord quelques définitions et notations avant de continuer. Toutes ces définitions
peuvent étre trouvées sous leur forme générale dans [18].

Soit w un vecteur découpé, défini comme suit : w := “(wy, ws), w; € R, wy € R2.
Soit d() une fonction de € telle que l;n% d(e) = +00. On définit la norme au carré

associée au découpage de vecteur introduit dans la section précédente par :
lwll? = d(€)? fwn]® + [|we]
En considérant une matrice bloque D associée au découpage de w, définie par :
D11, D
p=(Dbs)
Alors on définit les normes associées suivantes :
D], = [Du| + d(€) [ Diz| + d(€) ™" | Dot | + | Dao|
[D], = d(€)7[Dui| + d(€) ™ (|Dia| + [Danl) + [ Das|
Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que :

[Dwl[; < CID - [[wl]

€

((Dw, w)| < CD] [Jwl], - [[wl],

pour tout vecteur w avec une norme définie comme ci-dessus.
On définit également une norme de Sobolev associée par :

2 2 2
lwllse = d(e)* willy + flwall;
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pour tout entier s tel que s > sp+1 ot sp = 1. Pour 'espace C([0, T, H*(T? R?))N
C([0,T], H~Y(T? R?)), on définit les normes :

H!lee,TZtSElp w1l

)

dw
@l = o, + | %00

s—1,e

Introduisons a présent une notion importante pour notre travail : la notion de e-
équilibre que nous devons satisfaire pour que la méthode introduite dans [I8] soit
valide.

Définition 3.2.1. Le systeme , satisfaisant a la théorie de Friedrichs est dit
e-équilibré autour d’un point fizé v°, si les conditions structurelles suivantes sont
vérifiées :
Il existe 6 > 0 indépendant de € tel que les quantités suivantes soient finies :
01.5(A7.0°,0), 014(h,0°,8), 014(P,v°,6) < oo pourj=1,2¢ets>so+1, (3.1)
Y1.1(B?,0°,6) < 0o pour j=0,1,2 (3.2)

Avec

91,5('7 an 5) - 01,5(')
= r?_a)x[ > d(e)™" max HDED;? : (pl,pg)He] (3.3)

0 _0| <
1< 51| +]s2|<s llp—v “5—6

et

71,5("'00’5) = 71,5(')
=max[ Y de) ™ max [DRDZ-(pp2)ld  (34)

e—0 0| <
1§|51|-H82|§8 ||p v ”5—5

La matrice B°(v°,¢) étant symétrique définie positive, (B°(v°, €)w,w)? définit
une norme dans R? et par I’équivalence des normes en dimension fini on obtient
la relation :

m|wl? < (B°(0°, ejw,w) < M |[w]?, (3.5)

pour v° donné.

Remarque 3.2.1. Comme B°(v°,€) est symétrique définie positive, m et M sont
respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre et m > 0, M > 0.
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De plus la norme ||||_ vérifie les propriétés suivantes :

[Bwl, < C|Bl| [lwll (3.6)
[(Bw, w)| < C[B][lwll [lw]. (3.7)

ol (, ) est le produit scalaire dans R3.

Comme dans [I§] nous donnons quelques hypotheéses sur la condition initiale du
systeme hyperbolique avant de poursuivre notre étude.

On considere la condition initiale définie par : v“(t = 0,2) = vo(x) + 05(x), avec

vo = (v}, vl!) telle que :

2 ) 0
I. v} constant, ’U(I]IH + X:AJ(UO,E)ﬂ <K,
’ j=1 axj s—1,e
2 ] Ove CI2
I1. ||S° A(vg, €) 22 <K, (C12)
=1 O;
J s—1,e
I |ogll,, <4,
ott § > 0 est & choisir suffisamment petit.
La condition initiale (CI2)) implique que v vérifie :
I. wvy€ H(T%R3), s >so+1
II. v{ constant,
(CI1)

31)0

2
ITT.|[S° Al (vg, €) 220 <K
jzl (1}0 6) axj

s—1,e

Remarque 3.2.2. 0 est une petite perturbation de la solution initiale vy. Comme
mentionné dans [18], la méthode proposée par S. Klainerman et A. Majda est
applicable pour ces types de condition initiale.

La premier résultat fondamental est le suivant :

Théoréme 3.2.1. Supposons que v<(0,x) satisfait (CI9), z¢(0,x) = 2°(z) tel que
2% € HYT?). Alors il existe T > 0 ne dépendant pas de € tel que pour tout €
tendant vers 0, Le probleme de Cauchy suivant :

ot 1 & ove 1 1
_ J (€ I [ € €

BT +64]§:1A<v)8x]- 6h(v) 64P('U,z)
0z¢ 1 1

- . €(,,€ € — L€ 3.8
- SV AV = 5V e (3.8)
v(0, ) = vo(x) + 05(x)
2(0,2) = 2°(x)
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admet une unique solution

(v¢,2z¢) € C([0,T], H*(T?,R3)) N CL([0, T), H*~1(T? R3)) x L>([0,T), L*(T?)).
Et \JAc(v9)Vz¢ € L*([0,T), L*(T?)).

De plus les estimations suivantes sont vérifiées :

124/ o< 0,7y, L2(12)) < 7,5

|Vt o=

1y

L2([0,T],L3(T2))
_ dve (t)
“(t) — " <A
! ( ) ! € ‘ dt s—1,¢e B

pour tout t € [0,T], avec A une constante indépendante de € et 7, 3" des constantes
dépendant de €.

La preuve est basée sur la méthode introduite par S. Klainerman et A. Majda dans
[18]. En fait on prouve que pour une suite v“"~! bien choisi dans un certain espace
a définir, le systeme suivant :

8,0671 1 & vEmT v 1 €,n— 1 €n— €n
PN AT = T - Pt )

8 = i 61 (3.9)

Z€n el en—1 €,n _ . CE(en—1

S = SV ATV = V)

admet une solution (v°", z%"). Nous verrons alors que v®" et v“"~! sont dans
le méme ensemble. Et finalement par la contraction d’une application dont on
montre son existence, on conclut que cette solution converge vers (v, 29°°) qui
est solution de notre probleme. C’est a dire :

avm 12 81}“’0 1o ocon L
+ 32 A () = —h(v5%) = 7 P(v°%, 2%%)
aeoo 61 =1 :I:J i € (310)
z €(, €,00 €,00 _ . (€96
= SV A VY] = SV )

La preuve du théoreme [3.2.1] étant longue, nous allons donc la présenter dans la
section suivante.

3.3 Preuve du théoreme d’existence

On utilise la méthode introduite par de S. Klainerman et A. Majda [I8] pour
les systemes d’équations hyperboliques. Il est a remarquer que dans notre cas, il
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y’a un second membre dans le systéme qui n’était pas considéré dans [I8]. On com-
mence d’abord par donner quelques résultats préliminaires indispensables a travers

des propositions. On considere I’équation et sa forme symétrisée , avec
condition initiale v*(0, ) = vo(z) + U§(x).

Nous allons a présent définir ’espace fonctionnel dans lequel nous cherchons la
solution. Et dans cet espace fonctionnel nous allons appliquer le théoreme de point

fixe de Banach.

On considere 'ensemble des fonctions :

B&(vy) = B (v, 6, A) un sous ensemble de C([0, T], H*(T?,R3))NC* ([0, T, H*~(T? R3))
avec s = so + 1 = 2, tel que

v —voll, <6
{HW—%MISA,A25>0 (3.11)

avec 9f = vl et 9l = 0.
Pour v € B5.(vg, d, A), on définit ®(v) = w et on considere le probleme de Cauchy
linéaire suivant :

F LA G =h0 -~ Pwd ()
Z—V[#@@Vﬂ =V -C(v,¢) (2) (3.12)
w(0,x) = vo(x) + T5(x)

2(0,x) = 2zo(x)

ot A/(v,¢€) = ;Aj(v), h(v,e€) = 1/1(1;), P(v,z,€) = ;P(v, z), A%(v,€) = 612,46(1)),

C(v,€) = ;Ce(v) et 29 € H'(T?).

On utilise d’abord la seconde équation de et on donne les résultats d’exis-
tence.

A) Existence de z°

On sait par Ladyzenskaja, Sollonnikov et Ural’ Ceva [19], Lions [2I] qu'il y’a
existence et unicité de solution pour la seconde équation de ([3.12)) sur un intervalle
de temps dépendant de e. Mais dans Faye et al [9] les auteurs prouvent 'existence
de solution sur un intervalle de temps, ne dépendant pas de e pour un choix
particulier de v°.

En multipliant la seconde équation de par z¢ et en intégrant par parties sur
le tore T2, on obtient :

1d ‘ 1
5 o 17 By + 5 [ AT =

€2 Jq2

2V - C(v). (3.13)
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1
Pour tout € > 0 suffisamment petit on a A°(v°) > 0. Alors — /2 A(v)(Vz9)? > 0.
€ J7
De plus, en utilisant Cauchy-Schwarz au second membre de (3.13)) et le fait que
V - C¢(v) est borné (voir proposition [3.1.1]), on obtient :

Ld
2t

120 Z2re) < C(e) 12 ey (3.14)

ou C'(€) est une constante dépendant de e.
Soit r € [0, T, en intégrant sur [0, 7] on obtient

€ 2 2 " €
12°(r) |72 (r2) = ll20l2(pey < 20(6)/0 12N 272 2, (3.15)
€ 2 € 2
i [1250) ey < 2007 mas 120 e + ol

€12 € 2
12N 2o (0,7, 2212)) < 2C()T [N oo 0,77, 12(12)) T 1201 2272

Ainsi, on trouve ||z6||ioo([0,T],L22(T2)) < CeO)TH+(C(e)*T*+ ||Z0||i2(1r2))1/2 et on définit
3= C(OT + (C(e)°T? + ||20ll72(r2))'/? €t 7 dépend de e.
En utilisant (3.13]) et (3.14)), on obtient :

e d
[ AT = [ 290 0) = S 1 e

2 dt
A=

: < OO z2grey + C L2l p2epey
2
A2

2
L2(T?

<CT HzEHLOO([O,T},L?(T?)) < CT%

L2([0,T],L2(T2))

On vient de prouver que pour tout v € B%(vg), la seconde équation du systéme
3.12) admet une unique solution z¢. Il reste a prouver que le systéme complet
3.12)) admet une solution. Pour ce faire il s’agira de définir un ensemble fonctionnel
adéquat ou nous appliquerons le théoreme de point fixe classique. Remarquons que
dans 'article de S. Klainerman and A. Majda [I8] notre terme source h(v®,€) —
P(v¢, ¢, €) n’y apparait pas. Nous aurons donc a montrer I'existence de constantes
appropriées T, A and 0 ne dépendant pas de € telles que ® envoi B%(vy) dans lui
méme et ¢ est une contraction pour la norme ||[[, -
Alors le reste de la preuve du théoreme est décomposée en trois grandes étapes :
— e-équilibre
— construction de I’ensemble B%(v°, 4§, A)
— & est une contraction
B) e-équilibre
On donne d’abord cette proposition :
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Proposition 3.3.1. Supposons que la condition initiale v° satisfait les conditions
d’initialisations . Alors le systéeme , qui est symétrisable, est e-équilibré
autour de v°.

Preuve de la proposition[3.5.1 Tout d’abord rappelons les notations suivantes :

. 1 . ‘ 1 .
Alv,e) = 5 A (v), Vj = 1,2, B(v,e) = B (v), ¥Vj = 1,2, B’(v,e) = B°(v),
€ €

h(v,€) = ih(v) et P(v,z,€) = ;P(v,z).

Vet 0

On définit d(e) = T () avec d*(e) — 0, choisi convenablement tel que
etd(e
lim d*(e) [| Dy P (v, 2)|| = 0, |af = 0.

Commencons par les coefficients de la matrice A® :

0 a' 0
1.2 2a1q Al Al
Al | %% Lme 4 bt 1 _ 11 12
(me + b1)? +e(m+b) (me + bl) 0 Ay A
B a'qiqo a'qs a'q
(me + b')? (me+b')  (me+bh)

Pour a = (51, 82), 51 € Net s5 € N? avec 1 < |a| < s, on obtient :

|D>A (v, €)

= |DA}| + d(e) D Aly| + d(e) " [ DAY | + | D AL,

Comme les coefficients des sous matrices Aj;, A}, sont constants ou nuls on a :
DA} =0and [DAL,| =0.

Et donc

| DAY (v, €)

=d(e) | DAY + | DAL, | < (d(e) ' +1) |D* A (v, )|

HDO‘AI(U, €)

< (e +1) —HD“Al )H

En remplacant o par (sy, s3), multipliant par d(¢)~1*! et en prenant le maximum
sur €, on a :

ha(A10",8) <max[ Y d(©dOT + D)5 m

0 4 O < ‘
1<]s1]4]s2]<s € Jo-ubl <o

A0

91,S<A17 UO; 5) S I?ja([ Z (T + ET \|vr%%|}(<6 HDSlDi%Al )H]
1< s1]+]s2<s
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Par la proposition(|3.1.1)), on obtient que max HDlefﬁ,Al )H < 0o. Comme

lv—20]| <68
d(e)~Us4D) gy~
ls1] > lona:lim > (@ —1—6(46) ) < 0o. Et donc 6 ((A,0°,5) <
1<]s1|+[s2|<s
00.
1
Un raisonnement analogue appliqué sur la matrice A*(v,¢) = —4A2(v)
€
0 0 al
A%(v) = __aae a'gy a'q _ (AL AL
(me + b1)2 (me+0bY)  (me+0Y) A5 A
alqg ° + 1( €4 bl) 0 2(11(]2
————=——+c'(m
(me + b1)? (me + bt)

Nous permet de dire que 6; ((A,0°,6) < oo.
Prouvons a présent que la preuve de 6 4(h,v°,§) < co. On rappel que :

0
kq c h!
h(v) _m€+b1+f2 _<h”
kqo e
_mﬁ Tl - fQ1

Pour tout a = (s1,52), s1 € N* et s € N2, avec 1 < |a| < s, 0n a :
| D*h(v, e)||? = d(e \D%’] + HD%”H
comme h! = 0, on obtient :
[ 1 ap Il
|D*h(v. )l = — | D°h" ()]

alors

d(e)~ Il
61 5(h,1°, ) = max max (D)} D’ Rt (
1Lo(h,v°, 8) = ma LEW e [Pl w)])

De la méme maniere que précédemment comme |s;| > 1 et | max HDSlDiﬁ (R )H <
v—00|| <6

o0, par la proposition(3.1.1]), on obtient 6; 4(h,v",d) < oco.
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Venons maintenant a la preuve : 61 (P, v°,4) < oo.
V a=(s1,52), 51 € Net sy € N> avec 1 < |a| < s, on obtient :

ID*P(v,, z,)|* = d(e jDan\ + HDQP”H
comme P! =0 on a:
1D P(v, 2 6)], =  [D*P" ()

et donc

d(e)—‘sﬂ . HDZ}Di%IP]I(U)H)

S PR )

0 —
91,5(P7U 76) - 1’?_&))(( Z

0
1<|s1|+]s2]<s

Comme précédemment, |s;| > 1 et hm d*(e HDlej"}IP(v 2°)

01.5(P,v°,8) < oo.

59

Maintenant nous allons prouver que 7 4(B7,1%,d) < oo, j = 0,1,2, qui est plus

général que v 1(B7,1°,9) < 00, j =0,1,2.

1. alqge? 1/ e, 71 q1 42
al me + B me + B me +
1[ b12+c(m +b)] A A
B = SR L S— 1 0
(me + bl)
(me + bl)

Y1,5(B% 1% 6) =max[ > d(e)™ ! max [DSlDS%IBO( )} ]
T i<l Hlsal<s lo=Ple<s ‘
avec

[DB°(v,¢)| = d(e) | DB | + d(e) " (|D*BYy| + | D*BY,|) + | D* B
Ainsi sachant que B%(v,¢) = B%(v) on a :

Y1.5(B°,0°,6) < max]| Z d(€)7|51|<d(6)_2

e—0
1< s1|+]s2|<s

+d(e)t + max HDSlefUBO

||v 00| <6

c’est a dire
ya(B%1°,8) <max| S d(e) (2

e—0
1< s1]+]s2|<s

+d( ) (Is1]+1) +d( ) \sll) max HDSlDf}anO )H]

[[o—v0]| <6
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DISJ}DS%IBO(/U)H < o0, et pour |81| Z 17

Par la proposition(3.1.1)), on a : .

. max H
lo=e0l], <o

e—0
1< s1]+]s2|<s

on obtient que lim ( Z d(6)7(|31|+2) + d(e) s+ 4 d(e)—|81) < .
Donc 7 4(B% 1%, 6) < oo.

Pour B! et B? un travail similaire & B est fait pour obtenir : v, ((B',v",4) < oo
et 714(B% 17, 8) < oo. O

A partir des propositions énoncées ci-dessus, on en déduit la remarque ci-dessous.
Puis on montre d’autres résultats préliminaires qui nous permettront de construire
I'ensemble B (v°, 4, A).

Remarque 3.3.1. Comme le systeme est e-équilibré autour de WY, on peut
comme dans [18], dire qu’il existe une constante K telle que pour 6 > 0 et s >
So + 1,
0175(Aj, UO? 6) S -[:(a 91,s<h7 ,U07 5) S K; el,s(Pv Uov 5) S K7
71,Z(Bj7 UO’ 5) S K
C) Construction de ’ensemble B%(v°, 4§, A)
On définit une fonction ¢ par : ¢(t, ) = w(t,x)—0(x) = w(t,x) = ¢(t, ) +0o(z).
Et en remplagant dans le systéme (1) de (3.12]), nous obtenons :

(3.16)

oo Oy X 0¢ LI 00g
— 4+ — Al C— Al -—— =h —P
o o +j2:,: (v:6) 5 +j§ (v,6) 5, = M) = P(v,2,6)
Ce qui donne :
dp 0ty & i dp 2 i 00y
or at—l—at—i-]zlA (v,€) - Frte h(v,e) — P(v, z,€) —;A (v,€) - ar,
Finalement la fonction ¢ satisfait le probleme de Cauchy suivant :
00 & o¢
— A’ -——=h —P F
61; +]§:1 (U7€) 8I] (U,G) (U7Z7 6) + (U7€) (317)
¢(0,z) = vo(x) — Bo(z) + T5(x)
Avec F(v,e) ==Y Al(v,€) - 9%
j=1 a.fL'j
ot 9} = vy! est une constante et 9L/ = 0. Alors a—zo =0, Ce qui implique
J

2
= ?f%—;Aj(v,e)'ggi:h(UvE)_P(U’Z’E)
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Définissons une norme d’énergie noté ||-||, par :

Il = [,(B°(w. 99, 6)da

Alors, en multipliant 1’équation (3.17) par B° puis par 2¢ et en intégrant par
rapport a x € T?, on obtient :

d
Sl = [T, 0)du+2 [ (B (h=P+F).o)de  (318)
T2 T2
dB® 2. dB’
ul = i
ot T +J§; iz,
On dérive (3.17) par rapport a (¢, ) pour obtenir :
¢ d¢
D*— ADe—T = H,, 3.19
5 T Z oz, ~ Hie (3.19)

avec Hiyy = D*h — DP — G (),
2 2
0 : 8¢ o) 0]
t Gy =Y DA —— =" D*A =) - AID"——
o @ jzz:l 0z jzz:l ( 835] Oz, Oz,
a = (ap,aq,a) est un multi-indice tel que |a| < N, ap < 1. Dans la suite on
considere uniquement N tel que sg < N < s9 + 1.

= |04 5

Remarque 3.3.2. Des relations , on déduit que : 30 > 0 suffisamment
petit tel que pour tout w € R? :

1
- §meH (B (v, e)w, w) < 2M ||w]|?

— [Bo(v,e)} <CM
ot v satisfait a |[v— 0|, < & (voir [I8] pour plus de détails).

De la remarque on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.1. Va = (ap, a1, a2), |a| <s, a9 <1 etVte[0,T], ona:

é eIl < 1D%6(1)]|p < CM [[lo(0)]]] (3.20)

En multipliant (3.17)) par 2D“¢ et en intégrant par parties, on obtient :

HD%HE<Sup[( o)l Mo+ C oIl I Ha®)llo,e (3.21)

Et de plus I'estimation suivante est satisfaite :
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Proposition 3.3.2.

sup [T(v,¢)], < CKA, Yt €[0,T] (3.22)
z€T?
» dB" 2. dB’
Preuve de la proposition[3.3.3 T'= — + > —.
dt =) dl‘j
d d d
En remplacant —, —, —— respectivement par Dy, D, D, on obtient :
dt’ dxy’ dxo
. |
L6l = |> DB
=0 ]

IN

2
> DB’ Djv" + DB’ D'’

€

(DB |Dp!

(D, B] D"

N
$ Il
‘Mw I

<
Il
=)

d(e)™" [DuB’] d(e) |Dp'|| + [DyuB] || D"

IN
Q

<
Il
o

(d(e)”" [DuB!| + D)) 22: (e) |D|| + D"

Q
e

<
I
o

T(o,q)], < )

(d()™ [DyB’| + DB ) Z D0l

<
Il
o

IA INA
SIS
(3~ L]

<
Il
o

(d(e)™" [DUIBJL + [DUHBJ‘L) Vo,

Ainsi par la définition de 1 et puisque [Jv —v%||_ < 4, on obtient :

sup [[(v,€)], < 02711 (B?,0°,8) sup || Vou(t,z)||

z€T? §=0 z€T?

et avec la relation (3.16)), on a :
sup [['(v, €)], < CK | Vo(t)|l,_y. Vt €[0,T]

zeT?

€
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En utilisant (3.11)) et le fait que v est constant on obtient :

<A

eT —

Vo), . = V(o) - )

< [u(t) = 2°

0
o Sl =o

s—1,e

Finalement on trouve :

sup [['(v,€)], < CKA, YVt € 0,7

zeT?

O
On a les lemmes et corollaires suivants qui vont nous étre utiles pour la suite :

Lemme 3.3.1. Soient v := *(vy,vy) € H¥(T?) et B € H*(T?) une matrice bloque
associé a v. Alors :

L1Boll e < Csll[Bllsy e [10llse + IBlls e ll0]l5.)

2. HD?(BU) - BDS('U)HO,G S CS(HDxBHSO,E ”UHsfl,e + HDIBHsfl,e HUHSO,G)
Va, [af <'s
Démonstration. Voir [1§]. O

Et on a le corolaire :
Corollaire 3.3.2. Va = (ag, a1, az), |a| <s, ap <1 et s =59+ 1, on obtient :
1Dz (BD;v(t)) — B(t)D*(Div(t))llo,. < CIVB@) 1 o@l.
ou D;, i =1,2 est la dérivation par rapport a l’espace.

Lemme 3.3.2. Soient v = (v, v!1) =v(t,z) € C([0,T], H*) N C([0,T], H*™1) tel
que :

1 o=, <6

2. [[Vo()|l,_y. < K pourt € 0,77,

Bll BIQ

et B(v) = B(v', v = [ B. By

] une matrice bloque s-continument différen-

tiable par rapport a v.

Alors, [[VB(v(t)|l,_,, < CK®0,4(B,0°,9), avec C indépendant de ¢, 6, K.
Démonstration. Voir [1§]. O

On a la proposition suivante :



64  CHAPITRE 3. RESULTATS D’EXISTENCE ET HOMOGENEISATION

2 .
Proposition 3.3.3. Soit G(o) = X DaAJ% avec o = (v, a1, ap) un multi-indice
i=1 7

tel que |a| < s, ag <1, alors :

IGa(®)llo. < CEA o)., ¥t € [0,T] (3.23)

Démonstration. Rappelons

- 09 < i 99 99
— %V s 11 i o
gDAﬁxj ;D( 033]) A'D ox;

En prenant |-|,. on obtient :

2
_ o ¢ 0 99
Gl = |E D" W5 - 405, 0
= e 4592 e 20
< C — AID*—
jz:l ax] 0z 0.

En appliquant le corollaire , on obtient -
2
G, < e VAo, el
=

Or ||Vou(t)|| < A et avec le lemme on obtient I'inégalité suivante :

s—1,€

G, < O3 Ca%1.9,00.8) o0,
SOE

Et finalement on a :
G, < CRA 6l

]

Lemme 3.3.3. Soit v € H*(T% R3), s > sy + 1, et pour tout v° € C(T? R?)

donnée initiale telle que :
v—12% <.

€

sup
zeT?
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Alors, si g(v) = g(v!,v!T) est une fonction C*-différentiable définie sur

{ve H(T%R?) : |lv—1Y_ <4}, nous avons pour tout k, 1 < k < s,

|Piaw)], < COrulg, 0" 8) IIDsvllly ! | Dev]

50,€ s—1,e

ou C' est une constante indépendante de €, J.

Preuve (voir [1§])
U

Corollaire 3.3.3. Soient v = (v, v'T) = v(t,z) € C([0,T], H*) N C*([0,T], H*™')
tel que :
il — 0], <8

2. ||VU(t)”S_17€ S K pOUTt S [O,T];
et g(v!,v!T) une fonction C*-différentiable sur {v € H*(T*, R3) : |jv—°| < d}.
Alors, [[Vg(v(t)|l,_1. < CK*0,4(g,v°,0), avec C indépendant de €, §, K ouT.
Démonstration. Voir [18§]. ]
Proposition 3.3.4. Soit o = (ap, a1, az) un multi-indice tel que |of <'s, ap < 1,
alors :
ID*h(w)ll, < CRA* (321)
ID*P(v,2,€)|l,, < CKA® (3.25)

Preuve de la proposition[3.3.4 Pour |a| < s, on obtient :

|D2h()|13, = d(e)? | D! )] + |Dent ) -

Cela implique
1Dz h(0)]lg,e < DRV, c

En appliquant le lemm¢3.3.3] et le corollaird3.3.3/a h(v,€) on trouve :
IDER()lg, < COLs(h, 0", 6)A"
et comme 6, 4(h,1°,0) < K, on obtient :
ID*h(v) ]y, < CKA®

Le méme raisonnement est utilisé pour faire la preuve de la seconde estimation

ID*P(v, 2, €)||y,.. puisque 01 4(P,v°,6) < K. O
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Proposition 3.3.5. Soit H,y = Dh — D*P — G, avec o = (g, o, ) un
multi-indice tel que |a] <'s, ap < 1, alors :
1Ha ()]l < CKA*(L+[l6(0)]]],), ¥t € [0,T]

Preuve de la proposition[3.5.5. La preuve est simple en utilisant les propositions

et En effet, comme on a :
| Ha(®)llo = [ D*h = D*P = Gap||,, < ID%hllg, + ID*Pllg, + | Giw,

on conclut en utilisant I’estimation pour chaque terme. O

En utilisant les propositions (3.3.2)) et (3.3.5) dans la relation (3.21]), on obtient :

d ~
2 1Dl < CEA* (1 +[ls(0)l]]) eI,

En appliquant (3.20]) qui traduit I’équivalence des normes entre avec la norme ||-||
et [||]l]., et en utilisant I'inégalité de Gronwall, on obtient :

16ll]. < (CT + [[6(0)][].) exp CT, (3.26)
ott C'= CKA®, ce qui est équivalent &
16lll. < (CT + [[6(0)]|,,. + [18:6(0)

Rappelons que ¢(0, z) = v°(x) —0°(2) +0%(z) et 0;¢(0,2) = — Z?Zl Al (UO)%(UO—F
?%). Et en utilisant (CI) on obtient :

ls_1.c) XD cT (3.27)

16O, + 2O, < 0%+ ZAJ (v + o)
7 ] s—1,e
Et donc
[6(0) I, + [[0:0(0) I, . < CK.
D’otl, en remplacant ¢ par w — 9°, on obtient :
mw —° < (CT + CK)expCT
et si B B
(CT+ CK)expCT < A, (3.28)
alors

oo < &

€
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Ainsi pour avoir |||w — ©°||] < A il suffit de choisir A > CT + CK et CT suffi-
samment petit.

A présent il reste a prouver que |||lw —"|||, < § pour pouvoir conclure que
w € B%(v°). Par les inégalités de Sobolev(voir section du chapitre ), il suf-
fit de montrer que |||w(t) — U0H| < § pour t € [0,T].

soe—

Il

Pour ce faire, on définit ¢ = w — v°, et on reproduit les mémes étapes que précé-
demment pour ¢ et dans ce cas on a :

%%—iAj(v,e) . % :h(v,e) —P(U,Z, e)—f—F(U,E) (329)
t 1 6:17j

0 ~
avec F(v,€) ZAJ v, €) gv et ¢(0,z) = ().
Ly

En dérivant | - 30 -fois par rapport a x on a :

dDP¢ 0D ¢

2
T +> Al(v,e)- S DPh(v,e) — D P(v,z,€) — G+ D’ F(v,¢), (3.30)
j=1

Lj

ou f3 = (51752) |5| < 802
G = ZDBAJ 09 ZDﬂ A= 09

:17] Oz,

De la proposmon on obtient :

0¢
8:16]-

¢

A'DP =
)= oz

-]

jtup%uzscm-uw

+Clem)|, WOl + [ D°F@), ) 33D)

S0,€

Et la proposition(3.3.5)) nous donne :

nﬂawm@sckA*<L+Mﬂw

Et sachant que ¢ = w — °
on trouve :

@[, < Mw =+ lod ] <A+ K et A> K

[Hs(t)]lg. < CKAY(1+ A+ K) < CKA*T (3.32)

Présentons le lemme suivant utile pour la suite :

Lemme 3.3.4. Soient v,v € C([0,T), H*)NC([0,T], H*™") tels que |[v — ||, < §
et |[v — % € <6 pour tout x € T?, t € [0,T]. Alors,

|B(v(t),e) — B(v(t), e)HQ6 < CO11(B,2°,0) |Jv(t) — E(t)HO’E, pour tout t € [0, T
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Démonstration. B(v(t),e) — B(v(t),€) = /f} D, B(u(t), €)du.
On fait le changement de variable u = \v ¥ (1 —X)v, XA €[0,1] et on obtient :
1
B(v(t), €) = B(t),€) = (| DuB(u, )aN)(v 7)
0
1
—( / Do Blu, )d\) (0! — o)
0
1
4 / Dy B(u, e)d)\)(UH — 5Ty

[1B(v(t), €) = B(u(t), €]l < d(e

uzBuedA‘ v —vI’

+ ’/0 D, B(u,e)

uzB(u,e)d)\‘

o1 @HH

< sup
l|lu—uoll <&

i Bu, ) v~ 7,
<C sup (d(e)"|DuiB(u,e)l
[lu—uol| <8
+ |DuHB(u7€)|) ||U - 17”5
< C11(B,u,0) |lv — o],

Puis en prenant la norme L?, on obtient le résultat. O
2 (91)0
Proposition 3.3.6. Soit F' définie par F(v,¢) Z (v, €) T alors :
j=1 L
HDBF(t)‘O < CKA? (3.33)
2 I
Preuve de la proposition[3.5.6. Comme F(v,€) = Z (v,€) - 32 °0 peut le
j=1 Lj

réécrire ainsi :

o Z(AJ(U) - 0 axj Z AJ ax]

J=1
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Par le lemme ({3.3.1]) et avec les conditions initiales (CI2)), on obtient :

2
|pPF@)f,, < R |[(W @) -2, +1)
, = ,
2
< CK(ZIH(AJ'(U) —Aj(vo))H076+ |va/(v) it
=
v +1)
so—1,e
En appliquant le lemme , on obtient :
2
HDBF(t)HQE < CK(Z1 (A7) — A (v°>)HO7E + KA)
=
Et 'utilisation du lemme nous donne :
HDﬁF(t)HO’E < CRA*(|o(t) - UOHO’E +1)
or Hv(t) - UOHOe < Hv(t) - @OHOE + HU?IHO < 2A, on en déduit
|DPF(1)|, < CKA™
O
Alors et dans nous donne :
Glosel; < crarfow) o+ fao), )

En utilisant et I'inégalité de Gronwall, on obtient :

o, < €T +[o)],, JexpCT. (3.34)

ot C = C’f(AS“. ) )
Comme [(0) = 1721l < 190ll, < 8", don [[B(0)] _, <& Pour (t,z) =

w(t,r) — v’ on obtient :

[w) | < (CT+8)expCT, (3.35)

L’inégalité de Sobolev nous donne : Il existe L > 0 tel que

Juott.z) =], < Ljwi) 7],
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et en utilisant (3.35) on a :

Hw(t,x) —°

s L(é’T +0) exp CT
Si nous choisissons T" suffisamment petit et §° < §/L on peut avoir

(CT +6)expCT < §/L, (3.36)
alors L(é’T +6) exp CT < 6. Et finalement

Hw(t,x) —% <.

€

Ainsi on peut conclure que pour T choisi suffisamment petit, dépendant unique-
ment de K, K, m, M, tel que m et m soient satisfaits avec A > K, la
fonction @ envoie I'ensemble B (v°, 5, A) dans lui méme.

D) ® est une contraction :

Montrons a présent que ® est une contraction dans pr(vo, 9, A) par rapport au
norme |-,

On commence par le lemme suivant :

Lemme 3.3.5. Soient v, v € B%(v°) pour tout x € T? et t € [0,T]. Alors
1B(v(t),€) = B(0(t), €)llge < COLA(B, 2", 0) [[u(t) = 0(t)llo,c
pour tout t € [0,T].

Preuve (voir [1§])
U

Proposition 3.3.7. Soit T suffisamment petit, dépendant uniquement de K, K,
m, M, alors ® envoie l'ensemble B5(v°, 0, A) dans lui méme et

Fp €]0, 1 [[B(v(t)) = @(0(1))llge < pllv(t) = 0@ lg,c
pour tout t € [0,T], v, v € B&(v°).

Démonstration. On définit ¢ = w — w avec w = ®(v) et w = P(v). La définition
de ® est telle que on obtient

N oy

ou H = fZL(v, €) — h(v,¢e), P = —1?(21, z,€)+ P(v, z,€)
et =S (A(v,e) — Al(,¢)) 0w

j=1 aiL'j
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De plus (0, x) = 0.
En multipliant (3.37)) par 2¢)B° et en intégrant par parties, on obtient :

d .
pr [l < CEA- (0I5 .+ C 1o )lge - IHEllg + IPlloc+ IFE) ). (3.38)

Par le lemme[3.3.5 on a :
IH ()]l < CO1a(R,0°,0) lu(t) = 0(t)[lg,. < CK [lu(t) — ()]l (3.39)

Et pour l'estimation de || F'(t)[|, ., en utilisant encore le lemme et inégalité de
Sobolev on obtient :
v

HHMMSC§NNWQ—N@@H oz,

o(t) - o°

0,¢
80,€

< CK [Jo(t) = o(t) . (

),

€

)

o(t) - °
et donc .

[E@ g < CEAv(t) — o)y, - (3.40)
Puisque [Py, = [[P(v,2,¢€) — P(v,2,¢€)|l,, on a:

||P||O,e < ||P(U,Z,€) - P(77727€)||0,e + ||P(6’276) - P('Evz’ E)HO,E'
Par le lemme [3.3.5] nous obtenons :
1Pl < CO11(P,0°,6)[Jv— 0|y, +C
<CK v =10, +C

Comme |[v — o[, est borné, il existe C > 0 tel que :
CN’ ||U - @HO,E S CK ||U - /EHO,E + C

Et quand |lv —7||,. = 0, par 'unicité de la solution de la seconde équation de
(3.12), nous obtenons z = z. Cela implique que ||P]|,, = 0.
Finalement on obtient :

1Pllg. < Cllv—0lly, (3.41)

En utilisant (3.39)), (3.40) et (3.41) dans (3.38]) et en appliquant l'inégalité de
Gronwall, on obtient

1@ lg, < ([0)lg, + Cllo(t) = (b)) - T exp CT (3.42)
ot C' = CK2A2. Alors
[®(v(t)) — D(0(t)) g, < CT - [lo(t) — o(t)l|,, exp OT,
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D) Fin de la preuve :
En résumé la méthode suivie construit une suite de solutions (v

systeme (3.12)), définie comme suit :

€,n

; ZQn)nENa du

v? € BS(v°)
0o = Qv 1) Vn €N, (3.43)

HEN

et satisfait (3.9). ot ® envoie B%(v°) dans lui-méme et est une contraction pour
la norme ||-||, . c’est a dire il existe p, 0 < p < 1 tel que

Ue,n o ve,nflu </L ‘ Ue,nfl - ve,an‘
0,e — 0,¢e
Sﬂn ,Ue,l o ,Ue,O
0,e
= ‘ vo" — vg’”_l‘ o —0, as n — o0,
J€

alors [|[v9" —v*°||,. — 0 uniformément en ¢ et v™ est un point fixe de ® c’est a
dire ®(v>°) = v

De plus comme A¢(v), C¢(v) sont respectivement C§(R3) and C§(R3, R?) et par la
continuité du produit et de dérivation, on conclut que (v°™, 2°™),cy converge vers

(v9°°, 29%) solution du systeme (3.12]).
Aussi

ve> € C([0,T], H*(T?,R?*)) n C*([0, T], H* ' (T? R?)) et
25 ¢ L>([0,T], L*(T?))

Remarque 3.3.3. Par les lemmes de Sobolev donnés a la section[I.1] du chapitre
, on obtient

C([0,T], H5 (T2, R®)) n C*([0, T], H* (T2, R?)) C CY([0, T] x T?)

€,00

alors v est réqulier et il s’en suit que

ve® € L2([0,T), H*(T?,R?)) N Lip([0, T), H*~1(T?,R?)) (cf [18]).
Ce qui termine la preuve du théoreme [(3.2.1] O

Remarque 3.3.4. S’il existe Co > 0 pour tout € > 0 ||[P(v<, 29| < Cy, alors
il existe C > 0 tel que |[Vz°|| < C car m® + b' est borné. Et on en déduit que
Ze(i) € Cb<T2)

Alors on obtient z¢ € L>([0,T], Cy(T?)) et Vz¢ € L>([0,T], L>°(T?)).

Remarque 3.3.5. : Un cas particulier
Dans cette remarque on s’intéresse a un cas particulier ot m¢(t,x) = 0 et Qy ne
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dépend pas de t et x. Ce cas apparait dans le papier de Faye et al [9].
C’est a dire v = (0,¢°(0)) et VE(v) =0, ot 0 € R est une autre échelle de temps
ne dépendant pas de t,x. Alors devient

aq6(9> . ]‘ € 1 € €
ot —€h(’U)—€4P<’U,Z>

0z° 1 | .

(,%—G—QV-[AVZ} —€2VC

Il s’en suit Lk ) 9

S i (0) + fS(0) — —db e =
E( blql( )+fQ2( )) 64 8$1 0
1, k 1 0z°
“(—=q500) — fqc(9)) — —d'p' == =
(= ree(0) = fai(0)) — 5 0t 0
0z¢ 1 a R S B
5~ av g lrOPv=1 =0

En dérivant la premiere et la seconde équation par rapport a t et la troisieéme par
rapport a x, on obtient :

EERC )
et 8758:1:‘1 N
1o, 0%F B
€4d b 8t6’:1:‘2 =0
0z° 1 a B e e
V(G ~ ZVIV - L IO V=] =0
L 0z°¢ B oV z© B _
On en déduit V( oy )= 5 0 et finalement :
a € 3 € a € 3 €

avec C' > 0. Cela implique '’EDP suivante dont ["inconnu est z¢ :

a € 3 €
Ainsi st ||¢°(0)|| # 0, une solution peut étre obtenue comme suit :
. C, a . _
20.0) = S I @) ol + (Crvo) +C:

avec C1 € R%, Cy > 0 and (-,-) est un produit scalaire de R?.



74  CHAPITRE 3. RESULTATS D’EXISTENCE ET HOMOGENEISATION

3.4 Homogénéisation

Dans cette section nous allons prouver que la solution du systeme SWE-LTDD
adimensionné converge a 2-échelle vers un profil qui est solution de 1’équation
homogénéisé de SWE-LTDD. Pour cela nous allons utiliser les définitions et théo-
remes sur la convergence a 2 échelles introduites dans la section [1.2] du chapitre
De la preuve du théoréme on voit que :

(06,29 € L>=([0,T), H*(T?,R3)) N Lip([0,T), H*~1(T?,R3)) x L>([0, T], L*(T?)),
et la solution satisfait I’estimation :

pour tout t € [0,7] et A ne dépendant pas de e.
De ces estimations on déduit des estimations dans les espaces de Sobolev H® et
H*~! muni des normes de Sobolev, introduites antérieurement. Alors on obtient :

o0v*

v(t) —0° 5

<A,

+ ‘
S,€

s—1,e

ov*
0e(t) — ° <A
o =]+ |5 | <A
Cela implique que
ov¢
(1) — 0 <C,
[ =+, »

avec C' ne dépendant pas de e.
Pour des raisons mathématiques, on peut prendre v¢ dans Uespace L>([0, T), L?(T?, R?))
satisfaisant a I’estimation suivante

On peut remarquer que les deux équations du systeme (|3.12)) n’ont pas le méme
ordre par rapport aux puissances de €. Il est donc nécessaire de faire une analyse
supplémentaire.

Commencons par donner 'hypothése suivante :

o0v°

<C.
ot ¢

0

o () — || +|

Pour tout € > 0 le terme source de I’équation sans dimension LTDD
ne peut étre infinie. C’est & dire : 3C > 0Ve € (0, 1] petit
tel que |V -C(v°)| < €C.
(H)

Remarque 3.4.1. — Pour obtenir une estimation de z¢ indépendant de e,
nous avons besoin de . Cette situation est bien possible, voir par exemple
[9], ot il a été montré que |V - C¢| < Ce, ou C est une constante.



3.4. HOMOGENEISATION 75

— Sous les hypothéses (H)), 7 et 4" introduite dans le théoréme section
[3.5-A) ne dépend pas de e.

On a le théoréeme d’homogénéisation énoncé comme suit :

Théoréme 3.4.1. Sous les hypothéses du théoréme[3.2.1], on obtient
{ o 25 € L=((0,T), L2 (R, L2(T?, R?)))

per

72 7 € L([0,T), L. (R, L*(T2)))

per

Et les fonctions limites satisfont :

8$1 Ory (3.44)

B2 59 L 565 sur[0,T) xR x T2
V-(AVz)=V-C sur [0,T) x R x T?,

avec
B'(v°) = B'(t,-,z) = B'(t,0,z) = B'(v)

B*(v°) = B(t, -, x) ™= B*(t,0,2) = B(0)
€

Démonstration. Rappelons 1’équation ([2.16))
8 1 i ove 1~ 1
875 St 8%

et considérons ¥(t, z) = ¢(t, £, z) une fonction test réguliere et & valeur dans R?

avec supp(¢) C [0,T) x T? et 6 — (t,0,x) est 1-périodique dans 6.
En multipliant (2.16) par ¥ et en intégrant on obtient :
et Jo Jr2 0 Oy

LAT
/ B hwedtd:r;—— / / pucdtde
—/TZ/OTU (9 %% dtdz / /T g;” dtdz
//T - dtdx+/ [BOvey T =

- / o< dtda — — / / pucdtds
€ JO T2 € 0 T2

BO

1 T
B dtde + | B yedida
€

T2 0Ty
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o(B%)  t OB 19(B%)
ot (t,g,.ﬁlﬁ) - ot (tagax) E o0 (tagax)v

Notons que

alors on obtient :

- e "/w/
//T o NBY) 11w —f/ /T axz ) dtde -

T
- / hdtde — / / Fucdtde + / BRucd(0,0, 2)dx
0

€

dtd:v

BO?/) 10(B%°)  10(B'y ) | 19(B*) B
- /T / a0 ta om ta g, M=
1

- /U h;b%tdx— = / / pycdtdz + / Byugy (0,0, z)dx

€

en multipliant par €*, on obtient :

BO@/) O(B%)  O(B'We)  O(B*F) B
_/T/ Lo 0 " on, T on, Mdr=

T
¢ / / hubedtds — / / pucdtds + € / BRucy (0,0, )da
0 T2 0 T2 T2

en passant a la limite lorsque € tend vers 0, nous obtenons :

/T/ / Blw g;w)d&dtdx: —/TQ /OT/Olﬁq/zdtdx

qui est la formulation variationnelle de

0v , OV
8 B aZEQ n

Bl _ﬁ<672)

avec
BY(t,tw) = BY(t,0,2), B(t,%x) = B(t,0,x) et plt, L) = p(t,0, 7).
En notant v = (m, ¢), on a :

e 172 152 1~ =

! aq 1/~ 1 a qi 1/ 1 a " q192
— Py -1 ply —_ 142
b oy MUl S e M b)

1-2 1=
Bl — . aq L 4 bl __aq 0
(o M) (m + b')
i ; o

GRS R
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—~ 12 1= = 12
q2 aq 1/ = 1 a~q142 a~q; 1/ = 1
- B — - b
Froimaey Ol —ma Ty Fe @)
B2 — B a'q1qo B alg 0
172(7%—1—1)1)2 (m + %) 1=
a qs 1/~ 1 aqs
___"H2 b 0 __ -1
(m+b1)2+C<mJr ) (m + )

A présent on rappelle ’équation du long terme dynamique des dunes de sable
@.12) :

ot
2t =0,2,y) = 20 € H(T?)

Par le théoréme nous avons l'existence de solution z¢ de I’équation ([2.12))
dans L*([0,T), L*(T?)) et bornée indépendamment de e. Alors en multipliant
par les fonctions tests (¢, x) = (t,t, ) régulieres & support compact
dans [0, T] x T? et 6 > (¢, 0, x) 1-périodique dans 6 , en intégrant sur [0, T] x T2,
en multipliant encore par €2 et finalement en passant a la limite on trouve :

_/OT /T /01 zv-(Aw)dedxdt:/oT /T /01(V~C~)1/1d0dxdt.

Alors on obtient :

626 1 —c € 1 €[ ¢
{ - SV A V] = 5V ()

V- (AVZ) =V -Csur [0,7) x R x T?
avec

AL 2y A 0,2) € 100, T), L2 (R, L2(T?)))

per
@) B2 C(1,0,2) € L2([0,T), L%, (R, L(T%))
]

Remarque 3.4.2. Comme dans [9] si on considére les hypothéses suivantes sur
les solutions v°© :

me = My(0,x) + EMy(t,0, )
¢ (t,z) = Qo(0) + Q1(0,2) + €Qy(0, ) + 2 Q5(t, 0, )
+3Qu(t, 0, 1) + €' Q5(t, 0, x),

alors on peut voir que

qe(ta .Z') = Q(ta i7$) 2;8 QO(Q) and me(t>$) = m(ta z7$) 2;8 M1(6‘7$)
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Ainsi , ,
B'(t, =, x) = B'(t,0,z), B(t,-,z) = B%(t,0,x)
€ €

ot B', B? sont respectivement :

1
Tl O M) e M) —
1
[l 1 __a Qo
[a” Qoy, ¢ M ] 7(/\/{1 o) 0
_% 0 _&
(M +b)? (M +b')
Qo2 (14 1 L a'Q01Qu; 1
Ml n bl [CL QO7C Ml] (Ml + b1)2 [CL Q027C Ml]
0! Q01 Qo _ a'Qpy 0
(M +b1)? (My +0bh) 1
a' Qo
—[G1Q02701M1] 0 —m
1 1 a'Qf 1 1
avec [Cl Qo,C Ml] = m —C (Ml +b ), et
1 1 CLIQO2 1 N
[a Qo;, ¢ Ml] = m—c (M1+b ), 1=1,2.
De plus on déduit que :
— A(t,0,x) et C(t,0,z) sont :
= Qo (6
At 0,x) = aga(‘ ZS >’)
5 1Q0(0)], Q0(F)
C(t,0,z) = ag.
(8,0, 2) = age(—5 )|Qo(9)|

— C ne dépend pas de x c’est d dire V -C = 0.



Chapitre 4

Analyse et simulations
numériques

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous proposons une analyse numérique avec des simulations
du systéeme couplé présenté dans la section [2.2.4l Généralement les méthodes
habituelles qui permettent de résoudre correctement les systémes de lois de conser-
vation, peuvent ne pas marcher dans la résolution de systemes de lois d’équilibre
spécialement a proximité des solutions d’équilibres. De plus, elles peuvent étre in-
stables quand elles sont appliquées aux systémes couplés de lois de conservation
ou d’équilibre. Une des difficultés dans la résolution de ce systeme couplé réside
dans la présence terme du gradient de la hauteur de la dune dans I’équation SWE.
Plusieurs schémas numériques ont été élaborés pour résoudre ce type de systéme
couplé. Certaines de ces méthodes ont été réalisées pour le systeme couplé dans
sa forme matricielle, on parle de schémas couplés, tandis que d’autres méthodes
considerent séparément les deux équations du systéme couplé, ce sont des schémas
découpés. Dans notre travail on propose un schéma découpé qui consiste a utiliser
un schéma de Roe pour le SWE adimensionné avec une approximation du gradient
de z¢, puis on donne un schéma pour I’équation LTDD. Les deux schémas évoluent
pour un méme pas de temps.

Dans 'étude théorique, nous considérons un e fixé mais quelconque. Et dans la
phase de la simulation numérique, nous calculons pour des valeurs différentes de
€.

79
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4.2 Schéma de volume fini pour le systeme SWE-
LTDD

On consideére un maillage admissible de dimension 2 sur le tore T? ou un carré
tel que chaque volume de controle noté V; admet un centre de gravité noté zf
tel que pour tous volumes de contrdle Vi, Vj, (xf,z§) est orthogonal au bord
noté V;|V; = Vin Vj = I';; = 0. C’est une condition nécessaire pour assurer la
consistance du schéma d’approximation de ’équation parabolique LTDD.

On pose d;; = ‘xf—xj , ] € J;.

U I';; est le bord de V; et n;; le vecteur sortant de V; normal a I';;.

J
oV, = U I = U I['ij, ot J; est Pensemble des frontiere de V; et & = & U £&*,
JeJi oEg;
avec ™ 'ensemble des frontieres intérieures de V; et &' 'ensemble des frontiéres
extérieures a V.
On consideére h = (sup |V;|)V/? ou h = (sup diam(V;))"/? ot |V;| est l'aire de V;
VeV as

et diam(V;) son diameétre. Le pas de temps At de la discrétisation est constant et
t, = nAt.

On considere le volume de contrdle V; et ses volumes de controle adjacents Vj,,
Vi,, Vj, comme dans la figure ci-aprés. Chaque volume de controle est un
triangle rectangle. On peut ainsi définir les vecteurs normaux sortant de V; : n;;,,
nij, et ny;, et orthogonaux respectivement a I'y;,, I';, et T'j,, 'y, correspondant a

I’hypoténuse de V;. On obtient :

Nijy = y Mijs =

4.2.1 Schéma de volume fini pour SWE

Nous allons donner un schéma de volume fini explicite pour I’équation de SWE
adimensionné. On définit :

1
" = v /Vive(t”,m)dx, (4.1)

1
T ‘(t",0)d 4.2
0= o, v (+2)
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FIGURE 4.1 — Maillage : volume de controle V; et ses volumes de contréle adjacents
‘/}1’ ‘/}2’ ‘/;.3
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ou |I';;| est la longueur de I';; et |V;| est l'aire de V;.
En intégrant (2.11)) sur V; on obtient :

J, af (t, w)dw + 614 >/ aiF( “(t,))de = »
| F 4.3
i/VZ h(ve(t,z))dx — 614 ; P(ve(t,x), 2°(t, z))dx

En remplagant ¢ par ¢, dans (4.3) on obtient :

ov*
/ T —(tn, z)dr + — I Z/ (’33:] V(tp, x))dx =
1 . (4.4)
f/ B (b, 2))dr — = [ P (t, 2), 2 (b, 7)) da
€Jv et Jy,
En utilisant les différences finis on approche a—t(tn,x) ~ 7 (tn1, a:)A; Ut x)
Alors
ov* V(tni1, ) — v(tn, )
/\G 5 —(tp, z)dz _/ At dx
~ n+17 o Ue(tn,l')
/ /v A
~ 'L'( ")

Pour I'approximation du terme de transport non linéaire nous avons :

1 2 eny,. k
642/ Frak d:”_e‘l/a%,;F’“(v iy
_642/ S Bl v ")nk do

Jj€J; Lij k=1

€n

On pose @75 = O(vy™, v5™, nyj) ~ [
ij

Alors (4.3) devient :

/ Z F(v"")n;jdo appelé flux numérique.
Lij =1

|V;| en+1 €,n 1 n 1 n 1 en €N
At (vg I )+64]§i|rij|q)ij = g"/i“li _Ej"/;|(P(U ,29"))i (4.5)
ou h}' ~ V(tn, ), et (P(v9", 29™)); ~ v / V(tn, ), 2(tn, x))

IVI
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At
En multipliant (4.5)) par on obtient :

Vil
;,nJrl . v;,n _ _l At
4

Z]F”@"Jr At h”——At (P(v", 29™)); (4.6)
JjeJ;

Il existe plusieurs méthodes pour approximer @7, comme : la méthode de Roe, de
Godunov, de Rusanov (voir [?]). Nous utilisons la méthode de Rusanov :

2 F(vs™) + Fp(os™
q)(U;’n?,U?nanij) = Z k( : ) k( ’ )nfj - isij(v?n - Ugn)v ou Nij = (TL n; )

% i)
k=1 2
€,n €,n
v+ ;. .y - . . g
et S;; = S(—F——=——,ny;)I est appelé viscosité numérique, avec I la matrice unité
et S est le maximum en valeur absolue des valeurs propres des matrices
€n €n
(U "ty
_ J i k k
Ay = AT g = 3 AR

S;; encore appelé matrice de viscosité ou flux et AF est la matrices Jacobienne de
F* k= 1;2. Ainsi avec notre choix de maillage on obtient :

€,Mn €,Mn
1 v+

D(uf", 05" mig) = S A ) (0 — o)
1 vt "
- 55@(% nig) (v — ")
1 en €,n en €n
=5 (A<Uzj/27 nij) = Sij (Ui 2, ”w)) G
A e o
avec v;} s, = — est I’état intermédiaire de Roe.

1
Afin d’approximer — / P(v¢(tn,x), 2(ty, x)), on introduit la notation suivante :
€ JV;

L") = d! (me’" +b'), alors P(v", 2°") = ( L’(ve’"(;Vze’" )

v")dx = L(v]™).

=ik 23

En+Z

En o Ny — 1—\2
N \V|/W "= \v@ T

], LT = Vil (£ V),
=~ [Vl (L£(v5"))i(V2")s

3 fn+z
D

Jj=1

Tz 1.
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Et finalement on obtient :

1 At

e,n+1 €,n €,n €,n
? — ? = — — FZ AZ id _SZ iq ) — 7,'7
Uy v et 2|V} J;z‘ il (A 1) (V5 v )+
0 4.7
}At he,n l 3 E’I’L + E:n ( )
€ i et Z IT'i5] s

Jj=1

4.2.2 Schéma de volume fini pour LTDD

Comme pour la sous section précédente on considere I’équation (2.12) a ¢ = ¢, et
on obtient :

‘9;; (b ) — SV LA (b 2) V1, )] = ;v C (vt 7).

Intégrant sur V; on obtient :

/%82 (b ) — — VLA b, 2) T (s 2)] = L [ V- (tn2)

ot e Jv €2

En utilisant les différences finis et en intégrant sur le volume de controle V; on
obtient :

/ 0z2¢ / 2(tps1, ) — 2°(ty, x)
v; Vi At

‘/’l‘ €, €,
= |At|(zl A

1
avec 2" = v /V 2(tn, ).
) 2

En intégrant par partie le terme de diffusion on obtient :

L V- [A (0 (b, ) )V 2 (tn, )] = 612/8‘/ A (v (2)) V2" (z)do

A
=2 Z/ A (0" () V2" (2)ny;do,

JjeJ;

On pose G;;(2°",v°") = / A (v (2)) V29" (x)n,jdo.

i

Pour approcher le flux de diffusion on utilise un développement de Taylor avec
reste intégral comme dans [31] :

20" — 2" =V (1) (z, — xf) + /(xo. — 1)V (1) (v, — x)do (4.8)

o
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En écrivant la méme formule dans le volume de contrdle V;, on a :

o J

zg" = 2" =V (@) (v, — 1) + /(xa — 1)V (2) (2, — x)dx (4.9)

On fait la différence entre . et . ) pour obtenir :

zm—f”ZVf%Mﬁ—ﬁWﬁﬂ%—@V%“@W%—@W (4.10)

7 %

Posons H,(z) = (v, — x)V?*2°"(x)(x, — x), on a alors :

x .
J

"= o -
= = V2" (x)ni; + /H(,(x)dx, ce qui implique
2|25 — g/
29" — 25"
./46('06’”)4 — Ae(ve,n)vze,n(aj)n”
2 ‘ x5 — T3
Et en intégrant sur I';; on a :
25— 5"
/ Ay "5 gy = / A ()T 25 () do
i 2 ‘ :U; — :L’f Tij
+ / Ai x)dxrdo
Lij ZL’ - ZL‘
A(v : .
On peut prouver que / z)dzdo| est un O(h?) (voir [?]). Ainsi
Tij ZL’ — x5

on peut approcher le flux de dlffusmn par :

ST _ &M
[ AV @nido ~ [ A ) " do
Tij Lij 2 ||x§ — af
. o 2" ="
Donnons & présent une approximation de / A (v — do.
Lsj x§ — xf
On considere (4.2)) pour tout x € I’ij :
A° ( )~ A (v
J A w/ 7)o = AT
6 % 6 AC( )
ok, A f,A
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Alors
Ze mo Zg,n Zg,n o z'e,n
[ Ao = [ (A (o)
Lij ‘ x§ — xf Lij ’ x§ — a7
6 n Z;,n
= AT
’ VA
Ainsi on obtient :
Ze,n Z‘e,n
JL AWV @pngdo & AGEIDyl
i ’ x§ — xf

1
Une approximation de — V C(v(tp, x))dx :
€

/VC€ en _622/ CE(v"" () gy (2) do

j€Jd;

En utilisant la méme méthode pour A¢ on obtient :
! (o™ €/ €n
o ) i)

Et finalement on obtient un schéma explicite en temps de (2.12)) :

|‘/;| €,n en € ’Zen Ze’n e
At (Zi o 2 - 2 Z A |Flj|7c+ Z |Fz]|C 1] )nij (411)
jed; ‘ I] - X jed;
Cela implique que :
1 At 2" =z 1At
ent+l  _en i
Zi Z; = A (v |Fz |7 L5 C (05" )i
62 |V|]§ J ’ j_ |V|j§ J ] J

(4.12)

4.2.3 Etude de stabilité

Nous donnons une condition de Courant-Friedichs-Levy (CFL) pour avoir la
stabilité du schéma de volume fini de SWE-LTDD. Commencons par définir la
norme suivante :

05"l = supi«ien |05, avec v = (v5")1<i<n € RY, ot N est le nombre de
volume de controle.
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4.2.3.1 Stabilité du schéma LTDD

On a le théoréme suivant :

Théoreme 4.2.1. Pour € > 0 suffisamment petit et si la condition de CFL sui-

vante :
2

T €
At - max —2- <
i dij [Vi] T |l A
est satisfaite, alors on a la stabilité L>™° du schéma de LTDD. Et l’estimation
sutvante :

c
Ze,n—i—l S st,nHoo + C H 00 ’ (4'13>
| A
est satisfaite avec C' constant.
Démonstration. On considere I’équation (4.12)) on obtient :
1 At 2" — 2 1 At
Z?nle - zen V Z Ae |Fw|7 V Z |Fw’c€
1 At Lyl 1 At
— ZTL Ae ( 7’I"L_IZETL |1’\/L |C€
rv% i, w% f
1 At Ly 1 At I
et —2 V Z AE ’ V Z AE ‘ ]|) Z
€ | |j€J | |]€J ’L]
1 At o
77 2 Ihule (v
| ‘ ]EJZ
Alors
1 At | 1 At Lyl
26 < A | + A(w 26"
€2|V| Z‘ ‘ J €2|V|J§ ”
1 At .
T 2 Tl fer (i)
’ ‘]GJ
Et finalement on a :
1 At | 1 At |FZ |
|Z~€’n+1| < .AE Ae en J ) Hze,n”oo
ooy B OG- g DA g
1 At

> [Tl

j€Jd;

a7 C(v \

(4.14)
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2
i 1 i o P
Si At- max - L] < alors —At max — L] |A°|l, < 1. Ainsi on en déduit
N dij [Vi] — [lA] di; |Vi]
qu Z )AE ‘ s < 1 comme
|V| Jj€J; J
1 At 1 .
- > ’AE ’ il < —QAt-ma | | Al .., avec une constante multipli-
e Vil jed; dij € di; [Vi]

cative due a la sommation. s
a(1 = ebm) ||

<0
|m€—|—bl|3

Concernant la positivité de A(vj;"), nous avons A(v) =

. 1 . . .
seulement si m* > @ ou pour € suffisamment petit — converge vers l'infini, alors

€
la variation d’eau m* ne peut pas étre infini. Ainsi on considére que pour € suffi-

samment petit m® < — ce qui implique A¢(v¢) > 0.

b
De (4.14) on a :
|Zz” +1| < ||Z’ Hoo |V| Z |Fl]| C ’ (415)
JjeJ;
Donc
en en 1 At .
2 =1 e+ g 2 Tl (4.16)

jeJ;

En considérant le second terme du second membre de (4.16)), on a :

1 At € | ?, ’ €
3T 2 Il < 5 mase
thjed;
| max;; (di;) | T
AL 55) Dl ce
1 T
< . tj €
- €2At mz}x(d”)max Zj |V| HC Hoo
Si At Tl o € )
i - max < alors :
u - dig [Vi| T [|A]
1 At €2
- Tij [CNo < maX( i) e 1€ oo
a7y 20 DA
1€l
< maX(d”)HAEH
1€
A

Et finalement avec (4.16)) on trouve (4.13)). O
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Remarque 4.2.1. — FEn pratique il est bien connu que pour avoir la stabilité

de il suffit de satisfaire la condition de CFL, adapté a notre cas (voir
13, [16]) :

At Iy
CFL:= e max{max)\f] ||VZ;||} < 1. (4.17)

— FEn utilisant un schéma de volumes finis pour la résolution de systéme hyper-
bolique ou de loi d’équilibre, la condition peut étre considérée comme
la définition d’un pas de temps suffisamment petit pour que le schéma nu-
meérique reste stable.

Théoreme 4.2.2. Si la condition de CFL est satisfaite le schéma numé-
rique du systéme couplé — est stable.

Démonstration. Si le CFL (4.17)) est vérifié alors le schéma (4.7)) est stable. De
plus si € est suffisamment petit, on a :

1 IT:1 At T
— AL - AL < b Y
3 max — LA A < 5 max{max V) } <
1 i
d'ott At - max — L] | A, < 1.
€ dij Vil

Donc le schéma (4.12]) est stable par le théoreme

Ainsi le schéma couplé (4.7 est stable des que la condition de CFL -
est satisfaite.

4.3 Tests numériques

Dans cette section nous allons simuler quelques scénarios avec le schéma nu-
mérique du systéme couplé proposé ci-dessus. On prend les valeurs des différents
paramétres comme suit : € = 0.0052, a' = 0.333, b =10, ¢! =16, b =4, a = 1,
c=20,d" =333, fc =38, kf =19, CFL = 0.8. Le programme est codé sous
Freefem++ 3.42 http://www.freefem.org/. Les figures [£.2] [4.4] et [£.6]sont obte-
nues avec Freefem++ et les figures [4.3] [4.5] et [4.7] sont tracées avec gnuplot version
5.0 patchlevel 3 http://www.gnuplot.infol
Dans la suite dans toute les courbes tracées gnuplot, les termes “graphhh.dat” et
“graphz.dat” représentent les fichiers contenant des données respectivement sur le
variation d’hauteur et la dune.


http://www.freefem.org/
http://www.gnuplot.info
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4.3.1 Scénario 1

On considére un domaine carré de 1000 x 1000. Initialement on suppose que
la variation de la hauteur d’eau est une constante, le flux d’eau est choisi nul
et la dune présente une zone de hauteur maximale dans le sous domaine carré
[300, 500] x [400, 600]. On fixe les conditions initiales comme suit :

mo(xl,xg) = ]_0

q0<x17 xZ) - O

ZO(I‘ . ) B { 0.1+ Sin2(7r(x17300)) SinQ(ﬁ(mfﬁlOO)) = [300’ 500} % [400,600]
1,42) —

200 200
0.1 sinon

Le résultat est donné a la figure [£.3] On constate que la décharge d’eau crée un
tourbillon autour de la dune. Et ainsi la dune est creusé au niveau du sommet et
des rebords.

4.3.2 Scénario 2

On considere le méme domaine carré de 1000 x 1000. Initialement on suppose
que la variation de la hauteur d’eau est une constante, le flux d’eau est choisi sinu-
soidale dépendant de la position x; et la dune présente zone de hauteur maximale
dans le sous domaine carré [300,500] x [400,600]. On fixe les conditions initiales
comme suit :

m®(xy,x5) = 10
¢} (1, z2) = 50sin(2mex; )

q(Q)('rlu x2) - O

Olayg) =4 01+ sin? (L3000 ip2(Tlez2d00)) - g e (300, 500] x [400, 600]
’ 0.1 sinon

Le résultat est donné a la figure [£.5] La solution devient rapidement stationnaire.

4.3.3 Scénario 3

On consideére le domaine carré de [—10, 10] x [—10, 10]. Initialement on suppose
que la variation de la hauteur d’eau présente une zone basse, le flux d’eau est choisi
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nul et la dune présente une zone basse. On fixe les conditions initiales comme suit :

m®(xy,25) = 2 — 0.1exp(—a] — 23)

¢ (1, 22) =0

Gy (71, 25) = 0

22(zy, ) = 0.1 — 0.01 exp(—27 — 23)

Le résultat est donné a la figure[d.7] La variation d’hauteur évolue vite dans les 100
premiers itérations puis ’évolution devient tres faible tandis que la dune n’évo-
luent presque pas pendant 6000 itérations.
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FIGURE 4.2 — Scénario 1 : condition initiale vue en 3D, variation de la hauteur
d’eau et hauteur de la dune.

(a) Variation de la hauteur d’eau m

(b) Hauteur de la dune z
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FIGURE 4.3 — Scénario 1 : Résultats 2D, variation de la hauteur d’eau et hauteur
de la dune. "graphm" représente le graphique de la variation de la hauteur d’eau
et "graphz' représente le graphique de la hauteur de la dune. "it" représente le
nombre d’itération.

(a) 0 itération (b) 100 itérations
(c) 1000 itérations (d) 5000 itérations
(e) 10000 itérations (f) 15000 itérations

(g) 17000 itérations (h) 17500 itérations
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FIGURE 4.4 — Scénario 2 : condition initiale vue en 3D, variation de la hauteur de
I’eau, hauteur de la dune et décharge d’eau

(a) Variation de la hauteur d’eau m

(b) Hauteur de la dune z

(c) Décharge d’eau ¢



4.3. TESTS NUMERIQUES 95

FIGURE 4.5 — Scénario 2 : résultats 2D, variation de la hauteur d’eau et hauteur
de la dune. "graphm" représente le graphique de la variation de la hauteur d’eau
et "graphz' représente le graphique de la hauteur de la dune. "it" représente le
nombre d’itération.

(a) 0 itération (b) 1000 itérations

(¢) 5000 itérations (d) 15000 itérations

(e) 20000 itérations (f) 46000 itérations
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FIGURE 4.6 — Scénario 3 : condition initiale vue en 3D, variation de la hauteur de
I'eau et hauteur de la dune

(a) Variation de la hauteur d’eau m

(b) Hauteur de la dune z
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FIGURE 4.7 — Scénario 3 : résultats 2D, variation de la hauteur de la dune et
hauteur de la dune. "graphm" représente le graphique de la variation de la hauteur
d’eau et "graphz" représente le graphique de la hauteur de la dune. "it" représente
le nombre d’itération.

(a) Evolution de la variation de la hauteur d’eau

(b) Evolution de la dune
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Conclusion et Perspectives

Dans cette partie nous avons couplé I’équation de la mer peu profonde (SWE)
avec I’équation de la dynamique des dunes de sables au long terme(LTDD). Nous
avons prouvé l'existence et I'unicité de solution du systeme couplé adimensionné.
Nous avons prouvé également la convergence a deux échelles de cette solution vers
une fonction solution d’une équation qui est la limite a deux échelles du systeme
d’équation adimensionné.

Dans le cadre de l'analyse numérique du systeme couplé, nous avons utilisé des
schémas de volumes finis dont nous avons établi des conditions de stabilité. Et par
la suite des tests numériques ont été effectués.

Dans la suite de ces travaux nous comptons, dans le cadre de simulations nu-
mériques, comparer les deux systémes couplés adimensionné et homogéneisé. De
plus il serait intéressant d’étudier le systeme couplé adimensionné dans le cas ou
I’équation SWE admet des solutions chocs.
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Chapitre 5

Equation de transport appliquée
au réseau routier

5.1 Introduction

Le trafic routier est généralement modélisé par des équations dites de transport.
Pour le modéliser on peut considérer plusieurs aspects ou échelles : microscopique,
meésoscopique et macroscopique. On considére le trafic routier comme un flux de
particules qui interagissent entre elles. Dans un modeéle microscopique[5] on s’in-
téresse a l'interaction entre ces particules ou véhicules avec beaucoup de détails
tandis que dans un modele macroscopique([27],[23]) on s’intéresse plus a 1'évo-
lution du flux dans sa globalité. Ainsi les modeles microscopiques sont souvent
utilisés pour I’évaluation de nombreux systémes de transport intelligents (STT),
mais ils sont limités a de petites zones, en raison des grandes quantités de don-
nées d’entrée, et les vastes exigences d’étalonnage. Et les modeles macroscopiques
sont principalement utilisés pour des applications de planification et de contrdle
des opérations de conception, sur des réseaux de grandes tailles et sur de longues
périodes. (voir [13]). Quant aux modeles mésoscopiques, ils sont en quelques sortes
a 'intersection des deux modeles c’est a dire qu’ils vont caractériser 1’évolution du
flux avec plus de détails qu'un modele macroscopique mais par contre avec moins
de détails par rapport a un modele microscopique.Cependant 'interprétation de
“modele mésoscopique” est différente suivant les scientifiques. En général dans les
modeles de flux de trafic mésoscopiques, 1’écoulement du trafic est décrite avec un
niveau élevé de détails, mais par contre les flux d’interaction sont décrits avec peu
de détails.

Afin de répondre aux besoin d’avoir suffisamment de détails aussi bien sur les
petits et grands réseaux, des modeles hybrides méso-micro ou macro-micro sont
apparus durant cette derniere décennie ([8],[9],[11],[12],[68],[69]). Dans ce travail
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nous aurons surtout a parler des modeles macroscopiques et mésoscopiques.

5.2 modeles macroscopiques

Ils sont généralement décrits par une équation aux dérivées partielles et on
parle d’EDP de transport. Un des plus importants modele est celui développé par
Lighthill-Whitham [43] et Richards [57], également appelé LWR, qui est une EDP
hyperbolique du premier ordre. Le modele LWR a été proposé dans les années 50
et il peut étre formulé comme suit :

dp  0Oq

ajL%:O sur [0, 7] x [0, L]

q(xat) = p(l‘,t)V(QZ,t)
q(z,t) = Qp(z,1)),

ou p et V sont respectivement la densité et la vitesse du flux et () est une fonction
souvent appelée diagramme fondamental.

La premiere équation traduit la conservation des véhicules sur la section [0, L]. La
seconde équation est une relation entre la densité et la vitesse du flux. Tandis que
la troisieme équation est appelé Diagramme Fondamental.

Le diagramme fondamental est une fonction concave positive définie sur [0, ppaz]
et est & valeur dans [0, Gmaz], OU Prmazr €t @mae sont respectivement la densité et
le flux maximal. Il admet un unique maximum atteint pour une densité critique
Perit €6 Q(0) = Q(pmaz) = 0. Ainsi, lorsque la densité est assez petite, la vitesse
est maximale et lorsque la densité est maximale, la vitesse décroit.(Voir figure
emprunté du papier [20]).

Ce qui caractérise un équilibre entre densité et vitesse. On a également d’autres

(5.1)

FI1GURE 5.1 — Exemple de Diagramme Fondamental

types d’équilibres & savoir 1’équilibre local des fonctions de l'offre O(p, x) et de la
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demande D(p, z). Ces fonctions caractérisent le flux maximal entrant ou sortant
en chaque point z. Ainsi en chaque point x le flux ) s’obtient par :

Q(p, ) = min{O(p(z",1),x), D(p(z~, 1), z)}.

L’équation d’Hamilton Jacobi est liée au concept de comptage de véhicules
N(x,t) (en anglais “vehicle number function” ou “cumulated vehicles curves”) a
I'origine proposée par un ingénieur K. Moskowitz, qui a utilisé ce concept pour
étudier les propriétés du trafic. Dans le cadre de Moskowitz, on suppose que tous
les véhicules sont étiquetés par des entiers croissants des qu'’ils entrent dans une
section de route, et qu’une voiture ne peut dépasser une autre. Si la derniere voiture
qui passerait un observateur permanent a la position z et au temps t, est étiqueté
n, alors E(N(z,t)) = n, ou E() est la fonction partie entiere. Cette fonction de
comptage est interpolée de fagon continue entre les étiquettes discretes. La fonction
Moskowitz contient des informations sur le trafic que I'on peut déduire & partir des
mesures expérimentales de trafic aussi longtemps qu’il n’y aura pas de dépassement
d’un véhicule par une autre. Ainsi les courbes de niveau de N(x,t) correspondent
a des trajectoires de véhicules. En outre, la densité locale k(x,t) et le flux ¢(z,t)
peuvent étre calculés a partir du nombre de véhicules a ’'aide des égalités :

PN(CU,t) = _M
ON (2, 1) (5-2)
qN(xvt) = ot

On constate facilement qu’en introduisant dans LWR ((5.1)) les relations (5.2), py et
qn sont solutions de LWR. Ainsi py et ¢y sont reliés par le diagramme fondamental
gy = Q(pn). Finalement on obtient 1’équation d’Hamilton Jacobi suivante [24] :

ON (z,t) ON(z,t),
- Q<_T) =0 sur [0, 7] x [0, L] (5.3)

5.3 Modélisation de jonction

Pour la modélisation d’une jonction, on considere M routes qui s’intersectent a
un croisement. On pourra donc considérer une jonction comme étant un ensemble
de section de route qui s’intersectent en un méme point. On note chaque portion
de route composant la jonction J, = [0, L,| ou L, est la longueur de la section.
Sur chaque section .J,, I’équation d’Hamilton-Jacobi est valable :

ON,(z,t)
ot

ON,(x,t)

— Qu(— o )=0 sur [0, 7] x [0, L,], (5.4)
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>

FI1GURE 5.2 — Exemple de Jonction

pour tout n =1,--- M.

Comme dans le papier [20], on considére une nouvelle variable :

1 T
Un(ar,t) = — [ ey, )y + 9a ),

n

ou v, € [0,1] décrit une fraction de route J,(entrante ou sortante) et est tel que :

nekbnt B (55)

neSort

ou Ent : ensemble des indices de flux entrant dans la jonction, Sort : ensemble des
indices de flux sortant de la jonction. Pour chaque branche J,, g,(t) = %ﬁo’t) =
Un(0,1).

En calculant I'intégral, on obtient :

—Np(x,t)

Un(z,t) = -

D’ou en partant de ’équation d’Hamilton-Jacobi sur chaque section on montre que
U, satisfait a ’équation

ou,
ot

ouU,,
ox

- f:nQn<7n ) =0

Pour prendre en compte l'orientation des flux (entrant ou sortant), on définit une
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variable :

un(x,t):{ —Up(—x,t) >0 ne€ Ent

n t
—U,(z,t) >0 ne Sort
n( 7)

_ In
- Ny (z,t)

Tn

>0 neEbEnt

x>0 ne€ Sort

Ainsi u,, satisfait au probleme de Cauchy de 1’équation d’Hamilton-Jacobi :

ou,, Ou,
r +H(%):O sur (0,7) x J, \ {0}
un(0,t) = gn(t) sur (0,7)
Un(z,0) =ul(z), n=1---M.

Avec
_G@nln-p) n € Ent
H,(p) = e ¥ p.
_@n(=p) n € Sort
Tn

Ainsi I’équation s’écrit en fonction de la variable de comptage de véhicule N, (z, 1)
par :

Pl 8 @20y — 0 sur (0.7) < 1\ {0} ne Bt
M%(;c,t) — Qn(ﬁNgx,t)) =0 sur (0,7) x J,\ {0} neSort
Na0.8) _ sur (0,7) (5.6)
N, (3 0)
- S =l (—x), sur J, \ {0} n € Ent
]\61(733,0) = ud(z), sur J, \ {0} n € Sort

Pour tout n = 1,--- M. Des travaux ont déja prouvé l'existence théorique et nu-
mérique de solution de ce probleme de Cauchy en utilisant des méthodes variées.
Parmi ces méthodes on cite la théorie variationnelle ([I], [24], [2]) ainsi que la pro-
grammation dynamique [24]. Les EDP LWR peuvent étre résolues de maniere effi-
cace par des schémas numériques de premier ordre comme le schéma de Godunov
[33], [21]. Cependant des méthodes plus récentes et moins cotliteuses en ressources
CPU sont utilisés pour la résolution de ces EDP : la méthode de Lax-Hopf, voir
[50] pour plus de détails.
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5.4 modeles mésoscopiques

La congestion étant I'un des principaux enjeux de la modélisation du trafic, le
modele macroscopique n’est pas suffisant dans certains cas. Le modele microsco-
pique, quant a lui, est difficilement utilisable a grande échelle : il impliquerait un
travail de calibration trop important et des temps de calcul trop longs.

Les modeles mésoscopiques sont a I'intermédiaire de ces derniers dans le sens qu’ils
pourront modéliser les interactions individuelles entre les véhicules et étre appli-
qués a de grands réseaux. Les modeles mésoscopiques simulent des événements de
changement de section : changement de voie, modification de la vitesse etc. C’est-
a-dire que les caractéristiques dynamiques du véhicule sont calculées uniquement
a chaque fois qu’il sort d’une section pour entrer dans une autre : en tournant. Ce
mode de calcul réduit fortement le temps de calcul, mais requiert une adaptation
des modeles de comportements.

Les événements sont séparés par des nocuds ou des lieux de singularités géomé-
triques : convergence de routes, divergence de routes, réduction du nombre de
voies, changement de la vitesse réglementaire, etc. Ces noeuds sont les extrémités
des sections homogenes du réseau et permettent de les relier entre elles. Un modele
mésoscopique doit caractériser chaque événement.

Beaucoup de simulateurs de trafic routier utilisant des modeéles mésoscopiques ont
été implémentés comme Mezzo, Vissim etc.

5.5 Simulation

Pour la simulation du modele macroscopique dans le cas d’une jonction, nous
allons utiliser la méthode de Lax-Hopf [18], [19], [50]. La méthode de Lax-Hopf
est capable de donner une solution exacte a 'EDP LWR pour tout diagramme
fondamental concave avec condition initiale et conditions au bords constants par
morceau. La méthode utilise la fonction de Moskowitz N comme intermédiaire
pour trouver la densité, de plus elle ne nécessite pas de discrétisation du temps
ni de l'espace. En effet elle calcule de fagon exacte la solution en tout point du
domaine (¢, z) spatio-temporelle.

On va s’intéresser a la simulation de deux scénarios par la méthode de Lax-Hopf
(voir [50]) en utilisant la boite a outils Matlab implémentée par ces auteurs télé-
chargeable gratuitement danshttp://traffic.berkeley.edu/project/downloads/
lwrsolver.

Au niveau d’une intersection subissant une congestion certains véhicules quittent
une section de route pour couper directement au niveau de 'intersection; on va
appeler cela un saut. Quel en est 'impact sur le temps globale de décongestion
de la zone? C’est a dire ce saut est il réellement efficace dans la décongestion ou


http://traffic.berkeley.edu/project/downloads/lwrsolver
http://traffic.berkeley.edu/project/downloads/lwrsolver
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aggrave t-elle la situation ?

Choix des parametres

Dans les deux scénarios nous simulons le probleme de Cauchy de ’équation d’Ha-
milton Jacobi du trafic routier. Cela signifie qu’on se donne des densités initiales
Ny, des vitesses de déplacement des véhicules aux points d’entrée N et de sortie
N/™ des sections de route. On utilise également dans les deux cas un diagramme
fondamental triangulaire.

FIGURE 5.3 — Carte utilisée dans les deux scénarios : Section de route en bleu est
la section de route 1 et la section de route en jaune est la section de route 2.

— Construction du scénario 1 :
Dans ce scénario, on considere qu'un flux de véhicules quitte la section de
route 1(bleu) (pour cause de congestion) pour passer par la section de route
2(jaune) et finalement rejoindre a nouveau la section route 1 par une autre
entrée.
Pour la section de route 1 :
La longueur est L; = 709m, la vitesse du flux libre est 6m/s, vitesse du flux
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en congestion —2m/s. La densité maximale de la section est 0.625veh/m.
Densité initiale :

0.086veh/m de 709m(A) a 359m(B), 1.154veh/m de 359m(B) a 309.5m(G)
et 0.575veh/m(la densité sur la section BC est divisée en deux, l'autre moi-
tié a choisi la section de route 2) de 309.5(G)m a 260m(C'), 0.15veh/m de
260m(C) a 130m(D) et 0.725veh/m(la densité sur la section DE est aug-
mentée de 'autre moitié qui avait choisi la section de route 2) de 130m(D)
a 0m(FE).

Vitesse d’entrée :

A la position A la vitesse est 0.1veh/s de 0 & 900s et 0.01veh/s a partir de
900s.

Vitesse de sortie :

A la position du point de sortie E, la vitesse est 0.0lveh/s de 0 a 700s.
Pour la section de route 2 :

La longueur est Ly = 450m, la vitesse du flux libre est 6m/s, vitesse du flux
en congestion —2m/s. La densité maximale de la section est 0.625veh/m.
Densité initiale :

0.575veh/mde 450m a Om.

Vitesse d’entrée :

A la position G la vitesse est 0.225veh/s de 0 a 900s.

et 0.1veh/s de 900s a 5000s.

Vitesse de sortie :

A la position du point de sortie D, la vitesse est 0.225veh/s de 0 a 700s.

— Construction du scénario 2 :
Dans cette situation on considére que tout le flux de véhicules passe uni-
quement par la section de route 1(méme s’il y’a congestion).
La longueur est L; = 709m, la vitesse du flux libre est 6m /s, vitesse du flux
en congestion —2m/s. La densité maximale de la section est 0.625veh/m.
Densité initiale :
de 709m a 359m — 0.086veh/m, de 359m a 260m — 1.154veh/m et de
260m a Om — 0.15veh/m.
Vitesse d’entrée :
A la position A la vitesse est 0.1veh/s de 0 a 900s et 0.0lveh/s de 900s a
plus.
Vitesse de sortie :
A la position du point de sortie F, la vitesse est 0.01veh/s de 0 a 700s.
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FIGURE 5.4 — Scénario 1 : Section de route 1

(a) Nombre de véhicules en fonction du temps et de ’espace

(b) Trajectoire des véhicules en fonction du temps et densité
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FIGURE 5.5 — Scénario 1 : Section de route 2

(a) Nombre de véhicules en fonction du temps et de 'espace

(b) Trajectoire des véhicules en fonction du temps et densité
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FIGURE 5.6 — Scénario 2 : Section de route 1

(a) Nombre de véhicules en fonction du temps et de ’espace

(b) Trajectoire des véhicules en fonction du temps et densité
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Chapitre 6

Réseaux de transport et
localisation d’activités/!

6.1 Introduction

Le probleme que nous étudions dans cette partie consiste a déterminer le réseau
de transport et la localisation des activités sur ce réseau permettant d’optimiser
une fonction représentant le cotit de transport sur ce réseau. On se référe a ce
probleme en parlant de la conception simultanée d’un réseau de transport et de
la localisation de ses activités (en anglais Transportation Network and Land Use
problem). Celui-ci trouve des applications pratiques en aménagement urbain, les
activités étant dans ce cas les générateurs de flux de déplacement (résidences,
écoles, zones de loisir, zones industrielles, zones d’affaires, etc.) et les arcs du ré-
seau les routes. Le probleme couple par définition deux types de decisions ou réside
sa difficulté : celui de la conception du réseau (Optimal Network design (ON))
et celui de l'affectation quadratique d’activités (Quadratic Assignment Problem
(QAP)). Dans la suite, nous désignerons par I'acronyme ONQAP notre probleme
en référence a I'appellation anglaise des deux problémes qui le composent. Du fait
de la complexité a les résoudre simultanément, ces sous-problémes ont été étudiés
séparemment, générant une abondante litterature sur ces sujets. On peut citer
entre autres les travaux Scott (1969), Boyce, Farhi et Weischedel (1973), Hoang
Hai Ho ¢(1973) et Billheimer (1970) sur les problémes de conception de réseau, et
ceux de Schlager (1965) et Gordon-McReynolds (...) pour les problémes de locali-
sation d’activités . Tres peu de contributions en revanche s’intéressent au probleme
combiné qui pourtant s’approche le mieux de la réalité des aménageurs urbains.

1. Une publication a été tirée de ce chapitre : A New Heuristic Method for Transportation
Network and Land Use Problem, Mouhamadou Aliou M.T. Baldé and Babacar M. Ndiaye, in
Journal of Mathematics Research, Vol. 8, No. 3, pp 94-111, June 2016.

117
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En effet, le réseau de transport influence la localisation des activités. On peut
constater a ce titre que la récente Voie de Dégagement Nord (VDN) dans la ville
de Dakar a motivé la création de nouveaux quartiers le long de celle-ci qui sont
autant de points de départ et d’arrivée de population, donc autant d’activités. In-
versement, ces activités ont eu un impact sur le réseau puisqu’elles ont généré des
congestions dues aux nouveaux flots de véhicules. Il y a donc une sorte de spirale
(ou cercle), activités-flots dans les réseaux, qui peut étre vertueuse ou désastreuse
selon I’évolution des choses. Résoudre simultanément les deux problemes revient
pour un aménageur a prendre en compte dans la planification la relation existant
entre les deux aspects, alors que les séparer ne consiste qu’a solutionner un aspect
du probleme. Trés peu d’auteurs se sont intéressés a l'approche simultanée parmi
eux Marc Los [47] et plus récemment Lin et Feng [44].

En reprenant la méme hypothese que Los sur I’ écoulement des flots de véhicule,
nous proposons dans cette partie un programme mathématique généralisant celui
de Los [47] ainsi que de nouvelles méthodes de résolution exacte et heuristique.
L’heuristique proposée est basée sur une décomposition du probléeme fournissant
une solution proche sinon égale sous certaines conditions a 'optimum de notre
modele. Les résolutions exactes sont quant a elle basées sur des schémas de li-
néarisation permettant de dériver des bornes inférieures. Des tests numériques sur
des données académiques et des données réelles de la ville de Dakar démontrent la
qualité des approches. Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. A la section
[6.2] le programme mathématique modélisant le probleme est présenté. Nous propo-
sons ensuite a la section [6.3] différentes reformulations linéaires du premier modele
qui chacune permettent de calculer des bornes inférieures a la valeur optimale du
probleme. Ces reformulations sont analysées dans cette méme section. La section
est quant a lui dévolue a la méthode heuristique. Les méthodes proposées aux
sections [6.3] et [6.4] font ensuite 1'objet de tests numériques a la section [6.5]

6.2 Formulation du modele

Nous supposons avoir n zones et n activités a localiser sur ces zones.
On consideére le graphe G = (V| F) tel que V est I'ensemble des noeuds formés par
les différentes zones(n) et E est 'ensemble des arcs joignant les n zones deux a
deux. On pose :

A = (a;;) : matrice de cofit de localisation de I'activité i sur la zone k.

F = (fi;) : matrice de flot de déplacement par unité de temps entre deux activités
1 et j.

C = (¢;;) : matrice de cotit de construction de 'arc ou de la route (3, j).

W = (w;;) : matrice de distance directe entre les zones 7 et j ou distance de I'arc

—
~
.
SN—
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Pour déterminer les localisations des activités, on considere des variables de déci-
sion, dites d’affectation, z;, = 1 si 'activité i est affectée sur le noeud k et 0 sinon.
Pour déterminer la configuration du réseau, nous avons besoin d’introduire des
variables binaires y;; = 1 si 'arc (i, j) est choisi et 0 sinon. En fonction du réseau
construit, le plus court chemin, au sens de cofits fixes de construction w;; associés
a chaque arc (i,j), peut varier. Il est alors nécessaire d’introduire des variables
dy(y) désignant leurs valeurs, ainsi que des variables z*' permettant de savoir si
le plus court chemin entre k et [ passe par un arc (route) a du réseau ou non. On
estime par ailleurs que si 'activité ¢ est placée sur le noeud k, et 'activité j sur
[, alors le cotit de transport d’un véhicule de k a [ est égal a la distance dy(y).
D’autre part, les localisations des activités induisent des cotits fixes a;; auxquels
s’ajoutent, pour le réseau en construction, des cofits de construction c¢;; de routes.
La somme des cotits de localisation, de transport et de construction s’exprime alors
mathématiquement par la fonction suivante :

q(x,y,d) = Z ik Tik, + Z fiidmxi + Z CijYij

i,k i,k,5,l 1,]

Il s’agit la d’'un modele cubique en nombres entiers. Le réseau et la localisation
“optimale” d’activités sont obtenus en minimisant la fonction ci-dessus sous un
ensemble de contraintes décrites ci-dessous.

Min z}; aixTic + 2 JijduTari + 3 Cijyis
7 2,J

. ikl
s—t:
(1) > Tik =1
(2) %xm =1
(3) ¥ M= o =1
aes* (k) aes—(1)

@4 ¥ &= ¥

a€dt(m) ac€d~(m)
(5)dkl — Z wazfjl 2 0
acE
kl kl
(6)2(5) + 2G5 < Ya

Ou m est un neoud intermédiaire différent des deux zones k et [ pris respective-

ment comme oigine et destination du chemin considéré, 67 (i) = {j € V/(i,j) € E},
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5=(i) = {j € V/(j,i) € E}

(1) et (2) représentent des contraintes d’affectation garantissant qu’une activité
n’est localisée que dans une seule zone et inversement. Pour obtenir les plus courts
chemins, on utilise des variables de flots, 2%, consistant a faire passer un flot de 1.
A ces variables sont associées des contraintes de conservation de flots. La contrainte
(5) permet de donner a dy; la valeur du plus court chemin de k a [, et la (6) permet
d’assurer que seuls sont pris en compte, dans le calcul des plus courts chemins, les
arcs correspondants aux routes effectivement construites.

Ainsi dans notre modele les variables a déterminer dans 1’optimisation sont prin-
cipalement x;z, y;; et di, qui interviennent dans la fonction objectif, puis zfjl qui
intervient uniquement dans les contraintes. Les variables x, y; et 2 sont binaires
et la variable dy; est réelle.

Ce modele est une extension du probleme de Koopmans-Beckmann. On peut mon-
trer que ce probleme est NP-Complet puisque généralisant le probleme dit d’affec-
tation quadratique(QAP) connu pour 1'étre. En effet, si nous fixons par exemple
toutes les variables yi;, autrement dit si nous décidons de construire toutes les
routes, alors le probleme se résume a trouver les affectations d’activités minimi-
sant la somme des cotits de déplacement; ce qui est équivalent a résoudre un
probleme d’affectation quadratique.

Ce qui confere a ce probleme une difficulté supérieure ou égale a celle de QAP.
On peut reformuler le modele de fagon plus précise par rapport aux arcs et aux
zones a consideérer et en remplagant l'arc a par (i, j).

1y

n n n

Min Y appza+ Y fijduraxi + X ¢ijYij
=1 ikgil=1 iG=1
£l o



6.3. LINEARISATION ET BORNE INFERIEURE 121

k=1
(3) 3 2f! Zzzl— CkALkl=1,....n
T

n

4) > z’n“fj: i 2 kE L k#ml#£m,
i=1
i#Em

()szj <dkl; k#l, k,l:L..,,n
»]_
7]

(6) Zkl—i_zjkzlgyij: 27&]7 iajzla"'7n7
k41, kil=1,...n

(7) Tik,s ylje {071}7 Z#]J i,j,k:l,...,n,
(8) zfe {0,1}, k#1, i#j, kli,j=1,...,n

6.3 Linéarisation et borne inférieure

6.3.1 Linéarisation

Une des techniques standards utilisées pour résoudre des problemes non-linéaires
non convexes du type de celui de ONQAP consiste a les reformuler sous une forme
mieux étudiée, et a profiter ainsi des méthodes de résolution éprouvées. Généra-
lement on essaie de se ramener a un probleme a fonction objectif et contraintes
convexes, et en particulier a un probléme linéaire. On appelle ces méthodes « tech-
niques de linéarisation ». Nous montrons dans cette sous-section, comment une sé-
rie d’approches connues de la littérature ont été appliquée au probleme ONQAP.
Une méthodologie originale basée sur ces linéarisations et sur une décomposition
est présenté dans la sous-section [6.3.2]

Rappelons la fonction objectif :

Z AikTik + Z fzgdklzzkmjl + ZCZ]yZJ

i,k 1,k,5,l 4,J



122CHAPITRE 6. RESEAUX DE TRANSPORT ET LOCALISATION D’ACTIVITES

Dans cette fonction le terme non linéaire a linéariser est :

Z fijdklﬂiz‘kﬂiﬂ

i,k

6.3.1.1 Linéarisation classique

La linéarisation classique ou standard (voir [7], [25]) appliquée au probléme
ONQAP consiste a remplacer le produit dyz;,2; par une nouvelle variable Z;j;.
A ces variables sont associées de nouvelles contraintes assurant que le reformula-
tion reste équivalente au probleme d’origine. Ces contraintes pour la variable Z;;;

sont les suivantes :
Zigjt < L -y

Zijt < L-xj
Zikji < dp

Zikjt 2 dpy — L+ (2 — g — x51)

Zikji > 0,

ou L Z maxy i dkl-

Ainsi il est bien connu (voir [7], [25]) que quand les variables correspondantes
sont entieres, ces contraintes assurent 1'égalité Zy ;i = dpipz;i.
La reformulation (ONQAP-LIN1) du probleme ONQAP avec ces variables est donc



6.3. LINEARISATION ET BORNE INFERIEURE
la suivante :

Min kz QikTik + Z fszikjl+ 'Zlcijyij
= = i,j=

z;égk;é i#j
s—t

(1) ;x,k =1,

(2) Z Tik = 1 5
kil

(3) Xz = ZZ , k#L
j=1
J#k ’7’“

(4)2 51 Zzzm, k#1k#m,l#m,
#flj z;ém

()Ewmz <dkl7 k#l
i,j=1
z;é

(1) Ziwjy < L-wipp, 1#7,k#IL,
(8) Zuyjy<L-xj, i#j,k+#I,

9) Zinj <dw, i #JkF#I,

(10) L-wip+L-xjy+diy— Zigjy <2L, i# 5,k #1,

(13) = €{0,1}, i#jk#1,

123
k=1,....n
1=1,...,n
k.l=1,...,n
m,k, =1
k.l=1,...,n

1,75,k l=1,....n

Comme nous avons a faire a un probléme de minimisation est que les coefficients
fij sont tous positifs ou nuls les contraintes (7), (8) et (9) ne sont pas nécessaires

et peuvent étre enlevées.

Cette reformulation peut étre simplifiée en observant que pour tout couple de
localisation (k,[) il existe un unique couple d’entités (io, jo) tel que Zikjor = dp-

Par conséquent :

" Zigji = dy.

i,j=1
i#]
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n
Ainsi dans la conrainte (5) on peut remplacer les variables dy; par > Z; et le
ig=1
i#]
probleme ne sera pas modifié.
Par ce changement la Contrainte (9) Zirji < di peut étre éliminée car elle est

équivalente & Zj < Z Zikijl,

7]_
i#j
ce qui est toujours vrai car les variables Z;;; > 0.

De méme la contrainte (10) peut étre éliminée. En effet si Z;;; = 0 alors (10)
devient dy; < 2L puisque z;; = x;; = 0. Comme dy; € [0, L], diy < 2L est toujours
vral. Si Zj = dy alors (10) devient L - @ + L - x5 < 2L ce qui reste toujours
vrai. La nouvelle conrainte (5) associée aux contraintes (1) et (2), permet d’assurer
qu’une seule des variables Z;;;; pourra avoir la valeur du plus court chemin.
Donc le probéme est ainsi reformulé :

Min Y ikTik + Y fz] 1kyl+ Z CijYij
27]{::1 i7k7j7l_ 7]_
i#g,k#l i#]
s—1t:

W)Y g =1, k=1,...,n
=1

(2)Z$lk:17 1 =1, y 1
kil n

B)Yzm=>z=1, k#1, kl=1,....n
j=1 i=1
J#k i#l

(4)22,’; S M k£ LkEmlEm, mkl=1
i iAm

(5)121% wg Z sz]la k‘?él l{,lzl, ,n
i#]

Cette nouvelle formulation linéaire compte 2n*

©) Wt <y i AiEAL
(7) Zijy < L-wg , 175, k#1,
(8) Zjy<L-xj, i1#7j,k#I,
LF Gk #
k41,
LF gk #

(9) Zijy >0,

(11) 2l € {0,1},

i g kil=1,....n
jlik=1,...n
kg, l=1,...,n

ik l=1,...,n

1,7, kl=1,....n

— 4n3 + 4n? — n variables et 4n* —
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n® + 2n? + 5n contraintes.

Le domaine réalisable de cette formulation peut étre réduit en remplacant la valeur
L par des encadrements plus serrés des variables di;. On note i et 'y respec-
tivement la plus petite et la plus grande distance dans le graphe. Il vient alors
immédiatement les contraintes ci-dessous :

Zijki = VTik + YT — Vel
Zikjt < T

Zikjt < i,

Celles-ci peuvent étre rajoutées a la formulation ONQAP-LIN1 en renforgant ses
bornes et réduisant son domaine réalisable. On peut proposer une formulation de
problémes pour la détermination des plus courts et longs chemins sur le graphe a
partir des contraintes de ONQAP. Ces problemes sont formulés comme suit :

kl

n
Vel = Min Z Wij 25

Tt
(P1) pompir
s—t:
n n
(1) 5 o= £ ok =1
7j=1 =1
j#k il

n n
p (2) '21 zﬁfj: 21 <1, m=1,....n, k#£m,l #m
= = =1,
j?ﬁin,j#k iEm,i#l

(B) M+ <1, iy ij=1.n i#l jF£k

(4) 2le{0,1}, i#jg ig=1....n i#l jF#Ek
Vkl=1,....n k#L

(Py) 'y =max X wijzfjl, Ve, l=1,....,n, k#1l.
2€7 ij=1,i#j
i#l,j#k
Ainsi une formulation de ONQAP-LIN1 devient :



126CHAPITRE 6. RESEAUX DE TRANSPORT ET LOCALISATION D’ACTIVITES

Min 3 apzie + X [ijZiej+ X CijlYi
i,k=1 i,k,j,l=1 1,7=1
oy i
s—1t:
(1)§xlk:17 ]{}:1, T
(@) %z =1, i=1,....n
()X A= L =1. kAL k=10
Tk i
(@ilﬁ—sz,k%M#mJ%m, mkd=1,....n
s i#m
(5),£_:1wijzfjl§'§_:lzikjly k#1, E,l=1,....n
oy i
(6) ijl_"zle—yma i # j,k#1, i, 7,k l=1,....n
(7) Zikjlngl-a:ik, Z%j,k‘#l, j,l,i,k:L...,n
(8) Zik:jlgrkl"rjl7 Z%j7k7élv iukajulzlv"'an

9) Zikjt > Voo - ik + Ve T — Y, CF S EFL Lk l=1,...,n
(10) Z’Z’k,yi]’E{O,l}, k?’él, i,k,jzl,...,n

(11) 28 e{0,1}, i#j4k#1, i, 5.k l=1,...,n
ol v et T'y peuvent étre déterminés en résolvant les problemes (Py) et (P3)

ou en utilisant les techniques classiques de détermination de plus courts et longs
chemin bien connus.

6.3.1.2 Linéarisation de Kaufmann et Broeckx

La linéarisation de Kaufmann et Broeckx consiste a remplacer 'expression :
Tik Z fiidiiz 1. On procede pour cela en deux étapes.

Smt Ukﬂ = dy - xj avec dy € [0, L]. La nouvelle variable Vj; est alors définie par
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Vik = @i, - Zl:fij Ui
j
La fonction objectif devient alors : > @ikTik + 22 Ve + 22 CijYi-
i,k i,k 1,]
Comme pour la linéarisation classique il est ensuite nécessaire d’introduire des
contraintes assurant I’égalité entre les variables introduites et les expressions qu’elles
remplacent. S’agissant des variables Uyj;, nous savons que :

Ukji < L -z
Ukjit < dp
Upji > dig — L(1 — 1)

Ugji 2 0.

De facon analogue pour ce qui est de V. nous avons :

Vie < ;L -y,

Vir < ZlfijUkjl
Js

Vik > zl:fijUkjl — q;L(1 — xi)
J7

Vie > 0.
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La formulation résultante ONQAP-LIN2 est alors la suivante :

Min Y aprg+ Y Vi + Z CijYij
et k ;

ik=1 ik=1 i,5=1
s—1t:

(Uixzk:l; k:17 T
=1

(2)szk:1) =1, y T
kﬁl n

B) Y gl=228=1, k#1, kil=1,...,n
T =

(4)2 ]131 Z zm7 k#hk#m?l#ma makalzla--'vn
= —
rjnaéj i7m

()ijlwz] @]<dkla k;él k,lzl,...,n
i

(6) 28420 <wij, i#4k#L ik l=1,....n

(7) UkﬂSL'Qfﬂ, kﬁ?él, j,l,k‘zl,...,n

(8) Ukjlgdkl, k#l, j,k,lzl,...,n

(9) L':Ejl—f-dkl—UkleL, k‘#l, k,j,lzl,...,n

(11) ‘/ikgzlfijUkjla ik=1,...,n

J?
(12) Vz‘kZZ;fijUkjl—%‘L(l—%k)y Lk=1,....n
7
(13) UkﬂzO,VikEO, k‘?él, i,k,j,l:1,...,n

(14) Lk, y2j7 szjle{ovl}u Z#]uk#la Z.7j7k7l:17"'7n

Comme il s’agit d'un probléme de minimisation les contraintes (10), (11) peuvent
étre retirées sans conséquences sur la valeur de la solution optimale du probleme.
Le modele peut en outre se simplifier davantage en remarquant que :

diy = Z Ukji.

J
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Cette équivalence permet de remplacer les variables dj; mais également de retirer
les contraintes (8) et (9) du probleme.
Le probleme en résultant est le suivant

Min ; ik ik + Z Vie + Z CijYij

i,k=1 i,k=1 1,7=1
s—t:

(Uixz‘k:l, k=1,...,n
i=1

(2) Xz =1, i=1,...,n
kil

(3)22113_22@]6/ 17 k#la kul:17 I
j=1
ik i

(4) > 51 Z M kELkEml£Em, mkl=1....n
= —
gﬂ#] #m

()1]2 wl]ZZkJISZUkﬂ, k#l, k,lzl,...,n
i

(6) Zl_{—zlegyl,]? l#],k’#l, Z7jak7l:177n

(7) UkleL'lea /{Z%l, j,l,k:zl,...,n

Js
(9) Ukjlzov‘/;kzoa k#h i>k>j7l:17"'7n

(]-0) Lk, ylja 2516{071}7 Z%Juk?ﬁla Z7jak7l:177n

Il comporte n* — n? + 2n? variables et n* +n® + n? + 5n contraintes.

Soit v, et 'y les distances minimale et maximale dans le graphe. On note by, et
ub;y, les valeurs obtenues comme suit :

(P1) v = min i wijzikjl, Ve l=1,....,n, k#1.

2€Z i j=1,i#j
1L, ];ﬁk

(Pg) FklII?GaZXZJ %:Z#Jw” ij o \V/k l—l ,n, k?él
1#£L,j#£k



130CHAPITRE 6. RESEAUX DE TRANSPORT ET LOCALISATION D’ACTIVITES

lb;;, = min Zl: fii et
ey
s—1
() Saa=1 17k l=1,....n
(P3) 7
(2) l%lezl,j#i, j=1,....n
(3)%116{0,1},j752,l%/€ j,lzl,...,n
ub;, = max 2% fz‘jrklsz
ey
s—1
(1) San=1 17k I=1,...,n
(Py) 7
(2) l?kle:l,j#i’ j=1,...,n
3) ;€ {0,1}, j 44, 14k jl=1,...,n

Comme vy < Upji = daj < I'iyxj, on remplace :

la contrainte (7) par Uy;; < Tz

la contrainte (9) Uy;i > 0 par Uyji > Vi

PuisVi,k=1,...,nona:
Vik = T Z fiidrxjs > 4 Z fii e > lhipaiy
¥ ¥
j;ég,l;ék j#g,l#k

De méme les valeurs calculées précédemment permettent de dériver les inégalités
suivantes :

la contrainte (8) par Vi > Z JiiUkjt — ubig (1 — z41,).

¥
j#il#k
la contrainte Vj, > 0 par Vi > bz
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La formulatlon resultantenest la sulvante
Min Z Qi Tik + kZ; ik T Z CijYij

i,k=1 i,k=1 1,7=1
s—1t:
1)z =1 k=1.....n
i=1
(2)ink:1 1=1,....n
(3)22 Zzll— k#1, k,l=1,...,n
J?ﬁk ’7’5’
()ZZ%—ZZW, k#£lLk+m,l#m mkl=1....n
1
glzfj z;ém
()”z; Wiz Zl<ZUk]l7 k’;ﬁl k’,l:l,...,n
i#]
(6) 2l +2N <y, i#4k#L i3,k l=1,...,n
(7) Ukjlgrkl'le7 k?éla jal7k:]-7"'7n
(8) WkZZlfijUkﬂ—Ubik(l—l“ik) iLk=1,...,n
7y
(9) Mkzlbzkl.zk? k%la Zakajalzlaan
(]-0) Ukle/Ykl'rjl7 k%h iakajalzlw"an

(1]-) Tiks Yig, 2516{071}’ Z#]vk%la Za]7kal:17an

On détermine g, 'y, Ly et uby par la résolution des probléemes (respective-
ment) (P1>, (Pz), (P3) et (P4)
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6.3.2 Une méthode de décomposition

Dans cette sous-section nous proposons de résoudre le probleme de ONQAP en
trois phases. Il s’agit pour chaque phase de résoudre un sous problemes de notre
probleme ONQAP :

— Un probleme de plus court chemin ;
— Un probléme de localisation d’activité;
— Un probléme de conception de réseau.

On commence donc par un probléme de plus court chemin(PCC) qui renvoie en
solution les plus courts chemins entre les différentes zones, on les note 7. Puis
ces 7y sont introduits dans le probleme de localisation d’activité(LA), qui ren-
voie comme solutions les localisations des différentes activités sur les différentes
zones, on les note z,.. Et enfin les 2, sont utilisés dans le probleme de conception
de réseau(CR), qui renvoie comme solutions les plus courts chemins et les routes
construites, notés respectivement dy, et y;;.

Ainsi (z};), (dy) et (y;;) sont solutions de ONQAP-D, une forme décomposée de
ONQAP.

Dans la suite la méthode est noté ONQAP-DLIN puisque les sous problemes
sont résolus par des techniques de linéarisation. ONQAP-DLIN n’est pas une re-
formulation de ONQAP mais, il renvoie plutdét une borne supérieure de notre
probleme initial.

6.3.2.1 Probléme de Plus Court Chemin (PCC)

Il s’agit ici de résoudre les problémes de plus court chemin (P1) définit dans
la sous-section [6.3.1.1, Ainsi on résout n? — n problémes PCC et les solutions ~y

n
de ces problémes satisfont yy = min > wi;z Ve I=1,...,n, k#L
2€Z  j=1,i#]
1AL j#k

6.3.2.2 Probléeme de Localisation d’Activités (LA)

Pour le probléeme LA on utilise les solutions des problémes précédents(~y), et
on formule le probléeme comme suite :

n n

Min g(z,v)= Y apxa+ Y. fiyuTat;
ik=1 ikojl=1

i),k
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(3) 2 € {0,1}, ik =1,....n

En résolvant ce probleme d’affectation quadratique (QAP), on trouve les solutions
x}.. On constate alors que la résolution de ONQAP-DLIN est d’autant plus efficace
que la méthode de résolution de QAP T'est. Ainsi nous proposons trois linéarisa-
tions, la premieére issue des méthodes de linéarisations dans [7], puis la méthode
de Kauffman et Broeckx ([I4], [70]) et enfin la méthode de Xia et Yuan dans [67].

6.3.2.3

Premieére linéarisation

I s’agit de remplacer x;,x; par X;;; et on obtient la linéarisation suivante :

Min

6.3.2.4

> i+ > fii Xk
ih=1 ikogl=1
i3 ket
(H)zeX
(2)Xikjl§xik, ’l;’éj,k#l, j,l,z’,kzl,...,n
(3)X’Lk}]l§mjl7 Z%jak%lv kaajvlzlyan

(4) 1_xik_le+Xikj1207 Z#],k#l, i,k,j,lzl,...,n

(5)Xlkjl207 Z?éj,k?él, Zak7j7l:17an

Linéarisation de Kauffman et Broeckx

On part de kZ l [ij Tt = Zl:c Tk 2; Jij v, puis on pose Xy = iy 2% Jig vt
27 7.]7 27 .7’ ]7
et Cik — zl:fij’}/kl.(VOiI' [14], [70])
J

Ainsi la f;)rmulation est :
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n n
Min kZ QipTik + kz Xk

i,k=1 1,k=1

(H)ze X

(2) X, > ;fij’}/klle — (=), i,k=1,...,n
-]7

(3) Xup > 0, ik=1,....n

6.3.2.5 Linéarisation de Xia et Yuan

Il s’agit d’une formulation linéaire plus «serrée» de Kauffman et Broeckx dans
le sens que les variables sont mieux bornées.(voir [67]).
Formulation :

n
Min Z ATk + Z sz
ik=1 ik=1
s—1t:

(I)zeX

(2) Xu > Z%fiﬂkl%‘l —ubp(l —zu), 4,k=1,...,n
]7

Ot lb;, et ub;, sont les solutions respectives des problemes (P3) et (P4) définis
dans la sous-section [6.3.1.2]

6.3.2.6 Probléme de Conception de Réseau de transport (CR)

On résout le probléme linéaire suivant :
n n n
Min g(z*,d) +h(y) = X anvi+ X fiduzhay + X cijyi
i k=1 ik gl=1 ij=1
i#£5,k#l i#£]

s—t:
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WEA=salf=1, Kt b=
J]= 1=
ik i#l

(Z)izkljzz,z“ k#Lk#m,l#m, mkl=1,....n

= m, = im
R= m#j iFm
(3>.;1w1721] <dkl ) k%l’ kvl: 17 , I
i
(4) 2 + 2 <wiy, i k#L i,gkl=1,....n
kilx

La résolution de CR nous donne les solutions dj;, y;; et z;;*. On peut simplifier la

ij
n n
fonction objectif par Y fijdklx;‘kle + > c¢i;yi; sans changer le probléme étant
ig=1

ik gl=1
i kA i#]
n
donné que la somme 3 a;,7}, est constante. Cependant par souci d’efficacité et
ik=1

de clarté notamment dans les preuves on conserve g(z*, d) + h(y).

6.3.2.7 Etude de la méthode
A la fin de l'algorithme la valeur optimale de ONQAP-DLIN est donnée par

9@, d) +h(y) = D awaiy+ D fydgriay + D iy
ik=1 ik,gl=1 ij=1
1#5,kF#l i#]
Définition 6.3.1. Trouver une solution (x*,d*,y*, z*) de ONQAP-DLIN c’est ré-
soudre le systéme d’équations suivant :

{ gg)glg(w,v) = g(x*,7)

Jmin_g(a*, d) + h(y) = g(a*, d*) + h(y")
JY,2€ER

kl

avec v = (Y1) tel que ¥ k,l=1,...,n, k#1, vy = min f: Wij 245

2€2 i j=1,i#]
i#l,j £k
Théoréme 6.3.1. Soit (z*,d*,y*, 2*) solution de ONQAP-DLIN et (z,d, 7, %) so-
lution de ONQAP.
Ona :

g(x*,d*) + h(y*) > g(z,d) + h(y)

Démonstration. (z*,d*,y*, z*) solution de ONQAP-DLIN = z* € X et (d*,y*, 2*) €
R
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= (2", d"y",2") e D

Donc (z*,d*, y*, z*) est admissible pour ONQAP. D’ou le résultat.
]

Théoréme 6.3.2. Soit (x*,d*,y*, z*) solution du probléme ONQAP. Si x* est
solution de LA, alors (d*,y*,z*) est solution du probléeme CR.

Démonstration.

n n n
. * * * * *
min q(z,y,d) = Y agxl+ D> fudprnri+ Y ey
(x?l7y7z)€D . . . .o
i,k=1 i,k,j7,l=1 2,7=1
1#7,k#l i#]

z* solution de LA = g(z*,v) = Hél)r(l g(z,7)

(xf,lyl,lz?eD a@,y,d) < (lg,lzl)IéRq(x 9 d)

or (d*,y*,z") € R
d . * d < * ES d*
onc (,,?J)%RQ(x Y, d) < q(o*,y, d")

= q(z*,y", d") (lﬁglzl)réRq(w Yy, d) (lﬁglzl)réRg(x, )+ h(y)

= g(a",d") + h(y") = min g(z*,d) + h(y).
(Ly,z)ER
0

Corollaire 6.3.1. Soit (z*,d*, y*, z*) solution du probléme ONQAP. Si x* est
solution de LA, alors (x*,1*,y*,2*) est solution de ONQAP-DLIN.

Démonstration. Déduction immédiate d’apres le théoreme [6.3.2] ]

6.3.3 Borne inférieure de ONQAP

Dans cette section nous donnons deux bornes inférieures pour ONQAP. La
premiere est une adaptation de celle de Gilmore Lawler pour QAP et la seconde
est basée sur les distances.

Comme ONQAP est une généralisation du probleme d’affectation quadratic (QAP)
la plus part des bornes inférieure construite pour QAP[46], peuvent étre adaptée
pour ONQAP. Soit le probleme suivant :
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LB = Min Y apwip+ > gz + X CijYij
pd et =1

i,k=1 i,k=1 1,j=
i
s—t:
@) S =S =1, k£l ki=1,....n
ik #l
(3) > 2L = S kALkAmlEm, mkl=1,...n
i=1 i=1
D, = ot i#m
(4)”2110@']‘21-’}[:%17 k#1, kil=1,....n
i#]
(5) 2 +25 <wy, 1#4k#I, gk l=1,...n
(6) 2, yij, i#4k#L i g kl=1,....n

Ot 7 et Ib;y, sont les solutions respectives des problemes (P1) et (P3) définis dans
la sous-section [6.3.1.1l Avec X défini dans la sous-section [6.3.2.2]

LB est une borne inférieure de ONQAP. Gueye et al.[36] ont récemment proposés
une formulation linéaire de QAP basée sur des “variables de distances”, ce mo-
dele introduit O(n?) variables Ces “variables de distances” ont d’abord été utilisés
par d’autres auteurs : Caprara and Salazar-Gonzalez [16], Caprara, Letchford,&
Salazar-Gonzalez [17], Liu & Vanelli [45]Des tests numériques éffectués sur des ins-
tances de la librairie du probleme d’affectation quadratique (QAPLIB) ont montré
les capcités de cette borne inférieure & donner des bornes serrée en peu de temps.
Pour tout ¢ et j, on définit D;; comme

n n
Dij = Z delxikle, \4) 7é JE F.
k=11=1
On constate que pour tout kg et [y fixé, si x,, = 1 et x;, = 1 alors D;; = dj,-

Ainsi, D;; représente les distances entre les activités ¢ et 7, qui dépend de leurs
positions de localisation respectives.

D;; = diyi (@igg + Tj1; — 1)

Ainsi ONQAP peut étre reformulé comme suit :
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LB= Min Y apxic+ X fi;Dij+ > cijyi;
e i j=1 ij=1

% 1 i,j=
i#]

s—1:
(1) Tip € X

(2) Dij Z’Ykl(xik_‘_le_l)? k%lv 7'7&]7 kvlai7j:1>'-'an

(3> DmSDzm_'—Dm]? Z#],Z%m%], kvlumzlvun

(W)X =3 =1, k£l ki=1,....n
Jj= i=
itk i#l

(5) 3o 2f = > K kALk#mil#m, mkl=1..n

=1 =
j#m izm
D/ — (6> Z wwzfjl Zr)/kl, k#l, k‘,lzl, ,n
v i,j=1
i#j
(7) 28+ 20 <wij . i#5,k#1, klij=1,...,n
(8) ZDUZ Z Vel Tik Z#]? i?jzla"wn
7j=1 k,l=1
(9) ;Dijzk%;lvkllea Z#]v i?jzla"wn
(11) zfjl, Vij , 1# gk #L, i,5,k,l=1,....n

Ot vy est solution du probleme (P1) défini dans la section |6.3.1.1} Avec X défini
dans la sous-section [6.3.2.2]
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6.4 Résolution par des heuristiques

6.4.1 Introduction

On consideére les notations introduites dans la section 6.2l Dans cette section nous
présentons des méthodes heuristiques de résolution de notre probleme ONQAP.Les
sous problémes de réseau et d’affectation quadratique de 'heuristique ONQAP-D
présenté dans la sous-section [6.3.2] sont résolus par des heuristiques. De plus on
lui associe d’autres heuristiques bien connues telles que I'algorithme glouton et
I’algorithme génétique.

Par souci de simplicité dans les notations, on peut reformuler (ONQAP) de la
maniére suivante :

(ONQAP): Min q(z,y,d)
s—t: (1) Y ap=1 EkeV
i€F
(2) Xz =1 i€ F
keV
(3) X Zq]%lj > Zfrln
JjeV i€V
(m,j)eA (i,;m)€A
1 if m=k,
=<¢ -1 if m=I, meV;k#1leV
0 otherwise.
4) du > 3wz Vi, € Vik #1
(3,7)€EA

(5)21-]‘}-1 + Zﬁl < Yij V(i,j) € E;k, 1€V

(6) Tik € {O, 1}
(7) yij € {O, 1}

(8) zfjl € {0,1}

Vie FkeV
V(i,j) € E

V(i,j) e A k#1leV
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et

(ONQAP) : min min q(z,y,d), (6.1)
€S (y,d)es’

ou

S={r={xi}ir=12..n5—t: (1),(2),(6)}
S ={y = {yutener, d = {dutpnea s —t: (3),(4),(5),(7), (8)}

6.4.2 Heuristique Gloutonne

On peut observer a partir de la formulation (6.1)) de ONQAP que

min min ¢(x,y,d) = min mingq(x,y,d 6.2
min (%d)es,q( y,d) in iy q(z,y,d) (6.2)

On peut en déduire

Théoreme 6.4.1. Siz*, y* et d* sont des solutions optimales alors nécessairement

(y*,d*) € argminq(z*,y,d)
(y,d)es’

et

x* € argminq(z,y*,d")
z€S

ot argmin(q) est le domaine réalisable et q la fonction objectif.

L’heuristique gloutonne consiste a trouver une solution locale optimale (7,7, d)
satisfaisant les conditions nécessaires présentées plus haut.Son algorithme peut étre
donné ainsi :
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20 : affectation initiale;

2 N : Nombre d’itérations maximal;

w

® N o o s

10
11
12
13
14
15

16
17
18

(y°,d") = argminq(2°,y,d) ;

(y,d)es’
ancien = q(x°,y°, d°) ;
p=0;
Arrét = faux ;
tant que (! Arrét) faire
2Pt = argmin q(x,y?, dP) ;
z€S
nowveau = q(xP* yP dP) ;
si (nouveau — ancien) < € or p > N alors
‘ Arrét = vrai ;
fin
sinon
ancien = nouveauy ;
(yPT Pty = argmin q(2Pt y, d) ;
(y,d)es’
p=p+ 1
fin
fin

Algorithme 2 : Heuristique gloutonne avec affectation initiale

w

o N o o s

10
11
12
13
14
15

16
17
18

(y°,d°) : réseau initiale et plus court chemin ;

N : Nombre d’itérations maximal;

2% = argmin q(x,y°,d°) ;
€S

old = Q<m0a y(]? dO) )
p=0;
Arrét = faux ;
tant que (! Arrét) faire
(yP*, &Pt = argmin q(2?,y, d) ;
(y,d)es’
nowveau = q(xP, yPt, dPTL) ;
si (nouveau — ancien) < € or p > N alors
‘ Arrét = vrai ;
fin
sinon
ancien = nouveau ;
P+ — argrr;inq(x,yp“,dpﬂ) ;
BAS
p=p+1
fin
fin

Algorithme 3 : Heuristique Gloutonne avec réseau initial
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A chaque itération, I'heuristique consiste a la résolution d’un probleme de ré-
seau (line pour une affectation fixé, puis pour ce réseau optimal trouvé on
résout un probleme d’affectation associé (line [8)) et ainsi de suite.

On peut remarquer que plutdt que de commencer par une affectation initiale x°
(line , on peut débuter avec un réseau initial 4. On peut ainsi proposer une
autre variante de I'algorithme (2)).

Dans ces deux algorithmes on résout successivement des probléme de réseau (lines
, et des problemes d’affectation quadratiques (lines [§ and . Il est bien
connu que ces deux problemes sont NP-difficile [46] de ce fait en pratique nous les
résolvons par des heuristiques que nous présentons dans les sous sections suivantes.

6.4.2.1 Meéthode de suppression

Le probleme de réseau optimal est résolu a chaque itération par une heuristique
de suppression [31] associé a un algorithme de plus court chemin.
Supposons G = (V, E) le graphe dont on veut trouver le réseau optimal. Sans perte
de généralité (en permutant les indices si nécessaire) on peut suppose que :

E ={ej,e9,....;em} avec by, > be, > ... >b

€m

On se donne une affectation initiale z et notons ShortesPathAlgorithm(G) al-
gorithme de plus court chemin entre tous les nceuds de G. On admet aussi la
convention que s’il n’y’a pas de liens ou chemin entre deux nceuds k et [ alors la
distance dy; = +00. On peut ainsi donner ’algorithme suivant :

1y.=1,VeeFE;

2 d = AlgorithmePlusCourtChemin(G) ;
31=1;

4 ancien = q(z,y,d) ;

5 tant que i < m faire

6 E= E\{ei}a Ye, = 0;

7 d = AlgorithmePlusCourtChemin(G) ;
8 nouwveau = q(z,y,d) ;

9 si (nouveau < ancien alors

10 ‘ ancien = nouveau ;

11 fin

12 si E=FEU{e}, ye, =1;

13 alors

14 ‘ i

15 fin

16 =i+1;

17 fin

Algorithme 4 : Algorithme de suppression
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L’algorithme de suppression consiste a supprimer un par un des arcs du graphe,
a chaque itération si la suppression conduit a une réduction de la fonction cofit.
L’algorithme de Flyod-Warshall [30] est utilisé pour la détermination des plus
courts chemin.

6.4.2.2 Heuristique de recherche locale 2-opt

La solution heuristique du probleme d’affectation quadratique est obtenu par
une hybridation d’heuristique de recherche locale et de recherche Tabou (see [61]).
On se donne n affectations initiales suivant un choix aléatoire. On évalue la valeur
de la fonction objectif, puis on choisit deux affectations suivant un critere précis.
Ensuite on évalue la valeur de la fonction objectif dans le cas de la permutation de
ces deux affectations. On réitere le processus jusqu’a un nombre d’itération donné.
Ainsi pour un couple de localisation choisit c¢’est a dire si ig est placé a ko, et jo a
l(] :

1.€ Tigky = Tjoly = 1,

on évalue la contribution de cette affectation grace a trois valeurs :

— valeur 1 :
/U('L()v kOv Jo, ZO) - Ciok‘o + Cjol() + Z fijowkloxikxjolo
(i,k)EFXV\(jo,lo)
+ Z fiojwkolxiokole

(3,1 EFXV\(i0,ko)

— valeur 2 : 0(107 ko, Jjo, lo) = Cigko T Cjolp T+ fiojowkolo + fjoiowloko

— valeur 3 : v(ig, ko, Jo, lo) = Cigko T Ciols

S’il y a réduction du coit alors on permute 'affectation précédente sinon on
conserve cette derniere. Comme pour la recherche Tabou une liste (L) stock les
permutations déja effectuées. On prend un compteur d’amélioration, qui donne le
nombre d’itération depuis la derniere meilleur solution, et s’il est supérieur a une
valeur limite donnée (k) alors on considére que 'algorithme est bloqué sur une
solution locale et on perturbe 'affectation x aléatoirement.

La valeur limite (k) est choisi dans l'intervalle [n?/2, 2n?], de fagon aléatoire.

On donne ci-apres 'algorithme implémentant tous ces points. On précise que :

— permutation(z,i, k, j,1) est la procédure de permutation des affectations
i,ket g leniletyk,

— evaluation(z) est la fonction d’évaluation correspondant a z,

— pertubation(zx) est la procédure de perturbation aléatoire de z.
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Entrées : n nombre de zones et activités, m nombre d’itérations ;
x = af fectation initiale aléatoire des activités sur les zones;
1 L =g,
2 lim = valeur aléatoire dans [n*/2,2n?;
3 k=0;
4 1= 0;
5 tant que ¢ < m faire
6 1=1+1;
7 Meilleur Solution = x;
8 (10, ko, Jo, lo) = argmazx  v(i, k, j,1);
(i,k,j,l) € FXVXFXV
(kg DEL
9 y = permutation(z,ig, ko, jo, lo);
10 | L= LU{(io,ko, jo.lo)} ;
11 si evaluation(z) < evaluation(y) alors
12 ‘ k=Fk+1;
13 sinon
14 T=1y;
15 k=0;
16 fin
17 si lim < k alors
18 ‘ x = pertubation(z);
19 fin
20 fin

Algorithme 5 : Heuristique pour QAP

6.4.3 Algorithme Génétique

Dans cette section, nous proposons un algorithme génétique (AG) afin d’amélio-
rer la solution de l'algorithme glouton. Algorithmes génétiques (AGs) sont I'un
des algorithmes heuristiques les plus populaires pour la résolution des problemes
d’optimisation. Les AGs sont des techniques de recherche adaptative initialement
introduites par la Hollande [40], et tirent leur nom du fait que leurs activités sont
similaires a la mécanique des modeles génétiques des systeémes naturels. Le AGs
a été appliqué a une variété de problémes d’optimisation combinatoire (Goldberg
[34] et Davis [26]). De nombreux algorithmes génétiques pour le QAP ont été pro-
posées. Bean [4] ont décrit un algorithme générique pour résoudre les problemes
dont les solutions sont spécifiées par permutations. Tate and Smith [64] ont pro-
posé un autre AG qui utilise la structure spécifique du probléme et testé sur 11
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cas de référence en raison de Nugent et al. [53] de taille 5-30 installations. Ceci
est une mise en ceuvre assez directe de 'AG classique sans utiliser d’algorithme
glouton. Fluerent et Ferland [29] ont décrit un autre AG qui utilise des méthodes
de recherche locales afin d’améliorer I'aptitude des individus. Ils ont constaté que
I'utilisation de méthodes de recherche locale améliore sensiblement la justesse de
I’algorithme génétique pour le QAP. Dans notre travail, nous étudions des AGs
incorporant des heuristiques gloutonnes supplémentaires. Nous présentons des ré-
sultats de calcul de I'algorithme sur des instances académiques ainsi que sur des
données réelles de la région de Dakar (Sénégal).

Les AGs intégrent un processus d’évolution sur un probleme d’optimisation et
peuvent étre grossierement subdivisé dans les étapes suivantes. Chaque solution
réalisable d’un probléeme est composé de chromosomes et de genes qui doivent
d’abord étre codés. Nous allons voir dans le paragraphe[6.4.3.1} les choix de codage
faites pour notre algorithme. Au début du processus, une population initiale est
créée. Certains d’entre eux sont alors sélectionnés et contribuent a 1’évolution de
la population en utilisant essentiellement deux opérateurs différents. L’opérateur
de croisement permet de croiser deux individus de maniere a donner naissance a
de meilleurs individus. Et la mutation change de maniere aléatoire certains genes
au profit de la diversité de la population. Nous avons détaillé dans la suite des
choix effectués dans notre algorithme pour toutes ces étapes. Nous nous référons
aux excellents livres de Goldberg [34] et Davis [26] pour une présentation plus
exhaustive des opérateurs possibles.

6.4.3.1 Schéma d’encodage

Considérons une population composée de m individus 27 = (xzk), i,k=1,...,nou
chaque 27 représente le matrice d’affectation. Nous définissons comme “ chromo-
some " le vecteur (ligne) correspondant a chaque rangée de x et comme “ géne ”
chaque composante x;;. Nous avons donc n chromosomes et n? génes.

n chromosomes |

ndivi i j ;
individu — 2/ =27, 2152, -2,

gene T

Ty ¥1p- ¥y, < chromosome 1

xly xhy -+ x), < chromosome 2

individu — 2’ = :

x)y )y xl < chromosome n
gene T




146CHAPITRE 6. RESEAUX DE TRANSPORT ET LOCALISATION D’ACTIVITES

6.4.3.2 Initialisation de la population

Dans I'approche générale de I'algorithme génétique, la population initiale peut étre
généré de fagon aléatoire. Nous proposons deux algorithmes génétiques un du type
général et I'autre dont la spécificité est la population initiale est formée a partir
de la solution de l'algorithme glouton de la section [6.4.2] Autrement dit, nous
exécutons d’abord l'algorithme glouton et la meilleure solution trouvée, qui est
le premier individu, est perturbé de fagon aléatoire par permutation de ces génes
pour donner a d’autres individus.

6.4.3.3 Sélection

On commence par résoudre pour chaque individu 27, j = 1,--- ,m, le probléeme de
réseau associé. On obtient ainsi la valeur de la fonction objectif q(z7,y’, d?), j =
1,---,m pour 'individu 2/.

A partir de cette évaluation on fait un classement des individus. On attribut a
chaque individu un poids associé a 1’évaluation. Pour un individu 27 le poids est
donné par W; = (m —r;)%, avec a = 1.5, ou r; est le rang de l'individu j dans
la classification. On associe le poids a une probabilité de survie déterminé par
P, =W;/ Z;”;Ol W;. Dans la littérature ce type de sélection est appelé “sélection
par rang” [26]. Deux parents sont choisis au hasard pour le croisement si la somme
de leur probabilités est supérieure a une probabilité fixé P.. Le meilleur individu ou
parent est toujours choisi pour croiser avec un autre parent choisi aléatoirement.
Pour une population de m = 100 individus, nous choisissons P, = 3,85. Tous ces
choix de parametres dans la sélection sont expérimentales.

6.4.3.4 Croisement

Deux parents sélectionnés formeront deux enfants comme suit. Nous avons d’abord
identifié un mauvais chromosome du Parent 1 en évaluant pour tous les chromo-
somes k le cofit suivant :
n n
Z CikTik +
=1 =

n
= 1 =

n
> [z

1i=1

1j

Supposons que le chromosome k du parent 1 est mauvais, alors il sera remplacé
par le chromosome k du parent 2. Mais avant de faire ce remplacement, pour la
faisabilité de la solution nous copions en premier le chromosome k du parents 1
au chromosome [ du parent 1 identique au chromosome k du parent 2. Et nous
obtenons le premier enfant. Le deuxieme enfant est obtenu par la méme procédure,
mais en échangeant les deux parents. Par conséquent, 1" enfant 1 est le parent 1
avec le mauvais chromosome remplacé et I’enfant 2 est le parent 2 avec le mauvais
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chromosome copié du parent 1. Par exemple, avec n = 4 voir ci-apres

Parent 1 ces deux chromosome 3 Parent 2

1000 seront échangés 0100
0010 I'un, Pautre 0010
mauvais chromosome — - — === — - 0001
a replacer 0001 1000
pour la a partir du S Enfant 1
faisabilité Parent 1 Mauvais chromosome 3
d 1000 est remplacé par 1000
copie 0010 le chromosome 3 du 0010

du chromosome 3 — 0100 --» Parent 2 --» 0001
au chromosome 4 — 0100 0100

a partir du S Enfant 2

Parent 2
au chromosome 1 — mauvais chromosome 3 0001
on copie le 0010 est copié au 0010
chromosome 3 — chromosome 3 du
1000 --» Parent 2 --» 1000

La prochaine génération est obtenue en remplacant seulement les individus de
I’ancienne population, avec une probabilité moindre que 2.1, par la population des
enfants. Cela signifie les meilleurs individus avec une probabilité supérieure a 2.1
sont toujours conservés dans la prochaine génération.

6.4.3.5 Mutation

Un individu aléatoire mute si une probabilité aléatoirement choisie entre 0,00001
et 0,1, est inférieure a une probabilité de mutation fixé. Nous fixons la probabilité
de mutation a 0,015. L’opérateur de mutation est une permutation de deux chro-
mosomes aléatoires.

6.4.3.6 Algorithme hybride Génétique-Glouton

En utilisant tous ces opérateurs décrits, cela conduit aux algorithmes géné-
tiques suivants
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Entrées : n nombre de zones et d’activités, m nombre d’individus, N
nombre de générations

1 Initialisation aléatoire de m individus ", r = 1,--- ,m population;

2 évaluation de l'aptitude de chaque individu ¢(z",y",d") selection;

3 1+—0;

4 tant que i<N faire

5 | i<—itl:

6 Croisement() construction des enfants;

7 Population() construction de la nouvelle génération;

8 Mutation() sauf le meilleur individu;

9 Selection() evaluation de 1’aptitude;

10 fin

Algorithme 6 : Algorithme Génétique

Entrées : n nombre de zones et d’activités, m nombre d’individus, N
nombre de générations

1 Initialisation d’un premier individu par la meilleur solution obtenue avec
I’algorithme glouton et permutation aléatoire de ce premier individu pour
obtenir m — 1 individus 2", r = 1,--- ;m population;

2 évaluation de l'aptitude de chaque individu ¢(z",y",d") selection;

3 1+—0;

4 tant que i<N faire

5 i +—i+1;

6 Croisement() construction des enfants;

7 Population() construction de la nouvelle génération;

8 Mutation() sauf le meilleur individu;

9 Selection() evaluation de 1’aptitude;

10 fin
11 Exécution de I'algorithme Glouton la meilleur solution obtenue avec
1’algorithme génétique est utilisée comme affectation initiale
(ou réseau initial)
Algorithme 7 : Algorithme hybride Génétique Glouton

L’algorithme @ démarre avec une initialisation aléatoire de chaque individu de la
population alors que le point de départ de ’algorithme est la solution obtenue
a partir de 'algorithme glouton détaillé dans la section Et que I'algorithme
glouton lui méme commence avec une matrice aléatoire d’affectation 2° ou un ré-
seau aléatoire y°. Apres I'exécution compléte, on peut voir que la solution trouvée
de la partie génétique de 'algorithme (|7)) est utilisé comme affectations (ou réseau)
initiale de I’algorithme glouton conduisant a un algorithme ou les parties gloutons
et génétiques sont itérées. On note dans la suite ce dernier algorithme par l'al-
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gorithme Glouton-Génétique-Glouton (GGG).

Il est habituel d’évaluer la qualité d’une heuristique en comparant la solution ob-
tenue avec des valeurs optimales (si connu) ou au moins une borne inférieure des
valeurs optimales. En raison du manque de référence sur notre probléme (avec
des valeurs optimales), et la difficulté de le résoudre de maniére optimale (pour
certains cas), nous choisissons dans cet article pour comparer la solution de I’heu-
ristique avec des bornes inférieures rapidement calculables dans un laps de temps
raisonnable.

6.5 Simulations numériques

Dans ce chapitre on donne les résultats numériques obtenus avec tous les algo-
rithmes (méthodes linéaires et heuristiques).Les tests ont été effectués sur des cas
provenant de sources académiques, ainsi que sur des données réelles de la région de
Dakar (Sénégal). Deux types de données académiques ont été utilisé. Le premier
provient du papier de Los [47] (noté Los) et le second provient d’une base de don-
nées d’instances références pour QAP QAPLIB[I5]. Les problemes du QAPLIB
sont les données de Nugent, Vollman, et Ruml [53]( noté Nug), Elshafei [28](Els),
Hadley, Rendl, Wolkowicz [38](Had), Krarup et Pruznan [41](Kra). De chacune de
ces “familles” de données on extrait des matrices de flots et de distances. Les cofits
de localisation sont supposés nuls dans ces expériences. Les cofits de construction
pour chaque lien (k,[) du réseau sont obtenus en multipliant dy; par 10 pour les
données de “Nug”, “ Had”, par 100 pour les données de “Els”; et par 1000 pour
“Kra”.

Dans le tableau ou les résultats sont rapportés, ’acronyme de I'instance sera tou-
jours suivi par la taille du probleme. Par exemple Los10 désignera une instance en
provenance du papier Los[47] de taille 10.

Les programmes linéaires ainsi que les bornes inférieures ont été résolus avec IBM
ILOG CPLEX Optimization Studio 12.5 interfacé avec C++.

Les données a considérer sont les suivantes :

n : le nombre de zones et d’activités.

A = (a;x) : matrice de colit de localiation de l'activité i sur la zone k.

F = (f;;) :matrice de flot de déplacement par unité de temps entre deux activités
1 et J.

C = (¢;j) : matrice de cotit de construction de 'arc ou de la route (4, 7).

W = (w;;) : matrice de distance directe entre les zones i et j ou distance de 'arc

(4,7)-
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6.5.1 Simulations avec les méthodes linéaires

Les tests dans cette section ont été effectués sur un PC HP ProBook 4520s
processeur Intel(R) core(TM) i3 M370 @2.40Hz 2.40Hz. On ne consideére que deux
types de données celles de “Los” et de “Nug” pour les cas académiques.

6.5.1.1 Données académiques

On donne les résultats obtenue avec les méthodes linéaires sur les données aca-
démique. Un temps d’exécution maximale est fixé & Sheures soit 18000 secondes.
Cplex donne un Gap pour permettre d’évaluer la proximité de la valeur obtenue
par rapport a la solution optimale. Ce gap est calculé comme suit :

_ |Meilleur valeur obtenue — Meilleur valeur des noeuds restants|

Gap 10! + |Meilleur valeur obtenue]
Taille Borne su- | Temps Nombre | Gap Cplex | Nombre
des ins- | périeure d’exécu- | de noeud d’itéra-
tances tion(s) tion
Los6 4.0035e+006 | 7 979 0% 111383
Los7 6.27353e+006 | 96 1171 0% 575184
Los8 6.83477e+006 | 453 4041 0% 217478
Los10 1.26561e+007 | 18000 26073 12.68% 39462006
Los12 2.63007e4-007 | 18000 6757 21.49% 11158287
Nugl2 914 18000 18869 9.82% 66525669

TABLE 6.1 — Résultats de ONQAP-LIN1

Taille Borne su- | Temps Nombre | Gap Cplex | Nombre
des ins- | périeure d’exécu- | de noed d’itéra-
tances tion(s) tion
Los6 4.0035e+006 | 71 10212 0% 2112458
Los7 6.27353e+006 | 64 3172 0% 575184
Los8 6.83477e+006 | 1018 20479 0% 13849458
Los10 1.23901e+007 | 18000 129459 12.68% 181087672
Los12 2.47223e+-007 | 18000 15190 16.48% 38901638
Nugl2 914 18000 18869 9.82% 66525669

TABLE 6.2 — Résultats de ONQAP-LIN2
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Taille ONQAP- ONQAP- BI basée sur | BI basée sur
des ins- | LIN1 Relaxa- | LIN2 Relaxa- | les distances | GLB

tances tion tion

Los8 132480 3.48437e+006 2.94784e+006 | 4.41673e+006
Los10 130448 6.99079e+006 5.80820e+006 | 8.26274e+006
Los12 131137 1.52401e+007 1.78726e+007 | 1.69021e+007
Los14 132707 2.71044e4-007 2.89793e+007 | 2.91814e+007
Losl6 139952 3.95448e+-007 4.19966e+007 | 4.17013e+4007
Nugl?2 120 466.106 669.596 686

Nugl4 140 808.214 1139.62 1068

Nuglh 160 912.102 1273.12 1192

Nugl6 180 1236.03 1735.68 1516

TABLE 6.3 — Comparaison des bornes inférieures et des relaxations :
Borne Inférieure.

BI désigne

On constate que pour Los6, Los7, Los8 on obtient des solutions optimales assez

rapidement, mais que pour le reste des instances a partir de n = 10 le temps limite
fixé est dépassé avec des Gap supérieure a 9%.
Concernant les bornes inférieures on constate bien que les valeurs obtenues avec
la relaxation de ONQAP-LIN1 sont de mauvaises qualités contrairement a celles
obtenues avec la relaxation de ONQAP-LIN2 et les deux bornes inférieures. Ce-
pendant quand la taille des instances devient grand les deux bornes inférieures
sont meilleurs et surtout celle basée sur les distances.

6.5.1.2 Test sur Dakar

On donne les résultats des simulations avec les méthodes linéaires sur les don-
nées réelles de Dakar. Un temps d’exécution maximale est fixé a 4 heures soit
14400 secondes pour n < 17 et 6 heures soit 21600 secondes pour n > 17.
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Taille Borne Su- | Temps Nombre | Gap Cplex | Nombre
des ins- | périeure d’exécu- | de noeud d’itéra-
tances tion(s) tion
DK6 1.75613e+011 | 1 40 0.008% 6199
DK10 1.70162e+006 | 390 1322 0.01% 2166254
DK12 2.09915e+4-011 | 5789 3352 0.006% 12991013
DK17 2.27202e+-011 | 14400 21 0.6% 1013404
DK20 2.46272e+011 | 21600 0 1.10% 573561

TABLE 6.4 — Résultats de ONQAP-LIN1

Taille | Borne Su- | Temps Nombre | Gap Cplex | Nombre
des périeure d’exécu- | de noeud d’itéra-
ins- tion(s) tion
tances

DK6 1.75613e+4-011 | 1 0 0.008% 1925
DK10 1.70162e4-006 | 785 1761 0.01% 2234624
DK12 2.09915e+011 | 7796 3024 0.01% 10079012
DK17 2.27739e+011 | 14400 214 0.85% 4973145
DK20 2.46766e+011 | 21600 0 1.15% 857208

TABLE 6.5 — Résultats de ONQAP-LIN2

En se fiant au Gap de Cplex on peut considérer qu’on obtient d’assez bonnes
solutions certes avec un temps CPU assez important qui pour la taille de 20 excede
le seuil fixé.

6.5.2 Simulations avec les méthodes heuristiques

Tous les algorithmes [2] [3] [5] et [6] ont une nature stochastique en raison des
points de départ initiaux ou des choix aléatoires au sein de 1’algorithme lui-méme.
Ainsi, pour augmenter la capacité d’explorer un espace de solution plus large,
nous exécutons ces algorithmes dix fois et présentons la meilleure solution trouvée.
Tous les algorithmes implique également certains parameétres fixés comme suit.
Le nombre maximal d’itérations (m) de l'algorithme [5| a été fixé pour tous les
cas a 10000. Le nombre d’itérations des algorithmes gloutons [2] et [3| a été fixé
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différemment en fonction du probleme a tester. Les valeurs correspondantes sont
indiqués dans le tableau[6.6]et[6.7] La taille de la population initiale de I’algorithme
génétique[0] est 100 fixe pour toutes les générations. Et le nombre de générations N
est de 1500 pour chaque instance. Ces tests ont été effectués sur un HP ProBook
450 Intel (R) Core (TM) i5 3230M CPU @2.40GHz 2.40GHz.
La qualité de la solution heuristique est évaluée en utilisant le Gap standard entre la
meilleure solution trouvée et la borne inférieure, dont la formule en valeur relative
est :

Meilleur valeur obtenue — Borne in férieure

Gap = Meilleur valeur obtenue X 100
6.5.2.1 Données académiques
Données| Meilleur Temps Nombre | Borne infé- | Gap
valeur ob- | d’exécu- | d’itéra- rieure
tenue tion(s) tions

Els19 1.67657e+007 | 1446 100 3.36306e+006 | 79.94%
Had12 1932 1209 500 1794.88 7.10%
Had16 4120 780 100 3874.03 5.97%
Had20 7422 843 50 7115.02 4.14%
Kra32 2.93826e+4006 | 3504 50 1.68e+006 42.82%
Los8 6.83477e+006 | 285 500 2.94784e+006 | 56.87%
Los10 1.24041e+007 | 563 500 5.80820e+006 | 53.18%
Los12 2.40381e+-007 | 1452 500 1.78726e+007 | 25.65%
Los14 4.03875e+007 | 460 100 2.89793e+007 | 28.25%
Los15 4.92603e+007 | 616 100 3.35569e+007 | 31.88%
Los16 5.85525e+4-007 | 781 100 4.19966e+007 | 28.28%
Nugl2 892 1262 500 669.596 24.93%
Nugl4 1398 474 100 1139.62 18.48%
Nuglh 1570 633 100 1273.12 18.91%
Nugl6a | 2070 e 100 1735.68 16.15%
Nugl?7 2228 992 100 1872.78 15.94%
Nugl8 2470 1160 100 2106.71 14.711%
Nug20 3190 984 50 2685.85 15.80%
Nug22 4200 1268 50 3744.58 10.84%
Nug25 4540 2031 50 3914.09 13.79%
Nug30 7132 2428 50 6377.1 10.58%

TABLE 6.6 — Résultats de ONQAP par I'algorithme glouton
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Données| Meilleur Temps Nombre | Borne infé- | Gap
valeur ob- | d’exécu- | d’itéra- rieure
tenue tion(s) tions

Els19 1.74978e+007 | 1181 100 3.363064-006 | 80.78%
Had12 1932 972 500 1794.88 7.10%
Had16 4120 646 100 3874.03 5.97%
Had20 7422 718 50 7115.02 4.14%
Kra32 2.93786e+-006 | 2824 50 1.68e+006 42.82%
Los8 6.83477e+4006 | 275 500 2.94784e+006 | 56.87%
Los10 1.24041e+007 | 563 500 5.80820e+006 | 53.18%
Los12 2.40381e+-007 | 1026 500 1.78726e+4-007 | 25.65%
Los14 4.03875e+007 | 363 100 2.89793e+007 | 28.25%
Los15 4.92603e+007 | 491 100 3.35569e+007 | 31.88%
Los16 5.86338e+4-007 | 745 100 4.19966e4-007 | 28.37%
Nugl2 892 2753 500 669.596 24.93%
Nugl4 1398 935 100 1139.62 18.48%
Nuglh 1570 668 100 1273.12 18.91%
Nugl6a | 2070 641 100 1738.68 16.15%
Nugl7 2220 523 100 1872.78 15.64%
Nugl8 2470 988 100 2106.71 14.711%
Nug20 3190 976 50 2685.85 15.80%
Nug22 4200 1119 50 3744.58 10.84%
Nug25 4540 1852 50 3914.09 13.79%
Nug30 7124 2125 50 6377.1 10.48%

TABLE 6.7 — Résultats of ONQAP par ’algorithme glouton
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Données| Meilleur Temps Nbgen| Borne infé- | Gap
valeur ob- | d’exé- Taille- rieure
tenue cution Pop
(s)

Els19 1.72381e+007 | 1089 1500[100 | 3.36306+006 | 80.49%
Had12 1932 155 1500/100 1794.88 7.10%
Had16 4120 249 1500|100 | 3874.03 5.97%
Had20 7472 465 1500/100 7115.02 4.78%
Kra32 2.86321e+4-006 | 2986 1500/100 1.68e+4-006 41.32%
Los8 6.83477e+006 | 319 1500({100 | 2.94784e+006 | 56.87%
Los10 1.24041e+007 | 170 1500[100 | 5.80820e+006 | 53.18%
Los12 2.40381e4-007 | 207 1500/100 1.78726e+007 | 25.65%
Los14 4.03875e+007 | 264 1500|100 | 2.89793e+007 | 28.25%
Los15 4.93966e+007 | 299 1500({100 | 3.34764e+007 | 32.07%
Los16 5.92312e+4-007 | 664 1500100 | 4.19966e+007 | 29.10%
Nugl?2 892 189 1500[/100 | 669.596 24.93%
Nugl4 1398 229 1500/100 1139.62 18.48%
Nuglh 1594 233 1500/100 1273.12 20.13%
Nugl6a | 2082 347 1500/100 1735.68 16.63%
Nugl7 2228 351 1500/100 1872.78 15.94%
Nugl8 2484 405 1500100 | 2106.71 15.19%
Nug20 3262 565 1500100 | 2685.85 17.66%
Nug22 4200 817 1500100 | 3744.58 10.84%
Nug25 4774 862 1500{100 | 3914.09 18.01%
Nug30 7474 5651 1500[100 | 6377.1 14.68%

TABLE 6.8 — Résultats of ONQAP par 'algorithme génétique @ : Nbgen est le
nombre de génération et TaillePop est la taille de la population
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Données| Meilleur Temps Nombre | Borne infé- | Gap
valeur ob- | d’exé- d’itéra- rieure
tenue cution tions
(s)

Els19 1.67621e+007 | 1743 100 3.36306e+006 | 79.94%
Had12 1932 1230 500 1749.5 9.45%
Had16 4120 923 100 3786.33 8.10%
Had20 7422 1353 50 6986.19 5.87%
Kra32 2.84113e+4-006 | 5723 50 1.68e+4-006 40.87%
Los8 6.83477e4-006 | 319 500 2.92452e+006 | 57.21%
Los10 1.24041e+007 | 642 500 5.76962e+006 | 53.49%
Los12 2.40381e+4-007 | 1409 500 1.78274e4+007 | 25.84%
Los14 4.03875e+007 | 694 100 2.89155e+007 | 29.13%
Los15 4.92603e+007 | 839 100 3.34764e+007 | 32.04%
Los16 5.85162e+4-007 | 960 100 4.919209e+007| 28.36%
Nugl?2 892 1317 500 669.596 24.93%
Nugl4 1398 682 100 1139.62 18.48%
Nuglh 1570 804 100 1273.12 18.91%
Nugl6a | 2070 1048 100 1735.68 16.15%
Nugl7 2218 1266 100 1872.78 15.56%
Nugl8 2464 1436 100 2106.71 14.50%
Nug20 3190 1485 50 2685.85 15.80%
Nug22 4198 1913 50 3744.58 10.80%
Nug25b 4540 2911 50 3914.09 13.79%
Nug30 7128 4665 50 6377.1 10.53%

TABLE 6.9 — Résultats of ONQAP par la méthode Glouton—Génétique—Glouto

On peut voir que le plus petit écart est obtenu pour les instances “Had” et le plus
grand est obtenu pour “Els”. L’écart moyen pour les instances “Had” est d’environ
5.79%, 16.30% pour “Nug”, 37.42% pour “Los”, 80.29% pour “Els” et 41.96% pour
“Kra”. Le grand écart obtenu pour certains cas, peut étre interprété par le fait que
la borne inférieure réalisée dépend des instances a résoudre, cela signifie qu’il n’est
pas une bonne inférieure pour certains cas. En effet, certains tests de simulation
précédemment fait dans d’autres travaux sur les instances “Los” de taille 8 avec la
méthode exacte (technique de linéarisation) donne le méme résultat que la borne
supérieure, tandis que I’écart montré dans les tableaux est de 56.87%.
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6.5.2.2 Test sur Dakar

L’algorithme heuristique a été testé pour un cas réel sur Dakar (Sénégal).Différentes
sources de données ont été exploitées pour générer les entrées de 'algorithme.Le
DGTC (Direction des Travaux Géographiques et Cartographiques) nous a fourni
une division zonale de Dakar, basée sur la carte de la ville.Grace a ces données une
série d’expériences a été réalisée pour n = 6, 10,12,17,20. Les 20 zones considérés
dans notre expérience sont les suivants [6.10

n | Activités Zones

1 | Ministeres plateau sud / PL.SUD

2 | Supermarchés Médina / MED

3 | Universités Grand dakar-usine / GD.US

4 | Péles médico-techniques | Castor / CAST

5 | Poles médicaux Fann Point E - Amitié / F.P.E.A

6 | Ambassades Ngor-Yoff / NG-YO

7 | Police Parcelles assainies / P.A

8 | Sapeurs pompiers Patte d’oie-mariste / PO-MAR

9 | Mairie Thiaroye-yembeul / TH.YEUM

10 | Jardins publiques Guediewaye-ouest /| GUED-OUEST
11 | Stades Guediewaye-centre / GUED-CENT
12 | Résidence Guediewaye-est / GUED-EST

13 | Télécom Thiaroye sur Mer / TH-MER

14 | Agence immobiliere Malika-Keur Massar / MAL.KM
15 | Poste Mbao / MB

16 | Gendarmerie Rufisque Quartiers traditionnels / RUF-TRADI
17 | Enseignement secondaire | Diamniadio / DIAM

18 | Piscines olympiques Hann mariste / HM

19 | Ecole primaire Sangalkam / SANG

20 | Bar restaurant Zone industrielle / Z.1

TABLE 6.10 — Activités et zones

Pour calculer les distances entre ces domaines, nous avons utilisé le projet OSRM
(Open Source Routing Machine) qui est une implémentation C ++ d’un moteur
de routage hautes performances pour les plus courts chemins dans les réseaux
routiers. Il combine des algorithmes de routage sophistiquées avec les données du
réseau routier et est libre depuis OpenStreetMap (OSM). OSRM est capable de
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calculer et délivrer un plus court chemin entre toute origine et destination en mil-
lisecondes. (Http ://project-osrm.org).

Nous avons donc été en mesure de calculer les distances approximatives sur la base
du réseau routier a Dakar entre les différentes zones.

Apres quelques informations de la DGTC, nous supposons que entre les zones
une route possible a construire est de type monocouche de largeur 7m. On estime
que 1 km de ce type de route cotite Cy; = 33246500 F' C'FA. Et le cotit de la
construction d’un bord (k,[) entre les zones k et [ est by, = Chy * wyy. A partir des
données de la DGTC, nous avons également extrait des informations sur le flux de
circulation (f;;) entre les zones, du recensement de 2000, avec des projections en
2015.

Il est important de noter que chaque zone k = 1,2, ...,20 contient principale-
ment les ménages. Il en résulte que, pour ces cas d’instance réelle, nous sommes
intéressés par une bonne localisation des activités ¢+ = 1,2, ..., 20 qui sont les mé-
nages.

L’estimation du coiit de localisation (c;,) d’une activité i sur une zone k a été
faite en tenant compte du cotlit moyen des terres a Dakar dans chaque zone, et
la surface s; (en m?) occupés par activité i. Si ay, est le colit moyen de 1m? de
terres dans la zone k alors la localisation de l'activité est estimée a la valeur de
ays;. Les résultats de la simulation sont donnés dans les tables [6.11], 6.12], [6.13] et
6.14, Comme dans les expériences précédents, on reporte dans les tables M(resp.
6.12] [6.13] [6.14)) les résultats obtenus pour les algorithmes [2] (resp. 3|[6][7).

Données| Meilleur Temps Nombre | Borne infé- | Gap
valeur ob- | d’exécu- | d’itéra- rieure
tenue tion(s) tions
DK6 1.75613e+011 | 112 500 1.75323e+011 | 0.17%
DK10 1.69992e+-011 | 638 500 1.69202e+011 | 0.46%
DK12 2.09745e+011 | 1231 500 2.08938e+011 | 0.38%
DK17 2.26454e+011 | 1037 100 2.24619e+011 | 0.81%
DK20 2.43257e+011 | 891 50 2.42727e+011 | 0.22%

TABLE 6.11 — Résultats of ONQAP par 'algorithme glouto
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Données| Meilleur Temps Nombre | Borne infé- | Gap
valeur ob- | d’exécu- | d’itéra- rieure
tenue tion(s) tions
DKG6 1.75613e+011 | 106 500 1.75323e+011 | 0.17%
DK10 1.69992e+011 | 554 500 1.69202e+011 | 0.46%
DK12 2.09745e+011 | 948 500 2.08938e+011 | 0.38%
DK17 2.26454e+4-011 | 753 100 2.24619e+011 | 0.81%
DK20 2.43257e+011 | 872 50 2.42727e+011 | 0.22%

TABLE 6.12 — Résultats de ONQAP par I'algorithme glouton

Données| Meilleur Temps Nbgen| Borne infé- | Gap

valeur ob- | d’exé- Taille- rieure

tenue cution Pop

(s)

DK6 1.75613e+011 | 101 1500/100 1.75323e+011 | 0.17%
DK10 1.69992e+011 | 244 1500/100 1.69202e+011 | 0.46%
DK12 2.09745e+-011 | 299 1500100 | 2.08938e+011 | 0.38%
DK17 2.26454e+4-011 | 979 1500100 | 2.24619e+011 | 0.81%
DK20 2.43257e+011 | 1480 1500100 | 2.42727e+011 | 0.22%

TABLE 6.13 — Résultats de ONQAP par 'algorithme Génétique@

Données| Meilleur Temps Nombre | Borne infé- | Gap
valeur ob- | d’exécu- | d’itéra- rieure
tenue tion(s) tions
DKG6 1.75613e+011 | 195 500 1.75323e+011 | 0.17%
DK10 1.69992e+011 | 826 500 1.69202e+011 | 0.46%
DK12 2.09745e+4-011 | 1657 500 2.08938e+011 | 0.38%
DK17 2.26454e+011 | 1603 100 2.24619¢+011 | 0.81%
DK20 2.43257e+011 | 2312 50 2.42727e+011 | 0.22%

TABLE 6.14 — Résultat de ONQAP par la méthode de Glouton-Génétique-

Glouto

On peut voir que les mémes solutions sont trouvées par toutes ces méthodes.
Et I'écart est assez petit pour conclure que les limites supérieures obtenues sont
proches de la solution optimale. La figure montre les connexions logiques entre
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FIGURE 6.1 — Liens logiques entre les nocud

les différentes zones, donnée par la solution optimale pour n = 17. Par exemple,
nous pouvons voir que la zone de “ Diamniadio ” doit étre connecté a “ Rufisque-
Traditionnel ” et lui-méme joint a “ Medina ” et “ Plateau- Sud ”, grace a des liens
directs ou des routes. C’est a dire, il serait intéressant de rejoindre la banlieue au
centre-ville de Dakar, par le biais des connexions directes pour rendre le réseau
routier plus fluide.

De plus, les liens logiques “ Rufisque-Traditionnel <-> Medina ” ainsi que
Rufisque-Traditionnel <-> Plateau- Sud ” peutvent étre envisagé dans un point
de vue maritime au lieu d’une route. En effet, pour les mettre en ceuvre, on peut
développer un réseau de navette maritime reliant ces zones de la banlieue et le
centre-ville. Et cela est en parfaite harmonie avec la forme géométrique de 1'en-
semble de la partie sud-est de la région de Dakar.

7 13
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Conclusion et Perspectives

Dans cette partie nous avons présenté des applications sur des questions de

trafic routier et d’optimisation de réseaux de transport avec localisation d’activités.
Concernant le second cas, nous avons proposé des méthodes de résolution basées
sur des techniques de linéarisation et des heuristiques. Nous avons effectué des
tests numériques sur des exemples académiques et sur des cas réels de la ville de
Dakar.
Dans de prochains travaux, il serait intéressant de prendre en compte, dans la
formulation du probleme ONQAP, des contraintes sur des capacités limites de flux
circulant sur les arcs. On pourrait aussi reformuler ces questions comme problémes
de transport de masse.
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Conclusion générale et
Perspectives

Dans cette these nous avons étudié une variété de questions de transports. Nous
avons effectué des études théoriques et des applications.
En ce qui concerne les transports de dunes de sable sous marine, nous avons analysé
le couplage d’une équation hydrodynamique modélisant le mouvement de I’eau pres
des cotes et d'une équation de dynamique de dunes de sable (une équation mor-
phodynamique). Nous avons pu montrer 'existence de solution du systeme couplé
adimensionné. De plus des estimations sur la solution ont été données. Nous avons
aussi montré des résultats d’homogénéisation du systeme couplé adimensionné.
Dans le cadre des simulations numériques nous avons présenté quelques scénarios.
Dans la suite des travaux de cette partie nous comptons, dans le cadre de simu-
lations numériques, comparer les deux systémes couplés adimensionné et homogé-
néisé. De plus il serait intéressant d’étudier le systeme couplé adimensionné dans
le cas ou I'équation SWE adimensionné admet des solutions chocs. Il serait aussi
intéressant de considérer le cas ou I’équation morphodynamique a une source. Plus
précisément, il pourrait s’agir d’inclure des phénomenes singuliers supplémentaires
comme la tempéte qui peut entrainer un transport de sable plus accentué.
Des applications ont été présentés concernant les questions de trafic routier et
d’optimisation de réseaux de transports avec localisation d’activités. Nous avons
proposé deux méthodes de résolution : la linéarisation et la notion d’heuristique.
A cette occasion, nous avons proposé une heuristique originale basée sur la dé-
composition du probleme. Et en ’associant a certaines heuristiques classiques, on
a pu obtenir d’autres méthodes plus efficaces. En effet dans les tests effectués les
méthodes ont donné de bons résultats sur des exemples académiques et sur les cas
réels appliqués a la ville de Dakar au Sénégal.
Dans de prochains travaux nous comptons affiner le modele de sorte a prendre en
compte les capacités limites des arcs du réseaux et proposer d’autres méthodes de
résolutions utilisant les techniques de coupe. Une autre perspective est de reformu-
ler ces questions comme problémes de transport de masse.
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