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Chapitre 1 

Introduction et Résumé de mes 

contributions 

1.1 Introduction 

Les analogies de certaines propriétés vérifiées par des objets mathématiques 

de natures différentes, par exemple, les nombres et les polynômes [22] ,ont 

été remarquées durant l 'histoire de l'étude des nombres , puis des équations. 

Cela a conduit les mathématiciens, en part iculier au XIXe siécle, à tenter de 

dégager une axiomat ique qui rende compte des raisons profondes de ces ana­

logies . Il est alors apparu que ces objets , de natures différentes , possédaient 

les mêmes " structures " algébriques , par exemple, groupe, espace vectoriel , 

anneau , etc.[4] 

Il devint alors évident qu 'il ét ait plus efficace d 'ét udier ces structures pour 

elles-mêmes , indépendamment de leurs réalisations concrétes, puis d 'appli-

quer les résultats obtenus dans les divers domaines que l'on considérait antérieurement . 
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L'algébre " abstraite " était née. 

L'étude des nombres entiers remonte à la plus haute antiquité, mais c'est 

l'étude des nombres algébriques , au XIXe siècle , qui a conduit aux notions 

d 'anneau et de corps. [4, 5] 

L'étude de la divisibilité dans les nombres entiers est basée sur la propriété 

fondamentale suivante : tout nombre entier s'écrit , de " maniére unique 

", comme produit de nombres premiers. Comme pour toutes les structures 

algébriques importantes , la structure d 'anneau apparaît dans de nombreuses 

situations dans lesquelles les éléments ne sont plus des nombres entiers. 

C'est en particulier le cas des polynômes. Il était donc utile d 'étudier la 

notion de divisibilité dans des anneaux généraux et de voir si l'analogue de 

la décomposition en produit de nombres premiers existe : on l'appelle alors " 

décomposition en produit d 'éléments irréductibles " . L'idée essentielle, pour 

cela, a été l'introduction de la notion d 'idéal : elle permet de formuler des 

énoncés qui généralisent ceux des propriétés usuelles de la divisibilité des 

nombres entiers [16]. En particulier, la généralisation aux idéaux de la pro­

priété de " décomposition en produit d 'irréductibles " , associée à la notion 

d 'extension de corps, a permis de faire de trés grands progrés en arithmétique. 

La notion de semianneau (un anneau où les éléments n 'ont pas toujours des 

symétriques pour l'addition et la multiplication) est apparue pour la première 

fois dans les travaux de Richard DEDEKIND [9] sur l'algèbre des idéaux d 'un 

anneau commutatif (on pouvait ajouter ou multiplier les idéaux ; mais on ne 

pouvait pas les soustraire). 

Les semianneaux abondent dans le monde mathématique, la première struc­

ture mathématique que l'on rencontre , l'ensemble des entiers naturels N muni 
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de l'addition et de la multiplication est un semianneau qui n 'est pas un an­

neau , il en est de même de l'en emble des réels positifs IR+ muni de l'addition 

et de la multiplication. 

Les semianneaux furent étudiés indépendam:ent par les algébristes , notam­

ment par H.S .VA~DIVER [33] qui avait durement travaillé pour que les 

semianneaux soient reconnus comme une structure algebrique fondamentale, 

tout en devenant la meilleure des structures incluant les anneaux et les treillis 

bornés distributif . Il a eu le mérite d 'avoir publié le premier article sur les 

semianneaux en 1934. Son travail n 'attirera pas l'attention de la communauté 

scientifique et la recherche sur la théorie des semianneaux tomba en berne. 

Elle refait surface à la fin des années cinquante grâce à sa richesse pour les 

applications en mathématiques notamment en informat ique, en théorie de 

l'automatisme, en théorie de l'optimisation, etc. 

Considérée comme une générali ation de la theorie des modules sur les an­

neaux( les semimodules sont pour les modules ceux que les modules sont 

pour les espaces vectoriels) , la théorie des semimodules sur les semianneaux 

connaît un engouement de nos jours ; beaucoup de chercheurs l'utilisent en 

mathématiques dites pures et en mathématiques appliquées ; notamment en 

analyse fonctionelle , en topologie, en théorie de graphes, en théorie de l'au­

tomatisme, en géometrie tropicale, en probabilité et en théorie des anneaux 

non commutatifs , mais aussi en informatique théorique pour ne citer que ces 

domaines là. 

Comparée à la théorie des comodules sur les coanneaux( théorie issue également 

de la théorie des modules sur les anneaux), la théorie des semimodules s'est 

développée plus lentement car il y'a beaucoup de difficultés dans la définition 
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des concepts et dans les démonstrations du fait que sur un semianneau , les 

éléments n 'ont pas d 'opposés. Cet te "légére" différence fait " tomber" la plu­

part des résultats connus sur les modules et les anneaux. Ainsi beaucoup 

de propriétés connues sur les modules ne marchent plus et donc il est t rés 

difficile de mener à bien certaines résolutions. La commodité dans les calculs 

qu 'apportait l 'exist ence de l 'opposé dans les modules est vite transformée en 

difficulté dans les semimodules. 

Ent re autres différences ent re modules et semimodules , on peut citer : 

- Dans la t héorie des modules , les relations d 'équivalence sur un mo­

dule M sont caractérisées par les sous-modules de M. Ceci n 'est pas 

le cas dans la théorie des semimodules où il peut exist er des relations 

d 'équivalence sur un semimodule compatibles avec la structure de se­

mimodule et qui ne sont pas défini es par des sous-semimodules . 

- Dans la théorie des modules, le produit tensoriel ent re deux modules est 

bien connu [3] .Mais sa généralisation dans la théorie des semimodules 

n 'est pas unique. Katsov [20] and Takahashi [25] ont défini deux no­

tions différentes du produit tensoriel dans la théorie des semimodules. 

Abuhlail décrit bien les différences entre ces deux produits tensoriels 

dans [2]. 

- Il est établi que dans la cat égorie des modules, si f : M -+ N un ho­

momorphisme de R-modules , alors on a les équivalences suivantes : 

1. f injectif ~ ker f = 0 ~ f monomorphisme. 

2. f surj ectif ~ !mf = M ~ f épimorphisme. 
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3. f bij ectif~ f bimorphisme(monomorphisme et épimorphisme)~ 

f isomorphisme (i. e 3f' : M' ---+ M tel que fof' = l N, J'of = 

l M) · 

Mais on n 'a pas ces équivalences dans la catégorie des semimodules et 

des semianneaux. En effet : 

- Dans la catégorie des semimodules : 

Si f : M -+ N un homomorphisme de R-semi-modules. Alors les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) f est injectif ; 

(b) f est k-régulier et la suite {0} -+ M ~ N est exacte ; 

(c) f est k-régulier et K er(!) = {0} ; 

(d) f est un semi-monomorphisme k-réguli er ; 

(e) f est un monomorphisme. 

Malgré toutes ces différences et difficultés, beaucoup de chercheurs mainte­

nant étudient les semimodules car leurs structures sont plus naturelles , ce 

qui favorise plus d 'applications. 

Des nombreux mathématiciens ont apporté leurs contribut ions pour l'émergence 

de la théorie des semimodules sur les semianneaux parmi lesquels Samuel 

Boume [7], Michiro Takahashi [26, 27, 28], Jonathan S. Golan [13 , 14, 15], 

guyen Xuan Tuyen [32 , 23], Tran Gian Nam [32 , 23], J .N.Chaudhari [8], 

J awad Youne Abuhail [1, 2], pour ne citer que ceux là. Pour les travaux 

fondateurs de la théorie des emimodules sur les semianneaux, nous pou­

vons consulter les articles de Michiro Takahashi notamment [26, 27, 28] en 

ajoutant les livres du professeur Jonathan S.Golan : " The theory of semi­

rings and their applications" dans deux éditions celle de 1992 et celle revue 

14 



et augmentée de 1999 [13]; " Power Algebras over Semirings with Applica­

tions in Mathematics and Computer Science en 1999" [14], "Semirings and 

Affine Equation over Them" en 2003 [15] , On peut aussi ajouter celui de 

Hebisch, U. et Weinert, H.J ., Semirings. " Algebraic Theory and applications 

in computer science" , World Scientific (1993) [18], ... Ces livres résument l 'es­

sentiel des notions sur la théorie des semimodules sur les semianneaux depuis 

les années cinquante. On y retrouve de nombreux exemples de semianneaux 

avec leurs applications en informatique et dans d'autres disciplines avec des 

références précises. Le survey de J awad Youness Abuhail [1] paru en mai 200 

généralise les notions de semianneaux aux coanneaux. Il introduit et étudie 

aussi les notions de semicomodules pour les semicoanneaux qui généralisent 

les semimodules sur les semianneaux. 

Le travail que nous présentons dans cette thèse rentre dans le cadre de 

l'approfondissement des propriétés sur les semimodules issues directement 

d 'une généralisation des propriétés connues sur les modules . C'est un en­

semble d 'études portant sur les sous-semimodules essentiels , sur le foncteur 

tensoriel sur les semimodules et sur les semimodules simples. 

1.2 Résumé de mes contributions et publica­

tions 

Cette thèse est organisée en 4 chapîtres dont le premier est une introduc­

tion pour présenter le travail qui est fait . Mes contributions sont donc les 

chapitres 2, 3 et 4. 

- Contributions du chapitre 2 
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Dans le Chapitre 2 , nous étudions les différentes approches de sous­

semimodules essentiels et leurs applications sur les semimodules co­

hopfiens. 

Pour ce qui concerne les sous-semimodules essentiels, deux définitions 

différentes ont été données par Golan [14] et Fall et autres [11]. 

Golan les définit comme sui t : 

- Un R-monomorphisme f : M ---+ M' de R-semimodules à gauche, 

est essentiel si pour tout R-homomorphisme g : M' ---+ M" , go f est 

un monomorphisme implique que g est un monomorphisme. 

-Un sous-semimodule N d 'un R-semimodule M , est essentiel (ou large) 

dans M ( on note N :9 M) si l'injection iN : N ---+ M est essentiel. 

otons que f : M ---+ M' est essentiel si et seulement si f ( M) est un 

large sous-semimodule de M'. 

Fall et autres donnent une autre manière pour définir la notion d" essentiel" 

comme sui t ( içi on généralise directement la définition de essentiel sur 

les modules) : 

-Un R-sous-semimodule N d 'un semimodule M est dit semi-essentiel 

dans M , (on note N :9s M) , si pour tout R-sous-semimodule K de M : 

(N n K = 0) => (K = 0). 

-Un monomorphisme (respectivement semi-monomorphisme) f: M---+ 

M'de R-semimodules à gauche, est dit semi-essentiel si : J (M) :9s M'. 

Notons que dans la théorie des modules ces deux définit ions sont équivalentes. 

Ces deux définit ions ont donné deux classes de sous-semimodules es­

sentiels différentes. 
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Dés lors il a été question , dans nos t ravaux, de généraliser la not ion 

d 'essent iel en trouvant une classe qui cont ient les deux précédentes. 

Aprés avoir rappelé les deux classes distinctes des sous-semimodules es­

sentiels et des sous-semimodules semiessentiels , nous caractérisons une 

nouvelle classe appelée la classe des sous-semimodules faiblement es­

sent iels qui généralisent les deux précédentes en les englobant . Ensuite 

nous donnons une application de cette nouvelle classe en étudiant les 

semimodules faiblement co-hopfiens. Ce chapitre est composé de deux 

parties : 

- une première part ie où nous généralisons la notion de sous-semimodule 

essentiel ; 

- une deuxième par t ie où nous donnons une application de cette nou­

velle classe. 

Dans la première partie on défini t un sous-semimodule faiblement es­

sentiel comme suit : 

Un sous-semimodule N d 'un semimodule à gauche M est dit faiblement 

essentiel dans M , et noté N :slwe M , si pour tout R-homomorphisme 

h : M ----7 M' , la restriction de =Kerh à N est triviale ===} K erh = O. 

Les principaux résultats de la première part ie de ce chapit re sont les 

proposit ions et l 'exemple suivants qui permettent de caractériser les 

sous-semimodules faiblement essentiels : 

Proposition : Si N est un sous-semimodule d 'un R-semimodule à 

gauche M alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

1. N est faiblement essent iel dans M ; 

2. V K ::; M , la restriction de =K à N est triviale =;. K = 0 . 
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Proposition : Si N est un sous-semimodule d 'un R-semimodule à 

gauche M , alors on a : 

1. N ~ M ===? N ~we M. 

2. N ~s M ===? N ~we M . 

Exemple Dans cet exemple nous proposons un sous-semimodule fin i 

fa iblement essentiel qui n'est ni essentiel ni semi-essentiel. 

Considérons l 'ensemble R = {0, 1, ... n} (avec n E N et n 2 2} et 

définissons sur R les deux opérations commutatives (EB , ®) comme suit : 

1. \;/x , y E R : x EB y = min (x, y) 

2. Vx , yER : x ® y=max(x, y). 

(R, EB , ®) est un semianneau OR = n , 1R = O. 

Posons M = {O, l , _.!._1 , _.!._2 , .•• , -2
1 , 1, 1 + .!., 1 + _.!._1 , . .. , 1 + -21 , 2, 2 + n n- n - n n-

~ ' ... , n- 1, (n- 1) + ~ ' ... , (n- 1) + ~ ' n}. 

( M, EB ) est un monoïde commutatif avec 0 M = n . 

Soit "* " la loi externe défini e par : 

* : R x M---+M 

(r , m) f----7 r * m = max(r, m) 

On a (M, EB, *) qui est un R-semimodule. 

Soit a E {0, 1, ... n -1} . Posons Na= {a , ... , n- ~ ' n} ; alors Na est un 

sous-semimodule fini de M qui est faiblem ent essentiel mais qui n'est 

ni essentiel ni semi- essentiel. 

Un exemple de sous-semimodule infini faiblement essentiel qui n 'est ni 

essentiel ni semi-essentiel a été également conçu dans l 'article. 
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En application, dans la deuxième partie du chapit re, nous avons étudié 

les différents types de semimodules faiblement co-hopfiens à l'aide des 

trois types de sous-semimodules faiblement essentiels obtenus dans la 

première partie. 

Un R-semimodule à gauche RM est dit : 

- faiblement co-hopfien de type 1 (noté wch-1) si tout monomorphisme 

f: M-+ M est faiblement essentiel i.e f(M) ~we M ; 

- faiblement co-hopfien de type 2 (noté wch-2) si tout monomorphisme 

f : M-+ M est semi-essentiel i. e f (M) ~s M ; 

- faiblement co-hopfien de type 3 (noté wch-3) si tout monomorphisme 

f: M-+ M est essentiel i. e f(M) ~ M 

Les principaux résultats dans cette partie du chapitre sont les propo­

sition suivantes qui permettent de caractériser les sous-semimodule 

faiblement co-hopfiens : 

Pour les semimodules faiblement co-hopfiens de type 1 

Proposition 

Les conditions suivantes sont équivalentes pour· un R -serràmodule à 

gauche M. 

1. M est wch-1 . 

2. V{O} =/= N :::; M, si g E End(M) est injective, alors la restriction 

de =N à g(M) est non triviale. 

Proposit ion 

1. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un R-semimodule 

à gauche M . 

(a) M est wch-1. 
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{b) Il existe un sous-semimodule K de M tel que g(K) :Slwe M 

pour tout g E End( M) injectif. 

2. Un facteur direct d 'un semimodule wch-1 est wch-1 . 

De façon similaire on caractérise les semimodules faiblement co-hopfiens 

de type 2 et 3. 

- Contributions du Chapitre 3 

Dans le chapitre chapitre 3 , nous avons étudié l'annulateur tensoriel 

sur les semimodules. Pour cela nous avons eu besoin d 'un produit ten­

soriel défini dans les semimodules . 

Katsov [20] and Takahashi [27] ont défini deux notions différentes du 

produit tensoriel dans la théorie des semimodules . 

Takahashi [27] définit le sien comme suit : 

Soit MR un R-semimodule à droite et RN un R-semimodule à gauche. 

Soit T = N(MxN) le monoïde commutatif (donc un N-semimodule) libre 

de base M x Net soit F = N(M xN) x N(M xN). 

La base canonique de T est donnée par les éléments de l'ensemble 

{ 8(m,n) l(m , n) E M x N } où 8(m,n) est la fonction de Kronecker. 

Soit Fa C F le N-sous-semimodule symétrique engendré par les éléments 

de la forme : (8(m+m',n)> 8(m,n)+8(m',n) ) , (8(m,n)+8(m' ,n) > 8(m+m',n)) , (8(m,n+n' ), 8(m,n)+ 

8(m,n')) , ( 8(m,n) + 8(m,n') , 8(m,n+ n')) , (8(mr,n) > 8(m,rn ) ) , (8(m,rn ), 8(mr,n) ) 

où m,m' E M,n' ,n EN et rER. 

Considérons maintenant la relation de R-congruence p sur T définie 

par ; 

fpg <====? J + h = g + h' pour (h , h') E Fa 

Le produit tensoriel de Takahashi est défini comme M 0 N = T / p et 
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on note que: 

i) L'application T M x N ---t M ~ N , 

R-équilibrée 

(m, n) t----t m ~ n est 

ii) M ~ N est un monoi'de commutatif simplifiable. 

iii) Pour tout monoïde simplifiable G et tout application R-équilibrée 

fJ : M x N ---t G, il existe un unique morphisme de monoïdes 

1 : M ~ N ---t G tel que 1 o T = fJ 

Le produit tensoriel de Takahashi présente des désavantages parmi les­

quels on peut citer le fait qu 'avec ce produit tensoriel, la catégorie 

des semimodules sur un semianneau commutatif n 'est pas monoïdal 

et donc le foncteur tensoriel n 'admet pas comme adjoint à gauche le 

foncteur Hom comme on l'espérait . En fait le produit tensoriel de Ta­

kahashi règle ce problème universel uniquement dans la sous-catégorie 

des semimodules simplifiables mais non dans la catégorie totale des 

semimodules. 

D 'un autre côté Katsov [20] a considéré un produit t ensoriel différent , 

plus naturel, qui règle plusieurs des problèmes posés par celui de Taka­

hashi notamment le problème universel dans la catégorie des semimo­

dules. 

Le produit tensoriel de Katsov , noté ici ®, a été défini par Katsov de 

la manière suivante [20] : 

Soit MR un R-semimodule à droite et RN un R-semimodule à gauche. 

Une application R-équilibrée g : M x N ---t G , où G est un monoïde 

commutatif est une application bilinéaire telle que g(mr, n) = g(m, rn) 

pour tout m E M , r E R et n E N. 
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Soit T = N(MxN) le monoïde commutatif libre de base M x Net soit 

F = N(M xN) X N(M xN). 

Tout élément de T peut s'écrire de manière unique comme une combi­

naison d 'éléments de l'ensemble suivant :{IS(m,n)l(m,n) E Mx N} où 

IS(m ,n) est le symbole de Kronecker . 

Soit = la relation de R-congruence engendrée par les equivalences 

où m, m' E M ,n' ,n E N et r ER. 

Soit ~ : M x N ----+ T l'injection canonique de M x N dans T, et soit 

c/; : M x N ----+ T f= la composition de ~ et de l'application-quotient 

7f= : T ----+ T f= : alors c/; (m ,n ) = IS(m,n)f=· 

Le produit tensoriel de Katsov de M et N sur R est le N-semimodule 

M ®RN = (Tf=, cj;). On note c/;(m, n) = m ®R n. 

Dans ce chapit re, nous avons ut ilisé le produit tensoriel de Katsov pour 

définir l 'annulateur tensoriel dans les semimodules. 

Soient UR et RM deux semimodules. L'annulateur tensoriel dans M de 

Uest : T AnnM(U) = {m E M f u ® m = O 'rfuE U} 

On dit que UR est RM-fidèle si T AnnM(U) = {0} . 

Cet annulateur nous a permis d 'étudier les propriètés des semimo­

dules complètement fidèles vus comme une généralisation des modules 

complètement fidèles . 

Un semimodule WR est dit complètement fidèle si TAnnM(W) = 0 

pour tout R-semimodule RM· 

Le principal résultat de ce chapitre est le théorème et les propriètés 

suivants : 
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Théorème 

1. Si Un engendre Vn , alors: TAnnM(U) ~ TAnnM(V) . 

2. Un est nM-fidèle si et seulement si pour tout homomorphisme 

f: N-+ M , U 0 f = 0 implique que f =O. 

3. TAnnn(U) = rn(U) où rn(U) = {rE R/ u.r = 0 VuE U} . 

De ce théorème on a tiré les caractérisations suivantes : 

Propriètés 

1. Rn est complètement fidèle ; 

2. Tout générateur dans SMOD-R est complètement fidèle. 

3. Les propriètés suivantes à propos d 'un semimodule Wn sont équivalentes : 

(a) Wn est complètement fidèle; 

(b) Pour tout homomorphisme f dans R-SMOD , si W 0 f = 0 

alors f =O. 

- Contributions du chapitre 4 

Le Chapitre 4 est consacré à l 'étude des semimodules fortement semi­

simples . 

Pour ce qui concerne les semimodules simples , il faut d 'abord remarquer 

que dans la théorie des semimodules et des semianneaux , la notion de 

"semimodule simple" est un outil important et il a été généralisé de 

plusieurs manières différentes par beaucoup d 'auteurs comme Golan 

[13] et Katsov, am et Thyen [29] . 

Dans la théorie des modules, si M est un A-module à gauche, où A est 

un anneau , alors nous avons les propriétés équivalentes suivantes : 

1. M posséde uniquement deux sous-modules : 0 and M ; 
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A 
2. M ~ I où I est un idéal à gauche maximal de A ; 

3. Il exi te seulement deux relations d 'équivalence compatibles avec 

la structure de module de M : l'équivalence t riviale et l'équivalence 

universelle. 

Mais ces t rois propriét és ne sont pas équivalentes dans la théorie des 

semi-anneaux et des semimodules et , elles fournissent t rois types de 

"semimodules simples" et trois types de " semimodules semisimples". 

Les propriétés (1) et (2) ci-dessus sont les plus ut lisées pour étudier les 

"semimodules simples" et les "semimodules semisimples" dans la classe 

des semimodules soustractifs. 

D 'aprés nos investigat ions, jusqu 'à présent , il n 'y a aucune caractérisation 

des "semimodules simples" ou des "semimodules semisimples" dans le 

sens de la propriété (3) , alors il nous a paru intéressant de le faire dans 

nos t ravaux. 

Les définit ions utilisées sont les suivantes : 

1. Un R-semimodule à gauche T =/= 0 est dit austere-simple si T ne 

possède que deux sous-semimodules 0 et T . 

2. Un R-semimodule à gauche T =!= 0 est dit soustractif-simple si T 

ne possède que deux sous-semimodules soustractifs 0 et T . 

3. Un R-semimodule à gauche T =/= 0 est dit fortement-simple si il ne 

cont ient que deux relations de congruence : 

=t la R-congruence triviale, et =u la R-congruence universelle. 

4. Soit (Ta)aEA une famille de sous-semimodules fortement-simples 

d 'un R-semimodule à gauche M . Si M = EBaEATa, alors EBaEATa 
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est appelé une décomposition fortement-semisimple de M. Un R­

semimodule à gauche M est dit fortement-semisimple lorsqu'il a 

une décomposit ion fortement-semisimple. 

Les principaux résultats de ce chapitre sont les propositions et le théorème 

suivants qui caractérisent les semimodules fortement-semisimples dans 

la catégorie des semimodules soustractifs et simplifiables : 

Proposition 

Soit M un R -semimodule à gauche soustractif et simplifiable , engendré 

par la famille (Ta)aEA de sous-semimodules fortem ent simples. Alors il 

existe un sous-ensemble B ÇA tel que : M = œf3EBTf3 . En outre M est 

fortement semisimple. 

P roposition 

Soit (Ta)aEA une famille de sous-semimodules fortem ent simples d 'un 

R-semimodule à gauche soustractif et simplifiable M. Si T .est un sous­

semimodule fortement simple de M , tel que la restriction de =L:A Ta à 

T est non triviale alors il existe a E A tel que : T ~s Ta. 

Théorème (Caractérisation des semimodules fortement semi-simples) 

Soit (Ta)aEA une fami lle de sous-semimodules fortem ent simples d 'un 

R-semimodule à gauche M soustractif et simplifiable. Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

1. M est fortement semisimple. 

2. M est engendré par des semimodules fort em ent simples. 

3. M est la somme de semimodules fort em ent simples. 

4- Tout sous-semimodule de M est un facteur direct de M . 
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5. Toute suite exacte : 0 ~ K ~ M ~ N ~ 0 de R-semimodules 

à gauche, est scindée. 

- Publications 

J 'ai deux articles publiés et un article soumis. 

Articles publiés 

1. Elhadji Demba Wade DIOP, Djiby SOW " On essential Subsemi­

modules and Weakly Co-Hopfian Semimodules " EJPAM, Vol.9 , 

No.3 , 250-265, (2016) 

2. Elhadji Demba Wade DIOP, Djiby SOW " On completely tensor­

faithfull semimodules over semirings" Journal of Algebra, VoL 11 , 

2017, no. 2, 83 - 92 HIKARI Ltd 

Articles soumis 

- Elhadji Demba Wade DIOP, Djiby SOW, Landing FALL " On Stron­

gly Semisimple semimodules " ( soumis) 

La partie Annexe est consacrée aux rappels de quelques notions de base sur 

les semianneaux et les semimodules. 
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Chapitre 2 

Sur les sous-semimodules 

essentiels et les semimodules 

faiblement co-hopfiens 

La théorie des semimodules sur les semianneaux unitaires ( Golan [13], 

Abuhlail [1], Takahashi [26, 27, 28]) peut être considérée comme une généralisation 

de la théorie des modules sur les anneaux unitaires ( Anderson-Fuller[3], Lam 

[21], Wisbauer [35] ) . Les résultats trouvés dans les semimodules restent sou­

vent valables dans les modules, mais ceux trouvés dans les modules ne sont 

pas toujours vrais dans les semimodules. [ll , 23, 30, 31] . 

Le concept de "sous-module essent iel" d 'un R-module M [3], introduit par 

Johnson, Eckman et Schpof [10, 19], joue un rôle important dans le domaine 

de l'Algèbre commutative et non commutative. 

Dans la théorie des modules, pour un anneau R, un sous-module N d 'un 

module RM est dit essent iel ( on note N ~ M) si K n N = 0 ==> K = 0 pour 
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tout sous-module K de M. Un monomorphisme f : M--+ M' est dit essen­

tiel si J (M) :S) M '. Il est connu qu'un R-monomorphisme f : M --+ M' R­

modules à gauche est essentiel si et seulement si pour tout R-homomorphisme 

g : M ' --+ M" , g o f est un monomorphisme implique que g est un mono­

morphisme. Un sous-module N d 'un module M est essentiel ssi l'injection 

canonique i : N --+ M : x r--+ x est essentielle. 

Les caractérisations ci-dessus de "essent iel" ne sont pas équivalentes dans la 

théorie des semimodules. En effet cette notion d ' "e sent iel" a été génréalisée 

dans les semimodules, de deux façons différentes . 

Golan, dans son livre [13], propose les défini t ions suivantes : 

- Un R-monomorphisme f : M --+ M'de R-semimodules à gauche est 

essentiel si pour tout R-homomorphisme g : M' --+ M" , go f est un 

monomorphisme implique que g est un monomorphisme. 

- Un sous-semimodule N d 'un R-semimodule à gauche M est essentiel 

(ou large) dans M si l'inclusion iN : N --+ M est un R-monomorphisme 

essentiel. 

Notons que f : M --+ M' est un R-homomorphisme essentiel si et 

seulement si J(M ) est un large sous-semimodule de M' . 

Une deuxième défini t ion de la notion d ' "essent iel" a été proposée dans [11] 

comme suit : 

- Un R-sous-semimodule N de M est dit semiessentiel dans M, on note 

alors N :s!s M, si pour tout R-sous-semimodule K de M : N n K = 0 ::::} 

K=O . 

- Un monomorphisme (respectivement semimonomorphisme) f : M --+ 

M ' de R-semimodules à gauche est dit semiessential si : J (M) :s!s M' . 
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Ces deux différentes notions de "sous-semimodulcs essentiels " [11] sont 

les mêmes dans la théorie des modules . 

Il est également prouvé dans [11 J, que la classe des sous-semimodules 

essentiels n 'est pas contenue et ne contient pas la classe des sous-semimodules 

semiessentiels. De plus, l'intersection de ces deux classes n 'est pas vide. 

Dans ce chapître, nous étudions une nouvelle classe de sous-semimodules 

"essentiels" (appelés sous-semimodulcs faiblement essentiels ) . 

Dans la théorie des modules, les relations de congruences sont définies par 

les sous-modules , mais on n 'a pas cela dans la théorie des semimodules c'est 

à dire que dans cette théorie, il y 'a des relations de congruences qui ne sont 

pas définies par des sous-semimodule . Alors dan la nouvelle classe que nous 

étudions, nous avons considéré les relations de congruences définies par les 

sous-semimodules. 

Nous avons montré que cette nouvelle classe contient les deux classes 

de sous-semimodules essentiels qui existait déjà. De plus , nous avons étudié 

quelques propriètés intéressantes dans cett e nouvelle classe. En guise d 'ap­

plications, nous avons défini trois notions de sous-semimodules faiblement 

co-hopfiens. 

Tous les semianneaux considérés içi sont associatifs, uni taires , d 'élément uni té 

1 avec 1 =/=- 0, et tous les semimodules ont un élément unité et toutes les ex­

tensions d 'anneaux contiennent l'élément identité. 

Pour les notions et notations sur les semimodules , nous avons utilisé ceux 

qui sont dans [1] et [13]. Dans un premier temps, nous rappelons quelques 

définitions et notations dont on a besoin dans ce chapître. 

Le chapître est organisé comme suit : 
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- Dans la ection 2-1 : Préliminaires : Nous donnons quelques résultats 

dont on a besoin pour la suite 

- Dans la section 2-2 : Nouvelle notion d 'esssentiel : Quelques propriètés 

sur les sous-semimoduels faiblement essentiels. 

- Dans la section 2-3 : Applications : Trois types de semimodules faible­

ment co-hopfiens . 

2.1 Préliminaires 

ous rappelons brièvement quelques notions de base sur les semimodules . 

Nous notons N ~ M , siN est un sous-semimodule du semimodule M et nous 

appelons homomorphisme tout homomorphisme de R-semimodules à gauche. 

Tout au long de ce chapître, nous considérons des R-semimodules à gauche, 

mais les résultats sont aussi vrais pour les R-semimodules à droite et les 

preuves sont similaires. 

Définition 2.1.1. Soit M un R -semimodule à gauche. 

- Une R -congruence sur M est une relation d 'équivalence p sur M telle 

que mpm' et npn' ==> (m + n)p(m ' +n' ) et (rm )p(rm ' ), \fm, m' , n , n' E 

M etrER. 

- La relation de congruence p défin ie sur M par mpm' ~ m = m' est 

appelée relation de congruence triviale sur M. 

- La relation de congruence p définie sur M par mpm' \fm, m' E M est 

appelée relation de congruence universelle sur M . 

- M est un semimodule R-simple si toute relation de congruence définie 

sur M est triviale ou universelle. 

30 



Exemple 2.1.2. Si f : M --7 M' est un R-homomorphisme de R -semimodules 

à gauche, alors f définit une R-congruence = f sur M par m = f m' si et seule­

ment si f(m) = f(m' ). Une autre R- congruence défin ie sur M par f est la re­

lation = ker f donnée par m = ker f m' si et seulem ent si il existe k , k' E ker f tel 

que m+ k = m' + k' . Il est clair que m = f m' si m = ker f m' mais la réciproque 

n'est pas toujours vraie.( Rappelons que kerf = {mE M/f(m ) = 0}) 

Définition 2.1.3. Un R-homomorphisme f : M --7 M' est régulier ssi = f 
et = ker f sont équivalentes. 

Remarque 2.1.4. L 'ensemble de toutes les R -congruences sur M , noté R ­

cong( M) , est partiellem ent ordonné par la relation ::; défin ie par p ::; p' ssi 

mpm' ===> mp'm' Vm, m' E M. Pour m , m' E M , P(m,m') est l 'unique plus 

petit élém ent p de R- cong(M) satisfaisant mpm' . 

Définition 2.1.5. - Un sous-semimodule N d'un semimodule M est sous-

tractif si pour tous m , m ' E M , m + m' E N et m E N impliquent que 

m'EN. 

- La clôture soustractive d 'un sous-semimodule N de M est le plus petit 

sous-semimodule soustractif de M contenant N . 

- Un semimodule M est dit additivement simplifiable si pour tous m, m', m" E 

M , on a: 

m + m' = m + m" ===> m' = m" 

Définition 2.1.6. Soit N un sous-semimodule d'un R -semimodule à gauche 

M. N induit sur M une R -congruence =N, connue sous le nom de relation 

de Boume et définie par : 

Vm, m' E M ; m =N m'~ ::ln , n'EN tels que m +n = m' + n' 
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- M / N est le R-semimodule quotient M / =N, et pour tout élément m E 

M on note m/ N sa classe dans M / N. 

- 0/N = N ={mE M/~n E N/m +nE N } est la clôture soustractive 

de N . 

Définition 2.1.7. Soient M 1 et M 2 des sous-semimodules d'un R -semimodule 

à gauche M. 

Si M 1 et M 2 engendrent M (i.e M = M 1 + M2) , et si la restriction de 

=M2 à M 1 et la restriction de =M1 à M 2 sont triviales, alors M est la somme 

directe de ses sous-semimodules M 1 et M 2 et on écrit M = M 1 Œ M 2 . Dans 

ce cas, pour tout mE M, il existe un unique couple (m1 , m2 ) E M1 x M2 tel 

que: m = m1 + m2. 

In [13] , nous trouvons les caractérisations suivantes des sous-semimodules 

essentiels. 

Lemme 2.1.8. Si N est un sous-semimodule d'un R-semimodule à gauche 

M alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

1. N est essentiel ( ou large ) dans M ; 

2. si p est une non triviale R -congruence sur M alors la restriction de p 

à N est aussi non triviale ; 

3. Si m et m' sont des élém ents distincts de M alors il existe des éléments 

distincts n et n' de N vérifiant np(m,m')n' . 

Notation :La classe des sous-semimodules essentiels d 'un R-semimodule 

à gauche M est notée par Cf. RM. 

32 



Exemple 2.2.8. [1 1} Dans cet exemple, nous proposons un sous-semimodule 

essentiel qui est faiblement essentiel mais qui n 'est pas semiessentiel. 

Soit R = { 0, 1, a} et définissons sur R les deux opérations commutatives 

(+ , x ) comme suit : 

1. OR= 0 ; IR= 1 

2. 1 + 1 = 1 + a = 1 ; a + 0 = a + a = a 

3. 0 x 0 = 0 x 1 = 0 x a = 0 ; 1 x 1 = 1 ; 1 x a = a x a = a. 

Alors (R, +, x, 0, 1) est un semianneau commutatif. 

Soit M = {0, 1, a, b} muni des m êmes opérations définies sur R et lM= 

I R= 1, OM =OR= 0, b+O = b+b = b, b+ 1 = b+a =a, 0 x b = b x a= 0, 

b x 1 = b x b = b. Il est facile de vérifie que ( M , +, x, 0, 1) est un R-semimodule 

commutatif. 

Maintenant posons N = R = { 0; 1; a}, alors N est un sous-semimodule 

faiblement essentiel de M , mais N n'est pas semiessentiel. 

Dans la classe des sous-semimodules faiblement essentiels, on a les résultats 

suivants : 

Proposition 2.2.9. Soit M un R -semimodule à gauche, K et N des sous­

semimodules de M tels que : K ~ N ~ M . Alors on a : 

1. K ~sM -Ç::::::} (K ~s N et N ~s M) . 

2. K ~ M -Ç::::::} (K ~ N et N ~ M). 

3. K ~we M ===> (K ~we N et N ~we M). 

Preuve: 
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On a k1 +k2 '=L 1 k~ +k; ===> k1 +k2+ l1 = k~ +k;+ Z~ ===> k1 + l1 '=M2 k~ +l~ 

et k2 '=M, k; . Maintenant par définition de M = M1 EB M2 et par hypothèse 

on a : k1 + h '=M2 k~ + l~ ===> k1 = k~ et k2 '=M, k; ===> k2 = k;. Alors 

k1 + k2 =ki + k; et donc '=L, est triviale sur K 1 EB K 2. 

(2) Supposons que '=L, œL2 t riviale sur K1 9 K 2. 

Soit k1, k~ deux éléments de K1 tels que k1 '=L, k~ . 

Alors il existe h , l~ E L1 tels que k1 + h = k~ + l~ . Or k1 = k1 + 0 E 

K1 8 K2, l1 = l1 + 0 E L1 EB L2, idem on a k~ E K 1 EB K2, h E L1 EB L2. 

Puisque '=L, œL2 triviale sur K 1 @ K2, on en déduit que k1 = k~ . Ainsi '=L, 

est triviale sur K 1 et de façon similaire '=L2 est triviale sur K 2. 0 

Proposition 2 .2 .12. Soit M un R-semimodule à gauche. Supposons que 

K 1 :S M1 :SM ; K2 :S M2 :SM et M = M1 EB M2 . 

Alors (K1 EB K 2) ~we (M1 EB M2) ===> (K1 ~we M1 et K2 ~we M2) 

P reuve : Montrons que K1 ~we M1 . Soit L1 :S M1 tel que '=L 1 est 

triviale sur K 1. Par le Lemme 2.2.11 (1) on a '=L
1 

triviale sur K 1 EB K 2. 

Maintenant '=L, est triviale sur K1 EB K2 and K1 EB K2 ~we M1 EB M2 donc 

L1 =O. 0 

Proposition 2.2.13 . Soit M un R-semimodule à gauche. Supposons que 

K1 :S M1 :S M ; K2 :S M2 :S M et M = M1 EB M2 . 

Alors (K1 EB K2) ~s (M1 EB M2) {::=:} (K1 ~s M1 et K2 ~s M2) . 

Preuve : ===>) Supposons par exemple que K 1 ~s M1. Alors il existe 

un sous-semimodule L1 =/= 0 de M1 tel que : L1 n K1 = O. Montrons que 

L1 n (K1 + K 2) = O. 
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Soit h E L1 n (K1 + K 2). Il existe (k1; k2) E K1 x K 2 tel que: l1 = k1 + k2. 

On a: h E L1 ~ M 1 ; k1 E K 1 ~ M 1 et k2 E K 2 ~ M2, alors par la somme 

directe M1 EB M2 on déduit que k2 = 0 et h = k1; donc h E L1 n K1 = 0, 

d 'où h = O. Par conséquent L 1 n (K1 EB K 2) = 0 ce qui contredit le fait que 

(K1 EB K2) ~s (M1 EB M2). Alors K1 ~s M1. De la même façon on montre que 

K2 ~s M2 . 

~) Supposons que K i ~s Mi pour tout i E { 1, 2}. 

Soit 0 =f. x E M 1 EB M2. Alors il existe (0, 0) =f. (x1, x2) E M1 x M2 tel 

que: 

0 =f. x = x 1 + X2. Sans altérer la généralité, on peut supposer que : 

0 =f. x 1 E M 1. Puisque K 1 ~s M 1 alors du lemma 2.1.8, il existe r 1 E R tel 

que : r1x 1 E K 1 et r 1x1 =f.O. 

- Si r1x2 E K2 alors r1x1 + r1x2 E K1 + K 2 donc r1 (x1 + x2) E K1 8 K 2 

avec r 1 ( x 1 + x2) =f. 0 car si r 1 x1 + r 1 x2 = 0, alors par somme directe on 

a r1x1 = 0, ce qui est absurde. Par conséquent (K1 EB K2) ~s (M1 EB M2). 

- Si r1x 2 n 'est pas dans K 2 alors il existe r 2 E R tel que: 0 =f. r2r1x2 E K2 . 

On a r 2r 1x1 E K 1 donc r2r1 (xi +x2) E K1 EB K2 . Si nous posons r = r2r1 

alors il exister E R tel que : r(x1 + x2) E K 1 8 K2 with r(x1 + x2) =f. 0 

car si rx1 + rx2 = 0 , alors par somme directe on a rx1 = 0, ce qui 

est absurde. Donc (KI E:l K 2) ~s (MI EB M2). Ainsi K i ~s Mi pour tout 

i E {1 ; 2} ===? (K1 EB K2) ~s (Ml EB M2) . 

D 

Définition 2.2.14. Soit N un sous-semimodule d 'un R-semimodule à gauche 

M. Un sous-semimodule N' de M est appelé M -complément faible de N si 

la restriction de =N' à N est triviale et N' est maximal avec cette proprièté. 
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Proposition 2.2.15. 1. Tout sous-semimodule N d 'un R-semimodule M 

possède un M -complément faible. 

2. Si N' est un M -complément faible d 'un sous-semimodule N de M et si 

N EB N' existe alors : N EB N' :Slwe M. 

Preuve: 

1. Soit J; = {A :S M /la restriction de =A à N , est triviale}. 0 E J; , 

alors J; =1= 0. ( J;; Ç) est un ensemble ordonné. Il est facile de montrer 

que J; est un ensemble non vide inductif, par conséquent J; possède au 

moins un élément maximal N'. N'est un M-complément faible deN. 

2. - SiN= 0 alors N'= M , et donc N EB N' :Slwe M. 

- SiN =1= O,alors soit 0 =1= L :S M tel que la restriction de =L à N EB N' 

est triviale. 

Montrons que =L est triviale sur M. 

D'abord montrons que la restriction de =N'+ L à N est triviale . 

Soient n 1, n 2 E N tels que n 1 =N'+ L n2. 

n1 =N'+ L n2 ==? :ln~, n~ E N, l1 , l2 E L tels que n1 + n~ + l1 = 

n2 + n~ + l2 . Alors par hypothèse et à l'aide de la somme directe 

N EB N' on déduit que n1 = n 2 , donc la restriction de =N'+ L à N 

est triviale. On en déduit que N'+ LE .E, . Puisque N' est maximal, 

alors N'+ L = N' ou bien N ' + L = M. On a N'+ L =/= M , 

sinon, puisque la restriction de =N'+ L à N est triviale, on obtient 

(N' + L) n N = M n N = N = 0 ce qui est une contradiction. Alors 

N ' +L =N' et par conséquent L Ç N'. En plus on a (N EB N')n L = 0 

car la restriction de = L à N EB N' est triviale ; donc N' n L = O. Ainsi 

on a L Ç N' et N' n L = 0, donc L = 0 . 
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On conclut que N EB N ' ~we M 

0 

D éfinit ion 2 .2.16. Soit N un sous-semimodule d'un R -semimodule à gauche 

M . Un sous-semimodule N' de M est appelé un M -complém ent fort de N si 

la restriction de =N à N' est triviale et N ' est maximal avec cette proprièté. 

P roposition 2 .2 .17. 1. Tout sous-semimodule N d 'un R -semimodule M 

possède un M -complém ent fort. 

2. Si M et un R -semimodule à gauche simplifiable et si N est un sous­

semimodule de M , alors : 

(a) Tout M-comp lément faible de N est un M -complém ent fort de N 

(b) Si N' est un M -complément fort de N alors : N EB N' ~we M . 

Preuve : (1) Similaire à la preuve précédente. 

Pour (2) (a ) il suffit de voir que si M est simplifiable et si la restriction de 

= N' à N est triviale, alors la restrict ion de = N à N ' est triviale. 

(2) (b ) Similaire à la preuve en utilisant le fait que M est simplifi able. 0 

2.3 Applications 

hop fi ens 

Sur les semimodules co-

Rappelons qu 'un R-semimodule non nul RM est dit : 

- co-hopfien tout monomorphisme f : M-+ M est un isomorphisme. 

- faiblement co-hopfien si monomorphisme f : M -+ M est essent iel i.e 

f(M) est sous-semimodule esssentiel de M . 
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Nous avons trois différentes notions de sous-semimodules essentiels, alors on 

peut définir trois différents types de semimodules faiblement co-hopfiens. 

2.3.1 Sur les semimodules co-hopfiens de type 1 

D éfinit ion 2 .3.1. Un R-semimodule non nul RM est dit faiblement co­

hopfien-1 (noté wch-1) si tout monomorphisme f : M --? M est fa iblem ent 

essentiel i.e f ( M) ~we M . 

Proposition 2.3.2. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un R­

semimodule à gauche M : 

1. M est wch-1 . 

2. V{O} =1- N S M , sig E End(M) est injectif, alors la restriction de = N 

à g(M) est non triviale. 

Preuve : 

1) ::::} 2) Soit {0} =1- N S M et soit g un endomorphisme injectif de M. Par 

hypothèse g(M) est faiblement essentiel sur M , donc , comme N s M 

et N =1- {0} , on déduit que la restriction de =N à g(M) est non triviale. 

2) ::::} 1) Soit g : M --? M un endomorphisme injectif de M et soit N un sous­

semimodule de M tel que la restriction de = N à g(M) est triviale. 

Supposons que N =1- {0} . Alors par hypothèse la restriction de = N à 

g(M) est non triviale ce qui contredit l'hypothèse. Alors N = {0} d 'où 

g(M) est faiblement essentiel et donc M est wch-1. 

0 

Proposition 2.3.3. Pour un R -semimodule à gauche M , on considère les 

assertions suivantes : 
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1. M est wch-1. 

2. Pour tout R-semimodule N , s'il existe un R-monomorphisme M 9 N-t 

M alors N = {0}. 

Alors (1) ~ (2) et siM est simplifiable on a (1) {:::=:;> (2) . 

NB :- Un module M qui verifie (2) est dit Dedekind fini . 

-Un semimodule qui est fini verifie (2) . 

- Dans la suite, un semimodule M qui verifie (2) est appelé un F-semimodule. 

Preuve: 

1. => 2) Supposons que f : M EB N -t M est un monomorphi me où N 

est un R-semimodule à gauche. Soit M ~ M EB N ~ M une suite 

où i l'injection canonique. Alors f o i est un monomorphisme, donc 

(! o i) ( M) est faiblement essentiel dans M par hypothèse. 

De façon similaire on montre que f(N ) = f (O EB N) =O. 

Puisque fest manie, f(N) = 0 ~ N = O. 

2) => 1) Par hypothèse on déduit cette proprièté (P) : Pour tout R-semimodule 

à gauche N, siM EB N-t M est un monomorphisme faiblement essen­

tiel alors N = {0} . 

Maintenant soit g : M -t M un monomorphisme dont l'image n 'est 

pas faiblement essentiel. Alors d 'aprés la Proposition 2.2.17 il existe un 

sous-semimodule non nul K avec g(M) EB K ~we M . 

Définissons f : M EB K-t M : (m, k) r-+ g(m) +k. D'aprés la somme 

directe g(M) EB K et le fait que M est simplifiable, f est manie. On 

a g(M) EB K Ç f (M EB K) ç M, donc d 'aprés la Propo it ion 2.2.9 

f (M EB K) ~we M (car g(M) EB K ~we M) . Alorsf est un monomor-
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phismc faiblement essentiel ce qui contredit la propriété (P) . Donc 

g(M) ~we M. 

D 

Proposition 2.3.4. les conditions suivantes sont équivalentes pour un R­

semimodule à gauche M. 

1. M est wch-1 . 

2. M est un F -semimodule et l'image de tout endomorphisme de M est 

soit faiblem ent essentiel, soit un facteur direct propre. 

Preuve: 

1) => 2) Par hypothése et d 'apré la Proposition précédente, on a :pour tout R­

semimodule à gauche N , s'il existe un R-monomorphisme M œ N ---7 M 

alors N = {0}. 

Maintenant supposons que M EB K S::: M , alors il existe un mono­

morphismee f : M ËB K ---7 M et donc K = {0} , d 'où M est un F­

semimodule. Par hypothése l'image de tout endomorphisme de M est 

en fait un sous-semimodule faiblement essentiel. 

2) => 1) Soit g : M ---7 M un endomorphisme injectif et supposons que g(M) 

n 'est pas faiblement essentiel dans M . Alors par hypothése g(M) est 

un facteur direct propre de M . Alors il existe sous-semimod ule non nul 

K de M tel que g(M) EB K =M. 

Définition f : M EB K ---7 M : (m, k) H g(m) + k . Alors f est un 

monomorphisme. 

On aM= g(M) e K ç f(M ËB K) ç M, donc f(M EB K ) = M , d 'où 
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f est surjectif. Donc il existe un isomorphisme M E8 K ~ M ce qui 

contredit le fait que M est un F-semimodule. Ainsi g(M) ~we M. 

0 

Proposition 2.3.5. 1. Les conditions suivantes sont equivalentes pour un 

R-semimodule à gauche M . 

(a) M est wch-1 . 

(b) Il existe un sous-semimodule K de M tel que g(K) ~we M pour 

tout endomorphisme injectif g E End( M). 

2. Un facteur direct d 'un semimodule wch-1 est wch-1. 

Preuve : (1) 

(b) ::::} (a) Triviale d 'aprés la Proposition 2.2.9 .. 

(a) ::::} ( b) Triviale. 

(2) Supposons que M est un semimodule wch-1. 

Soit M = N E8 K et soit f : N ----+ N un endomorphisme injectif de N . 

Alors l'application f EB I dK : M = N ED K --+ M = N ED K définie par 

n +kt-+ (! E8 IdK )(n + k) = f(n) + k est un endomorphisme injectif deMet 

(! 8 IdK) (M) ~we M. Alors (! E8 IdK)(M) ~we M::::} f(N) E8 K ~we N EB K 

et d 'aprés la Proposition 2.2.12 f (N) ~we N ,donc N est wch-1. 

0 

2.3.2 Sur les semimodules co-hopfiens de type 2 

D éfinition 2 .3.6 . Un R-semimodule non nul nM est dit faiblem ent co­

hopfien-2 (noté wch-2} si tout monomorphisme f : M --+ M est semiessentiel 

i.e f(M) ~s M. 
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P roposition 2.3 .7 . SiM est wch-2, alors M est wch-1. Preuve: D 'apr·és 

la Proposition 2.2.3. 0 

Proposition 2.3.8. Les conditions suivantes sont equivalentes pour un R­

semimodule à gauche M . 

1. M est wch-2. 

2. Pour tout monomorphisme f : M --+ M, si x est un élément non nul 

de M , alors il exister E R tel que 0 =/= rx E f(M) . 

3. Les endomorphismes injectifs de M envoient les sous-semimodules se­

miessentiels vers les sous-semimodules semiessentiels. 

Preuve :(1) {=::::} (2) D 'aprês la Definition 2.3.6 et le lemme 2. 1.9. 

(3) ==> (1) Trivial. 

(1) ==> (3) Soit g: M--+ M un endomorphism e injectif de M , et soit K un 

sous-semimodule semiessentielof M. Prouvons que g(K) ::::!sM. 

On a g(K) ~ g(M) ~ M et par hypothése g(M) ::::! s M, alors, d 'aprés la 

Proposition 2.2.9, pour obtenir g(K) ::::!sM, il suffit de montrer que g(K) ::::!s 

g(M). 

Soit xE g(M). Alors il existe mE M tel que x= g(m). Puisque K ::::! sM, 

on en déduit qu 'il existe un rER tel que rm E K . Alors g(rm) = rg(m) = 

r x E g(K); A insi g(K) ::::!s g(M). 0 

Proposition 2.3.9. 

2. 

1. Un facteur direct d'un semimodule wch-2 est wch-

2. Soit M = M 1 EB M2 tel que chaque Mi est globalem ent invariant. Alors 

M est wch-2 ssi chaque Mi l 'est. 
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P reuve :(1) Supposons que M est wch-2. 

Soit M = N EB K et soit f : N ---+ N un endomorphisme injectif de N. 

alors l 'application f EB IdK : M = N EB K -+ M = N @ K définie par 

n + k t-t(! @ IdK)(n + k) = f(n) + k est un endomorphisme injectif de M 

et alors (! EB I dK )(M) -:;] 8 M. Puisque (! EB I dK )(M) :::; f(N) @ K , on déduit 

d 'aprés la Proposition 2.2.9 que f(N) EB K -:;] 8 N EB K et d 'aprés la Proposition 

2.2. 13 que f(N) -:;] 8 N ,donc N est wch-2. 

(2) ===>) D 'aprés (1). 

<===) Soit f : M = M1 EB M2 ---+ M = M1 EB M2 un endomorphisme injectif 

de M = M1 EB M2. 

On a j(M1) @ j(M2) Ç j(M1 EB M2) Ç M1 EB M2 . D 'aprés l 'hypothèse on a 

f(MI) -:;] 8 M1 et j(M2) -:;] 8 M2 , et d 'aprés la Proposition 2.2. 13, on obtient 

f(MI) EB j(M2) -:;] 8 M1 EB M2 et par conséquent j(M1 EB M2) -:;] 8 M1 EB M2. 0 

2.3.3 Sur les semimodules co-hopfiens de type 3 

D éfinition 2.3.10. Un R-semimodule non nul RM est dit faiblement co­

hopfien-3 {noté wch-3) si tout monomorphisme f : M-+ M est sessentiel i.e 

f(M)-:;] M . 

Proposition 2.3.11. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un R ­

semimodule à gauche M . 

1. M est wch-3. 

2. Si m et m' sont des éléments distincts de M alors pour tout monomor­

phisme f : M-+ M, il existe des élém ents distincts f (m1) et f (m2) de 

f(M) vérifiant f(ml)P(m,m'Jf(m2)· 
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Preuve : D 'aprés la Definition 2.3.10 et le Lemme2. 1.8. D 

Proposition 2.3.12. SiM est wch-3, alors M est wch-1. Preuve: D 'aprés 

la Proposition 2.2.3. D 

Comme ci-dessus, on montre les résultats qui suivent. 

Proposition 2.3.13. 1. Les conditions suivantes sont equivalentes pour 

un R-semimodule à gauche M. 

(a) M est wch-3. 

(b) Il existe un sous-semimodule K de M tel que g(K) ~ M pour tout 

endomorphisme injectif g E End( M). 

2. Un fa cteur direct d 'un semimodule wch-3 est wch-3. 

3. soit M = M1 EB M2 tel que chaque Mi est globalement invariant. Alors 

M wch-3 ssi chaque Mi l 'est. 

Proposition 2.3.14. Tout semimodule R -simple est wch-3 

Preuve : Facile D 

2.3.4 Exemples de semimodules co-hopfiens 

Exemple 2.3.15. Reprenons le semimodule (M, EB, *) de l ' Exemple 2.2.4. 

Montrons que M est wch-1 , wch-2 et wch-3. 

Soit g : M -----7 M un endomorphisme injectif de M. Alors g verifie la pro­

priété suivante : 

\fm, m' E M : mS m'===} g(m) S g(m') . 

Cette propriété associée à l 'injectivité de g font qu 'il existe un unique en­

domorphisme injectif de M , notamment l 'identité sur· M . On déduit que 
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l 'image de tout endomorphism e injectif de M est à la fois faib lem ent es­

sentiel,semiessentiel et essentiel et donc que M est wch-1 , wch-2 et wch-3. 

Exemple 2.3.16. 

Soit N l 'ens eble des entiers naturels et soit (N, EEJ, 8 ) le semianneau où Va , b E 

N, a EB b = pgcd(a, b) et a 8 b = ppcrn(a, b) . 

Alors N est un N -semimodule à gauche. Tout sous-semimodule de N est de 

la forme < p >= pN = {pnjn E N} où p E N et pn est le produit usuel de 

p et n ( {8}). Tout sous-semimodule pN de N est semiessentiel dans N car 

Vn EN il existe r EN tel que rn E pN . 

Alors l 'image de tout endomorphism e injectif de N est de la form e pN, et 

doncon en déduit que N est wch-2. 

Exemple 2.3.17. 

Soit l'ensemble R = {0; 1} . 

(R; +;x) et (R; +; 0 ) (où pour tout i , j E R , i + j = max(i, j) , ix j = 0, 

i 0 j = 0 except 1 0 1 = 1 ) sont des semianneaux. ({36/) Il est fa cile de 

voir que (nR ; +; x ) et (n R ; +; ®) sont deux semimodules R-simples , donc 

ils sont wch-3 d'ap'rés la Proposition 2.3. 14 
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Chapitre 3 

Fidélité complète du foncteur 

tensoriel sur les semi-modules 

3.1 Introduction 

La généralization des modules aux semi-modules est aussi important que 

la généralisation des espaces vectoriels aux modules. De plus, la théorie 

des semi-modules généralise les idées et méthode de la théorie des treillis, 

l'algèbre universelle et les monoïdes abelien. Les semi-anneaux et semi-modules 

ont plus d 'applications que les anneaux et modules.De nos jours, les semi­

anneaux et semi-modules sont utilisés dans beaucoup de domaines comme 

l'algèbre tropical, la géométrie t ropical, l'informatique, l'analse idempotent 

et la pysique théorique. En théorie des modules , le produit tensoriel de deux 

modules est bien connu [3] . Cependant sa généralisation à la théorie des 

semi-modules n 'est pas unique. Katsov [20] et Takahashi [25] definissent 

deux différentes notions du produit tensoriel sur la théorie des semi-modules. 
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Abuhlail descrit cette différences entre les deux notions du produit tensoriel 

dans [2]. Il affirme que le produit tensoriel de Katsov est plus naturel. 

Dans cet article, nous ut ilisons le produit tensoriel de Katsov pour intro­

duire la notion d 'annulateur sur la théorie des semi-modules. Cette notion 

permet d 'investir les propriét és de la fidélité du foncteur tensoriel sur les 

semi-modules comme une généralisation de la fidélité foncteur tensoriel sur 

modules. 

Cet art icle est organisé de la manière suivante : 

-Dans la section 1, nous rappelons quelques notions sur les semi-anneaux, 

semi-module , générateurs, foncteurs semi-modules et nous donnons la construc­

tuction de Katsov et Takahashi. - In section 2, nous introduisons la not ion 

d 'annulateur tensoriel et une caractérisation de la complèt e fidélité t ensorielle 

des semi-modules. 

3. 2 Préliminaires 

Dans cet te section, nous donnons quelques notions et notations que nous 

ut iliserons dans la suite 

3.2.1 Notions de base 

Définition 3.2.1. Un semi-anneau est une structure algébrique (R , +,. , On , l n) 

constitué d'un sous-ensem ble non vide R minu des operations "+ "(addition) 

et "." ( multiplication) telles que : 

1. (R , + , On) est un monoïde abélien d 'élément neutre On ; 

2. (R , ., l n) est un monoïde d'lélément neutr·e l n ; 
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3. a(b + c) = ab + ac et (b + c)a =ba + ca pour tout a , b, c E R ; 

4- a.OR = OR= OR.a pour tout a E R. 

Pour simplifier nous notons 1 = lR and 0 = OR. 

Définition 3.2.2. Un R-semi-module à gauche RM est un monoïde commu­

tatif (M , +) ayant élém ent OM , et minu de l 'operation R x M -7 M defin ie 

par (a, x ) Max telle que, pour tous a, b ER, pour tous x, x' E M : 

- {1) a(x + x') = ax + ax' ; {2) (a + b)x = ax + bx; 

- {3) (ab) x = a(bx ) ; {4) l. x =x; {5) O.x = OM = a.OM. 

Pour simplifier nous notons 0 = OR= OM 

Remarque 3.2.3. Symmetriquem ent un R -semi-module à droite est défin ie 

de la m êm e manière. 

Définition 3.2.4. Soit M et N deux R -semi-modules à gauche. Une fonction 

f : M -7 N est un homomorphisme de R -semi-modules ( R -linéaire) si pour 

tout m1 , m2 E M et r E R , on a : f (mi + m2) = f(mi) + f (m2) and 

f ( rm) = r f ( m). 

Définition 3.2 .5. Soit U = {U.x}(.xEA) une classe non vide de R-semi­

modules à gauche. Un R -semi-module à gauche RM est généré par U {ou 

U -génér·é), si pour tout R-semi-module RN et tout R -semi-linéair-e homo­

morphism es f , g : R M ---+ R N , si f o h = g o h pour tout R-semi- linéare 

homomorphism e h :R U.x ---+R M , alors f = g. De manière équivalent si 

f =!= g il existe h :R U.x ---+ R M telle que f o h =/= g o h . 

Un R -semi-module RM is est un générateur si tout R -semi-module est 

RM-génér-é. 
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Proposition 3 .2.6 . [1] 

Un RM est un R-semi-module. Pour un R-semi-module RX, les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

1. RX est RM -généré ; 

2. Il exite un homomorpisme surjectif RM(A) -----7 R X -----7 0 où A est un 

ensemble dénombrable. 

Proposition 3 .2. 7 . [13] 

Pour tout R-semi-module RM, il existe un ensemble A et un homomor-

phisme surjectif de R-semi-modules 

R (A) -----7 R M -----7 o. 
En particulier, RR est un générateur. 

3.2.2 

[13] 

Semimodules quotients 

Soit M un R-semi-module. Une relation d 'équivalence = sur M est dit 

de congruence, si pour tout m, m' , m" E M et r E R on a : 

m =m'===} [m+m" =m' +m" and mr = m'r ]. 

L'ensemble R - Cong(M) des classes de congruences sur M est non vide 

comme, il contient la classe de congruence triviale =t et la classe de congruence 

universalle = u given by : 

m = tm'{:==> m = m' and m = u m' for all m , m' E M . 

L'ensemble des classes correspondant à toute E R- Cong(M) est 

notée M / = et est une R-semi-module, et il existe un homomorphisme surjectif 

de R-semi-modules 1r=: M-----+ M f=· 
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Tout R-sous-semi-module L Ç M induit deux relations de congruences 

sur M: 

- the La relation de Boume : m =Lm' {::::::::} m+l =m' +l' pour l , l' E L 

- the La relation de Lizuka : m[=]Lm' {::::::::} m + l + m" = m' + l' + 
m" pour l , l' EL and m" E M. 

Le R-semi-module M 1 L = M 1 =L est dit R -semi-module quotient de M 

par L , , nous avons un homomorphisme surj ectif de R-semi-modules 

1rL: M --+ M/L 

m M m 

3.2.3 Produit tensoriel 

Produit tensoriel de Katsov 

Construction Nous rappelons la construction du produit tensoriel de 

semi-modules defini par KATSOV [20]. 

Soit MR un R-semi-module à gauche et RN un R-semi-module à droite. 

Un application R-équilibrée g : M x N --+ G , où G est monoïde abelien 

est une application bilinéaire telle que g(mr, n) = g(m, rn) pour tout m E 

M , rE R , et nE N . Soit T = N(M x N ) un monoïde libre de base Mx N , et 

p = N (M x N) X N (M x N) 

Tout élément T peut s 'écrire de manière unique comme combinaison 

linéaire d 'éléments de l'ensemble : {J(m,n)l(m,n) E Mx N} où S(m ,n) est 

la fonction Kronecker delta. 

Soit = la relation de congruence généré par le les équivalences 
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where m , m' E M ,n' , n EN et rER. 

Soit ~ : M x N ----7 T l'injection canonique de M x N into T , et <P : 

M x N ----7 T / = la composition de ~ et de la projection 1r = : T ----7 T / = : so 

Définition 3.2.8. Le produit tensoriel de Katsov de M et N sur R est le 

N-semi-module M ®RN= (Tf=, <jy ). Nous notons <P(m , n) = m ®Rn. 

Propriétés 

Proposition 3.2.9. 1. Soit MR et RN deux R-semi-modules. Pour tout 

m , m' E M , n ,n' E N,r E R ,and kEN on a : 

(a) (m + m') ®Rn= m ®Rn+ m' ®Rn ; 

(b) m ®R(n+n') = m ®Rn+m ®Rn'; 

(c) mr ®Rn=m ®Rrn ; 

(d} k(m ®Rn) = (km ) ®Rn= m ®R (kn); 

(e) OM ®Rn= Ow g)RN = m ®R ON. 

2. Tout u E M ®RN est de la form e u = 2..:~= 1 mk ®R nk pour nE N et 

mk E M , nk EN fo r anyk E {1 , 2, ... n} . 

Proposition 3.2.10. (Propriété universelle du produit tensoriel). 

Pour tout monoïde abelian G et application R- équilibrée f3 : M x N ----7 G, 

il existe un unique homomorphisme de monoïdes 1 : M ®RN : ----7 G rendant 

le diagram suivant commutatif : 
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P roof [34] 0 

Proposition 3.2.11. Soit R un semi-anneau, kEN et M , M1 , N2 , ... , Mp , NP 

les R -semi-modules. Nous avons les assertions suivantes : 

1. Il existe un unique isomorphisme : 

tP 
3. Il existe un unique isomorphisme : R ® M1 ~ M1 : r ® m1 r---+ <f>(r ® 

ml)= rm1 

4. Soit Mi, Ni un R-semi-modules, 1 ::; i ::; p, et let f i : Mi ------7 Ni 

une collection d'application R-linéaire. Il existe une unique application 

linéaire : 

M1 ® M2 ® . .. ® Mp ------7 N1 ® M2 ® ... ® NP 
K 

m1 ® m2 ® . . .. ® mp r---+ fi(ml) ® h(m2) ® . . . ® fp(mp) 

5. M ® (EBiEJ Ni) ~ EBiE1(M ® Ni) pour tout ensemble I . 

6. Soit M , N deux R-semi-modules libres de bases mi(i E I) and nj(j E J) 

respectively. 

Alors M ® N est un N-semi-module libre de base mi ® nJ (iE I,jE J)" 

Proof [34] . 0 

Produit tensoriel de Takahashi 

Le produit tensoriel de semi-modules sur un semi-anneau defini par Ta-

kahashi [11]. 
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Soit MR un R-semi-module à gauche et RN un R-semi-module à gauce. Soit 

T = R (MxN) un free Abelian monoid (hence a N-semi-module) with basis 

Mx N et F = R(M xN) x R (MxN) 
' 

La base canonique de T est donné par les éléments de l 'ensemble: { b(m,n) 1 (m, n) E 

M x N} où b(m,n) est la fonction de Kronecker delta. 

Soit F0 C Fest le N-subsemi-module symetrique généré par tous les éléments 

de la forme : (b"(m+m' ,n), 6(m,n) +b(m' ,n)), (6(m,n)+6(m',n) , b(m+ m',n)) , (b"(m ,n+n'), b(m,n)+ 

b(m,n') ) , ( b (m,n) + b(m,n') , b(m,n+n')) , 

( b(mr,n), b(m,rn) ) , ( b(m,rn), b(mr,n )) où m , m' E M , n' , n E N and r E R . 

Considerons la relation de congruence p sur T définie par ; 

J pg-<=====> J + h = f + h' for sorne (h, h') E F0 

Le produit tensoriel de Takahashi est défini par M ~ N = T 1 p and we notice 

that: 

i) the map T : M x N ----+ M ~ N , (m, n) 1----? m ~ n est R-équilibré 

ii) M ~ N est un monoïde abélien simplifiable 

iii) Pour tout monoide simplifiable G et toute application R-équilibrée f3 : 

M x N ----+ G, il existe un unique homomorphisme de monoïdes r : 
M ~ N ----+ G tel que 1 o T = f3 

3.3 Résultats sur l'annulateur tensoriel 

Lemme 3 .3.1. Soit L un sous-semi-module d 'un R-semi-module à gauche 

M et soit g : M ----+ M 1 L la surjection canonique. Soit N un R-semi-module 

à gauche. 

59 



If f : M -----7 N est un homomorphisme semi-linéaire , k -régulièr'e qw 

vérifie K er f Ç K erg , il existe est unique un homomorphisme semi- linéaire 

h : N -----7 M / L tel que h o f = g. 

Moreover K erh = f(K erg) . 

Proof : Puisque f : M -----7 N est surjective, alors pour chaque nE N, il 

existe un mE M tel que f(m) = n ; soit h l'application: 

h :N ---+ M/L 

n f-7 h(n) = g(m) 

Il exist un autre élément m' E M tel que f(m') = n , alors f (m) = f(m' ). 

Comme f est k-régulier, we have f(m) = f(m') Ç=;> m + k = m' + k' 

pour tout k , k' E Kerf ; Donc g(m) = g(m') car K er f Ç K erg. Ainsi, 

l'application h is est bien définie et nous avons h o f = g. Supposons qu'il 

existe une apllication h' : N -----7 M / L satisfaisant h' of = g. Il est fac ile de 

vérifier que h' = h. 

De même, il est clair que f(Kerg) Ç K erh. 

Soit n E K erh. Alors, il existe m E M tel que f(m) = n because f is 

surjective. By Definition of g, g(m) = h(n) = 0 montrant que mE K erg ; so 

nE f(Kerg) et Donc K erh Ç f(Kerg) . Ainsi K erh = f(Kerg) . D 

D éfinition 3.3.2 . Soit UR et RM deux semi-modules. On définit l 'annulateur 

dans M de U par: TAnn M(U) ={mE M/ u ® m = 0 'ïlu EU} 

Nous disons que UR est RM-fidèle tensoriel dans ce cas TAnnM(U) = {0} 

Lemme 3.3.3. TAnnM(U) est sous-semi-module soustractif de M. 

Pro of 
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- Il est clair que TAnnM(U) est un sous-semi-module de M . 

- Montrons que TAnnM(U) est soustractif. 

Supposons que m E M, m 1 E T AnnM(U) et m 1 + m ET AnnM(U). 

Donc u ® ( m 1 + m) = u 0 m 1 + u ® m = 0 for an yu E U. 

Puisque u ® m 1 = 0 for anyu E U , alors u 0 m = 0 pour tout u E U , 

donc m E T Annm(U). 

Ainsi T AnnM(U) is subtractive. 

D 

Theorem 3.3.4. Soit RM,R N , et RU deux semi-modules sur un semi-anneau 

R. 

1. TAnnM(U) est le plus petit sous-semi-module K de M tel que U soit 

( M / K) -tensor-faithful. 

2. Soit f :R M -+R N est un homomorphisme alors f(TAnnM(U) Ç 

TAnnN(U). En particulierr, TAnnM(U) est stable par les endomor­

phismes fM. 

3. If f :R M -+ R N est un hhomomorpisme semi-linéare et k-régulier, et 

Kerf Ç TAnnM(U), alors f(TAnnM(U) = TAnnN(U). 

Pro of 

1. - Let us show that U is (M/TAnnM(U))-tensor-faithful. 

Let mET AnnM!rAnnM (u) (U) , then u 0 m = 0 for anyu E U. Renee 

u ® m = 0 for anyu E U , som E TAnnM(U). Therefore m = 0 as 

desired. 

- Soit K un sous-semi-module soustractif de M de U est (M/K)­

tensor-fai thful. 
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Soit m E TAnnM(U) et considerons m = {m' E M/ m + k = 

m' +k' for sorne k,k' E K} E M/K. 

Soit m' E m, alos il existe k, k' E K tel que m + k = m'+ k'. Let 

u E U, on a : u ® (m' + k') = u ® ( m + k) {::::::::} u ® m' + u 0 k' = 

u®m+u®k. Comme mE TAnnM(U) etUis (M/ K)-fidèle tensoriel, 

alors u 0 m = 0 et u 0 k' = u ® k = 0, ainsi u 0 m' = u ® m = 0. 

Donc u 0 m = 0 pour tout u E U, donc m E TAnnM;K(U) = 0, 

D'où m = 0 '* :lk1 , k2 E K tel quet m + k1 = k2 . 

Comme K est soustractif, on a m E K . 

on en déduit TAnnM(U) Ç K . 

2. Soit f :R M -+RN un homomorphisme de R-semi-modules. 

Le foncteur (U 0 -) associé à f est défini par l'homomorphisme de 

N-semi-modules : 

lu 0 f : U ® M ---+ U 0 N 

u ® mt-----tu ® f(m). 

Supposons que n E f(TAnnM(U)) , qu'il existe m E TAnnM(U) tel 

que n = J(m). Nous avons u ® m = 0 pour tout u E U, donc 

(lu 0 J)(u ® m) = u 0 f(m) = u ® n = 0 pour tout u E U, donc 

nE TAnnM(U) . Ainsi f(TAnnM(U)) Ç TAnnN(U). 

En particulier, si f : M -+ M est un endomorphisme, alors on a 

f(TAnnM(U)) Ç TAnnM(U) ce qui montre que TAnnM(U) est stable 

par les endomorphismes de M. 

3. Soit f :R M -+R N un homomorphisme de R-semi-modules qui est 

surjectif, k-regulier avec Ker f <;::; TAnnM(U) . 
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Soit g : M ----t M fT AnnM (U) la surjection canonique. Ainsi, on a 

K er f Ç K erg et d 'après le Lemme 3.3.1 , il existe un unique homo-

morphisme h : N----t MjTAnnM(U) tel que h o f = g, et K er(h) = 

f(TAnn M(U)) . Donc, il suffit de montrer que K erh = TAnnN(U) . 

- Soit n un élément de E K erh. Comme f est surjectif, il existe m E M 

tel que J(m) = n. Donc g(m) = hf(m) = h(n) = 0, et par consequent 

mE K erg. Mais K erg = TAnnM(U) car TAnnM(U) est soustractif 

d 'après le Lemme 3.3.3; alors u 0 m = 0 pour tout u E U. 

Comme u 0 n = u 0 f(m) =(l u ® J)(u ® m) =(lu 0 J)(O) = 0 pour 

tout u E U, sonE TAnnN(U), thus K erg Ç TAnnN(U). 

-Inversement soit n un élément of TAnnN(U) . 

Alors u ® n = 0 pour tout u E U. Ainsi u 0 h(n) = (lu 0 h)(u 0 

n) = (l u 0 h)(O) = 0 pour tout u E U, ce qui implique que h(n) E 

TAnnM!TAnnM (u) (U) = 0 =>nE K erh , donc TAnnN(U) Ç K erh. 

ous concluons que f(TAnn M(U)) = K erh = TAnnM(U ). 

0 

Proposition 3.3.5. 1. Si (Mo)oEA sont un R-semi-modules à gauche et 

U un R -semi-module à droite, alors : 

TAnnœAM,(U) = E9 TAnnM,(U) . 
A 

2. Si (Uo)oEA sont des R-semi-modules à droite et M un R-semi-module 

à gauche, alors : TAnnM( EB AUo) =nA TAnnM(Uo)· 

Pro of 

1. -Soit m = (mo)oEA E TAnn9AM,(U) = {mE EB AMo/ u 0 m = 0 VuE 

U}. 
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Alors il existe un ensemble fini I C A tel que m = l...::aEJ ia (ma) où 

ia : Ma ~ ffi AMa est l 'injection canonique. 

So for anyu E U, u ® m = u ® l...::aEJ ia (ma) = l...::aEJ u ® ia (ma) = 0, 

donc pour tout u EU, u ®ma = 0 Va E I , car ma E TAnnMJU) Va E 

I , alors m = (ma)aEA E fB ATAnnM"' (U) . 

Ainsi T AnnœAMJU) Ç ffi AT AnnM"' (U) . 

- Inversement supposons m = (ma)aEA E ffi ATAnnMJU) . 

Alors ma E TAnnM"' (U) Va E A. 

Il existe un sous-ensemble fini I E A such t hat m = l...::aEJ 7ra(ma)· 

Soit u un élément de U. So u ® m = u ® l...::aEJ 1fa(ma) = l...::aEJ U ® 

1fa(ma) = 0 car u ® 7r0 (ma) = 0, ainsi u ® m = 0 Vu E U, car 

mE TAnnœAMcw (U). 

Donc fB AT AnnM, (U) Ç T AnnœAMJU) . 

Nous concluons que : ffi ATAnnMJU) = TAnnœAMJU) . 

2. Utilisons (5) of Proposit ion 3.2.11 et une technique similaire à la précédente. 

0 

Theorem 3.3.6. 

2. UR est RM -fidèle tensoriel si tout homomorphisme f : N --+ M , tel que 

U ® f = 0 implique que f = 0. 

3. TAnnR(U ) = rR(U) où rR(U) = {rE R / u.r = 0 VuE U} . 

Pro of 

1. Supposons que U génère V , alors il existe f : UV') ~ V surjectif où 

1\ est un ensemble. 

Cependant, nous avons UV') = œi\Ua où Ua U Va E 1\ ; ainsi 
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d 'après Proposition 3.3.5, on a TAnnM( EB/\Ua) = ni\ TAnnM(Ua) = 

TAnnM(U) . 

Soit m0 un élémentde TAnnM(U) = TAnnM( EB/\ Ua)· 

Considérons l'hhomomorphisme de N-semi-modules 

j ® l M : œi\Ua ® M--+ V ® M: u ® mt---7 f(u) ® m. 

Let v E V alors il existe u E œi\Ua such that v = f (u ). Ainsi 

v ® mo = f(u) ® mo= (! ® lM )(u ® m0) = 0, car u ® m 0 = 0; therefore 

m0 E TAnnM(V). 

Renee, TAnnM(U) Ç TAnnM(V). 

2. - Supposons que U is M-fidèle tensoriel et considérons f : N --+ M. 

On aU 0 f = 0 Ç=} u 0 f (n) = 0 Vu E U and 'in E N ==* f( n) E 

TAnnM(U) 'in EN. 

Since U est M- fidèle tensoriel TAnnM(U) = 0 ainsi f(n) = 0 'in E 

N <=> f = O. 

- Inversement supposons que V f : N --+ M , U ® f = 0 ===> f = 0 . 

Considérons l'injection canonique i: TAnnM(U) --+M. 

Il est clair que U 0 i = 0, alors i = 0 par hypothèse. Comme i est une 

injection, on conclut que TAnnM(U) = O. 

3. S déduit de l'isomorphisme dans la Proposition 3.2.11 , 

4J:U ® R--+ U 

u ® r f---7 u.r 

0 

D éfinition 3.3 . 7. Un semi-module W R est dit complètem ent fidèle tensoriel 

si TAnnM(W) = 0 pour tout R -semi-module à gauche nM. 
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Proposition 3.3.8. 1. R R est complètem ent fidèle tensoriel ; 

2. Tout générateur SMOD-R est complètement fidle. 

Pro of 

1. Soit RM un R-semi-module à gauche. D'après Proposition 3.2.11 , considérons 

l'isomorphisme : 

r 0 m r-+ rm 

Soit mE TAnnM(R) , alors 10 m = 0 ==> m = l.m = <fl( 10 m) = 0, ainsi 

TAnnM(R) = O. Donc TAnnM(R) = 0 for any RM dans R-SMOD , 

Donc RR est complètement fidèle tensoriel. 

2. Soit WR un générateur dans SMOD-R . 

Donc WR génère R R, et d 'après le théorème 3.3.6, on a TAnnM(W) Ç 

TAnnM(R) pour tout M dans R-SMOD. Comme TAnnM(R) = 0 for 

anyM dans R-SMOD, alors TAnnM(WR) = 0 pour tout RM in R­

SMOD; donc W est complètement fidèle tensoriel. 

0 

Remarque 3.3.9. Avec le produit tensoriel de Takahashi l 'isomorphisme 

R 0 M ~ M n'a pas lieu, et RR n'est pas complètement fidèle tensoriel. 

Corollaire 3.3.10. Les asseTtions suivantes sont équivalentes pour tout semi-

module WR : 

1. W R est complètement fidèle tensoriel ; 

2. Pour tout homomorphisme f dans R-SMOD, si W 0 f = 0 alors 

f = o. 
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Proof S déduit de la deuxième partie du t héorèm 3.3.6. 

0 
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Chapitre 4 

Sur les semimodules fortement 

semisimples 

Introduction 

La notion de "module simple" en théorie des anneaux et modules est un 

outil fondamental et a été généralisée de différentes façons dans la t héorie 

des semianneaux et des semi-modules par de nombreux auteurs[13], [29]. 

Soit A un anneau et M un A-module à gauche, alors les propriétés sui­

vantes sont équivalentes : 

1. M est simple; 

2. M possède seulement deux sous-modules : 0 et M; 

3. M ~ 4 où I est un idéal maximal de A ; 

4. il existe seulement deux relations d 'équivalence compatible avec la 

structure de module de M : la relation d'équivalence triviale et la re­

lation d 'équivalence universelle; 
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Mais ces trois propriétés ne sont pas équivalentes en théorie des se­

mianneaux et semimodules et conduisent à t rois définitions de "semimodule 

simple" et "semimodule semisimple". 

Les propriétés les plus étudiées concernant les "semimodules simples" 

and les "semimodules semisimples" sont les propriétés (2) et (3) and leurs 

variantes sur les semimodules soustractifs. 

D'après nos investigation, jusqu 'à maintenant , il n 'existe pas une ca­

ractérisation complète des "semimodules simples" et des "semimodules se­

misimples" dans le sens de ( 4). 

Dans cet article, nous caract érisons la classe des semimodules fortement 

semisimples dans la catégorie des semimodules soustractifs et simplifiables. 

Ce papier s'organise comme suit : 

- section 1 : nous étudions une famille de sous-semimodules appelée sous­

semimodules fortement indépendants . 

-section 2 : ous introduisons la notion de semimodule fortement simple 

et semimodule fortement semisimple. 

4.1 Préliminaires 

Une relation de congruence sur un semimodule M est une relation d 'équivalence 

compatible avec la structure de semimodule de M. 

Un semimodule M est dit fortement simple si toute relation de congruence 

définie sur M est triviale ou universelle. 

Pour les notions de base et la notation en " théorie des modules" et 

"théorie des semimodules", voir [1], [?], [35] et [13]. 
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Néanmoins, nous rappelons quelques définitions et notations utiles pour 

la suite. 

Tous le semianneaux sont associatifs et munis de l'élément identité 1 

(Si Rest un semianneau, nous supposons que 1 =f. 0), tous les semimodules 

sont unitaires et toutes les extension de semianneaux contiennent l'identi té 

usuelle. 

-Soit Mun R-semimodule à gauche. Une relation d 'équivalence p dans M 

est une relation de congruence sur R ( R-congruence) si : mpm' et npn' ==} 

(m + n)p(m' +n' ) et (rm)p(rm'), Vm, m' , n , n'EMet rE R. L'ensemble de 

toutes les relations de R-congruence sur M , R- cong(M), est partiellement 

ordonné par la relation ::; définie par p ::; p' si et seulement si mpm' ==} 

mp'm' Vm, m' E M. Pour m, m' E M, P(m,m') est le plus petit élément p de 

R - cong(M) satisfaisant mpm' . 

- Soit N un sous-semimodule d 'un R-semimodule à gauche M . Le sous­

module N induit dans M une relation de R-congruence =N, appelée relation 

de Bourne: Vm, m' E M; m =N m'{::::=:} :ln, n'EN tels que: m+n = m'+n'. 

- M/N est le R-semimodule quotient M/ =N et m = [m] = m + N est 

un élément de MjN. 

-Soient M1 et M2 des sous-semimodules d'un R-semimodule à gauche M. 

***Si M1 et M2 sont indépendants et engendrent M (i.e M1 n M2 = 0 et 

M = M1 + M2 ) , alors M est la somme directe faible de ses sous-semimodules 

M1 et M2 . Et nous écrivons M = M1{BM2 . Pour tout m E M , il existe 

m1 E M1 et m2 E M2 tels que : m = m 1 + m2 mais cette décomposition de m 

n 'est pas unique ce qui fait que nous ne pouvons pas définir une projection 

avec le facteur direct faible. 
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***Si M1 et M2 engendre M (i.e M = M1 +M2) , et la restriction de =M2 

à M1 ainsi que la restriction de =M1 à M2 sont triviales, alors M est la somme 

directe de ses sous-semimodules M1 et M2. Et nous écrivons M = M1 EB M2. 

pour tout mE M, il existe une paire unique (m1 , m2 ) E M1 x M2 telle que : 

m = m1 + m2 . Avec cette somme directe, on peut définir une projection. 

- Un sous-semimodule N d'un R-semimodule à gauche M est dit sous­

tractif dans M si: V(m, m') E M 2 (m +m'EN et mEN)==> m'EN. 

- N est fortement soustractif si pour tout ( m , m') E M 2 
: m +m' E N ==> 

mEN et m'EN. 

- Un R-semimodule à gauche M est dit simplifiable si pour tous éléments 

m , m' et x de M : m +x = m' + x ==> m = m' . 

4.2 Sous-semimodules fortement indépendants 

Dans cette section, nous introduisons une nouvelle famille de sous-semimodules 

indépendants en utilisant la restriction de la relation de congruence de Boume 

définie sur un semimodule. 

Définit ion 4.2.1. - Deux sous-semimodules T1 et T2 d 'un R-semimodule 

à gauche M sont fortement indépendants si la restriction de =r1 à T2 

et la restriction de =r2 à T1 sont triviales. On note R es eq(T1 ; T2) est 

trivial. 

- Un ensemble indexé de R-semimodules à gauche (Ta)aEA est fortem ent 

indépendant si pour tout a E A , la restriction de =ra à Ta = L:::.e;ia T.e 

et la restriction de =Ta à Ta sont triviales. On note R es eq(Ta; 'Î'a) est 

trivial. 
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- Soit M = L:.':aEA Ta un R -sem imodule à gauche, M = EBaEATa si et 

seulem ent si (Ta)aEA est fort em ent indépendant. 

Dans l'exemple qui suit , nous construisons deux sous-semimodules d 'un 

R-semimodule à gauche qui sont fortement indépendants. 

Exemple 4.2.2. (29}. 

Soit R = {0; 1} le sem ianneau de Boole et l 'ensemble M = {0; l ; a ; b} . 

On définit suT M les opérations su'ivantes : 

OR= OM = 0 ; lR = l M = 1 

l + l = l + a = l+b = a+b = l ; a + O=a+a = a ; O+b=b + b = b 

0 x a = 0 x b = a x b = 0 ; 1 x 1 = 1 ; 1 x a = a x a = a ; 1 x b = b x b = b. 

Alors (M, + ,x, 0, 1) est un R-semimodule à gauche commutatif. 

~(x, y) E {O ;a} / O+ x = b + y par conséquent : 

m ={o;a} m' -<====? m =m' \:fm; m' E {0; b} . 

Donc la Testriction de = {o;a} à {0; b} est triviale. 

De m êm e la restriction de ={o;b} à { 0; a} est triviale, alors R es eq( { 0; a} ; { 0; b}) 

est triviale. Par conséquent {0; a} et {0; b} sont joTtem ent indépendants. 

De plus M = {0; a}+ {0; b} donc M = {0; a} EB {0; b} . 

Remarque 4.2.3. Soient T1 et T2 deux sous-semimodules d 'un R-semimodule 

à gauche M . Si R es eq(T1 ; T2 ) est triviale alors T1 n T2 = O. 

Proposition 4.2.4. Soit M un R-semimodule à gauche engendré par l 'en­

semble indexé de sous-sem imodules (Ta)aEA. Et soit (Bn)nEN une sous chaine 

oTdonnée de sous ensembles de A telle que \:fn E N (Tf3 ) f3 EBn et { K ; L:.': .eEBn T.e } 

soient joTtem ent indépendants (K ~ M } . S i B = UnENB n, alors pouT tout 
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{3 E B , Res eq(T13 ; T13 ) est triviale. De plus Res eq( { K ; L:/3E B T/3 }) est tri­

viale. 

Proof: 

(1) Montrons que Res eq(T13 ; T13 ) est triviale pour {3 E B . 

(a) Soit {3 E B et t1, t2 E T/3 tels que : t1 =rf3 t2 

t1 =rf3 t2 ~ ::lu1 , u2 E T13 = I:,..EB\ {/3} T,.. tels que t1 + u1 = t2 + u2. 

Puisque (Bn)nEN est monotonie, alors il existe n0 E N tel que : {3 E 

Bn0 et u1 , u2 E I:,..EBno T,... Mais Res eq(T/3 ; I:,..EBn T,.. ) est t rivial 

pour tout nE N ceci entraine que Res eq(T/3 ; I:,..EBno T,.. ) est triviale. 

D'où t1 = r f3 t2 ===} t1 = t2. Ainsi la restriction de = r f3 à T/3 est 

triviale. 

(b) Soit t1 , t2 E T/3 = I:,..EB\ {/3} T,.. tels que t1 =rf3 t2. 

Puisque (Bn)nEN est monotonie, alors il existe n 1 E N tel que : {3 E 

Bn1 et t1 , t2 E I:,..EBn
1 

T,... Mais Res eq(T/3 ; I:,..EBn T,.. ) est t rivial pour 

tout n E N ceci ent raine que Res eq(T13; I:,..EBn
1 

T,.. ) est t riviale. 

D'où t1 =rf3 t2 ===} t1 = t2. Ainsi la restriction de =rf3 à T/3 est 

triviale. 

(2) Prouvons que Res eq(K; 2:/3EB T/3 ) est triviale. 

(a) Soient t t, t2 E I:/3E B T13 telle que : t1 =K t2. 

::ln2 E N tel que t1 , t2 E I:,..EBn
2 

T,... Mais Res eq(K ; I:,..EBn T,.. ) est 

t riviale pour tout n E N cela entraine que Res eq(K; I:,..E Bn
2 

T,.. ) est 

triviale. D'où t1 =K t2 ===} t1 = t2. Ainsi la restriction de =K à 

I:/3E B T13 est triviale. 

(b) Soient k1, k2 E K tels que k1 =L:f3e B Tf3 k2 

k1 =L:f3eB Tf3 k2 ===} :lt1, t2 E ~/3EB T13 tels que k1 + t1 = k2 + t2. 
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t1 , t2 E 'L. f3EB Tf3 ====} :ln3 E N tel que t1 , t2 E 'L. f3EBn
3 

Tf3 . 

Mais Res eq(Tf3 ; 'L.,.EBn T-r ) est triviale pour tout n E N ceci entraîne 

que: 

Res eq(K ; "L-rEBn
3 

T-y ) est triviale. D'où k1 =L:
13
e8 r13 k2 ====} k1 = k2. 

Donc la restriction de ="' T a à K est triviale. 
L.. fjE B " 

0 

4.3 Semimodules Fortement Semisimples 

Dans cette section, nous étudions la notion de semimodule fortement 

simple et nous introduisons par la suite la classe des semimodules fortement 

semisimples . Puisque c'est fastidieux de manier les "relations d 'équivalence" 

dans les démonstrations , nou allons souvent considérer que les semimodules 

sont soustractifs et simplifiables . 

D éfinit ion 4.3.1. 1. Un R-semimodule à gauche T =1- 0 est appelé austère-

simple si l 'ensemble de tous les sous-semimodules de T a exactement 

deux élém ents 0 et T 

2. Un R-semimodule à gauche T =1- 0 est appelé soustractif-simple si T ne 

possède aucun sous-semimodule soustractif à part 0 et T . 

3. Un R -semimodule à gauche T =1- 0 est dit fortem ent simple si l 'ensemble 

de toutes les relations de R-congruence sur T , R - cong(T) contient 

uniquement ces élém ents : 

=t la R-congruence triviale, et =u la R-congruence universelle 

Remarque 4.3.2 . Si T =1- 0 est un R-semimodule à gauche alors : 
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sont des semianneaux. ((36}) 

Il est facile de voir que (R R ; +; x ) et (RR; +; ®) sont deux R-semimodules 

à gauche. 

Si p est une relation de congruence sur RR qui n'est pas triviale, alors on 

a Opl. Ceci montre que p est universelle. Donc (RR; +; x ) et (RR; +; ®) sont 

des R -semimodules à gauche fortem ent-simples. 

Définition 4.3.5. Soit (Ta)a EA un ensemble indexé de sous-semimodules 

fortement-simples d 'un R-semimodule à gauche M. Si M = EBaEATa, alors 

EBaEATa est appelé décomposition fort ement semisimple de M . Un R-semimodule 

à gauche M est dit fort em ent semisimple s'il possède une décomposition for­

tem ent semisimple. 

Proposition 4.3.6. Soit M un R-semimodule à gauche simplifiable engendré 

par l 'ensemble indexé (Ta)aEA de sous-semimodules fortement simples tel que 

pour tout E C A et K ::; M , (Tf3)/3EB et {K; L:/3E B T13 } sont fortem ent 

indépendants. 

Soit NB = K EB (œ /3E BT/3 ) un sous-semimodule de M. Supposons que 

Va E A la restriction de = N 8 à Ta est triviale. Soit a 1 E A\E alors pour 

tout f3 E E 1 = E U { a 1 } nous avons : R es eq(T13 ; i'13 ) est triviale et de plus 

R es eq( {K; I:/3EB
1 

T 13 }) est triviale. 

Proof: 

Soit a 1 E A\E et posons E 1 = EU {a 1} . 

(1) Montrons que R es eq(T13 ; T13 ) est triviale pour tout /3 E E 1 . 

(a) Supposons que /3 = a 1 . Montrons que la restriction de =r"
1 

à 'Ï'c~ 1 et 

la restriction de =t
01 

à Ta 1 sont triviales avec 'Ï'a 1 = I:/3EBt\{a!} T13 . 
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(i) ous savons que la restriction de = Na à Ta est triviale pour tout 

a E A et To:1 ::; N 8 , ceci ent raine que la restriction de =i: à To:1 "'1 

est triviale. 

(ii) Soit t1 , t2 E To: 1 tels que t1 =r"
1 

t2. :3u1, u2 E T0 1 tels que t1 + 

u 1 = t 2 + u2 . 

t1 + u1 = t2 + u2 ===? u1 =i: u2 . Cela implique u1 = u2 parce 
<> j 

que To:1 ::; N 8 et la restriction de = Na à T0 est triviale pour tout 

a E A. Puisque M est simplifiable nous avons t 1 = t 2 , ainsi la 

restriction de = ro
1 

à To:1 est triviale. 

(b) supposons que (3 =F a 1 . Montrons que la restriction de =rf! à 1'13 et 

la restriction de =rf! à T13 sont triviales avec T13 = l..:,EB
1
\ {/3} T,. 

(i) Soit t1 , t2 E T 13 tels que t1 =rf! t2. :3u1, u2 E T/3 tels que t1 + u1 = 

t2 + u2. Soit t1 = X1 + Y1 , t2 = x2 + Y2 avec x1, x2 E l..:,EB\ {/3} T, 

et y1 , y2 E To: 1 • 

t1 +u1 = t2 +u2 ===? X1 +y1 +u1 = x2 + Y2 +u2 ===? Y1 =" T Y2· L.. -yE a "'1 

Ceci implique que Y1 = Y2 car l..:, EB T, ::; N s et la restriction de 

=Na à T0 est triviale pour tout a E A. Puisque M est simplifiable 

nous avons x1 + u1 = x2 + u2. 

Et X1 + u1 = x2 + u2 ===? u1 =" T u2. Ceci entraine que 
- L..-yE a \ { fJ } "'1 

u1 = u2 pour la même raison , d 'où x1 = x2 et de même t1 = t2 et 

la restriction de =rf! à 1'13 est triviale. 

(ii) Soit t1, t2 E T 13 tels que t1 =rf! t2. :3u1, u2 E T13 tels que t1 + u1 = 

t2 + u2. Soit U1 = x1 + Y1, u2 = x2 + Y2 

avec x1, x2 E l..:, EB\{!3} T, et Y1 , Y2 E To: 1 . 

t1 + u1 = t2 + u2 ===? x1 + Y1 + t1 = x2 + Y2 + t2 ===? Y1 =" T L..-yE a -y 
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Y2 · Ceci entraine que Y1 = Y2 parce que L,,EB T, ~ NB et la 

restriction de = NB à Ta est triviale pour tout a E A. Puisque M 

est simplifiable nous avons x1 + t1 = X2 + t2. 

Et x1 +t1 = x2+t2 ===? t1 =L..,e B\{~} r.., t2. Cela entraine que t1 = t2 

car L,, EB\{/3} T, ~ NB et la restriction de = NB à Ta est triviale 

pour tout a E A . Donc la restriction de =-r~ à T13 est triviale. 

(2) Montrons que Res eq(K; L,/3EB
1 
T13 ) est triviale. 

(a) Soit t1 , t2 E L,/3E B
1 

T 13 tels que : t1 =K t2 . Soit t1 

t2 = x2 + Y2 avec x1, x2 E L,,EB T, ; Y1 , Y2 E Ta1 

t1 =K t2 ===? ::lk1, k2 E K tels que X1 + Y1 + k1 = x2 + Y2 + k2 . 

X1 + Yl + k1 = X2 + Y2 + k2 ===? Y1 =K+L ..,eB r.., Y2 ===? Yl =NB Y2 · 

Cela entraine que y1 = y2 car la restriction de =NB à Ta1 est triviale. 

Puisque M est simplifiable nos avons x 1 + k1 = x2 + k2 . 

Et X1 + k1 = X2 + k2 ===? X1 =K X2 ===? x1 = x2 car { K ; L,,EB T, } est 

fortement indépendant . Ceci implique que t 1 = t 2 . Alors la restriction 

de =K à L,/3EB
1 
T13 est t riviale. 

(b) Soit k1, k2 E K tels que: k1 =- --- T k2. 
L... -yE BJ 'Y 

il existe t1 , t2 E L,,EB
1 
T, tels que k1 + t1 = k2 + t2 . 

Soit t1 = x1 + Y1 et t2 = x2 + Y2 avec x1 , x2 E L,,EB T,; Y1 , Y2 E Ta1 

kl =---- B T k2 ==} Xl + Yl + kl = X2 + Y2 + k2 . L... -yE 1 -y 

Xl + Yl + k1 = X2 + Y2 + k2 ===? Yl =K+ L ..,eB T.., Y2 ===? Yl =NB Y2· 

Ceci entraine que y1 = y2 car la restriction de = NB à Ta1 est triviale. 

Puisque M est simplifiable nous avons x1 + k1 = x2 + k2 . 

Et X1 + k1 = X2 + k2 ===? X1 =K x2 ===? x1 = x2 car {K ; L,, EB T, } 

est fortement indépendant . Puisque M est simplifiable nous avons 
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k1 = k2 . Ceci entraine que la restriction de =~ T Q à K est triviale. 
L-{3E B1 " 

0 

Proposition 4.3. 7. Soit (Ta)oEA un ensemble indexé de sous-semimodules 

fortement simples d 'un R-semimodule à gauche M simplifiable tel que : M = 

l::::oEA Ta. Si M est de plus soustractif, alors pour tout sous-semimodule K 

de M, il existe un sous-ensemble B de A tel que : (Tf3 )f3EB est fortem ent 

indépendant et M = K EB ( œf3E BTf3 ). 

Proof: 

Soit Kun sous-semimodule d 'un semimodule à gauche M simplifiable. 

Et soit L = {B C A/(Tf3 )f3EB et {K; L:::: f3EB Tf3 } sont indépendants}. 

Si B = 0 alors Tf3 0 donc ( Tf3 ) f3EB et { K ; 2:::::: f3EB Tf3 } sont fortement 

indépendants, par conséquent 0 E L. D'où L-=/:- 0. 

Soit (Bn)nEN une sous-chaine ordonnée L. 

Soit B = U nEN Bn . ous savons que 'ïln EN, Bn ÇA donc B ÇA. 

D'après la Proposition4.2 .4, B E L. Soit L E L tel que Bn c L 'ïln E N. 

Alors nous avons B = U nEN Bn C L, donc B est la borne supérieure de 

{Bn ;n EN} .. 

Ainsi L est un ensemble partiellement ordonné non vide et inductive. P ar 

conséquent L a au moins un élément maximal B . 

Soit N = K + l:::: f3 EB Tf3 . Comme (Tf3 )f3EB et {K; l:::: f3EB Tf3 } sont fortement 

indépendants, alors N = K œ (EBf3EBTf3 )· N est un sous-semimodule de M , 

montrons que N = M . 

Soit a E A. T0 fortement simple entraine que la restriction de =N à Ta 

est triviale où universelle. 

Supposons que la restriction de =N à T0 est triviale pour tout a E A. 
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Soit a1 E A\B et B 1 =BU { a 1} . Nous avons B ÇA et a 1 E A ce qui 

entraîne que B1 ÇA. D'après la Proposition 4.3.6 (Tf3 )f3EB1 et {K ; ~f3EB1 Tf3 } 

sont fortement indépendants , alors B 1 E .l , ceci est en contradiction avec la 

maximalité de B. Donc la restriction de =N à Ta. est universelle pour tout 

a E A. Ceci entraîne que =-N est universelle dans M puisque n Tf3 =f- 0. Et 

de même pour tout mE M nous avons m =NO. 

m =N 0 ==? :ln E N tel que m + n E N. Et puisque M est soustractif, 

mE N, d'où M = N 

0 

Proposition 4.3.8. Soit M un R-semimodule à gauche simplifiable et sous­

tractif engendré par un ensemble indexé (Ta.)a.EA de sous-semimodules forte­

ment simples. Il existe un sous-ensemble B Ç A telle que : 

M = œf3EBTf3. Et M est fortement Semisimple. 

Proof: 

Si K = 0 alors d 'après la Proposition4.3. 7, il existe B Ç A tel que : 

M = 0 EB (EBf3EBTf3 ) ainsi M = ffi (3EBTf3 . D 

Définition 4.3.9. {29} 

Soient A; B ; and C des R-semimodules à gauche, la suite exacte 

o~A~B~C~o est scindée si B =!mf EB K avec K 

sous-semimodule de B. 

Proposition 4.3.10. Soit M un R-semimodule simplifiable, soustractif et 

fort ement Semisimple avec une décomposition fort ement semisimple M = 

ffi a.EATa.. Si la suite 
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0 - K ~ M ~ N- 0 de R-semimodules à gauche est exacte, 

alors la suite est scindée. Si de plus elle est régulière alors il existe un sous­

ensemble B de A tél que N soit est isomorphe à e 13EsT13 (N est fortement 

Semisimple, N ~ œ /3EBTf3 ) et K est semi-isomorphe à EBoEA\BTo (K c:=s 

ffi oEA\BTo) · 

Proof: ous savons que !mf est un sous-semimodule de M , alors d 'après 

laProposition4.3.7, il existe B çA tel que: M = Imfœ (EB(3EBT(3 ) où œ/3EBTf3 

est un sous-semimodule de M, par conséquent la suite exacte est scindée. 

Supposons que la suite est de plus régulière alors g est régulier. 

Etsoitg1 : M/Imf ------+ Img =N 

[m] f-t gl([m]) = g(m) 
Montrons que g1 est bien défini . 

Soit [m1] ;[m2] dans M/I mf tels que [m1] = [m2]. 

[m1] = [m2] ===} :ln1 , n2 E ! mf tels que m1 + n1 = m2 + n2. 

g1(m1 + n1) = g1(m2 + n2) ===} g1(m1) + g1(n1) = g1(m2) + g1(n2) 

n1 E Imf ===} :lk1 ; k2 E K tels que n1 + f(kl) = j(k2) . 

n1 + f(kl) = j(k2) ===} g(n1) +go f(kl) = go f(k2) · 

Puisque la suite est exacte alors ! mf= kerg ce qui entraine que go f =O. 

Ainsi g(n1 ) =O. De même nous avons g(n2) = 0 alors g(m1) = g(m2) et donc 

gl([m1]) = g1([m2]) . g1 est un R-homomorphisme bien défini. 

g régulier ===} I mg = N = g(M) donc g1 est surjectif. 

Montrons que g1 est injectif. 

g1[m] = gl[m'] <===> g(m) = g(m') . 

Puisque g est k-régulier, il existe n, n' E K erg= ! mf tels que: m + n = 

m' + n'. Ceci entraine que [m] = [m'], et donc g1 est injectif. 
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Par conséquent g1 est un isomorphisme, ainsi M / I m f -::::: N . 

Soit p1 la première projection : M ---+ ffi(3E BTf3 

m H P1(m) =y 
avec m = x+y ; xE Imf ,y E ffi{JE BTfJ et cette décomposition est unique. 

Considérons le diagramme suivant : 

p: [m] t--t P1(m) 

P1 =po P2 · Puisque p1 est surjectif, alors pest surjectif. 

Soient [m] et [m'] deux éléments de M/Imf tels que: p[m] = p[m']. 

p[m] = p[m'] ===} Pl(m) = Pl(m'). Soient m = m1 + m2 et m'= m~ + m; 

avec m1 , m~ E !mf , m2, m; E œfJEBTf3 . 

Puisque Pl(m) = m2 = p1(m') = m; alors m + m~ = m1 + m2 + m~ = 

m1 +m'. Ceci implique que [m] = [m'] et pest inj ectif. Par conséquent pest 

un isomorphisme. Donc M/ !mf~ ffi{JE BTfJ . D'où N ~ ffi{JEBTfJ. 

M = (œo:EA\ BTo:) œ (œf3EBT(3 ) 

M = !mf œ (œf3EBTf3 ) = (œo:EA\BTo:) œ (œf3EBTf3 ) · 

Soit JI : K ---+ !mf 

k H f (k) 
Comme la suite est régulière donc f est régulier ceci signifie que 

! m f = f (K) , donc JI est surjectif. 

Soient k et k' deux éléments de K tels que : f 1 ( k) = f 1 ( k'). 

JI(k) = JI (k' ) ===} f(k ) = f(k') et comme fest k-régulier alors 

k + m = k' +m' avec m, m' E ker f donc k = k' car ker f = O. 

Par conséquent JI est injectif . D'où JI est un isomorphisme ainsi K -::::: 

!mf. 
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ous avons M =!mf E9 (EB/3EBT/3 )· 

Soit p3 la première projection : M ---+ ! mf et p3 la restriction de p3 à 

( EBa:EA\BTa:) 

kerp3 = ( EBa:EA\BTa:) n kerp3 = ( EBa:EA\BTa:) n ( EB{3EBT{3 ) = O. 

Soit m' E !mf, puisque p3 est surjectif, alors il existe m E M tel que 

p3(m) = m'. Mais M = (EBa:EA\BTa:) EB (EB/3EBTf3 ), alors il existe m 1 E 

EBa:EA\BTa: et m2 E E9/3EBT/3 tel que m = m1 +m2. Et m'= p3(m) = p3(m1) = 

P3 ( m1) , donc P3 est surjectif. 

Par conséquent (EBa:EA\BTa:) ~s !mf. D'où K ~s EBa:EA\BTa: . 0 

Proposition 4.3.11. Soit (Ta:)a:EA un ensemble indexé de sous-semimodules 

fortement simples d'un R-semimodule à gauche M simplifiable et soustractif. 

Si T est un sous-semimodule de M fortement simple, tel que la restriction 

de =LA Ta à T n'est pas triviale alors il existe a E A tel que : T ~s Ta: . 

Proof : Si T est fortement simple et la restriction de =LA Ta à T n 'est 

pas triviale, alors la restriction de = LA Ta est universelle. 

Alors pour un t E T nous avons t =LA Ta 0 ceci entraîne qu' il existe 

t1, t2 E l..:A Ta: tels que t + t1 = t2. Puisque l..:A Ta: est soustractif, nous avons 

t E l..:A Ta: et donc T ~ l..:a:EA Ta:. 

Dés lors on suppose que M = l..:a:EA Ta:. Donc d 'après la Proposition 4.3.6, 

il existe un sous-ensemble B C A tel que : M = EB/3EBT/3. 

La suite : 0 ~ T ~ M ~ M /T ~ 0 est exacte et régulière. En 

effet : kerir = 0; ! mir= {m + t1 = t2; t1 , t2 ET} 

m + t 1 E T ;t1 E T et T est soustractif donc m E T 

conséquent !mir= ir(T). 

ir est i-régulier et ir est injectif alors, il est k-régulier. 
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ker1rr = {mE M\[m] = [0]} = {mE M\m + t 1 = t2} = ! mir. 

7rr est surj ectif donc 7rr est i-régulier. 

Montrons que 7rr est k-régulier. 

1rr(m1) = 1rr(m2) <==:::> [m1] = [m2] <==:::> m1 + m~ = m2 + m~ 
avec m~ , m~ ET= ir(T) = ! mir= ker1rr, ce qu 'on a voulu obtenir. 

Par conséquent , d 'après la Proposition 4.3.8, il existe a E A tel que 

D 

Theorem 4.3.12. (Caractérisation de semimodules fortement semisimples) 

Soit (Ta)aEA un ensemble indexé de sous-semimodules fort ement simples 

R-semimodule à gauche M simplifiable et soustractif. Les affirmations sui­

vantes sont équivalentes : 

1. M est fortement Semisimple. 

2. M est engendré par des semimodules fort ement simples. 

3. M est la somme de semimodules fortement simples. 

4. Tout sous-semimodule de M est un fa cteur direct de M. 

5. Toute suite exacte : 0 ~ K ~ M ~ N ~ 0 de R-semimodules 

à gauche est scindée. 

Proof : 

(1) ==> (5) D'après la Proposition4.3.10. 

(5) ==> (4) Soit Kun sous-semimodule de M. 

Considérons la suite: O~K ~M ~M/K ~o . 

Cette suite est exacte (voir la preuve de la Proposition4.3. 10). 

Par conséquent M = I miK EB L avec L sous-semimodule de M . Nous 

savons que si K est soustractif alors I mi K = K et M = K EB L et donc K 
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est un facteur direct de M. 

( 4) ===> (3) et (3) ===> (2) sont triviales. 

(2) ===> (1) est obtenue d 'après la Proposition4.3.8. 0 
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Conclusion et perspectives de 

recherches 

Conclusion 

Cette thèse est l'aboutissement d 'un ensemble de travaux de recherche initiés 

dans les semimodules et les semianneaux. Ces travaux portent essentiellement 

sur les sous-semimodules essentiels, le foncteur tensoriel et les semimodules 

fortement semisimples. 

Sur les semimodules, deux concepts "d 'essentiel" ont été définis , et ils ont 

généré deux classes de sous-semimodules essentiels : celle des sous-semimodules 

essentiels et celle des sous-semimodules semiessentiels. Mais aucune d 'elles ne 

contient l'autre. Alors il était utile de les généraliser et nous avons conçu le 

concept de " faiblement essentiel" dont la classe des sous-semimodules fai­

blement essentiels générée couvre les deux autres. Les sous-semimodules fai­

blement essentiels sont défini à partir des relations de congruence définies 

par les sous-semimodules. En guise d 'application, nous avons utilisé ces trois 

notions d 'essentiel pour introduire et caractériser trois types de semimodules 

faiblement cohopfiens. 

Takahashi et Katsov ont défini deux produits tensoriels différents dans les 
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semimodules. Mais celui de Katsov est beaucoup plus naturel car beaucoup 

de propriétés marchent mieux avec ce produit. ous avons étudié l 'annula­

teur tensoriel qu 'on a construit à part ir du produit t ensoriel de Katsov. Cela 

a permis de caractériser les semimodules complètement fidèles. 

Dans la théorie des modules , deux propriétés équivalentes ont été ut ilisées 

pour définir les modules simples . Ces propriétés, non équivalentes dans les 

semimodules ont donné deux types de semimodules simples et semisimples. 

Mais il y 'a une t roisième propriété, équivalente aux deux aut res dans les mo­

dules , que nous avons utilisée, dans le cas des semimodules soustractifs et 

simplifiables , pour caractériser les semimodules fortement semimimples . 

Perspectives 

Les résultats obtenus dans cette thèse ouvrent des perspectives intéressantes 

de recherche. Les quelques questions ouvertes auxquelles ces résulta ts peuvent 

servir peuvent être regroupées en deux catégories qui couvrent : 

1. les semianneaux et les semimodules 

2. l'algèbre max-plus 

Liste de quelques problèmes ouverts : 

1. Dans la théorie des modules , un module injectif et une enveloppe in­

jective sont caractérisés comme suit : 

- Soit RE et RM deux R-modules. Alors E est injectif relativement à 

M (ou est M-injectif) si pour tout monomorphismee f : K ---+ M et 

pour tout homomorphisme 1 : K ---+ E , il existe un homomorphisme 
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;y : E ---+ M rendant le diagramme suivant commutatif : 

- Soit E' un un module injectif et M Ç E Ç E' . 

Alors E est une enveloppe injective de M si et seulement si l'une des 

conditions équivalentes suivantes est réalisée : 

(a) E est une extension essentielle maximale de M. 

(b) E est un sous-module injectif minimal de E' contenant M. 

( c) E est une extension essentielle de M et est injectif. 

( d) E est injectif et tout monomorphismee f : M ---+ Q avec Q 

inj ectif, s'étend en un monomorphismee de E vers Q. 

Etudier les semimodules injectifs et les enveloppes injectives de semi­

modules à l'aide de la généralisation du concept de sous-semimodules 

essentiels , que nous venons de faire , est une question à laquelle nous 

pouvons réfléchir maintenant . 

2. Etudier les extensions sur les sem1anneaux quasifroebéniusiennes et 

séparables à l'aide des résultats obtenus avec le foncteur tensoriel sur 

les semimodules 

3. On sait que si M est un module de longueur finie et si SocM désigne 

son socle, alors l'inclusion i : SocM ---+ M est un monomorphismee 

essentiel. Alors on peut étudier les notions de socle et de radical (son 

dual) dans les semimodules à l'aide de la généralisation du concept de 

sous-semimodules essentiels. 
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4. En algèbre max-plus on utilise des semimodules idempotents donc on 

peut investir tous les résultats obtenus dans ce domaine. 
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Annexe A 

Notions de bases sur les 

semi-anneaux et semi-modules 

A.l Semi-anneaux 

D éfinit ion A .l.l. 1. Un semi-groupe (R ,*) est un ensemble non vide 

R muni d'une opémtion * associative, c'est-à-dir·e pour- tout a b, c 

E R, (a * b) * c = a * ( b * c) 

2. Un monoïde est un semi-gr-oupe ayant un élém ent neutr-e. 

Il est dit commutatif si l 'opér-ation du semi-groupe est commutatif. 

D éfinit ions A.1.2. - Un sem-anneau ( R , +, ·) un ensemble non vide R 

sur- lequel on définit les opérations d 'addition de multiplication vér-ifiyant 

aux conditions suivantes : 

1. ( R , +) est un monoïde commutatitif ayant un élément neutr-e 0 ; 

2. ( R , ·) un monoï ayant un élément 1 of 0 ; 
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3. a(b + c) =ab+ ac and (a+ b}c =ac+ be pour tout a, b, cE R ; 

4. Oa = 0 = aO pour tout aE R . 

Le semi-anneau R est commutatif si le monoï (R , ·) est commuta­

tif. 

- Un semi-anneau (R , +, ·) est additivement idempotent ( resp. multiplicativement 

idempotent) si Vr E R , r + r = r ( resp.Vr ER, r 2 = r) . 

- Un semi-anneau (R , +, ·) est multiplicativement regulier si Vr E 

R , ::lr' E R : rr' r = r. 

- Un semi-anneau (R , +, ·) est additivement regulier si Vr E R , ::lr' E 

R : r + r' + r = r. 

- Un semi-anneau (R , +, ·) est zerosumfree si Vr' , rER, : r+r' = 0 

implique que r = r' = O. 

- Un (R , +, ·) est simplifiable si Vr' , r , r" E R , : r + r" = r' + r" 

implique que r = r'. 

Définition A.1.3. Un sous-ensemble d 'un semi-anneau R contenant {0, 1} 

et férmé par l 'addition et la multiplication est un sous-semi-anneaux de R. 

Exemples A.1.4. - Example 1 L 'ensemble (N, +, x ) des entiers po-

sitives muni des opérations usuelles d 'addition et de multiplication des 

entiers est un semi-anneau. 

De même l 'ensemble ( Q+, +, x ) des rationnels positifs et l 'ensemble 

(~+, +, x ) des réels positifs sont des semi-anneaux. Ces semi-anneaux 

sont les premières structures mathématiques que nous rencontrons. Clai­

rement N est un sous-semi-anneau de Q+ et Q+ est un sous-anneau de 

~+ . 
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- Example 2 Soit R un anneau. Dedekind est est le prmier· mathématicien 

à observer que l'ensemble ideal(R) composé de R et de tous ces idéaux, 

muni des opérations usuelles d'addition et de multiplication des idéaux, 

est un semi-anneau qui n'est pa~ commutatif. 

Similairement (P (X) , U, n) , la famille des sous-ensembles de X est un 

semi-anneau, avec l'addition pris comme la réunion et multiplication 

pris comme l'intersection . 

- Example 3 Si R est un ensemble totalement ordonné où l'unique 

élément minimal 0 et l 'unique élément maximal! alors (R , max, min) 

est un semi-anneau. 

Similairement (N U { +oo}, max, min) est un semi-anneau commutatif. 

(N U { +oo}, min, +) est le semi-anneau tropical. 

(IRU{ -oo} , max, +) est un semi-anneau dans (l'algèbre max-plus) notée 

1Rmax· 

A.l.l Idéaux 

Définition A.l.5. Un idéal à gauche I d'un semi-anneau R est un sous­

ensemble non vide de ( R , +, x ) vérifiant les conditions suivantes : 

1. If a, b E I alors a + b E I ; 

2. If a E I et r E R alors ra E I ; 

3. I =/:- R. 

otons que siR est un semi-anneau alors la condition (3) est équivalente à 

la condition que 1 E R -...... I . Un idéal à gauche est défini de manière analogue 

et un idéal de R est un sous-ensemble qui est à la fois un idéal à gauche et 
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un idéal à droite. Notons que les idéaux propres sont les idéaux différents de 

{0} et R. 

Nous notons l'ensemble composé de R et tous les idéaux à gauce de R par 

lideal(R) , l'ensemble constitué de R et tous les idéaux à droite de R par 

rideal(R) , et l 'ensemble constitué de R et de tous les idéaux de R par 

ideal(R) . 

D éfinitions A.1.6. - Un sous-ensemble non vide A d 'un semi-anneau 

R est soustractif si a E A et a + b E A implique b E A ; il est fort si 

et seulement si a+ bE A implique que a E A and bE A. 

- Un idéal à droite I d'un semi-anneau R est soustractif (resp. fort , resp. 

austère) si I est un soustractif ( resp. fort , resp. austère) sous-ensemble 

de R . 

Un idéal à gauche soustractif est appelé k-ideal à gauche. 

- Un semi-anneau R n'ayant pas d ' idéaux à gauche soustractifs est 

austère à gauche. Les semi-anneaux austère à droite sont défini es si­

milairem ent. 

- Si {h /k En} est un sous-ensemble soustractif (resp. fort) de R alors 

n kEO h est aussi soustratif ( resp.fort). Si A is est un sous-ensemble 

d 'un semi-anneau R , alors l 'intersection de R et de tout idéal soustrac­

tif (resp. fort) contenant A, est appelé la cloture soustractif ( resp. 

cloture forte) de A. 

Les idéaux soustractifs (resp. forts , resp . austère à gauche) sont définit 

de la même manière. 

E xemples A .1.7. - Example 1 Si X est infini la famille fP (X) 
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de to'us les sous-ensembles finis de X est un idéal for·t du sem i- anneau 

(P(X) , u, n). 

- Example 2 L 'ensemble 2N est un idéalé soustractif du semi-anneau 

(N, +, x) des entiers positifs. Il n 'est pas fort car 3 + 5 E 2N alors ni 3 

ni 5 appartient à 2N. 

Les idéaux soustractifs de (N, +, x) sont précisém ent les ensembles de 

la kN pour k E N. 

- Example 3 L 'idéal I = N --..... { 1} de N n'est pas soustractif. En effet 

2 E I et 3 = 2 + 1 E I mais 1 is not in I . 

Définitions A.1.8. Si A est un sous-ensemble non vide du semi-anneau R 

alors [ensemble RA constitué de toutes les sommes fin ies 2:::: riai avec ri E R 

et ai E A est soit égal à R ou est un idéal à gauche de R contenant A . Dans 

le dernier cas, il est appelé à gauche de R génér·é par A . Similairem ent, nous 

définissons AR comme le plus petit idéal de R contenant A . 

L 'ensemble < A > constitué de toutes les sommes fini es de la form e 2:::: riaisi 

avec ri, si E R et ai E A est soit égal à R est le plus petit idéal de R contenant 

A . 

Si A = {a} nous écrivons Ra {resp. aR, < a > J au lieu de RA {resp. AR, < 

A >). 

Un idéal à gauche{resp. idéal à droite, idéal] I de R est de type fini s'il existe 

un sous-ensemble fini A de R I = RA {resp. I = AR, I =< A > j . Il est 

principal s 'l existe un élém ent a de R tel que I = Ra {resp. I = aR, I =< a > J 

Exemples A.1.9. - Example 1 Les idéaux soustractifs de (N, +,x ) 

sont précisém ent les idéaux pr·incipaux de la form e kN pour k E N. Si 
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1 < n E N alors { k E N : k 2: n} U { 0} est un idéal de N ce qui montre 

que les éléments de ideal(N) ne sont pas nécéssairement principal. 

- Example 2 L 'ensemble (N, EB , 8 ) des entiers positifs muni des opérations 

d'addition et de multiplication des entiers est un semi-anneaux commu­

tatif. 

Va , b EN : 

- a E9 b = gcd{ a, b} 

- a 8 b = lem{ a, b} (N, EB, 8 ) est un semi-anneau principal, tout idéal 

I est de la forme I = k 8 N = kN 

A.1.2 Semi-anneaux quotient 

Dans la catégorie des anneaux, les objets quotients sont determiné par 

par les idéaux . Dans la catégorie des semi-anneaux, comme dans la catégorie 

des treillis, ce n'est pas le cas. 

Définition A .l.lO. Une relation d 'équivalence p defin it sur un semi-anneau 

R qui satisfait à la condition rpr' et sps' dans R alors r + spr' +s' et rspr' s' 

est une relation de congruence. 

La relation de congruence p défini es parr pr' si et seulement si r = r' est la re­

lation de congruence triviale sur R. Toutes les autres relations de congruences 

sur R sont non triviales. 

La relation de congruence p definie par rpr' pour tout r, r' E R est la relation 

de congruence universelle sur R . 

Exemples A .l.ll. - Example 1 La relation de Boume congruence 

Un idéal [àgauche, à dr-oite) I d 'un semi-anneau R definit une rela-
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tian de congruence =1 sur R , appelé relation de Boume donnée par 

r =1 r' si et seulem ent s 'il existe deux élém ents a et a' of I satisfaisant 

r +a= r' + a' . 

Nous notons l 'ensemble de toutes les classes d 'équivalence sur R par 

la relation modulo I par R / I et notons la classe d 'équivalence d 'un 

élém ent r de R parr/ I . 

0/ I est la cloture soustractive de I dans R. 

- Example 2 La relation de congruence de Lizuka 

Similairem ent un idéal (à gauche, à droite) I d 'un semi-anneau R 

définit une relation de congruence [=I] sur R , appelé relation de Li­

zuka donnée par r[=1]r' si et seulem ent s 'il existe deux élém ents a et 

a' de I et un élém ent s de R satisfaisant r + a + s = r' + a' + s' . 

Nous notons l 'ensemble des classes d 'équivalence des élém ents de R la 

relatio relation par R[/] I et will la classe de congruence de l 'élém ent r 

de R par r [/ ]I . 

A.1.3 Homomorpisme de semi-anneaux 

Définitions A.1.12. Si R et S sont des semi-anneaux la fonction 1 : R ---7 

S est un homomorpisme de semi-anneaux si et seulem ent si : 

1. ! (OR) = Os; 

2. ! (lR) = l s ; et 

3. !(r+r') = ! (r)+ !(r') and ! (rr')= ! (r) ·!(r' ) pourtoutr, r ' ER. 

Un homomorpisme de semi-anneaux qui est à la fo is surjectif et injectif 

est dit isomorphisme. 
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Si 'Y : R --t S est un homomorphisme de semi-anneaux alor·s nous définissons : 

(1) Ker(/)= {rE R/1(r) = 0} = ,-1(0) , 

(2) 1(R) = { 1(r)jr ER} , 

(3) Im ('Y) = {sE S , s + 1(r) = 1 (r')pour r, r' E R}. 

Ker ('Y) est un idéal soustractif de R appelé le noyau de 'Y. 

Im('Y) , 1(R) sont des sous-semi-anneaux de S et sont respectivement 

l 'image et l 'image propre de 'Y. 

Nous avons 1(R) Ç Im('Y) Ç S . 

Exemples A.1.13. - Exemple 1 Le semi-anneau (IR+, max, ·) est iso-

morphe à l 'algbre de schedule (IR U { -oo }, max, +) via l 'application 

a f----7 ln( a). Similairement, le semi-anneau (IR U { -oo} , min, +) est 

isomorphe à l 'algèbre de schedule via l 'application a f----7 -a. 

- Exemple 2 Contrairement au cas des anneaux , cet exemple montre 

que l'homomorphisme de semi-anneaux 1: R --t S est non nécéssairement 

injectif si Ker ('Y) = { 0} . Considérons l 'ensemble totallement ordonné 

R = {O , a, 1} sur lequel nous définissons l 'addition comme max et la 

multiplication comme min. (R , max, min) est un semi-anneau. 

Soit "(: R --t lB= {0, 1} l 'homomorphisme définitpar"f(O) = o,,(a) = 

1(1) = 1. 

Nous avons K er('Y) = {0} but 'Y est non injectif. 

- Exemple 3 Si I est un idéal du semi-anneau R et si 'Y : R --t R/ I 

est l 'homomorpisme surjectif défini par r f----7 r / I par ker ('Y) = { r E 

R/r +a E !pour a E I} = 0/ I . 
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A.2 Semi-modules 

Les modules sur un anneau sont un important facteur de caractérisation 

des propriétés des anneaux et si naturel que nous nous intéréssons à la 

construction correspondante sur les semi-anneaux. En effet, beaucoup de ces 

constructions peuvent être transféré, du moins partiellement , dans la plu­

part du temps. De plus, beaucoup de constructions importantes dans les 

mathématiques pures et appliqués peuvent être compris comme des semi­

modules sur des semi-anneaux appropriés . Dans cet annexe nous posons les 

fondat ions sur l'étude des semi-modules. 

A.2.1 Semimodules-Sous-semimodules 

D éfinitions A.2.1. - Soit R un anneau. Un R-semi-module à gauche est 

un mono ide commutatif ( M , + ) avec identité additive 0 M sur lequel on a 

la fon ction R x M ---+ M, notée ( r , m) 1-----1 rm et appelé multiplication 

scalaire, qui satisfait les conditions suivantes pour tout éléments r et r' 

de R et tout élém ents m et m' of M : 

1. (rr')m = r(r'm) ; 

2. r(m+m') =rm+r'm ; 

3. (r + r' )m = rm + r'm ; 

4- lRm = m ; 

5. ORm =rOM = OM. 

Les semi-modules à droite sur R sont défini de la m êm e manière. Dans 

ce qui suit, nous utilisons généralement les semi-modules à gauche, 
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avec r·esults correspondants sur les serni-rnodules à droit es affirmés sans 

mention explicite. 

- Si R et S sont des serni-anneaux alors un ( R , S) -biserni-rnodule ( M , +) 

est à la fois un R-serni-rnodule à gauche et un S-serni-rnodule à droite 

satisfaisant les conditions due (rrn)s = r(rns) for all mE M, rER, et 

sES . 

En particulier, Si R is commutatif alors tout R -serni-rnodule à gauche 

est un (R , R)- bisemi-module . 

- Sim est un élém ent du R-rnodule M alors l 'élém ent m' de M satisfai­

sant m + m'= OM est l 'opposé additive de m . Clearernent les inverses 

additifs, s 'ils existent , sont uniques , et nous les notons par additive 

inverse par - m. L 'ensemble V(M) de tous les élém ents de M ayant 

des inverses additif s est non vide, comme 0 E V(M) . Un R-serni­

rnodule M est zerosumfree si V ( M) = { 0} . Un R-serni-rnodule M 

satisfaisant V(M) = M est un R-rnodule. 

- Un élém ent m d 'un R-serni-rnodule à gauche M un élém ent idempotent 

sim+ m = m. L 'ensemble I (M) de tous les élém ents idempotent de 

M est non vide comme contenant 0 M. Si I ( M) = M alors M is addi­

tivement idempotent. 

- Un R-serni-rnodule à gauche M est entier si rm # OM lorsque 0 #rE 

R si 0 M # m E M . Un R-serni-rnodule à gauche qui à la fois en tire et 

zerosurnfree est un serni-rnodule information R . 

Remarque A.2 .2 . Si 'Y : R -----+ S est un homomorphism e de serni-anneau 

et si M est unS -serni-rnodule à gauche alors il est aussi un R-serni-rnodule à 

droite, muni de la multiplication scalair-e définie par· r /). rn = 'Y( r) pour tout 
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r E R et m E M. En particulier, si M est un S-semi-module à gauche alors 

M est un R-semi-module à droite our tout sous-semiring R de S . 

Définitions A.2.3. - Un sous-ensemble non vide N d 'un R-semi-module 

M est un sous-semi-module de M si et seulement si N est fermé par 

l 'addition et la multiplication scalaire. Notons que ceci implies que 

OM EN. 

Les sous-semi-modules d 'un semi-modules à droite et sous-bisemi-modules 

sont définis de manire analogue. 

- De plus, un sous-semi-module N d 'un semi-module M est appelé sous­

semi-module soustractif de M si, pour m , m' E M , on a m + m E N et 

mEN implique mEN. 

- Un semi-module M est dit simplifiable si tout m , m1, m2 E M : 

m+m1 = m+m2 ==* m1 = m2. 

Exemples A.2.4. 1. Les N-semi-modules sont précisém ent les monoides 

commutatifs additifs. De même tout semi-anneau R est un N-s emi­

module 

2. Si M est unR-semi-module à gauche et A est un sous ensemble non 

vide alors MA et M(A) = {f E MA/Jhas finite support} sont left R­

semi-modules avec l 'addition et la multiplication scalaire définie par : si 

f , gE MA et rER alors(!+ g)(a) = f(a) + g(a) et (r f) (a) = r[f(a)] 

for all a E A . Similairement, si M is an (R , R)-bisemi-module alors 

MA et M (A) le sont aussi. 

3. Si r : R --7 S est un l 'homomorphisme de semi-anneau alors S est un 

(R, R)-bisemi-module sur lequel on définit r.s = r (r)s and s.r = sr(r) 

pour tout r E R et s E S . 
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4. Soit R un semi-anneau et let M un R -semi-module à gauche. 

Th en (0 : M) = {r E R / rm = OM Vm E M} est un idéal de 

R . De plus , si I est un idéal de R contenu dans (0 : M) alors M est 

un (R/ I)-semi-module à gauche, la multiplication scalaire défin i par 

( r / I)m = rm fo r all r E R et m E M . 

5. APPLICATION . Soit R =(!RU {-oo},min,+) et considérons M = 

JRIR comme un R-semi-module à gauche. Les élém ents de M sont égaux. 

L 'addition sur M correspond à la composition des signaux, et la mul­

tiplicaton scalaire correspond à l'amplification des signaux. Voir [Bac­

celli et ai ., 1992} pour l 'analyse de cette situation et ses applications 

des theories du systèm es et processus des signaux . 

Définitions A.2 .5. - Un élément m d'un R-semi-module à gauche M 

est une combinaison linéaire d 'élém ent du sous-ensemble non vide B = 

{mdi E I} of M si et seulement s'il existe un sous-ensemble {non 

nécéssairement unique) 1\ of I et un ensemble {ai li E /\} d 'éléments 

de R tels que m = L:;iE /\ ai mi. 

- Un sous-ensemble non vide B d'un R-semi-module à gauche M est un 

ensemble de générateurs pour M si et seulem ent chaque 0 =/= m E M est 

une combinaison linéaire d'éléments de B . Un R-semi-module à gauche 

ayant un ensemble fini générateurs est de tpe fin i. 

Contrairement à la situation d'espace vectoriel, il n'est pas nécéssairement 

vrai que tout sous-semi-module d'un R-semi-module à gauche de tpe fini 

est de tpe fini 

- Un sous ensemble non vide fini B = {mdi E I} of M est linéairem ent 
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indépendent si : 

L aim i = L bim i implique ai = bi pour chaque i E I 
iEÂ iE Â 

- Un ensemble de générateurs linéairem ent indépendants {mdi E I} 

pour un R-semi-module à gauche M est une base de M. Un R-semi­

module à gauche ayant une base est libre. 

Exemples A.2.6. 1. Soit R un semi-anneau et soit n un entier positif. 

Pour chaque 1 :S i :S n , soit ei E R" un n-tuple d'élém ent de R ayant 

un 1 dans la ith position et 0 sinon. Alors { e1 , . . . ,en} est une de Rn, 

appelé base canonique de Rn . En particulier, R est libre quand il est 

considéré comme un semi-module à gauche sur lui-m ême. 

A.2.2 Homomorphisme de semi-modules 

Définitions A.2.7. SiR est un semi-anneau et M et N des R -semi-modules 

à gauche alors une fon ction f de M à N est un R-homomorphism e si les 

conditions suivantes sont satisfaits : 

1. (m + m' )f = (m)f + (m')fVm, m' E M ; 

2. (rm)f = r((m)f)Vm E M andrE R 

Le noyau de f est ker(!) = ({ON} )f- 1 . C'est un sous-semi-module soustractif 

de M. 

L 'ensemble (M )f = {(m)f j m E M} est un sous-semi-module de N. 

Les homomorphismes de semi-modules à droite et les bisemi-modules sont 

définis similairem ent mais sont écrit comme action à gauche. 
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