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Chapitre 1 

Introduction et Résumé de mes 

contributions 

1.1 Introduction 

Les analogies de certaines propriétés vérifiées par des objets mathématiques 

de natures différentes, par exemple, les nombres et les polynômes [22] ,ont 

été remarquées durant l 'histoire de l'étude des nombres , puis des équations. 

Cela a conduit les mathématiciens, en part iculier au XIXe siécle, à tenter de 

dégager une axiomat ique qui rende compte des raisons profondes de ces ana­

logies . Il est alors apparu que ces objets , de natures différentes , possédaient 

les mêmes " structures " algébriques , par exemple, groupe, espace vectoriel , 

anneau , etc.[4] 

Il devint alors évident qu 'il ét ait plus efficace d 'ét udier ces structures pour 

elles-mêmes , indépendamment de leurs réalisations concrétes, puis d 'appli-

quer les résultats obtenus dans les divers domaines que l'on considérait antérieurement . 
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L'algébre " abstraite " était née. 

L'étude des nombres entiers remonte à la plus haute antiquité, mais c'est 

l'étude des nombres algébriques , au XIXe siècle , qui a conduit aux notions 

d 'anneau et de corps. [4, 5] 

L'étude de la divisibilité dans les nombres entiers est basée sur la propriété 

fondamentale suivante : tout nombre entier s'écrit , de " maniére unique 

", comme produit de nombres premiers. Comme pour toutes les structures 

algébriques importantes , la structure d 'anneau apparaît dans de nombreuses 

situations dans lesquelles les éléments ne sont plus des nombres entiers. 

C'est en particulier le cas des polynômes. Il était donc utile d 'étudier la 

notion de divisibilité dans des anneaux généraux et de voir si l'analogue de 

la décomposition en produit de nombres premiers existe : on l'appelle alors " 

décomposition en produit d 'éléments irréductibles " . L'idée essentielle, pour 

cela, a été l'introduction de la notion d 'idéal : elle permet de formuler des 

énoncés qui généralisent ceux des propriétés usuelles de la divisibilité des 

nombres entiers [16]. En particulier, la généralisation aux idéaux de la pro­

priété de " décomposition en produit d 'irréductibles " , associée à la notion 

d 'extension de corps, a permis de faire de trés grands progrés en arithmétique. 

La notion de semianneau (un anneau où les éléments n 'ont pas toujours des 

symétriques pour l'addition et la multiplication) est apparue pour la première 

fois dans les travaux de Richard DEDEKIND [9] sur l'algèbre des idéaux d 'un 

anneau commutatif (on pouvait ajouter ou multiplier les idéaux ; mais on ne 

pouvait pas les soustraire). 

Les semianneaux abondent dans le monde mathématique, la première struc­

ture mathématique que l'on rencontre , l'ensemble des entiers naturels N muni 
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et augmentée de 1999 [13]; " Power Algebras over Semirings with Applica­

tions in Mathematics and Computer Science en 1999" [14], "Semirings and 

Affine Equation over Them" en 2003 [15] , On peut aussi ajouter celui de 

Hebisch, U. et Weinert, H.J ., Semirings. " Algebraic Theory and applications 

in computer science" , World Scientific (1993) [18], ... Ces livres résument l 'es­

sentiel des notions sur la théorie des semimodules sur les semianneaux depuis 

les années cinquante. On y retrouve de nombreux exemples de semianneaux 

avec leurs applications en informatique et dans d'autres disciplines avec des 

références précises. Le survey de J awad Youness Abuhail [1] paru en mai 200 

généralise les notions de semianneaux aux coanneaux. Il introduit et étudie 

aussi les notions de semicomodules pour les semicoanneaux qui généralisent 

les semimodules sur les semianneaux. 

Le travail que nous présentons dans cette thèse rentre dans le cadre de 

l'approfondissement des propriétés sur les semimodules issues directement 

d 'une généralisation des propriétés connues sur les modules . C'est un en­

semble d 'études portant sur les sous-semimodules essentiels , sur le foncteur 

tensoriel sur les semimodules et sur les semimodules simples. 

1.2 Résumé de mes contributions et publica­

tions 

Cette thèse est organisée en 4 chapîtres dont le premier est une introduc­

tion pour présenter le travail qui est fait . Mes contributions sont donc les 

chapitres 2, 3 et 4. 

- Contributions du chapitre 2 
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Dans le Chapitre 2 , nous étudions les différentes approches de sous­

semimodules essentiels et leurs applications sur les semimodules co­

hopfiens. 

Pour ce qui concerne les sous-semimodules essentiels, deux définitions 

différentes ont été données par Golan [14] et Fall et autres [11]. 

Golan les définit comme sui t : 

- Un R-monomorphisme f : M ---+ M' de R-semimodules à gauche, 

est essentiel si pour tout R-homomorphisme g : M' ---+ M" , go f est 

un monomorphisme implique que g est un monomorphisme. 

-Un sous-semimodule N d 'un R-semimodule M , est essentiel (ou large) 

dans M ( on note N :9 M) si l'injection iN : N ---+ M est essentiel. 

otons que f : M ---+ M' est essentiel si et seulement si f ( M) est un 

large sous-semimodule de M'. 

Fall et autres donnent une autre manière pour définir la notion d" essentiel" 

comme sui t ( içi on généralise directement la définition de essentiel sur 

les modules) : 

-Un R-sous-semimodule N d 'un semimodule M est dit semi-essentiel 

dans M , (on note N :9s M) , si pour tout R-sous-semimodule K de M : 

(N n K = 0) => (K = 0). 

-Un monomorphisme (respectivement semi-monomorphisme) f: M---+ 

M'de R-semimodules à gauche, est dit semi-essentiel si : J (M) :9s M'. 

Notons que dans la théorie des modules ces deux définit ions sont équivalentes. 

Ces deux définit ions ont donné deux classes de sous-semimodules es­

sentiels différentes. 
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Dés lors il a été question , dans nos t ravaux, de généraliser la not ion 

d 'essent iel en trouvant une classe qui cont ient les deux précédentes. 

Aprés avoir rappelé les deux classes distinctes des sous-semimodules es­

sentiels et des sous-semimodules semiessentiels , nous caractérisons une 

nouvelle classe appelée la classe des sous-semimodules faiblement es­

sent iels qui généralisent les deux précédentes en les englobant . Ensuite 

nous donnons une application de cette nouvelle classe en étudiant les 

semimodules faiblement co-hopfiens. Ce chapitre est composé de deux 

parties : 

- une première part ie où nous généralisons la notion de sous-semimodule 

essentiel ; 

- une deuxième par t ie où nous donnons une application de cette nou­

velle classe. 

Dans la première partie on défini t un sous-semimodule faiblement es­

sentiel comme suit : 

Un sous-semimodule N d 'un semimodule à gauche M est dit faiblement 

essentiel dans M , et noté N :slwe M , si pour tout R-homomorphisme 

h : M ----7 M' , la restriction de =Kerh à N est triviale ===} K erh = O. 

Les principaux résultats de la première part ie de ce chapit re sont les 

proposit ions et l 'exemple suivants qui permettent de caractériser les 

sous-semimodules faiblement essentiels : 

Proposition : Si N est un sous-semimodule d 'un R-semimodule à 

gauche M alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

1. N est faiblement essent iel dans M ; 

2. V K ::; M , la restriction de =K à N est triviale =;. K = 0 . 
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{b) Il existe un sous-semimodule K de M tel que g(K) :Slwe M 

pour tout g E End( M) injectif. 

2. Un facteur direct d 'un semimodule wch-1 est wch-1 . 

De façon similaire on caractérise les semimodules faiblement co-hopfiens 

de type 2 et 3. 

- Contributions du Chapitre 3 

Dans le chapitre chapitre 3 , nous avons étudié l'annulateur tensoriel 

sur les semimodules. Pour cela nous avons eu besoin d 'un produit ten­

soriel défini dans les semimodules . 

Katsov [20] and Takahashi [27] ont défini deux notions différentes du 

produit tensoriel dans la théorie des semimodules . 

Takahashi [27] définit le sien comme suit : 

Soit MR un R-semimodule à droite et RN un R-semimodule à gauche. 

Soit T = N(MxN) le monoïde commutatif (donc un N-semimodule) libre 

de base M x Net soit F = N(M xN) x N(M xN). 

La base canonique de T est donnée par les éléments de l'ensemble 

{ 8(m,n) l(m , n) E M x N } où 8(m,n) est la fonction de Kronecker. 

Soit Fa C F le N-sous-semimodule symétrique engendré par les éléments 

de la forme : (8(m+m',n)> 8(m,n)+8(m',n) ) , (8(m,n)+8(m' ,n) > 8(m+m',n)) , (8(m,n+n' ), 8(m,n)+ 

8(m,n')) , ( 8(m,n) + 8(m,n') , 8(m,n+ n')) , (8(mr,n) > 8(m,rn ) ) , (8(m,rn ), 8(mr,n) ) 

où m,m' E M,n' ,n EN et rER. 

Considérons maintenant la relation de R-congruence p sur T définie 

par ; 

fpg <====? J + h = g + h' pour (h , h') E Fa 

Le produit tensoriel de Takahashi est défini comme M 0 N = T / p et 
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tout sous-module K de M. Un monomorphisme f : M--+ M' est dit essen­

tiel si J (M) :S) M '. Il est connu qu'un R-monomorphisme f : M --+ M' R­

modules à gauche est essentiel si et seulement si pour tout R-homomorphisme 

g : M ' --+ M" , g o f est un monomorphisme implique que g est un mono­

morphisme. Un sous-module N d 'un module M est essentiel ssi l'injection 

canonique i : N --+ M : x r--+ x est essentielle. 

Les caractérisations ci-dessus de "essent iel" ne sont pas équivalentes dans la 

théorie des semimodules. En effet cette notion d ' "e sent iel" a été génréalisée 

dans les semimodules, de deux façons différentes . 

Golan, dans son livre [13], propose les défini t ions suivantes : 

- Un R-monomorphisme f : M --+ M'de R-semimodules à gauche est 

essentiel si pour tout R-homomorphisme g : M' --+ M" , go f est un 

monomorphisme implique que g est un monomorphisme. 

- Un sous-semimodule N d 'un R-semimodule à gauche M est essentiel 

(ou large) dans M si l'inclusion iN : N --+ M est un R-monomorphisme 

essentiel. 

Notons que f : M --+ M' est un R-homomorphisme essentiel si et 

seulement si J(M ) est un large sous-semimodule de M' . 

Une deuxième défini t ion de la notion d ' "essent iel" a été proposée dans [11] 

comme suit : 

- Un R-sous-semimodule N de M est dit semiessentiel dans M, on note 

alors N :s!s M, si pour tout R-sous-semimodule K de M : N n K = 0 ::::} 

K=O . 

- Un monomorphisme (respectivement semimonomorphisme) f : M --+ 

M ' de R-semimodules à gauche est dit semiessential si : J (M) :s!s M' . 
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Ces deux différentes notions de "sous-semimodulcs essentiels " [11] sont 

les mêmes dans la théorie des modules . 

Il est également prouvé dans [11 J, que la classe des sous-semimodules 

essentiels n 'est pas contenue et ne contient pas la classe des sous-semimodules 

semiessentiels. De plus, l'intersection de ces deux classes n 'est pas vide. 

Dans ce chapître, nous étudions une nouvelle classe de sous-semimodules 

"essentiels" (appelés sous-semimodulcs faiblement essentiels ) . 

Dans la théorie des modules, les relations de congruences sont définies par 

les sous-modules , mais on n 'a pas cela dans la théorie des semimodules c'est 

à dire que dans cette théorie, il y 'a des relations de congruences qui ne sont 

pas définies par des sous-semimodule . Alors dan la nouvelle classe que nous 

étudions, nous avons considéré les relations de congruences définies par les 

sous-semimodules. 

Nous avons montré que cette nouvelle classe contient les deux classes 

de sous-semimodules essentiels qui existait déjà. De plus , nous avons étudié 

quelques propriètés intéressantes dans cett e nouvelle classe. En guise d 'ap­

plications, nous avons défini trois notions de sous-semimodules faiblement 

co-hopfiens. 

Tous les semianneaux considérés içi sont associatifs, uni taires , d 'élément uni té 

1 avec 1 =/=- 0, et tous les semimodules ont un élément unité et toutes les ex­

tensions d 'anneaux contiennent l'élément identité. 

Pour les notions et notations sur les semimodules , nous avons utilisé ceux 

qui sont dans [1] et [13]. Dans un premier temps, nous rappelons quelques 

définitions et notations dont on a besoin dans ce chapître. 

Le chapître est organisé comme suit : 
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P reuve :(1) Supposons que M est wch-2. 

Soit M = N EB K et soit f : N ---+ N un endomorphisme injectif de N. 

alors l 'application f EB IdK : M = N EB K -+ M = N @ K définie par 

n + k t-t(! @ IdK)(n + k) = f(n) + k est un endomorphisme injectif de M 

et alors (! EB I dK )(M) -:;] 8 M. Puisque (! EB I dK )(M) :::; f(N) @ K , on déduit 

d 'aprés la Proposition 2.2.9 que f(N) EB K -:;] 8 N EB K et d 'aprés la Proposition 

2.2. 13 que f(N) -:;] 8 N ,donc N est wch-2. 

(2) ===>) D 'aprés (1). 

<===) Soit f : M = M1 EB M2 ---+ M = M1 EB M2 un endomorphisme injectif 

de M = M1 EB M2. 

On a j(M1) @ j(M2) Ç j(M1 EB M2) Ç M1 EB M2 . D 'aprés l 'hypothèse on a 

f(MI) -:;] 8 M1 et j(M2) -:;] 8 M2 , et d 'aprés la Proposition 2.2. 13, on obtient 

f(MI) EB j(M2) -:;] 8 M1 EB M2 et par conséquent j(M1 EB M2) -:;] 8 M1 EB M2. 0 

2.3.3 Sur les semimodules co-hopfiens de type 3 

D éfinition 2.3.10. Un R-semimodule non nul RM est dit faiblement co­

hopfien-3 {noté wch-3) si tout monomorphisme f : M-+ M est sessentiel i.e 

f(M)-:;] M . 

Proposition 2.3.11. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un R ­

semimodule à gauche M . 

1. M est wch-3. 

2. Si m et m' sont des éléments distincts de M alors pour tout monomor­

phisme f : M-+ M, il existe des élém ents distincts f (m1) et f (m2) de 

f(M) vérifiant f(ml)P(m,m'Jf(m2)· 
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l 'image de tout endomorphism e injectif de M est à la fois faib lem ent es­

sentiel,semiessentiel et essentiel et donc que M est wch-1 , wch-2 et wch-3. 

Exemple 2.3.16. 

Soit N l 'ens eble des entiers naturels et soit (N, EEJ, 8 ) le semianneau où Va , b E 

N, a EB b = pgcd(a, b) et a 8 b = ppcrn(a, b) . 

Alors N est un N -semimodule à gauche. Tout sous-semimodule de N est de 

la forme < p >= pN = {pnjn E N} où p E N et pn est le produit usuel de 

p et n ( {8}). Tout sous-semimodule pN de N est semiessentiel dans N car 

Vn EN il existe r EN tel que rn E pN . 

Alors l 'image de tout endomorphism e injectif de N est de la form e pN, et 

doncon en déduit que N est wch-2. 

Exemple 2.3.17. 

Soit l'ensemble R = {0; 1} . 

(R; +;x) et (R; +; 0 ) (où pour tout i , j E R , i + j = max(i, j) , ix j = 0, 

i 0 j = 0 except 1 0 1 = 1 ) sont des semianneaux. ({36/) Il est fa cile de 

voir que (nR ; +; x ) et (n R ; +; ®) sont deux semimodules R-simples , donc 

ils sont wch-3 d'ap'rés la Proposition 2.3. 14 
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Chapitre 3 

Fidélité complète du foncteur 

tensoriel sur les semi-modules 

3.1 Introduction 

La généralization des modules aux semi-modules est aussi important que 

la généralisation des espaces vectoriels aux modules. De plus, la théorie 

des semi-modules généralise les idées et méthode de la théorie des treillis, 

l'algèbre universelle et les monoïdes abelien. Les semi-anneaux et semi-modules 

ont plus d 'applications que les anneaux et modules.De nos jours, les semi­

anneaux et semi-modules sont utilisés dans beaucoup de domaines comme 

l'algèbre tropical, la géométrie t ropical, l'informatique, l'analse idempotent 

et la pysique théorique. En théorie des modules , le produit tensoriel de deux 

modules est bien connu [3] . Cependant sa généralisation à la théorie des 

semi-modules n 'est pas unique. Katsov [20] et Takahashi [25] definissent 

deux différentes notions du produit tensoriel sur la théorie des semi-modules. 
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Abuhlail descrit cette différences entre les deux notions du produit tensoriel 

dans [2]. Il affirme que le produit tensoriel de Katsov est plus naturel. 

Dans cet article, nous ut ilisons le produit tensoriel de Katsov pour intro­

duire la notion d 'annulateur sur la théorie des semi-modules. Cette notion 

permet d 'investir les propriét és de la fidélité du foncteur tensoriel sur les 

semi-modules comme une généralisation de la fidélité foncteur tensoriel sur 

modules. 

Cet art icle est organisé de la manière suivante : 

-Dans la section 1, nous rappelons quelques notions sur les semi-anneaux, 

semi-module , générateurs, foncteurs semi-modules et nous donnons la construc­

tuction de Katsov et Takahashi. - In section 2, nous introduisons la not ion 

d 'annulateur tensoriel et une caractérisation de la complèt e fidélité t ensorielle 

des semi-modules. 

3. 2 Préliminaires 

Dans cet te section, nous donnons quelques notions et notations que nous 

ut iliserons dans la suite 

3.2.1 Notions de base 

Définition 3.2.1. Un semi-anneau est une structure algébrique (R , +,. , On , l n) 

constitué d'un sous-ensem ble non vide R minu des operations "+ "(addition) 

et "." ( multiplication) telles que : 

1. (R , + , On) est un monoïde abélien d 'élément neutre On ; 

2. (R , ., l n) est un monoïde d'lélément neutr·e l n ; 
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3. a(b + c) = ab + ac et (b + c)a =ba + ca pour tout a , b, c E R ; 

4- a.OR = OR= OR.a pour tout a E R. 

Pour simplifier nous notons 1 = lR and 0 = OR. 

Définition 3.2.2. Un R-semi-module à gauche RM est un monoïde commu­

tatif (M , +) ayant élém ent OM , et minu de l 'operation R x M -7 M defin ie 

par (a, x ) Max telle que, pour tous a, b ER, pour tous x, x' E M : 

- {1) a(x + x') = ax + ax' ; {2) (a + b)x = ax + bx; 

- {3) (ab) x = a(bx ) ; {4) l. x =x; {5) O.x = OM = a.OM. 

Pour simplifier nous notons 0 = OR= OM 

Remarque 3.2.3. Symmetriquem ent un R -semi-module à droite est défin ie 

de la m êm e manière. 

Définition 3.2.4. Soit M et N deux R -semi-modules à gauche. Une fonction 

f : M -7 N est un homomorphisme de R -semi-modules ( R -linéaire) si pour 

tout m1 , m2 E M et r E R , on a : f (mi + m2) = f(mi) + f (m2) and 

f ( rm) = r f ( m). 

Définition 3.2 .5. Soit U = {U.x}(.xEA) une classe non vide de R-semi­

modules à gauche. Un R -semi-module à gauche RM est généré par U {ou 

U -génér·é), si pour tout R-semi-module RN et tout R -semi-linéair-e homo­

morphism es f , g : R M ---+ R N , si f o h = g o h pour tout R-semi- linéare 

homomorphism e h :R U.x ---+R M , alors f = g. De manière équivalent si 

f =!= g il existe h :R U.x ---+ R M telle que f o h =/= g o h . 

Un R -semi-module RM is est un générateur si tout R -semi-module est 

RM-génér-é. 
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Proposition 3 .2.6 . [1] 

Un RM est un R-semi-module. Pour un R-semi-module RX, les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

1. RX est RM -généré ; 

2. Il exite un homomorpisme surjectif RM(A) -----7 R X -----7 0 où A est un 

ensemble dénombrable. 

Proposition 3 .2. 7 . [13] 

Pour tout R-semi-module RM, il existe un ensemble A et un homomor-

phisme surjectif de R-semi-modules 

R (A) -----7 R M -----7 o. 
En particulier, RR est un générateur. 

3.2.2 

[13] 

Semimodules quotients 

Soit M un R-semi-module. Une relation d 'équivalence = sur M est dit 

de congruence, si pour tout m, m' , m" E M et r E R on a : 

m =m'===} [m+m" =m' +m" and mr = m'r ]. 

L'ensemble R - Cong(M) des classes de congruences sur M est non vide 

comme, il contient la classe de congruence triviale =t et la classe de congruence 

universalle = u given by : 

m = tm'{:==> m = m' and m = u m' for all m , m' E M . 

L'ensemble des classes correspondant à toute E R- Cong(M) est 

notée M / = et est une R-semi-module, et il existe un homomorphisme surjectif 

de R-semi-modules 1r=: M-----+ M f=· 
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Tout R-sous-semi-module L Ç M induit deux relations de congruences 

sur M: 

- the La relation de Boume : m =Lm' {::::::::} m+l =m' +l' pour l , l' E L 

- the La relation de Lizuka : m[=]Lm' {::::::::} m + l + m" = m' + l' + 
m" pour l , l' EL and m" E M. 

Le R-semi-module M 1 L = M 1 =L est dit R -semi-module quotient de M 

par L , , nous avons un homomorphisme surj ectif de R-semi-modules 

1rL: M --+ M/L 

m M m 

3.2.3 Produit tensoriel 

Produit tensoriel de Katsov 

Construction Nous rappelons la construction du produit tensoriel de 

semi-modules defini par KATSOV [20]. 

Soit MR un R-semi-module à gauche et RN un R-semi-module à droite. 

Un application R-équilibrée g : M x N --+ G , où G est monoïde abelien 

est une application bilinéaire telle que g(mr, n) = g(m, rn) pour tout m E 

M , rE R , et nE N . Soit T = N(M x N ) un monoïde libre de base Mx N , et 

p = N (M x N) X N (M x N) 

Tout élément T peut s 'écrire de manière unique comme combinaison 

linéaire d 'éléments de l'ensemble : {J(m,n)l(m,n) E Mx N} où S(m ,n) est 

la fonction Kronecker delta. 

Soit = la relation de congruence généré par le les équivalences 
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If f : M -----7 N est un homomorphisme semi-linéaire , k -régulièr'e qw 

vérifie K er f Ç K erg , il existe est unique un homomorphisme semi- linéaire 

h : N -----7 M / L tel que h o f = g. 

Moreover K erh = f(K erg) . 

Proof : Puisque f : M -----7 N est surjective, alors pour chaque nE N, il 

existe un mE M tel que f(m) = n ; soit h l'application: 

h :N ---+ M/L 

n f-7 h(n) = g(m) 

Il exist un autre élément m' E M tel que f(m') = n , alors f (m) = f(m' ). 

Comme f est k-régulier, we have f(m) = f(m') Ç=;> m + k = m' + k' 

pour tout k , k' E Kerf ; Donc g(m) = g(m') car K er f Ç K erg. Ainsi, 

l'application h is est bien définie et nous avons h o f = g. Supposons qu'il 

existe une apllication h' : N -----7 M / L satisfaisant h' of = g. Il est fac ile de 

vérifier que h' = h. 

De même, il est clair que f(Kerg) Ç K erh. 

Soit n E K erh. Alors, il existe m E M tel que f(m) = n because f is 

surjective. By Definition of g, g(m) = h(n) = 0 montrant que mE K erg ; so 

nE f(Kerg) et Donc K erh Ç f(Kerg) . Ainsi K erh = f(Kerg) . D 

D éfinition 3.3.2 . Soit UR et RM deux semi-modules. On définit l 'annulateur 

dans M de U par: TAnn M(U) ={mE M/ u ® m = 0 'ïlu EU} 

Nous disons que UR est RM-fidèle tensoriel dans ce cas TAnnM(U) = {0} 

Lemme 3.3.3. TAnnM(U) est sous-semi-module soustractif de M. 

Pro of 
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- Il est clair que TAnnM(U) est un sous-semi-module de M . 

- Montrons que TAnnM(U) est soustractif. 

Supposons que m E M, m 1 E T AnnM(U) et m 1 + m ET AnnM(U). 

Donc u ® ( m 1 + m) = u 0 m 1 + u ® m = 0 for an yu E U. 

Puisque u ® m 1 = 0 for anyu E U , alors u 0 m = 0 pour tout u E U , 

donc m E T Annm(U). 

Ainsi T AnnM(U) is subtractive. 

D 

Theorem 3.3.4. Soit RM,R N , et RU deux semi-modules sur un semi-anneau 

R. 

1. TAnnM(U) est le plus petit sous-semi-module K de M tel que U soit 

( M / K) -tensor-faithful. 

2. Soit f :R M -+R N est un homomorphisme alors f(TAnnM(U) Ç 

TAnnN(U). En particulierr, TAnnM(U) est stable par les endomor­

phismes fM. 

3. If f :R M -+ R N est un hhomomorpisme semi-linéare et k-régulier, et 

Kerf Ç TAnnM(U), alors f(TAnnM(U) = TAnnN(U). 

Pro of 

1. - Let us show that U is (M/TAnnM(U))-tensor-faithful. 

Let mET AnnM!rAnnM (u) (U) , then u 0 m = 0 for anyu E U. Renee 

u ® m = 0 for anyu E U , som E TAnnM(U). Therefore m = 0 as 

desired. 

- Soit K un sous-semi-module soustractif de M de U est (M/K)­

tensor-fai thful. 
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Soit m E TAnnM(U) et considerons m = {m' E M/ m + k = 

m' +k' for sorne k,k' E K} E M/K. 

Soit m' E m, alos il existe k, k' E K tel que m + k = m'+ k'. Let 

u E U, on a : u ® (m' + k') = u ® ( m + k) {::::::::} u ® m' + u 0 k' = 

u®m+u®k. Comme mE TAnnM(U) etUis (M/ K)-fidèle tensoriel, 

alors u 0 m = 0 et u 0 k' = u ® k = 0, ainsi u 0 m' = u ® m = 0. 

Donc u 0 m = 0 pour tout u E U, donc m E TAnnM;K(U) = 0, 

D'où m = 0 '* :lk1 , k2 E K tel quet m + k1 = k2 . 

Comme K est soustractif, on a m E K . 

on en déduit TAnnM(U) Ç K . 

2. Soit f :R M -+RN un homomorphisme de R-semi-modules. 

Le foncteur (U 0 -) associé à f est défini par l'homomorphisme de 

N-semi-modules : 

lu 0 f : U ® M ---+ U 0 N 

u ® mt-----tu ® f(m). 

Supposons que n E f(TAnnM(U)) , qu'il existe m E TAnnM(U) tel 

que n = J(m). Nous avons u ® m = 0 pour tout u E U, donc 

(lu 0 J)(u ® m) = u 0 f(m) = u ® n = 0 pour tout u E U, donc 

nE TAnnM(U) . Ainsi f(TAnnM(U)) Ç TAnnN(U). 

En particulier, si f : M -+ M est un endomorphisme, alors on a 

f(TAnnM(U)) Ç TAnnM(U) ce qui montre que TAnnM(U) est stable 

par les endomorphismes de M. 

3. Soit f :R M -+R N un homomorphisme de R-semi-modules qui est 

surjectif, k-regulier avec Ker f <;::; TAnnM(U) . 

62 



Soit g : M ----t M fT AnnM (U) la surjection canonique. Ainsi, on a 

K er f Ç K erg et d 'après le Lemme 3.3.1 , il existe un unique homo-

morphisme h : N----t MjTAnnM(U) tel que h o f = g, et K er(h) = 

f(TAnn M(U)) . Donc, il suffit de montrer que K erh = TAnnN(U) . 

- Soit n un élément de E K erh. Comme f est surjectif, il existe m E M 

tel que J(m) = n. Donc g(m) = hf(m) = h(n) = 0, et par consequent 

mE K erg. Mais K erg = TAnnM(U) car TAnnM(U) est soustractif 

d 'après le Lemme 3.3.3; alors u 0 m = 0 pour tout u E U. 

Comme u 0 n = u 0 f(m) =(l u ® J)(u ® m) =(lu 0 J)(O) = 0 pour 

tout u E U, sonE TAnnN(U), thus K erg Ç TAnnN(U). 

-Inversement soit n un élément of TAnnN(U) . 

Alors u ® n = 0 pour tout u E U. Ainsi u 0 h(n) = (lu 0 h)(u 0 

n) = (l u 0 h)(O) = 0 pour tout u E U, ce qui implique que h(n) E 

TAnnM!TAnnM (u) (U) = 0 =>nE K erh , donc TAnnN(U) Ç K erh. 

ous concluons que f(TAnn M(U)) = K erh = TAnnM(U ). 

0 

Proposition 3.3.5. 1. Si (Mo)oEA sont un R-semi-modules à gauche et 

U un R -semi-module à droite, alors : 

TAnnœAM,(U) = E9 TAnnM,(U) . 
A 

2. Si (Uo)oEA sont des R-semi-modules à droite et M un R-semi-module 

à gauche, alors : TAnnM( EB AUo) =nA TAnnM(Uo)· 

Pro of 

1. -Soit m = (mo)oEA E TAnn9AM,(U) = {mE EB AMo/ u 0 m = 0 VuE 

U}. 
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d 'après Proposition 3.3.5, on a TAnnM( EB/\Ua) = ni\ TAnnM(Ua) = 

TAnnM(U) . 

Soit m0 un élémentde TAnnM(U) = TAnnM( EB/\ Ua)· 

Considérons l'hhomomorphisme de N-semi-modules 

j ® l M : œi\Ua ® M--+ V ® M: u ® mt---7 f(u) ® m. 

Let v E V alors il existe u E œi\Ua such that v = f (u ). Ainsi 

v ® mo = f(u) ® mo= (! ® lM )(u ® m0) = 0, car u ® m 0 = 0; therefore 

m0 E TAnnM(V). 

Renee, TAnnM(U) Ç TAnnM(V). 

2. - Supposons que U is M-fidèle tensoriel et considérons f : N --+ M. 

On aU 0 f = 0 Ç=} u 0 f (n) = 0 Vu E U and 'in E N ==* f( n) E 

TAnnM(U) 'in EN. 

Since U est M- fidèle tensoriel TAnnM(U) = 0 ainsi f(n) = 0 'in E 

N <=> f = O. 

- Inversement supposons que V f : N --+ M , U ® f = 0 ===> f = 0 . 

Considérons l'injection canonique i: TAnnM(U) --+M. 

Il est clair que U 0 i = 0, alors i = 0 par hypothèse. Comme i est une 

injection, on conclut que TAnnM(U) = O. 

3. S déduit de l'isomorphisme dans la Proposition 3.2.11 , 

4J:U ® R--+ U 

u ® r f---7 u.r 

0 

D éfinition 3.3 . 7. Un semi-module W R est dit complètem ent fidèle tensoriel 

si TAnnM(W) = 0 pour tout R -semi-module à gauche nM. 
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Proof S déduit de la deuxième partie du t héorèm 3.3.6. 

0 
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Mais ces trois propriétés ne sont pas équivalentes en théorie des se­

mianneaux et semimodules et conduisent à t rois définitions de "semimodule 

simple" et "semimodule semisimple". 

Les propriétés les plus étudiées concernant les "semimodules simples" 

and les "semimodules semisimples" sont les propriétés (2) et (3) and leurs 

variantes sur les semimodules soustractifs. 

D'après nos investigation, jusqu 'à maintenant , il n 'existe pas une ca­

ractérisation complète des "semimodules simples" et des "semimodules se­

misimples" dans le sens de ( 4). 

Dans cet article, nous caract érisons la classe des semimodules fortement 

semisimples dans la catégorie des semimodules soustractifs et simplifiables. 

Ce papier s'organise comme suit : 

- section 1 : nous étudions une famille de sous-semimodules appelée sous­

semimodules fortement indépendants . 

-section 2 : ous introduisons la notion de semimodule fortement simple 

et semimodule fortement semisimple. 

4.1 Préliminaires 

Une relation de congruence sur un semimodule M est une relation d 'équivalence 

compatible avec la structure de semimodule de M. 

Un semimodule M est dit fortement simple si toute relation de congruence 

définie sur M est triviale ou universelle. 

Pour les notions de base et la notation en " théorie des modules" et 

"théorie des semimodules", voir [1], [?], [35] et [13]. 
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Néanmoins, nous rappelons quelques définitions et notations utiles pour 

la suite. 

Tous le semianneaux sont associatifs et munis de l'élément identité 1 

(Si Rest un semianneau, nous supposons que 1 =f. 0), tous les semimodules 

sont unitaires et toutes les extension de semianneaux contiennent l'identi té 

usuelle. 

-Soit Mun R-semimodule à gauche. Une relation d 'équivalence p dans M 

est une relation de congruence sur R ( R-congruence) si : mpm' et npn' ==} 

(m + n)p(m' +n' ) et (rm)p(rm'), Vm, m' , n , n'EMet rE R. L'ensemble de 

toutes les relations de R-congruence sur M , R- cong(M), est partiellement 

ordonné par la relation ::; définie par p ::; p' si et seulement si mpm' ==} 

mp'm' Vm, m' E M. Pour m, m' E M, P(m,m') est le plus petit élément p de 

R - cong(M) satisfaisant mpm' . 

- Soit N un sous-semimodule d 'un R-semimodule à gauche M . Le sous­

module N induit dans M une relation de R-congruence =N, appelée relation 

de Bourne: Vm, m' E M; m =N m'{::::=:} :ln, n'EN tels que: m+n = m'+n'. 

- M/N est le R-semimodule quotient M/ =N et m = [m] = m + N est 

un élément de MjN. 

-Soient M1 et M2 des sous-semimodules d'un R-semimodule à gauche M. 

***Si M1 et M2 sont indépendants et engendrent M (i.e M1 n M2 = 0 et 

M = M1 + M2 ) , alors M est la somme directe faible de ses sous-semimodules 

M1 et M2 . Et nous écrivons M = M1{BM2 . Pour tout m E M , il existe 

m1 E M1 et m2 E M2 tels que : m = m 1 + m2 mais cette décomposition de m 

n 'est pas unique ce qui fait que nous ne pouvons pas définir une projection 

avec le facteur direct faible. 
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***Si M1 et M2 engendre M (i.e M = M1 +M2) , et la restriction de =M2 

à M1 ainsi que la restriction de =M1 à M2 sont triviales, alors M est la somme 

directe de ses sous-semimodules M1 et M2. Et nous écrivons M = M1 EB M2. 

pour tout mE M, il existe une paire unique (m1 , m2 ) E M1 x M2 telle que : 

m = m1 + m2 . Avec cette somme directe, on peut définir une projection. 

- Un sous-semimodule N d'un R-semimodule à gauche M est dit sous­

tractif dans M si: V(m, m') E M 2 (m +m'EN et mEN)==> m'EN. 

- N est fortement soustractif si pour tout ( m , m') E M 2 
: m +m' E N ==> 

mEN et m'EN. 

- Un R-semimodule à gauche M est dit simplifiable si pour tous éléments 

m , m' et x de M : m +x = m' + x ==> m = m' . 

4.2 Sous-semimodules fortement indépendants 

Dans cette section, nous introduisons une nouvelle famille de sous-semimodules 

indépendants en utilisant la restriction de la relation de congruence de Boume 

définie sur un semimodule. 

Définit ion 4.2.1. - Deux sous-semimodules T1 et T2 d 'un R-semimodule 

à gauche M sont fortement indépendants si la restriction de =r1 à T2 

et la restriction de =r2 à T1 sont triviales. On note R es eq(T1 ; T2) est 

trivial. 

- Un ensemble indexé de R-semimodules à gauche (Ta)aEA est fortem ent 

indépendant si pour tout a E A , la restriction de =ra à Ta = L:::.e;ia T.e 

et la restriction de =Ta à Ta sont triviales. On note R es eq(Ta; 'Î'a) est 

trivial. 
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t1 , t2 E 'L. f3EB Tf3 ====} :ln3 E N tel que t1 , t2 E 'L. f3EBn
3 

Tf3 . 

Mais Res eq(Tf3 ; 'L.,.EBn T-r ) est triviale pour tout n E N ceci entraîne 

que: 

Res eq(K ; "L-rEBn
3 

T-y ) est triviale. D'où k1 =L:
13
e8 r13 k2 ====} k1 = k2. 

Donc la restriction de ="' T a à K est triviale. 
L.. fjE B " 

0 

4.3 Semimodules Fortement Semisimples 

Dans cette section, nous étudions la notion de semimodule fortement 

simple et nous introduisons par la suite la classe des semimodules fortement 

semisimples . Puisque c'est fastidieux de manier les "relations d 'équivalence" 

dans les démonstrations , nou allons souvent considérer que les semimodules 

sont soustractifs et simplifiables . 

D éfinit ion 4.3.1. 1. Un R-semimodule à gauche T =1- 0 est appelé austère-

simple si l 'ensemble de tous les sous-semimodules de T a exactement 

deux élém ents 0 et T 

2. Un R-semimodule à gauche T =1- 0 est appelé soustractif-simple si T ne 

possède aucun sous-semimodule soustractif à part 0 et T . 

3. Un R -semimodule à gauche T =1- 0 est dit fortem ent simple si l 'ensemble 

de toutes les relations de R-congruence sur T , R - cong(T) contient 

uniquement ces élém ents : 

=t la R-congruence triviale, et =u la R-congruence universelle 

Remarque 4.3.2 . Si T =1- 0 est un R-semimodule à gauche alors : 
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(i) ous savons que la restriction de = Na à Ta est triviale pour tout 

a E A et To:1 ::; N 8 , ceci ent raine que la restriction de =i: à To:1 "'1 

est triviale. 

(ii) Soit t1 , t2 E To: 1 tels que t1 =r"
1 

t2. :3u1, u2 E T0 1 tels que t1 + 

u 1 = t 2 + u2 . 

t1 + u1 = t2 + u2 ===? u1 =i: u2 . Cela implique u1 = u2 parce 
<> j 

que To:1 ::; N 8 et la restriction de = Na à T0 est triviale pour tout 

a E A. Puisque M est simplifiable nous avons t 1 = t 2 , ainsi la 

restriction de = ro
1 

à To:1 est triviale. 

(b) supposons que (3 =F a 1 . Montrons que la restriction de =rf! à 1'13 et 

la restriction de =rf! à T13 sont triviales avec T13 = l..:,EB
1
\ {/3} T,. 

(i) Soit t1 , t2 E T 13 tels que t1 =rf! t2. :3u1, u2 E T/3 tels que t1 + u1 = 

t2 + u2. Soit t1 = X1 + Y1 , t2 = x2 + Y2 avec x1, x2 E l..:,EB\ {/3} T, 

et y1 , y2 E To: 1 • 

t1 +u1 = t2 +u2 ===? X1 +y1 +u1 = x2 + Y2 +u2 ===? Y1 =" T Y2· L.. -yE a "'1 

Ceci implique que Y1 = Y2 car l..:, EB T, ::; N s et la restriction de 

=Na à T0 est triviale pour tout a E A. Puisque M est simplifiable 

nous avons x1 + u1 = x2 + u2. 

Et X1 + u1 = x2 + u2 ===? u1 =" T u2. Ceci entraine que 
- L..-yE a \ { fJ } "'1 

u1 = u2 pour la même raison , d 'où x1 = x2 et de même t1 = t2 et 

la restriction de =rf! à 1'13 est triviale. 

(ii) Soit t1, t2 E T 13 tels que t1 =rf! t2. :3u1, u2 E T13 tels que t1 + u1 = 

t2 + u2. Soit U1 = x1 + Y1, u2 = x2 + Y2 

avec x1, x2 E l..:, EB\{!3} T, et Y1 , Y2 E To: 1 . 

t1 + u1 = t2 + u2 ===? x1 + Y1 + t1 = x2 + Y2 + t2 ===? Y1 =" T L..-yE a -y 
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