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Résumé : Soit A un anneau commutatif : Un A-module M est dit semi-co-
Hopfien si tout endomorphisme injectif pour image un facteur direct de M. Un
anneau A est un dit semi-FGI-anneau si tout A-module semi-co-Hopfien est de
type fini. Un anneau A dit DQA-anneau si tout A-module Dedekind fini est
quasi-Artinien.

Cette thése est constituée de quatre parties :

Dans la premiére partie nous étudions quelques résultats généraux des mo-
dules Hopfiens, des modules co-Hopfiens, des modules semi-co-Hopfiens et des
modules purement co-Hopfiens.

Dans la deuxiéme partie nous donnons une caractérisation des semi-FGI-anneaux
commutatifs. Nous montrons qu’'un anneau commutatif A est un semi-FGI-
anneau si et seulement si A est Artinien a idéaux principaux.

Dans la troisiéme partie nous étudions les propriétés des WEFGI-modules.
Enfin dans la quatriéme partie nous étudions et caractérisons les DQA-anneaux
commutatifs. Nous montrons qu'un anneau A est un DQA-anneau si A est Ar-
tinien & idéaux principaux.

Mots clés : module Hopfien, module Co-Hopfien, module semi-co-Hopfien,
module purement co-Hopfien, module faiblement co-Hopfien, module quasi-
Artinien, module Dedekind fini, module type fini, module WFGI-modules,

module sériel, module unisériel, semi-FGI-anneau, DQA-anneau.
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Introduction

La théorie des modules Hopfiens et co-Hopfiens a inspiré beaucoup de cher-
cheurs du 20 iéme siécle. Elle a commencé par ’étude des groupes commutatifs
Hopfiens (resp, co-Hopfien) Cf : Beaumont :[10]; Crawley :[14]; Hill and
Megibben :[21]. Des travaux d’extensions de ces résultats ont été faits pa-
ralléelement dans le cadre des modules sur les anneaux commutatifs principaux

Cf : Kaplansky ; Beaumont and Pierce :[23, 9].
Un module est Hopfien si tout épimorphisme est un automorphisme.
Un module est co-Hopfien si tout monomorphisme est un automorphisme.

Un module est dit semi-co-Hopfien si pour tout endomorphisme injectif f

de M, Imf est un facteur direct de M.

Un module est purement-co-Hopfien si pour tout monomorphisme f de M,

Imf est pur dans M.

Un module est de Fitting si pour tout endomorphisme f de M, il existe un
entier n > 1 tel que M = Imf"™ ® Ker f".

Un module est de type fini s’il existe une partie finie S C M telle que
M =<5 ».

Un module est Dedekind fini si pour tout sous- module N de M tel que

M & N = M, alors N = 0.

Un module est faiblement co-Hopfien si tout monomorphisme est essentiel

c’est-a-dire f(M) <, M.



L’étude des anneaux sur lesquels tout module de type fini est Hopfien (resp,

co-Hopfien ; de Fitting) a pris une place centrale dans cette théorie :

En 1966 J. Strooker [36] a prouvé que sur un anneau commutatif tout
module de type fini est Hopfien. Ces anneaux sont caractérisés par Goo-
dearl [19] : Ce sont les anneaux tels que M, (A) est répétitif & gauche
pour tout n > 1. Ce méme résultat est indépendamment démontré par

Vasconcelos [38] en 1969.

En 1970 Vasconcelos [39] a prouvé que sur les anneaux commutatifs de
dimension de Krull nulle, tout module de type fini est co-Hopfien.
Si anneau n’est pas nécessairement commutatif, E.P. Armendariz,
J. W. Fisher et R. L. Snider [17] ont montré que les anneaux A tels
que M, (A) est fortement m—régulier pour tout n > 1 sont les anneaux

A tels que tout A-module de type fini est co-Hopfien.

En 1979, Hirano [22] surprend les chercheurs par le résultat suivant :
Les anneaux A pour lesquels tout A-module de type fini est Hopfien et
co-Hopfien sont les anneaux tels que tout A-module de type fini est de
Fitting.

En 1988, P. Menal [29], pose la question de savoir : Quels sont les
anneaux pour lesquels tout module cyclique est Hopfien? Et c¢’est en
1992 que Varadarajan [37] a donné une réponse a cette question en

se basant sur le résultat de Goodearl [19].

Le second sujet qui a occupé une place centrale dans la théorie des modules



Hopfien et co-Hopfien est lié a la question suivante : Quels sont les anneaux
A sur lesquels tout A-module Hopfien (resp. co-Hopfien) est Noethérien (resp.
Artinien) ?
En 1985, Kaidi et Sangharé [34] ont montré que si I'anneau est com-
mutatif, la réponse est que ce sont les anneaux Artiniens a idéaux prin-
cipaux. Par la suite Sangharé dans [35] a généralisé ce résultat au cas

des duo-anneaux.

En 1993 R. Camps et W. Dicks [12] ont donné une caractérisation des

anneaux semi-locaux.

En 2001, A. Haghany et M. R. Vadadi [20] ont introduit la classe des
modules faiblement co-Hopfiens comprise entre celle des co-Hopfiens est

celle des Dedekind fini.

En 2002, A. Ghorbani et A. Haghany [18] ont introduit la classe des
modules Hopfien généralisés qui est comprise strictement entre celle des

Hopfiens et celle des Dedekind fini.

En 2005 M. Barry, O. Diankha et M. Sangharé [8] ont caractérisé
les anneaux commutatifs A sur lesquels tout A-modules co-Hopfien est

de type fini, appelés les FGI-anneaux.

En 2010, A. Mbaye, M. Sangharé et S. D. Touré ont trouvé une
caractérisation des SCl-anneaux c’est-a-dire les anneaux commutatifs

A sur lesquels tout A-module co-Hopfien est finiment cogénéré. [28].

En 2010 la caractérisation des anneaux commutatifs A sur lesquels tout



A-module faiblement co-Hopfien soit de type fini a été donné par P. C.

Diop et M. Barry. On les appelle les WFGI-anneaux. [3].

En 2011 P. C. Diop et M. Barry ont caractérisé les anneaux com-
mutatifs A sur lesquels tout A-module faiblement co-Hopfien est de

dimension uniforme finie, appelés FGD-anneaux.[5].

En 2011 Les anneaux commutatifs A sur lesquels tout A-module Dede-
kind fini soit de type fini appelés FDF-anneaux sont aussi caractérisé

par P. C. Diop et M. Barry.[4].
Maintenant on se pose les questions de savoir :

> Quels sont les anneaux A pour lesquels tout A-module est semi-co-

Hopfien si et seulement si il est de type fini?

> Quels sont les anneaux A pour lesquels tout A-module est Dedekind

fini si et seulement si il est quasi-Artinien ?

> Ces questions ont fait I’objet de publication respectivement : dans JP
Journal of Algebra, Number Theory and Applications; Volume
31, Number 1, 2013,pp 31-37 [7] et dans International Journal of

Algebra,Vol.7, 2013, n°18, 873-830 [6].

Dans le chapitre 2 de ce document, nous avons prouvé que les anneaux com-
mutatifs A, pour lesquels tout A-module est semi-co-Hopfien si et seulement
si il est de type fini et qui sont appelés semi-FGI-anneaux, sont les anneaux
artiniens a idéaux principaux.

Dans le chapitre 4, nous prouvons que les anneaux commutatifs A pour les-
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quels tout A-module est Dedekind fini si et seulement si il est quasi-Artinien
appelés DQA-anneaux, sont les anneaux artiniens a idéaux principaux.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Le premier Chapitre traite des généralités sur la Hopficité et la co-Hopficité
des modules. Nous présentons dans ce chapitre des résultats principaux sur les
modules co-Hopfiens,les modules semi-co-Hopfiens et les modules purement co-
Hopfiens.

Le second est réservé a la caractérisation des semi-FGI-anneaux commutatifs.
Dans le troisiéme on introduit la notion de WFGI-module et on donne quelques
unes de ses propriétés.

Et enfin le quatriéme chapitre étudie les anneaux commutatifs A sur lesquels

tout A-module est Dedekind fini si et seulement si il est quasi-Artinien.



CHAPITRE 1

Hopficité et co-Hopficité

Sommaire
1.1 Introduction . ..................0... 6
1.2 Modules Hopfiens . ... ... .. .......... 7
1.3 Modules co-Hopfiens . . ... ............ 10
1.4 Modules Semi-co-Hopfiens . . .. ... ....... 14
1.5 Modules purement co-Hopfiens . ....... ... 19

1.1 Introduction

Ce chapitre est réservé a I’étude des modules Hopfiens et des modules
co-Hopfiens qui sont deux concepts duaux. Le premier paragraphe traite de
quelques résultats des modules Hopfiens. C’est-a-dire les modules M, tels que
tout endomorphisme surjectif de M est un automorphisme. Respectivement,
les modules co-Hopfiens sont prise en compte par le second paragraphe : Ce
sont les modules tels que tout endomorphisme injectif est un automorphisme.

Cette derniére notion sera généralisée au troisiéme et au quatriéme paragraphe



respectivement par le concept de module semi-co-Hopfien et de module pure-
ment co-Hopfien.

Un module M est dit semi-co-Hopfien si pour tout endomorphisme injectif f de
M, Imf est un facteur direct de M.

Un module M est purement-co-Hopfien si pour tout monomorphisme f de M,

Imf est pur dans M.

1.2 Modules Hopfiens

Définition 1.2.1 Soit A un anneau et M un A-module :

1) M est dit Hopfien si tout endomorphisme surjectif, f : M — M est un

automorphisme.

2) Un anneau A est dit Hopfien si le A-module a gauche A, est Hopfien.

Exemples 1.2.2 :
< Tout anneau commutatif est Hopfien ;
< Tout corps est Hopfien comme anneau ;
< Tout anneau simple est Hopfien comme anneau ;

< Soit K un anneau commutatif et J un ensemble infini d’indices, alors A =

K[(x)acs] est Hopfien dans A-Mod, mais non Hopfien comme anneau ;

< Soit K un corps et 'V un espace vectoriel de dimension infinie dénom-

brable ; alors



= Endg (V) est Hopfien comme anneau mais non Hopfien comme

A-module ;
< Tout module simple est Hopfien ;
< Tout espace vectoriel de dimension finie sur un corps est Hopfien ;
< Tout module fini est Hopfien ; En particulier 0;
< Tout groupe fini est Hopfien ;
< Tout groupe abélien finiment généré est Hopfien ;
< Tout module Noethérien est Hopfien ;

a4 Soit A un anneau commutatif, alors tout A-module de type fini est Hop-

fien;;

Définition 1.2.3 : Un module M est quasi-projectif lorsque pour tout module
N et tout f et g € Hom(M, N) avec g surjectif, il existe un unique endomor-

phisme h : M — M tel que f = goh.

Remarque 1.2.4 :
< Tout facteur direct d’un module Hopfien est Hopfien ;
Q Soit M = @i M; ot (M;)er est une familles de A-modules :
(i) Si M est Hopfien alors chaque M; est Hopfien.

(ii) Si chaque M; est totalement invariants alors M est Hopfien si et

seulement si chaque M; est Hopfien.

a Si MT est Hopfien pour un certain ensemble I, alors I est fini.



Proposition 1.2.5 : Soit M un module quasi-projectif tel que dim (M) < oo

ou codim (M) < oo ; alors pour tout n € N* ;M™ est un module Hopfien.

Preuve :

Puisque dim( M"™) = n dim M et codim (M™) = n codim (M) et que M" est
quasi-projectif si M est quasi-projectif donc M™ vérifie les mémes hypothéses
que M ie M™ est quasi-projectif et dim M < oo ou codim (M) < oo donc il
suffit de prouver que M est Hopfien.

Soit f : M — M un endomorphisme surjectif; comme M est quasi-projectif,
il existe un endomorphisme h de M tel que foh = Idy; = Kerf & Imh = M.
Comme h est injectif on a Kerh = 0 de plus on a Imh = M/Kerh = M/0 = M
d’ ot Kerf@& M = M. d’ ot dim (M) + dim (Kerf) = dim (M) et codim (M)
+ codim (Kerf) = codim (M).

Si dim (M) < oo, on a dim (Kerf) =0= Kerf =0. Si codim (M) < oo on
alors codim (Kerf) = 0 = Kerf = 0. Par conséquent f est injectif et M est
Hopfien. Et pour les mémes raisons M" est Hopfien pour tout entier naturel

non nul n.

Proposition 1.2.6 : Soit M un A-module tel que M/N est Hopfien pour tout

sous module non nul N de M, alors M est Hopfien.

Proposition 1.2.7 : Soit M un A-module et N un sous module totalement

invariant de M. Si N et M/N sont Hopfient, alors M est Hopfien.

Proposition 1.2.8 : Soit M un A-module quasi-projectif de type fini. Alors

M est Hopfien si et seulement si M/Rad(M) est Hopfien.

9



Preuve :
Le radical de Jacobson de M, Rad(M) est un sous module totalement invariant

de M.

Quand M est de type fini, Rad(M) est superflu d’aprés le Lemme de Nakayama.

1.3 Modules co-Hopfiens

Définition 1.3.1 : Soit A un anneau et M un A-module :

1) M est dit co-Hopfien si tout endomorphisme injectif, f : M — M est

un automorphisme.

2) Un anneau A est dit co-Hopfien si le A-module & gauche A, est

co-Hopfien.

Exemples 1.3.2 :
< Tout module Artinien est co-Hopfien.

< Tout module de type fini sur un anneau Artinien est Artinien donc co-

Hopfien.

a4 Tout A-module simple est a la fois Hopfien et co-Hopfien ; car Enda (M)
est de division.

< Tout anneau fini est a la fois Hopfien et co-Hopfien aussi bien comme

A-module a gauche et a droite. Z est co-Hopfien comme anneau car
['tdentité est son seul endomorphisme ; par contre n’est pas co-Hopfien

comme Z-module.

10



< Tout A-module & gauche projectif de type fini est co-Hopfien.
< Tout module semi-simple Artinien est co-Hopfien.

< Tout module quasi-injectif de cogénération finie est co-Hopfien.

A

Q est a la fois Hopfien et co-Hopfien comme Z-module, mais aussi comme

Q-module.

AN

7. est co-Hopfien comme anneau ; cependant il n’est pas co-Hopfien comme

Z-module.

A

Soit K un corps et A= K((xa)acs) le corps des fractions G une infinité
d’indéterminées est un anneau commutatif qui est co-Hopfien comme

A-module et non comme anneau.

Remarque 1.3.3 : La notion de co-Hopficité des A-modules n’est pas héré-
ditaire, Varadarajan a construit un A-module co-Hopfien qui admet un sous-
module et un module quotient qui ne sont pas co-Hopfiens. Mais cela n’empéche

que sous certaines conditions on peut avoir des résultats partiels.
< Tout facteur direct d’un module co-Hopfien est co-Hopfien ;
Q Soit M = @i M; ot (M;)er est une famille de A-modules :
(i) Si M est co-Hopfien alors chaque M; est co-Hopfien.

(ii) Si chaque M; est totalement invariant alors M est co-Hopfien si et

seulement si chaque M; est co-Hopfien.

a Si M1 est co-Hopfien pour un certain ensemble I, alors I est fini. On en
déduit que MY n’est pas co-Hopfien.

11



Proposition 1.3.4 : Soit M un module dont tout sous module propre N est

co-Hopfien, alors M est co-Hopfien.

Proposition 1.3.5 :
Soit M un A-module et N un sous module complétement invariant de M.

Si N et M/N sont co-Hopfiens, alors M est co-Hopfien.

Preuve :

Soit f un endomorphisme de M.

Comme N est complétement invariant, on a le diagramme commutatif suivant :
N — M — M/N avec i 'injection canonique de N dans M et p la surjection
canonique de M dans M /N.

Supposons que N et M//N soient co-Hopfiens et f injectif.

La relation iof” = foi entraine que f’ est injectif et il en résulte que f” est bijectif
car N est co-Hopfien. On a alors les relations :

f(N)= (foi)(N)= (iof")(N)=i(f(N))= i(N)=N.

Soit 7 € Kerf. On a f(z) = 0 = m, alors f(x) € N = f(N).

Donc si x € f~H(f(N)), alors z € f~'(N) d’ot & € N entraine T = 0.

D’ott Kerf =0 donc f est injectif. Et comme M/N est co-Hopfien alors f est
bijective.

Soit y € M on a p(y) € M/N. Puisque f est injectif il existe un unique

Z € M/N tel que p(y) = f(2). Ainsi p(y)= f(p(2))= pof(z)= p(f(z)). D’ou il
existe t € N tel que y = f(z) + t; et comme f’ est bijective il existe un unique

n € N tel que f’(n) = t et donc f(n)= t.

12



Par conséquent y = f(z) + f(n) = f(z+n)= f(x) avec x = z+n c’est-a-dire f(x) =

y donc f est un automorphisme de M car f est surjectif. Ainsi M est co-Hopfien.

Proposition 1.3.6 : Soit M un A-module quasi-injectif. Si udim(M) < oo

ot codim(M) < co. Alors M™ est co-Hopfien pour tout n € N*,

Preuve :

Remarquons que M™ est quasi-injectif si M l'est et udim(M™) = n.udim(M)
et codim(M™) = ncodim(M). 1l suffit donc de montrer que M est co-Hopfien.
Soit f un endomorphisme injectif de M, la quasi-injectivité de M implique que
M = Imf ® L pour un sous-module L. de M. Puisque f est un isomorphisme de
M = f(M);ona:udim(M) = udim(M)+ udim(L) et codim(M)= codim(M)+
codim(L). Et comme udim(M) et codim(M) sont finis alors L — 0. Ce qui

prouve que M = f(M) d’ ou M est Hopfien.

Corollaire 1.3.7 : Soit M un A-module quasi-injectif tel que udim(M) est
finie et N un sous-module totalement invariant, alors N™ est co-Hopfien pour

tout entier n > 1.

Proposition 1.3.8 Soient M un module quasi-injectif et N un sous-module
totalement invariant et essentiel dans M.

Alors N est co-Hopfien si et seulement si M est co-Hopfien.

Preuve :
Supposons que M est co-Hopfien et soit f un endomorphisme injectif de N.

Comme M est quasi-injectif; il existe un endomorphisme g de M tel que la

13



restriction & N est égale a f. Donc g est injectif car N est essentiel dans M et
puisque M est co-Hopfien, g est inversible (i.e est un automorphisme). Soit = €
N, il existe y € M tel que x = g(y). Or g=! € End(M) et N est complétement
invariant, donc y = g~ '(x) € N, d’ ou f est surjectif. Inversement, supposons
que N est co-Hopfien et soit f : M — M un endomorphisme injectif de M.
Alors f/y est un endomorphisme injectif de N. Par conséquent, f est bijectif
c’est-a~dire f(N) = N. Comme M est quasi-injectif, alors M = f(M) @ L pour
un certain sous-module L de M. On a donc 0 = f(N)NL = NN L, ce qui

implique que L = 0; car N <, M. Par suite M = f(M) et M est co-Hopfien.

Proposition 1.3.9 Soit M = ®;crM; o (M;);i € I une famille de A-sous-

modules de M. on a :
1) Si M est co-Hopfien alors M; est co-Hopfien Vi € I.

2) Si M; est complétement invariant Vi € I alors M est co-Hopfien si et

seulement si M; est co-Hopfien Yi € I.

Preuve : Elle découle de :[26].

1.4 Modules Semi-co-Hopfiens

Dans cette partie on étudie la semi-co-Hopficité et quelques propriétés des

modules semi-co-Hopfiens.

Définition 1.4.1 : Soit A un anneau commutatif.
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Un A-module M est dit semi-co-Hopfien si pour tout endomorphisme
ingectif de M, f:M — M imf est un facteur direct de M ; c¢’est-a-dire

Imfe N=M.
Un anneau A est semi-co-Hopfien si le A-module A [’est.

Un A-module M vérifie Cy si tout sous-module isomorphe a un facteur

direct est un facteur direct.

Un A-module M vérifie Dy si tout sous-module N tel que M/N est iso-

morphe a un facteur direct de M est un facteur direct de M.

Un A-module M est Dedekind fint si M = M @& N pour un module

N = N =0.

Par exemple les modules co-Hopfiens et les modules Hopfiens sont Dede-
kind finis.

Un anneau A est Dedekind fini si et seulement si Ya,b € A tels que
ab=1=ba=1.

Un module M est dit Epi-rétractable si tout sous-module de M est

M-cyclique.

Exemples 1.4.2 : Soit A un anneau commutatif.

< Tout A-module M co-Hopfien est semi-co-Hopfien.

< Tout A-module M qui vérifie Cy est semi-co-Hopfien.

< Tout A-module injectif M est semi-co-Hopfien.

15



< Tout A-module quasi-injectif est semi-co-Hopfien : Muller and Moha-
med : [30].
<a Tout A-module qui vérifie la DCC sur ses sous-facteurs, est semi-co-

Hopfien.

< Tout module quasi-principalement injectif est semi-co-Hopfien.

Lemme 1.4.3 : Soit M un A-module, on a les équivalences suivantes :
1) M est semi-co-Hopfien ;
2) Tout sous module N qui est isomorphe & M est un facteur direct de M.

Preuve :

(2 = 1) Pour tout endomorphisme injectif de M, f :M — M alors appli-
cation f :M — Imf est une bijection; d’ ou Imf ® N = M d’ ou M est
semi-co-Hopfien.

(1 = 2) Soit N un sous module de M tel que N = M, et soit f :M — N cet
1somorphisme on a.

Comme Imf = N, et M est semi-co-Hopfien alors Imf = N est un facteur direct

de M.

Définition 1.4.4 :
< Soit M, un A-module; on dit que M est un SSP-module si la somme
directe de deuz facteurs directs de M est un facteur direct de M. On dit
aussi que M vérifie la SSP si et seulement si pour tout décomposition
M =D @& B et tout A-homomorphisme f de D dans B alors Imf est un

facteur direct de M.
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< Un module est dit faiblement co-Hopfien si l'image de tout endomor-

phisme injectif de M est essentiel dans M.

< Un sous-module N de M est dit sous-facteur de M s’il n’est pas facteur

direct de M.

Remarque 1.4.5 :
< Tout module semi-co-Hopfien et quasi-continu vérifie Cs.

<4 St M & M wvérifie la SSP alors M est semi-co-Hopfien.

< 1l existe un A-module & gauche semi-co-Hopfien qui n’est pas un A-
module & droite semi-co-Hopfien. Cf Pinar and Ozcan : [82] : Exemple

2.20.

Proposition 1.4.6 : Soit M un A-module, on a les équivalences suivantes :
1) M est co-Hopfien.
2) M est Dedekind fini et semi-co-Hopfien.

3) M est faiblement co-Hopfien et semi-co-Hopfien.

Preuve :

(3) < (1) = (2) découle des remarques précédentes.

(2) = (1) : Soit f un endomorphisme injectif de M, comme M est semi-co-
Hopfien, alors M = f(M) @ K pour un sous-module K de M. On en déduit un
isomorphisme défini par : ¢ : M ® K — M, ¢ (mk) = f(m)+ k. Et comme M
est Dedekind fini, on a : K = 0, d” ot f{(M) = M et f est un isomorphisme,

d’ ot M est co-Hopfien.
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Proposition 1.4.7 : Si M est un module Epi-rétractable tel que tout sous-

module de M est M-principalement injectif, alors M est semi-co-Hopfien : [24].

Lemme 1.4.8 : Si tout sous-facteur de M est semi-co-Hopfien, alors M est

semi-co-Hopfien.

Preuve :
Supposons que M ne soit pas semi-co-Hopfien, alors d’aprés Pinar and Oz-

can :[32] : lemme 2.1 il existe un sous-facteur N de M tel que N = M,

Exemples 1.4.9 : Il existe un module simple U et un module injectif V tel

que U @V ne soit pas semi-co-Hopfien.

Proposition 1.4.10 : Soit M = @, M;, ou M; est invariant par injeclion
de M Vi € I. Alors M est semi-co-Hopfien si et seulement si M; est semi-co-

Hopfien Yi € I.

Preuve :

=) Découle de Pinar and Ozcan : [32] : (Lemme 2.6).

<)Soit f un endomorphisme injectif de M, alors la restriction a M;;Vi € I est
un endomorphisme injectif de M;. Par hypothése chaque f(M;) est un facteur
direct dans M;, d” ot M = (@icr f(M;)) @ X = f(M)® X avec X < M. Donc

M est semi-co-Hopfien.

Proposition 1.4.11 : Soit M, un module. Si Enda(M) est semi-co-Hopfien,
alors M est semi-co-Hopfien. La réciproque est vraie si Kerf est engendré par

M avec f € End(M) et Annguaon(f) = 0.
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Preuve :

Elle découle de Pinar and Ozcan : [32] : proposition 2.17

Corollaire 1.4.12 : Si M est libre, alors M est semi-co-Hopfien si et seule-
ment si Enda(M) est semi-co-Hopfien. En particulier A™ est semi-co-Hopfien

comme A-module si et seulement si l'anneau des matrices carrées d’ordre n,

M, (A) est semi-co-Hopfien comme M, (A)-module.

Théoréme 1.4.13 : Soit M un A-module ; Si M[X] est semi-co-Hopfien comme

A[X[-module, alors M est semi-co-Hopfien comme A-module.

Preuve :

Soit f € Enda(M) un endomorphisme injectif, alors f[X] € Enda(M[X]) et
définie par f[X]|(Xm; X*) = X f(m;) X" est un endomorphisme injectif de M|X].
E comme M|X] est semi-co-Hopfien, Im(f|X])= (Imf)[X] est un facteur direct

de M[X]; d’ ot Imf est facteur direct de M.

1.5 Modules purement co-Hopfiens

Soit, A un anneau associatif unitaire et M un A-module unitaire non nul. Le
A-module M est dit purement co-Hopfien si pour tout endomorphisme injectif
f de M, Imf est pur dans M. Un sous-module N d’'un module M est dit pur
dans M si IM NN = IN pour tout idéal I de A. Tout facteur direct de M est

un sous-module pur, mais la réciproque est fausse en général : [33]

Définition 1.5.1 :

19



< Un A-module de M est purement co-Hopfien si pour tout endomorphisme

ingectif de M ; f - M — M, Imf est pur dans M.

<4 Un module M est F-régulier si tout sous-module de M est pur.

Exemples 1.5.2 :
< Tout module semi-co-Hopfien est purement co-Hopfien.
< Tout module F-réqulier est purement co-Hopfien.

< Tout module semi-simple est purement co-Hopfien.

A

Si M est pur et simple c’est-a-dire admet seulement deux sous-modules

pur (0 et M), alors M est purement co-Hopfien.

Un A-module libre de torsion n’est pas purement co-Hopfien par exemple

A

Z.

L’anneau des endomorphisme d’un module purement co-Hopfien n’est pas

A

purement co-Hopfien. Par exemple Zy~ est co-Hopfien ; mais End(Zye)

est integre et n’est pas co-Hopfien.

Lemme 1.5.3 Soit M un A-module donné, on a les équivalences suivantes :
1) M est purement co-Hopfien.

2) Tout sous-module N de M qui est isomorphme & M est pur dans M.

Preuve :
1) = 2) Soit N < M et N ~ M, et soit f cette isomophisme de M vers N; on

a:f: M — Neti: N — M: alors iof est un monomorphisme car étant
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composée de deux monomorphismes; d” ou (iof)(M) est pur dans M car M est
purement co-Hopfien ¢’est-a-dire i(f(M))= i(N)= N est pur dans M.
2) = 1) Soit f un monomorphisme alors f(M) ~ M et f(M) < M d’ ou f(M)

est pur dans M d’aprés 2); donc M est purement co-Hopfien.
Proposition 1.5.4 Pour tout anneau A, on a les équivalences suivantes :
1) A est purement co-Hopfien.
2) A est semi-co-Hopfien.
Preuve : Elle découle de : [33].
De cette proposition et de la proposition 2.3 de I'article semi-co-Hopfien de
Aydogdu : [32], on a les résultats suivantes :
Corollaire 1.5.5 Pour tout anneau A on a les équivalences suivantes :
1) A est purement co-Hopfien.
2) A est semi-co-Hopfien.

3) Si Ann(a)= 0 pour a € A, alors le sous-module engendré par a, < a =

est un facteur direct.

4) Si Ann(a)= 0 pour a € A, alors le sous-module engendré par a, < a >
est égal a A, c’est-a-dire : < a > = A.

Tout A-isomorphisme de < a =— A; a € A se prolonge dans A.

Preuve :
1) = 2) et 2) < 3) sont trivials.

3) = 1) Soit f : A — A un monomorphisme alors f(A) = < a = pour
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0#ae€ Ad ot < a > =1Test un facteur direct de A car A est semi-co-
Hopfien d’ o < a > est généré par un idempotent. Et comme a # 0 alors a —
1 d’ou

< a == Ad ou A est co-Hopfien.

Définition 1.5.6 :

Un A-module M vérifie la propriété C2 si tout sous-module isomorphe a

un facteur direct est un facteur direct.

Un A-module M est totalement invariant si pour tout sous-module N de

M et pour tout endomorphisme f: N — M on a f(N) < N.

Un module est dit module de multiplication si pour tout sous module N de

M il existe un idéal I de A tel que N = IM.

Proposition 1.5.7 Tout facteur direct d’un module purement co-Hopfien est

purement co-Hopfien.

Preuve :

Soit N un facteur direct de M alors M = N & N’ avec N’ un sous-module de
M. Soit f : N — N un monomorphisme; et soit g : M — M par g(n+a)
= f(n)+a ou a € N et n € N. Donc g est un monomorphisme et g(M)—
f(N)@® N'. Comme M est purement co-Hopfien g(M) est pur dans M.
Montrons que f(M) est pur dans N. Soit T un idéal de A; IMNg(M) = 1g(M);
d’ou IINON)N(f(N)®N') =I(f(N)eN') dou INSIN')N(f(N)BN') =
(IN)Nf(N)@® (IN'NN")=I1f(N)®IN';d ou (INNf(N)) & IN =
If(N)®IN' = INN f(N)=I1f(N), donc f(N) est pur dans N.
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Proposition 1.5.8 Soit M un A-module; si tout sous-facteur N de M est

purement co-Hopfien, alors M est purement co-Hopfien.

Preuve :

Supposons que M n’est pas purement co-Hopfien ; alors il existe un sous-module
N de M qui est isomorphe & M et qui n’est pas pur dans M (Lemme 2 ). Mais
N non pur entraine que N est un sous-facteur. d’ ou la contradiction avec
I’hypothése. Par suite N est purement co-Hopfien donc M est purement co-

Hopfien.

Proposition 1.5.9 Soit M = M, & My ; M est pleinement stable. M est pu-

rement co-Hopfien si et seulement si My et My sont purement co-Hopfiens.

Preuve :

=) Découle de la proposition post-précédente.

<) Soit f : M — M un endomorphisme injectif; posons f; = fr, i = 1;
2. Comme M est totalement invariant f;(M;) < M;. Comme f est injectif, il
en est de méme pour les f;; d” ou f;(M;) est pur dans M;; i = 1; 2. d’ on
fi(My & fo(M;) est pur dans M ; Et comme f(M)= f;(M1® fo(M;); on a f(M)

est pur dans M.

Corollaire 1.5.10 Soit M = ®;c; M; et M totalement invariant ; on a : M est

purement co-Hopfien si et seulement si M; [’est pour tout v € I.

Théoréme 1.5.11 Soit M un A-module de multiplication, fidéle et de type

fini, on a les équivalences suivantes :
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1) M est purement co-Hopfien.
2) A est semi-co-Hopfien.

3) A est purement co-Hopfien.
4) M est co-Hopfien.

5) M est semi co-Hopfien.

Preuve :

4) = 5) = 1) et 2) < 3) sont trivial.

1) = 2) Soit a € A; Anna(a) = 0. Soit f : M — M par f(m)= am pour tout
m € M. Montrons que f est injectif.

Soit m € Kerf alorsam = 0d’ oum € Anna(a); Mais Anny(a) = Anna(a)M
=m € (Anna(a))M =0.M =0 d’ ou m = 0.

Maintenant, f(M)= a.M est pur dans M; d’ ot < a > est pur dans A ; car M
est de type fini, fidéle et de multiplication. Ainsi < a = = < a? = d’ ol a =
ra®> = a(l —ra) = 0. Comme Anny(a) =0=1—ra=0=1=ra dou a est
un élément inévitable donc < a = = A.

3) = 4) Soit f : M — M un endomorphisme injectif, comme M est de
multiplication et de type fini, alors M est un module scalaire. d’ ou il existe
a € A\{0} tel que f(m)— am pour tout m € M. Comme Kerf = 0; Anny(a) =
((Anna(a))M. d” ot Anny(a)M = 0. Ainsi Anna(a) C Anna(M) =0

= Anny(a) = 0. Mais A est purement co-Hopfien d’ ot < a = = A, d’aprés

le premier corollaire.

Corollaire 1.5.12 Soit M un module fidéle de type fini et de multiplication,
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alors on a les équivalences suivantes :
1) M est purement co-Hopfien ;

2) Enda(M) est purement co-Hopfien comme anneau
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CHAPITRE 2

Les Semi-FGIl-anneaux

commutatifs
Sommaire
2.1 Introduction ... ............. .. ..., 26
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2.1 Introduction

Soit A un anneau commutatif. Un A-module M est dit semi-co-Hopfien si
pour tout endomorphisme injectif f : M — M, Imf est un facteur direct de
M, c’est-a-dire Imf ® N = M pour un sous-module N de M. Soit Fj la classe
des A-modules de type fini et Sk la classe des A-modules semi-co-Hopfien.
Dans [39] Vasconcelos, W. a prouvé que la classe des A-modules de type fini

est incluse dans la classe des A-modules co-Hopfiens si A est commutatif a
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idéaux principaux. D’ou, par transitivité de I'inclusion, on a : Fr C Sg.
Dans ce chapitre, il est question de donner une caractérisation des anneaux sur

lesquels tout A-module semi-co-Hopfien est de type fini; c’est-a-dire Sg = F.

2.2  Semi-FGI-anneaux commutatifs

Pour un anneau commutatif A, il existe un A-module de type fini qui n’est
pas semi-co-Hopfien (exemple Z )et un A-module semi-co-Hopfien qui n’est
pas de type fini (exemple Q)(Barry et Diankha : [8]). Le but de ce chapitre
est de caractériser les anneaux A pour lesquels tout A-module de type fini est
semi-co-Hopfien ; c’est-a-dire tels que Sp = Fr. Ces anneaux sont appelés les
semi-FGI-anneaux.

Nous allons prouver qu'un anneau commutatif est un semi-FGI-anneau si et
seulement si, il est Artinien & idéaux principaux. On note par J(A) le radical
de Jacobson de A. Tout au long de ce chapitre, les anneaux considérés sont
associatifs commutatifs, unitaires, d’élément unité non nul et les A-modules
sont unitaires.

Dans la premiére partie nous prouvons que si A est un semi-FGI-anneau alors A
est de dimension de Krull nulle, ¢’est-a-dire que tout idéal premier est maximal.
D’ou J(A) est un nilidéal.

On montre dans la deuxiéme partie que si A est un anneau commutatif Artinien
et si A admet un idéal non principal, alors il existe un A-module semi-co-

Hopfien qui n’est pas de type fini.
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Dans la troisiéme partie, nous donnons une caractérisation de ces anneaux
et nous montrons qu’'un anneau commutatif A est un semi-FGI-anneau si et

seulement si A est Artinien a idéaux principaux.

2.3 Propriétés des semi-FGI-anneaux

commutatifs

Définition 2.3.1

Soit A un anneau commutatif.

Un A-module M est dit semi-co-Hopfien si pour tout endomorphisme injectif f
de M, imf est un facteur direct de M ; c’est-a-dire Imf & N = M ou N est un

sous-module de M.

Définition 2.3.2 Soit A un anneau.
On dit que A est un semi-FGI-anneau, si tout A-module semi-co-Hopfien est

de type fini.

Exemples 2.3.3

1) Tout A-module représentable est semi-co-Hopfien ;
2) Tout A-module Artinien est semi-co-Hopfien ;
3) Si Anns(M) est un idéal mazimal de A, alors M est semi-co-Hopfien ;

4) Soit P la famille des nombres entiers premiers. Alors M = @pepZ, est
semi-co-Hopfien ;
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5) Une somme directe externe de copies de A-modules co-Hopfiens est un

A-module semi-co-Hopfien.

6) Soit A un anneau Noethérien et P un idéal premier non mazximal alors

E(A/P) est semi-co-Hopfien car co-Hopfien.

Proposition 2.3.4

Soit A un semi-FGI-anneau intégre ; alors A est un corps.

Preuve

Soit S = A — {0} et K, le corps de fraction de A. Comme K est un A-module,
montrons que K est semi-co-Hopfien.

Soit f € End(K) tel que f soit injectif. Comme f est injectif, donc f # O. Ce
qui implique que f est une surjection d’apérs le lemme de Schur. D’ou K est
semi-co-Hopfien. Par conséquent K est un A-module de type fini.

Maintenant montrons que A = K.

Comme i : A — K = S™'A est une injection, donc A C K. Or K est un A-
module de type fini, il résulte de [27] proposition 6.9 p. 134, que K est un idéal
fractionnaire de A. D’oa K C d tA, avec d € A. Ce qui implique dK C A; or

dK = K, donc K C A. Par conséquent K = A. Donc A est un corps.

Proposition 2.3.5
Soit A un semi-FGI-anneau, alors l'image homomorphe de A est un semi-FGI-

anneau.

Preuve

Soit A un semi-FGI-anneau, B un anneau et soit ¢ : A — B un homo-
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morphisme d’anneaux. Soit M un B-module, alors ¢ induit une structure de
A-module par la structure du groupe additif (M, +) : A x M — M;
(a,m) — ¢(a).m. Ainsi (M, +) muni de ce produit est un A-module.
Donc si M est un B-module alors M est un A-module. Et tout B-endomorphisme
de M est un A-endomorphisme de M. Donc si A est un semi-FGI-anneau alors

B Test aussi.

Proposition 2.3.6
Soit A un semi-FGI-anneau commutatif. Alors tout idéal premier de A est un

1déal mazimal et les idéaux premiers sont en nombre fini.

Preuve

Montrons d’abord que tout idéal premier de A est maximal.

Soit P un idéal premier de A. Alors d’aprés la proposition 2.3.5. A/P est un
semi-FGI-anneau. Soit B le corps des fractions de anneau intégre A/P. Ainsi
B considéré comme A/P-module est semi-co-Hopfien, d’aprés la proposition
2.340na:B=A/P. Donc A/P est un corps, d’oit P est un idéal maximal de
A.

Enfin montrons que le nombre d’idéaux premiers de A est fini.

IT résulte de la premiére partie que A /P est un corps, donc A /P est un anneau
simple. D’ou d’aprés le Lemme de Schur, tout endomorphisme de A/P est
un A /P-isomorphisme. De plus pour tout h € Homa(A/P,A/P’) ou P et P’
sont deux idéaux premiers de A distincts, on a alors h = O. Si non h serait

un isomorphisme et Ker h = O. Soit par exemple 2/ € P’ — P alors on a :
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hiz'+ P)=2'h(14+ P)=0= 2'+ P =0= 12/ € P d’ou la contradiction.
D’ou h =0.Vh € Homa(A/P, A/P"). Posons L = {les idéaux premiers de A}.
Soit M = @®perA/P; Comme Homa(A/P,A/P") = 0 pour tout P, P' € L
donc f(A/P) C A/P, pour tout f € Enda(M). Donc A/P est complétement
invariant dans M, pour tout P € L. Et comme A /P est semi-co-Hopfien donc

M est semi-co-Hopfien. D’ott M est de type fini. Par conséquent L est fini.

Corollaire 2.3.7
Soit A un semi-FGI-anneau commutatif. Alors les assertions suivantes sont
vérifices.

(i) Le radical de Jacobson (J(A)) de A est un nilidéal.

(ii) A est un anneau semi-local i.e admet un nombre fini d’idéaux

maxrimaux.

Preuve

(i) Soit A un semi-FGI-anneau commutatif et soit J(A), le radical de Ja-
cobson de A. On sait que A admet un nombre fini d’idéaux premiers
et qui sont tous des idéaux maximaux. Donc on voit aisément que le

radical de Jacobson J(A) est confondu au nilradical.

(ii) Elle résulte de la proposition 2.3.6.

Corollaire 2.3.8
Soit A un semi-FGI-anneau commutatif. Alors Mod-A posséde un nombre fini

de modules simples.
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Preuve
Comme A admet un nombre fini d’idéaux maximaux, Mod-A admet un nombre

fini de modules simples d’aprés proposition 2.3.6.

Proposition 2.3.9

Un anneau Artinien a idéauzx principaur est un semi-FGI-anneau.

Preuve

Elle résulte du fait que si A est un anneau Artinien dont tout idéal est principal,
alors, d’aprés le théoréme de Cohen-Kaplansky [13]; tout A-module est somme
directe de modules cycliques.

Maintenant supposons que M soit semi-co-Hopfien et qui n’est pas de type fini,
alors comme il existe seulement un nombre fini de A-modules indécomposables
cycliques non isomorphes, M posséde un facteur direct N qui est somme directe
d’un nombre infini dénombrable de modules cycliques L;(i = 1,2....). Soit
N = ®;erL;, comme N n’est pas co-Hopfien et chaque facteur direct est co-
Hopfien alors les Li ne sont pas complétement invariant, D’ott N n’est pas semi-
co-Hopfien car chaque facteur direct est semi-co-Hopfien [32] : Proposition 2.9 ;

ce qui contredit I’hypothése; Donc M est de type fini.

2.4 Caractérisation des semi-FGI-anneaux

Définition 2.4.1
Un A-module M est dit finiment annulé s’il existe my;...;m,, € M tels que
Ann(M) = Ann(my;...;my) avec Ann(M) = { a € AJax =0/¥Vz € M }.
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Remarque 2.4.2
Soit A un anneau commutatif.

Si M est un A-module de type fini alors M est finiment annulé [8]

Proposition 2.4.3
Soit A un semi-FGI-anneau local commutatif; et E, ’envelope injective du

A-module simple A/J(A); alors E est un A-module finiment annulé.

Preuve
Comme E est un A-module injectif indécomposable, alors il est semi-co-Hopfien

car co-Hopfien ; par conséquent il est de type fini.

Proposition 2.4.4
Soit A un semi-FGI-anneau local commutatif; st N est un sous-module com-

pletement invariant de E, alors N est finiment annulé.

Preuve

Soit f : N — N un endomorphisme injectif de N et ¢+ : N — FE, l'injection
canonique de N. Alors il existe un morphisme h : N — E tel que h = iof; et
comme E injectif, il existe un endomorphisme ¢ : £ — E tel que goi = h.
Montrons que g est injectif :

Soit 0 # x € E'; on a Ax # 0 est un sous-module non nul de E et (A/J(A))N
Az # 0 car A/J(A) est essentiel dans E. Et comme A/J(A) est simple donc
(A/J(A)) C Ax; et il existe u € A tel que uxr # 0 et uz € A/J(A) C N par

consequent 0 # h(ux) = g(uzr) = ug(x), d’ou g est un monomorphisme donc
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est un automorphisme de E. Soit y € N, il existe z € E tel que g(z) =y, d’oil
z =g '(y) € N car N est complétement invariant, par suit y = g(x) = h(x) =

f(x) et on en déduit que f est un automorphisme de N; d’ou le résultat.

Théoréme 2.4.5
Soit A un anneau de radical premier N et tel que tout sous-module de E(A/N)

est fintment annulé ; alors on a les équivalances suivantes :
1 A est Artinien a gauche;
2 Pour tout idéal premier P de A, A/P est Artinien & gauche;
3 Tout A-module o gauche de type fini est finiment annulé et tout idéal

premier de A est maximal.

Preuve

Elle découle de [8] : théoréme 3.1

Proposition 2.4.6

Soit A un semi-FGI-anneau local ; alors A est Artinien.

Preuve

Elle découle du théoréme 2.4.5.

Proposition 2.4.7
Soit A un anneau commutatif Artinien qui a un idéal non principal, alors il

existe un A-module semi-co-Hopfien qui n’est pas de type fini.

Preuve

34



Elle découle de [8] : proposition 2.1 : si A admet un idéal non principal, alors

il existe un A-module co-Hopfien qui n’est pas de type fini.

Théoréme 2.4.8
Un anneau A est un semi-FGIl-anneau si et seulement si A est Artinien a

1déaux principaur.

Preuve

=) Si A est un semi-FGl-anneau, alors A est Artinien & idéaux principaux
d’aprés la proposition 2.4.7.

<) Si A est Artinien a idéaux principaux alors A est un semi-FGl-anneau

d’apreés la proposition 2.3.9.
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CHAPITRE 3

Les WFGI-modules

Sommaire
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3.1 Introduction

Les I-modules et ont été introduits par O. Diankha et M. Sangharé [15]
pour généraliser la notion de I-anneau introduit par A. Kaidi et M. Sangharé
[34]. Les S-modules ont été introduits par M. Sokhna et M. Sangharé [31].
L’objet de ce chapitre est d’introduire une nouvelle notion ; a 'image des
S-modules et des I-modules; qui est la notion de WFGI-module.

> Un I-module est un module tel que tout élément de o[M] co-Hopfien est

Artinien .

> Un S-module est un module tel que tout élément de o[M] Hopfien est

Noethérien.
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> Un WFGI-module est un module tel que tout élément de o[M] qui est

faiblement co-Hopfien soit de type fini.

Nous étudierons ces modules et nous donnerions quelques propriétés de ces
derniérs.

Le premier paragraphe est réservé a quelques résultats sur les modules fai-
blement co-Hopfien ; le second traite certaines propriétés de la sous-catégorie
pleine o[M] c’est-a-dire la catégorie sous-engendrée par M et enfin le troisiéme
parle des WFGI-modules.

Les anneaux considérés sont commutatifs unitaires et associatifs et les modules

unitaires.

3.2 Modules faiblement co-Hopfiens

Définition 3.2.1
> Un homomorphisme injectif f: M — N est essentiel si f(M) <. N.

> Soit A un anneau ; un A-module M est dit faiblement co-Hopfien si tout
monomorphisme de M est essentiel dans M ; c’est-a-dire f(M) <. M,

Vfe EndA(M)

> Un anneau A est faiblement co-Hopfien o droit, si tout élément de A

réqulier a droit, engendre un idéal essentiel a droit de A.

> Un anneau A est faiblement co-Hopfien o gauche, si tout élément de A

réqulier a gauche, engendre un idéal essentiel & gauche de A
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> Un A-module M est de dimension uniforme finie s’il ne contient pas une

somme directe infinie de sous-modules non nuls.

> Un A-module M est quasi-Artinien s’il contient un sous-module Artinien

essentiel.

Exemple 3.2.2
> Tout module co-Hopfien est faiblement co-Hopfien.
> Tout module de dimension uniforme finie est faiblement co-Hopfien.

> Tout sous-module d’un module de dimension uniforme finie est faible-

ment co-Hopfien.
> Tout module quasi-Artinien est co-Hopfien,donc faiblement co-Hopfien.
> Tout module simple est faiblement co-Hopfien.
> Tout module unisériel est faiblement co-Hopfien.

> Tout module quasi-injectif indécomposable est faiblement co-Hopfien.

Théoréme 3.2.3

Soit M un A-module & droite; on a les équivalences suivantes :
1) My est faiblement co-Hopfien ;

2) V Ngu; s’il existe un homomorphisme f: M & N — M ingectif, alors

N =0;

2) V Na;sif: M@®N — M est un monomorphisme essentiel,

alors N = 0;
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3) M est Dedekind fini et pour tout endomorphisme injectif; f(M) <. M

ou f(M)®L=M;
4) 1l existe un sous-module complétement invariant qui est faiblement co-

Hopfien ;
5) V f € End(My) injectif ; alors N <, M = f(N) <. M ;

6) L’image réciproque d’un sous-module non nul par un endomorphisme

ingectif est un sous-module non nul.

Preuve Elle découle de :[20]

Corollaire 3.2.4

Les résultats suivants sont vérifiés pour tout module M :

1) Tout facteur direct d’un module faiblement co-Hopfien est faiblement
co-Hopfien ;

2) M est faiblement co-Hopfien si son enveloppe injectif, E(M) est Dede-

kind fina.

Proposition 3.2.5

Soit M, un A-module on a les implications suivantes :
1) M est co-Hopfien =
2) M est faiblement co-Hopfien =
3) M est Dedekind fini.

Si M est quasi-injectif alors ils sont tous équivalentes i.e : 1) < 2) < 3)
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Corollaire 3.2.6

Soit M un module quasi-injectif :

1)

2)

Si M est faiblement co-Hopfien, alors tout sous-module et toute somme

directe finie de copies de M est faiblement co-Hopfien.
St N est un sous-module de M essentiel et complétement invariant ;
Alors N est faiblement co-Hopfien si et seulement si M est faiblement

co-Hopfien.

De plus M est faiblement co-Hopfien si et seulement si E(M) est faiblement

co-Hopfien.

Remarque 3.2.7 Haghany and Vedadi : [20]

1)

2)

3)

4)

5)

Soit My un module; si tout sous-module propre de M est faiblement

co-Hopfien alors M est faiblement co-Hopfien.

St M est quasi-injectif alors M est faiblement co-Hopfien si et seulement

st tout sous-module propre est faiblement co-Hopfien.

St M est simple alors toute somme directe de copies de M est faiblement
co-Hopfien si et seulement si la somme est fini.

Soit M' = @&;>1M; ot M; = M non nul; alors le"shift" map de M’ est
un endomorphisme injectif tel que l'image n’est pas essentiel; d’ou M’
n’est pas faiblement co-Hopfien.

Soit M = Yier & M; tel que chaque M; est invariant par endomor-
phisme injectif de M. Alors M est faiblement co-Hopfien si et seulement

si chaque M; est faiblement co-Hopfien.
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6) Tout sous-module d’un module quasi-injectif et faiblement co-Hopfien

est faiblment co-Hopfien. Asgary : [2]
7) Tout sous-module d’un module de dimension uniforme finie est faible-
ment co-Hopfien. Asgary : [2]

8) M est complétement faiblement co-Hopfien si et seulement si

udim(M) < oo. Asgary : [2]

Corollaire 3.2.8
Soit A un anneau Artinien a droite et M un A-module & droite quasi-injectif.

Alors M est faiblement co-Hopfien si et seulement si udim(M) < oo.

Preuve

Pour la preuve, on peut se référer a [2].

Proposition 3.2.9
Soit A un anneau Artinien a droite, alors on a les équivalences suivantes pour
un A-module a droite M :
1) Tout sous-module de M est faiblement co-Hopfien ;
2) Soc(M) est faiblement co-Hopfien ;
3) udim(M) < oo
De plus si M est quasi-injectif alors ces résultats [1); 2);3)] sont équivalents

a:4) M est faiblement co-Hopfien.

Preuve

Elle découle de : [2]
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3.3 La sous-catégorie o[M]

Définition 3.3.1

Soit A un anneau et M un A-module.

> On dit qu’un A-module M est co-Hopfien si tout endomorphisme injectif

de M est un automorphisme.

> On dit qu'un A-module M est Hopfian si tout endomorphisme surjectif

de M est un automorphisme.

> On dit que l'anneau A est un I-anneau si tout A-module co-Hopfien est

Artinien.

> On dit que Uanneau A est un S-anneau si tout A-module Hopfien Noe-

thérien.

Définition 3.3.2

Soit A un anneau et M un A-module.

> On dit que le A-module N est engendré par M s’il existe un ensemble /\

et un épimorphisme f : MN — N — 0.

> Un A-module K est dit sous-engendré par M s’il est un sous-module d’un
module engendré par M ; Ou bien s’il est isomorphe & un sous-module

d’un module généré par M.

> Une sous- catégorie C est sous-engendré par un module M si tout élément

de C est sous-engendré par M.
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Une sous-catégorie C’ d’une catégorie C, est dite pleine si, pour tout
couple (X, Y) d’objets de C” on a : Home(X,Y) = Home(X,Y).

La sous-catégorie de A-Mod dont les éléments sont les A-modules sous-
engendrés par M est une sous-catégorie pleine dans A-Mod et est noté
o[M].

Par conséquent on a : o[4A] = A-Mod.

OZye] = 0[BNLyn] est la sous-catégorie des modules p-torsion dans
Z-Mod ;

o0|Q/Z] = o[®BNZy,)] est la sous-catégorie des modules de torsion dans
Z-Mod.

Un A-module M de longueur finie est dit de type de représentation finie
si o[M] a seulement un nombre fini de modules indécomposables non
1somorphes.

On dit que M est un S-module si tout élément de o[M]| Hopfien est Noe-
thérien.

On dit que M est un I-module si tout élément de o[M| co-Hopfien est
Artinian.

Un anneau A est un S-anneau si Ay est un S-module.

Un A-module M est dit Sr-module si tout élément de o[M| qui est Hopfien

est de longueur finie.

Un A-module M est un Ir-module si tout élément de o[ M| co-Hopfien est

de longueur finie.
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Un module P est appelé progénérateur dans o[M] s’il est un générateur
projectif et de type fini.

Un module est unisériel si [’ensemble de ses sous-modules est totalement
ordonné par linclusion.

Une somme directe de modules unisériels est dite module sériel.

Un module M est de longueur finie, s’il est a la fois Artinien et Noethé-
Tien.

Un module M est localement de longueur finie, si tout sous-module de M,
de type fini est de longueur finie.

Un module M est localement Noethérien, si tout sous-module de M, de
type fini est Noethérien.

Un module M est localement Artinien si tout sous-module de M, de type

fini est Artinien.

Remarque 3.3.3

N est sous-généré par M ssi N = Kerf ou f est un morphisme entre deux

modules engendré par M.

Proposition 3.3.4

1) S’il exziste un progénérateur P dans o[M], alors o[M] = Enda(aP)-

Mod.

2) Si M est de longueur finie, alors tout module de type fini dans o[M]

est de longueur finie et il existe un nombre fini de modules simples non

isomorphes dans o[M].
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3) Si o[M] admet un progénérateur Artinien alors ¥ N € o[M], il eriste

un progénérateur Artinien dans o[N].

4) Un modules est de type de représentation sérielle si tout élément de

o[M] est sériel.

Preuve

Elle découle de : [40]

Proposition 3.3.5 Soit M un module, on a les équivalences suitvantes.
1) M est localement de longueur finie ;
2) Tout module de type fini dans o[M] est de longueur finie ;

3) Tout module injectif dans o[M] est une somme directe d’enveloppes in-
jectives de modules simples ;

Tout module injectif dans o[M] est une somme directe de modules fini-

ment cogénérés.

Preuve

Elle découle de : [41] : (27.5 et 32.5).

Remarque 3.3.6

> Un anneau est Artinien si et seulement si [(A) est fini. Dans ce cas tout

A-module de type fini sur A est de longueur finie.

> Soit A un anneau Noethérien, alors tout A-module est de type fini si et

seulement si il est Noethérien.
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Définition 3.3.7

> Un sous module K de M est superflue ou minimal dans M st pour tout
sous-module L de M tel que K + L = M = L = M ; on le note par

K << M.

v

Une surjection m : P — N o P est projectif dans o[M] et Kerm << P

est dit couverture projective de N dans o[ M].
> Un module est dit local sl a un sous-module propre maximal.

> Un module P € o[M] est semi-parfait dans o[M] si tout module quotient

de N a une couverture projective dans o[M].

v

P est parfait dans o[M] si tout somme directe PW) est semi-parfait dans
o[M].
> o[M] est dit parfait si tout module dans o[M| admet une couverture

projective dans o[ M].

> o[M] est dit semi-parfait si tout module simple dans o[M|] a une couver-

ture projective dans o[M].

Proposition 3.3.8

1)V A-module M, on a les équivalences suivantes :

a) o[M] est semi-parfait ;

b) o[M] a une famille génératrice de module projectif local ;

¢) Dans o[M] tout module de type fini a une couverture projective.

2) Y A-module M, on a les équivalences suivantes :
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a) o[ M] est parfait ;

b) o[M] a un générateur projectif qui est parfait dans o[M].

Preuve

b) = a) est triviale.

a) = b) Soit P, la somme directe des couvertures projectives des modules
simples dans o[M]. Alors P est un générateur projectif et tout module quotient

de P® a une couverture projective; d’oil P est parfait.

3.4 WFGI-modules

Définition 3.4.1

Soit A un anneau et M un A-module.

> On dit que M est un WFGI-module si tout élément de o[M] qui est

faiblement co-Hopfien est de type fini.

> Un module M est localement de longueur finie si tout sous-module N de

M de type fini est de longueur finie.

> Un module M est dit unisériel si ’ensemble de ses sous-modules est to-

talement ordonné par 'inclusion.
> Un module M est dit sériel s’il est somme directe de modules unisériels.

> Un module M dite localement de longueur finie si tout sous-module de M

de type fini est de longueur finie.
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Proposition 3.4.2

A est un WFGI-anneau si et seulement si 4 A est un WEGI-module.

Preuve

11 découle du fait que o[4A] = A-Mod.

Proposition 3.4.3

Soit M un WFGI-module, alors tout sous-module N de M est un WFGI-module.

Preuve

Pour tout sous-module N de M on a : o[N] C o[M]; d’ou le résultat.

Proposition 3.4.4

Si M est un WFGI-module, alors tout élément de o[M] est un WFGI-module.

Preuve

VN € o[M] on a : ¢[N] est une sous-catégorie pleine de o[M], d’oul le résultat.

Proposition 3.4.5

L’image par un homomorphisme d’un WFGI-module est un WFGI-module.

Preuve
Soit f : M — N un homomorphisme de modules; on a : M’ = f(M) € o[M]

donc d’aprés la proposition 4.3.5; M’ est un WFGI-module.

Proposition 3.4.6 : Soit M = @,/ M; tel que o[M;|No[M;] = 0;Vi # j, alors

M est un WFEGI-module si et seulement si M; est un WFGI-module, Vi € I.
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Preuve

= ) Découle de la proposition 4.3.4.

< ) Soit N € o[M] d’apreés la thése 3°™ Cycle de SOKHNA. M :[31], il
existe N; € o[M;] tel que N = @;c7N; et comme N est un module faiblement

co-Hopfien alors /N; est un module faiblement co-Hopfien.

Proposition 3.4.7
Soit A un anneau et M un A-module. Si M est un WFGI-module alors il existe

dans o[M] un nombre finis de modules simples non isomorphes.

Preuve
Soit {N;}icr un systéme complet de représentation des classe d’isomorphismes
des modules simples dans o[M]. Posons N = @®;c;N;. Comme N est un module

faiblement co-Hopfien alors N est de type fini d’ot I est fini.

Corollaire 3.4.8
Soit A un WFGI-anneau alors pour tout A-module M, il existe dans o[ M| un

nombre fini de modules stmples non isomorphes

Proposition 3.4.9
Soit M un A-module quasi-injectif. Si M est un WFEGI-module, alors M est

localement de longueur finie.

Preuve

Soit N un module de o[M] de type fini et soit M= @;enV; ot (NV;) est une
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suite décroissante (resp croissante) de sous-modules de N. On a M’ est un sous-
module de N d’ou M’ est faiblement co-Hopfien ; par conséquent M’ est de type
fini d’on la suite est stationnaire; donc N est Artinien (resp Noethérien) par

suite M est localement de longueur finie.

Proposition 3.4.10
Soit M un A-module. St M est un WFGI-module, alors M est localement de

longueur finie.

Preuve

Soit N un sous-module de M de type finie avec my; ms;...;m, une famille
génératrice de N.

D’aprés le Corollaire 10.16 [1] N est de longueur finie. Donc M est localement

de longueur finie.
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CHAPITRE 4

Les DQA-anneaux commutatifs

Sommaire
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4.3 Caractérisation des DQA-anneaux commutatifs . 57

4.1 Introduction

Ce chapitre prend en compte 'étude des anneaux A pour lesquels tout
A-module Dedekind fini est quasi-Artinien.
* Un module M est dit quasi-Artinien s’il contient un sous-module essentiel
Artinien.

x Un module M est dit Dedekind fini si pour tout sous- module N de M

tel que M & N = M, alors N = 0.

La premiére partie traite de quelques résultats utilisables a la deuxiéme par-
tie réservée a la caractérisation des DQA-anneaux commutatifs (Théoréme

4.2.20). Ce sont les anneaux Artiniens a idéaux principaux. Tout au long de
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ce chapitre, sauf mention explicite du contraire; les anneaux sont associatifs
commutatifs unitaires et tout module est unitaire. Soit A un anneau et M un
A-module, un sous-module L de M est dit essentiel si L N N # 0 pour tout
sous-module non nul N de M. Le socle de M, noté par Soc(M), est la somme
des sous-modules simples ou la somme des sous modules minimaux non nuls
de M. Un A-module est dit quasi-Artinien s’il contient un sous-module essen-
tiel Artinien. Un A-module est dit finiment injecté si son enveloppe injective
est une somme directe finie d’enveloppes injectives de modules simples. Un
A-module M est de dimension uniforme finie s’il ne contient pas une somme
directe infinie de sous-modules non nuls. Il est clair que pour un A-module M
de dimension uniforme finie; il existe un entier naturel n tel que toute somme
directe de sous-modules non nuls de M n’admet pas plus de n sous-modules.
Cette dimension uniforme de M est noté udim(M). Alors M est dit Dedekind
fini si pour tout sous-module N de M tel que M = M & N, alors N = 0. Un
anneau commutatif A est dit DQA-anneau si tout A-module Dedekind fini est
quasi-Artinien.

Dans ce chapitre, nous prouvons que pour un anneau commutatif A, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1) A est DQA-anneau;;

2) A est Artinien a idéaux principaux.
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4.2 Généralités

Soit A un anneau commutatif et M un A-module unitaire. Alors :
& M est dit quasi-Artinien s’il contient un sous-module essentiel Artinien.
& M est dit Dedekind fini si pour tout sous- module N de M tel que
M & N = M, alors N = 0.
& Un A-module M est dit faiblement co-Hopfien si tout monomorphisme

de M est essentiel dans M ;

& Un anneau A est dit DQA-anneau si tout A-module Dedekind fini est

quasi-Artinien.

& Dans ce chapitre, on affirme qu'un anneau commutatif A est un

DQA-anneau si et seulement si il est Artinien & idéaux principaux.

Proposition 4.2.1
Soit M un module on a d’aprés Breaz; Calugareanu and Schultz : [11] :
Proposition 3.2.

1) Si M est un DF-module, alors tout facteur direct est un DF-module.

2) une somme directe infinie de copies d’un module non nul n’est pas un

DF-module.

Remarque 4.2.2
Pour les anneaux ; la notion d’anneau Dedekind fini est stable par produit direct
(ILcrA;) ; somme directe finie (G1<i<nA;)et sous-anneauzr (B < A).
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Les anneaux locaux et semi-locauz sont Dedekind fina.
Si Uanneau A n’admet pas de diviseur de zéro a droite ou a gauche alors A est

Dedekind fini.

Proposition 4.2.3

1) Soit M = M, & M, avec Hom(My; My)= 0; alors M est un DF-module

st et seulement si My et My sont des DF-modules.
2) Si M n’est pas un DF-module, alors M contient une somme directe in-
finie BienN; ou chaque N; = N.

3) Un sous-module ou un module quotient d’un DF-module n’est pas forcé-
ment un DF-module : Exemples : Le Z-module @,enZ(p") est un DF-
module mais ®nenZ(p) est son sous-module qui n’est pas un DF-module.

4) La classe des DF-module n’est pas stable par extension; par somme
directe finie et par image d’endomorphisme ; exemple : A ® A n’est pas
un DF-module.

Goodear prouve qu’un sous-module injectif d’un DF-module est un

DF-module.

Preuve Elle découle de : [11].

Proposition 4.2.4

Soit M un module injectif, on a les équivalences suivantes :
1) M est DF-module;
2) M n’admet pas de sous-module propre qui vérifie M = M?;
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3) M n’admet pas de facteur direct propre qui vérifie M = M>.

Remarque 4.2.5

1) Si A est un anneau & droite non singulier, alors la somme directe de
DF-modules injectifs non singuliers est un DF-module. Ce qui est faux

st les modules ne sont pas injectifs.
2) Soc(M) = 0 si M admet un sous-module non minimal.
3) Rad(M)= M si M admet un sous-module non mazimal.
4) Soit M un module on a :
i) Si Soc(M) est un DF-module essentiel, alors M est un DF-module.

ii) Si Rad(M) est superflu et M/Rad(M) est un DF-module, alors M
est un DF-module.
Exemples :

*x % St M = ®enZ(p™) ot p est un entier premier, alors Soc(M)
= M est essentiel mais M n’est pas un DF-module ;
x St M = ®penZ alors Soc(M)= 0 est un DF-module mais M

n’est pas un DF-module.

*x % St M = ®,enQ alors M/Rad(M)= 0 est un DF-module mais
M n’est pas un DF-module.
x St M = ®penZ, alors Rad(M)= 0 est superflu mais M n’est

pas un DF-module.
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*x 7 est un DF Z-module dont Soc(Z)= 0, n’est pas essentiel et
Z(p)(le groupe des entiers p-adique) est un DF Z-module dont

le radical pZ n’est pas superflu.

*x Le groupe G = @penZ(p") est un DF-module mais son socle est
essentiel, et n’est pas un DF-module de méme son radical pG
est superflu, mais G/pG n’est pas un DF-module; De plus son

enveloppe E(G)= ®pen-Z(p™) n’est pas un DF Z-module.

Théoréme 4.2.6

Soit M un A-module et N un sous-module totalement invariant de M :
1) Si N est un DF-module essentiel, alors M est un DF-module ;

2) Si N est superflu et M/N est un DF-module, alors M est DF-module.

Preuve Elle découle de : [11].

Corollaire 4.2.7

Si M est Dedekind fini, alors A/ann(M) est un anneau intégre.

Preuve

M est Dedekind fini; d’aprés le théoréme précédent M est un A-module pre-
mier ; d’ott A/ann(M) est un anneau premier. Alors la propriété commutative
de A résulte dans A /ann(M) est un domain intégral.

Remarque : Tout sous-module d’un module de type fini est de type fini.

Définition 4.2.8
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x Un A-module M est Noethérien si tous ses sous-modules sont de type fini.

x Un A-module est dit héréditaire si tous ses sous-modules sont projectifs.

4.3 Caractérisation des DQA-anneaux commu-

tatifs

4.3.1 Préliminaires

Dans ce paragraphe nous donnons quelques résultats que nous allons utiliser

dans ce chapitre.

Lemme 4.3.1
Soit A un anneau est M un A-module a gauche ; les résultats suivantes sont
vérifiés :
1) Si M est co-Hopfien, alors M est faiblement co-Hopfien.
2) Si M est faiblement co-Hopfien, alors M est Dedekind fini.
3) Si M est de dimension uniforme finie, alors M est faiblement co-Hopfien.
4) Si M est quasi-Artinien, alors M est de dimension uniforme finie.

5) Si M est quasi-Artinien, alors M est faiblement co-Hopfien.

Preuve :
1) est trivial.
2) Résulte de :[20], proposition 1.4.

3) Reésulte de :[16], proposition 4.12.
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3) Résulte de Lam : [25], page 537.

5) Résulte de 3) et 4).

Lemme 4.3.2 (Lam : [25], page 537).
Soit A un anneau et M un A-module a gauche. St M est quasi-Artinien, alors

tout sous-module de M est aussi quasi-Artinien.

Proposition 4.3.3 Vasconscelos : [39]
Soit A un anneau commutatif. Alors tout A-module de type fini est co-Hopfien

st et seulement si tout idéal premier de A est mazximal.

Proposition 4.3.4 Anderson and Fuller : [1]

Soit A un anneau unitaire ; alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1) A est Artinien & gauche.
2) Tout A-module & gauche de type fini est Artinien.

3) Tout A-module & gauche de type fini est finiment cogénéré.

Proposition 4.3.5
Soit A un anneau commutatif Artinien. St A a un idéal non principal, alors il

existe un A-module faiblement co-Hopfien qui n’est pas finiment cogénéré.

Preuve

Elle découle de : [3], proposition 2.5
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4.3.2 Caractérisation des DQA-anneaux commutatifs

Proposition 4.3.6 Soit A un DQA-anneau commutatif. Alors tout A-module

zéro dimensionnel de type fini est Dedekind fini.

Preuve

Soit M un A-module zéro dimensionnel de type fini. Soit A; = A/Anna(M).
Alors tout idéal premier de A; est maximal. Le A-module posséde une structure
de A;-module d’out M est de type fini. Ainsi d’aprés Vasconscelos, M est

co-Hopfien comme A;-module. De plus M est Dedekind fini comme A-module.

Proposition 4.3.7

Soit A un DQA-anneau commutalif, Alors E(A/J(A)) est de type fini.

Preuve

Comme A/J(A) est I'image d’'un homomorphisme de A, A/J(A) est un DQA-
anneau. Soit [y,...,1,, ; la famille des idéaux maximaux de A. D’aprés le théo-
réeme Chinois; A/J(A) = A/, & ... & A/I,; il en découle que E(A/J(A)) =
E(A/L)&...® E(A/I,). Comme chaque A/I; est simple, F(A/I;) est un mo-
dule injectif indécomposable, ainsi F(A/I;) est Dedekind fini. Il en découle que
E(A/J(A) 2 E(A/L) & ...® E(A/L,) est de type fini, d’ou E(A/J(A))est de

type fini.

Proposition 4.3.8
Soit A un DQA-anneau commutatif. Si A est un anneau intégre, alors A est

un corps.
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Preuve

Soit K le corps quotient de I'anneau intégre A; alors le A-module 4K est
Dedekind fini. Il en découle que 4 K est quasi-Artinien. Ainsi, (Soc(4K))NaA #
0. Soit S = Aa, avec a € A\{0}, un sous-module simple de (Soc(4K)) N A.
L’application ¢ : 4 A — S = Aa; x — xa est un isomorphisme de A-modules.
De plus 4 A est simple. D’oi1 pour tout b € A* nous avons A = Ab = Ab?; alors

b=ch?avec c € A, d’ott 1 = cb.
Remarque 4.3.9

1. Tout image homomorphe d’un DQA-anneau est un DQA-anneau.

2. Un produit direct fini d’anneaux est un DQA-anneau si et seulement
si chacun d’euz est un DQA-anneau.( T[] A1 < i < n est un DQA-

anneau ssi chaque A;;1 <i <mn lest).

Lemme 4.3.10
Soit un A-module M = M, ® My une somme directe de sous-modules de M.

Alors My est sous-module complétement invariant de M si et seulement si

Hom/(Mjy; My)= 0

Preuve

Résulte de : [3], Lemme 1.7

Lemme 4.3.11 Soit P, et P, deux idéauz premiers de A. Si Py € Ps ; alors

Hom(A/P, ; A/P,)= 0.
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Preuve

Soit f € Hom(A/(P1); A/(Pz)); nous avons f(1+P;)= t+ P or f(cl.1)= cl.t
pour tout ¢ € A. Pour tout € A, nous avons f(cl.x)= xf(cl.1) = xcl.t =
cl.(xt), or f(x+P;)= xt+ P,. Comme f est un A-homomorphisme nous avons
f(cl.0)= cl.0, i.e f(P1) C Py, soit © € P, et x ¢ P,; nous avons

f(cl.x)= cl.0, ainsi xt + P, = P5. D’ou at € P, et © ¢ P, ce qui implique que

t € Py. Donc Vz € A, on a f(x+P;)= 0, d’ou f =0.

Proposition 4.3.12

Soit M un A-module; alors on a :

1) Si M est Dedekind fini, alors il en est de méme que tout facteur direct

de M.

2) Si M = @/ M; tel que chaque M; est un sous-module totalement in-
variant de M, alors M est Dedekind fini si et seulement si chaque M;

[’est.

Preuve

11 découle de [11]; proposition 3.2

Proposition 4.3.13 Soit A un DQA-anneau commutatif. Alors tout idéal pre-

mier de A est mazimal. De plus la famille des idéaux premiers de A est finie.

Preuve
Soit P un idéal premier de A, alors A /P est un anneau intégre commutatif’; et

comme A/P est 'image d’'un DQA-anneau par un homomorphisme, alors A /P
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est un DQA-anneau. Il en découle que A/P est un corps et finalement P est
maximal.

Soit L la famille des idéaux premiers de A et M = @®pc A/P; Pour tout
P € L, A/P est un A-module simple, de plus si P et P’ sont dans L tels que
P ¢ P', alors d’apres le lemme précédent, Hom(A/P; A/P’) = 0, dou A/P
est un sous-module totalement invariant de M.

Alors d’aprés la proposition précédente, le A-module M = @pc, A/ P est De-
dekind fini, d’ont Soc(M) = M est A-module finiment cogénéré. Il découle que

M est de type fini et alors L est finie.

Corollaire 4.3.14

Soit A un DQA-anneau commutatif :
1. Le radical de Jacobson J(A) de A est un nil idéal.

2. Les idempotents de A/J(A) peuvent se relever en des idempotents de A,

et A est semi-local.
3. A est un produit direct fini de DQA-anneaux commutatifs locaux.

4. Si M est un A-module simple alors M = I ou I est un idéal minimal de

A.

5. A/J(A) est un anneau Von Neuman réqulier.

6. Pour un a € A, il existe n € N* tel que a" € a™ Aa".

Preuve

Résulte de la proposition précédente.
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Proposition 4.3.15 Soit A un DQA-anneau commutatif et M un A-module.

Pour tout v € A il existe un entier naturel n tel que Anny(r") & Mr™ = M.

Preuve

Pour tout r € A, il existe s € A tel que ™ = r?"s = sr?" pour un entier
naturel n. De plus M (1 —r"s) C Annp (r™) et M = M (1 —r"s) + Mr"s.
Alors M = Annp (1) +Mr"s) = Annpy (™) +Mr"™. Si x = mr™ € Annp (r™) N
Mr™, alors 0 = zr"s = mr?"s = mr™ = x d’ou Anny(r™) N Mr"™ = 0.

Donc Anny(r™) & Mr™ = M.

Corollaire 4.3.16
Soit A un DQA-anneau commutatif. Pour tout r € A, il existe un entier naturel

n tel que Anna(r™) @a Ar'= A.

Proposition 4.3.17

Soit A un DQA-anneau commutatif. Alors A est Artinien.

Preuve

D’aprés la proposition 4.3.4, il suffit de prouver que tout A-module de type
fini est finiment cogénéré. Comme A est un anneau commutatif et tout idéal
premier de A est maximal, alors d’aprés Vasconscelos : [39], tout A-module
de type fini est co-Hopfien, ainsi Dedekind fini d’aprés Lemme 4.3.1. Et comme

A est un DQA-anneau, il en découle que M est finiment cogénéré.

Proposition 4.3.18
Soit A un DQA-anneau commutatif; Alors A est un produit direct fini de

DQA-anneauz locaux Artiniens.

63



Preuve

Résulte de la proposition 4.3.17 et du corollaire 4.3.14.

Lemme 4.3.19
St M est une somme directe infinie de copies d’un module non nul, alors M

n’est pas Dedekind finz.

Preuve

Supposons M = ®;crnN; tel que pour tout ¢ € IN, N; = N pour tout module
N.

Alors pour tout ¢ € IN, il existe un isomorphisme o; : N; — N;,4, alors o;
induit une application a droit f: M — M,

parz — 0;(x) pour tout z € N;.

De maniére similaire,o; induit une application a droit g : M — M; parx —
o;1(x) pour tout € Ni; 1 et g(Ng)=0 .

I est clair que f et g des endomorphisme de M tels que gof = Id,; mais

fog # Idy;; il en découle que M n’est pas Dedekind fini.

Théoréme 4.3.20 Soit A un anneau commutatif; on a les équivalences sui-

vantes :
1) A est un DQA-anneau.
2) A est Artinien a idéaux principaut.
Preuve
(1) = (2) Si est un DQA-anneau alors d’aprés proposition 4.3.17; la proposi-
tion 4.3.4 et la proposition 4.3.5; A est Artinien & idéaux principaux.
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(2) = (1) Soit A un anneau Artinien & idéaux principaux et M un A-module
Dedekind fini. Supposons M n’est pas de type fini; alors d’apreés : [16], théo-
réme 4.1, tout A-module est une somme directe de A-modules cycliques c’est-
a-dire M = KNI @ L ou K est un sous-module cyclique de M. D’aprés Lemme
4.3.19; KUNY) pest pas Dedekind fini; d’oit M n’est pas Dedekind fini. Ainsi M
est de type fini. Comme A est Artinien, alors d’aprés : [1], proposition 10.18 ot

la proposition 4.3.4; M est finiment cogénéré. De plus A est un DQA-anneau.

Corollaire 4.3.21 Soit A un DQA-anneau commutatif et M un A-module.

On a les équivalences suivantes.
1) M est de dimension uniforme finie.
2) M est Dedekind fini.
3) Soc(M) est Dedekind fini.

4) E(M) est Dedekind fini.

Preuve

1) = 2) Est trivial.

2) = 1). Soit M un A-module Dedekind fini. Comme A est un DQA-anneau;;
alors M est quasi-Artinien. Il en découle que M est de dimension uniforme finie.
1) = 3) Est trivial.

3) = 1) Soit Soc(M) Dedekind fini. Comme il existe seulement un nombre fini
de A-module simple a isomorphisme prés, alors d’aprés : [20] (corallaire 1.12)
Soc(M) est de dimension fini. Par ailleurs Soc(M) est un sous-module essentiel

de M, d’ott M est de dimension uniforme finie.
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1) = 4) Comme M est un sous-module essentiel de E(M), il en découle que
E(M) est de dimension uniforme finie. Ainsi E(M) est Dedekind fini.

4) = 1) Soit E(M) Dedekind fini; comme A est un DQA-anneau, alors E(M)
est quasi-Artinien. M comme sous-module de E(M) est aussi quasi-Artinien. 11

en découle que M est de dimension uniforme finie.

Corollaire 4.3.22
Soit A un DQA-anneau commutatif et M un A-module, on a les équivalences

suivantes :
1) M est co-Hopfien.
2) M est Dedekind fini.
3) M est complétement faiblement co-Hopfien.

4) E(M) est co-Hopfien.

Corollaire 4.3.23
Soit A un DQA-anneau commutatif, Spec(A) = {Py; Ps;...; P,} et M un mo-
dule injectif. Alors il existe des modules injectifs indécomposables M; ;

1<i<ntels que M = My B My ® ... & My, avec k <n et M; = E(A/P;).
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Conclusion et Perspectives

Dans ce travail, nous avons étudié les modules semi-co-Hopfiens et les mo-
dules faiblement co-Hopfiens qui sont, en quelque sorte, une généralisation des
modules co-Hopfiens.

L’objectif principal de cette thése est la caractérisation des semi-FGI-anneaux
et la caractérisation des DQA-anneaux. Nous avons démontré que les semi-
FGIl-anneaux commutatifs et les DQA-anneaux commutatifs sont les anneaux
artiniens a idéaux principaux. Et aussi nous avons introduit et donné quelques
propriétés des WFGI-modules qui sont les modules M pour lesquels tout élé-
ment de o[M] qui est faiblement co-Hopfien soit de type fini. Telle est notre
contribution.

D’autres axes de recherche, qui pourront étre explorés dans ’avenir se profilent
a ’horizon.

Il y a lieu de s’intéresser a la caractérisation de ces anneaux dans le cas des
duo-anneaux, voire dans le cas des anneaux non commutatifs, en général.
Une autre question mérite 'attention : un sous-anneau d’un semi-FGIl-anneau
(resp d’'un DQA-anneau) est-il un semi-FGI-anneau (resp un DQA-anneau) 7
A défaut sous quelles conditions, la réponse est affirmative ?

Nous comptons poursuivre la recherche en suivant ces axes. Mais aussi en

essayant de caractériser les WFGI-modules.
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