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Résumé

L’objectif de ce travail est d’étudier une classe d’équations intégrodifférentielles semi-
linéaires dans les espaces de Banach. Les équations intégrodifférentielles traduisent
par exemple l’évolution des processus réels ou artificiels dont le comportement futur
dépend des états antérieurs. Tout d’abord, en utilisant la théorie des opérateurs
résolvants et le théorème du point fixe de Schaefer, nous avons établi un résultat de
contrôlabilité exacte en temps T fini d’une classe d’équations intégrodifférentielles.
Ensuite, nous avons établi un résultat d’existence d’au moins une solution faible pour
le cas avec impulsion dans les espaces de Banach. Ces résultats d’existence sont ob-
tenus par combinaison de la théorie des opérateurs résolvants et du théorème du
point fixe de Sadowskii. Enfin, nous avons étudié un problème de contrôle optimal
dont la dynamique est régie par une équation intégrodifférentielle. Nous avons aussi
établi un résultat de stabilité, au sens des catégories de Baire, de l’ensemble des
contrôles admissibles. Des exemples d’applications sont donnés pour illustrer nos
résultats théoriques.

Mots clés : Équations intégrodifférentielles, opérateurs résolvants, théorie du point
fixe.
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Abstract

The aim of this work is to study a class of semi-linear integro-differential equations
in the Banach spaces. The integro-differential equations express, for example, the
evolution of real or artificial processes whose future behavior depends on the pre-
vious states. First, using the resolvents operator theory and the Schaefer fixed-point
theorem, we have established an exact controllability result in finite time T of a
class of integro-differential equations. Next, we established an existence result of at
least one weak solution for the case with impulse conditions in Banach spaces. These
results of existence are obtained by combining the theory of resolvent operators and
Sadowskii’s fixed point theorem. Finally, we have studied an optimal control pro-
blem whose dynamics is governed by an integro-differential equation. We have also
established a stability result, in the sense of Baire category, of all eligible controls.
Examples of applications are given to illustrate our theoretical results.

Key words : Integrodifferential equations, resolvents operators, fixed point theory.
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Modélisation

On se pose très souvent la question suivante : Comment les sciences peuvent-elles
utiliser des mathématiques ?
Les physiciens ne se posent guère cette question car leur science est très mathéma-
tisée : les lois fondamentales de la physique ont toutes des expressions mathéma-
tiques. Pour ce qui est des sciences du vivant, la situation est moins claire. Certaines
branches (l’hérédité, la dynamique des populations, le code génétique, la cinétique
biochimique) se prêtent bien à un traitement mathématique. C’est moins clair pour
d’autres ! De nombreux systèmes que l’on étudie dans les sciences comme la phy-
sique, la chimie, la biologie, l’économie, etc., sont (en première approximation) des
systèmes déterministes ; cela signifie que l’évolution du système au cours du temps
est complètement déterminée par son état à un instant donné. Citons par exemple
l’évolution des concentrations des réactifs dans une réaction chimique, l’évolution de
populations (de bactéries, de lapins, etc.,) dans un système fermé, la radioactivité,
etc., La description de ces systèmes se fait au moyen de quantités numériques dont
il s’agit d’étudier l’évolution au cours du temps.

Utiliser les mathématiques, pour modéliser le monde ou certains de ses aspects
particuliers, est évidemment au coeur même de l’activité du mathématicien appli-
qué. La modélisation est la représentation d’un système par un autre, plus facile
à appréhender. Il peut s’agir d’un système mathématique ou physique. La modéli-
sation consiste à construire un ensemble de fonctions mathématiques décrivant un
phénomène. Les objets mathématiques jouent le rôle des objets réels, et de leur
connaissance on espère en tirer une compréhension sur le phénomène réel lui-même.
Ainsi, pour répondre à la question posée, on peut dire que les mathématiques per-
mettent de modéliser, c’est-à-dire de représenter, un phénomène du monde réel.
L’étude mathématique de cette représentation nous informe, lorsque la représenta-
tion est bonne, sur le phénomène étudié. Cependant, un modèle mathématique n’est
pas une représentation de la situation rélle telle qu’elle est, mais une caricature du
phénomène étudié. Un bon modèle est celui qui simplifie au mieux le phénomène
réel en question afin d’effectuer des calculs nous permettant ainsi de dégager des
conclusions valables et utiles. On peut ainsi modéliser le monde physique par un
espace euclidien de dimension trois (ou quatre pour prendre en compte le temps).
On peut aussi modéliser un satellite tournant autour de la terre par un point dont
les coordonnées varient continûment en fonction du temps, etc.,
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1.2 Quelques modèles d’équations différentielles de la
physique mathèmatiques

Dans cette sous section nous allons présenter des modèles d’équations de la
physique mathématiques à savoir l’équation de la chaleur et l’équation d’une corde
vibrante

1.2.1 Équation de la Chaleur

Considèrons un corps dur, isotrope et homogène, Ω, dont la température, en
chaque point x ∈ Ω ⊂ R3, est définie par la fonction θ(t, x) en un temps t ∈ [0, b].
Soit e(t, x) l’énergie interne du corps, f(t, x) une source de chaleur à l’intérieur du
corps, ρ la densité du corps et q le flux de chaleur. La loi de conservation de l’énergie
est exprimée par la formule

ρ
∂e

∂t
= −∇ · q + f. (1.1)

Cette équation est valide pour n’importe quel corps. Afin d’avoir un système
bien posé, nous avons besoin de quelques résultats constitutif du corps, c’est-à-dire,
quelques relations entre e et q qui dépendent de la température θ. Si les différentes
parties du corps ont des températures différentes, alors la température se déplacera
des parties à fortes températures vers celles à faibles températures. Donc la théorie
classique de la conduction de chaleur obéit à la loi de Fourier suivante

q(t, x) = −k(t, x)∇θ(t, x). (1.2)

où k représente la conductivité thermique du corps et le flux de chaleur q dépend
linéairement de ∇θ(le gradient de la température). Le signe négatif signifie que la
direction du flux de chaleur est opposée au gradient de la température. Il est aussi
supposé que l’énergie interne e du corps dépend linéairement de la température.

e = e0 + Cθ (1.3)

où C est la capacité du corps et e0 est une constante positive. Soit θ0(x) la tempé-
rature initiale à l’intérieure du corps et θ(t, x) |∂Ω= φ(t, x) la température sur les
limites du corps. L’établissement de l’équation de propagation de la température
dans le corps, basé sur la loi de Fourier, conduit au sytème suivant.

∂

∂t
θ(t, x) = a2∆θ(t, x) + F (t, x) dans ∈ [0, b]× Ω,

θ(0, x) = θ0(x) dans Ω

θ(t, x) = φ(t, x) sur [0, b]× ∂Ω,

(1.4)

oú a2 = (k�Cρ) et F = (f�Cρ). Ce système modélise la conduction de chaleur
dans un corps qui interagit avec l’extérieur. En particulier, lorsque
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1. Ω est une partie de R2, alors on obtient l’équation de la propagation de la
chaleur sur une plastique ou une membrane homogène, isotrope, mince et
conducteur de chaleur.

2. Ω est une partie de R, alors on obtient l’équation de la propagation de la
chaleur sur une tige très mince ou sur un fil homogène, isotrope et conducteur
de chaleur.

Pour étudier l’évolution temporelle d’un tel système, on considère le changement de
variable suivant :

Θ(t) = θ(t, ·) et F (t) = f(t, ·)

Le système (1.4) devient alors le problème d’évolution suivant
Θ′(t) = AΘ(t) + F (t) sur t ∈ [0, b],

Θ(0) = Θ0,

(1.5)

où A est l’opérateur de Laplace avec les conditions aux bords de type Dirichlet.

1.2.2 Équation d’une corde vibrante

Considèrons une corde, c’est-à-dire un fil flexible mince et inextensible, de lon-
gueur l. Supposons que la corde se trouve en équilibre suivant l’axe (x′ox) sous
l’action seulement des deux tensions. Si on applique une force f quelconque à la
corde elle se met à vibrer. Le point qui se trouvait en x (en équilibre) à un moment
donné se retrouve en M1 à l’instant t. On suppose que les oscillations sont transver-
sales c’est-à-dire que le déplacement des points est perpendiculaire à l’axe (x′ox).
Soit y(t, x) le déplacement d’un point x en un temps t, f(t, x) la force appliquée au
point x en un temps t. L’établissement de l’équation de la corde vibrante, basé sur
le principe D’Alembert, conduit au système suivant

∂2

∂t2
y(t, x) =

∂2

∂x2
y(t, x) + f(t, x), t ∈ [0, b], x ∈ [0, l] (1.6)

Pour déterminer avec précision les mouvements de la corde on ajoute les conditions
initiales

y(0, x) = y0(x) et
∂y

∂t
(0, x) = y1(x), x ∈ [0, l], (1.7)

Comme la corde est limitée, les conditions aux limites peuvent être de plusieurs
formes. Par exemple :

y(t, 0) = y(t, l) = 0, t ∈ [0, b], (1.8)

∂y

∂x
(t, 0) =

∂y

∂x
(t, l) = 0, t ∈ [0, b], (1.9)

y(t, 0) =
∂y

∂x
(t, l) = 0, t ∈ [0, b]. (1.10)
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La condition (1.8) signifie que les extrémités de la corde sont fixées, la condition
(1.9) signifie que les extrémités de la corde sont libres et la condition (1.10) signifie
qu’une des extrémités de la corde est fixée et que l’autre est libre. Le système (1.6),
(1.7), (1.8) c’est-à-dire

∂2

∂t2
y(t, x) =

∂2

∂x2
y(t, x) + f(t, x), t ∈ [0, b], x ∈ [0, l]

y(0, x) = 0,
∂y

∂t
(0, x) = 0, x ∈ [0, l]

y(t, 0) = 0, y(t, l) = 0 t ∈ [0, b],

(1.11)

est le premier problème mixte de l’équation de vibration, il modélise la vibration
d’une corde fixée des deux extrémités.

Le système (1.6), (1.7), (1.9) c’est-à-dire

∂2

∂t2
y(t, x) =

∂2

∂x2
y(t, x) + f(t, x), t ∈ [0, b], x ∈ [0, l]

y(0, x) = 0,
∂y

∂t
(0, x) = 0, x ∈ [0, l]

∂y

∂x
(t, 0) =

∂y

∂x
(t, l) = 0, t ∈ [0, b],

(1.12)

est le deuxième problème mixte de l’équation de vibration, il modélise la vibration
d’une corde dont les deux extrémités sont libres. Ces sytèmes jouent un rôle impor-
tant et sont rencontrés dans différent domaine de la physique, biologie, chimie etc.,
Ces modèles ont longtemps joué des rôles importants dans la modélisation de plu-
sieurs phénomènes, cependant la plupart des corps sont à mémoire et la modélisation
de ces derniers fait apparaître une équation intégrodifférentielle.

1.3 Quelques modèles d’équations intégrodifférentielles
de la physique mathèmatiques

Durant le siécle dernier, dans plusieurs domaines de la science et de l’ingénierie,
tel que la conduction de chaleur dans les matériels avec mémoire, visco-élasticité
(phénomène héréditaire) et les réacteurs dynamiques, il est apparu une équation
intégrodifférentielle de la forme :

∂θ

∂t
= ∆θ +

∫ t

0
Bθ(s)ds+ f sur t ∈ [0, b],

θ(0, x) = θ0(x) dans Ω

θ(t, x) = 0 sur [0, b]× ∂Ω,

(1.13)
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où B, dans l’intégrale de Volterra (terme à mémoire), est un opérateur différen-
tiel d’ordre β ≤ 2. En général, ce terme intégral reflète la mémoire, rétroaction
ou feedback (contrôle par retour de l’information) ou d’autres mécanismes des sys-
tèmes dynamiques. Les équations intégrodifférentielles décrivent des processus pour
lesquels le changement d’état est déterminé par tous les états antérieurs.

1.3.1 Flux de chaleur dans les matériaux à mémoire

On peut citer deux inconvénients dans l’établissement de l’équation de la chaleur
(1.4) à savoir :

i) Elle ne prend pas en compte les effets mémoire qui peuvent exister dans certain
corps, par exemple le bois, les polymères, les plastiques, la glace, etc.,

ii) L’équation de la chaleur (1.4) prédit un résultat irréaliste c’est-à-dire une
perturbation thermique à un point est propagée instantanément dans tout le
corps.

Cette observation laisse penser que la loi de Fourier peut être une approximation
limitée. Cela a conduit à Coleman[27] et Gurtin [59] de proposer une théorie à
mémoire non-linéaire de la conduction de la chaleur qui est indépendante de ∇ et
dont la vitesse de l’onde est fini. Lorsque cette relation constitutive est linéarisée,
elle conduit au flux de chaleur suivant

q(t) = −
∫ t

0
k(s)∇(t− s)ds (1.14)

pour un corps isotrope. Cette forme spéciale s’est avérée très utile pour décrire la
transformation des impulsions de chaleur dans le liquide d’hélium et dans quelques
diélectriques à basse températures. Par ailleurs, Coleman, Gurtin [28] et Nunziato
[90] ont considéré une théorie à mémoire qui dépend aussi du gradient de la tempé-
rature ∇θ, c’est-à-dire le flux de chaleur est donné par

q(t) = −a(0)∇θ(t)−
∫ t

−∞
a′(s)∇θ(t− s)ds (1.15)

où a est la fonction de relaxation de la conduction thermique et a(0) ≥ 0. Une
relation similaire à l’équation (1.15) pour l’énergie interne donnée par

e(t) = e0 + b(0)θ(t) +

∫ t

−∞
b′(s)θ(t− s)ds (1.16)

peut être supposée. Donc, ces relations conduisent à une nouvelle équation de la
chaleur

b(0)
∂θ

∂t
= −a(0)∇θ − b′(0)θ +

∫ t

0
[a′(s)∇θ(t− s)− b′′(s)u(t− s)]ds (1.17)
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R. K. Miller [86] a étudié le système suivant :

e(t, x) = e0 + α(0)θ(t, x) +

∫ t

−∞
α′(t− s)θ(s, x)ds,

q(t, x) = −k(0)∇θ(t, x)−
∫ t

−∞
k′(t− s)∇θ(s, x)ds,

e′(t, x) = −∇.q(t, x) + F (t, x),

(1.18)

où 0 ≤ t < ∞ et x est un vecteur dans un espace de dimension n. Ce système
modélise la conduction de chaleur dans un matériau rigide. La fonction θ est la
température, α(t) représente la relation énergie-température au temps t et k(t) est
la relation de la conduction de la chaleur. On assume que α et k sont continues et
satisfont quelques autres conditions additionnelles [86]. Pour k(0) = 0, cette équa-
tion représente la théorie linéarisée pour le flux de chaleur dans un matériau rigide,
isotrope, homogène comme développé par Gurtin et Pipkin [59]. Pour k(0) > 0, les
équations représentent une théorie linéarisée alternative proposée par Coleman et
Gurtin [28], voir aussi Gurtin [58]. Pour étudier ce système (1.18), Miller l’a trans-
formé en une équation intégrodifférentielle équivalente dans un espace de Hilbert.
Pour k(0) > 0, l’auteur a obtenu l’équation suivante :

∂θ

∂t
= (C∆− a(0))θ(t) +

∫ t

0
[Cb(t− s)∆θ(s)a′(t− s)θ(s)]ds, pour t ≥ 0 (1.19)

où C = k(0)�α(0), a(t) = α′(t)�α(0), b(t) = k′(t)�k(0) et f(t) = [r(t) +∇.h(t)−
g′(t)]�α(0) avec

g(t) =

∫ t

−∞
α′(t− s)θ(s, x)ds et h(t) =

∫ t

−∞
k′(t− s)∇θ(s, x)ds

Puis (sous les conditions (H1)-(H3), J=2, voir Miller [86]), l’auteur a transformé
l’équation (1.19) en celle-ci

∂θ

∂t
= (C∆− y(0))θ(t) +

∫ t

0
y′(t− s)θ(s)]ds+ F (t, x), pour t ≥ 0 (1.20)

où F est d’éfinie par

F (t, x) = f(t, x)−
∫ t

0
D(t− s)f(s, x)dsD(t)θ(0, x),

et D(t) et y(t) satisfont les équations scalaires

D(t) = b(t)−
∫ t

0
b(t− s)D(s)ds et y(t) = b(t)− a(t)−

∫ t

0
b(t− s)y(s)ds.

Pour modéliser la conduction de la chaleur d’un matériau à mémoire, Lodge et al
[81] ont obtenu l’équation intégrodifférentielle suivante :

∂

∂t
u(t, x) = (∆ + c)

∫ t

−∞
L(t− s)u(s, x)ds+ L0u(t, x) + F (t, x) for t > 0. (1.21)
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1.3.2 En Biologie

Pour modéliser une réaction réversible simple à l’intérieur d’une petite cellule,
Jennifer A.D. [39] a étudié le système suivant

∂

∂t
u(t, x) =

∂2

∂t2
u(t, x) dans [0,+∞[×]0, 1[, (1.22)

∂

∂x
u(t, 0) = 0 dans ]0,+∞[ (1.23)

∂

∂x
u(t, 1) = m

∂

∂t
θ(t) =

Em

1 + L
[Lθ(t)− (1− θ(t))u(t, 1)] sur [0,+∞[, (1.24)

u(0, x) = 1, sur ]0, 1[ (1.25)

θ(0) = 0 (1.26)

où

mθ(t) +

∫ 1

0
u(t, x)dx = 1, sur ]0,+∞[

et E,L et m des constantes données.
Dans ce problème, il s’agit d’une réaction entre deux réactifs X et Y à l’intérieur
d’une petite cellule afin de produire un composé XY . L’espèce Y est immobilisé
sur une paroi latérale tandis que l’espèce X est une solution dissoute. La réaction
se produit sur la paroi latérale. A l’instant t = 0, une solution de X est introduite
dans la cellule, alors comme la réaction se produit au niveau de la paroi, un gra-
dient de concentration X se développe, et X se diffuse dans la paroi jusqu’à un
résultat d’équilibre. L’objectif est de prédire la concentration de la solution X et la
concentration de la composé XY en fonction du temps. Dans le modèle ci-dessus
les variables u(t, x) et θ(t) représentent les concentrations de X et de XY respecti-
vement. E est la taille de la cellule, L la concentration initiale de la solution Y et
m la concentration initiale de la solution X au niveau de la paroi et le coefficient de
diffusion de X. En prenant la transformé de Laplace de l’équation (1.17), utilisant
la condition initial (1.20), et en utilisant le théorème de convolution, Jennifer A. D.
montre que u(t, 1) est donné par

u(t, 1) = 1−m
∫ t

0
k(t− s) ∂

∂s
θ(s)ds (1.27)

où le noyau k(t) est donné par :

k(t) =
1√
πt

(
1 + 2

∞∑
n=1

exp (
n2

t
)
)

(1.28)

D’après (1.19)
∂θ

∂t
satisfait l’équation intégrodifférentielle de Volterra suivante :

∂

∂t
θ(t) = − Em

1 + L
[Lθ(t)−(1−θ(t))(1−m

∫ t

0
k(t−s) ∂

∂s
θ(s)ds)] sur [0,+∞[, (1.29)

avec θ(0) = 0.
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Afin d’expliquer le rôle important que joue l’intégral de Volterra, nous considé-
rons le cas particulier suivant :

∂θ

∂t
=

∫ t

0
K(t− s)∆θ(s)ds+ f. (1.30)

a) Si K(t) = 1, alors la dérivation de l’équation (1.30) par rapport à t donne
l’équation des ondes c’est-à-dire de la forme (1.11).

b) Si K(t) est la fonction Delta, alors l’équation (1.30) devient l’équation de la
chaleur.

Donc l’équation intégrodifférentielle est en fait un état intermédiaire de l’équa-
tion des ondes et de l’équation de la chaleur. L’importance des équations intégro-
différentielles vient du fait que

1. Plusieurs phénomènes mentionnés ci-dessus peuvent être exactement décrits
par une équation à mémoire.

2. L’apparition de nouvelles propriétés physiques et mathématiques quand le
noyau K(t) est singulier.

3. Pour les équations intégrodifférentielles non linéaires, à la fois paraboliques
et hyperboliques, quand le noyau a une certaine singularité, il est possible
d’obtenir une solution globale même pour de large données.

Naturellement, la présence de l’intégrale de Volterra cause de nouvelles difficultés à
la fois dans la théorie et dans la simulation numérique.

Malgré le fait que les matériaux à mémoire étaient théoriquement considérés
par Boltzmann depuis 1872, mais c’est vers les années cinquante, grâce au déve-
loppement des sciences et techniques, que plusieurs problèmes pratiques liés étaient
considérablement manifesté telle que la conduction de la chaleur dans les matériaux à
mémoire, la viscoélasticité, la dynamique des réacteurs nucléaires, en biomécanique,
etc., Tous ces types d’équations intégrodifférentielles sont largement étudiées. Pour
plus de détail sur la modélisation de quelques phénomènes physiques en des équa-
tions intégrodifférentielles le lecteur pourra consulter les documents suivants : [25],
[21], [6], [72], [31], [16], [45], [62] etc.,

Supposons maintenant que Ω est le corps humain et on souhaite étudier la ré-
gularisation de la température de ce dernier. Soit θ(t) la fonction d’évolution de la
température en fonction du temps t. Si l’organisme ne fait pas correctement son tra-
vail et à un instant τ la température commence à dépassée les 40 degrés. Il devient
tout à fait naturel d’agir sur le corps afin de lui ramener à une température idéale.
Cette action qu’on fait sur le corps pour le ramener à un état désiré est appelée
contrôle. Maintenant, considérons certains problèmes de contrôle liés à l’équation
(1.4). Supposons que nous sommes en mesure de changer la source F dans le do-
maine Ω. Puis, un autre F va nous donner une autre solution θ. Ainsi, pour une
distribution de température souhaitée θs, nous pouvons essayer de choisir un F ap-
proprié, de sorte que la solution θ(t, x) soit égale ou proche de θs dans un certain
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sens. Telle est la situation qui se produit lorsque nous mettons une source de cha-
leur (un climatiseur) dans la maison pour abaisser la température en été. Nous nous
référons habituellement à θ comme état et à F , que l’on peut changer, comme le
contrôle. L’équation (1.4) est appelée l’équation d’état. Dans la situation décrite ci-
dessus, le contrôle apparaît dans la partie droite de l’équation d’état, où le contrôle
agit à l’intérieur du domaine Ω. Nous appelons un tel contrôle un contrôle interne.
Parfois, nous pouvons changer la température sur la frontière ∂Ω, à savoir le φ dans
(1.4) peut être manipulé. Dans ce cas, φ est appelé contrôle frontière. On peut aussi
définir les mêmes notions pour les autres conditions aux limites.

1.4 Théorie du contrôle

La théorie du contrôle mathématique est l’un des domaines très important des
mathématiques axé sur l’application qui traite des principes de base qui renforce
l’analyse et la conception des systèmes de contrôle. La théorie du contrôle a un bilan
impressionnant d’applications réussies à travers les avions, les navires, les satellites
et le guidage des missiles, les industries de transformations (chimie, pétrole, acier,
ciment, etc.), les produits pharmaceutiques, domestiques et produits informatiques
(caméras automatiques, etc.), services publics (par exemple, tous les aspects de la
production et de l’alimentation électrique), assemblage automatique, de la robotique,
les prothèses et de plus en plus, il prête ses idées de base à d’autres disciplines.

Les objets de la théorie du contrôle sont des systèmes. Un système est un en-
semble d’éléments interagissant entre eux par des liens d’information.
Les questions typiques qui sont posées en théorie du contrôle sont :

1. Le système peut-il être dirigé (guidé) à partir d’un état initial x0 à tout état
désiré xd (contrôlabilité) ?

2. Est-ce qu’il existe des stratégies de contrôle optimal pour le pilotage du sys-
tème ? Si oui, sont-elles uniques et comment peuvent-elles être synthétisés ?

3. La stabilité du système
La contrôlabilité vise à établir que l’ensemble des contrôles, U , qui peuvent accom-
plir une tâche déterminée est non vide tandis que la théorie du contrôle optimal
porte sur la détermination de l’élément de U qui est le mieux dans un certain sens.
La théorie du contrôle s’intéresse d’abord aux systèmes dynamiques : ce sont des
systèmes dont le comportement sur une période de temps peut être étudié. Il est
le plus souvent régi par un ensemble d’équations différentielles décrivant le mouve-
ment des composants. En fin, elle s’intéresse aux systèmes feedback ou rétroaction :
La rétroaction est l’action en retour d’un effet sur sa propre cause : la séquence
de causes et d’effets forme donc une boucle dite boucle de rétroaction. Un système
comportant une boucle de rétroaction agit ainsi sur lui-même. Exemple de boucles
de rètroaction
1- S’informer sur soi-même en se regardant à travers le miroir.
2- s’acquérir de l’avis des autres et des regards qu’ils portent sur soi.
La théorie du contrôle s’applique aux situations quotidiennes, comme dans les exemples
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ci-dessus, elle s’applique aussi à des tâches plus exotiques par exemple manoeuvre des
véhicules spatiaux. L’universalité de la théorie du contrôle signifie qu’elle est mieux
considérée puisqu’elle est appliquée à une situation abstraite qui ne contient que la
propriété topologique possédée par toutes les situations qui doivent être contrôlées.
L’idée est que si on sait contrôler une situation très générale appelée un système,
alors, nous serons en mesure de contrôler chaque situation particulière. C’est le point
de vu de la théorie du contrôle et c’est ce point de vue qui lui donne son pouvoir
extraordinaire. Lorsque la théorie du contrôle souhaite étudier la régulation de la
température du corps humain, il se préoccupe d’un système impliquant la circulation
sanguine, les mécanismes de production de chaleur, la perte de chaleur et la prise de
décision par le cerveau. Donc pour que la théorie du contrôle puisse être appliquée
avec succès, il faut :
1- Un but qui est lié à l’état futur du système.
2- Un ensemble d’actions possible qui offre un élément de choix (si aucune variation
de l’action n’est possible, le contrôle ne peut être exercé et le système suivra un
cours qui ne peut être modifié).
Ainsi nous pouvons voir que l’un des problèmes principaux est de synthétiser des ac-
tions qui, lorsqu’elles sont appliquées à un système dynamique, produira la réponse
que nous cherchons.

Nous avons vu que les objectifs de la contrôlabilité sont de guider le système d’un
état initial donné afin d’obtenir un état final désiré. Cependant, divers problèmes
de la science et de la technologie exigent souvent le choix du mieux, ou optimale,
parmi un ensemble de toutes les solutions possibles.

1.5 Théorie du contrôle optimal

La théorie du contrôle est une étude mathématique qui se pose la question :
Comment influencer le comportement d’un système dynamique pour atteindre un
objectif souhaité ? Dans un contrôle optimal, l’objectif est de maximiser ou minimiser
la valeur numérique d’une quantité déterminée qui est fonction du comportement
du système. Par exemple trouver le contrôle u ∈ U solution du problème suivant

minJ (u) =

∫ b

0
l(t, x(t))dt (1.31)

où x est solution de l’equation différentielle suivante{
x′(t) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ [0, b]

x(0) = x0
(1.32)

Mathématiquement, les problèmes de contrôle optimal sont des variantes des pro-
blèmes dans le calcul des variations, qui ont une histoire de plus de 300 ans. Cepen-
dant, la théorie du contrôle optimal est développée dans la seconde moitié du 20e
siècle, en répondant à divers problèmes appliqués. Le principe du maximum, mis au
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point à la fin des années 1950 par Pontryagin et ses collaborateurs [93], est parmi
les plus grands succès de la théorie du contrôle optimal.
La formulation d’un problème de contrôle optimal nécessite au moins cinq étapes :

i) La classe des contrôles admissibles.
SoitX un espace de Banach (espace de phase), supposons que S est un système
dynamique contrôlable. Soit U [0, b] l’ensemble des contrôles admissible c’est-
à-dire tous les contrôles qui sont capables d’amener le système S d’un état
initial donné à un état final désiré. Dans les applications le cas où U [0, b]

est fermé et borné est très important. La signification physique du choix du
caractère fermé et borné de U [0, b] est claire. La quantité de carburant qui
est fournie à un moteur, la température, le courant, la tension, etc., qui ne
peuvent pas prendre des valeurs arbitrairement grandes, peuvent servir de
variables de contrôle. Tout au long de cette thèse, nous allons considérer la
classe des contrôles intégrables ou plus généralement continus par morceaux.
Cette classe de contrôle semble être la plus intéressante pour les applications
pratiques de la théorie.

ii) La description mathématique (ou modèle) du système à contrôler.
Une partie non négligeable de tout problème de contrôle est la modélisation du
système. L’objectif est d’obtenir la description mathématique la plus simple
du problème qui prédit correctement la réponse du système physique à tous
les contrôles admissibles. Nous pouvons considéré des systèmes dynamiques
décrits par des équations différentielles de la forme :{

x′(t) = f(t, x(t), u(t)), t ∈ [0, b]

x(0) = x0
(1.33)

Une solution x(t, x0, u(t)) de (1.33) est appelée réponse du système, corres-
pondant au contrôle u, pour la condition initiale x0.

iii) La spécification d’un critère de performance.
Un critère de performance (aussi appelé fonctionnel, fonction coût, ou tout
simplement le coût) doit être spécifié pour évaluer la performance d’un système
quantitativement. Par exemple nous pouvons considérer la fonction coût de
lagrange J : U [0, b]→ X qui est définie par

J (u) =

∫ b

0
l(t, x(t), u(t))dt (1.34)

où x(t) est la solution du système dynamique suivant{
x′(t) = u(t),

x(0) = x0
(1.35)

De plus, dans certains problèmes d’optimisation, le temps initiale t0 = 0 et
le temps finale tf = b peuvent être considéré comme des variables. Mayer a
considéré la fonction coût suivante

J (u) = ψ(t0, x(t0), tf , x(tf )) (1.36)
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où ψ est une fonction à valeur réelles définie sur R× Rn × R× Rn.
Plus généralement on peut considérer une fonction coût plus général, qui cor-
respond à la somme des fonctions coût définies dans (1.34) et (1.36) comme

J (u) = ψ(t0, x(t0), tf , x(tf )) +

∫ tf

t0

l(t, x(t), u(t))dt (1.37)

où on prend les temps initiale et finale dans (1.34) comme des variables t0 = 0

et tf = b. Ce dernièr coût est appelé coût de Bolza.

iv) L’état des contraintes physiques qui doivent être satisfaits.
Une grande variété de contraintes peuvent être imposées par un problème
de contrôle optimal. Ces contraintes restreignent l’ensemble des valeurs qui
peuvent être prises à la fois par le contrôle u et l’état x. On distingue plusieurs
types de contraintes. Les contraintes peuvent être des égalités ou des inégalités.

v) Critères optimaux.
Après avoir défini les critères de performances, l’ensemble des contraintes phy-
siques étant satisfait, et l’ensemble des contrôles admissibles étant défini. On
peut alors énoncer le problème de contrôle optimal comme suit : trouver un
contrôle admissible u ∈ U [0, b] qui satisfait les contraintes physique de telle
sorte que J (u) minimise la fonction coût J ,

Pour des détails supplémentaires sur la théorie du contrôle et la théorie du contrôle
optimale, le lecteur pourra consulter les manuscrits suivants : [76] [98] [4] [75] [73],
[95] [23] [17] [84] [41]

1.6 Structure de la thèse

Cette thèse est composée de cinq chapitres, dont ce chapitre d’introduction.
Dans le chapitre 2 nous avons présenté quelques résultats préliminaires. La section
2.1 rappelle la théorie sur les semi-groupes fortement continus dans les espaces de
Banach et leur importantes propriétés. La section 2.2 passe en revue les équations
intégrodifférentielles et la théorie des opérateurs résolvants.
Dans le chapitre 3 nous étudions la contrôlabilité exacte de l’équation intégrodiffé-
rentielle semi-linéaire suivante x′(t) = Ax(t) +

∫ t

0
C(t− s)x(s)ds+ f(t, x(t)) +Bu(t) pour t ∈ J = [0, b],

x(0) = x0,
(1.38)

où A engendre un semi-groupe fortement continu (T (t))t≥0 sur un espace de Banach
X, (C(t))t≥0 est une famille d’opérateurs linéaires bornés de domaine fixe D(A) et B
est un opérateur linéaire borné de L1(J, U) dans l’espace des phases X, où U est un
espace de Banach. Les résultats sont obtenus en utilisant la théorie des opérateurs
résolvants introduite par Grimmer [55] combiné avec la théorie de points fixe. Le
principe consiste à transformé le problème de contrôle en un problème de point
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fixe pour un opérateur linéaire approprié dans un espace fonctionnel. Une partie
essentielle de cette approche est de garantir l’existence d’un sous-ensemble invariant
pour cet opérateur. Donc, nous donnons des conditions suffisantes sur la famille
d’opérateurs (C(t))t≥0 afin d’obtenir un opérateur résolvant. Nous montrons sous
des conditions appropriées sur le terme non linéaire f et le semi-groupe engendré
par l’opérateur linéaire A que l’équation (1.38) est exactement contrôlable sur J .
Les résultats obtenus font l’objet d’un article publié dans [35].
Dans le chapitre 4 nous étudions l’existence d’au moins d’une solution faible de
l’équation intégrodifférentielle impulsive suivante

u′(t) = Au(t) +

∫ t

0
C(t− s)u(s)ds+ f(t, u(t)) pour t ∈ J = [0, b] and t 6= ti

∆u(ti) = Ii(u(ti)) pour i = 1, · · · , p et 0 < t1 < t2 < · · · < tp < b

u(0) = g(u),
(1.39)

où A engendre un semi-groupe fortement continu (T (t))t≥0 sur un espace de Banach
X, (C(t))t≥0 est une famille d’opérateurs linéaires bornés de domaine fixe D(A).
∆u(ti) = u(t+i )− u(t−i ) constitue la condition impulsive. Où

u(t+i ) = lim
h→0+

u(ti + h) et u(t−i ) = lim
h→0−

u(ti + h) (1.40)

A l’instar du chapitre 3, les résultats sont obtenus en utilisant la théorie des opé-
rateurs résolvants introduite par Grimmer [55] combinée avec la théorie de points
fixes. On transforme le problème d’existence en un problème de point fixes pour
un opérateur linéaire approprié dans un espace fonctionnel. Nous montrons sous des
conditions appropriées sur les termes non linéaires f et g et le semi-groupe fortement
continu engendré par l’opérateur linéaire A que l’équation (1.39) admet au moins
une solution faible. Les résultats obtenus font l’objet d’un article publié dans [36].
Dans le chapitre 5, nous étudierons l’existence d’un contrôle optimal pour le pro-
blème suivant :
Problème (P) : Étant donné b > 0, y(·) ∈ L2(0, b;X), y0 ∈ X et yb ∈ X, Trouver
un contrôle optimal u ∈ U [0, b] tel que

J(u) ≤ J(u) pour tout u ∈ U [0, b], (1.41)

où

J(u) = ‖y(b)− yb‖2X +

∫ b

0
‖y(t)− y(t)‖2Xdt (1.42)

sous la contrainte y′(t) = Ay(t) +

∫ t

0
C(t− s)y(s)ds+ f(t, y(t)) +Bu(t) pour t ∈ [0, b],

y(0) = y0,
(1.43)

où A engendre un c0-semi-groupe et (C(t))t≥0 est une famille d’opérateurs linéaires
fermés de domaine D(A) tandis que f est une fonction qui sera caractérisée dans la
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suite. u(·) est une fonction contrôle donnée dans l’ensemble des fonctions contrôles
admissibles U [0, b] ⊂ L1(0, b;E) défini par

U [0, b] = {u : u(·) est mesurable , u(t) ∈ U ⊂ E} (1.44)

où E est un espace de Banach séparable réflexif. D’abord, nous montrons sous des
conditions appropriées sur le terme non linéaire f que l’équation (1.43) admet un
contrôle admissible ensuite que le Problème (P) admet un contrôle optimal et enfin
nous montrons que l’ensemble S(B) des contrôles optimaux associé à B est stable
dans le sens de Baire Catégorie.
A la fin de chaque chapitre, une application est donnée pour illustrer les résultats
obtenus.



Chapitre 2

Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons des résultats fondamentaux sur la théorie des
c0 semi-groupes, la théorie des équations intégrodifférentielles et sur la notion de
mesure de non compacité.

2.1 Théorie des c0-semi-groupes

Cette section concerne l’un des outils les plus important pour résoudre les pro-
blèmes bien posés en théorie des équations d’évolutions, à savoir les semi-groupes
d’opérateurs linéaires bornés.

Définition 1 [91] Soit X un espace de Banach. Une famille (T (t))t≥0 d’éléments
de L(X) est dite semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si on a :

(i) T (0) = I, I est l’application identité dans L(X) ;

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) pour tous s, t ≥ 0. (translation)

Définition 2 [91] Le semi-groupe (T (t))t≥0 est dit fortement continu si pour tout
x ∈ X, l’application T (·)x : [0,+∞[→ X est fortement continu en 0.

Un semi-groupe fortement continu sera appelé un c0 semi-groupe.

Définition 3 [91] L’opérateur A défini par :

D(A) =
{
x ∈ X : lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe dans X
}

et

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

,∀x ∈ D(A)

est appelé générateur infinitésimal du semi-groupe (T (t))t≥0 de domaine D(A).

Définition 4 [91] Le semi-groupe (T (t))t≥0 est dit uniformément continu si l’ap-
plication T : [0,+∞[→ L(X) est continue en 0 pour la norme d’opérateur.

Théorème 2.1.1 [91] Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire
borné.
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Exemple 2.1.1 [1] Soit X = Cu[0,+∞], l’espace des fonctions uniformément conti-
nues sur [0,+∞) tel que limx→+∞ f(x) ∈ R. Muni de la norme de la convergence
uniforme, ‖f‖∞ = sup{|f(x)|, x ≥ 0}, X devient un espace de Banach.
Pour t ≥ 0, on définit T (t) sur X par

(T (t)f)(x) = f(t+ x), for all x ≥ 0, t ≥ 0.

(T (t))t≥0 ainsi défini est un c0-semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A
défini par :

D(A) = C1
u[0,+∞] et Af = f ′ pour tout f ∈ D(A).

Exemple 2.1.2 [1] Soit X = L2(R). On définit T (t) sur X par :

(i) T (0) = I,

(ii) (T (t)f)(x) =
1√
4πt

∫ +∞

−∞
exp[−(x−y)2/4t]f(y)dy, pour tout t > 0 et f ∈ X.

(T (t))t≥0 ainsi défini est un c0-semi-groupe.

Théorème 2.1.2 [91] Soit (T (t))t≥0 un c0-semi-groupe. Alors, il existe des constantes
ω ∈ R et M ≥ 1 telles que ‖T (t)‖ ≤ M exp(ωt) pour tout t ≥ 0. Lorsque ω = 0 et
M = 1, alors (T (t))t≥0 est appelé semi-groupe de contraction.

Théorème 2.1.3 [91] Soit (T (t))t≥0 un c0-semi-groupe sur X et A son générateur
infinitésimal, alors les propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) Si x ∈ X, alors

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t
T (s)xds = T (t)x

(ii) Si x ∈ X, alors∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) et A

(∫ t

0
T (s)xds

)
= T (t)x− x

(iii) Si x ∈ D(A), alors T (t)x ∈ D(A) et d
dt [T (t)x] = AT (t)x = T (t)Ax

(iv) Si x ∈ D(A), alors

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s
T (τ)Axdτ =

∫ t

s
AT (τ)xdτ

Théorème 2.1.4 [91](Hille-Yosida)
Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un c0-semi-groupe (T (t))t≥0

vérifiant ‖T (t)‖ ≤M exp(ωt), ω ∈ R et M ≥ 1, si et seulement si :

(i) A est fermé et D(A) est dense dans X,

(ii) ]ω,+∞[⊂ ρ(A) et

|R(λ,A)n| ≤ M

(λ− ω)n
pour λ > ω et n ∈ N∗.
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Si A est le générateur infinitésimal d’un c0 semi-groupe T (t) vérifiant ‖T (t)‖ ≤
M exp(ωt), ω ∈ R et M ≥ 1, alors, on montre que

R(λ,A) =

∫ ∞
0

e−λtT (t)dt, ∀λ > ω. (2.1)

Nous terminons cette section par une autre caractérisation du générateur infinité-
simal d’un c0 semi-groupe. Afin d’établir cette nouvelle caractérisation, nous avons
besoin de quelques préliminaires.
Soit X un espace de Banach et soit X∗ sont dual. Pour chaque x ∈ X on définit
l’ensemble F (x) ∈ X∗ par

F (x) = {x∗ ∈ X∗ : (x∗, x) = ‖x∗‖2 = ‖x‖2} (2.2)

Le théoréme de Hahn Banach assure que F (x) 6= ∅ pour tout x ∈ X.

Définition 5 [53] Un opérateur linéaire A est dit dissipatif dans X si pour tout
x ∈ D(A), il existe x∗ ∈ F (x) tel que Re(Ax, x∗) ≤ 0.

Le théorème suivant donne une caractérisation des opérateurs dissipatifs.

Théorème 2.1.5 [96] Un opérateur est A est dissipatif dans X si et seulement si :

∀x ∈ D(A),∀λ > 0, λ‖x‖ ≤ ‖λx−Ax‖.

Définition 6 [96]

1. On dit que A est maximal dans X si :

∀f ∈ X,∀λ > 0,∃x ∈ D(A) tel que λx−Ax = f

2. On dit que A est m-dissipatif dans X s’il est à la fois maximal et dissipatif
dans X.

Remarque 2.1.1 Si A est un opérateur dissipatif, alors pour tout λ > 0 l’opérateur
λI −A est injectif.

Théorème 2.1.6 [46] Si A est m-dissipatif dans X, alors pour tout λ > 0, l’opéra-
teur (λI −A) admet un inverse, (λI −A)−1, borné défini de X à valeur dans D(A)
et vérifiant :

‖(λI −A)−1‖ ≤ 1

λ

Théorème 2.1.7 [96] Soit A un opérateur linéaire dissipatif dans X. Les deux pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

1. A est m-dissipatif.

2. ∃λ0 > 0 tel que ∀f ∈ X,∃x ∈ D(A) vérifiant λ0x−Ax = f .
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Théorème 2.1.8 [91] Soit A un opérateur linéaire dans X. S’il existe λ0 > 0 tel
que l’opérateur (λ0I − A) : D(A) → X soit une bijection et si (λ0I − A)−1 est un
opérateur borné sur X, alors A est fermé. En particulier si A est m-dissipatif, alors
A est fermé.

Si X est un espace de Hilbert muni du produit scalaire < ·, · >, alors

Corollary 2.1.1 [96]

i) A est dissipatif si ∀x ∈ D(A), < Ax, x >≤ 0.

ii) Si A est m-dissipatif, alors D(A) est dense dans X.

Exemple 2.1.3 Le Laplacien dans un ouvert de Rn.
Soient Ω un ouvert borné de Rn de classe C2 et X = L2(Ω). On définit l’opérateur
linéaire A dans X par : {

D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)

Au = ∆u, ∀u ∈ D(A)

A est m-dissipatif.

Théorème 2.1.9 [91](Lumer et Phillips)
Soit X un espace de Banach et A un opérateur linéaire de domaine dense dans X.

a) Si A est dissipatif et il existe λ0 > 0 tel que Im(λ0I −A) = X, alors, A est le
générateur infinitésimal d’un c0 semi-groupe de contraction sur X.

b) Si A est le générateur infinitésimal d’un c0 semi-groupe de contraction sur X,
alors Im(λI −A) = X pour tout λ > 0 et A dissipatif.

Pour des discussions plus générales sur la théorie des c0-semi-groupes et leurs
importantes propriétés, le lecteur pourra se référer aux manuscrit de E.Hille et
R.S.Phillips [44], N.Dunford et I.E.Segal [47], Jerome A. Goldestein [53], A.Pazy[91],
K.Yosida[74], R.S.Phillips [44], W.Feller [99] etc.,

2.2 Équations intégrodifférentielles

On appelle équation intégrodifférentielle une équation qui fait intervenir à la fois
les dérivées et les intégrales d’une fonction.

Dans cette section nous étudions les équations intégrodifférentielles de la forme : x′(t) = Ax(t) +

∫ t

0
C(t− s)x(s)ds+ f(t, x(t)), t ≥ 0,

x(0) = x0,
(2.3)
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2.2.1 Opérateurs résolvant et équations intégrodifférentielles li-
néaires homogène

La théorie des opérateurs résolvants fut introduite par R.C.Grimmer dans les
années quatre vingt. C’est un outil essentiel à la résolution des équations intégro-
différentielles de la forme : x′(t) = Ax(t) +

∫ t

0
C(t− s)x(s)ds, t ≥ 0,

x(0) = x0,
(2.4)

où A est un opérateur linéaire de domaine D(A) et pour tout t, C(t) est un opéra-
teur linéaire de domaine fixé dans D(A).
En fait, cette théorie est une sorte de généralisation de la théorie des semi-groupes
d’opérateurs linéaires bornés. Cependant, un opérateur résolvant n’est pas un semi-
groupe car il ne satisfait pas toujours la propriété de translation donnée dans la défi-
nition 1. Pour caractériser les solutions de l’équation (2.4), nous collectons quelques
résultats fondamentaux sur la théorie des opérateurs résolvants.
Soient X un espace de Banach, A et C(t) des opérateurs linéaires fermés sur X.
Soit L(Y ;X) l’espace des opérateurs linéaires bornés de Y dans X avec Y l’espace
de Banach D(A) muni de la norme du graphe

‖y‖Y = ‖Ay‖X + ‖y‖X , pour tout y ∈ Y (2.5)

Définition 7 [34] Une famille d’opérateurs linéaires bornés (R(t))t≥0 dans X est
dite opérateur résolvant pour l’équation (2.4) si :

1. R(0) = IdX et ‖R(t)‖L ≤Meαt pour tout M ≥ 1 et α ∈ R,
2. Pour tout x ∈ X, t→ R(t)x ∈ X est fortement continu pour t ≥ 0,

3. R(t) ∈ L(Y ) pour t ≥ 0. Pour x ∈ Y , R(·)x ∈ C([0,+∞), Y )∩C1([0,+∞), X)

et pour tout t ≥ 0, on a

R′(t)x = AR(t)x+

∫ t

0
C(t− s)R(s)xds

= R(t)Ax+

∫ t

0
R(t− s)C(s)xds.

Remarque 2.2.1 De cette définition, on déduit du point (3) que si l’équation ho-
mogène (2.4) admet un opérateur résolvant, alors pour x ∈ Y , le terme R(t)x est
une solution l’équation homogène (2.4)

Dans ce qui suit nous donnons des conditions suffisantes d’existence et d’unicité
d’un opérateur résolvant de l’équation homogène (2.4).
Considérons les conditions suivantes
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(H1) A est le générateur infinitésimal d’un c0-semi-groupe (T (t))t≥0 sur X.
(H2) Pour chaque t ≥ 0, C(t) est un opérateur linéaire fermé de Y dans X,

C(t) ∈ L(Y,X). De plus pour tout y ∈ Y , l’application t 7→ C(t)y est dans
W 1,1(R+, X) et il existe c ∈ L1(R+,R+) tel que

‖C ′(t)y‖X ≤ c(t)‖y‖Y pour tout y ∈ Y et t ≥ 0.

Théorème 2.2.1 [57] Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées.
Alors il existe un unique opérateur résolvant de l’équation (2.4)

Exemple 2.2.1 Soit X un espace de Banach. R.C.Grimmer et A.J.Pritchard [56]
ont montré, sous des conditions appropriées, que la famille (R(t))t≥0 définie par : R(t) =

1

2πi

∫
Γ
eλt(λI −A−B∗(λ))−1xdλ, t > 0,

R(0) = I,
(2.6)

est un opérateur résolvant analytique pour l’équation (2.4). Où Γ est un contour du
type utilisé pour obtenir un semi-groupe analytique, B∗ est le transformé de Laplace
de B et i est tel que i2 = −1.

Théorème 2.2.2 [34] Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites.
Soit (T (t))t≥0 le c0-semi-groupe engendré par A et (R(t))t≥0 l’opérateur résolvant
de l’équation (2.4). Alors on a

R(t)x = T (t)x+

∫ t

0
T (t− s)Q(s)xds, (2.7)

où
Q(s)x =

∫ s

0
C
′
(s− u)

∫ u

0
R(v)xdvdu+ C(0)

∫ s

0
R(u)xdu.

De plus, l’opérateur Q est uniformément borné sur chaque intervalle borné, et pour
chaque x ∈ X, l’application Q(·)x : J → X est continue.

Définition 8 [91] Un c0 semi-groupe (T (t))t≥0 est dit compact si pour tout t > 0

fixé T (t) est un opérateur compact.

Théorème 2.2.3 [91] Soit (T (t))t≥0 un c0 semi-groupe. (T (t))t≥0 est compact si et
seulement si (T (t))t≥0 est continu pour la norme d’opérateur pour t > 0.

Théorème 2.2.4 [34] Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites.
Alors T (t) est compact si est seulement si R(t) est compact.

Nous avons vu que l’opérateur résolvant apparaît comme une généralisation du
semi-groupe et nous avons remarqué aussi qu’il ne satisfait pas la propriété de trans-
lation de celui-ci donnée dans la définition 1. Cependant, nous avons une estimation
importante donnée par le théorème suivant.

Théorème 2.2.5 [34] On suppose que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées.
Pour tout a > 0, il existe une constante M = M(a) telle que

‖R(t+ h)−R(t)R(h)‖ ≤Mh Pour 0 ≤ h ≤ t ≤ a. (2.8)
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2.2.2 Équation intégrodifférentielles linéaires non homogène

Considérons l’équation intégrodifférentielle non homogène suivante : x′(t) = Ax(t) +

∫ t

0
C(t− s)x(s)ds+ f(t), t ≥ 0,

x(0) = x0,
(2.9)

où A est un opérateur linéaire de domaineD(A) et pour tout t, C(t) est un opérateur
linéaire de domaine fixé dans D(A) et f : R+ → X est une fonction continue. Nous
définissons à présent la notion de solution stricte de l’équation (2.9).

Définition 9 [55] Une fonction x : [0,+∞)→ X continue est dite solution stricte
de l’équation (2.9) si

i) x(·) ∈ C1([0,+∞);X) ∩ C([0,+∞);Y )

ii) x(·) satisfait l’équation (2.9)

A l’instar des équations d’évolutions non homogènes, pour résoudre ces types d’équa-
tions intégrodifférentielles, on transforme généralement le système initial en une
équation intégrale de Lotka-Volterra. Cette Transformation est obtenue gràce à la
formule de la variation de la constante donnée par l’opérateur résolvant. Si la fonc-
tion f satisfait quelques conditions appropriées et que la donnée initiale x0 ∈ Y ,
alors cette formule de la variation de la constante nous donne la forme générale des
solutions de (2.9). En d’autres termes, nous avons le théorème suivant :

Théorème 2.2.6 [57] On suppose que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées.
Si x : [0,+∞)→ X est une solution stricte de l’équation (2.9), alors

x(t) = R(t)x0 +

∫ t

0
R(t− s)f(s)ds pour t ≥ 0. (2.10)

Remarque 2.2.2 La réciproque de ce théorème n’est pas vraie. En effet, si x satis-
fait l’équation (2.10), alors x n’est pas en générale différentiable.

Cela nous amène à la définition de la notion de solution faible.

Définition 10 [57] Une fonction x : [0,+∞)→ X continue est dite solution faible
de l’équation (2.9) si x vérifie l’équation (2.10)

Le théorème suivant nous donne des conditions suffisantes sur la régularité des so-
lutions faible de l’équation (2.9)

Théorème 2.2.7 [57] On suppose que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées.
Si x0 ∈ Y et si f ∈ C([0,+∞), X)∩L1([0,+∞), Y ) ou f ∈W 1,1([0,+∞), X), alors
la solution faible de l’équation (2.9) devient une solution classique.

D’autres hypothèses peuvent être imposées sur la fonction f . Par exemple la dépen-
dance par rapport à l’état x et la non linéarité aussi. Nous obtenons dans ce cas une
équation intégrodifférentielle semi-linéaire.
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2.2.3 Équations intégrodifférentielles semi-linéaires

Considérons à présent l’équation intégrodifférentielle semi-linéaire suivante x′(t) = Ax(t) +

∫ t

0
C(t− s)x(s)ds+ f(t, x(t)), t ≥ 0,

x(0) = x0,
(2.11)

où A est un opérateur linéaire de domaineD(A) et pour tout t, C(t) est un opérateur
linéaire de domaine fixé dans D(A) et f : R+ ×X → X est une fonction continue.

Définition 11 [55] Nous disons qu’une fonction x : [0,+∞)→ X continue est une
solution stricte de l’équation (2.11) si

i) x(·) ∈ C1([0,+∞);X) ∩ C([0,+∞);D(A))

ii) x(·) satisfait l’équation (2.11)

Théorème 2.2.8 [55] On suppose que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées.
Si x : [0,+∞)→ X est une solution stricte de l’équation (2.11), alors

x(t) = R(t)x0 +

∫ t

0
R(t− s)f(s, x(s))ds pour t ≥ 0. (2.12)

Définition 12 [55] Une fonction x : [0,+∞)→ X continue est dite solution faible
de l’équation (2.11) si x vérifie l’équation (2.12)

On rappelle que la théorie des opérateurs résolvants joue un rôle important dans
l’obtention de nos résultats. Pour plus de détail sur cette théorie, le lecteur pourra
consulter les papiers de [55], [24], [34], [56], [57], [78], [12] [38] [61] [43].

2.2.4 Mesures de non compacité dans les espaces de Banach

Les mesures de non compacités sont des outils très utiles dans la théorie des
équations d’évolutions dans les espaces de Banach. En particulier, les théorèmes de
point fixe qui dérivent d’elles ont plusieurs applications. Comme nous le savons,
la compacité joue un rôle essentiel dans la preuve du théorème du point fixe de
Schauder. Cependant, il existe plusieurs problèmes dont les opérateurs ne sont pas
compacts. La première étape d’étendre le théorème de point fixe de Schauder aux
opérateurs non compacts est donnée par G.Darbo en 1955. En 1967, Sadovskii, à
son tour, généralise le théorème du point fixe de G.Darbo. La notion de mesure de
non compacité joue un rôle essentiel dans leurs preuves.

Définition 13 [68] Soit X un espace de Banach et B l’ensemble des parties bornées
de X, une application

φ : B → [0; +∞) (2.13)

est dite mesure de non compacité (MNC) définie sur X si

φ(co(Ω)) = φ(Ω) pour tout Ω ∈ B. (2.14)
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Propriété 2.2.1 Une mesure de non compacité est dite :

1. Régulière si : φ(Ω) = 0⇐⇒ Ω est compact,

2. Invariante par fermeture si : φ(B) = φ(B),∀B ∈ B
3. Semi-additive si : φ(Ω1 ∪ Ω2) = max{φ(Ω1), φ(Ω2)}, ∀Ω1 ∈ B,∀Ω2 ∈ B
4. Monotone si : Ω1 ⊂ Ω2, alors φ(Ω1) ≤ φ(Ω2), ∀Ω1 ∈ B, ∀Ω2 ∈ B,
5. φ(Ω1 ∩ Ω2) ≤ min{φ(Ω1), φ(Ω2)}, ∀Ω1 ∈ B, ∀Ω2 ∈ B
6. Non-singulière : Si Ω est un ensemble fini, alors φ(Ω) = 0.

7. Théoréme d’intersection de Cantor généralisé : Si Ωn est une suite décroissante
de parties fermées bornées non vides de X tel que limn→∞ φ(Ωn) = 0, alors
l’intersection Ω∞ pour tout Ωn est non vide et compacte.

8. semi-homogène si : φ(λΩ) = |λ|φ(Ω), ∀λ ∈ K,∀Ω ∈ B,
9. algébriquement semi-additive si : φ(Ω1 + Ω2) ≤ φ(Ω1) + φ(Ω2),∀Ω1 ∈ B,Ω2 ∈
B,

10. invariante par translation si : φ(Ω + x) = φ(Ω), ∀Ω ∈ B, ∀x ∈ X,

11. Lipschitz si : |φ(Ωl) − φ(Ω2)| ≤ Lφρ(Ωl,Ω2), où Lφ est une constante qui
dépend de φ et ρ est la mesure de Hausdorff définie par

ρ(Ωl,Ω2) = inf{ε > 0 : Ω2 ⊂ Ωl + εB(O, 1),Ωl ⊂ Ω2 + εB(O, 1)}.

12. Continue si : Pour tout Ω0 ∈ B et tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que |φ(Ω) −
φ(Ω0)| < ε pour tout Ω satisfaisant ρ(Ω,Ω0) < δ.

13. Invariante par passage à l’enveloppe convexe si : φ(co(Ω)) = φ(Ω) pour tout
Ω ∈ B.

La première mesure de non compacité est définie par Kuratowski en 1930. Si Ω

est une partie bornée d’un espace métrique, alors la mesure de non compacité de
Kuratowski α est définie par :

α(Ω) = inf{ε > 0 : Ω ⊂ ∪ki=1Ei, diam(Ei) ≤ ε}. (2.15)

Darbo a utilisé cette mesure de non compacité pour généraliser le théorème de
Schauder à une large classe d’opérateurs, les opérateurs φ-contractante, qui satisfait
la condition

φ(T (Ω)) < φ(Ω). (2.16)

D’autres mesures de non compacités ont été définie plus tard. La plus importante
est la mesure de non compacité de Hausdorff.

Définition 14 [2] Soit X un espace de Banach et B l’ensemble de toutes les par-
ties bornées de X. Pour chaque Ω ∈ B, On définit la mesure de non compacité de
Hausdorff ψ de la manière suivante :

ψ(Ω) = inf{ε > 0 : Ω ⊂ ∪ni=1B(xi, ri), xi ∈ X, ri < ε pour i = 1, · · · , n}. (2.17)
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Les mesures de non compacités de Hausdorff et de Kuratowski satisfont à toutes les
propriétés ci-dessus. Dans la propriété (11) on a Lα = 2 et Lψ = 1.

Théorème 2.2.9 [5] Soit B la boule unité dans X.

1. Si X est de dimension finie, alors α(B) = ψ(B) = 0.

2. Si X est de dimension infinie, alors α(B) = 2 et ψ(B) = 1.

Les mesures de non compacités de Hausdorff et de Kuratowski sont liées par la
relation suivante :

ψ(Ω) ≤ α(Ω) ≤ 2ψ(Ω). (2.18)

On introduit à présent quelques mesures de non compacités de Hausdorff standards.

Exemple 2.2.2 [5] La mesure de non compacité de Hausdorff dans C([a, b], X)

Soit X un espace de Banach et ψ la mesure de non compacité de Hausdorff sur X.
On définit la fonction suivante :

ψC(Ω) = ψ(Ω[a, b]) (2.19)

où Ω[a, b] = {x(t) : x ∈ Ω, t ∈ [a, b]}
ψC est une mesure de non compacité dans le sens de la définition 13.

Remarque 2.2.3 [5] Si Ω ⊂ C([a, b], X) est équicontinue, alors par le théorème de
Arzela-Ascolie

ψC(Ω) = 0 si et seulement si Ω est relativement compact. (2.20)

En d’autres termes ψC est régulière.

Exemple 2.2.3 [68] Nous considérons une autre mesure de non compacité très utile
dans l’espace des fonctions continues C([a, b], X). Pour tout Ω ⊂ C([a, b], X), on
définit

φ(Ω) = sup
t∈[a,b]

ψ(Ω(t)) (2.21)

où Ω(t) = {x(t) : x ∈ Ω}.

Remarque 2.2.4 [68] La mesure de non compacité φ donnée par la formule (2.21)
satisfait à toutes les propriétés de la mesure de non compacité sauf la propriété de
régularité. Cependant, si la famille Ω est équicontinue on a l’égalité suivante

ψC(Ω) = φ(Ω) = sup
t∈[a,b]

ψ(Ω(t)). (2.22)

Une généralisation de la relation (2.22) est donnée par le théorème suivant
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Théorème 2.2.10 [2] Soit X un espace de Banach, K ⊂ Rn une partie compacte.
Notons par C(K,X) l’espace de Banach des fonctions continues de K dans X et soit
Ω ⊂ C(K,X) une partie bornée et equi-continue. Alors

ψC(Ω) = sup
t∈K

ψ(Ω(t)). (2.23)

Exemple 2.2.4 [40] Nous utiliserons également la mesure de non-compacité sé-
quentielle α0 engendrée par α qui est définie par

α0(Ω) = sup{α({xn, n ≥ 1}) : (xn)n≥1 ⊂ Ω} (2.24)

il s’en suit que
α0(Ω) ≤ α(Ω) ≤ 2α0(Ω) (2.25)

Pour toute partir Ω ⊂ X bornée. De plus quandX est séparable, nous avons α0(Ω) =

α(Ω)

Définition 15 [68] Soit X un espace de Banach, φ une mesure de non compacité
définie sur X et T : D ⊂ X → X un opérateur continu. On dit que T est contractante
par rapport à φ ou est φ-contractante si pour tout Ω qui n’est pas relativement
compact, alors on a

φ(T (Ω)) < φ(Ω). (2.26)

Le principale résultat de cette section est le théorème suivant de Darbo et Sadovskii.

Théorème 2.2.11 [2] Théorème de Darbo-Sadovskii
Soit X un espace de Banach et φ une mesure de non compacité sur X qui est inva-
riante par passage à l’enveloppe convexe. Soit D une partie convexe fermée bornée
et non vide de X et T : D → D un opérateur φ-contractante. Alors T a un point
fixe.

La mesure de non compacité de Hausdorff est utilisée pour donner une caractérisa-
tion importante des opérateurs linéaires bornés dans les espaces de Banach.

Définition 16 [68] Soit X un espace de Banach, T : X → X un opérateur linéaire
borné, alors pour toute partie bornée B de X,

ψ(T (B)) ≤ ‖T‖Lψ(B).

Pour des discussions plus générales sur la théorie des mesures de non compacités et
leurs importantes propriétés et les opérateurs φ -contractantes, le lecteur pourra se
référer aux manuscrits de Eberhard Malkowsky et Vladimir Rakocevic [82], Jozef
Banas and Mohammad Mursaleen [14], Jozef Banas [13], G.L. Acedo and T.D. Be-
navides and J.M.A. Toledano [2], M. Kamenskii and V. Obukhovskii and P. Zecca
[68] etc.,

Nous avons présenté dans ce chapitre préliminaire quelques outils indispen-
sables à la réalisation de notre objectif. Nous commençons à étudier, dans le pro-
chain chapitre la controllabilité de quelques types d’équations d’évolutions integro-
différentielles dans les espaces de Banach.
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Chapitre 3

Contrôlabilité pour une classe
d’équations integrodifférentielles

dans un espace de Banach

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions la contrôlabilité exacte de l’équation intégrodif-
férentielle semi-linéaire suivante : x′(t) = Ax(t) +

∫ t

0
C(t− s)x(s)ds+ f(t, x(t)) +Bu(t) pour t ∈ J = [0, b],

x(0) = x0,
(3.1)

où

• A engendre un c0-semi-groupe dans un espace de Banach X, x0 ∈ X.
• {C(t), t ≥ 0} est une famille d’opérateurs linéaires fermés sur X tel
que

D(C(t)) ⊂ D(A), pour tout t ∈ J.

• f : J ×X → X est une fonction non-linéaire qui sera définie plus tard.
• u est la fonction contrôle donnée dans L1(J, U) qui est l’espace de
Banach des fonctions contrôles admissibles, U un espace de Banach.
• B est un opérateur linéaire borné défini dans U à valeur dans X.

On a vu dans l’introduction générale que beaucoup de problèmes physiques d’in-
génieries peuvent être modélisés par des équations différentielles partielles. On a
vu aussi que les équations intégrodifférentielles non linéaires servent une formu-
lation abstraite pour beaucoup d’équations intégrodifférentielles partielles qui se
posent dans les problèmes liés au flux de la chaleur dans les matériaux à mémoire,
viscoélasticité, et d’autres phénomènes physiques. Ainsi, l’étude des résultats de
contrôlabilité pour de tels systèmes est importante. Pour la motivation des systèmes
abstraits et la contrôlabilité des systèmes linéaires, on peut se référer aux livres de
Curtain et de Pritchard [29] et par Curtain et Zwart [30]. La contrôlabilité des sys-
tèmes linéaires et non linéaires dans les espaces de dimension finie a été largement
étudiée en utilisant les principes des points fixes [8] et [69]. Plusieurs auteurs ont
étendu le concept dans les systèmes de dimension infinie et ont établi des conditions
suffisantes pour la contrôlabilité des systèmes linéaires et non linéaires dans les es-
paces de Banach. Parmi les différentes approches de l’étude de la contrôlabilité des
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systèmes non linéaires, les techniques de points fixes ont été utilisées efficacement
pour ces systèmes. Dans la méthode de point fixe, le problème de contrôlabilité est
transformé en un problème de point fixe pour un opérateur non linéaire approprié
dans un espace fonctionnel. Une partie essentielle de cette approche est de garantir
l’existence d’un sous-ensemble invariant pour cet opérateur.
En effet, H.O. Fattorini dans [50] a étudié la contrôlabilité approchée du système
linaire {

x′(t) = Ax(t) + (Bu)(t)

x(0) = x0
(3.2)

où A est le générateur infinitésimale d’un c0 semi-groupe, B est un opérateur linéaire
borné et u est la fonction contrôle. K. Balachandran et J.P. Dauer dans [9] ont eux
aussi étudié la contrôlabilité exacte du système linéaire 3.2.
Naito [87] [88] et [89] a étudié la contrôlabilité approchée du système semi-linéaire{

x′(t) = Ax(t) + F (x(t)) + (Bu)(t)

x(0) = x0
(3.3)

où x(·) prend des valeurs dans un espace de Banach X et u ∈ L2([0, b];U). Dans ces
résultats, A génère un c0 semi-groupe sur X, B est un opérateur linéaire borné de
l’espace de Banach U dans X et F est un opérateur non linéaire sur X.
Yamamoto et Park[100] ont étudié l’équation parabolique.{

x′(t) = Ax(t) + F (t, x(t)) + (Bu)(t)

x(0) = x0
(3.4)

où A engendre un semi-groupe analytique et le terme non linéaire F est uniformé-
ment bornée. La contrôlabilité approchée des systèmes semi-linéaires a été étudiée
par Joshi et Sukavanam [67] et par George [52].
Balachandran et al. [10] considèrent le système intégro différentiel non linéaire sui-
vant : x′(t) = Ax(t) + F (t, x(t)) + (Bu)(t) +

∫ t

0
g(t, s, x(s),

∫ s

0
K(s, u, x(u))duds, t ∈ [0, b]

x(0) = x0

(3.5)
où l’état x(·) prend ses valeurs dans l’espace de Banach X et la fonction de com-
mande u(·) est donnée en L2(J, U), un espace de Banach des fonctions de contrôle
admissibles avec U comme un espace de Banach. Ici, l’opérateur linéaire A génère
un semi-groupe compact T (t) sur X, et B est un opérateur linéaire borné de U dans
X. Les opérateurs non linéaires

f ∈ C(J ×X,X), K ∈ C(J × J ×X,X) et g ∈ C(J × J ×X ×X,X)

sont tous des opérateurs continus uniformément bornés. Balachandran [7] et McKib-
bon [85] ont étudié la contrôlabilité exacte des systèmes semi-linéaires et systèmes
intégro-différentiels non linéaires avec des conditions initiales non locales. Des résul-
tats de contrôlabilité des systèmes non linéaires dans les espaces de Banach peuvent
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être retrouvés dans les références [26] [70] [71] et [92]. En utilisant le théorème du
point fixe de Kakutani, Fabre et al. [49] ont étudié la contrôlabilité approchée de
l’équation de la chaleur semi-linéaire. Barbu [15] a étudié la contrôlabilité exacte
de l’équation de la chaleur, Zhou [101] a étudié la contrôlabilité exacte de l’équa-
tion de Maxwell. L.Górniewicz, S.K.Ntouyas et D.O’regan dans [54] ont établi la
contrôlabilité exacte du système suivant : x′(t) = Ax(t) + F (t, x(t),

∫ t

0
g(t, s, x(s))ds) + (Bu)(t), t ∈ [0, b]

x(0) = x0

(3.6)

Où g : ∆×X → X,∆ = {(t, s) : 0 < s < t < b}, est une fonction donnée, x0 ∈ X, A
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu (T (t))t≥0, et X
est un espace de Banach. La fonction de commande u(·) est donnée dans L2(J, U) qui
est l’espace de Banach des contrôles recevable avec U un espace de Banach. Enfin,
B est un opérateur linéaire borné de U dans X. Ils ont établi leur résultat en utili-
sant le théorème du point fixe de Scheafer combiné avec la théorie des semi-groupes
d’opérateurs linéaires bornés. Notons que, dans tous ces résultats, la propriété de
translation des semi-groupes, T (t + s) = T (t)T (s), joue un rôle important. Cepen-
dant, pour un opérateur résolvant quelconque R(t), R(t + s) = R(t)R(s) n’est pas
toujours vrai. Krishnan Balachandran et Rajagounder Ravi Kumar dans [11] ont
étudié l’existence des solutions des équations d’évolutions intgérodifférentielles non
linéaires à retard dans le cas non local dans les espaces de Banach en utilisant le
théorème du point fixe de Scheafer combiné avec la théorie des opérateurs résolvants.
Ezzinbi, Toure et Zabsonre in [48] ont établi l’existence et la régularité des solutions
faibles et strictes de quelques types d’équations intégrodifférentielles non linéaires à
retard fini dans les espaces de Banach en supposant la condition de Lipschitz sur le
terme non linéaire. J.liang, J.H.Liu et Ti-jun Xiao in [78] ont étudié l’existence des
solutions faibles des équations intégrodifférentielles dans le cas non local dans les
espaces de Banach sans la condition de Lipschitz sur le terme non linéaire. Ils ont
utilisé le théorème du point fixe de Scheafer combiné avec la théorie des opérateurs
résolvants pour obtenir leur résultat. Bouzahir et Fu in [18] ont établi la contrô-
labilité des équations différentielles neutres à retard infini où l’opérateur linéaire
n’est pas nécessairement dense dans l’espace de Banach mais satisfait la condition
de Hille-Yosida. Le but de ce chapitre est d’établir un résultat de contrôlabilité du
systèmes intégrodifférentiels non linéaires 3.1 dans les espaces de Banach en utili-
sant le théorème du point fixe de Schaefer combiné avec la théorie de opérateurs
résolvants sans la condition de Lipschitz sur le terme forcing f . Dans la première
section nous donnons quelques résultats préliminaires. Dans la deuxième section, en
utilisant le théorème du point fixe de Scheafer combiné avec la théorie des opérateurs
résolvants, nous étudions l’existence d’une solution faible de l’équation intégrodif-
férentielle (3.1) sans le terme Bu(t). Dans la troisième section nous établissons un
résultat de contrôlabilité exacte de l’équation intégrodifférentielle (3.1). Finalement,
nous étudions un exemple pour illustrer les résultats obtenus.
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3.2 Résultats Préliminaires

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats importants que nous uti-
liserons dans la suite de ce chapitre.

Définition 17 L’équation (3.1) est dite exactement contrôlable sur l’intervalle J si
pour toute condition initiale x0 dans l’espace de Banach X et pour toute condition
finale xb dans X, il existe une fonction contrôle u ∈ L1(J, U) tel que

x(b, x0, u) = xb (3.7)

L’existence d’un opérateur résolvant est étudié par Grimmer dans [55]. Les hypo-
thèses (H1) et (H2) ci-dessous nous garantissent l’existence d’un opérateur résolvant
de l’équation homogène associée à l’équation (3.1).

3.3 Existence d’un contrôle admissible

Définition 18 Une fonction continue x : [0; b] → X est dite solution faible de
l’équation (3.1) si x satisfait l’équation intégrale de Volterra suivante. x(t) = R(t)x0 +

∫ t

0
R(t− s)

[
f(s, x(s)) +Bu(s)

]
ds pour t ∈ J,

x(0) = x0 ∈ X.
(3.8)

Pour garantir l’existence d’au moins d’une solution faible de l’équation (3.1) nous
utilisons les hypothèses suivantes :

(H1) A est le générateur infinitésimal d’un c0-semi-groupe (T (t))t≥0 sur X.

(H2) (a) Pour chaque t ≥ 0, C(t) est un opérateur linéaire fermé de Y dans X,
C(t) ∈ B(Y,X).

(b) pour tout y ∈ Y , l’application t 7→ C(t)y est dans W 1,1(R+, X) et il
existe c ∈ L1(R+,R+) tel que

‖C ′(t)y‖X ≤ c(t)‖y‖Y pour tout y ∈ Y et t ≥ 0.

(H3) : Pour tout t ∈ J fixé, l’application f(t, ·) : X → X est continue.
Pour chaque x ∈ X fixe, l’application f(·, x) : J → X est fortement mesurable.

(H4) : L’opérateur linéaire W : L1(J, U)→ X défini par

W (u) =

∫ b

0
R(b− s)Bu(s)ds

est inversible et il existe une constante positive M1 telle que

‖BW−1‖ ≤M1.
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(H5) : Il existe une fonction positive g ∈ L1(J,R+) telle que

‖f(t, x)‖ ≤ ‖x‖g(t) pour tout x ∈ X et t ∈ J

et
b
(
M‖g‖L1 +M2M1‖g‖L1

)
< 1,

où M = sup{‖R(t)‖, t ∈ J}.

Théorème 3.3.1 Supposons que les hypothèses (H1)−(H5) sont satisfaites et que le
semi-groupe (T (t))t≥0 est compact pour t > 0. Alors l’équation (3.1) est contrôlable
sur J .

Preuve : En utilisant l’hypothèse (H4) pour une fonction arbitraires x, on définit
un contrôle u par

ux(t) = W−1
[
x1 −R(b)x0 −

∫ b

0
R(b− s)f(s, x(s))ds

]
(t) pour t ∈ J.

Considérons la fonction
N : C(J,X)→ C(J,X)

définie par

Nx(t) = R(t)x0 +

∫ t

0
R(t− s)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds,

où C(J,X) est l’espace des fonctions continues de J dans X muni de la norme de la
convergence uniforme

‖x‖∞ = sup
t∈J
‖x(t)‖. (3.9)

Définissons la fonction suivante

G(t) = Bux(t) = BW−1
[
x1 −R(b)x0 −

∫ b

0
R(b− s)f(s, x(s))

]
(t) (3.10)

et la suite d’ensemble

Bk = {x ∈ C(J,E) : ‖x‖ ≤ k}, pour tout k ≥ 1. (3.11)

Alors pour tout x ∈ Bk, nous avons

‖G(t)‖ ≤M1

[
‖x1‖+M‖x0‖+Mk‖g‖L1

]
:= G0 (3.12)

et
‖Nx(t)‖ ≤M‖x0‖+ bMG0 +Mk‖g‖L1 .

Nous allons montrer que N admet au moins un point fixe. La preuve de ce théo-
rème repose principalement sur le théorème du point fixe de Schaefer. La preuve est
composée de trois étapes.
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Étape 1 : Nous prouvons que l’application N est continue.
Soit (xn)n∈N une suite dans C(J,X) tel que xn → x dans C(J,X) c’est-à-dire
que x ∈ C(J,X) et pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour tout n ≥ η,
‖xn−x‖∞ < ε. Donc, il existe un entier k strictement positif tel que ‖xn‖ ≤ k pour
tout n ∈ N et t ∈ J , il s’en suit que xn ∈ Bk et x ∈ Bk. En utilisant l’hypothèse
(H3) (la continuité de f par rapport à la seconde variable), on obtient que

lim
n→+∞

‖f(s, xn(s))− f(s, x(s))‖ = 0. (3.13)

En utilisant l’hypothèse (H5), on obtient

‖f(s, xn(s))− f(s, x(s))‖ ≤ 2kg(t). (3.14)

Nous avons

Nxn −Nx = R(t)x0 +

∫ t

0
R(t− s)

[
Buxn(s) + f(s, xn(s))

]
− R(t)x0 +

∫ t

0
R(t− s)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
=

∫ t

0
R(t− s)B

[
uxn(s)− ux(s)

]
+

∫ t

0
R(t− s)

[
f(s, xn(s))− f(s, x(s))

]
ds

=

∫ t

0
R(t− s)BW−1

[ ∫ b

0
R(b− τ)

[
f(τ, x(τ))− f(τ, xn(τ))

]
dτ
]
(s)ds

+

∫ t

0
R(t− s)

[
f(s, xn(s))− f(s, x(s))

]
ds.

En prenant la norme dans les deux membres de l’expression précédente, on obtient

‖Nxn −Nx‖ ≤
∫ b

0
MM1

[ ∫ b

0
M‖f(s, xn(s))− f(s, x(s))‖ds

]
dτ

+ M

∫ b

0
M‖f(s, xn(s))− f(s, x(s))‖ds

Des relations (3.13) et (3.14), en utilisant le théorème de convergence dominée de
Lebesgue, nous en déduisons que

‖Nxn −Nx‖ → 0 quand n→ +∞

donc N est continue.

Étape 2 : En utilisant le théorème de Arzela-Ascoli , nous montrons que N est
compact.
Soit Bk défini ci-dessus, Alors Bk est une partie bornée de C(J,X). Montrons que
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l’ensemble N(Bk) = {Nx : x ∈ Bk} est relativement compact dans C(J,X). Pour
cela il suffit de montrer, pour chaque t ∈ J fixé, que l’ensemble Y (t) = {Nx(t) : x ∈
Bk} est relativement compact dans X et que l’ensemble N(Bk) = {Nx : x ∈ Bk}
est équi-continu. Soit 0 < t ≤ b fixé, ε un nombre réel tel que 0 < ε < t et x ∈ Bk.
Alors

Nx(t) = R(t)x0 +

∫ t−ε

0
R(t− s)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds

+

∫ t

t−ε
R(t− s)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds,

Pour tout t > 0 fixé, N est vu comme un opérateur de X dans X. Comme le c0 semi-
groupe est compact, alors d’après le théorème 2.2.4, la famille (R(t))t≥0 est compact.
Il s’en suit que l’opérateur constant R(t)x0 est compact dans X. L’opérateur

N0
ε x(t) =

∫ t−ε

0
R(t− s)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds (3.15)

est compact. En effet,

N0
ε x(t) =

∫ t−ε

0
R(t− s)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds

= R(ε)

∫ t−ε

0
R(t− s− ε)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds

+

∫ t−ε

0
[R(t− s)−R(ε)R(t− s− ε)]

[
Bux(s)

+ f(s, x(s))
]
ds.

Il s’en suit que

N0
ε x(t)−N1

ε x(t) =

∫ t−ε

0
[R(t−s)−R(ε)R(t−s−ε)]

[
Bux(s)+f(s, x(s))

]
ds. (3.16)

avec

N1
ε x(t) = R(ε)

∫ t−ε

0
R(t− s− ε)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds (3.17)

OrN1
ε x(t) est un opérateur compact car la famille (R(t))t≥0 est compact. En prenant

la norme dans l’équation (3.16) et en utilisant le Théorème 2.2.5, on obtient

‖N0
ε x(t)−N1

ε x(t)‖ ≤ Mε

∫ t−ε

0
‖Bux(s) + f(s, x(s))‖ds

≤ Mε
(∫ b

0
‖G(t)‖dt+ k

∫ b

0
g(t)dt

)
≤ Mε

(
bG0 + k

∫ b

0
g(t)dt

)
pour tout 0 < ε < t ≤ b et x ∈ Bk. Et donc, N0

ε x(t) est compact car étant limite
uniforme d’opérateurs compacts. Posons

Nεx(t) = R(t)x0 +N0
ε x(t) (3.18)
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Nεx(t) est un opérateur compact car étant la somme de deux opérateurs compacts.
Nous avons

Nx(t)−Nεx(t) =

∫ t

t−ε
R(t− s)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds,

En prenant la norme dans cette dernière équation, on obtient

‖Nx(t)−Nεx(t)‖ ≤ Rb

∫ t

t−ε
[G0 + kg(s)]ds.

Et donc, Nx(t) est compact car étant limite uniforme d’opérateurs compacts. Par
conséquent, Y (t) est relativement compact dans X.

L’ensemble {Nx : x ∈ Bk} est equi-continu. En effet soit h un nombre réel po-
sitif assez petit et t0 ∈ [0, b[ tel que 0 < t0 + h < b. Alors

Nx(t0 + h)−Nx(t0) = R(t0 + h)x0 +

∫ t0+h

0
R(t0 + h− s)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds

− R(t0)x0 −
∫ t0

0
R(t0 − s)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds

=

[
R(t0 + h)x0 −R(t0)x0

]
+

∫ t0

0
R(t0 + h− s)

[
Bux(s)

+ f(s, x(s))
]
ds

+

∫ t0+h

t0

R(t0 + h− s)
[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds

−
∫ t0

0
R(t0 − s)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds.

Donc

Nx(t0 + h)−Nx(t0) =

[
R(t0 + h)x0 −R(t0)x0

]
+

∫ t0

0

[
R(t0 + h− s)−R(t0 − s)

][
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds

+

∫ t0+h

t0

R(t0 + h− s)
[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds

Par conséquent

‖Nx(t0 + h)−Nx(t0)‖ ≤
∥∥R(t0 + h)x0 −R(t0)x0

∥∥
+

∫ t0

0

∥∥R(t0 + h− s)−R(t0 − s)
∥∥[G0 + kg(s)

]
ds

+ M

∫ t0+h

t0

[
G0 + kg(s)

]
ds.
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lim
h→0

M

∫ t0+h

t0

[
G0 + kg(s)

]
ds = 0 (3.19)

Et comme l’opérateur résolvant R(t) est fortement continu, alors on a∥∥R(t0 + h)x0 −R(t0)x0

∥∥→ 0 quand h→ 0 (3.20)

et comme l’opérateur résolvant R(t) est continu en norme, alors on a∥∥R(t0 + h− s)−R(t0 − s)
∥∥→ 0 quand h→ 0 p.p. s 6= t0 (3.21)

D’après le théorème de convergence dominé de Lebesgue, on obtient :∫ t0

0

∥∥R(t0 + h− s)−R(t0− s)
∥∥[G0 + kg(s)

]
ds→ 0 quand h→ 0 pour tout s 6= t0.

(3.22)
Alors

sup
x∈Bk

‖Nx(t0 + h)−Nx(t0)‖ → 0 as h→ 0

Nous obtenons la même estimation quand t0 ∈ J, h < 0 tel que t0 + h ∈ J . Ce qui
nous permet de conclure que l’ensemble N(Bk) est equi-continu. Donc l’opérateur
N est compact.

Étape 3 : Nous montrons que l’ensemble

σN = {x ∈ C(J,E) : x = λN(x), λ ∈]0, 1[} (3.23)

est une partie bornée.
Soit λ ∈]0, 1[ tel que x = λNx. Alors pour tout t ∈ J

x(t) = λR(t)x0 + λ

∫ t

0
R(t− s)

[
Bux(s) + f(s, x(s))

]
ds

= λR(t)x0 + λ

∫ t

0
R(t− s)BW−1

{
x1 −R(b)x0 −

∫ b

0
R(b− τ)f(τ, x(τ))dτ

}
(s)ds

+ λ

∫ t

0
R(t− s)f(s, x(s))ds

et nous avons

‖x‖ ≤ M‖x0‖+ bMM1

[
‖x1‖+M‖x0‖+ bM‖x‖‖g‖L1

]
+ bM‖x‖‖g‖L1

‖x‖(1− bM‖g‖L1 − bM2M1‖g‖L1) ≤ M‖x0‖+ bMM1(‖x1‖+M‖x0‖).

Alors
‖x‖ ≤ M‖x0‖+ bMM1(‖x1‖+M‖x0‖)

1− bM‖g‖L1 − bM2M1‖g‖L1
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comme
bM‖g‖L1 + bM2M1‖g‖L1 < 1.

Alors σN est borné.

Conclusion : C(J,E) muni de la norme de la convergence uniforme est un es-
pace de Banach, N : C(J,E) → C(J,E) est continue et compact et l’ensemble σN
est borné. Donc, par le théorème du point fixe de Schaefer, on déduit que N admet
au moins un point fixe sur C(J,E) qui est la solution faible de l’équation (3.1) et on
montre facilement que :

(Nx)(b) = x1.

3.4 Application

Pour illustrer notre résultat abstrait, nous considérons l’équation intégro-différentiel
suivante :

∂

∂t
u(t, z) =

∂2

∂z2
u(t, z) +

∫ t

0
γ(t− s) ∂

2

∂z2
u(s, z)ds

+α(t)φ
(
u(t, z)

)
+ bv(t) pour t ∈ [0, b] et z ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0,

u(0, z) = u0(z),

(3.24)

où b ∈ R, γ ∈ C1([0, b],R), α : R+ → R est une fonction continue, v une fonction
contrôle dans L1(0, b), et φ : R → R est une fonction continue tel que |φ(x)| ≤
a1|x| + a2; a1, a2 > 0 et x ∈ R . Pour réécrire l’équation (3.24) sous la forme
abstraite, on introduit l’espace suivant X = L2(0, π).
Soit A : D(A)→ X défini par{

D(A) = H1
0 (0, π) ∩H2(0, π)

Ay = y
′′ (3.25)

Soit C(t) : D(A)→ X défini par C(t)y = γ(t)Ay.
Soit f : [0, b]×X → X défini par f(t, v)(z) = α(t)φ

(
v(z)

)
pour t ∈ [0, b] et z ∈ [0, π].

Supposons que x(t) = u(t, z), alors l’équation (3.24) prend la forme abstraite sui-
vante

d

dt
x(t) = Ax(t) +

∫ t

0
C(t− s)x(s)ds+ f(t, x(t)) +Bv(t) pour t ∈ [0, b],

x(0) = x0.
(3.26)

D’après l’exemple 2.1.3 A engendre un c0-semi-groupe sur L2(0, π). Il est bien connu
que ce c0-semi-groupe est compact pour t > 0, donc (H1) est satisfait. De plus
l’hypothèse (H2) est satisfaite. Il s’en suit que l’équation (3.26) admet un opérateur
résolvant (R(t))t≥0. Alors, il existe une constante M > 0 tel que ‖R(t)‖ ≤M .
l’application f : [0, b] ×X → X définie par f(t, v)(z) = α(t)φ

(
v(z)

)
pour t ∈ [0, b]
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et z ∈ [0, π] est continue. En effet, soit (vn)n≥0 ⊂ L2(0, π) tel que vn → v dans
L2(0, π),

‖f(t, vn)− f(t, v)‖L2(0,π) =
(∫ π

0
|f(t, vn)(z)− f(t, v)(z)|2dz

) 1
2

=
(∫ π

0
|α(t)φ(vn(z))− α(t)φ(v(z))|2dz

) 1
2

= |α(t)|
(∫ π

0
|φ(vn(z))− φ(v(z))|2dz

) 1
2

Lemma 3.4.1 [20] Soit (fn) ⊂ L2(0, π) et f ∈ L2(0, π) tel que fn → f dans
L2(0, π). Alors, il existe une sous suite (fnk

) de (fn) et une fonction ρ ∈ L2(0, π)

tel que

i) fnk
(z)→ f(z) quand k → +∞ presque partout sur [0, π]

ii) |fnk
(z)| ≤ ρ(z) pour tout k et pour presque tout z ∈ [0, π].

En utilisant le lemme 3.4.1, il existe une sous suite vnk
de vn tel que vnk

(z)→ v(z)

presque partout dans [0, π] et ρ ∈ L2((0, π),R+) tel que |vnk
(z)| ≤ ρ(z) pour tout k

et presque partout dans [0, π]. En utilisant la continuité de φ, on obtient |φ(vnk
(z))−

φ(v(z))| → 0 presque partout dans [0, π] et |φ(vnk
(z))| ≤ a1|vnk

(z)|+ a2 ≤ a1ρ(z) +

a2 ∈ L2(0, π). En utilisant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on
obtient φ(vnk

(·))→ φ(v(·)) dans L2(0, π) pour n’importe quelle sous suite vnk
(·) de

vn(·). Alors φ(vn(·))→ φ(v(·)) dans L2(0, π). Ainsi on a ‖f(t, vn)−f(t, v)‖L2(0,π) →
0 quand n→∞. Par conséquent, l’hypothèse (H3) est satisfaite. Nous supposons que
l’hypothèse (H4) est satisfaite, c’est-à-dire que l’opérateur linéaire W : L1(J, U)→
E défini par

W (u) =

∫ b

0
R(b− s)Bu(s)ds

est inversible et il existe une constante positive M1 telle que

‖BW−1‖ ≤M1.

Nous avons aussi

‖f(t, v)‖L2(0,π) =
(∫ π

0
|f(t, v(z))|2dz

) 1
2

=
(∫ π

0
|α(t)φ(v(z))|2dz

) 1
2

≤ |Cα(t)|
(∫ π

0
|v(z)|2dz

) 1
2

= |Cα(t)|‖v‖L2(0,π)

et on choisit b assez petit tel que

b3

2

(
M +M2M1

)
< 1,

alors l’hypothèse (H5) est satisfaite. D’après le théorème 3.3.1, l’équation (3.24) est
contrôlable sur [0, b].





Chapitre 4

Solutions faibles pour des
Équations intégrodifférentielles
Impulsives non locale en temps

dans un espace de Banach

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence des solutions faibles, avec des condi-
tions de type Carathéodory, du système d’équations intégrodifférentielles impulsives
avec condition non locale suivant :

u′(t) = Au(t) +

∫ t

0
C(t− s)u(s)ds+ f(t, u(t)) pour t ∈ J = [0, b] et t 6= ti

∆u(ti) = Ii(u(ti)) pour i = 1, · · · , p et 0 < t1 < t2 < · · · < tp < b

u(0) = g(u),
(4.1)

où A et C(t) sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach X de
domaine fixé D(A), tandis que f et g sont des fonctions qui seront caractérisées
plus tard et ∆u(ti) = u(t+i ) − u(t−i ) constitue la condition impulsive. Les équa-
tions différentielles impulsives décrivent l’évolution des systèmes dont l’état change
instantanément en un moment donné, qui ne peuvent pas être modélisées par les
problèmes à valeurs initiales classiques. Dans la modélisation mathématique de ces
processus, le changement d’état apparaît instantanément et est représenté par des
sauts (discontinuités) dans l’état du système modélisé. De tel processus sont observés
dans plusieurs domaines des mathématiques appliquées (en mécanique, population
dynamique, en biologie etc...) Une équation différentielle impulsive est composée
d’une partie continue et d’une partie discrète représentant les sauts. Dans le cas où
l’opérateur C ≡ 0, l’équation (4.1) est largement étudiée par plusieurs auteurs. En
effet, Liu [80] a étudié le problème initial classique suivant :

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)) pour t ∈ J = [0, b] et t 6= ti
∆u(ti) = Ii(u(ti)) pour i = 1, · · · , p et 0 < t1 < t2 < · · · < tp < b

u(0) = u0,

(4.2)

où A est le générateur infinitésimal d’un c0 semi-groupe sur un espace de Banach
X. ∆u(ti) = u(t+i )−u(t−i ) constitue la condition impulsive. Pour étudier l’équation
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(4.2), Liu a supposé que la fonction non linaire f est Lipschitzienne par rapport a
sa seconde variable et que les fonctions impulsives Ii sont Lipschitziennes. L.Zhu,
Q.Dong et G.Li [40] ont étudié l’équation différentielle impulsive de type non local
suivante :

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)) pour t ∈ J = [0, b] et t 6= ti
∆u(ti) = Ii(u(ti)) pour i = 1, · · · , p et 0 < t1 < t2 < · · · < tp < b

u(0) = g(u),

(4.3)

où A est le générateur infinitésimal d’un c0 semi-groupe sur un espace de Banach
X. Ils ont établi leur résultats d’existence en supposant que les fonctions g et Ii, i =

1, · · · , p sont Lipschitz et que f est une fonction de Carathéodory satisfaisant

β(f(t,D)) ≤ l(t)β(D), pour toute partie D bornée (4.4)

où β est la mesure de non compacité de Hausdorff et l ∈ L1(J,R+).
S. Ji et S. Wen dans [66] ont examiné l’équation différentielle impulsive avec une
condition non locale suivante :

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)) pour t ∈ J = [0, b] et t 6= ti
∆u(ti) = Ii(u(ti)) pour i = 1, · · · , p et 0 < t1 < t2 < · · · < tp < b

u(0) = g(u) + u0,

(4.5)

où A est le générateur infinitésimal d’un c0 semi-groupe sur un espace de Banach X.
Afin d’obtenir leur premier résultat, ils ont supposé que la fonction g est compacte,
f est une fonction de Carathéodory satisfaisant

β(f(t,D)) ≤ l(t)β(D), pour toute partie D bornée (4.6)

où β est la mesure de non compacité de Hausdorff et l ∈ L1(J,R+) et que les
fonctions Ii sont continues compactes satisfaisant

‖Ii(x)‖ ≤ li(‖x‖), i = 1, · · · , p (4.7)

où li : R+ → R+ est croissante pour tout i. Pour obtenir leur deuxième résultat, ils
ont supposé que g et Ii, i = 1, · · · , p sont Lipschitz. J. Lianga, J.H. Liuc et T.J. Xiao
dans [79] ont examiné l’équations (4.5) d’abord en supposant que les fonctions f, g
et Ii, i = 1, · · · , p sont Lipschitziennes en suite en supposant que g, Ii, i = 1, · · · , p
sont compactes et f continue. Enfin, ils ont supposé cette fois ci que la fonction g
n’est ni compacte ni Lipschitz mais f Lipschitz et Ii, i = 1, · · · , p compacte. Notons
que tous ces travaux ont été réalisé en utilisant le théorème du point fixe de Darbo-
Sadovskii combiné avec la théorie des c0 semigroupes.

Dans ce chapitre, nous utiliserons la notion de mesure de non compacité, le théo-
rème du point fixe de Sadovskii et la théorie des opérateurs résolvants introduite par
Grimmer [55] pour établir un résultat d’existence d’au moins d’une solution faible
de l’équation (4.1). Tout d’abord, nous rappelons quelques résultats préliminaires.
Ensuite, nous étudions l’existence d’au moins d’une solution faible de l’équation
(4.1). Enfin, nous donnons un exemple pour illustrer les résultats obtenus.
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4.2 Mesure de non compacité et équations integrodiffé-
rentielles dans les espaces de Banach.

Rappelons tout d’abord que la compacité joue un rôle essentiel dans la preuve
du théorème du point fixe de Schauder et dans plusieurs théorèmes de point fixe.
Rappelons aussi pour étendre le théorème de Schauder aux opérateurs non com-
pacts, Sadovskii a utilisé la notion de mesure de non compacité.

Considérons les conditions suivantes

(H1) A est le générateur infinitésimal d’un c0-semi-groupe (T (t))t≥0 sur X.

(H2) Pour chaque t ≥ 0, C(t) est un opérateur linéaire fermée de Y dans X,
C(t) ∈ B(Y,X). De plus pour tout y ∈ Y , l’application t 7→ C(t)y est dans
W 1,1(R+, X) et il existe c ∈ L1(R+,R+) tel que

‖C ′(t)y‖X ≤ c(t)‖y‖Y pour tout y ∈ Y et t ≥ 0.

Théorème 4.2.1 Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites. Si
le c0-semi-groupe (T (t))t≥0 est uniformément continu pour t > 0, alors l’opérateur
résolvant (R(t))t≥0 est uniformément continu pour t > 0.

Preuve Soit t0 > 0 et h > 0. D’après le Théorème 2.2.2, pour chaque x tel que
‖x‖ ≤ 1

R(t0 + h)x−R(t0)x = T (t0 + h)x+

∫ t0+h

0
T (t0 + h− s)Q(s)xds

− T (t0)x−
∫ t0

0
T (t0 − s)Q(s)xds

=
[
T (t0 + h)x− T (t0)x

]
+

∫ t0+h

t0

T (t0 + h− s)Q(s)xds

+

∫ t0

0

[
T (t0 + h− s)− T (t0 − s)

]
Q(s)xds.

d’òu

‖R(t0 + h)x−R(t0)x‖ ≤ ‖T (t0 + h)− T (t0)‖‖x‖+

∫ t0+h

t0

‖T (t0 + h− s)Q(s)x‖ds

+

∫ t0

0
‖T (t0 + h− s)− T (t0 − s)‖‖Q(s)x‖ds.

D’après le théorème 2.2.2, ‖Q(s)x‖ est uniformément borné, alors il existe une
constante c > 0 tel que ‖Q(s)x‖ ≤ c pour tout s borné et ‖x‖ ≤ 1. d’où, on
a

‖R(t0 + h)−R(t0)‖ ≤ ‖T (t0 + h)− T (t0)‖+ cMh

+ c

∫ t0

0
‖T (t0 + h− s)− T (t0 − s)‖ds,
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où M = sup{‖T (t)‖, t ∈ J}. Comme (T (t))t≥0 est uniformément continu pour tout
t0 > 0, alors on a ‖T (t0 + h) − T (t0)‖ → 0 quand h → 0 et par le théorème de
convergence dominé de Lebesgue, il s’en suit que∫ t0

0
‖T (t0 + h− s)− T (t0 − s)‖ds→ 0 quand h→ 0 pour tout t0 6= s.

Ainsi, nous avons

‖R(t0 + h)−R(t0)‖ → 0 quand h→ 0.

On obtient le même résultat en prenant t0 > 0, h < 0 tel que t0 + h > 0. Ce qui
nous permet de conclure que (R(t))t≥0 est uniformément continue pour t > 0.

Théorème 4.2.2 Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites. Si
le c0-semi-groupe (T (t))t≥0 est uniformément continu pour tout t > 0 et si w ∈
L1(J,R+). Alors l’ensemble suivant

H =
{∫ •

0
R(• − s)u(s)ds : u ∈Ww

}
est équi-continu sur J , où Ww = {u : ‖u(s)‖ ≤ w(s) p.p. sur J}.

Preuve : Soit Hu(t) =

∫ t

0
R(t− s)u(s)ds pour tout t ∈ J et u ∈Ww.

Soit t0 ∈ J et h > 0 tel que t0 + h ∈ J .

‖Hu(t0 + h)−Hu(t0)‖ ≤
∫ t0

0
‖R(t0 + h− s)u(s)−R(t0 − s)u(s)‖ds

+

∫ t0+h

t0

‖R(t0 + h− s)‖w(s)ds

≤
∫ t0

0
‖R(t0 + h− s)u(s)−R(t0 − s)u(s)‖ds

+ Rb

∫ t0+h

t0

w(s)ds.

On a

lim
h→0

Rb

∫ t0+h

t0

w(s)ds = 0. (4.8)

Comme le c0-semi-groupe (T (t))t≥0 est uniformément continue pour tout t > 0,
alors d’après le Théorème 4.2.1, l’opérateur résolvant (R(t))t≥0 est uniformément
continue pour tout t > 0. Il s’en suit que

lim
h→0
‖R(t0 + h− s)u(s)−R(t0 − s)u(s)‖ = 0 pour t0 6= s (4.9)

uniformément par rapport à u ∈Ww. De plus

‖R(t0 + h− s)u(s)‖ ≤ Rbw(s) presque partout sur J. (4.10)
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Alors d’après le Théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim
h→0

∫ t0

0
‖R(t0 + h− s)u(s)−R(t0 − s)u(s)‖ds = 0 pour t0 6= s. (4.11)

uniformément par rapport à u ∈Ww.
On obtient la même estimation pour h < 0. Cela entraine que

lim
h→0

sup
u∈Ww

‖Hu(t0 + h)−Hu(t0)‖ = 0.

Lemma 4.2.1 [40] Si W ⊂ C(J,X) est borné, alors pour tout t ∈ J

α(W (t)) ≤ α(W ),

où W (t) = {u(t) : u ∈W} ⊂ X. De plus, si W est equi-continu sur J , alors

α(W ) = α(W (J)) = sup{α(W (t)) : t ∈ J},

où W (J) = {u(t) : u ∈W, t ∈ J}.

Soit
S : L1([0, b];X)→ C([0, b];X) (4.12)

un opérateur satisfaisant les conditions suivantes.
(S1) : Il existe une constante D > 0 tel que

‖Sf(t)− Sg(t)‖ ≤ D
∫ t

0
‖f(s)− g(s)‖ds

pour tout f, g ∈ L1([0, b];X) et t ∈ [0, b].

(S2) : Soit K une partie compacte de X et (gn)n≥1 une suite de fonctions dans
L1([0, b];X) tel que {gn(t);n ≥ 1} ⊂ K pour presque tout t ∈ [0, b]. Alors la
convergence faible gn ⇀ g0 implique la convergence forte Sgn → Sg0.

Nous considérons maintenant le résultat d’inversion entre mesure de non compacité
et intégral.

Théorème 4.2.3 [68] Supposons que S satisfait les conditions (S1) et (S2). Soit
(fn)n≥1 une suite de fonctions dans L1([0, b];X). Supposons qu’il existe v ∈ L1([0, b];R+)

tel que ‖fn(t)‖ ≤ v(t) pour presque tout t ∈ [0, b] et pour tout n ≥ 1. Alors

α({Sfn(t) : n ≥ 1}) ≤ 2D

∫ t

0
α({fn(s) : n ≥ 1})ds pour t ∈ [0, b]. (4.13)

Soit (R(t))t≥0 l’opérateur résolvent de l’équation (2.4). Considérons maintenant
l’opérateur linéaire

G : L1(J ;X)→ C(J ;X) (4.14)

défini par

Gf(t) =

∫ t

0
R(t− s)f(s)ds pour t ∈ J. (4.15)
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Théorème 4.2.4 Supposons que les conditions (H1) et (H2) sont satisfaites . Soit
(fn)n≥1 une suite de fonctions dans L1([0, b];X). Supposons qu’il existe v ∈ L1([0, b];R+)

tel que ‖fn(t)‖ ≤ v(t) pour presque tout t ∈ [0, b] et pour tout n ≥ 1. Alors

α({Gfn(t) : n ≥ 1}) ≤ 2Rb

∫ t

0
α({fn(s) : n ≥ 1})ds pour t ∈ [0, b], (4.16)

où Rb = supt∈[0,b] ‖R(t)‖.

Preuve : Pour prouver ce Théorème, il suffit de montrer que l’opérateur G satisfait
les conditions (S1) et (S2). Soit f, g ∈ L1(J,X), alors on a

Gf(t)−Gg(t) =

∫ t

0
R(t− s)[f(s)− g(s)]ds. (4.17)

Comme ‖R(t)‖ ≤ Rb pour tout t ∈ [0, b], alors en prenant la norme dans les deux
membres de l’équation (4.17), on obtient

‖Gf(t)−Gg(t)‖ ≤ Rb
∫ t

0
‖f(s)− g(s)‖ds. (4.18)

D’où (S1) est vérifié.
Pour montrer que la condition (S2) est satisfaite il faut montrer que pour toute
suite (fn)n≥1 dans L1([0, b];X) et f0 ∈ L1([0, b];X) tel que fn ⇀ f0 faiblement,
alors Gfn ⇀ Gf0 faiblement et que {Gfn, n ≥ 1} est relativement compact dans
C(J,X). En effet, comme G est un opérateur linéaire borné, alors fn ⇀ f0 implique
Gfn ⇀ Gf0. En effet, posons E = L1(J,X) et F = C(J,X). G est un opérateur
linéaire borné de E dans F .

fn ⇀ f0 ⇐⇒< f∗, fn >→< f∗, f0 >, ∀f∗ ∈ E′ (4.19)

Alors, pour tout H∗ ∈ F ′ on a

< H∗, Gfn > = < G∗H∗, fn >→< G∗H∗, f0 >=< H∗, Gf0 > .

D’où Gfn ⇀ Gf0 faiblement.

En utilisant le Théorème de Arzela-Ascoli, on montre que l’ensemble {Gfn, n ≥ 1}
est relativement compact dans C(J,X). Pour cela, il suffit de montrer que, pour
chaque t ∈ J fixé, l’ensemble Y (t) = {Gfn(t), n ≥ 1} est relativement compact dans
X et que l’ensemble {Gfn, n ≥ 1} est equi-continu sur J .

Lemma 4.2.2 Si K est une partie compacte de X et t ∈ J fixé, alors l’ensemble
Qt ⊂ X défini par

Qt = {R(s)x, s ∈ [0, t], x ∈ K} (4.20)

est compact dans X.
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Preuve : Soit sn une suite dans [0, t] et xn une suite dans K, alors il existe une
sous suite sφ(n) de sn qui converge vers s0 ∈ [0, t] et une sous suite xψ(n) de xn qui
converge vers x0 ∈ K. Or sφ◦ψ(n) est une sous suite de sφ(n) donc converge vers s0

et xφ◦ψ(n) est une sous suite de xψ(n) donc converge vers x0.

‖R(sφ◦ψ(n))xφ◦ψ(n) −R(s0)x0‖ ≤ ‖R(sφ◦ψ(n))xφ◦ψ(n) −R(sφ◦ψ(n))x0‖
+ ‖R(sφ◦ψ(n))x0 −R(s0)x0‖
≤ sup

s∈[0,t]
‖R(s)‖‖xφ◦ψ(n) − x0‖

+ ‖R(sφ◦ψ(n))x0 −R(s0)x0‖

Et puisque R(t) est fortement continu, alors ‖R(sφ◦ψ(n))x0 − R(s0)x0‖ → 0. Cela
nous permet de conclure que ‖R(sφ◦ψ(n))xφ◦ψ(n) −R(s0)x0‖ → 0. Donc, Qt est une
partie compact dans X.

Lemma 4.2.3 [83] Soit f ∈ L1(J,X), alors∫ b

a
f(t)dt ∈ (b− a)co({f(t) : t ∈ [a, b]}) (4.21)

pour tout a, b ∈ J avec a < b.

Maintenant, on utilise le Lemme 4.2.3 pour montrer que :

{Gfn(t), n ≥ 1} ⊂ tco(Qt) (4.22)

Soit n0 ≥ 1, alors fn0(s) ∈ K pour tout s ∈ J . D’où pour tout s ∈ [0, t],

R(t− s)fn0(s) ∈ R(t− s)K ⊂ ∪τ∈[0,t]R(t− τ)K = Qt. (4.23)

Ainsi, en utilisant le Lemme 4.2.3, on obtient

Gfn0(t) =

∫ t

0
R(t− s)fn0(s)ds ∈ tco

(
{R(t− s)fn0(s) : s ∈ [0, t]}

)
⊂ tco(Qt).

(4.24)
Comme fn(t) ∈ K pour tout n ≥ 1 et pour tout t fixé, on obtient alors

{Gfn(t), n ≥ 1} ⊂ tco(Qt). (4.25)

En prenant la mesure de non compacité dans l’expression 4.25 et en utilisant la
monotonicité de la mesure de non compacité de Hausdorff, on obtient

α({Gfn(t), n ≥ 1}) ≤ α(tco(Qt)) = tα(co(Qt)) = tα(co(Qt)) = tα(Qt) = 0. (4.26)

D’après la propriété de régularité de la mesure de non compacité de Hausdorff, on
obtient que l’ensemble {Gfn(t), n ≥ 1} est relativement compact dans X.
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Etablissons l’équicontinuité de l’ensemble {Gfn, n ≥ 1}. Soit t0 ∈ J et h > 0 tel que
t0 + h ∈ J . Alors on a

‖Gfn(t0 + h)−Gfn(t0)‖ ≤
∫ t0

0
‖R(t0 + h− s)fn(s)−R(t0 − s)fn(s)‖ds

+

∫ t0+h

t0

‖R(t0 + h− s)‖‖fn(s)‖ds

≤
∫ t0

0
‖R(t0 + h− s)fn(s)−R(t0 − s)fn(s)‖ds

+ Rb

∫ t0+h

t0

v(s)ds.

On a

lim
h→0

Rb

∫ t0+h

t0

v(s)ds = 0. (4.27)

Et comme pour tout t > 0, R(t) est un opérateur linéaire borné et que l’ensemble
K est compact, alors on obtient

lim
h→0

sup
n
‖R(t0 + h− s)fn(s)−R(t0 − s)fn(s)‖ = 0.

De plus
‖R(t0 + h− s)fn(s)‖ ≤ Rbv(s) presque partout sur J. (4.28)

Ainsi, en utilisnat le Théorème de convergence dominé de Lebesgue, il s’en suit que

lim
h→0

∫ t0

0
‖R(t0 + h− s)fn(s)−R(t0 − s)fn(s)‖ds = 0 pour t0 6= s. (4.29)

uniformément pour n ≥ 1. Le même raisonnement fonctionne pour le cas h < 0.
D’où

lim
h→0
‖Gfn(t0 + h)−Gfn(t0)‖ = 0 uniformément pour n ≥ 1.

Par conséquent, on a {Gfn, n ≥ 0} est équi-continu. Finalement, en appliquent le
Théorème de Arzela-Ascoli, on conclut que {Gfn, n ≥ 1} est relativement compact
dans C(J ;X). En conclusion, nous avons Gfn ⇀ Gf0 et que l’ensemble {Gfn, n ≥ 1}
est relativement compact dans C(J ;X). D’où Gfn converge vers Gf0 pour la norme
de la convergence uniforme. D’où (S2) est satisfaite.

Soit Sf l’unique solution faible, associée à f , de l’équation intégrodifférentielle non
homogène suivante u′(t) = Au(t) +

∫ t

0
B(t− s)u(s)ds+ f(t) pour t ∈ J,

u(0) = u0.
(4.30)
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Corollary 4.2.1 Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites. Soit
(fk)k≥1 une suite de fonctions. Supposons qu’il existe une fonction ϕ ∈ L1(J,R+)

tel que
‖fk(t)‖ ≤ ϕ(t) p.p. sur J et k ≥ 1.

Alors, pour tout t ∈ J

α({Sfk(t) : k ≥ 1}) ≤ 2Rb

∫ t

0
α({fk(s) : k ≥ 1})ds. (4.31)

4.3 Existence d’une solution faible

Définition 19 Une solution faible de l’équation (4.1) est une fonction u ∈ PC(J,X)

tel que

u(t) = R(t)g(u) +

∫ t

0
R(t− s)f(s, u(s))ds+

∑
0<ti<t

R(t− ti)Ii(u(ti)) pour t ∈ J.

(4.32)
Soit r > 0. Posons Wr = {u ∈ PC(J,X) : ‖u‖pc ≤ r}.

Pour garantir l’existence d’une solution faible de l’équation (4.1), nous posons, en
plus des conditions (H1) et (H2), les conditions suivantes :

(H3) : Le c0-semi-groupe (T (t))t≥0 engendré par A est uniformément continu pour
tout t > 0.

(H4) : f : J ×X → X satisfait aux conditions de Carthéodory suivantes :

i) f(·, x) : J → X est fortement mesurable pour chaque x ∈ X

ii) f(t, ·) : X → X est continue pour chaque t ∈ J

iii) Il existe une fonction l ∈ L1(J,R+) tel que

α(f(t, B)) ≤ l(t)α(B)

pour tout t ∈ J et pour toute partie B ⊂ X bornée.

(H5) : Ii : X → X est ki Lipschitzienne pour tout i ∈ I, i = 1, · · · , p.

(H6) : Il existe une constante k ∈ (0,m) tel que :

‖g(u)− g(v)‖ ≤ k‖u− v‖pc pour tout u, v ∈ PC(J,X),

où m = 1
Rb
−
∑p

i=1 ki

(H7) : Il existe une constante r > 0 tel que

Rb

(
‖g(0)‖+

p∑
i=1

‖Ii(0)‖+ b · sup
t∈J,u∈Wr

‖f(t, u)‖
)
≤
(

1−Rb(k +

p∑
i=1

ki)
)
r.



48
Chapitre 4. Solutions faibles pour des Équations intégrodifférentielles

Impulsives non locale en temps dans un espace de Banach

Théorème 4.3.1 Supposons que les conditions (H1)− (H7) sont satisfaites. Alors
l’équation (4.1) a au moins une solution faible sur J pourvu que

Rb(4l1 + k +

p∑
i=1

ki) < 1. (4.33)

où l1 =
∫ b

0 l(s)ds.

Preuve : Considérons les opérateurs suivants :

H : PC(J,X)→ C(J,X)

défini par

(Hu)(t) =

∫ t

0
R(t− s)f(s, u(s))ds pour t ∈ J. (4.34)

et
Q : PC(J,X)→ PC(J,X)

défini par

(Qu)(t) = u(t)−R(t)g(u)−
∑

0<ti<t

R(t− ti)Ii(u(ti)) pour t ∈ J. (4.35)

Soit Br = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ r} et Wr = {u ∈ PC(J,X) : ‖u‖pc ≤ r}.

La preuve du théorème est divisée en cinq étapes.

Étape 1 L’opérateur H est continu.

Étape 2 L’opérateur Q est Lipschitzien.

Étape 3 L’opérateur Q est bijectif.

Étape 4 L’opérateur Q−1 est Lipschitzien.

Étape 5 L’opérateur Q−1H est une α-contraction de Wr dans Wr.

Un point fixe de Q−1H est une solution faible de l’équation (4.1). En effet, pour
tout u ∈ PC(J,X)

Q(u(t)) = v(t) ⇐⇒ u(t) = Q−1(v(t))

⇐⇒ u(t) = v(t) +R(t)g(Q−1v) +
∑

0<ti<t

R(t− ti)Ii(Q−1v(ti))

soit u un point fixe de Q−1H. Alors on a

u(t) = Q−1H(u(t)) = Q−1(Hu(t))

= Hu(t) +R(t)g(Q−1Hu) +
∑

0<ti<t

R(t− ti)Ii(Q−1Hu(ti))

=

∫ t

0
R(t− s)f(s, u(s))ds+R(t)g(u) +

∑
0<ti<t

R(t− ti)Ii(u(ti))
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u(t) satisfait l’équation (4.32), Ainsi il s’en suit que u(t) est une solution de l’équa-
tion (4.1).

Etape 1. L’opérateur H est continu sur PC(J,X). En effet, soit (un)n∈N une suite
dans PC(J,X) tel que un → u in PC(J,X), alors il existe un entier r tel que
‖un‖ ≤ r pour tout n ∈ N. Ainsi, il s’en suit que un ∈Wr et u ∈Wr. Comme f(t, .)

est continu sur X, on a

lim
n→+∞

‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖ = 0.

En utilisant l’hypothèse (H7) et le Théorème de convergence dominée de Lebesgue,
on obtient

‖Hun −Hu‖ ≤ lim
n→+∞

Rb

∫ b

0
‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖ds = 0.

Par la suite H est continue sur PC(J,X). De plus, en utilisant l’hypothèse (H7) et
le Théorème 4.2.2, on obtient H(Wr) est borné, equi-continu sur J .

Lemma 4.3.1 [40] Si l’hypothèse (H7) est satisfaite, alors pour toute partie bornée
W ⊂Wr, on a

α(HW (t)) ≤ 4Rb

∫ t

0
α(f(s,W (s))ds pour t ∈ J. (4.36)

Etape 2. L’opérateur Q est Lipschitzien. En effet, soit u1, u2 ∈ PC(J,X), on a

‖(Qu1)(t)− (Qu2)(t) ≤ ‖u1(t)− u2(t)‖+ ‖R(t)g(u1)−R(t)g(u2)‖

+

p∑
i=1

‖R(t− ti)Ii(u1(ti))−R(t− ti)Ii(u2(ti))‖

≤ ‖u1 − u2‖PC +Rbk‖u1 − u2‖PC +Rb

p∑
i=1

ki‖u1 − u2‖PC

≤
(

1 +Rb(k +

p∑
i=1

ki)
)
‖u1 − u2‖PC .

Etape 3. L’opérateur Q est bijectif. En effet, soit v ∈ PC(J,X) fixé, prouvons qu’il
existe un unique u ∈ PC(J,X) tel que

(Qu)(t) = v(t) pour t ∈ J.

Définition l’opérateur L : PC(J,X)→ PC(J,X) par

(Lu)(t) = R(t)g(u) +
∑

0<ti<t

R(t− ti)Ii(u(ti)) + v(t) pour t ∈ J.
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L’existence et l’unicité d’un point fixe de l’opérateur L pour chaque v ∈ PC(J,X)

implique que l’opérateur Q est bijective. Soit u1, u2 ∈ PC(J,X), alors on a

‖(Lu1)(t)− (Lu2)(t)‖ ≤ ‖R(t)g(u1)−R(t)g(u2)‖

+

p∑
i=1

‖R(t− ti)Ii(u1(ti))−R(t− ti)Ii(u2(ti))‖

≤ Rbk‖u1 − u2‖PC +Rb

p∑
i=1

ki‖u1 − u2‖PC

≤ Rb

(
k +

p∑
i=1

ki

)
‖u1 − u2‖PC

D’après l’hypothèse (H6), Rb
(
k +

∑p
i=1 ki

)
< 1, ce qui entraine que l’opérateur

L est une contraction sur PC(J,X). Ainsi, d’après le Théorème du point fixe de
Banach, l’opérateur L a un unique point fixe sur PC(J,X). On conclut que Q est
un opérateur bijective.

Etape 4. L’opérateur Q−1 est Lipschitzien. En effet, soit v1, v2 ∈ PC(J,X), alors
on a

‖(Q−1v1)(t)− (Q−1v2)(t)‖ ≤ ‖v1 − v2‖+ ‖R(t)g(Q−1v1)−R(t)g(Q−1v2)‖

+

p∑
i=1

‖R(t− ti)Ii(Q−1v1)(ti)−R(t− ti)Ii(Q−1v2)(ti)‖

≤ ‖v1 − v2‖PC +Rbk‖Q−1v1 −Q−1v2‖PC

+ Rb

p∑
i=1

ki‖Q−1v1 −Q−1v2‖PC

≤ ‖v1 − v2‖PC +Rb(k +

p∑
i=1

ki)‖Q−1v1 −Q−1v2‖PC

≤ 1

1−Rb(k +
∑p

i=1 ki))
‖v1 − v2‖PC .

Etape 5. L’opérateur Q−1H est une α-contraction de Wr dans Wr.
Wr est stable par Q−1H c’est-à-dire (Q−1H)(Wr) ⊂ Wr. En effet, pour chaque
u ∈ Wr ⊂ PC(J,X), posons w = (Q−1H)(u), d’après les hypothèses (H5) − (H7),
on a

‖w(t)‖ ≤ ‖R(t)g(u)‖+

p∑
i=1

‖R(t− ti)Ii(u)(ti)‖+

∫ t

0
‖R(t− s)‖ sup

s∈J,u∈Wr

‖f(s, u(s))‖ds

≤ Rb

(
(k +

p∑
i=1

ki)‖u‖PC + ‖g(0)‖+

p∑
i=1

‖Ii(0)‖+ b · sup
s∈J,u∈Wr

‖f(s, u(s))‖
)

≤ r,
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par conséquent, on a ‖w‖PC ≤ r. Cela entraine que, (Q−1H)(Wr) ⊂Wr.
Prouvons que Q−1H est une α-contraction. Comme Q−1 est un opérateur Lipschit-
zien et H est continue sur PC(J,X), alors on a Q−1H est continu sur PC(J,X)

en tant que composition de deux fonctions continues. Comme H(Wr) est borné et
equi-continu sur J , on peut même en déduire que (Q−1H)(Wr) ⊂ PC(J,X) est
équi-continu sur chaque Ji, i = 0, 1, · · · , p, où J0 = (0, t1]; Ji = (ti, ti+1], i = 1, · · · p.
Comme Q−1 est Lipschitzien avec une constante de Lipschitz 1

1−Rb(k+
∑p

i=1 ki))
for

W ⊂Wr, on obtient que

α(Q−1HW ) <
1

1−Rb(k +
∑p

i=1 ki))
α(HW ).

d’autre part, d’après le Lemme 4.3.1 pour tout t ∈ J , nous savons que

α(HW (t)) ≤ 4Rb

∫ t

0
α(f(s,W (s))ds ≤ 4Rb

∫ t

0
l(s)α(W (s))ds.

Ainsi d’après les lemmes 4.2.1 et 4.3.1, on obtient que

α(HW ) ≤ 4l1Rbα(W ).

Par conséquent,

α(Q−1HW ) ≤ 4l1Rb
1−Rb(k +

∑p
i=1 ki))

α(W ).

Comme Rb(4l1 + k +
∑p

i=1 ki) < 1, il s’en suit que l’opérateur Q−1H est une α-
contraction dans Wr, d’après le théorème 2.2.11 de Darbo et Sadovskii l’opérateur
Q−1H a un unique point fixe dans Wr qui n’est rien d’autre que la solution faible
de l’équation (4.1). ce qui complète la preuve.

4.4 Application

Considérons l’équation intégrodifférentielles impulsive suivante

∂

∂t
z(t, x) =

∂2

∂x2
z(t, x) +

∫ t

0
γ(t− s) ∂

2

∂x2
z(s, x)ds

+ λ(t)φ(z(t, x)) pour t ∈ [0, b] et x ∈ [0, π],

z(t, 0) = z(t, π) = 0,

z(0, x) =
∑p

i=1 ciz(ti, x), 0 < t1 < · · · < tp < b, x ∈ [0, π],

∆z(ti, x) = kiz(ti, x), i = 1, · · · , p; ki ∈ R pour tout i.

(4.37)

où γ ∈ C1([0, b],R), λ : R+ → R est une fonction continue, φ : R→ R est tel que il
existe a1 > 0 tel que |φ(x)− φ(y)| ≤ a1|x− y| pour tout x, y ∈ R et ci, ki ∈ R pour



52
Chapitre 4. Solutions faibles pour des Équations intégrodifférentielles

Impulsives non locale en temps dans un espace de Banach

i = 1, · · · , p. Pour réécrire l’équation (4.37) sous la forme abstraite, introduisons
l’espace suivant X = L2(0, π). Soit A : D(A)→ X un opérateur linéaire non borné
défini par {

D(A) = H1
0 (0, π) ∩H2(0, π)

Ay = y
′′ (4.38)

Soit C(t) : D(A)→ X défini par C(t)y = γ(t)Ay

Soit f : [0, b]×X → X défini par

f(t, v)(x) = λ(t)φ(v(x)) pour t ∈ [0, b] et x ∈ [0, π]

Soit g : PC([0, b], X)→ X défini par

g(u)(x) =

p∑
i=1

ciu(ti)(x) pour 0 < t1 < · · · < tp < b, et x ∈ [0, π]

Soit Ii : X → X défini par

Ii(v)(x) = kiv(x) pour 0 < t1 < · · · < tp < b, et x ∈ [0, π],

où u(t)(x) = z(t, x). Supposons que u(t) = z(t, x), ainsi l’équation (4.37) prend la
forme abstraite suivante

u′(t) = Au(t) +

∫ t

0
C(t− s)u(s)ds+ f(t, u(t)) pour t ∈ J = [0, b] et t 6= ti

∆u(ti) = Ii(u(ti)) pour i = 1, · · · , p et 0 < t1 < t2 < · · · < tp < b

u(0) = g(u),
(4.39)

Il est bien connu que l’opérateur A engendre un c0-semi-groupe uniformément
continu pour t > 0. D’où les conditions (H1) et (H3) sont satisfaites. De plus la
condition (H2) est satisfaite. Ainsi, il s’en suit que l’équation (4.39) a un unique
opérateur résolvant (R(t))t≥0 sur X. L’application f : [0, b] × X → X définie par
f(t, v)(x) = λ(t)φ(v(x)) pour tout t ∈ [0, b] et pour tout x ∈ [0, π] est continue. En
effet, soit (vn)n≥0 ⊂ L2(0, π) tel que vn → v dans L2(0, π),

‖f(t, vn)− f(t, v)‖L2(0,π) =
(∫ π

0
|f(t, vn)(x)− f(t, v)(x)|2dx

) 1
2

=
(∫ π

0
|λ(t)φ(vn(x))− λ(t)φ(v(x))|2dx

) 1
2

= |λ(t)|
(∫ π

0
|φ(vn(x))− φ(v(x))|2dx

) 1
2

Lemma 4.4.1 [20] Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions dans L2(0, π) et f ∈ L2(0, π)

tel que fn → f in L2(0, π). Alors il existe une sous suite (fnk
) de (fn) et une fonction

ρ ∈ L2(0, π) tel que

i) fnk
(x)→ f(x) quand k → +∞ p.p. sur [0, π]

ii) |fnk
(x)| ≤ ρ(x) pour tout k et pour presque tout x ∈ [0, π].



4.4. Application 53

En utilisant le Lemme 5.3.1, on obtient l’existence d’une sous suite vnk
de vn tel

que vnk
(z) → v(z) p.p sur [0, π] et ρ ∈ L2((0, π),R+) tel que |vnk

(z)| ≤ ρ(z) p.p.
sur [0, π].
D’après la continuité de la fonction φ, |φ(vnk

(x)) − φ(v(x))| → 0 p.p. sur [0, π]

et |φ(vnk
(x))| ≤ a1|vnk

(x)| + |φ(0)| ≤ a1ρ(x) + |φ(0)| ∈ L2(0, π). Ainsi d’après le
théorème de convergence dominée de Lebesgue φ(vnk

(·)) → φ(v(·)) dans L2(0, π)

pour toute sous suite vnk
(·) de vn(·). Alors on a φ(vn(·)) → φ(v(·)) dans L2(0, π)

par conséquent ‖f(t, vn)−f(t, v)‖L2(0,π) → 0 quand n→∞. D’où la condition (H4)

est satisfaite. Les conditions (H5), (H6) et (H7) sont vérifiées avec k =
∑p

i=1 |ci| et
de plus si l’inégalité

Rb(4l1 + k +

p∑
i=1

ki) < 1

est vérifiée, où l1 = supx∈[0,π]

∫ b
0 |ρ(t)φ(z(t, x))|dt. Alors d’après le Théorème 4.3.1,

l’équation (4.37) admet au moins une solution faible u dans X.





Chapitre 5

Stabilité des problèmes de
contrôle optimale gouverné par

des équations intégrodifférentielles

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence et la stabilité de l’ensemble des
contrôles admissibles du problème (P). Le problème s’énonce comme suit

Problème (P) : Étant donné b > 0, y(·) ∈ L2(0, b;E), y0 ∈ E et yb ∈ E, Trouver
un contrôle optimal u ∈ U [0, b] tel que

J(u) ≤ J(u) pour tout u ∈ U [0, b], (5.1)

où

J(u) = ‖y(b)− yb‖2E +

∫ b

0
‖y(t)− y(t)‖2Edt (5.2)

sous la contrainte y′(t) = Ay(t) +

∫ t

0
C(t− s)y(s)ds+ f(t, y(t)) +Bu(t) pour t ∈ [0, b],

y(0) = y0,
(5.3)

où A engendre un c0-semi-groupe et C(t) est un opérateur linéaire fermé de domaine
D(A) tandis que f est une fonction qui sera caractérisée dans la suite. u(·) est une
fonction contrôle donnée dans U [0, b] ⊂ L1(0, b;X). L’ensemble U [0, b] est appelé
ensemble des fonctions contrôles admissible et est défini par

U [0, b] = {u : u(·) est mesurable , u(t) ∈ U ⊂ X} (5.4)

où X est un espace de Banach séparable réflexif.
L’existence des solutions des problèmes de contrôle optimal est un sujet important
en théorie du contrôle optimal. L’existence et la stabilité de l’ensemble des solutions
des problèmes de contrôle optimal gouvernés par des équations différentielles est très
importantes dans le domaine des mathématiques appliquées [42] et [60], particuliè-
rement en informatique [97, 22]. Dans les années cinquante, Fort [51] a introduit le
concept de point fixe essentiel d’une application continue f sur un espace de Banach
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X. D’abord, il a prouvé que chaque application continue sur X peut être approxi-
mée par une application continue sur X dont les points fixes sont tous essentiels.
Ensuite, il a montré que si chaque point fixe d’une application continue f sur X est
essentiel, alors l’ensemble des points fixes

F (f) = {x ∈ X : f(x) = x}

de f est stable dans le sens de Baire catégorie, où X est un espace métrique.
Fort énonce dans son théorème que si F : X → P(Y ) est une fonction multivoque
semi-continue supérieure d’un espace de Baire (X, τ) dans une partie compacte non
vide d’un espace métrique (Y, d), alors F est semi-continue inférieure à chaque point
d’une partie Gδ dense dans X.
K.Tan, J.Yu et X.Yuan [64], inspirés par les travaux de Fort [51], ont établi la
stabilité des ensembles suivants

F (f) = {y ∈ X : sup
x∈X

f(x, y) ≤ 0}

où f varie et X est une partie convexe compacte non vide d’un espace vectoriel
topologique de Hausdorff. Et

F (A, f) = {y ∈ A : sup
x∈A

f(x, y) ≤ 0}

où f et A varient et X est un espace vectoriel topologique de Hausdorff et A est une
partie compacte non vide de X. Dans les deux cas, l’application f : X ×X → R est
bornée. J.Vu et G.X.Z. YUAN [63] ont prouvé que les solutions de presque toutes les
inclusions différentielles sont stables en utilisant la théorie de Baire Catégorie. Cela
leur a permis d’étudier, d’une autre manière différente, la continuité des solutions
des inclusions différentielles et des équations différentielles par rapport aux données
initiales sans la condition de Lipschitz sur le terme non linéaire F . Ils ont prouvé
l’existence d’un ensemble résidual dense Q ⊂ Y tel que chaque F ∈ Y est stable
relativement à Y . Ils ont prouvé aussi que si S(F ) est un singleton, alors F est
aussi stable relativement à Y . Où Y est l’ensemble des fonctions multivoques F tel
que l’inclusion différentielle admette une solution et S(F ) est l’ensemble de toutes
les solutions associées à F . Jian Yu et al. [65] ont établi l’existence d’un contrôle
optimal du problème de contrôle optimal de Bolza suivant :

J(u) = h(y(b)) +

∫ b

0
g(t, y(t), u(t))dt (5.5)

sous la contrainte {
y′(t) = f(t, y(t), u(t)) pour t ∈ [0, b],

y(0) = y0,
(5.6)

Leur résultat a été établi en supposant que l’ensemble des contrôles admissibles
U [0, b] est une partie compacte de C(0, b;Rn). Le problème consiste à trouver un
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contrôle u∗(t) défini pour tout t ∈ [0, b] qui minimise le coût J(u) dans (5.5). En
d’autres termes, trouver u∗(t) tel que

h(y∗(b)) +

∫ b

0
g(t, y∗(t), u∗(t))dt = min

u∈U [0,b]
{h(y(t)) +

∫ b

0
g(t, y(t), u(t))dt} (5.7)

où y(t) est déterminé par l’équation (5.6). Nous appelons un tel contrôle optimal
u∗(t) solution du problème de contrôle optimal. Évidemment, la solution u∗(t) dé-
pend de la fonction f qui est la vitesse d’évolution de l’état dans l’équation (5.6).
Ils ont montré par un exemple que tous les problèmes de contrôle optimal ne sont
pas stables. Cependant, leur résultat principal montre que, dans le sens de Baire ca-
tégorie, la plupart des problèmes de contrôle optimal sont stables. Hongyong Deng
et Wei Wei d’abord dans [33] ont étudié le problème suivant :

min J(u) = φ(y(b)) +

∫ b

0
f(t, y(t), u(t))dt (5.8)

sous la contrainte{
y′(t) = Ay(t) + f(t, y(t), u(t)) pour t ∈ [0, b],

y(0) = y0,
(5.9)

Ils ont établi leur résultat en supposant que l’ensemble des contrôles admissibles
U [0, b] est une partie compacte de L1(0, b;Rn). Ensuite dans [32], ils ont étudié
l’existence et les propriétés de stabilité des solutions des problèmes de contrôle op-
timal gouvernés par une équation d’évolution semi-linéaire du type :

min J(u) = ‖y(b)− yb‖2E +

∫ b

0
‖y(t)− y(t)‖2Edt (5.10)

sous la contrainte{
y′(t) = Ay(t) + f(t, y(t), u(t)) for t ∈ [0, b],

y(0) = y0,
(5.11)

où A engendre un c0-semi-groupe et u(·) est une fonction contrôle donnée dans
U [0, b] ⊂ L1(0, b;X) défini par la relation (5.4). Ici X est un espace de Banach
réflexif de dimension infinie. Il existe une grande littérature sur ce sujet, par exemple,
on peut se référer aux travaux de [19] [77] [3] etc,. Ce chapitre est décomposé en
quatre sections. Dans la première section, en utilisant la théorie des opérateurs
résolvant introduite par Grimmer [55], nous étudierons l’existence d’un contrôle
admissible de l’équation (5.3). Dans la deuxième section, on étudiera l’existence d’un
contrôle optimal du Problem (P) gouverné par une équation intégrodifférentielle
semi-linéaire. Dans la troisième section, en utilisant la stabilité de le sens de Baire,
nous étudierons la stabilité de l’ensemble des contrôles admissibles. En fin dans la
quatrième section, nous donnerons un exemple pour illustrer les résultats abstraits
obtenus.
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5.2 Existence d’un contrôle admissible

Définition 20 [57] Une fonction continue x : [0; b] → E est dite solution faible de
l’équation ( 5.3 ) si x satisfait l’équation suivante x(t) = R(t)x0 +

∫ t

0
R(t− s)

[
f(s, x(s)) +Bu(s)

]
ds pour t ∈ J,

x(0) = x0 ∈ E.
(5.12)

Pour garantir l’existence d’un contrôle admissible de l’équation (5.3), nous posons
les conditions suivantes :
(H1) A est le générateur infinitésimal d’un c0-semi-groupe (T (t))t≥0 sur X.
(H2) Pour chaque t ≥ 0, C(t) est un opérateur linéaire fermée de Y dans X,

C(t) ∈ B(Y,X). De plus pour tout y ∈ Y , l’application t 7→ C(t)y est dans
W 1,1(R+, X) et il existe c ∈ L1(R+,R+) tel que

‖C ′(t)y‖X ≤ c(t)‖y‖Y pour tout y ∈ Y et t ≥ 0.

(H3) (a) Pour chaque x ∈ E, la fonction f(·, x) : J → E est fortement mesurable.
(b) Il existe une fonction positive L ∈ L1(J,R+) tel que

i. ‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖ pour tout x, y ∈ E et t ∈ J
ii. ‖f(t, 0)‖ ≤ L(t) pour tout t ∈ J

(c) B est un opérateur lináire borné de X dans E.

Théorème 5.2.1 Supposons que les hypothèses (H1)− (H3) sont satisfaites. Alors
l’équation (5.3) admet au moins un contrôle admissible.

Preuve : Soit 0 < a ≤ b. Considérons la fonction

N : Ca → Ca (5.13)

définie par

Ny(t) = R(t)y0 +

∫ t

0
R(t− s)

[
Bu(s) + f(s, y(s))

]
ds, (5.14)

où Ca est l’espace des fonctions continues de [0, a] dans E muni de la norme de la
convergence uniforme. En utilisant le théorème du point fixe de Banach, on montre
que l’application N admet un unique point fixe pour tout a ∈]0, b]. Soient y1 et
y2 ∈ Ca, alors on a

Ny1(t)−Ny2(t) = R(t)y0 +

∫ t

0
R(t− s)

[
Bu(s) + f(s, y1(s))

]
− R(t)y0 +

∫ t

0
R(t− s)

[
Bu(s) + f(s, y2(s))

]
=

∫ t

0
R(t− s)

[
f(s, y1(s))− f(s, y2(s))

]
ds
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alors, en prenant la norme dans les deux membres, on obtient

‖Ny1(t)−Ny2(t)‖ ≤ Rb

∫ t

0
‖f(s, y2(s))− f(s, y1(s))‖ds

≤ Rb

∫ t

0
L(s)‖y2(s)− y1(s)‖ds

où Rb = supt∈[0,b]R(t). Donc

‖N2y1(t)−N2y2(t)‖ ≤ Rb

∫ t

0
L(s)‖Ny2(s)−Ny1(s)‖ds

≤ R2
b

∫ t

0
L(s)

∫ s

0
L(τ)‖y2(τ)− y1(τ)‖dτds.

En utilisant le Théorème de Fubini, On obtient l’estimation suivante :

‖N2y1(t)−N2y2(t)‖ ≤ R2
b

( ∫ b
0 L(s)ds

)2
2

‖y2 − y1‖.

En itérant ce procédé n fois, on aura

‖Nny1(t)−Nny2(t)‖ ≤ Rnb

( ∫ b
0 L(s)ds

)n
n!

‖y2 − y1‖.

Comme Rnb

( ∫ b
0 L(s)ds

)n
n! → 0 as n→ +∞,alors, il existe un n0 ∈ N tel que, pour tout

n > n0, on obtient

‖Rnb

( ∫ b
0 L(s)ds

)n
n!

‖ < 1.

En utilisant le théorème du point fixe de Banach, il existe un unique y ∈ Cb tel que

Nny(t) = y(t).

Or, Nny = y ⇒ Nn+1y = Ny ⇒ Nn(Ny) = Ny. Cela nous permet de dire que Ny
est un point fixe de Nn. Par unicité du point fixe, alors, on obtient Ny = y. Ce qui
complète la preuve.

Lemma 5.2.1 Soient a et b deux nombres réels tel que a < b et soient α et β
deux fonctions numériques continues positives définies sur [a, b] et K une constante
positive. Si

α(t) ≤ K +

∫ t

a
α(s)β(s)ds, pour tout t ∈ [a, b] (5.15)

alors on a

α(t) ≤ K exp
(∫ t

a
β(s)ds

)
, pour tout t ∈ [a, b] (5.16)



60
Chapitre 5. Stabilité des problèmes de contrôle optimale gouverné par

des équations intégrodifférentielles

Théorème 5.2.2 Supposons que les hypothèses du théorèmes ci-dessus sont satis-
faites et que x ∈ C(J,E) est la solution faible de l’équation (5.3). Alors l’application
u(·)→ x(·, u(·)) de L1([0, b], X) dans C(J,E). est continue

Preuve : Soient xk(·) = x(·, uk(·)) et x(·) = x(·, u(·)) les solutions faibles de l’équa-
tion (5.3) associées respectivement à uk et u. Alors, d’après la définition 20 on a

xk(t) = R(t)x0 +

∫ t

0
R(t− s)

[
f(s, xk(s)) +Buk(s)

]
ds

et

x(t) = R(t)x0 +

∫ t

0
R(t− s)

[
f(s, x(s)) +Bu(s)

]
ds

Soit uk ∈ L1([0, b], X) tel que uk → u dans L1([0, b], X)

‖xk(t)− x(t)‖ ≤ Rb

∫ t

0
‖f(s, xk(s))− f(s, x(s))‖ds

+ Rb

∫ t

0
‖Buk(s)−Bu(s)‖ds

≤ Rb

∫ t

0
‖f(s, xk(s))− f(s, x(s))‖ds

+ Rb‖B‖
∫ t

0
‖uk(s)− u(s)‖ds

≤ Rb

∫ t

0
‖f(s, xk(s))− f(s, x(s))‖ds+Rb‖B‖‖uk − u‖L1([0,b],X)

≤ Rb

∫ t

0
L(s)‖xk(s)− x(s)‖ds+Rb‖B‖‖uk − u‖L1([0,b],X).

En utilisant l’inégalité de Gronwall, on obtient que

‖xk(t)− x(t)‖ ≤ Rb‖B‖ exp
(
Rb

∫ b

0
L(s)ds

)
‖uk − u‖L1([0,b],X) pour tout t ∈ [0, b]

Ainsi, on déduit de la convergence de uk → u dans L1([0, b], X) que xk(·)→ x(·) in
C([0, b];E).

5.3 Existence d’un contrôle optimal

Pour garantir l’existence d’un contrôle optimal du problème P, nous posons la
condition suivante :

(H4) : Supposons que l’ensemble U est compact dans X, U [0, b] ⊂ L1(0, b;X) et

‖τhu−u‖L1(0,b;X) → 0 quand h→ 0, uniformément par rapport à u ∈ U [0, b].

Lemma 5.3.1 [32] Si l’hypothèse (H4) est satisfaites, alors l’ensemble U [0, b] est
compact dans L1(J ;X).
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Preuve : La preuve de ce lemme est décomposée en deux étapes :

Étape 1 En utilisant le théorème de Fréchet-Kolmogrov, on montre que l’ensemble
U [0, b] est relativement compact dans L1(J ;X). Pour cela il suffit de montrer que,
pour tout U ⊂ X compact, l’ensemble suivant{∫ t2

t1

u(t)dt;u ∈ U [0, b]
}

(5.17)

est relativement compact dans X pour tout 0 < t1 < t2 < b.

En effet, soit u ∈ U [0, b] fixé, alors u(t) ∈ U pour tout t ∈ J . D’après le lemme 4.2.3∫ t2

t1

u(t)dt ∈ (t2 − t1)co({u(t) : t ∈ [t1, t2]}) ⊂ (t2 − t1)co(U).

donc {∫ t2

t1

u(t)dt;u ∈ U [0, b]
}
⊂ (t2 − t1)co(U).

Comme U est compact, alors co(U) est compact. Ainsi en utilisant les propriétés de
monotonicité et de régularité de la mesure de non compacité on obtient :{∫ t2

t1

u(t)dt;u ∈ U [0, b]
}

est relativement compact dans X. Comme l’hypothèse (H4) est satisfaites, alors
d’après le théorème de Fréchet-Kolmogrov, l’ensemble U [0, b] est relativement com-
pact dans L1(J ;X).

Étape 2 On montre que U [0, b] est fermé. Soit (un)n≥1 une suite dans U [0, b] tel
que un converge vers u dans L1(J ;X) c’est-à-dire

lim
n→+∞

‖un − u‖L1(J ;X) = lim
n→+∞

∫ b

0
‖un(s)− u(s)‖Xds = 0. (5.18)

Ainsi, d’après le lemme 3.4.1, il existe une sous suite unk
de un et une application

ρ ∈ L2((0, b),R+) tel que

|unk
(t)| ≤ ρ(t) pour tout k et presque partout dans [0, b]. (5.19)

et
lim

k→+∞
‖unk

(t)− u(t)‖X = 0 presque partout dans [0, b], (5.20)

D’après l’équation 5.20, il existe une partie I ⊂ [0, b] tel que

lim
k→+∞

‖unk
(t)− u(t)‖X = 0 pour tout t ∈ I et µ([0, b]− I) = 0. (5.21)

Pour tout t ∈ I fixé, unk
(t) ∈ U . Comme U est une partie compact dans X, alors il

existe u(t) ∈ U tel que
lim

k→+∞
‖unk

(t)− u(t)‖X = 0. (5.22)
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Par unicité de la limite u(t) = u(t) pour tout t fixé dans I.
Soit u0 ∈ U , définissons la fonction suivante

ũ(t) =

{
u(t), t ∈ I,
u0, t ∈ [0, b]− I. (5.23)

Il est claire que ũ(t) ∈ U pour tout t ∈ [0, b], donc ũ ∈ U [0, b]. On a d’après
l’expression (5.23) ũ(t) = u(t) presque partout sur [0, b]. Ainsi il s’en suit que u ∈
U [0, b], ce qui nous permet de conclure que U [0, b] est fermé. cela complète la preuve
du lemme.

Exemple 5.3.1 [32] Soit U [0, b] ⊂ L1(0, b;H1(]0, π[)). Pour tout x ∈]0, π[, suppo-
sons que u(t, x) est une fonction continue par morceaux par rapport à la variable
t, ayant un nombre fini de points de discontinuités de premiers espèce. Posons
U = {u(t, ·)|t ∈ [0, b]}, U est une partie fermée bornée de H1(]0, π[). Alors d’après
le lemme 5.3.1, U [0, b] est une partie compacte de L1(0, b;L2(]0, π[)).

Preuve On sait que H1(]0, π[) est relativement compact dans L2(]0, π[). Comme U
est une parie fermée et bornée de H1(]0, π[), alors U est compact dans L2(]0, π[).
Soient t1 < t2 < · · · < tN l’ensemble des points de discontinuité de u. Posons t0 = 0

et tN+1 = b. Définissons la fonction

ũ(t, x) =

{
u(t, x), t ∈ [0, b], t 6= ti, i = 1, · · · , N
u(t−, x), t = ti, i = 1, · · · , N. (5.24)

Soit h > 0,

‖τhu− u‖L1(0,b−h;L2(]0,π[)) =

∫ b−h

0
‖u(t+ h)− u(t)‖L2(]0,π[)

=

N∑
i=1

∫ ti

ti−1

‖u(t+ h)− u(t)‖L2(]0,π[) +

∫ b−h

tN

‖u(t+ h)− u(t)‖L2(]0,π[)

=
N+1∑
i=1

∫ ti−h

ti−1

‖ũ(t+ h)− ũ(t)‖L2(]0,π[) +
N∑
i=1

∫ ti

ti−h
‖ũ(t+ h)− ũ(t)‖L2(]0,π[)

≤
N+1∑
i=1

∫ ti−h

ti−1

‖ũ(t+ h)− ũ(t)‖L2(]0,π[) + 2MNh.

D’après la continuité de u dans chaque intervalle ]ti−1, ti[, i = 1, · · · , N + 1 et le
théorème de la convergence dominée de Lebesgue

lim
h→0

∫ ti−h

ti−1

‖ũ(t+ h)− ũ(t)‖L2(]0,π[) = 0 (5.25)

Ainsi on obtient
lim
h→0
‖τhu− u‖L1(0,b−h;L2(]0,π[)) = 0. (5.26)

Donc l’hypothèse (H4) est satisfaite. D’après le lemme 5.3.1 l’ensemble U [0, b] est
compact dans L1(0, b;L2(]0, π[)).
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Définition 21 Une suite minimisante d’une fonction coût J sur l’ensemble K est
une suite (un)n≥1 tel que un ∈ K et

lim
n→∞

J(un) = inf
v∈K

J(v)

Dans ce qui suit, Nous étudions l’existence d’un contrôle optimal du problème (P).

Théorème 5.3.1 [32] Supposons que les hypothèses (H1) − (H4) sont satisfaites.
Alors le problème (P) admet au moins un contrôle optimal dans U [0, b].

Preuve : Supposons qu’il existe une suite minimisante (un)n≥1 ⊂ U [0, b] tel que

lim
n→∞

J(un) = inf
v∈U [0,b]

J(v) (5.27)

Comme U [0, b] est compact, alors il existe une sous suite (un′) de (un) et u ∈ U [0, b]

tel que
un′ → u dans L1(0, b;E) quand n′ →∞. (5.28)

D’après le Théorème 5.2.2, on obtient

xun′ (·)→ xu(·) dans C([0, b];E) quand n′ → +∞, (5.29)

où xun′ (·) = x(·, un′(·)) et xu(·) = x(·, u(·)) sont les solutions de l’équation (5.3)
associées respectivement à un′ et u. Donc

xun′ (b)→ xu(b) dans E quand n′ → +∞ (5.30)

et
‖xun′ (b)− xb‖ → ‖xu(b)− xb‖ dans R quand n′ → +∞ (5.31)

Alors on a

‖xun′ (b)− xb‖
2 → ‖xu(b)− xb‖2 dans R quand n′ → +∞ (5.32)

En utilisant (5.28), alors il existe une sous suite de (un′), notée par (un′′), tel que

‖un′′(t)− u(t)‖X → 0 presque pour tout t ∈ [0, b]. (5.33)

Alors on obtient d’après (5.29) et (5.33) que

‖xun′′ (t)− x(t)‖E → ‖xu(t)− x(t)‖E presque pour tout t ∈ [0, b].

Comme un′′(t) ∈ U (une partie compact deX) et xun′′ (·) = x(·, un′′(·)) ∈ C([0, b];E),
l’image d’une partie compact par rapport à x est compacte. Pour tout n′′, il existe
une constante positive M, tel que

‖xun′′ (t)− x(t)‖X ≤M (5.34)

Ainsi, d’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient∫ b

0
‖xun′′ (t)− x(t)‖2Xdt→

∫ b

0
‖xu(t)− x(t)‖2Xdt. (5.35)
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D’après tout ce qui précède, on a

J(u) = ‖xu(b)− xb‖2X +

∫ b

0
‖xu(t)− x(t)‖2Xdt

= lim
n′′→∞

‖xun′′ (t)− xb‖
2
X + lim

n′′→∞

∫ b

0
‖xun′′ (t)− x(t)‖2Xdt

= lim
n′′→∞

J(un′′) = inf
v∈U [0,b]

J(u).

D’où u ∈ U [0, b] est un contrôle optimal. Cela complète la preuve du Théorème.

5.4 Stabilité

Dans cette section, nous utilisons la théorie des fonctions multivoques et la notion
de solution essentielle pour étudier la stabilité de l’ensemble des contrôles optimale.

Définition 22 [32] Une fonction multivoque F : W → P0(Z) est dite compacte
semi-continue supérieure (USCO) si F (w) est compact pour chaque w ∈ W et que
F semi-continue supérieure.

Définition 23 [32] Une fonction multivoque F : W → P0(Z) est dite fermée si son
graphe Graph(F ) est fermé.

Lemma 5.4.1 [32] Si la fonction multivoque F : W → P0(Z) est fermée et Z
compact, alors F une application USCO.

Afin d’établir la propriété de stabilité au sens de Baire Categorie des solutions des
problèmes de contrôle optimale nous introduisons la définition suivante

Définition 24 [64] Soit W un espace métrique, pour tout w0 ∈W ,

1. z0 ∈ F (w0) est dit essentiel par rapport à W si et seulement si pour tout ε > 0,
il existe une constante δ > 0 tel que pour tout w ∈W avec ρ(w,w0) < δ, alors
il existe z ∈ F (w) avec d(z, z0) < ε.

2. w0 est dit essentiel par rapport à W , si chaque z ∈ F (w0) est essentiel par
rapport à W .

Théorème 5.4.1 [64] Une fonction multivoque F est continue en w0 ∈ W si et
seulement si w0 est essentiel par rapport à W .

Remarque 5.4.1 Le théorème 5.4.1 montre que F (w0) est stable si et seulement si
w0 est essentiel par rapport à W .

Définition 25 [32] Une partie Q ⊂W est dite un ensemble résiduel si elle contient
une intersection dénombrable d’ouverts dense dans W .
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Lemma 5.4.2 [64] Si W est un espace métrique, Z un espace topologique et F :

W → P0(Z) une fonction multivoque usco, alors l’ensemble des points Q, où F est
semi-continue inférieure, est un ensemble résiduel dans W , par conséquent F est
continue en tout point f ∈ Q.

Définition 26 Un espace de Baire est un espace topologique X satisfaisant la pro-
priété suivante : Pour toute famille (Un)n≥0 d’ouverts dense dans X, leur intersec-
tion ∩n≥0Un est dense dans X.

Le théorème suivant donne une caractérisation importante des espaces métriques.

Théorème 5.4.2 (Baire theorem)
Tout espace métrique complet est un espace de Baire.

On a le corolaire suivant.

Corollary 5.4.1 Si W est un espace métrique complet, alors toute partie résiduel
de W est dense dans W .

Lemma 5.4.3 [32] Soit W un espace métrique complet, Z un espace métrique et
F : W → P0(Z) une fonction multivoque USCO, Alors il existe un ensemble résiduel
Q dense dansW tel que F soit semi-continue inférieure en tout point x ∈ Q, a savoir
F est continue en tout x ∈ Q.

Définition 27 [94] Une partie S ⊂ W est dite nulle part dense ou rare si l’inté-

rieure de sa fermeture
◦(
S
)
est vide. Une partie Q ⊂W est dite de première catégorie

ou maigre si elle est réunion dénombrable de parties nulle part denses. Une partie
S de W qui n’est pas de première catégorie est dite de seconde catégorie dans W .

Remarque 5.4.2 [65] Si W est un espace métrique complet, alors la partie résiduel
Q de W est dense dans W et elle est un ensemble de seconde catégorie.

Maintenant, nous considérons la stabilité de l’ensemble des contrôles optimaux asso-
ciés à l’opérateur linéaire borné B. Notons par Y = L(X,E) l’ensemble de tous les
opérateurs linéaires bornés de X dans E. On sait que Y muni de la norme opérateur
défini dans le chapitre 1 est un espace de Banach. Notons par S(B) l’ensemble des
solutions de l’équation (5.1) associé à l’opérateur linéaire borné B. Alors

S(B) = {u : u est un contrôle optimal associé à B ∈ Y }

Évidement, u dépend de B. La correspondance B → S(B) est une fonction mul-
tivoque S : Y → P0(U [0, b]). L’objectif de cette section est d’établir la stabilité
de l’ensemble des solutions S(B) de l’équation (5.1) lorsque l’opérateur linéaire B
est une perturbation. En utilisant la théorie de Baire catégorie, on montre que les
solutions de presque tous les problèmes d’optimisation P sont stable dans le sens de
Baire cartégorie.

Étudions tout d’abord les propriétés de l’application multivoque S. Nous avons
le résultat suivant.
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Théorème 5.4.3 Supposons que les hypothèses (H1)-(H4) sont satisfaites, Alors
S(B) 6= ∅ pour chaque B ∈ Y .

La proposition suivante est très importante pour étudier la stabilité des contrôles
optimaux.

Proposition 5.4.1 Soit (Bn) une suite dans Y tel que Bn → B dans Y et (un) une
suite dans U [0, b] tel que un → u dans L1(0, b;X), alors y(·, un(·), Bn)→ y(·, u(·), B)

dans C([0, b];X) quand n→ +∞

Proof : Posons yn(·) = y(·, un(·), Bn) et y(·) = x(·, u(·), B) les solutions faibles de
l’équation (5.3) associées à un et Bn (respectivement associée u et B). Alors

yn(t) = R(t)y0 +

∫ t

0
R(t− s)

[
f(s, yn(s)) +Bnun(s)

]
ds

et

y(t) = R(t)y0 +

∫ t

0
R(t− s)

[
f(s, y(s)) +Bu(s)

]
ds

Alors

‖yn(t)− y(t)‖ ≤ Rb

∫ t

0
‖f(s, yn(s))− f(s, y(s))‖ds

+ Rb

∫ t

0
‖Bnun(s)−Bun(s)‖ds+Rb

∫ t

0
‖Bun(s)−Bu(s)‖ds

≤ Rb

∫ t

0
L(s)‖yn(s)− y(s)‖ds+ bRb‖Bn −B‖L

+ Rb‖B‖‖un − u‖L1([0,b],X).

En utilisant l’inégalité de Gronwall, on obtient

‖yn(t)− y(t)‖ ≤ Rb exp
(
Rb

∫ b

0
L(s)ds

)[
‖B‖‖uk − u‖L1([0,b],X) + b‖Bn −B‖L

]
pour tout t ∈ [0, b]. On déduit de Bn → B dans Y et de un → u dans L1(0, b;X)

que yn(·)→ y(·) dans C([0, b];E).

On obtient facilement la proposition suivante à partir de la proposition (5.4.1)

Proposition 5.4.2 Soit (Bn) une suite dans Y tel que Bn → B dans Y et (un) un
suite dans U [0, b] tel que un → u dans L1(0, b;X). Alors JBn(un) → JB(u) quand
k → +∞.

Théorème 5.4.4 [32] Supposons que les hypothèses (H1 − H4) sont satisfaites.
Alors la fonction multivoque S : Y → P(U [0, b]) est USCO.

Définition 28 [63] Pour tout B0 ∈ Y ,
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1. u0 ∈ S(B0) est dit solution essentielle du problème (P) si et seulement si pour
tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout B ∈ Y avec ‖B −B0‖L < δ, alors
il existe u ∈ S(B) tel que ‖u− u′‖L1 < ε.

2. Le problème de contrôle optimal (P) associé à B0 est dit essentiel si et seule-
ment toutes ses solutions sont essentielles.

Théorème 5.4.5 [32] Le problème de contrôle optimal (P) associé à B0 est essen-
tiel si et seulement si la fonction multivoque S : Y → P(U [0, b]) est semi-continue
inférieure en B0 ∈ Y .

D’après le lemme 5.4.3 et le théorème 5.4.4, nous avons le lemme suivant.

Lemma 5.4.4 [32] Il existe une partie résiduelle Q ⊂ Y dense tel que S soit semi-
continue inférieure en tout B ∈ Q, à savoir, S est continue en tout B ∈ Q.

Comme la partie Q ⊂ Y est de seconde catégorie, Y un espace de Banach et S
est continue en tout point B ∈ Q. Le Lemme 5.4.4 et le théorème 5.4.5 fournissent
la stabilité dans le sens de Baire catégorie. Par conséquent, chaque problème de
contrôle optimal associé à B ∈ Y peut être densément approximé par un problème
essentiel .

Théorème 5.4.6 [33] Quand l’ensemble des solutions S(B) est un singleton, c’est-
à-dire S(B) = {u}, le résultat est encore satisfait. si Bk → B dans Y , alors les
contrôles optimal correspondant uk et u vérifient uk → u dans L1([0, T ];E). On
peut constater aussi que pour tout B ∈ Y , le problème de contrôle optimal peut être
densément approximé par un problème essentiel.

5.5 Application

Pour illustrer notre résultat abstrait, considérons le problème suivant.

min
u∈U [0,b]

J(u) =

∫ π

0
|y(b, x)− yb(x)|2dx+

∫ b

0

∫ π

0
|y(t)− y(t)|2dxdt (5.36)

sous la contrainte
∂

∂t
y(t, z) =

∂2

∂z2
y(t, z) +

∫ t

0
γ(t− s) ∂

2

∂z2
y(s, z)ds

+α(t)φ
(
y(t, z)

)
+Bu(t) pour t ∈ [0, b] et z ∈]0, π[,

y(t, 0) = y(t, π) = 0,

y(0, z) = y0(z),

(5.37)

où y(·) ∈ L2(0, b;L2(0, π)), y0 ∈ L2(0, π) et yb ∈ L2(0, π), γ ∈ C1([0, b],R), α :

R+ → R est continue, u une fonction contrôle dans U [0, b], B : L1(0, b)→ R est un
opérateur linéaire borné et φ : R→ R est tel que |φ(x1)−φ(x2)| ≤ a1|x1−x2|; a1 > 0

et x1, x2 ∈ R. Pour réécrire l’équation (5.37) sous la forme abstraite, on introduit
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l’espace E = L2(0, π).
Soit A : D(A)→ E défini par{

D(A) = H1
0 (0, π) ∩H2(0, π)

Ay = y
′′ (5.38)

Soit C(t) : D(A)→ E défini par C(t)y = γ(t)Ay.
Soit f : [0, b]×E → E défini par f(t, v)(z) = α(t)φ

(
v(z)

)
pour t ∈ [0, b] et z ∈ [0, π].

Supposons que Y (t) = y(t, z), l’équation (5.37) prend la forme abstraite suivante
d

dt
Y (t) = AY (t) +

∫ t

0
C(t− s)Y (s)ds+ f(t, Y (t)) +Bu(t) pour t ∈ [0, b],

Y (0) = Y0.
(5.39)

On sait que A engendre un c0-semi-groupe sur L2(0, π), ce qui implique l’hypothèse
(H1) est satisfaite. De plus l’hypothèse (H2) est vérifié, il s’en suit que l’équation
intégro-différentielle homogène (2.4) admet un unique opérateur résolvant (R(t))t≥0

défini sur E.
Let v1, v2 ∈ L2(0, π),

‖f(t, v1)− f(t, v2)‖L2(0,π) =
(∫ π

0
|f(t, v1)(z)− f(t, v2)(z)|2dz

) 1
2

=
(∫ π

0
|α(t)φ(v1(z))− α(t)φ(v2(z))|2dz

) 1
2

= a1|α(t)|
(∫ π

0
|v1(z)− v2(z)|2dz

) 1
2

= a1|α(t)|‖v1 − v2‖L2(0,π).

Nous avons aussi

‖f(t, 0)‖L2(0,π) =
(∫ π

0
|f(t, 0(z))|2dz

) 1
2

=
(∫ π

0
|α(t)φ(0(z))|2dz

) 1
2

≤ C|α(t)|,

où C > 0 est une constante positive. on en déduit que l’hypothèse (H3) est satis-
faite. D’après le théorème (5.2.1), on obtient que l’équation (5.37) admet un contrôle
admissible sur [0, b].

Soit

U [0, b] =
(
∪N1 {uk(t, x) ∈ {sinx,−e

1
2k sinx}}

)
∪
(
∪+∞

1 {um(t, x) =
1

m
}
)

où

uk(t, x) =

{
sinx si t ∈ [2lb

2k ,
(2l+1)b

2k ], l = 1, · · · , k − 1

−e
1
2k sinx si non .

(5.40)

Comme dans l’exemple 5.3.1, U [0, b] est compact dans L1([0, b];L2(0, π)). Ici X =

L2(0, π), par conséquent l’hypothèse (H4) est satisfaite. Ainsi d’après le théorème
(5.3.1), l’équation (5.36) admet au moins un contrôle optimal.



Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons étudié dans un premier temps la contrôlabilité d’une
classe d’equations intégrodifférentielles dans les espaces de Banach. Ensuite l’exis-
tence d’au moins une solution faible de ces équations avec des conditions de type
non locale et impulsive. Enfin, nous avons étudié la stabilité au sens des catégories
de Baire de l’ensemble des solutions d’un problème de contrôle optimal régi par une
équation intégrodifférentielle. Notre travail repose essentiellement sur l’opérateur ré-
solvant qui joue le rôle du semi-groupe mais ne vérfie pas la propriété de translation.

Le chapitre 1 de ce travail est consacré à un peu d’historique sur les équations
intégrodifférentielles et leurs applications dans plusieurs domaines tel que la méde-
cine, la biologie, la physique etc,.
Des modèles mathèmatiques comme ceux de Volterra ainsi que leur évolution durant
ces dernières décennies sont exposés.

Le chapitre 2 fait l’objet de quelques rappels de résultats fondamentaux sur les
la théorie des semi-groupes, la théorie des opérateurs résolvants et les équations in-
tégrodifférentielles.

Le chapitre 3, qui est un developpement de notre travail [35], est consacré à
l’étude de la contrôlabilité du système d’equations intégrodifférentielles . Des condi-
tions de type Carathéodory, plus générales que celles de Lipschitz, sont utilisées pour
établir les résultats.

Le chapitre 4 est consacré à l’étude de l’existence d’au moins une solution faible
du sytème impulsif en utilisant la notion de mesure de non compacité et le fait que
le semi groupe n’est pas compact cette fois ci. Ce chapitre repose sur notre travail [36]

Enfin, dans le chapitre 5, nous avons établi des résultats d’existences d’une so-
lution faible, l’existence d’un contrôle admissible et la stabilité. Ce chapitre repose
sur notre travail [37]

A la fin de chacun des trois dernièrs chapitres, une application est donnée pour
illustrer les résultats abstraits obtenus. Comme perspectives, on projette étudier
la contrôlabilité du système d’équations intégrodifférentielles impulsive et essayer
de voir s’il est possible d’obtenir l’unicité et la régularité. On pourra aussi essayer
d’affaiblir les conditions utilisées pour l’obtention de certains de nos résultats.
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