UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR
ECOLE DOCTORALE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE

Année : 2017 Numéro d’ordre : 98

AR5
ey
~_> )

WirpRs>

)

g,,) o
I,
LERSITAY

Thése de Doctorat Unique
Présentée pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE CHEIKH ANTA DIOP DE DAKAR

Mention : Mathématiques et Modélisation
Option : Analyse Statistiques et Applications
par

Mouhamadou Alpha DIALLO
Sous la direction de : Abdoulaye SENE
Co-directeur : Khalil EZZINBI

Contributions a ’existence et a la
controlabilité pour une classe
d’équations intégrodifférentielles en
dimension infinie

Soutenue le 06 Mai 2017 devant le jury composé de :

Président Diaraf SECK Professeur UCAD
Ezaminateur Gabriel Birame NDIAYE Maitre de Conférences UCAD
Rapporteurs  Benjamin MAMPASSI Professeur UCAD
Mamadou Abdoul Diop Maitre de Conférences UGB Saint Louis
Hammadi BOUSLOUS Professeur UCA Maroc
Directeurs Abdoulaye SENE Maitre de Conférences UCAD

de thése Khalil EzzINBI Professeur UCA Maroc.



ez od) e LIl

Au nom d'ALLAH, le Tout Miséricordieux, le Trés Miséricordieux.



Remerciements

Toutes les louanges appartiennent a ALLAH, Seigneur des univers, I’Adminis-
trateur des affaires de toutes les créatures. Je Le loue pour tous Ses bienfaits et
je Lui demande de m’accorder davantage de Sa grace. Que la paix et le salut soit
sur notre prophéte MOUHAMMAD ainsi que sur sa famille sur ses compagnons et
sur tous ceux qui suivent son chemin et son chantier jusqu’au jour de la résurrection.

Je témoigne toute ma gratitude et ma reconnaissance a l’endroit de mes deux
directeurs de théses & commencer par monsieur Abdoulaye SENE, maitre de confé-
rence & I'université Cheikh Anta Diop de Dakar. Votre observation et suggestion,
votre dynamisme et gentillesse, vos compétences scientifiques et votre générosité
intellectuelle, vos qualités humaines remarquables et votre soutien efficace et enfin
votre disponibilité m’ont beaucoup marqué et m’ont permis de surmonter les mul-
tiples obstacles qui se sont dressés a& moi tout au long de mon parcours. Les mémes
reconnaissances vont & ’endroit du professeur khalil EZZINBI, enseignant & 1’uni-
versité Cadi Ayyad du Maroc, qui malgré la distance et les multiples occupations
qui sont les tiennes a accepté de codirigé cette thése avec beaucoup d’attention. Ces
derniers n’ont ménagé ni leur temps ni leur énergie lorsqu’il s’agissait de répondre
4 mes multiples sollicitations.

Mes vifs remerciements vont également aux membres du jury pour 'intérét qu’ils
ont porté a notre recherche.

Je voudrais d’abord exprimer ma gratitude aux professeurs Hammadi BOUS-
LOUS, Benjamin MAMPASSI et Mamadou Abdoul DIOP d’avoir rapporté cette
thése.

Mes remerciements vont aussi & I’endroit de monsieur Gabriel Birame NDIAYE
d’avoir examiné ce travail.

Mention spéciale au professeur Diaraf SECK d’avoir accepter de préesider la
soutenance de cette thése.

Cette thése a bénéficié du soutien financier du Projet Non Linear Analysis Geo-
metry and Applications (NLAGA) qui m’a permis de bien mener mes recherches
donc c’est le moment et le lieu d’exprimer toute ma reconnaissance et ma satis-
faction & l’ensemble des professeurs membre du projet NLAGA. Je tient aussi a
remercier tous mes professeurs qui ont enrichi ma vie professionnelle.

Passons maintenant & mes collégues de travail avec qui j’ai eu la chance de
travailler et avec qui les trois derniéres années sont passées trés rapidement. Je re-



mercie tous les étudiants membre du projets NLAGA. Je garderai un bon souvenir
des discussions animées au cours des repas chez Khady et des pauses café et thé.
Plus particuliérement je remercie Don Bosco Diatta et Seydina Issa Dione dont
Pouverture d’esprit et la sociabilité sont hors-normes pour des chercheurs (purs ma-
thématiciens). La vie d’un labo ne serait rien sans eux donc je tenais a les remercier
dans leur ensemble.

Je tiens & associer & ces remerciements toutes les personnes extra-professionnelles
qui m’entourent aux quotidien.



Dédicaces

Je dédie ce travail & :

Mes parents, notamment & mon pére et & ma mére qui, tout au long de mon cursus,
mon toujours encouragé, soutenu et aidé. Ils ont su me donner toutes les chances
pour réussir. Qu’ils trouvent, dans la réalisation de ce travail, I’aboutissement de
leurs efforts ainsi que ’expression de ma plus affectueuse gratitude.

Mes fréres et soeurs pour m’avoir fait partager leur joie de vivre et m’avoir ainsi
soutenu dans mes efforts et particuliérement & mon grand frére Abdourahmane qui
m’a soutenu financiérement durant tout mon cursus universitaire. Méme si leur aide
s’est révélée limitée dans la résolution des équations intégrodifférentielles, leur pré-
sence est essentielle pour trouver un équilibre dans ma vie. Je leur remercie aussi
pour leur patience.

Mes camarades, Maguette Fall, Mafal Fall, Mor Mbaye, Ouzin Kane, Korka Sow,
Ismaila Sow, Boubacar Diao, Mouhamed Traoré(SASS) qui m’ont toujours encou-
ragé, soutenu et aidé au cours de la réalisation de ce document.

Mankeur PENE & qui je souhaite une trés grande réussite personnelle.

Tous mes Professeurs.

Qu’ALLAH vous récompense de la plus belle des maniéres.



Résumé

L’objectif de ce travail est d’étudier une classe d’équations intégrodifférentielles semi-
linéaires dans les espaces de Banach. Les équations intégrodifférentielles traduisent
par exemple I’évolution des processus réels ou artificiels dont le comportement futur
dépend des états antérieurs. Tout d’abord, en utilisant la théorie des opérateurs
résolvants et le théoréme du point fixe de Schaefer, nous avons établi un résultat de
controlabilité exacte en temps T fini d’une classe d’équations intégrodifférentielles.
Ensuite, nous avons établi un résultat d’existence d’au moins une solution faible pour
le cas avec impulsion dans les espaces de Banach. Ces résultats d’existence sont ob-
tenus par combinaison de la théorie des opérateurs résolvants et du théoréme du
point fixe de Sadowskii. Enfin, nous avons étudié un probléme de contréle optimal
dont la dynamique est régie par une équation intégrodifférentielle. Nous avons aussi
établi un résultat de stabilité, au sens des catégories de Baire, de ’ensemble des
controles admissibles. Des exemples d’applications sont donnés pour illustrer nos
résultats théoriques.

Mots clés : Equations intégrodifférentielles, opérateurs résolvants, théorie du point
fixe.



Abstract

The aim of this work is to study a class of semi-linear integro-differential equations
in the Banach spaces. The integro-differential equations express, for example, the
evolution of real or artificial processes whose future behavior depends on the pre-
vious states. First, using the resolvents operator theory and the Schaefer fixed-point
theorem, we have established an exact controllability result in finite time T of a
class of integro-differential equations. Next, we established an existence result of at
least one weak solution for the case with impulse conditions in Banach spaces. These
results of existence are obtained by combining the theory of resolvent operators and
Sadowskii’s fixed point theorem. Finally, we have studied an optimal control pro-
blem whose dynamics is governed by an integro-differential equation. We have also
established a stability result, in the sense of Baire category, of all eligible controls.
Examples of applications are given to illustrate our theoretical results.

Key words : Integrodifferential equations, resolvents operators, fixed point theory.
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CHAPITRE 1

Introduction générale

1.1 Modélisation

On se pose trés souvent la question suivante : Comment les sciences peuvent-elles

utiliser des mathématiques ?
Les physiciens ne se posent guére cette question car leur science est trés mathéma-
tisée : les lois fondamentales de la physique ont toutes des expressions mathéma-
tiques. Pour ce qui est des sciences du vivant, la situation est moins claire. Certaines
branches ('hérédité, la dynamique des populations, le code génétique, la cinétique
biochimique) se prétent bien a un traitement mathématique. C’est moins clair pour
d’autres! De nombreux systémes que 'on étudie dans les sciences comme la phy-
sique, la chimie, la biologie, I’économie, etc., sont (en premiére approximation) des
systémes déterministes ; cela signifie que I’évolution du systéme au cours du temps
est complétement déterminée par son état & un instant donné. Citons par exemple
I’évolution des concentrations des réactifs dans une réaction chimique, I’évolution de
populations (de bactéries, de lapins, etc.,) dans un systéme fermé, la radioactivité,
etc., La description de ces systémes se fait au moyen de quantités numériques dont
il s’agit d’étudier 1’évolution au cours du temps.

Utiliser les mathématiques, pour modéliser le monde ou certains de ses aspects
particuliers, est évidemment au coeur méme de 'activité du mathématicien appli-
qué. La modélisation est la représentation d’un systéme par un autre, plus facile
& appréhender. Il peut s’agir d’'un systéme mathématique ou physique. La modéli-
sation consiste a construire un ensemble de fonctions mathématiques décrivant un
phénomeéne. Les objets mathématiques jouent le réle des objets réels, et de leur
connaissance on espére en tirer une compréhension sur le phénoméne réel lui-méme.
Ainsi, pour répondre & la question posée, on peut dire que les mathématiques per-
mettent de modéliser, c’est-a-dire de représenter, un phénoméne du monde réel.
L’étude mathématique de cette représentation nous informe, lorsque la représenta-
tion est bonne, sur le phénomeéne étudié. Cependant, un modéle mathématique n’est
pas une représentation de la situation rélle telle qu’elle est, mais une caricature du
phénomeéne étudié. Un bon modéle est celui qui simplifie au mieux le phénoméne
réel en question afin d’effectuer des calculs nous permettant ainsi de dégager des
conclusions valables et utiles. On peut ainsi modéliser le monde physique par un
espace euclidien de dimension trois (ou quatre pour prendre en compte le temps).
On peut aussi modéliser un satellite tournant autour de la terre par un point dont
les coordonnées varient continiiment en fonction du temps, etc.,
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1.2 Quelques modéles d’équations différentielles de la
physique mathématiques

Dans cette sous section nous allons présenter des modéles d’équations de la
physique mathématiques & savoir ’équation de la chaleur et ’équation d’une corde
vibrante

1.2.1 Equation de la Chaleur

Considérons un corps dur, isotrope et homogéne, €2, dont la température, en
chaque point x € Q C R3, est définie par la fonction §(¢,z) en un temps t € [0,d].
Soit e(t, z) 1’énergie interne du corps, f(t,z) une source de chaleur a 'intérieur du
corps, p la densité du corps et g le flux de chaleur. La loi de conservation de 1’énergie

est exprimée par la formule
Oe

ot

Cette équation est valide pour n’importe quel corps. Afin d’avoir un systéme
bien posé, nous avons besoin de quelques résultats constitutif du corps, c¢’est-a-dire,
quelques relations entre e et ¢ qui dépendent de la température 6. Si les différentes

=-V-q+ /. (1.1)

parties du corps ont des températures différentes, alors la température se déplacera
des parties & fortes températures vers celles a faibles températures. Donc la théorie
classique de la conduction de chaleur obéit & la loi de Fourier suivante

q(t,z) = —k(t,x)VO(t, ). (1.2)

ou k représente la conductivité thermique du corps et le flux de chaleur ¢ dépend
linéairement de V(le gradient de la température). Le signe négatif signifie que la
direction du flux de chaleur est opposée au gradient de la température. Il est aussi
supposé que ’énergie interne e du corps dépend linéairement de la température.

e=eo+CH (1.3)

ou C est la capacité du corps et ey est une constante positive. Soit 6y(x) la tempé-
rature initiale a l'intérieure du corps et 0(t,x) |go= &(t,z) la température sur les
limites du corps. L’établissement de 1’équation de propagation de la température
dans le corps, basé sur la loi de Fourier, conduit au sytéme suivant.

0

a@(t,x) = a?Ad(t,z) + F(t,x) dans € [0,b] x €,

0(0,z) = 6y(x) dans Q (1.4)

O(t,x) = ¢(t,z) sur [0,b] x O,

ot a®> = (k/Cp) et F = (f/Cp). Ce systéme modélise la conduction de chaleur
dans un corps qui interagit avec 'extérieur. En particulier, lorsque
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1. © est une partie de R?, alors on obtient I’équation de la propagation de la
chaleur sur une plastique ou une membrane homogéne, isotrope, mince et
conducteur de chaleur.

2. Q est une partie de R, alors on obtient I’équation de la propagation de la
chaleur sur une tige trés mince ou sur un fil homogéne, isotrope et conducteur
de chaleur.

Pour étudier ’évolution temporelle d’un tel systéme, on considére le changement de
variable suivant :

o) = 6(t,") et F(t) = f(t.")

Le systéme (1.4) devient alors le probléme d’évolution suivant

O'(t) = AO(t) + F(t) sur t € [0,b],
(1.5)
®(O> = @07

ou A est I'opérateur de Laplace avec les conditions aux bords de type Dirichlet.

1.2.2 Equation d’une corde vibrante

Considérons une corde, c’est-a-dire un fil flexible mince et inextensible, de lon-
gueur [. Supposons que la corde se trouve en équilibre suivant I'axe (z'ox) sous
I’action seulement des deux tensions. Si on applique une force f quelconque a la
corde elle se met & vibrer. Le point qui se trouvait en x (en équilibre) & un moment
donné se retrouve en M; & l'instant t. On suppose que les oscillations sont transver-
sales c’est-a-dire que le déplacement des points est perpendiculaire a I'axe (z'ox).
Soit y(t, z) le déplacement d’un point z en un temps ¢, f(t,x) la force appliquée au
point x en un temps t. L’établissement de I’équation de la corde vibrante, basé sur
le principe D’Alembert, conduit au systéme suivant

0? 0?

@y(t,a}) = @y(t,x) + f(t,z), t € [0,b],z € [0,]] (1.6)
Pour déterminer avec précision les mouvements de la corde on ajoute les conditions
initiales

y(0,z) = yo(x) et E;?;(O,x) =y (z), x € 0,1], (1.7)

Comme la corde est limitée, les conditions aux limites peuvent étre de plusieurs
formes. Par exemple :

y(t,0) =y(t,1) =0, t € [0,b], (1.8)
dy Oy B
5. (10) = Z2(8.1) =0, t € [0,0], (1.9)
y(t,0) = ) =0, t € 0,1, (1.10)

ox
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La condition (1.8) signifie que les extrémités de la corde sont fixées, la condition
(1.9) signifie que les extrémités de la corde sont libres et la condition (1.10) signifie
qu'une des extrémités de la corde est fixée et que Pautre est libre. Le systéme (1.6),
(1.7), (1.8) c’est-a-dire

( 82 82
@y(t,m) = @y(t,x) + f(t,z), t €[0,b],2 € [0,]

y(t,0) =0, y(t,l) =0t € [0,b],

est le premier probléme mixte de 1’équation de vibration, il modélise la vibration
d’une corde fixée des deux extrémités.
Le systéme (1.6), (1.7), (1.9) c’est-a-dire

¢ 82 82
@y(t,w) = @y(tx) + f(t,x), t €[0,b],2 € [0,]]
y(0,2) =0, %(O,x) =0,z €[0,]] (1.12)
0 0
| 5.0 =5;th=0.tepy,

est le deuxiéme probléme mixte de ’équation de vibration, il modélise la vibration
d’une corde dont les deux extrémités sont libres. Ces sytémes jouent un réle impor-
tant et sont rencontrés dans différent domaine de la physique, biologie, chimie etc.,
Ces modéles ont longtemps joué des roles importants dans la modélisation de plu-
sieurs phénomeénes, cependant la plupart des corps sont & mémoire et la modélisation
de ces derniers fait apparaitre une équation intégrodifférentielle.

1.3 Quelques modéles d’équations intégrodifférentielles
de la physique mathématiques

Durant le siécle dernier, dans plusieurs domaines de la science et de I'ingénierie,
tel que la conduction de chaleur dans les matériels avec mémoire, visco-élasticité
(phénomeéne héréditaire) et les réacteurs dynamiques, il est apparu une équation
intégrodifférentielle de la forme :

¢
gz — A6+/ BO(s)ds + f sur t € [0,b],
0

0(0,z) = 6p(z) dans 2 (1.13)

O(t,x) =0sur [0,b] x 09,
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ou B, dans lintégrale de Volterra (terme a mémoire), est un opérateur différen-
tiel d’ordre 8 < 2. En général, ce terme intégral refléte la mémoire, rétroaction
ou feedback (contrdle par retour de 'information) ou d’autres mécanismes des sys-
témes dynamiques. Les équations intégrodifférentielles décrivent des processus pour
lesquels le changement d’état est déterminé par tous les états antérieurs.

1.3.1 Flux de chaleur dans les matériaux & mémoire

On peut citer deux inconvénients dans 1’établissement de ’équation de la chaleur
(1.4) a savoir :

i) Elle ne prend pas en compte les effets mémoire qui peuvent exister dans certain
corps, par exemple le bois, les polymeéres, les plastiques, la glace, etc.,

ii) L’équation de la chaleur (1.4) prédit un résultat irréaliste c’est-a-dire une
perturbation thermique & un point est propagée instantanément dans tout le
corps.

Cette observation laisse penser que la loi de Fourier peut étre une approximation
limitée. Cela a conduit & Coleman|27] et Gurtin [59] de proposer une théorie a
mémoire non-linéaire de la conduction de la chaleur qui est indépendante de V et
dont la vitesse de 'onde est fini. Lorsque cette relation constitutive est linéarisée,
elle conduit au flux de chaleur suivant

ot) = —/0 k(s)V (¢ — s)ds (1.14)

pour un corps isotrope. Cette forme spéciale s’est avérée trés utile pour décrire la
transformation des impulsions de chaleur dans le liquide d’hélium et dans quelques
diélectriques a basse températures. Par ailleurs, Coleman, Gurtin [28] et Nunziato
[90] ont considéré une théorie & mémoire qui dépend aussi du gradient de la tempé-
rature V0, c’est-a-dire le flux de chaleur est donné par

t

q(t) = —a(0)VO(t) — / a' (s)VO(t — s)ds (1.15)

—00

ot a est la fonction de relaxation de la conduction thermique et a(0) > 0. Une
relation similaire & I’équation (1.15) pour Iénergie interne donnée par

t
e(t) =eo + b(0)0(t) + / V(s)0(t — s)ds (1.16)
peut étre supposée. Donc, ces relations conduisent & une nouvelle équation de la
chaleur
89 / ! !/ /!
b(O)E =—a(0)VO =0 (0)0 + [ [a'(s)VO(t —s) —b"(s)u(t — s)]ds (1.17)
0
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R. K. Miller [86] a étudié le systéme suivant :

( t

e(t,z) =eg+ a(0)d(t,x)+ / o (t — 5)0(s, z)ds,

q(t,z) =—-k(0)VO(t,z)— /t E'(t — s)VO(s,z)ds, (1.18)
¢(t,w) =-V.q(t,z)+ F(t ),

ol 0 <t < oo et x est un vecteur dans un espace de dimension n. Ce systéme
modélise la conduction de chaleur dans un matériau rigide. La fonction 6 est la
température, «a(t) représente la relation énergie-température au temps t et k(t) est
la relation de la conduction de la chaleur. On assume que « et k sont continues et
satisfont quelques autres conditions additionnelles [86]. Pour £(0) = 0, cette équa-
tion représente la théorie linéarisée pour le flux de chaleur dans un matériau rigide,
isotrope, homogeéne comme développé par Gurtin et Pipkin [59]. Pour k(0) > 0, les
équations représentent une théorie linéarisée alternative proposée par Coleman et
Gurtin [28], voir aussi Gurtin [58]. Pour étudier ce systéme (1.18), Miller I’a trans-
formé en une équation intégrodifférentielle équivalente dans un espace de Hilbert.
Pour £(0) > 0, Pauteur a obtenu I’équation suivante :

&~ (A —a0))a(r) + / [Cb(t — $)A0(s)a (¢ — )0(s)]ds, pour £ >0 (1.19)
0

ot C = k(0),/a(0), a(t) = a/(t) /a(0), b(t) = K'(£) /k(0) et £(£) = [r(t) + V.h(t) —

9'(t)]/a(0) avec

g(t) = / o/ (t — 5)0(s,z)ds et h(t) = / K'(t — s)VO(s,z)ds

—00 —00
Puis (sous les conditions (H1)-(H3), J=2, voir Miller [86]), 'auteur a transformé
I'équation (1.19) en celle-ci

gf = (CA —y(0))0(t) —l—/o Y (t — 5)0(s)]ds + F(t,x), pour t >0 (1.20)

ou F est d’éfinie par

t
F(t,x) = f(t,x) — /0 D(t — s)f(s,z)dsD(t)0(0, x),

et D(t) et y(t) satisfont les équations scalaires

D(#) = b(t) — /O b(t — $)D(s)ds et y(t) = b(t) — alt) — /0 b(t — s)y(s)ds.

Pour modéliser la conduction de la chaleur d’un matériau & mémoire, Lodge et al
[81] ont obtenu 'équation intégrodifférentielle suivante :

%u(t,x) =(A+c¢) /t L(t — s)u(s,z)ds + Lou(t,z) + F(t,z) for t > 0. (1.21)

—0o0
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1.3.2 En Biologie

Pour modéliser une réaction réversible simple a 'intérieur d’'une petite cellule,
Jennifer A.D. [39] a étudié le systéme suivant

2
gtu(t,x) = gﬁu(t,x) dans [0, +00[x]0, 1], (1.22)
aaxu(t,O) = 0 dans |0, +o0[ (1.23)
0 0 Em
%u(t, 1) = maﬁ(t) = m[lﬁ(t) — (1 —6(t))u(t,1)] sur [0, 4o0], (1.24)
u(0,z) = 1, sur]0,1] (1.25)
0(0) = 0 (1.26)

ou
1
mo(t) +/ u(t,x)dx =1, sur |0, 4o0|
0

et E, L et m des constantes données.

Dans ce probléme, il s’agit d’une réaction entre deux réactifs X et Y a l'intérieur
d’une petite cellule afin de produire un composé XY . L’espéce Y est immobilisé
sur une paroi latérale tandis que 'espéce X est une solution dissoute. La réaction
se produit sur la paroi latérale. A I'instant ¢ = 0, une solution de X est introduite
dans la cellule, alors comme la réaction se produit au niveau de la paroi, un gra-
dient de concentration X se développe, et X se diffuse dans la paroi jusqu’a un
résultat d’équilibre. L’objectif est de prédire la concentration de la solution X et la
concentration de la composé XY en fonction du temps. Dans le modéle ci-dessus
les variables u(t, x) et 0(t) représentent les concentrations de X et de XY respecti-
vement. F est la taille de la cellule, L la concentration initiale de la solution Y et
m la concentration initiale de la solution X au niveau de la paroi et le coefficient de
diffusion de X. En prenant la transformé de Laplace de I’équation (1.17), utilisant
la condition initial (1.20), et en utilisant le théoréme de convolution, Jennifer A. D.
montre que u(t, 1) est donné par

u(t,1) =1— m/o k(t — s)fie(s)ds (1.27)

ot le noyau k(t) est donné par :
k(t) = L(1 + Qiex (”2)) (1.28)
-Vt 2 5P '

00
D’apres (1.19) — satisfait ’équation intégrodifférentielle de Volterra suivante :

ot
gta(t) - —ﬂ[LH(t)—(l—H(t))(l—m/o k(t—s)i@(s)ds)} sur [0, +o0f, (1.29)

avec 6(0) = 0.
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Afin d’expliquer le role important que joue 'intégral de Volterra, nous considé-
rons le cas particulier suivant :

t
g(t’:/o K(t — $)A0(s)ds + f. (1.30)

a) Si K(t) = 1, alors la dérivation de 1’équation (1.30) par rapport a ¢ donne
I’équation des ondes c’est-a-dire de la forme (1.11).

b) Si K(t) est la fonction Delta, alors 'équation (1.30) devient 'équation de la
chaleur.

Donc I’équation intégrodifférentielle est en fait un état intermédiaire de ’équa-
tion des ondes et de ’équation de la chaleur. L’importance des équations intégro-
différentielles vient du fait que

1. Plusieurs phénoménes mentionnés ci-dessus peuvent étre exactement décrits
par une équation a mémoire.

2. L’apparition de nouvelles propriétés physiques et mathématiques quand le
noyau K (t) est singulier.

3. Pour les équations intégrodifférentielles non linéaires, & la fois paraboliques
et hyperboliques, quand le noyau a une certaine singularité, il est possible
d’obtenir une solution globale méme pour de large données.

Naturellement, la présence de I'intégrale de Volterra cause de nouvelles difficultés a
la fois dans la théorie et dans la simulation numérique.

Malgré le fait que les matériaux & mémoire étaient théoriquement considérés
par Boltzmann depuis 1872, mais c’est vers les années cinquante, grice au déve-
loppement des sciences et techniques, que plusieurs problémes pratiques liés étaient
considérablement manifesté telle que la conduction de la chaleur dans les matériaux a
mémoire, la viscoélasticité, la dynamique des réacteurs nucléaires, en biomécanique,
etc., Tous ces types d’équations intégrodifférentielles sont largement étudiées. Pour
plus de détail sur la modélisation de quelques phénoménes physiques en des équa-
tions intégrodifférentielles le lecteur pourra consulter les documents suivants : [25],
[21], [6], [72], [31], [16], [45], [62] etc.,

Supposons maintenant que €2 est le corps humain et on souhaite étudier la ré-
gularisation de la température de ce dernier. Soit 6(¢) la fonction d’évolution de la
température en fonction du temps t. Si I’organisme ne fait pas correctement son tra-
vail et & un instant 7 la température commence a dépassée les 40 degrés. 11 devient
tout & fait naturel d’agir sur le corps afin de lui ramener & une température idéale.
Cette action qu’on fait sur le corps pour le ramener & un état désiré est appelée
contréle. Maintenant, considérons certains problémes de contréle liés & ’équation
(1.4). Supposons que nous sommes en mesure de changer la source F' dans le do-
maine §2. Puis, un autre F' va nous donner une autre solution #. Ainsi, pour une
distribution de température souhaitée 6,, nous pouvons essayer de choisir un F ap-
proprié, de sorte que la solution (¢, ) soit égale ou proche de A dans un certain
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sens. Telle est la situation qui se produit lorsque nous mettons une source de cha-
leur (un climatiseur) dans la maison pour abaisser la température en été. Nous nous
référons habituellement & # comme état et & F', que 'on peut changer, comme le
controle. L’équation (1.4) est appelée I'équation d’état. Dans la situation décrite ci-
dessus, le controle apparait dans la partie droite de ’équation d’état, ot le controle
agit & l'intérieur du domaine 2. Nous appelons un tel contréle un contréle interne.
Parfois, nous pouvons changer la température sur la frontiére 052, a savoir le ¢ dans
(1.4) peut étre manipulé. Dans ce cas, ¢ est appelé controle frontiére. On peut aussi
définir les mémes notions pour les autres conditions aux limites.

1.4 Théorie du controle

La théorie du controle mathématique est I'un des domaines trés important des
mathématiques axé sur I'application qui traite des principes de base qui renforce
I’analyse et la conception des systémes de controle. La théorie du contréle a un bilan
impressionnant d’applications réussies & travers les avions, les navires, les satellites
et le guidage des missiles, les industries de transformations (chimie, pétrole, acier,
ciment, etc.), les produits pharmaceutiques, domestiques et produits informatiques
(caméras automatiques, etc.), services publics (par exemple, tous les aspects de la
production et de I'alimentation électrique), assemblage automatique, de la robotique,
les prothéses et de plus en plus, il préte ses idées de base & d’autres disciplines.

Les objets de la théorie du contrdle sont des systémes. Un systéme est un en-
semble d’éléments interagissant entre eux par des liens d’information.

Les questions typiques qui sont posées en théorie du contréle sont :

1. Le systéme peut-il étre dirigé (guidé) a partir d’un état initial o a tout état

désiré x4 (controlabilité) ?

2. Est-ce qu’il existe des stratégies de controle optimal pour le pilotage du sys-

téme 7 Si oui, sont-elles uniques et comment peuvent-elles étre synthétisés ?

3. La stabilité du systéme

La controlabilité vise a établir que I’ensemble des controles, U, qui peuvent accom-
plir une tache déterminée est non vide tandis que la théorie du controle optimal
porte sur la détermination de I’élément de U qui est le mieux dans un certain sens.
La théorie du controéle s’intéresse d’abord aux systémes dynamiques : ce sont des
systémes dont le comportement sur une période de temps peut étre étudié. Il est
le plus souvent régi par un ensemble d’équations différentielles décrivant le mouve-
ment des composants. En fin, elle s’intéresse aux systémes feedback ou rétroaction :
La rétroaction est l’action en retour d’un effet sur sa propre cause : la séquence
de causes et d’effets forme donc une boucle dite boucle de rétroaction. Un systéme
comportant une boucle de rétroaction agit ainsi sur lui-méme. Exemple de boucles
de rétroaction

1- S’informer sur soi-méme en se regardant a travers le miroir.

2- s’acquérir de 'avis des autres et des regards qu’ils portent sur soi.

La théorie du controle s’applique aux situations quotidiennes, comme dans les exemples
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ci-dessus, elle s’applique aussi a des taches plus exotiques par exemple manoeuvre des
véhicules spatiaux. L’universalité de la théorie du controle signifie qu’elle est mieux
considérée puisqu’elle est appliquée a une situation abstraite qui ne contient que la
propriété topologique possédée par toutes les situations qui doivent étre controlées.
L’idée est que si on sait controler une situation trés générale appelée un systéme,
alors, nous serons en mesure de controler chaque situation particuliére. C’est le point
de vu de la théorie du controéle et c’est ce point de vue qui lui donne son pouvoir
extraordinaire. Lorsque la théorie du contrdle souhaite étudier la régulation de la
température du corps humain, il se préoccupe d’un systéme impliquant la circulation
sanguine, les mécanismes de production de chaleur, la perte de chaleur et la prise de
décision par le cerveau. Donc pour que la théorie du controéle puisse étre appliquée
avec succes, il faut :

1- Un but qui est lié a I’état futur du systéme.

2- Un ensemble d’actions possible qui offre un élément de choix (si aucune variation
de l'action n’est possible, le controle ne peut étre exercé et le systéme suivra un
cours qui ne peut étre modifié).

Ainsi nous pouvons voir que 'un des problémes principaux est de synthétiser des ac-
tions qui, lorsqu’elles sont appliquées a un systéme dynamique, produira la réponse
que nous cherchons.

Nous avons vu que les objectifs de la controlabilité sont de guider le systéme d’un
état initial donné afin d’obtenir un état final désiré. Cependant, divers problémes
de la science et de la technologie exigent souvent le choix du mieux, ou optimale,
parmi un ensemble de toutes les solutions possibles.

1.5 Théorie du controéle optimal

La théorie du contréle est une étude mathématique qui se pose la question :
Comment influencer le comportement d’un systéme dynamique pour atteindre un
objectif souhaité 7 Dans un controle optimal, 'objectif est de maximiser ou minimiser
la valeur numérique d’une quantité déterminée qui est fonction du comportement
du systéme. Par exemple trouver le contréle w € U solution du probléme suivant

b
min J (u) :/ I(t,z(t))dt (1.31)
0
ou z est solution de ’equation différentielle suivante
(L’,(t) = f(tvx(t)vu(t))7 te [07 b]
1.32
Lno) 4y 132

Mathématiquement, les problémes de contréle optimal sont des variantes des pro-
blémes dans le calcul des variations, qui ont une histoire de plus de 300 ans. Cepen-
dant, la théorie du contréle optimal est développée dans la seconde moitié du 20e
siécle, en répondant & divers problémes appliqués. Le principe du maximum, mis au
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point & la fin des années 1950 par Pontryagin et ses collaborateurs [93], est parmi
les plus grands succés de la théorie du contréle optimal.

La formulation d’un probléme de contréle optimal nécessite au moins cing étapes :

i)

ii)

iii)

La classe des controles admissibles.

Soit X un espace de Banach (espace de phase), supposons que S est un systéme
dynamique controlable. Soit ¢[0, b] 'ensemble des contrdles admissible c’est-
a-dire tous les controles qui sont capables d’amener le systéme & d’'un état
initial donné & un état final désiré. Dans les applications le cas ou U0, D]
est fermé et borné est trés important. La signification physique du choix du
caractére fermé et borné de U|0,b] est claire. La quantité de carburant qui
est fournie & un moteur, la température, le courant, la tension, etc., qui ne
peuvent pas prendre des valeurs arbitrairement grandes, peuvent servir de
variables de contréle. Tout au long de cette thése, nous allons considérer la
classe des controéles intégrables ou plus généralement continus par morceaux.
Cette classe de controle semble étre la plus intéressante pour les applications
pratiques de la théorie.

La description mathématique (ou modéle) du systéme a controler.

Une partie non négligeable de tout probléme de controle est la modélisation du
systéme. L’objectif est d’obtenir la description mathématique la plus simple
du probléme qui prédit correctement la réponse du systéme physique a tous
les controles admissibles. Nous pouvons considéré des systémes dynamiques
décrits par des équations différentielles de la forme :

{ wx/((ég ii(()t,l’(t),u(t)), t € 0,0 (1.33)

Une solution z(t, g, u(t)) de (1.33) est appelée réponse du systéme, corres-
pondant au contréle u, pour la condition initiale xq.

La spécification d’un critére de performance.

Un critére de performance (aussi appelé fonctionnel, fonction coiit, ou tout
simplement le cotit) doit étre spécifié pour évaluer la performance d’un systéme
quantitativement. Par exemple nous pouvons considérer la fonction coit de
lagrange J : U[0,b] — X qui est définie par

b
T (u) = /0 1(t, z(t), u(t))dt (1.34)

ou z(t) est la solution du systéme dynamique suivant
a'(t) = u(t)
’ 1.35
Lno) (3

De plus, dans certains problémes d’optimisation, le temps initiale {9 = 0 et
le temps finale t; = b peuvent étre considéré comme des variables. Mayer a
considéré la fonction cotit suivante

T (u) = (to, x(to), ty, z(ts)) (1.36)
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ou Y est une fonction & valeur réelles définie sur R x R™ x R x R".
Plus généralement on peut considérer une fonction coiit plus général, qui cor-
respond a la somme des fonctions cotuit définies dans (1.34) et (1.36) comme

tr
T(w) = vt olto). tr.(e) + [ Utz ut)de (137
to
ot on prend les temps initiale et finale dans (1.34) comme des variables tg = 0
et ty = b. Ce dernier cotit est appelé coiit de Bolza.

iv) L’état des contraintes physiques qui doivent étre satisfaits.
Une grande variété de contraintes peuvent étre imposées par un probléme
de controle optimal. Ces contraintes restreignent ’ensemble des valeurs qui
peuvent étre prises & la fois par le contréle u et I’état . On distingue plusieurs
types de contraintes. Les contraintes peuvent étre des égalités ou des inégalités.

v) Critéres optimaux.
Apreés avoir défini les critéres de performances, ’ensemble des contraintes phy-
siques étant satisfait, et 'ensemble des controles admissibles étant défini. On
peut alors énoncer le probléme de contrdle optimal comme suit : trouver un
controle admissible uw € U0, b] qui satisfait les contraintes physique de telle
sorte que J (@) minimise la fonction coit 7,

Pour des détails supplémentaires sur la théorie du contréle et la théorie du controle
optimale, le lecteur pourra consulter les manuscrits suivants : [76] [98] 4] [75] [73],

[95] [23] [17] [84] [41]

1.6 Structure de la thése

Cette thése est composée de cing chapitres, dont ce chapitre d’introduction.
Dans le chapitre 2 nous avons présenté quelques résultats préliminaires. La section
2.1 rappelle la théorie sur les semi-groupes fortement continus dans les espaces de
Banach et leur importantes propriétés. La section 2.2 passe en revue les équations
intégrodifférentielles et la théorie des opérateurs résolvants.

Dans le chapitre 3 nous étudions la controlabilité exacte de I’équation intégrodiffé-
rentielle semi-linéaire suivante

Z'(t) = Ax(t) + /Ot C(t — s)x(s)ds + f(t,x(t)) + Bu(t) pour t € J = [0,b],

z(0) = o,

(1.38)
ou A engendre un semi-groupe fortement continu (7°(¢)):>0 sur un espace de Banach
X, (C(t))t>0 est une famille d’opérateurs linéaires bornés de domaine fixe D(A) et B
est un opérateur linéaire borné de L'(J,U) dans I'espace des phases X, ou U est un
espace de Banach. Les résultats sont obtenus en utilisant la théorie des opérateurs
résolvants introduite par Grimmer [55] combiné avec la théorie de points fixe. Le
principe consiste & transformé le probléme de contréle en un probléme de point
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fixe pour un opérateur linéaire approprié dans un espace fonctionnel. Une partie
essentielle de cette approche est de garantir I’existence d’un sous-ensemble invariant
pour cet opérateur. Donc, nous donnons des conditions suffisantes sur la famille
d’opérateurs (C(t)):>0 afin d’obtenir un opérateur résolvant. Nous montrons sous
des conditions appropriées sur le terme non linéaire f et le semi-groupe engendré
par lopérateur linéaire A que I'équation (1.38) est exactement controlable sur J.
Les résultats obtenus font I'objet d’un article publié dans [35].

Dans le chapitre 4 nous étudions l'existence d’au moins d’une solution faible de
I’équation intégrodifférentielle impulsive suivante

u'(t) = Au(t /C’t—s s)ds + f(t,u(t)) pour t € J =[0,b] and t # t;
Au(t;) =ILi(u(t;) pouri=1,--- ,pet 0 <t <tp<---<t,<b

u(0) = g(u),

(1.39)
ot A engendre un semi-groupe fortement continu (7°(¢));>0 sur un espace de Banach
X, (C(t))e>0 est une famille d’opérateurs linéaires bornés de domaine fixe D(A).
Au(t;) = u(t]) — u(t;) constitue la condition impulsive. Ot

u(t]) = lim u(t; +h) et u(t;) = lim u(t; + h) (1.40)
h—0t+ h—0~

A Tinstar du chapitre 3, les résultats sont obtenus en utilisant la théorie des opé-
rateurs résolvants introduite par Grimmer [55] combinée avec la théorie de points
fixes. On transforme le probléme d’existence en un probléme de point fixes pour
un opérateur linéaire approprié dans un espace fonctionnel. Nous montrons sous des
conditions appropriées sur les termes non linéaires f et g et le semi-groupe fortement
continu engendré par l'opérateur linéaire A que ’équation (1.39) admet au moins
une solution faible. Les résultats obtenus font 'objet d’un article publié dans [36].
Dans le chapitre 5, nous étudierons l’existence d’un contréle optimal pour le pro-
bléme suivant :
Probléme (P) : Etant donné b > 0, 7(-) € L?(0,b; X), yo € X et y, € X, Trouver
un controle optimal u € U[0, b] tel que

J(w) < J(u) pour tout u € U[0, ], (1.41)

b
J(u) = [y(®) - wll% + / ly(t) — 7(6) 3t (1.42)

sous la contrainte

y'(t) = Ay(t) / C(t — s)y(s)ds + f(t,y(t)) + Bu(t) pour t € [0,D],
y(O) = Yo,
(1.43)
ot A engendre un cop-semi-groupe et (C(t))¢>0 est une famille d’opérateurs linéaires
fermés de domaine D(A) tandis que f est une fonction qui sera caractérisée dans la
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suite. u(-) est une fonction contréle donnée dans ’ensemble des fonctions controles

admissibles U[0,b] C L*(0,b; E) défini par
U[0,b] = {u:u(-) est mesurable ,u(t) el C E} (1.44)

ol E est un espace de Banach séparable réflexif. D’abord, nous montrons sous des
conditions appropriées sur le terme non linéaire f que l'équation (1.43) admet un
controle admissible ensuite que le Probléme (P) admet un controle optimal et enfin
nous montrons que l'ensemble S(B) des controles optimaux associé & B est stable
dans le sens de Baire Catégorie.

A la fin de chaque chapitre, une application est donnée pour illustrer les résultats
obtenus.



CHAPITRE 2

Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons des résultats fondamentaux sur la théorie des
co semi-groupes, la théorie des équations intégrodifférentielles et sur la notion de
mesure de non compacité.

2.1 Theéorie des cy-semi-groupes

Cette section concerne 'un des outils les plus important pour résoudre les pro-
blémes bien posés en théorie des équations d’évolutions, & savoir les semi-groupes
d’opérateurs linéaires bornés.

Définition 1 [91] Soit X un espace de Banach. Une famille (T'(t))i>0 d’éléments
de L(X) est dite semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si on a :

(i) T(0) = 1,1 est l’application identité dans L(X);
(i) T(t+ s) =T (t)T(s) pour tous s,t > 0. (translation)

Définition 2 [91] Le semi-groupe (T'(t))i>0 est dit fortement continu si pour tout
x € X, Uapplication T(-)z : [0, 400[— X est fortement continu en 0.

Un semi-groupe fortement continu sera appelé un ¢y semi-groupe.

Définition 3 [91] L’opérateur A défini par :

D(A) = {x € X : lim LWE=

t—0t

x existe dans X }

et
Az = lim T(t)f_x,vx € D(A)

t—0t

est appelé générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t))i>0 de domaine D(A).

Définition 4 [91] Le semi-groupe (T (t))t>0 est dit uniformément continu si ’ap-
plication T : [0, +oo[— L(X) est continue en 0 pour la norme d’opérateur.

Théoréme 2.1.1 [91] Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire
borné.
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Exemple 2.1.1 [1] Soit X = C,[0,+00], 'espace des fonctions uniformément conti-
nues sur [0,400) tel que limy o f(z) € R. Muni de la norme de la convergence
uniforme, || fllco = sup{|f(z)|,z > 0}, X devient un espace de Banach.

Pourt >0, on définit T'(t) sur X par

(T@t)f)(x) = f(t+z), forallz>0,t>0.

(T'(t))e>0 ainsi défini est un co-semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A
défini par :
D(A) = C}L[O,—i-oo] et Af = f' pour tout f € D(A).

Exemple 2.1.2 [1] Soit X = L*(R). On définit T(t) sur X par :
(1) T(0) =1,
1 +o00
(ii) (T(t)f)(x) = \/R/_ exp[—(z—y)?/4t)f(y)dy, pour toutt >0 et f € X.

(T'(t))e>0 ainsi défini est un co-semi-groupe.

Théoréme 2.1.2 [91] Soit (T'(t))i>0 un co-semi-groupe. Alors, il existe des constantes
weR et M >1 telles que | T(t)|| < M exp(wt) pour tout t > 0. Lorsque w = 0 et
M =1, alors (T(t))e>0 est appelé semi-groupe de contraction.

Théoréme 2.1.3 [91] Soit (T(t))¢>0 un co-semi-groupe sur X et A son générateur
infinitésimal, alors les propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) St x € X, alors

(ii) Six € X, alors
/0 T(s)xds € D(A) et A</0 T(s)xds) =T{t)x —=x

(iii) Six € D(A), alors T(t)z € D(A) et L[T(t)z] = AT(t)x = T(t)Ax
(iv) Six € D(A), alors

T(t)r —T(s)x = /:T(T)A:xdT = /St AT (T)xdr

Théoréme 2.1.4 [91](Hille-Yosida)
Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un co-semi-groupe (T'(t))i>0
vérifiant || T(t)|| < M exp(wt),w € R et M > 1, si et seulement si :

(i) A est fermé et D(A) est dense dans X,
(11) Jw,+oo[C p(A) et

— pour A > w et n € N*,

M
(A —w)
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Si A est le générateur infinitésimal d’'un ¢y semi-groupe T'(t) vérifiant ||T(t)| <
M exp(wt),w € R et M > 1, alors, on montre que

R\ A) = /OOO e NT(t)dt, YA > w. (2.1)

Nous terminons cette section par une autre caractérisation du générateur infinité-
simal d’un ¢y semi-groupe. Afin d’établir cette nouvelle caractérisation, nous avons
besoin de quelques préliminaires.

Soit X un espace de Banach et soit X* sont dual. Pour chaque x € X on définit
Iensemble F'(x) € X* par

F(z) = {2" € X*: («",2) = ||2*|* = |l«|*} (2.2)
Le théoréme de Hahn Banach assure que F(z) # () pour tout z € X.

Définition 5 [53] Un opérateur linéaire A est dit dissipatif dans X si pour tout
x € D(A), il existe x* € F(x) tel que Re(Ax,z*) < 0.

Le théoréme suivant donne une caractérisation des opérateurs dissipatifs.

Théoréme 2.1.5 [96] Un opérateur est A est dissipatif dans X si et seulement si :
Vo € D(A),YA >0, Az| < |[Az— Ax|.
Définition 6 [96]
1. On dit que A est maximal dans X si :

Ve X,VA> 0,3z € D(A) tel que \e — Az = f

2. On dit que A est m-dissipatif dans X s’il est a la fois maximal et dissipatif
dans X.

Remarque 2.1.1 Si A est un opérateur dissipatif, alors pour tout A > 0 l'opérateur
A — A est injectif.

Théoréme 2.1.6 [}6] Si A est m-dissipatif dans X, alors pour tout A > 0, l’opéra-
teur (A — A) admet un inverse, (Al — A)~Y, borné défini de X a valeur dans D(A)
et vérifiant :

1AL = A7) <

> =

Théoréme 2.1.7 [96] Soit A un opérateur linéaire dissipatif dans X. Les deux pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

1. A est m-dissipatif.
2. X > 0 tel que Vf € X,3x € D(A) vérifiant \ox — Az = f.
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Théoréme 2.1.8 [91] Soit A un opérateur linéaire dans X. S’il existe Ao > 0 tel
que Uopérateur (\gI — A) : D(A) — X soit une bijection et si (\gI — A)~! est un
opérateur borné sur X, alors A est fermé. En particulier si A est m-dissipatif, alors
A est fermé.

Si X est un espace de Hilbert muni du produit scalaire < -,- >, alors

Corollary 2.1.1 [96/
i) A est dissipatif si Vo € D(A), < Az,z ><0.
ii) Si A est m-dissipatif, alors D(A) est dense dans X .

Exemple 2.1.3 Le Laplacien dans un ouvert de R".
Soient Q un ouvert borné de R™ de classe C* et X = L?(Q2). On définit I’opérateur
linéaire A dans X par :

D(A) = H*(Q) N HY ()
{ Au = Au, Yu € D(A)

A est m-dissipatif.

Théoréme 2.1.9 [91/(Lumer et Phillips)
Soit X un espace de Banach et A un opérateur linéaire de domaine dense dans X .

a) Si A est dissipatif et il existe A\g > 0 tel que Im(Aol — A) = X, alors, A est le
générateur infinitésimal d’un co semi-groupe de contraction sur X.

b) Si A est le générateur infinitésimal d’un cy semi-groupe de contraction sur X,
alors Im(AI — A) = X pour tout A > 0 et A dissipatif.

Pour des discussions plus générales sur la théorie des cp-semi-groupes et leurs
importantes propriétés, le lecteur pourra se référer aux manuscrit de E.Hille et

R.S.Phillips [44], N.Dunford et I.LE.Segal [47], Jerome A. Goldestein 53], A.Pazy[91],
K.Yosida|74], R.S.Phillips [44], W.Feller [99] etc.,

2.2 Equations intégrodifférentielles

On appelle équation intégrodifférentielle une équation qui fait intervenir a la fois
les dérivées et les intégrales d’une fonction.

Dans cette section nous étudions les équations intégrodifférentielles de la forme :

2(t) = Az(t) —i—/o C(t—s)x(s)ds + f(t,z(t)), t=>0,
z(0) = o,

(2.3)
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2.2.1 Opérateurs résolvant et équations intégrodifférentielles li-
néaires homogéne

La théorie des opérateurs résolvants fut introduite par R.C.Grimmer dans les
années quatre vingt. C’est un outil essentiel a la résolution des équations intégro-
différentielles de la forme :

(1) = A:U(t)+/t0(t—s)x(s)ds, £>0,
0
z(0) = o,

(2.4)

ot A est un opérateur linéaire de domaine D(A) et pour tout ¢, C'(t) est un opéra-
teur linéaire de domaine fixé dans D(A).

En fait, cette théorie est une sorte de généralisation de la théorie des semi-groupes
d’opérateurs linéaires bornés. Cependant, un opérateur résolvant n’est pas un semi-
groupe car il ne satisfait pas toujours la propriété de translation donnée dans la défi-
nition 1. Pour caractériser les solutions de I’équation (2.4), nous collectons quelques
résultats fondamentaux sur la théorie des opérateurs résolvants.

Soient X un espace de Banach, A et C(t) des opérateurs linéaires fermés sur X.
Soit L(Y; X) I'espace des opérateurs linéaires bornés de Y dans X avec Y l'espace
de Banach D(A) muni de la norme du graphe

Iylly = [l Ayllx + llyllx, pour tout y € Y (2.5)

Définition 7 [3/] Une famille d’opérateurs linéaires bornés (R(t))t>0 dans X est
dite opérateur résolvant pour l’équation (2.4) si :

1. R(0) = Idx et ||R(t)||z < Me™ pour tout M > 1 et o € R,

2. Pour tout v € X, t — R(t)x € X est fortement continu pourt > 0,

3. R(t) € L(Y) pourt > 0. Pourx €Y, R(-)z € C([0,4+00),Y)NC(]0, +00), X)
et pour toutt > 0, on a

t

R'(t)x = AR(t)ac—}—/ C(t — s)R(s)xds
0
t

= R(t)Am+/ R(t — s)C(s)zds.
0

Remarque 2.2.1 De cette définition, on déduit du point (3) que si l’équation ho-
mogéne (2.4) admet un opérateur résolvant, alors pour x € Y, le terme R(t)x est
une solution l’équation homogéne (2.4)

Dans ce qui suit nous donnons des conditions suffisantes d’existence et d’unicité
d’un opérateur résolvant de I’équation homogéne (2.4).
Considérons les conditions suivantes
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(Hy) A est le générateur infinitésimal d’un cp-semi-groupe (7°(t))¢>0 sur X.

(Hz) Pour chaque t > 0, C(t) est un opérateur linéaire fermé de Y dans X,
C(t) € L(Y,X). De plus pour tout y € Y, lapplication t — C(t)y est dans
WHLRT, X) et il existe ¢ € L} (RT,RT) tel que

I ®)yllx < c®)]lylly pour tout y € Y et ¢ > 0.

Théoréme 2.2.1 [57] Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hz) sont vérifiées.
Alors il existe un unique opérateur résolvant de l’équation (2.4)

Exemple 2.2.1 Soit X un espace de Banach. R.C.Grimmer et A.J.Pritchard [56]
ont montré, sous des conditions appropriées, que la famille (R(t))i>0 définie par :

R(t) =

(t) —
R(0) = I,

est un opérateur résolvant analytique pour l'équation (2.4). Ou T est un contour du

type utilisé pour obtenir un semi-groupe analytique, B* est le transformé de Laplace

de B et i est tel que i®> = —1.

At * -1
[ MOAT—A—B*A\) " lzd\,  t>0,
fre W (2.6)

Théoréme 2.2.2 [3/] Supposons que les hypothéses (Hy) et (Ha) sont satisfaites.
Soit (T'(t))i>0 le co-semi-groupe engendré par A et (R(t))i>0 opérateur résolvant
de Uéquation (2.4). Alors on a

R(t)z = T(t)x + /0 T(t — 5)Q(s)ds, (2.7)

S u S
Q(s)x :/ C (s u)/ R(v)azdvdu+0(0)/ R(u)zdu.
0 0 0
De plus, 'opérateur @ est uniformément borné sur chaque intervalle borné, et pour
chaque x € X, lapplication Q(-)z : J — X est continue.

Définition 8 [91] Un ¢y semi-groupe (T'(t))i>0 est dit compact si pour tout t > 0
fixé T'(t) est un opérateur compact.

Théoréme 2.2.3 [91] Soit (T(t))e>0 un co semi-groupe. (T(t))e>0 est compact si et
seulement si (T(t))¢>0 est continu pour la norme d’opérateur pour t > 0.

Théoréme 2.2.4 [3/] Supposons que les hypothéses (Hy) et (Ha) sont satisfaites.
Alors T(t) est compact si est seulement si R(t) est compact.

Nous avons vu que l'opérateur résolvant apparait comme une généralisation du
semi-groupe et nous avons remarqué aussi qu’il ne satisfait pas la propriété de trans-
lation de celui-ci donnée dans la définition 1. Cependant, nous avons une estimation
importante donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.5 [3/] On suppose que les hypothéses (Hy) et (Hz) sont vérifiées.
Pour tout a > 0, il existe une constante M = M (a) telle que

|R(t+ h) — R(t)R(h)|| < Mh Pour 0 <h<t<a. (2.8)
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2.2.2 Equation intégrodifférentielles linéaires non homogéne

Considérons I’équation intégrodifférentielle non homogéne suivante :

Z(t) = Ax(t)+ /t C(t—s)x(s)ds+ f(t), t>0,
0
z(0) = o,

(2.9)

ou A est un opérateur linéaire de domaine D(A) et pour tout ¢, C(t) est un opérateur
linéaire de domaine fixé dans D(A) et f: Rt — X est une fonction continue. Nous
définissons a présent la notion de solution stricte de I’équation (2.9).

Définition 9 [55/ Une fonction x : [0,4+00) — X continue est dite solution stricte
de l’équation (2.9) si

i) () € CL([0, +00); X) N ([0, +00);Y)

ii) x(-) satisfait I’équation (2.9)

A linstar des équations d’évolutions non homogeénes, pour résoudre ces types d’équa-
tions intégrodifférentielles, on transforme généralement le systéme initial en une
équation intégrale de Lotka-Volterra. Cette Transformation est obtenue grace a la
formule de la variation de la constante donnée par I'opérateur résolvant. Si la fonc-
tion f satisfait quelques conditions appropriées et que la donnée initiale o € Y,
alors cette formule de la variation de la constante nous donne la forme générale des
solutions de (2.9). En d’autres termes, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.6 [57/ On suppose que les hypothéses (Hy) et (Hs) sont vérifiées.
Six:[0,400) = X est une solution stricte de I’équation (2.9), alors

xz(t) = R(t)zo + /Ot R(t —s)f(s)ds pourt > 0. (2.10)

Remarque 2.2.2 La réciproque de ce théoréme n’est pas vraie. En effet, si x satis-
fait Uéquation (2.10), alors x n’est pas en générale différentiable.

Cela nous améne & la définition de la notion de solution faible.

Définition 10 /[57] Une fonction x : [0,+00) — X continue est dite solution faible
de léquation (2.9) si x vérifie l’équation (2.10)

Le théoréme suivant nous donne des conditions suffisantes sur la régularité des so-
lutions faible de I’équation (2.9)

Théoréme 2.2.7 [57] On suppose que les hypothéses (Hy) et (Hz) sont vérifiées.
Sizg €Y etsifeC(0,+00),X)NLY[0,4+0),Y) ou f € WEL([0, +00), X), alors
la solution faible de ’équation (2.9) devient une solution classique.

D’autres hypothéses peuvent étre imposées sur la fonction f. Par exemple la dépen-
dance par rapport & ’état x et la non linéarité aussi. Nous obtenons dans ce cas une
équation intégrodifférentielle semi-linéaire.
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2.2.3 Equations intégrodifférentielles semi-linéaires

Considérons a présent ’équation intégrodifférentielle semi-linéaire suivante

2'(t) = Ax(t) +/0 C(t = s)a(s)ds + f(t,z(t), t=0, (2.11)
z(0) = o,

ot A est un opérateur linéaire de domaine D(A) et pour tout ¢, C(t) est un opérateur
linéaire de domaine fixé¢ dans D(A) et f: RT x X — X est une fonction continue.

Définition 11 [55] Nous disons qu’une fonction x : [0, 4+00) — X continue est une
solution stricte de I’équation (2.11) si

i) () € C1([0, +00); X) N C([0, +o0); D(A))
i) x(-) satisfait l’équation (2.11)

Théoréme 2.2.8 [55] On suppose que les hypothéses (Hy) et (Hz) sont vérifiées.
Six:[0,400) = X est une solution stricte de l’équation (2.11), alors

z(t) = R(t)zo —1—/0 R(t — s)f(s,z(s))ds pourt > 0. (2.12)

Définition 12 [55] Une fonction x : [0, +00) — X continue est dite solution faible
de léquation (2.11) si x vérifie I’équation (2.12)

On rappelle que la théorie des opérateurs résolvants joue un réle important dans
I’obtention de nos résultats. Pour plus de détail sur cette théorie, le lecteur pourra
consulter les papiers de [55], [24], [34], [56], [57], 78], [12] |38] [61] [43].

2.2.4 Mesures de non compacité dans les espaces de Banach

Les mesures de non compacités sont des outils trés utiles dans la théorie des
équations d’évolutions dans les espaces de Banach. En particulier, les théorémes de
point fixe qui dérivent d’elles ont plusieurs applications. Comme nous le savons,
la compacité joue un role essentiel dans la preuve du théoréme du point fixe de
Schauder. Cependant, il existe plusieurs problémes dont les opérateurs ne sont pas
compacts. La premiére étape d’étendre le théoréme de point fixe de Schauder aux
opérateurs non compacts est donnée par G.Darbo en 1955. En 1967, Sadovskii, &
son tour, généralise le théoréme du point fixe de G.Darbo. La notion de mesure de
non compacité joue un role essentiel dans leurs preuves.

Définition 13 [68] Soit X un espace de Banach et B l’ensemble des parties bornées
de X, une application
¢ : B — [0; +00) (2.13)

est dite mesure de non compacité (MNC) définie sur X si

d(co(2)) = ¢(2) pour tout 2 € B. (2.14)
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Propriété 2.2.1 Une mesure de non compacité est dite :
1. Réguliere si : ¢p(Q) = 0 <= Q est compact,
Invariante par fermeture si : $(B) = ¢(B),VB € B
Semi-additive si : ¢(21 U Qo) = max{p(Q1), #(Q2)}, VO € B,VQ € B
Monotone si : Q1 C Qq, alors p(Q21) < ¢(2), VO € B,VQs € B,
P(€11 N Q) < min{¢(h), p(22) }, Y € B,VQ2 € B

Non-singuliere : Si Q est un ensemble fini, alors ¢(2) = 0.

NS G Lo

Théoréme d’intersection de Cantor généralisé : Si 2, est une suite décroissante
de parties fermées bornées non vides de X tel que limy, o0 ¢(€2,) = 0, alors
Uintersection s pour tout §2, est non vide et compacte.

8. semi-homogéne si : p(AQ) = |A|d(2), VA € K,VQ € B,
9. algébriquement semi-additive si : (21 + Qa) < ¢(Q1) + ¢(Q2), YV € B, Qs €
B,
10. invariante par translation si : p(Q + ) = ¢(N), VQ € B,Vx € X,

11. Lipschitz si : |p(S4) — ¢(Q2)] < Lgp(,Q2), o Ly est une constante qui
dépend de ¢ et p est la mesure de Hausdorff définie par

p(Q, Q) =inf{e > 0:Qy C +€§(O, 1), C Qo+ SE(O, 1}

12. Continue si : Pour tout Qo € B et tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que |$(2) —
?(Q0)| < € pour tout Q satisfaisant p(2, Q) < 0.

13. Invariante par passage a l’enveloppe conveze si : ¢p(co(S2)) = ¢(2) pour tout
QeB.

La premiére mesure de non compacité est définie par Kuratowski en 1930. Si 2
est une partie bornée d’'un espace métrique, alors la mesure de non compacité de
Kuratowski « est définie par :

a(Q) = inf{e > 0: Q C UF_|E;, diam(E;) < e}. (2.15)

Darbo a utilisé cette mesure de non compacité pour généraliser le théoréme de
Schauder & une large classe d’opérateurs, les opérateurs ¢-contractante, qui satisfait
la condition

(T () < (2). (2.16)

D’autres mesures de non compacités ont été définie plus tard. La plus importante
est la mesure de non compacité de Hausdorff.

Définition 14 [2] Soit X un espace de Banach et B l’ensemble de toutes les par-
ties bornées de X. Pour chaque Q) € B, On définit la mesure de non compacité de
Hausdorff 1 de la maniére suivante :

() =inf{e > 0: Q C UL B(zi, 1),z € X,r; <e pouri=1,---,n}. (2.17)
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Les mesures de non compacités de Hausdorff et de Kuratowski satisfont a toutes les
propriétés ci-dessus. Dans la propriété (11) on a Lo =2 et Ly = 1.
Théoréme 2.2.9 [5/ Soit B la boule unité dans X .

1. S8i X est de dimension finie, alors a(B) = ¢(B) = 0.

2. Si X est de dimension infinie, alors a(B) =2 et ¢(B) = 1.

Les mesures de non compacités de Hausdorff et de Kuratowski sont liées par la
relation suivante :

H(Q) < al®) < 26(0). (2.18)
On introduit & présent quelques mesures de non compacités de Hausdorff standards.
Exemple 2.2.2 [5] La mesure de non compacité de Hausdorff dans C([a,b], X)

Soit X un espace de Banach et v la mesure de non compacité de Hausdorff sur X.
On définit la fonction suivante :

Ye() = ¢(Qa, b)) (2.19)

ot Qa,b] ={z(t) : x € Q,t € [a,b]}
e est une mesure de non compacité dans le sens de la définition 13.

Remarque 2.2.3 [5] Si Q C C([a,b], X) est équicontinue, alors par le théoréme de
Arzela-Ascolie

Ye(2) =0 si et seulement si Q) est relativement compact. (2.20)

En d’autres termes ¢ est régquliére.

Exemple 2.2.3 [68] Nous considérons une autre mesure de non compacité trés utile
dans Uespace des fonctions continues C(la,b], X). Pour tout Q C C([a,b],X), on
définit

¢(€) = sup ¢(Q(t)) (2.21)

te[a,b]
ott Q(t) = {a(t) : = € Q.

Remarque 2.2.4 [68] La mesure de non compacité ¢ donnée par la formule (2.21)
satisfait a toutes les propriétés de la mesure de non compacité sauf la propriété de
régularité. Cependant, si la famille Q) est équicontinue on a l’égalité suivante

Ye() = o(Q) = sup ¢(Q(1)). (2.22)

t€la,b]

Une généralisation de la relation (2.22) est donnée par le théoréme suivant



2.2. Equations intégrodifférentielles 25

Théoréme 2.2.10 /2] Soit X un espace de Banach, K C R™ une partie compacte.
Notons par C(K, X) l'espace de Banach des fonctions continues de K dans X et soit
Q C C(K, X) une partie bornée et equi-continue. Alors

Ye(Q) = Sup PY(Q(2)). (2.23)

Exemple 2.2.4 [}0] Nous utiliserons également la mesure de non-compacité sé-
quentielle ag engendrée par o qui est définie par

ap(2) = sup{a({zp,n > 1}) : (zp)n>1 C 2} (2.24)

il s’en suit que

ao(Q) < a(Q) < 2a0(Q) (2.25)

Pour toute partir Q C X bornée. De plus quand X est séparable, nous avons ag(2) =

a(Q)

Définition 15 [68] Soit X un espace de Banach, ¢ une mesure de non compacité
définie sur X etT : D C X — X un opérateur continu. On dit que T est contractante
par rapport & ¢ ou est ¢-contractante si pour tout Q0 qui n’est pas relativement
compact, alors on a

(T () < (). (2.26)

Le principale résultat de cette section est le théoréme suivant de Darbo et Sadovskii.

Théoréme 2.2.11 /2] Théoréme de Darbo-Sadovskii

Soit X un espace de Banach et ¢ une mesure de non compacité sur X qui est inva-
riante par passage & l'enveloppe convexe. Soit D une partie convexe fermée bornée
et non vide de X et T : D — D un opérateur ¢-contractante. Alors T a un point

fize.

La mesure de non compacité de Hausdorff est utilisée pour donner une caractérisa-
tion importante des opérateurs linéaires bornés dans les espaces de Banach.

Définition 16 [68] Soit X un espace de Banach, T : X — X un opérateur linéaire
borné, alors pour toute partie bornée B de X,

(T (B)) < TNy (B).

Pour des discussions plus générales sur la théorie des mesures de non compacités et
leurs importantes propriétés et les opérateurs ¢ -contractantes, le lecteur pourra se
référer aux manuscrits de Eberhard Malkowsky et Vladimir Rakocevic [82], Jozef
Banas and Mohammad Mursaleen [14], Jozef Banas [13], G.L. Acedo and T.D. Be-
navides and J.M.A. Toledano [2], M. Kamenskii and V. Obukhovskii and P. Zecca
[68] etc.,

Nous avons présenté dans ce chapitre préliminaire quelques outils indispen-
sables & la réalisation de notre objectif. Nous commencons & étudier, dans le pro-
chain chapitre la controllabilité de quelques types d’équations d’évolutions integro-
différentielles dans les espaces de Banach.
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CHAPITRE 3

Controlabilité pour une classe
d’équations integrodifférentielles
dans un espace de Banach

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions la controlabilité exacte de I’équation intégrodif-
férentielle semi-linéaire suivante :

Z'(t) = Ax(t) +/0 C(t — s)xz(s)ds + f(t,z(t)) + Bu(t) pour t € J = [0, b],

z(0) = o,
(3.1)

e A engendre un cp-semi-groupe dans un espace de Banach X, g € X.
o {C(t),t > 0} est une famille d’opérateurs linéaires fermés sur X tel
que

D(C(t)) € D(A), pour tout t € J.

o f:Jx X — X est une fonction non-linéaire qui sera définie plus tard.
e u est la fonction contréle donnée dans L'(J,U) qui est I'espace de
Banach des fonctions controles admissibles, U un espace de Banach.

e B est un opérateur linéaire borné défini dans U a valeur dans X.

On a vu dans l'introduction générale que beaucoup de problémes physiques d’in-
génieries peuvent étre modélisés par des équations différentielles partielles. On a
vu aussi que les équations intégrodifférentielles non linéaires servent une formu-
lation abstraite pour beaucoup d’équations intégrodifférentielles partielles qui se
posent dans les problémes liés au flux de la chaleur dans les matériaux & mémoire,
viscoélasticité, et d’autres phénoménes physiques. Ainsi, I’étude des résultats de
controélabilité pour de tels systémes est importante. Pour la motivation des systémes
abstraits et la controlabilité des systémes linéaires, on peut se référer aux livres de
Curtain et de Pritchard [29] et par Curtain et Zwart [30]. La controlabilité des sys-
témes linéaires et non linéaires dans les espaces de dimension finie a été largement
étudiée en utilisant les principes des points fixes [8] et [69]. Plusieurs auteurs ont
étendu le concept dans les systémes de dimension infinie et ont établi des conditions
suffisantes pour la controlabilité des systémes linéaires et non linéaires dans les es-
paces de Banach. Parmi les différentes approches de I’étude de la contrélabilité des
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systémes non linéaires, les techniques de points fixes ont été utilisées efficacement
pour ces systémes. Dans la méthode de point fixe, le probléme de controlabilité est
transformé en un probléme de point fixe pour un opérateur non linéaire approprié
dans un espace fonctionnel. Une partie essentielle de cette approche est de garantir
I’existence d’un sous-ensemble invariant pour cet opérateur.

En effet, H.O. Fattorini dans [50] a étudié la contrdlabilité approchée du systéme

{ 9;’((3 iff(t)Jr(BU)(t) (3.2)

linaire

ou A est le générateur infinitésimale d’un ¢y semi-groupe, B est un opérateur linéaire
borné et u est la fonction controle. K. Balachandran et J.P. Dauer dans 9] ont eux
aussi étudié la contrélabilité exacte du systéme linéaire 3.2.

Naito [87] [88] et [89] a étudié la controlabilité approchée du systéme semi-linéaire

{ 2'(t) = Az(t) + F(x(t)) + (Bu)(t)

o0) —an (3.3)

ot z(-) prend des valeurs dans un espace de Banach X et u € L?([0,b];U). Dans ces
résultats, A génére un ¢y semi-groupe sur X, B est un opérateur linéaire borné de
I’espace de Banach U dans X et F est un opérateur non linéaire sur X.

Yamamoto et Park[100] ont étudié I’équation parabolique.

{ 2(t) = Ax(t) + F(t,z(t)) + (Bu)(t)

#(0) — e (3.4)

ou A engendre un semi-groupe analytique et le terme non linéaire F est uniformé-
ment bornée. La controlabilité approchée des systémes semi-linéaires a été étudiée
par Joshi et Sukavanam [67] et par George [52].

Balachandran et al. [10] considérent le systéme intégro différentiel non linéaire sui-
vant :

t s
2'(t) = Ax(t)+ F(t,z(t)) + (Bu)(t) +/ g(t, s, :c(s),/ K(s,u,x(u))duds, t € [0,
z(0) =z " "
(3.5)
ou 'état z(-) prend ses valeurs dans ’espace de Banach X et la fonction de com-
mande u(-) est donnée en L?(J,U), un espace de Banach des fonctions de controle
admissibles avec U comme un espace de Banach. Ici, Popérateur linéaire A génére
un semi-groupe compact 7'(t) sur X, et B est un opérateur linéaire borné de U dans
X. Les opérateurs non linéaires

feClUxX,X),KeC(JxJxX,X)etgeC(JxJxXxX,X)

sont tous des opérateurs continus uniformément bornés. Balachandran [7] et McKib-
bon [85] ont étudié la controlabilité exacte des systémes semi-linéaires et systémes
intégro-différentiels non linéaires avec des conditions initiales non locales. Des résul-
tats de controlabilité des systémes non linéaires dans les espaces de Banach peuvent
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étre retrouvés dans les références [26] [70] [71] et [92]. En utilisant le théoréme du
point fixe de Kakutani, Fabre et al. [49] ont étudié la controlabilité approchée de
I’équation de la chaleur semi-linéaire. Barbu [15] a étudié la controlabilité exacte
de I'équation de la chaleur, Zhou [101]| a étudié la controlabilité exacte de ’équa-
tion de Maxwell. L.Gorniewicz, S.K.Ntouyas et D.O’regan dans [54] ont établi la
controélabilité exacte du systéme suivant :

2(t) = Az(t) + F(t,x(t),/o g(t,s,x(s))ds) + (Bu)(t), t € [0,0] (3.6)
z(0) =z

Oug: AxX — X, A={(t,s): 0 < s <t<b},est une fonction donnée, zyp € X, A
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu (7'(¢))>0, et X
est un espace de Banach. La fonction de commande u(-) est donnée dans L?(J,U) qui
est l'espace de Banach des controles recevable avec U un espace de Banach. Enfin,
B est un opérateur linéaire borné de U dans X. Ils ont établi leur résultat en utili-
sant le théoréme du point fixe de Scheafer combiné avec la théorie des semi-groupes
d’opérateurs linéaires bornés. Notons que, dans tous ces résultats, la propriété de
translation des semi-groupes, T'(t + s) = T'(t)T'(s), joue un role important. Cepen-
dant, pour un opérateur résolvant quelconque R(t), R(t + s) = R(t)R(s) n’est pas
toujours vrai. Krishnan Balachandran et Rajagounder Ravi Kumar dans [11] ont
étudié l'existence des solutions des équations d’évolutions intgérodifférentielles non
linéaires & retard dans le cas non local dans les espaces de Banach en utilisant le
théoréme du point fixe de Scheafer combiné avec la théorie des opérateurs résolvants.
Ezzinbi, Toure et Zabsonre in [48] ont établi 'existence et la régularité des solutions
faibles et strictes de quelques types d’équations intégrodifférentielles non linéaires &
retard fini dans les espaces de Banach en supposant la condition de Lipschitz sur le
terme non linéaire. J.liang, J.H.Liu et Ti-jun Xiao in [78| ont étudié l'existence des
solutions faibles des équations intégrodifférentielles dans le cas non local dans les
espaces de Banach sans la condition de Lipschitz sur le terme non linéaire. Ils ont
utilisé le théoréme du point fixe de Scheafer combiné avec la théorie des opérateurs
résolvants pour obtenir leur résultat. Bouzahir et Fu in [18] ont établi la contro-
labilité des équations différentielles neutres & retard infini ot l'opérateur linéaire
n’est pas nécessairement dense dans ’espace de Banach mais satisfait la condition
de Hille-Yosida. Le but de ce chapitre est d’établir un résultat de controlabilité du
systémes intégrodifférentiels non linéaires 3.1 dans les espaces de Banach en utili-
sant le théoréme du point fixe de Schaefer combiné avec la théorie de opérateurs
résolvants sans la condition de Lipschitz sur le terme forcing f. Dans la premiére
section nous donnons quelques résultats préliminaires. Dans la deuxiéme section, en
utilisant le théoréme du point fixe de Scheafer combiné avec la théorie des opérateurs
résolvants, nous étudions 'existence d’une solution faible de 1’équation intégrodif-
férentielle (3.1) sans le terme Bu(t). Dans la troisiéme section nous établissons un
résultat de controlabilité exacte de I’équation intégrodifférentielle (3.1). Finalement,
nous étudions un exemple pour illustrer les résultats obtenus.
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3.2 Résultats Préliminaires

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats importants que nous uti-
liserons dans la suite de ce chapitre.

Définition 17 L’équation (3.1) est dite exactement controlable sur lintervalle J si
pour toute condition initiale xy dans l’espace de Banach X et pour toute condition
finale zy, dans X, il existe une fonction controle u € L*(J,U) tel que

x(b, g, u) = xp (3.7)

L’existence d’'un opérateur résolvant est étudié par Grimmer dans [55|. Les hypo-
theses (Hp) et (Hg) ci-dessous nous garantissent ’existence d’un opérateur résolvant
de I’équation homogéne associée a 1'équation (3.1).

3.3 Existence d’un controle admissible

Définition 18 Une fonction continue x : [0;b] — X est dite solution faible de
Uéquation (3.1) si x satisfait [’équation intégrale de Volterra suivante.

z(t) = R(t)zo + / R(t — s) [f(s, x(s)) + Bu(s)} ds pourt € J,
0
z(0) ==z € X.

(3.8)

Pour garantir l’existence d’au moins d’une solution faible de 1’équation (3.1) nous
utilisons les hypothéses suivantes :

(H;) A est le générateur infinitésimal d'un cg-semi-groupe (7'(t))¢>0 sur X.

(Hz) (a) Pour chaque t > 0, C(t) est un opérateur linéaire fermé de Y dans X,
C(t) € B(YY, X).

(b) pour tout y € Y, l'application ¢t + C(t)y est dans WHI(RY, X) et il
existe ¢c € L'(R*,RY) tel que

IC'@yllx < e)llylly pour tout y € Y et ¢ > 0.

(Hs) : Pour tout ¢t € J fixé, 'application f(¢,-) : X — X est continue.
Pour chaque x € X fixe, 'application f(-,z) : J — X est fortement mesurable.

(Hy) : L’opérateur linéaire W : L*(J,U) — X défini par
b

W(u) = / R(b— s)Bu(s)ds
0

est inversible et il existe une constante positive M telle que

|BW | < M.
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(Hs) : 1l existe une fonction positive g € L*(J,RT) telle que
| f(t, )| < ||z||g(t) pour tout z € X et t € J

et
b(Mllgllzs + MMy gl ) < 1.

ou M = sup{||R(t)||, t € J}.

Théoréme 3.3.1 Supposons que les hypothéses (Hy)—(Hs) sont satisfaites et que le
semi-groupe (T (t))t>0 est compact pour t > 0. Alors l’équation (3.1) est controlable
sur J.

Preuve : En utilisant I'hypothése (H4) pour une fonction arbitraires x, on définit
un contrdle u par

b
Uy (t) = W1 [#1 — R(b)zo — /0 R(b— s)f(s,x(s))ds](t) pourt € J.

Considérons la fonction
N:C(J,X)—=C(J,X)

définie par

Nx(t) = R(t)xo + /0 R(t — s)[Bug(s) + f(s,z(s))]ds,

ot C(J, X) est l'espace des fonctions continues de J dans X muni de la norme de la
convergence uniforme

[#]lo0 = sup [lz(#)]]. (3.9)
teJ

Définissons la fonction suivante
b
G(t) = Buy(t) = BW ' [z1 — R(b)zo — / R(b—s)f(s,z(s))](t) (3.10)
0
et la suite d’ensemble

By ={z €C(J,E): |z| <k}, pour tout k > 1. (3.11)
Alors pour tout x € By, nous avons

IGOI < My|llzoll + Mllzoll + ME[|gl[L1 | == Go (3.12)
et

[INz(t)]] < M|[zol| +bMGo + MKk]|g|| -

Nous allons montrer que N admet au moins un point fixe. La preuve de ce théo-
réme repose principalement sur le théoréme du point fixe de Schaefer. La preuve est
composée de trois étapes.
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Etape 1 : Nous prouvons que Papplication N est continue.

Soit (zy)nen une suite dans C(J, X) tel que x, — z dans C(J, X) c’est-a-dire
que z € C(J,X) et pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout n > 7,
||zr, — ]| < €. Donc, il existe un entier k strictement positif tel que ||z, || < k pour
tout n € N et t € J, il s’en suit que z,, € By et x € By. En utilisant 'hypothese
(Hs) (la continuité de f par rapport a la seconde variable), on obtient que

Hm_ || f(s,zn(s)) — f(s,2(s))]| = 0. (3.13)

n—-+o0o

En utilisant I’hypothése (Hs), on obtient

1f (s, 2n(s)) = f(s,2(s)) || < 2kg(t). (3.14)

Nous avons
Nz, — Nz = R(t)xg +/0 R(t — 8)[Bug, (s) + f(s, 2 (s))]
~ R(zo+ [ R(t=9)[Bus) + f(s.2(5)
_ / R(t — $)Blug, () — ta(s)]
0
+ / R(t —s) [f(s,xn(s)) — f(s,x(s))]ds
0
t b
— / R(t — s)BVVf1 [/ R(b—T) [f(T,JJ(T)) — f(r, :L‘n(T))]dT] (s)ds
0 0
+ R(t —s) [f(s,a;n(s)) — f(s,a:(s))}ds.

0

En prenant la norme dans les deux membres de I'expression précédente, on obtient
b b
[Naw = Nal| < [ MO4] [ M) f(s,20(5) = f(s,a(o)ds]ar
0 0

b
£ M [ M fa(s) = f(s.a(5) s

Des relations (3.13) et (3.14), en utilisant le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, nous en déduisons que

Nz, — Nz|| — 0 quand n — +o0

donc N est continue.

Etape 2 : En utilisant le théoréme de Arzela-Ascoli , nous montrons que N est
compact.
Soit By défini ci-dessus, Alors By est une partie bornée de C(J, X). Montrons que
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I'ensemble N(By) = {Nx : x € By} est relativement compact dans C(.J, X'). Pour
cela il suffit de montrer, pour chaque ¢ € J fixé, que 'ensemble Y (t) = {Nz(t) : = €
By} est relativement compact dans X et que ’ensemble N(By) = {Nz : = € By}
est équi-continu. Soit 0 < ¢t < b fixé, € un nombre réel tel que 0 < e < t et x € By,.
Alors

t—e

Nz(t) = R(t)xo+ ; R(t — 5)[Bug(s) + f(s,x(s))]ds

+ /t R(t - S) [Bum(s) + f(57 .TU(S))] dS,

—€
Pour tout ¢ > 0 fixé, N est vu comme un opérateur de X dans X. Comme le ¢y semi-
groupe est compact, alors d’apres le théoréme 2.2.4, la famille (R(t)):>0 est compact.
Il s’en suit que opérateur constant R(t)xg est compact dans X. L opérateur

t—e
NOx(t) = / R(t — s)[Bug(s) + f(s,z(s))]ds (3.15)
0

Noz(t) = /_ER(t—s)[Bum(8)+f(s,a:(s))]ds
0
~ R() / R(t — s — £)[Bua(s) + f(s,2(s))]ds
0

+ / CIR( = ) — RE)R(E— s — )] [Bua(s)
0
+  f(s,z(s))]ds.
Il s’en suit que
NOx(t) - Nlx(t) = /0 7€[R(t—s)—R(5)R(t—s—5)] [Bug(s)+ f(s,z(s))]ds. (3.16)
Nlz(t) = R(e) /0 - R(t — s — &) [Bug(s) + f(s,z(s))]ds (3.17)

Or N1xz(t) est un opérateur compact car la famille (R(t))>0 est compact. En prenant
la norme dans I’équation (3.16) et en utilisant le Théoréme 2.2.5, on obtient

INZz(t) = Nzz(t)l| < Mé‘/EHBux(S)Jrf(S?w(S))HdS

0
< Me(/ob||G(t)||dt+k/0bg(t)dt>
< Ma(bGoJrk/bg(t)dt)
0

pour tout 0 < e <t < bet x € Bg. Et donc, Nx(t) est compact car étant limite
uniforme d’opérateurs compacts. Posons

N.z(t) = R(t)zo + N2z(t) (3.18)
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N.x(t) est un opérateur compact car étant la somme de deux opérateurs compacts.
Nous avons

¢
Nz(t) — Nex(t) = / R(t —s) [Bux(s) + f(s,x(s))}ds,
t—e
En prenant la norme dans cette derniére équation, on obtient

t
INz(t) — Nex(t)|| < Rb/ [Go + kg(s)]ds.
t—e
Et donc, Nz(t) est compact car étant limite uniforme d’opérateurs compacts. Par
conséquent, Y (t) est relativement compact dans X.

L’ensemble {Nz : x € By} est equi-continu. En effet soit ~ un nombre réel po-
sitif assez petit et ¢ty € [0, b tel que 0 < o+ h < b. Alors

to+h
Nx(to+ h) — Nz(tg) = R(to+ h)xo+ /0 ’ R(to + h — s)[Bug(s) + f(s,2(s))]ds

- Rty | " Rito — 5)[Bug(s) + f(s, 2(s))] ds

= [R(to + h)zo — R(to)l‘o] + /Oto R(to+ h — s)[Bua(s)
+ f(s,:):(s))]ds

to+h
b [ B Bt S0 o]

— /0 ’ R(to — S) [BU:E(S) + f(sv .Z'(S))] ds.

Donc

Nx(to + h) — N.r(t()) = |:R(t0 + h)xo - R(to)xo]
N /0 0 [R(to +h—s)— R(to — 8):| [Bug(s) + f(s,2(s))]ds

to+h
+ / R(to+ h — s)[Bug(s) + f(s,(s))]ds

to

Par conséquent
||Nx(t() + h) - N:L’(to)” < HR(t() + h)mo - R(to)on

+ /to |R(to +h —s) = R(to — s)||[Go + kg(s)]ds
0

to+h
+ M [Go + kg(s)]ds.

to
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to+h
lim M [Go + kg(s)]ds =0 (3.19)
h—0 to

Et comme 'opérateur résolvant R(t) est fortement continu, alors on a
| R(to + h)zo — R(to)zo|| — 0 quand h — 0 (3.20)

et comme l'opérateur résolvant R(t) est continu en norme, alors on a
HR(to +h—s)— R(top — S)H — 0 quand h — 0 p.p. s # to (3.21)

D’apres le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, on obtient :

t
/ ' HR(to +h—3s)—R(to— 5)” [Go + kg(s)]ds — 0 quand h — 0 pour tout s # .
0

(3.22)
Alors

sup || Nxz(to + h) — Nz(tg)|| = 0as h — 0
Z‘EBk

Nous obtenons la méme estimation quand ty € J, h < 0 tel que tg+ h € J. Ce qui
nous permet de conclure que I'ensemble N(Bj) est equi-continu. Donc 1'opérateur
N est compact.

Etape 3 : Nous montrons que I’ensemble
oy ={x €C(J,E):z=AN(zx), X €]0,1[} (3.23)

est une partie bornée.
Soit A €]0,1[ tel que z = ANz. Alors pour tout ¢t € J

o) = AR()zo+ A /0 R(t — )[Bua(s) + f(s,2(s))] ds

b

= AR(t)zo + )\/0 R(t — s)BW Yz — R(b)zo — /0 R(b—7)f(7,2(7))dr }(s)ds

t
+ )\/ R(t—s)f(s,z(s))ds
0
et nous avons

lzll < Mol + bMM [[las|| + Mol + 0M||z[llgll L] + bM |z ] [lgll s

|| (1 = M lgll 2 — bM?Millgll ) < Mllaoll + bM My (|l ]| + M]|ol])-

Alors
M|zoll + bM M (||| + M||zol])

Jall <
S TSV P SYES VAT
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comme
bM |gllpr + 0M? Mgl < 1.

Alors oy est borné.

Conclusion : C(J,E) muni de la norme de la convergence uniforme est un es-
pace de Banach, N : C(J, E) — C(J, F) est continue et compact et 'ensemble on
est borné. Donc, par le théoréme du point fixe de Schaefer, on déduit que N admet
au moins un point fixe sur C(J, E) qui est la solution faible de I’équation (3.1) et on
montre facilement que :

(Nz)(b) = .

3.4 Application

Pour illustrer notre résultat abstrait, nous considérons I’équation intégro-diftérentiel

suivante :
0 ¢ 0?
au(t, z) = 2u(t, z) + /0 ~y(t —s) aZQU(S, z)ds
)(b(u ) + bu(t) pour t € [0,0] et z € [0, 7], (3.24)
u(t,0) u(t,m) =
U(O, Z) - UO(Z )

ot b € R,y € C[0,b],R), : RT — R est une fonction continue, v une fonction
controle dans L1(0,b), et ¢ : R — R est une fonction continue tel que |p(z)] <
ailz| + ag; ai,aa > 0 et € R . Pour réécrire 'équation (3.24) sous la forme
abstraite, on introduit I'espace suivant X = L2(0, 7).
Soit A: D(A) — X défini par
{ D(A) = f{&(o,w) N H?(0,7) (3.25)
Ay =y

Soit C(t) : D(A) — X défini par C(t)y = ~(t)Ay.

Soit f : [0,b] x X — X défini par f(t,v)(z) = a(t)¢(v(z)) pour t € [0,b] et z € [0, 7].
Supposons que x(t) = u(t, z), alors I’équation (3.24) prend la forme abstraite sui-
vante

4 (t / C(t — s)z(s)ds + f(t,z(t)) + Bu(t) pour t € [0, ],

(3.26)
D’aprés I'exemple 2.1.3 A engendre un cg-semi-groupe sur L2(0, 7). Il est bien connu
que ce cp-semi-groupe est compact pour t > 0, donc (Hj) est satisfait. De plus
I'hypothése (Hg) est satisfaite. Il s’en suit que I’équation (3.26) admet un opérateur
résolvant (R(t))s>0. Alors, il existe une constante M > 0 tel que ||R(t)|| < M.
Papplication f : [0,b] x X — X définie par f(t,v)(z) = a(t)¢(v(z)) pour ¢ € [0, ]
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et z € [0,7] est continue. En effet, soit (v,)n>0 C L2(0,7) tel que v, — v dans
L?(0, ),

1

I0) = £ 0)lom = ([ 1)) = f0)E)Pdz)
= ([ o2 - aorv@)Pdz)’
0

= 1@l [ =) - st0(:)Pz)

Lemma 3.4.1 [20] Soit (f,) C L*(0,7) et f € L*(0,n) tel que f, — f dans
L%(0,7). Alors, il existe une sous suite (fy,) de (fy) et une fonction p € L*(0,)
tel que

i) fn,(2) = f(2) quand k — +oo presque partout sur [0, ]

i) | fn,(2)| < p(2) pour tout k et pour presque tout z € [0, ).
En utilisant le lemme 3.4.1, il existe une sous suite vy, de v, tel que vy, (2) = v(2)
presque partout dans [0, 7] et p € L2((0,7),R*) tel que |v,, ()| < p(z) pour tout k
et presque partout dans [0, w|. En utilisant la continuité de ¢, on obtient |¢(vy, (2))—
¢(v(z))| — 0 presque partout dans [0, 7] et |p(vp, (2))] < a1|vp, (2)] +a2 < a1p(z) +
as € L?(0,7). En utilisant le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on
obtient ¢(vy, (+)) — ¢(v(+)) dans L*(0,7) pour n’importe quelle sous suite vy, (-) de
Un(+). Alors ¢(vp(-)) = ¢(v(+)) dans L*(0,m). Ainsi on a || f(t, vn) — f (£, 0)| 12(0.) —
0 quand n — co. Par conséquent, I'hypothése (Hjz) est satisfaite. Nous supposons que
I'’hypothése (Hy) est satisfaite, c’est-a-dire que I'opérateur linéaire W : L(J,U) —
FE défini par

b
:/ R(b— s)Bu(s)ds
0
est inversible et il existe une constante positive M; telle que
|BW | < M.

Nous avons aussi

1
Itlion = ([ eoere) = ([Clawoters)’
1
< 1ca®I( [ e)Pdz)* = (Catillvlzzon

et on choisit b assez petit tel que
bS
§<M n M2M1) <1,

alors ’hypothése (Hs) est satisfaite. D’apreés le théoréme 3.3.1, I’équation (3.24) est
controlable sur [0, b].






CHAPITRE 4

Solutions faibles pour des
Equations intégrodifférentielles
Impulsives non locale en temps
dans un espace de Banach

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions I'existence des solutions faibles, avec des condi-
tions de type Carathéodory, du systéme d’équations intégrodifférentielles impulsives
avec condition non locale suivant :

t
u'(t) = Au(t) +/ C(t —s)u(s)ds + f(t,u(t)) pour t € J =1[0,b] et t #¢;
Au(t;) = Li(u(t;)) poouri: Lo ,pet0<ty <tg<---<tp<b
u(0) = g(u),

(4.1)
ou A et C(t) sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach X de
domaine fixé D(A), tandis que f et g sont des fonctions qui seront caractérisées
plus tard et Au(t;) = wu(t]) — u(t;) constitue la condition impulsive. Les équa-
tions différentielles impulsives décrivent 1’évolution des systémes dont 1’état change
instantanément en un moment donné, qui ne peuvent pas étre modélisées par les
problémes & valeurs initiales classiques. Dans la modélisation mathématique de ces
processus, le changement d’état apparait instantanément et est représenté par des
sauts (discontinuités) dans I’état du systéme modélisé. De tel processus sont observés
dans plusieurs domaines des mathématiques appliquées (en mécanique, population
dynamique, en biologie etc...) Une équation différentielle impulsive est composée
d’une partie continue et d’une partie discréte représentant les sauts. Dans le cas ou
Popérateur C = 0, 'équation (4.1) est largement étudiée par plusieurs auteurs. En
effet, Liu [80] a étudié le probléme initial classique suivant :

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)) pour t € J =[0,b] et t # t;
Au(t;) =Ii(u(t;) pouri=1,--- ,pet 0 <t <ty <---<t,<b (4.2)
u(0) = o,

ou A est le générateur infinitésimal d’un ¢y semi-groupe sur un espace de Banach
X. Au(t;) = u(t]) —u(t;) constitue la condition impulsive. Pour étudier I'équation
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(4.2), Liu a supposé que la fonction non linaire f est Lipschitzienne par rapport a
sa seconde variable et que les fonctions impulsives I; sont Lipschitziennes. L.Zhu,
Q.Dong et G.Li [40] ont étudié I’équation différentielle impulsive de type non local
suivante :

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)) pour t € J =[0,b] et t #t;
Au(t;) =ILi(u(t;) pouri=1,--- ,pet 0 <t <ty <---<t,<b (4.3)
uw(0) = g(w),

oul A est le générateur infinitésimal d’un ¢y semi-groupe sur un espace de Banach
X. Ils ont établi leur résultats d’existence en supposant que les fonctions g et I;,i =
1,--- ,p sont Lipschitz et que f est une fonction de Carathéodory satisfaisant

B(f(t, D)) <I(t)B(D), pour toute partie D bornée (4.4)

ot 3 est la mesure de non compacité de Hausdorff et [ € L!(J, RT).
S. Ji et S. Wen dans [66] ont examiné I’équation différentielle impulsive avec une
condition non locale suivante :

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)) pour t € J =[0,b] et t £ ¢;
Au(t;) =ILi(u(t;)) pouri=1,--- ,pet 0 <ty <ty <---<t, <b (4.5)
u(0) = g(u) + uo,

ou A est le générateur infinitésimal d’un ¢y semi-groupe sur un espace de Banach X.
Afin d’obtenir leur premier résultat, ils ont supposé que la fonction g est compacte,
f est une fonction de Carathéodory satisfaisant

B(f(t,D)) <I(t)B(D), pour toute partie D bornée (4.6)

ot B est la mesure de non compacité de Hausdorff et I € L'(J,R*) et que les
fonctions I; sont continues compactes satisfaisant

(@) < Li(l|z]]),é=1,---,p (4.7)

ou l; : RT — RT est croissante pour tout i. Pour obtenir leur deuxiéme résultat, ils
ont supposé que g et I;,7 = 1,--- ,p sont Lipschitz. J. Lianga, J.H. Liuc et T.J. Xiao
dans [79] ont examiné 1’équations (4.5) d’abord en supposant que les fonctions f, g
et I;,7 =1,--- ,p sont Lipschitziennes en suite en supposant que g, ;,i =1,--- ,p
sont compactes et f continue. Enfin, ils ont supposé cette fois ci que la fonction g
n’est ni compacte ni Lipschitz mais f Lipschitz et I;,7 =1, -+ ,p compacte. Notons
que tous ces travaux ont été réalisé en utilisant le théoréme du point fixe de Darbo-
Sadovskii combiné avec la théorie des ¢y semigroupes.

Dans ce chapitre, nous utiliserons la notion de mesure de non compacité, le théo-
réme du point fixe de Sadovskii et la théorie des opérateurs résolvants introduite par
Grimmer [55] pour établir un résultat d’existence d’au moins d’une solution faible
de 'équation (4.1). Tout d’abord, nous rappelons quelques résultats préliminaires.
Ensuite, nous étudions l'existence d’au moins d’une solution faible de 1’équation
(4.1). Enfin, nous donnons un exemple pour illustrer les résultats obtenus.
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4.2 Mesure de non compacité et équations integrodiffé-
rentielles dans les espaces de Banach.

Rappelons tout d’abord que la compacité joue un role essentiel dans la preuve
du théoréme du point fixe de Schauder et dans plusieurs théorémes de point fixe.
Rappelons aussi pour étendre le théoréme de Schauder aux opérateurs non com-
pacts, Sadovskii a utilisé la notion de mesure de non compacité.

Considérons les conditions suivantes
(H;) A est le générateur infinitésimal d'un co-semi-groupe (7'(t))¢>0 sur X.

(Hz) Pour chaque ¢t > 0, C(t) est un opérateur linéaire fermée de Y dans X,
C(t) € B(Y,X). De plus pour tout y € Y, lapplication t — C(t)y est dans
WHLRT, X) et il existe ¢ € LY (RT,RT) tel que

IC"()yllx < c®)]lylly pour tout y € Y et t > 0.

Théoréme 4.2.1 Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hz) sont satisfaites. Si
le co-semi-groupe (T'(t))i>0 est uniformément continu pour t > 0, alors l'opérateur
résolvant (R(t))i>0 est uniformément continu pour t > 0.

Preuve Soit ¢y > 0 et A > 0. D’aprés le Théoréme 2.2.2, pour chaque z tel que
ol <1

to+h
R(to+ h)r — R(to)x = T(to+ h)x + /0 T(to+ h —s)Q(s)xds
_ ﬂmﬂ—loﬂm—@Q@m@

— [t + hya — 2] + [ " Pt + 1 )Qs)nds

.\ /Oto [T(to th—s)—T(to— S)} Q(s)xds.
d’ou

to+h
[R(to + h)z — R(to)z|| < [[T(to+h) = T(to)ll=ll + /t IT(to + h — $)Q(s)z||ds

+ / 0 T (to+h —s)—T(to — s)||I|Q(s)x||ds.
0

D’aprés le théoréme 2.2.2, ||Q(s)z| est uniformément borné, alors il existe une
constante ¢ > 0 tel que ||Q(s)z|| < ¢ pour tout s borné et ||z|| < 1. d’ou, on
a

[1R(to + ) = R(to)[l < [ T(to + ) = T(to)]| + cMh

to
—%c/\@%+h—$—T%—@M&
0
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ou M = sup{||T(t)|,t € J}. Comme (T'(t))s>0 est uniformément continu pour tout
to > 0, alors on a ||[T'(to + h) — T'(to)|| — 0 quand h — 0 et par le théoréme de
convergence dominé de Lebesgue, il s’en suit que

to
/ |T(to+h—s)—T(to — s)||ds — 0 quand h — 0 pour tout ¢y # s.
0

Ainsi, nous avons
|R(to + h) — R(to)|| — 0 quand h — 0.

On obtient le méme résultat en prenant tg > 0, h < 0 tel que tg + h > 0. Ce qui
nous permet de conclure que (R(t)):>0 est uniformément continue pour ¢ > 0.

Théoréme 4.2.2 Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hy) sont satisfaites. Si

le co-semi-groupe (T'(t))i>0 est uniformément continu pour tout t > 0 et si w €
LY(J,RT). Alors I’ensemble suivant

H= {/ R(e — s)u(s)ds : u € Ww}
0
est équi-continu sur J, ou Wy, = {u : ||u(s)|| < w(s)p.p. sur J}.
t
Preuve : Soit Hu(t) = / R(t — s)u(s)ds pour tout t € J et u € W,,.
0
Soit tg € J et h > 0 tel que to + h € J.
to
|Hu(to + h) — Hu(ty)|| < / |R(to + h — s)u(s) — R(to — s)u(s)]||ds
0

to+h
+ / |R(to + h — s)||w(s)ds

to

IN

/0 IRt + h — s)uls) — Rlto — s)u(s)|ds

to+h
+ Rb/ w(s)ds.

to

to+h
lim Rb/ w(s)ds = 0. (4.8)

h—0 to

Comme le cg-semi-groupe (T'(t)):>0 est uniformément continue pour tout ¢ > 0,
alors d’apres le Théoréme 4.2.1, l'opérateur résolvant (R(t))i>0 est uniformément
continue pour tout ¢t > 0. Il s’en suit que

}lbimo |R(to + h — s)u(s) — R(to — s)u(s)|| = 0 pour tg # s (4.9)
—
uniformément par rapport & u € W,,. De plus

|R(to + h — s)u(s)|| < Ryw(s) presque partout sur J. (4.10)
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Alors d’apres le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient
to
}llin%) |R(to + h — s)u(s) — R(to — s)u(s)||ds = 0 pour tg # s. (4.11)
—9YJo
uniformément par rapport & u € W,.
On obtient la méme estimation pour h < 0. Cela entraine que

lim sup |[Hu(to + h) — Hu(to)|| = 0.
h‘_>0 UEW'LU

Lemma 4.2.1 [/0] Si W C C(J, X) est borné, alors pour tout t € J
a(W (1) < a(V),
ott W(t) = {u(t) : u € W} C X. De plus, si W est equi-continu sur J, alors
a(W) = a(W(J)) = sup{a(W(t)) : t € J},
ou W(J)={u(t) :ue W,te J}.
Soit
S LY([0,0]; X) — ([0, b]; X) (4.12)

un opérateur satisfaisant les conditions suivantes.

(S1) : Il existe une constante D > 0 tel que

|S£(t) - Sg(t)]| < D /0 1£(s) — g(s)llds

pour tout f,g € L1([0,b]; X) et t € [0, b].

(S2) : Soit K une partie compacte de X et (g,)n>1 une suite de fonctions dans
L1([0,0]; X) tel que {gn(t);n > 1} C K pour presque tout ¢ € [0,b]. Alors la
convergence faible g, — go implique la convergence forte Sg, — Sgo.

Nous considérons maintenant le résultat d’inversion entre mesure de non compacité
et intégral.

Théoréme 4.2.3 [68] Supposons que S satisfait les conditions (S1) et (S2). Soit
(fn)n>1 une suite de fonctions dans L*([0,b]; X). Supposons qu’il existe v € L*(]0,b]; RY)
tel que || frn(t)|| < v(t) pour presque tout t € [0,b] et pour tout n > 1. Alors

t
a({Sfu(t) :n>1}) < 2D/0 al{fn(s) :n>1})ds pourt € 0,b)]. (4.13)

Soit (R(t))e>0 l'opérateur résolvent de ’équation (2.4). Considérons maintenant
I'opérateur linéaire

G:LYJ;X) = C(J;: X) (4.14)
défini par .
GF(t) = /0 R(t — 5)f(s)ds pour £ € J. (4.15)
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Théoréme 4.2.4 Supposons que les conditions (Hy) et (Hy) sont satisfaites . Soit
(fn)n>1 une suite de fonctions dans L*([0, b]; X ). Supposons qu’il eziste v € L*([0,b]; RT)
tel que || fn(t)]] < v(t) pour presque tout t € [0,b] et pour tout n > 1. Alors

a{Gfp(t) :n>1}) < 2Rb/0 al{fn(s) :n>1})ds pourt € [0,b], (4.16)
ot Ry = supycpoy [[2(1)]-

Preuwve : Pour prouver ce Théoréme, il suffit de montrer que 'opérateur G satisfait
les conditions (S1) et (S2). Soit f,g € L*(J, X), alors on a

Gf(t) — Gylt) = / R(t - )[/(5) — g(s)]ds. (4.17)

Comme ||R(t)|| < Ry pour tout ¢ € [0,b], alors en prenant la norme dans les deux
membres de I’équation (4.17), on obtient

1GF(t) — Gyl SRb/O 1£(s) — g(s)l[ds. (4.18)

D’ou (Sy) est vérifié.

Pour montrer que la condition (S3) est satisfaite il faut montrer que pour toute
suite (fn)n>1 dans LY([0,b]; X) et fo € LY([0,b]; X) tel que f, — fo faiblement,
alors Gf, — Gfy faiblement et que {Gf,,n > 1} est relativement compact dans
C(J,X). En effet, comme G est un opérateur linéaire borné, alors f,, — fo implique
Gf, — Gfo. En effet, posons E = L'(J, X) et F = C(J,X). G est un opérateur
linéaire borné de E dans F'.

fo=fo=<f fa>=<f"fo> Vf e F (4.19)
Alors, pour tout H* € F' on a
<H*"Gf,> = <G'H* f,>><G'H*, fo >=< H*,Gfy > .

D’ou Gf, — G fy faiblement.

En utilisant le Théoréme de Arzela-Ascoli, on montre que 'ensemble {G f,,,n > 1}
est relativement compact dans C(J, X). Pour cela, il suffit de montrer que, pour
chaque t € J fixé, I'ensemble Y (t) = {G f,(t),n > 1} est relativement compact dans
X et que 'ensemble {Gf,,,n > 1} est equi-continu sur .J.

Lemma 4.2.2 Si K est une partie compacte de X et t € J fizé, alors l’ensemble
Q: C X défini par
Qt ={R(s)z,s € [0,t],z € K} (4.20)

est compact dans X.
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Preuve : Soit s,, une suite dans [0,t] et x, une suite dans K, alors il existe une
sous suite Sg(p) de s, qui converge vers sy € [0,t] et une sous suite Top(n) de x, qui
converge vers Tg € K. Or sgoy(,) est une sous suite de sy(,) donc converge vers sg
et Tgoy(n) €St une sous suite de ;) donc converge vers zo.

< ”R(Sqﬁow n))wqbow(n) - R(Sqﬁow(n))xon
+  [1R(Spop(n))zo — R(s0)zo|
<

sup || R(s)[|[|2 oy (n) — ol
s€0,t]

[ R(Spou(n))To — R(s0)wol|

[ R(8gorp(n) )T por(n) — R(s0)Tol|

—_ =

_|_

Et puisque R(t) est fortement continu, alors || R(Sgoy(n))z0 — R(s0)xo| — 0. Cela
nous permet de conclure que || R(Sgoyp(n))Tpopn) — R(s0)xo| — 0. Donc, Q; est une
partie compact dans X.

Lemma 4.2.3 [83] Soit f € L*(J, X), alors

b
[ fdte 06— a0 € 0 (4.21)
pour tout a,b € J avec a < b.

Maintenant, on utilise le Lemme 4.2.3 pour montrer que :
{Gfn(t),n =1} C tco(Qr) (4.22)
Soit ng > 1, alors f,,(s) € K pour tout s € J. D’ou pour tout s € [0, ],
R(t — 8)fno(s) € R(t — s)K C UpepoyR(t —7)K = Q4. (4.23)
Ainsi, en utilisant le Lemme 4.2.3, on obtient
t
Gfno(t) = / R(t — s) fno(s)ds € t@({R(t —5)fno(s) 1 s € [0,75]}) C teo(Qy).
0

(4.24)
Comme f,(t) € K pour tout n > 1 et pour tout ¢ fixé, on obtient alors

(Gfat),n > 1} C teo(Qy). (4.25)

En prenant la mesure de non compacité dans I'expression 4.25 et en utilisant la
monotonicité de la mesure de non compacité de Hausdorff, on obtient

a({G (1), n > 1)) < a(two(Qy)) = ta(@(Qy)) = ta(co(Qr)) = ta(Qr) = 0. (4.26)

D’aprés la propriété de régularité de la mesure de non compacité de Hausdorff, on
obtient que ’ensemble {G fy,(t),n > 1} est relativement compact dans X.
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Etablissons I’équicontinuité de 'ensemble {G f,,,n > 1}. Soit tg € J et h > 0 tel que
to+ h e J. Alors on a

|G fnlto +h) = Gfnlto)| < /0 0 [R(to +h — 5) fn(s) — R(to — ) fn(s)[|ds

to+h
+ /' IR(to + 1 — $)||[Lfo(5)]ds

to

IN

Aﬂmm+h—$h@—Rm—@n@mm

to+h
+ Rb/ v(s)ds.

to

to+h
lim Rb/ v(s)ds = 0. (4.27)

h—0 to

Et comme pour tout ¢ > 0, R(t) est un opérateur linéaire borné et que I’ensemble
K est compact, alors on obtient

}lli_%sup | R(to + h — 8) fu(s) — R(to — s) fu(s)|| = 0.

De plus
|R(to +h —s)fn(s)|| < Rpv(s) presque partout sur J. (4.28)

Ainsi, en utilisnat le Théoréme de convergence dominé de Lebesgue, il s’en suit que

’llin%) ! |R(to + h — s) fn(s) — R(to — s) fu(s)||/ds = 0 pour ty # s. (4.29)
—0Jo

uniformément pour n > 1. Le méme raisonnement fonctionne pour le cas h < 0.
D’ou

}llir% |G fn(to + h) — Gfn(to)|| = 0 uniformément pour n > 1.
—

Par conséquent, on a {Gf,,n > 0} est équi-continu. Finalement, en appliquent le
Théoréme de Arzela-Ascoli, on conclut que {Gf,,n > 1} est relativement compact
dans C(J; X). En conclusion, nous avons G f,, = G fy et que 'ensemble {G f,,,n > 1}
est relativement compact dans C(J; X). D’ou G f,, converge vers G fy pour la norme
de la convergence uniforme. D’ol (S2) est satisfaite.

Soit Sy I'unique solution faible, associée a f, de I'équation intégrodifférentielle non
homogeéne suivante

u(t) = Au(t) + /Ot B(t — s)u(s)ds + f(t) pour t € J,
u(0) = up.

(4.30)
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Corollary 4.2.1 Supposons que les hypothéses (Hy) et (Ha) sont satisfaites. Soit
(fx)k>1 une suite de fonctions. Supposons qu’il existe une fonction ¢ € L*(J,RT)
tel que

1) < @(t) p.p. sur J et k> 1.

Alors, pour tout t € J

a({S, (1) : k> 1}) < 2R, /Ota({fk(s) k> 1))ds. (4.31)

4.3 Existence d’une solution faible

Définition 19 Une solution faible de ’équation (4.1) est une fonctionu € PC(J, X)
tel que

u(t) = R(t)g(u) + /0 R(t — s)f(s,u(s))ds + Z R(t — t;)I;(u(t;)) pourt € J.
0<t;<t
(4.32)

Soit > 0. Posons W, = {u € PC(J,X) : ||ullpc < 7}.

Pour garantir l’existence d’une solution faible de I’équation (4.1), nous posons, en
plus des conditions (H;) et (Hg), les conditions suivantes :

(Hs) : Le co-semi-groupe (7'(t))s>0 engendré par A est uniformément continu pour
tout ¢ > 0.

(Hy) : f:J x X — X satisfait aux conditions de Carthéodory suivantes :
i) f(-,x):J — X est fortement mesurable pour chaque x € X
ii) f(t,-) : X — X est continue pour chaque ¢t € J

iii) Il existe une fonction I € L*(J,RT) tel que
a(f(t, B)) < I(t)a(B)

pour tout t € J et pour toute partie B C X bornée.
(Hs) : I; : X — X est k; Lipschitzienne pour tout i € I, i =1,--- ,p.

(Hg) : 1l existe une constante k € (0,m) tel que :
lg(u) = g()|| < kllu—v|pe pour tout u,v € PC(J, X),
ol m = R%, 3P ki

(H7) : 1 existe une constante r > 0 tel que

Ro(lo@I1+ YR 40 sup 7)) < (1= Ruk+ D ko))
=1

EJ,UEWT =1
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Théoréme 4.3.1 Supposons que les conditions (Hy) — (Hy) sont satisfaites. Alors
léquation (4.1) a au moins une solution faible sur J pourvu que

p
Ry(4l + K+ k) < L. (4.33)
=1

N b
o ly = [ I(s)ds
Preuve : Considérons les opérateurs suivants :

H:PC(J,X) = C(J,X)

défini par .
(Hu)(t) = /0 R(t — s)f(s,u(s))ds pourt € J. (4.34)
et
Q: PC(J,X) — PC(J, X)
défini par
(Qu)(t) = u(t) - R(tg(w) — 3" R(t— t)Ii(u(t)) powr te J  (435)

0<t;<t

Soit B, ={x € X : ||z <r} et W, ={uec PC(J,X) : ||ullpc <7}

La preuve du théoréme est divisée en cinq étapes.
Etape 1 L’opérateur H est continu.
Etape 2 L’opérateur Q est Lipschitzien.
Etape 3 L’opérateur Q est bijectif.
Etape 4 L’opérateur Q! est Lipschitzien.
Etape 5 L’opérateur Q' H est une a-contraction de W, dans W,.

Un point fixe de Q71 H est une solution faible de 1’équation (4.1). En effet, pour
tout uw € PC(J, X)

Qu(t)) =v(t) <= ult)=Q ' (v(t))

— u(t)=v(t)+ R(t)g + Y R(t—t)1(Q u(ty))
0<t;i<t
soit @ un point fixe de Q7' H. Alors on a
a(t) = Q'H(u(t)) = Q' (Hu(t))
= Hu(t)+ R(t)g(Q'Hu)+ »  R(t—t;)L(Q ' Hu(t))

0<t; <t

= [ Re— (st ds + Rig) + YD Rt~ ()

0<t;<t
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u(t) satisfait ’équation (4.32), Ainsi il s’en suit que u(t) est une solution de 1’équa-
tion (4.1).

Etape 1. L’opérateur H est continu sur PC(J, X). En effet, soit (uy,),en une suite
dans PC(J,X) tel que u, — uw in PC(J, X), alors il existe un entier r tel que
||un|| < r pour tout n € N. Ainsi, il s’en suit que u,, € W,. et u € W,.. Comme f(t, .)
est continu sur X, on a

lim |[f(s,un(s)) — f(s,u(s))l] = 0.

n—-4o0o

En utilisant ’hypothése (H7) et le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue,
on obtient

b
|Huo — Hul < Tim_ R, / 17 (s, un(s)) — £(s, u(s))]lds = 0.
n—-—+0oo 0

Par la suite H est continue sur PC(J, X). De plus, en utilisant I’hypothése (Hy) et
le Théoréme 4.2.2, on obtient H (W) est borné, equi-continu sur J.

Lemma 4.3.1 [/0] Si Uhypothése (Hy) est satisfaite, alors pour toute partie bornée
W CcW,, ona

a(HW (1)) < 4R, /O o(f(s. W (s))ds pour t € J. (4.36)

Etape 2. L'opérateur @ est Lipschitzien. En effet, soit u;,us € PC(J,X), on a
[(Qu1)(t) = (Quz)(t) < lur(?) — uz(t)]| + [[R()g(u1) — R(t)g(uz2)||
P
+ Y IR =) Ti(ua(t:) — R(E — ta) Ii(ua(t)) |
i=1

IN

p
lur — ualpe + Rekllur — uallpe + Ry Y killur — uz||po
i=1

p
< (1 + Ry(k + ; ki)) lur — u2llpc-

Etape 3. L'opérateur @) est bijectif. En effet, soit v € PC(J, X) fixé, prouvons qu’il
existe un unique u € PC(J, X) tel que

(Qu)(t) = v(t) pourt € J.

Définition 'opérateur L : PC(J, X) — PC(J, X) par

(Lu)(t) = R(t)g(u) + > R(t—t:)(u(t;)) +v(t) pourt € J.
0<t;<t
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L’existence et 'unicité d'un point fixe de 'opérateur L pour chaque v € PC(J, X)
implique que l'opérateur @ est bijective. Soit uy,us € PC(J, X), alors on a

[(Lur)(®) = (Luz)(@®)]| < [[R()g(ur) — R(t)g(us)]|

P
+ Y IRt = ti)Li(ua(t:)) — R(t — t:) Ti(ua(t) |
i=1
p
< Rpkllur — uz2|lpc + Ry Z killur — uz||pc
i=1
p
< Ry <k‘ +) k‘z> lur — w2 pe

=1

D’aprés 'hypothese (Hg), Ry (k + 3P, k:z) < 1, ce qui entraine que l'opérateur
L est une contraction sur PC(J, X). Ainsi, d’aprés le Théoréme du point fixe de
Banach, 'opérateur L a un unique point fixe sur PC(J, X). On conclut que @ est
un opérateur bijective.

Etape 4. L'opérateur Q! est Lipschitzien. En effet, soit vy, v € PC(J, X), alors
on a

Qo) () — (Q Mwa) ()l < lor —val| + [ R(H)g(Q'v1) — R(H)g(Q 'wa)|
+ D IR — ) I(Q M) (ti) — R(t — t:)Li(Q wa) (t4)
i=1

IN

v — va|lpe + Rpk[|Q tor — Q tua pe

p
+ Ry killQ v — Q Muallpe
i=1

p
< Jor—v2llpe + Ro(k+ Y k) |Q o1 — Qo pe
=1
< 1 Jor e
~ 1 — V2f|pPC-
Ry(k + 3201 ki)

Etape 5. L'opérateur Q 'H est une a-contraction de W, dans W,..

W, est stable par Q71H cest-a-dire (Q 1H)(W,) C W,. En effet, pour chaque
u € W, C PC(J,X), posons w = (Q~*H)(u), d’aprés les hypothéses (Hs) — (Hy),
on a

lw®l < [IR() H+Z|!Rt—t !+/ IRt —s)l|  sup [[f(s,u(s))lds

seJueW,

< Rb(<k+zk2->uuupc+ug H+ZHI JI+be sup | f(s,uls)))

i—1 seJueW,

IN

T,
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par conséquent, on a ||w|pc < r. Cela entraine que, (Q~*H)(W,) C W,.

Prouvons que Q' H est une a-contraction. Comme Q! est un opérateur Lipschit-
zien et H est continue sur PC(J, X), alors on a Q~'H est continu sur PC(J, X)
en tant que composition de deux fonctions continues. Comme H (W,.) est borné et
equi-continu sur J, on peut méme en déduire que (Q 1H)(W,) C PC(J, X) est

équi-continu sur chaque J;,i =0,1,--- ,p, ou Jo = (0,t1]; J; = (i, tiv1],i =1, p.
1

sy

Comme Q! est Lipschitzien avec une constante de Lipschitz
W C W,, on obtient que

1
L — Ry(k+ 371 ki)

d’autre part, d’aprés le Lemme 4.3.1 pour tout t € J, nous savons que

QT HW) < o HW).

t t
Q(HW(t)) < 4R, / o(f(s,W(s))ds < AR, / 1(8)a(W (s))ds.
0 0
Ainsi d’aprés les lemmes 4.2.1 et 4.3.1, on obtient que
a(HW) < 4l Rya(W).

Par conséquent,

_ 4l Ry,
(Q THW) < RS>, k,))a(W)

Comme Ry(4l; + k + >F_, ki) < 1, il s’en suit que lopérateur Q~'H est une a-
contraction dans W,., d’aprés le théoréme 2.2.11 de Darbo et Sadovskii 'opérateur
Q~'H a un unique point fixe dans W, qui n’est rien d’autre que la solution faible
de I’équation (4.1). ce qui compléte la preuve.

4.4 Application

Considérons I’équation intégrodifférentielles impulsive suivante

(0 82 t 82
az(t,x) = Wz(t, x) —i—/o ~(t — s)@z(s,x)ds

+ A(t)¢(2(t, z)) pour t € [0,b] et x € [0, 7],
2(t,0) = 2(t,m) =0, (4.37)

2(0,2) =30 ciz(t,x), 0 <ty <.+ <t, <b, x€l0,mn],

Az(ti,x) =kiz(t;,z), i=1,---,p; k; € R pour tout i.

ott v € CY([0,b],R), A : Rt — R est une fonction continue, ¢ : R — R est tel que il
existe a1 > 0 tel que |¢p(z) — ¢(y)| < ai|x — y| pour tout z,y € R et ¢;, k; € R pour
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i = 1,---,p. Pour réécrire I’équation (4.37) sous la forme abstraite, introduisons
I'espace suivant X = L?(0, 7). Soit A : D(A) — X un opérateur linéaire non borné
défini par

{ D(A) = Hy(0,m) N H?(0,7) (4.38)

Ay =y
Soit C(t) : D(A) — X défini par C(t)y = v(t)Ay
Soit f :[0,b] x X — X défini par

f(t,v)(x) = A(t)p(v(z)) pourt € [0,b] et x € [0, 7]

Soit g : PC([0,b], X) — X défini par
p

g(u)(x) = Zczu(tz)(x) pour 0 <ty <---<t,<b, etxec|0,n]
i=1

Soit I; : X — X défini par
Ii(v)(z) = kjv(x) pour 0 < t; < --- < t, <b, etx € [0,7],

ot u(t)(z) = z(t,x). Supposons que u(t) = z(t,z), ainsi I’équation (4.37) prend la
forme abstraite suivante
t
u'(t) = Au(t) +/ C(t — s)u(s)ds + f(t,u(t)) pour t € J =[0,b] et t #t;
Au(t;) = L(u(t;)) poouri: Lo pet0<ty <tg<---<tp<b
u(0) = g(u),
(4.39)
Il est bien connu que l'opérateur A engendre un cg-semi-groupe uniformément
continu pour ¢ > 0. D’ou les conditions (Hj) et (Hs) sont satisfaites. De plus la
condition (Hg) est satisfaite. Ainsi, il s’en suit que I’équation (4.39) a un unique
opérateur résolvant (R(t)):>o sur X. L’application f : [0,b] x X — X définie par
f(t,v)(x) = At)p(v(x)) pour tout t € [0,b] et pour tout = € [0, 7] est continue. En
effet, soit (v5,)n>0 C L2(0,7) tel que v, — v dans L?(0, ),

1

I£0) = St o = ([ 15t 0)(a) = 6 0) @) Pn)
= ([ Pwstenta) - MO0 )Par)
= DI [ 1olonto) - olo@) )

Lemma 4.4.1 [20] Soit (fn)n>0 une suite de fonctions dans L*(0,7) et f € L*(0,)
tel que fn, — f in L*(0, ). Alors il existe une sous suite (fn, ) de (fn) et une fonction
p € L?(0,7) tel que

i) fn,(x) = f(x) quand k — 400 p.p. sur [0, 7]

ii) | fn, ()| < p(z) pour tout k et pour presque tout x € [0, 7).
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En utilisant le Lemme 5.3.1, on obtient I'existence d’une sous suite v,, de v, tel
que vy, (2) = v(2) p.p sur [0,7] et p € L2((0,7),R") tel que |vy, (2)] < p(2) p.p.
sur [0, 7).

D’aprés la continuité de la fonction ¢, |¢p(vp, (z)) — ¢(v(z))| — 0 p.p. sur [0,7]
et |6(vm, (2))] < arlvm ()] + [BO)] < ar1p(z) + |6(0)] € L2(0, 7). Ainsi d’apres lo
théoréme de convergence dominée de Lebesgue ¢(vy, (-)) — ¢(v(+)) dans L%(0,7)
pour toute sous suite vy, (+) de v,(-). Alors on a ¢(v,(-)) — ¢(v(+)) dans L(0, )
par conséquent || f(t,vn) — f(t,v)||2(0,x) — 0 quand n — oco. D’ott la condition (Hy)
est satisfaite. Les conditions (Hs), (Hg) et (Hy) sont vérifices avec k =Y &_| |¢;] et
de plus si I'inégalité

p
Ry(4ly +k+ Y ki) <1
i=1

est vérifiée, ot l1 = sup,cpo fob lp(t)d(2(t, x))|dt. Alors d’aprés le Théoréme 4.3.1,
I’équation (4.37) admet au moins une solution faible v dans X.






CHAPITRE 5

Stabilité des problémes de
controle optimale gouverné par
des équations intégrodifférentielles

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence et la stabilité de 1’ensemble des
controles admissibles du probléeme (P). Le probléme s’énonce comme suit

Probléme (P) : Etant donné b > 0, (-) € L?(0,b; E), yo € E et y, € E, Trouver
un controle optimal @ € U[0, b] tel que

J(@) < J(u) pour tout u € U|0,b], (5.1)

J(u) = () — w3 + / ly(t) — 7(t) |2t (5.2)

sous la contrainte

y'(t) = Ay(t) / C(t—s)y(s)ds + f(t,y(t)) + Bu(t) pour t € [0,],
y(0) = wo,

(5.3)

ot A engendre un cy-semi-groupe et C'(t) est un opérateur linéaire fermé de domaine
D(A) tandis que f est une fonction qui sera caractérisée dans la suite. u(-) est une
fonction controle donnée dans U[0,b] C L'(0,b; X). L’ensemble U[0,b] est appelé
ensemble des fonctions contréles admissible et est défini par

U[0,b] = {u: u(-) est mesurable ,u(t) eUd C X} (5.4)

ol X est un espace de Banach séparable réflexif.

L’existence des solutions des problémes de contréle optimal est un sujet important
en théorie du controle optimal. L’existence et la stabilité de I’ensemble des solutions
des problémes de controle optimal gouvernés par des équations différentielles est trés
importantes dans le domaine des mathématiques appliquées [42] et [60], particulie-
rement en informatique [97, 22|. Dans les années cinquante, Fort [51] a introduit le
concept de point fixe essentiel d’une application continue f sur un espace de Banach
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X. D’abord, il a prouvé que chaque application continue sur X peut étre approxi-
mée par une application continue sur X dont les points fixes sont tous essentiels.
Ensuite, il a montré que si chaque point fixe d’une application continue f sur X est
essentiel, alors ’ensemble des points fixes

F(f) = {z € X : f(x) = a}

de f est stable dans le sens de Baire catégorie, ot X est un espace métrique.

Fort énonce dans son théoréme que si F' : X — P(Y) est une fonction multivoque
semi-continue supérieure d'un espace de Baire (X, 7) dans une partie compacte non
vide d’un espace métrique (Y, d), alors F' est semi-continue inférieure a chaque point
d’une partie G5 dense dans X.

K.Tan, J.Yu et X.Yuan [64], inspirés par les travaux de Fort [51], ont établi la
stabilité des ensembles suivants

F(f)={yeX: sggf(w,y) <0}

ou f varie et X est une partie convexe compacte non vide d’un espace vectoriel
topologique de Hausdorff. Et

F(A, f)={y € A:sup f(z,y) <0}
TcA

ou f et A varient et X est un espace vectoriel topologique de Hausdorff et A est une
partie compacte non vide de X. Dans les deux cas, 'application f: X x X — R est
bornée. J.Vu et G.X.Z. YUAN [63] ont prouvé que les solutions de presque toutes les
inclusions différentielles sont stables en utilisant la théorie de Baire Catégorie. Cela
leur a permis d’étudier, d’une autre maniére différente, la continuité des solutions
des inclusions différentielles et des équations différentielles par rapport aux données
initiales sans la condition de Lipschitz sur le terme non linéaire F'. Ils ont prouvé
I'existence d’un ensemble résidual dense Q C Y tel que chaque F' € Y est stable
relativement a Y. Ils ont prouvé aussi que si S(F') est un singleton, alors F' est
aussi stable relativement & Y. Ot Y est ’ensemble des fonctions multivoques F' tel
que l'inclusion différentielle admette une solution et S(F') est I'ensemble de toutes
les solutions associées & F. Jian Yu et al. [65] ont établi 'existence d’un controle
optimal du probléme de contréle optimal de Bolza suivant :

b
ﬂwzmmm+égmmmmmﬁ (5.5)
sous la contrainte

(10 = Furup poue . 03, 56

y(0) = yo,

Leur résultat a été établi en supposant que ’ensemble des controles admissibles
U[0,b] est une partie compacte de C(0,b;R™). Le probléme consiste a trouver un
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controle u*(t) défini pour tout ¢ € [0,b] qui minimise le cott J(u) dans (5.5). En
d’autres termes, trouver u*(t) tel que

b

b
WﬂW+/9@f@MﬁWh=mnmwm+Agwmmme»@ﬂ

0 u€eU[0,b]

ou y(t) est déterminé par I’équation (5.6). Nous appelons un tel controle optimal
u*(t) solution du probléme de contréle optimal. Evidemment, la solution u*(t) dé-
pend de la fonction f qui est la vitesse d’évolution de I’état dans 1’équation (5.6).
Ils ont montré par un exemple que tous les problémes de contréle optimal ne sont
pas stables. Cependant, leur résultat principal montre que, dans le sens de Baire ca-
tégorie, la plupart des problémes de controle optimal sont stables. Hongyong Deng
et Wei Wei d’abord dans [33] ont étudié le probléme suivant :

b
min J(w) = o) + [ 1(t.9(0).u(e)i (5.8)
sous la contrainte

{ y'(t) = Ay(t) + f(t,y(t), u(t)) pour ¢ € [0, 8],

y(0) =0, (5.9)

Ils ont établi leur résultat en supposant que ’ensemble des contréles admissibles
U[0,b] est une partie compacte de L'(0,b;R™). Ensuite dans [32], ils ont étudié
I'existence et les propriétés de stabilité des solutions des problémes de controle op-
timal gouvernés par une équation d’évolution semi-linéaire du type :

b
mmJWMJW@—wM%+AHMﬂ—Mﬂ%ﬁ (5.10)
sous la contrainte

y(t) = Ay(t) + [(t,y(t), u(t)) for t € [0,8)],
{y@ — 10, (5.11)

o A engendre un cp-semi-groupe et u(-) est une fonction controle donnée dans
U[0,b] € L'(0,b; X) défini par la relation (5.4). Ici X est un espace de Banach
réflexif de dimension infinie. Il existe une grande littérature sur ce sujet, par exemple,
on peut se référer aux travaux de [19] [77] [3] etc,. Ce chapitre est décomposé en
quatre sections. Dans la premiére section, en utilisant la théorie des opérateurs
résolvant introduite par Grimmer [55], nous étudierons ’existence d’un controle
admissible de I’équation (5.3). Dans la deuxiéme section, on étudiera 'existence d’'un
contrdle optimal du Problem (P) gouverné par une équation intégrodifférentielle
semi-linéaire. Dans la troisiéme section, en utilisant la stabilité de le sens de Baire,
nous étudierons la stabilité de 'ensemble des contrdles admissibles. En fin dans la
quatriéme section, nous donnerons un exemple pour illustrer les résultats abstraits
obtenus.
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5.2 Existence d’un contréle admissible

Définition 20 [57] Une fonction continue x : [0;b] — E est dite solution faible de
Uéquation (5.8 ) si x satisfait I’équation suivante

z(t) = R(t)zo + / R(t —s) [f(s,a:(s)) + Bu(s)] ds pourt € J,
0
z(0) =uz9€ E.

(5.12)

Pour garantir I'existence d’un controle admissible de 'équation (5.3), nous posons
les conditions suivantes :

(Hy) A est le générateur infinitésimal d’un co-semi-groupe (7'(t))¢>0 sur X.

(Hz) Pour chaque ¢t > 0, C(t) est un opérateur linéaire fermée de Y dans X,
C(t) € B(Y,X). De plus pour tout y € Y, Iapplication t — C(t)y est dans
WHL(RY, X) et il existe ¢ € L' (RT,RT) tel que

IC'@yllx < e®)llylly pour tout y € Y et ¢ > 0.

(H3) (a) Pour chaque z € E, la fonction f(-,z):J — E est fortement mesurable.
(b) 11 existe une fonction positive L € L'(J,RT) tel que
Lo f(t,z) — f(t,y)|| < L(t)||lx — y|| pour tout z,y € EetteJ
ii. [|f(¢,0)|| < L(t) pour tout t € J

(c) B est un opérateur linaire borné de X dans E.

Théoréme 5.2.1 Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hs) sont satisfaites. Alors
léquation (5.3) admet au moins un contréle admissible.

Preuve : Soit 0 < a < b. Considérons la fonction
N :C,— C, (5.13)

définie par

Ny(t) = R(t)yo + /Ot R(t —s) [Bu(s) + f(s,y(s))]ds, (5.14)

ou C, est l'espace des fonctions continues de [0, a] dans E muni de la norme de la
convergence uniforme. En utilisant le théoréme du point fixe de Banach, on montre
que Dapplication N admet un unique point fixe pour tout a €]0,b]. Soient y; et
yo € Cq, alors on a

Nyi(t) — Nya(t) = R(t)yo +/0 R(t — s)[Bu(s) + f(s,y1(s))]

R(tyyo + / R(t — ) [Bu(s) + £(5,9(5))]

_ /0 R(t — $)[f(5,91(5)) — f(s,y2(s))]ds
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alors, en prenant la norme dans les deux membres, on obtient
t
[Ny:(t) = Ny2(t)|| < Rb/o 1£(s,92(s)) = f(s,y1(5))lds
t
< Ry [ L) ln(s) = ()]s

ot Ry = supyejop K(t). Donc

IN?ys(8) — N2ya(t)]|

IN

R, /0 L(s) | Nya(s) — Ny (s) | ds

IN

B2 /0 L(s) /0 " L()lya(r) — g2 (r) | drds.

En utilisant le Théoréme de Fubini, On obtient ’estimation suivante :

b 2
L(s)ds
Nt - W] < REEODE )y,
En itérant ce procédé n fois, on aura
b n
n " " L(s)ds
[N"y1(t) = Ny (t)|| < Rb(fom)HyQ =yl

(fob L(s)ds)n
n!
n > ng, on obtient

— 0 as n — +oo,alors, il existe un ng € N tel que, pour tout

( fob L(s)ds)n

n!

Comme R}

1725 <1

En utilisant le théoréme du point fixe de Banach, il existe un unique y € Cp tel que

Or, Ny =y = N""ly = Ny = N*(Ny) = Ny. Cela nous permet de dire que Ny
est un point fixe de N™. Par unicité du point fixe, alors, on obtient Ny = y. Ce qui
compléte la preuve.

Lemma 5.2.1 Soient a et b deuxr nombres réels tel que a < b et soient o et (
deuz fonctions numériques continues positives définies sur |a,b] et K une constante
positive. Si

alt) < K+ /t a(s)B(s)ds, pour tout t € [a,b] (5.15)

alors on a

a(t) < Kexp (/at ﬁ(s)ds), pour tout t € [a,b] (5.16)
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Théoréme 5.2.2 Supposons que les hypothéses du théorémes ci-dessus sont satis-
faites et que x € C(J, E) est la solution faible de I’équation (5.3). Alors lapplication
u(-) = x(-,u(:)) de L*([0,b], X) dans C(J, E). est continue

Preuve : Soient zy(-) = z(-,ux(-)) et z(-) = z(-,u(-)) les solutions faibles de I'équa-
tion (5.3) associées respectivement & u et u. Alors, d’aprés la définition 20 on a

zi(t) = R(t)zo + /0 R(t—s) [f(s,zk(s)) +Buk(s)} ds

x(t) = R(t)xo + /Ot R(t —s) [f(s, x(s)) + Bu(s)} ds

Soit ug, € L([0,b], X) tel que uy, — u dans L([0,b], X)
e (t) —z(B)]] < Rb/o 1f (s, 21 (s)) = f(s,2(s)) ds

+ R,,/O | Bug(s) — Bu(s)|ds

IN

o [ 156.m0(5)) = Fss ) s
b RIBI [ unls) — uts)lis
< Ry /Ot 1 f(s,2k(s)) — f(s,2(s))lds + Rp|| B[ [lur — ull 1 (jo,5),x)
< Ry /Ot L(s)||zx(s) — z(s)lds + Rpl| Bl|[|ux — wll£1 (0,5, x)-
En utilisant I'inégalité de Gronwall, on obtient que
e () = 2(t)]| < Roll Bl exp (Ry /ObL(s)ds> g, — ull 1 (ou.x) PO tout ¢ € [0, 0]

Ainsi, on déduit de la convergence de uj, — u dans L([0, ], X) que x4(-) — x(-) in
C([0,0]; ).
5.3 Existence d’un controéle optimal

Pour garantir I'existence d’un controle optimal du probléme P, nous posons la
condition suivante :

(Hy4) : Supposons que I'ensemble U est compact dans X, U[0,b] C L*(0,b; X) et
|7 —ull1(0,p;x) — 0 quand h — 0, uniformément par rapport & u € U0, b].

Lemma 5.3.1 [32] Si Uhypothése (Hy) est satisfaites, alors l’ensemble U]0,b] est
compact dans L'(J; X).
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Preuve : La preuve de ce lemme est décomposée en deux étapes :

Etape 1 En utilisant le théoréme de Fréchet-Kolmogrov, on montre que I’ensemble
U[0, b] est relativement compact dans L'(J; X). Pour cela il suffit de montrer que,
pour tout U C X compact, 'ensemble suivant

{ / " ()t u € U, 1) (5.17)

t1

est relativement compact dans X pour tout 0 < t1 < to < b.
En effet, soit u € U[0,d] fixé, alors u(t) € U pour tout ¢t € J. D’apreés le lemme 4.2.3

/ N u(t)dt € (ty — t1)o({u(t) : t € [t1,t2]}) C (ta — t1)T0(U).

t1

donc .
2
{/ u(t)dt; u € U0, b]} C (ts — t1)eo(U).
t1
Comme U est compact, alors ¢o(U) est compact. Ainsi en utilisant les propriétés de
monotonicité et de régularité de la mesure de non compacité on obtient :

{ /tQ u(t)dt; u € U0, b]}

1

est relativement compact dans X. Comme 'hypothése (Hy) est satisfaites, alors
d’aprés le théoréme de Fréchet-Kolmogrov, 'ensemble [0, b] est relativement com-
pact dans L!(J; X).

Etape 2 On montre que U[0,b] est fermé. Soit (uy)n>1 une suite dans U[0,b] tel
que u,, converge vers u dans L'(J; X) c’est-a-dire

lim [lun —ullzisx) = lim / lun(s) — u(s)|xds = 0. (5.18)

n—-+o0o n—-+00

Ainsi, d’aprés le lemme 3.4.1, il existe une sous suite u,, de u, et une application
p € L?((0,b),R*) tel que

|un, (t)| < p(t) pour tout k et presque partout dans [0, b]. (5.19)
et
klll:il-l || tn, (t) — u(t)||x = 0 presque partout dans [0, b], (5.20)
—

D’aprés I’équation 5.20, il existe une partie I C [0, ] tel que

lim ||up, (t) —u(t)||x =0 pour tout ¢t € I et u(]0,b] —I) = 0. (5.21)
k——+o00
Pour tout ¢ € I fixé, uy, (t) € U. Comme U est une partie compact dans X, alors il
existe u(t) € U tel que
lm ||Juy, (t) —u(t)]|x =0. (5.22)

k—+4o0



Chapitre 5. Stabilité des problémes de contréle optimale gouverné par
62 des équations intégrodifférentielles

Par unicité de la limite u(t) = u(t) pour tout t fixé dans I.
Soit ug € U, définissons la fonction suivante

o fou(t), tel,
() = { uo, tel0,b]—1. (5.23)

Il est claire que u(t) € U pour tout t € [0,b], donc @ € U[0,b]. On a d’apres
Pexpression (5.23) @(t) = u(t) presque partout sur [0, b]. Ainsi il s’en suit que u €
U[0,b], ce qui nous permet de conclure que U[0, b] est fermé. cela compléte la preuve
du lemme.

Exemple 5.3.1 [32] Soit U[0,b] C L'(0,b; H'(]0,x[)). Pour tout x €]0, [, suppo-
sons que u(t,x) est une fonction continue par morceauxr par rapport & la variable
t, ayant un nombre fini de points de discontinuités de premiers espéce. Posons
U = {u(t,")|t € [0,b]},U est une partie fermée bornée de H'(]0,x[). Alors d’apres
le lemme 5.3.1, U[0,b] est une partie compacte de L*(0,b; L*(]0,7[)).

Preuve On sait que H'(]0, [) est relativement compact dans L?(]0, 7[). Comme U
est une parie fermée et bornée de H'(]0, x[), alors U est compact dans L?(]0, 7[).
Soient t1 < ty < --- < ty I'ensemble des points de discontinuité de u. Posons g = 0
et ty4+1 = b. Définissons la fonction

u(t7$)7 te [Oab]at?étiai: 17"' 7N

U(t7$): { U(t_,l’), t=t,i=1,---,N. (524)
Soit A > 0,
b—h
e =l ooagosyy = [t +h) = u®)lzgo
N oty b—h
= S [ e+ 1)~ ullagomy + [ Tt ) = u®)lgon)
i=1 ti—1 12
N+1 g p N g
= > [ a8~ a®llgomy + 3 [+ h) - 2Ol gon
i=1 “ti-1 o1 Jti—h
NAL ot —h
<3 / it + h) — ()]l 2gon + 2MNB.
i=1 Yt
D’aprés la continuité de w dans chaque intervalle |t;_1,¢;[,i = 1,--- N + 1 et le

théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

ti—h
lim . [t + h) = a(t)|| z2goap =0 (5.25)

Ainsi on obtient
lim I7Thu = ul| 10 p—n;z2(0.4) = O- (5.26)

Donc 'hypothése (Hy) est satisfaite. D’aprés le lemme 5.3.1 Pensemble U0, b] est
compact dans L'(0,b; L2(]0, 7).
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Définition 21 Une suite minimisante d’une fonction coit J sur l’ensemble K est
une suite (Un)n>1 tel que uy, € K et

lim J(u,) = inf J(v)

n—00 veEK
Dans ce qui suit, Nous étudions I'existence d’un controle optimal du probléme (P).

Théoréme 5.3.1 [32] Supposons que les hypothéses (H1) — (Hy) sont satisfaites.
Alors le probleme (P) admet au moins un contréle optimal dans U[0, b).

Preuve : Supposons qu’il existe une suite minimisante (uy)n>1 C U[0,b] tel que

lim J(u,) = inf J(v) (5.27)

n—00 veU|[0,b]

Comme U0, b] est compact, alors il existe une sous suite (u,/) de (uy) et @ € U[0, b]
tel que
U,y — T dans L(0,b; E) quand n’ — oo. (5.28)

D’apres le Théoréme 5.2.2; on obtient
Ty, ,(-) = 2g(-) dans C([0,b]; E) quand n' — +o0, (5.29)

ott Ty, ,(-) = x(-,un(-)) et zz(-) = x(-,u(-)) sont les solutions de I’équation (5.3)
associées respectivement & u,, et w. Donc

Ty, ,(b) = 2g(b) dans E quand n’ — 400 (5.30)
et
2w, (b) — 23|l = ||27(b) — 2|| dans R quand n — 400 (5.31)
Alors on a
2w, (b) — zp||* = ||lzu(b) — 23)|* dans R quand n' — 400 (5.32)

En utilisant (5.28), alors il existe une sous suite de (u,), notée par (u,), tel que
||un (t) — u(t)||x — O presque pour tout t € [0, b]. (5.33)
Alors on obtient d’aprés (5.29) et (5.33) que
T, (t) —Z(t)||g — [|vw(t) — T(t)|| £ presque pour tout ¢ € [0, b].

Comme uy,»(t) € U (une partie compact de X) et ., , () = z(-, up»(-)) € C([0,0]; E),
I'image d’'une partie compact par rapport a = est compacte. Pour tout n”, il existe
une constante positive M, tel que

@, (t) —Z(t)|x <M (5.34)

Ainsi, d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

b b
[ a0 = a0t > [ ate) - m(0lr (5.35)
0 0
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D’aprés tout ce qui précéde, on a
2 ’ 2
J(@) = [lzad) —zlx +/0 lwa(t) — z(t) |5 dt

b
= lim |y, (t) -z} + lim / |z, (t) — Z(t) |5 dt
—00 n’"—0o0 Jo

n

= lim J(uy) = inf J(u).

n'’—o0 veEU[0,b]

D’ou w € U[0, b] est un controle optimal. Cela compléte la preuve du Théoréme.

5.4 Stabilité

Dans cette section, nous utilisons la théorie des fonctions multivoques et la notion
de solution essentielle pour étudier la stabilité de ’ensemble des controéles optimale.

Définition 22 [32] Une fonction multivoque F' : W — Py(Z) est dite compacte
semi-continue supérieure (USCO) si F(w) est compact pour chaque w € W et que
F semi-continue supérieure.

Définition 23 [32] Une fonction multivoque F : W — Py(Z) est dite fermée si son
graphe Graph(F) est fermé.

Lemma 5.4.1 [32] Si la fonction multivoque F' : W — Py(Z) est fermée et Z
compact, alors F une application USCO.

Afin d’établir la propriété de stabilité au sens de Baire Categorie des solutions des
problémes de controle optimale nous introduisons la définition suivante

Définition 24 [6/] Soit W un espace métrique, pour tout wg € W,

1. zy € F(wq) est dit essentiel par rapport a W si et seulement si pour tout e > 0,
il existe une constante 6 > 0 tel que pour tout w € W avec p(w,wp) < 6, alors
il existe z € F(w) avec d(z, zp) < €.

2. wq est dit essentiel par rapport a W, si chaque z € F(wq) est essentiel par
rapport a W.

Théoréme 5.4.1 [64] Une fonction multivoque F est continue en wg € W si et
seulement si wq est essentiel par rapport a W.

Remarque 5.4.1 Le théoréeme 5.4.1 montre que F(wp) est stable si et seulement si
wo est essentiel par rapport a W.

Définition 25 [32] Une partie Q C W est dite un ensemble résiduel si elle contient
une intersection dénombrable d’ouverts dense dans W.
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Lemma 5.4.2 [64] Si W est un espace métrique, Z un espace topologique et F :
W — Po(Z) une fonction multivoque usco, alors ’ensemble des points Q, ot F est
semi-continue inférieure, est un ensemble résiduel dans W, par conséquent F est
continue en tout point f € Q.

Définition 26 Un espace de Baire est un espace topologique X satisfaisant la pro-
priété suivante : Pour toute famille (Uy)n>0 d’ouverts dense dans X, leur intersec-
tion Np>oU, est dense dans X.

Le théoréme suivant donne une caractérisation importante des espaces métriques.

Théoréme 5.4.2 (Baire theorem)
Tout espace métrique complet est un espace de Baire.

On a le corolaire suivant.

Corollary 5.4.1 57 W est un espace métrique complet, alors toute partie résiduel

de W est dense dans W.

Lemma 5.4.3 [32] Soit W un espace métrique complet, Z un espace métrique et
F : W — Py(Z) une fonction multivoque USCO, Alors il existe un ensemble résiduel
Q dense dans W tel que F' soit semi-continue inférieure en tout point x € @), a savoir
F est continue en tout x € Q.

Définition 27 [9/] Une partie S C W est dite nulle part dense ou rare si l'inté-
[¢]

rieure de sa fermeture (g) est vide. Une partie Q C W est dite de premiére catégorie
ou maigre si elle est réunion dénombrable de parties nulle part denses. Une partie
S de W qui n’est pas de premiére catégorie est dite de seconde catégorie dans W.

Remarque 5.4.2 [65] Si W est un espace métrique complet, alors la partie résiduel
Q de W est dense dans W et elle est un ensemble de seconde catégorie.

Maintenant, nous considérons la stabilité de ’ensemble des contréles optimaux asso-
ciés a 'opérateur linéaire borné B. Notons par Y = L(X, E) I'ensemble de tous les
opérateurs linéaires bornés de X dans E. On sait que Y muni de la norme opérateur
défini dans le chapitre 1 est un espace de Banach. Notons par S(B) I'ensemble des
solutions de I’équation (5.1) associé & l'opérateur linéaire borné B. Alors

S(B) = {@ : u est un controle optimal associ¢ &4 B € Y'}

Evidement, @ dépend de B. La correspondance B — S(B) est une fonction mul-
tivoque S : Y — Py(U]0,b]). L'objectif de cette section est d’établir la stabilité
de I'ensemble des solutions S(B) de I’équation (5.1) lorsque 'opérateur linéaire B
est une perturbation. En utilisant la théorie de Baire catégorie, on montre que les
solutions de presque tous les problémes d’optimisation P sont stable dans le sens de
Baire cartégorie.

Etudions tout d’abord les propriétés de l'application multivoque S. Nous avons
le résultat suivant.
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Théoréme 5.4.3 Supposons que les hypothéses (Hy)-(Hyg) sont satisfaites, Alors
S(B) # 0 pour chaque B €Y.

La proposition suivante est trés importante pour étudier la stabilité des controles
optimaux.

Proposition 5.4.1 Soit (B,,) une suite dans Y tel que B, — B dansY et (uy) une
suite dans U[0, b] tel que u, — u dans L'(0,b; X), alors y(-, un(+), By) — y(-,u(-), B)
dans C([0,b]; X) quand n — +o00

Proof : Posons y,(-) = y(-,un(-), Bn) et y(-) = z(-,u(-), B) les solutions faibles de
l’équation (5.3) associées a uy, et By, (respectivement associée u et B). Alors

yn(t) = R(t)yo + /0 R(t —s) [f(s, yn(s)) + Bnun(s)} ds

et
y(t) = R(t)yo + /0 R(t — )[ F(s.y(s)) + Bu(s)] s
Alors

lyn(t) —y@) < Rb/o [f(s,un(s)) — f(s,y(s))|lds
+ Rb/o HBnun(s)Bun(5)|]ds+Rb/o | Buy(s) — Bu(s)||ds

S Rb/o L(s)llyn(s) — y(s)llds + bRy || Bn — Bl

+ Rl Bl[llun — ull 10,5, x)-

En utilisant I'inégalité de Gronwall, on obtient

b
o) =901 < Roesp (Ry [ L(5)ds) [1Blllus = ulosgon, o + 1B = Bl

pour tout ¢t € [0,b]. On déduit de B,, — B dans Y et de u,, — u dans L'(0,b; X)
que yn(-) = y(-) dans C([0, b]; E).

On obtient facilement la proposition suivante a partir de la proposition (5.4.1)

Proposition 5.4.2 Soit (By,) une suite dans Y tel que B, — B dans Y et (uy) un
suite dans U[0,b] tel que u, — u dans L*(0,b; X). Alors Jp, (un) — Jp(u) quand
k — +o0.

Théoréme 5.4.4 [32] Supposons que les hypothéses (Hy — Hy) sont satisfaites.
Alors la fonction multivoqgue S :' Y — P(U[0,b]) est USCO.

Définition 28 [63] Pour tout By €Y,
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1. uy € S(By) est dit solution essentielle du probleme (P) si et seulement si pour
tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout B € Y avec ||B — Byl|z < 0, alors
il existe w € S(B) tel que |lu —u'||;1 < e.

2. Le probléeme de contréle optimal (P) associé a By est dit essentiel si et seule-
ment toutes ses solutions sont essentielles.

Théoréme 5.4.5 [32] Le probléeme de controle optimal (P) associé a By est essen-
tiel si et seulement si la fonction multivoque S :' Y — P(U[0,b]) est semi-continue
inférieure en By € Y.

D’aprés le lemme 5.4.3 et le théoréme 5.4.4, nous avons le lemme suivant.

Lemma 5.4.4 [32] Il existe une partie résiduelle Q C'Y dense tel que S soit semi-
continue inférieure en tout B € Q, a savoir, S est continue en tout B € Q).

Comme la partie @ C Y est de seconde catégorie, ¥ un espace de Banach et S
est continue en tout point B € (). Le Lemme 5.4.4 et le théoréme 5.4.5 fournissent
la stabilité dans le sens de Baire catégorie. Par conséquent, chaque probléme de
controle optimal associé & B € Y peut étre densément approximé par un probléme
essentiel .

Théoréme 5.4.6 [33] Quand l’ensemble des solutions S(B) est un singleton, c’est-
a-dire S(B) = {u}, le résultat est encore satisfait. si By — B dans Y, alors les
controles optimal correspondant uy et u vérifient up — u dans L*([0,T]; E). On
peut constater aussi que pour tout B € Y, le probleme de contrdle optimal peut étre
densément approximé par un probléme essentiel.

5.5 Application

Pour illustrer notre résultat abstrait, considérons le probléme suivant.

min J(u) = /0 ly(b, ) — yp(z)[2dz + / / ()[2dzdt  (5.36)

ueU|[0,b]

sous la contrainte

2 t 2
E?ty(t’ 2) 882 (t,2 )—i—/o ~y(t — S)aaZQy(s,z)ds
+a(t)o (y( )) + Bu(t) pour t € [0,b] et z €]0, 7], (5.37)
y(t,0) (t ™) =
y(0,2) = yo(2),

ot 7(-) € L2(0,b; L?(0,7)), yo € L*(0,m) et y, € L?(0,7), v € C'([0,b],R),

R* — R est continue, u une fonction contrdle dans U[0,b], B : L'(0,b) — R est un
opérateur linéaire borné et ¢ : R — R est tel que |¢(z1) —p(x2)| < ai|ri—x2];a1 >0
et x1,x2 € R. Pour réécrire I’équation (5.37) sous la forme abstraite, on introduit
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'espace E = L?(0,7).
Soit A : D(A) — E défini par

{ D(A) = Hy(0,m) N H?(0,7) (5.38)

pN
<
I

Soit C(t) : D(A) — E défini par C(t)y = ~(t)Ay.
Soit f: [0,b] x E — E défini par f(t,v)(z) = a(t)¢(v(z)) pour t € [0,b] et z € [0, 7].
Supposons que Y (t) = y(t, z), 'équation (5.37) prend la forme abstraite suivante

%Y(t) =AY (¢ / C(t—s)Y(s)ds+ f(t, Y (t)) + Bu(t) pour t € [0,0],

Y(0) =Y.
(5.39)
On sait que A engendre un cg-semi-groupe sur L2(0, ), ce qui implique I’hypothése
(H1) est satisfaite. De plus 'hypothése (Hg) est vérifié, il s’en suit que 1’'équation
intégro-différentielle homogeéne (2.4) admet un unique opérateur résolvant (R(t)):>o
défini sur F.
Let v1, vy € L%(0,7),

1

[f(t,01) = fF(tv2) 200 = (/wa(t, v1)(2) —f(t,vz)(z)ﬁdz)?
= ( / s (2)) —a(t)¢(v2(z))\2dz>§

1
= ai|a(t) / lv1(z) — va(2)] dz>2
= aila@|llvr = vallL20,m)-

Nous avons aussi

1 1
170 l20m) = / 06 Paz) = ([ latee)Pd:)’
< Cla(t)

ot C' > 0 est une constante positive. on en déduit que '’hypothése (Hs) est satis-
faite. D’apreés le théoréme (5.2.1), on obtient que ’équation (5.37) admet un controle
admissible sur [0, b].

Soit

ulo,v] = (U{V {ug(t, z) € {sinx, —e Sinx}}) U (Uf"o {u"(t,z) = %})

ou
: : 21b (2l+1)b — _
uk(t,x)—{  sinz sitel5, i=1,- k-1 (5.40)

—e2k sinx sl non .

Comme dans I'exemple 5.3.1, U0, b] est compact dans L'([0,b]; L2(0,7)). Ici X =
L?(0, ), par conséquent I’hypothése (Hy) est satisfaite. Ainsi d’aprés le théoréme
(5.3.1), I'équation (5.36) admet au moins un controle optimal.



Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons étudié dans un premier temps la contrdlabilité d’une
classe d’equations intégrodifférentielles dans les espaces de Banach. Ensuite I'exis-
tence d’au moins une solution faible de ces équations avec des conditions de type
non locale et impulsive. Enfin, nous avons étudié la stabilité au sens des catégories
de Baire de ’ensemble des solutions d’un probléme de contréle optimal régi par une
équation intégrodifférentielle. Notre travail repose essentiellement sur ’opérateur ré-
solvant qui joue le réle du semi-groupe mais ne vérfie pas la propriété de translation.

Le chapitre 1 de ce travail est consacré & un peu d’historique sur les équations
intégrodifférentielles et leurs applications dans plusieurs domaines tel que la méde-
cine, la biologie, la physique etc,.

Des modéles mathématiques comme ceux de Volterra ainsi que leur évolution durant
ces derniéres décennies sont exposés.

Le chapitre 2 fait I'objet de quelques rappels de résultats fondamentaux sur les
la théorie des semi-groupes, la théorie des opérateurs résolvants et les équations in-
tégrodifférentielles.

Le chapitre 3, qui est un developpement de notre travail [35], est consacré a
I’étude de la controlabilité du systéme d’equations intégrodifférentielles . Des condi-
tions de type Carathéodory, plus générales que celles de Lipschitz, sont utilisées pour
établir les résultats.

Le chapitre 4 est consacré a ’étude de ’existence d’au moins une solution faible
du sytéme impulsif en utilisant la notion de mesure de non compacité et le fait que
le semi groupe n’est pas compact cette fois ci. Ce chapitre repose sur notre travail [36]

Enfin, dans le chapitre 5, nous avons établi des résultats d’existences d’une so-
lution faible, I'existence d’un controle admissible et la stabilité. Ce chapitre repose
sur notre travail [37]

A la fin de chacun des trois derniérs chapitres, une application est donnée pour
illustrer les résultats abstraits obtenus. Comme perspectives, on projette étudier
la controélabilité du systéme d’équations intégrodifférentielles impulsive et essayer
de voir s’il est possible d’obtenir I'unicité et la régularité. On pourra aussi essayer
d’affaiblir les conditions utilisées pour I'obtention de certains de nos résultats.
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