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Spécialité : Mathématiques Pures

Option : Codages, Cryptographie, Algèbre et Applications
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Ma vive reconnaissance s’adresse aussi aux Professeurs Abdellatif ROCHDI et

Abdelmalek AZIZI des Universités Hassane II et Mohamed Premier du Maroc pour

l’honneur qu’ils m’ont fait d’avoir accepté d’évaluer ce travail en qualité de rappor-
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Introduction

Cette thèse s’inspire des questions ouvertes des travaux de Monsieur Mohamed

BEN MAAOUIA, Maitre de Conférences à l’UGB de Saint-Louis (thèse 3ème cycle,

thèse d’Etat et articles). En effet, la problématique qui sous-tend ce travail de re-

cherche est la suivante : dans un anneau commutatif A, on peut construire un an-

neau de fractions à partir d’une partie non vide S de A ne contenant pas zéro en

considérant la partie multiplicative saturée S engendrée par S . Dans le cas où l’an-

neau A n’est pas commutatif, il n’est pas évident que S existe, soit saturée et vérifie

les conditions de Ore, ce qui est une condition nécessaire et suffisante (établie dans

sa thèse d’Etat) pour pouvoir construire l’anneau de fractions (S)−1A et le module

de factions (S)−1M pour tout A-module M . Cependant, dans le cas où A est un

duo-anneau, nous avons établi que si S est formée d’éléments réguliers, alors S est

une partie multiplicative saturée qui vérifie les Conditions de Ore. Alors, comment

construire,s’ils existent l’anneau de fractions S−1A et le module de factions S−1M ?

Par ailleurs, les foncteurs S−1A⊗A− et HomA(S−1A,−) sont adjoints (établi dans

sa thèse d’Etat). Les foncteurs TorA0 (S−1A,−) et Ext0A(S−1A,−) sont alors adjoints

compte tenu des isomorphismes entre TorA0 (S−1A,−) et S−1A ⊗A − d’une part et

entre Ext0A(S−1A,−) et HomA(S−1A,−) d’autre part. Peut-on alors généraliser ce

résultat pour tout entier naturel n et pour tout A-module M ? En d’autre terme, les

foncteurs ExtnS−1A(S−1M,−) et TorS
−1A

n (S−1M,−) où B est un anneau, A un sous-

anneau de B, S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les conditions de Ore

à gauche et M un A-module à gauche sont-ils adjoints ?

Nous avons répondu à ces différentes questions entre autres dans ce travail de re-

cherche.

Ainsi, cette thèse est organisée de la manière suivante :

Le chapitre 1 est un rappel sur les anneaux et modules de fractions, le foncteur

S−1() et les foncteurs dérivés EXT et TOR.

Dans le chapitre 2, sauf mention contraire, A désigne un duo-anneau, M un A-

module à gauche et S une partie non vide de A formée d’éléments réguliers.
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Dans leurs travaux, beaucoup d’auteurs ont construit des anneaux de fractions dans

le cas commutatif à partir d’une partie multiplicative S d’un anneau commutatif A (

voir [1] et [26]). Dans [26],J.J.ROTMAN a construit, dans le cas commutatif, l’an-

neau de fractions S−1A et le module de fractions S−1M où S est une partie non vide

quelconque de A en utilisant la parie multiplicative saturée S. engendrée par S.

Dans ses travaux, Pr. Mohamed BEN MAAOUIA a construit, dans le cas où A n’est

pas nécessairement commutatif, l’anneau des fractions S−1A et le module de fractions

S−1M relativement à une partie multiplicative saturée S qui vérifie les conditions de

Ore à gauche ( voir [21] [22] et[23]).

Dans la section 1 de ce chapitre, nous construisons, dans le cas où A n’est pas

nécessairement commutatif, l’anneau des fractions S−1A relativement à une partie

non vide S formée d’éléments réguliers de A.

Ainsi nous avons montré les résultats suivants :

1) S, la partie multiplicative saturée engendrée par S vérifie les conditions de

Ore à gauche.

2) L’idéal 〈1− sXs〉s∈S de l’algèbre des polynômes à S variables A
[
(Xs)s∈S

]
engendré par l’ensemble des polynômes {1− sXs, s ∈ S} est bilatère.

3) S−1A existe et S−1A = A
[
(Xs)s∈S

]/
〈1− sXs〉s∈S.

4) S−1A ∼= (S)
−1
A.

Dans la section 2 de ce chapitre, nous construisons le module de fractions S−1M et

nous avons montré les résultats suivants :

1) En posant S−1M = (S)−1M , on a S−1M ∼= (S)
−1
A⊗AM .

Par conséquent S−1M ∼= A
[
(Xs)s∈S

]/
〈1− sXs〉s∈S ⊗AM .

2) S−1TorAn (M,M ′)=̃TorS
−1A

n (S−1M,S−1M ′) où n est entier naturel

3) S−1ExtnA (M,BM ′) ∼= ExtnS−1A (S−1M,S−1M ′) où n est entier naturel et M

est un A-module de type fini.
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Le chapitre 2 a fait l’objet d’un article accepté par la revue américaine

Springer et en instance de publication.

Dans le chapitre 3 sauf mention contraire, A désigne un anneau associatif unitaire

(non nécessairement commutatif), M et M ′ des A-modules à gauche (respective-

ment à droite), S une partie multiplicative non vide saturée de A vérifiant les condi-

tions de Ore à gauche (respectivement à droite)et S−1M un module de fractions à

gauche(respectivement à droite) de M en S.

En utilisant les résultats sur la localisation notamment l’isomorphisme des foncteurs

S−1() : A−Mod −→ S−1(A)−Mod et S−1A ⊗A − : A−Mod −→ S−1(A)−Mod

et la conservation de la projectivité du foncteur S−1() : A−Mod −→ S−1(A)−Mod

(voir [20], [21], [23]), nous avons montré les résultats suivants :

1) S−1HomA(An,M) ∼= S−1A⊗A HomA(An,M),

2) HomS−1A(S−1An, S−1M)) est un S−1(A)-module à gauche isomorphe au S−1(A)-

module S−1HomA(An,M),

3) S−1TorAn (M,M ′)=̃TorS
−1A

n (S−1M,S−1M ′)

4) S−1ExtnA (M,M ′) ∼= ExtnS−1A (S−1M,S−1M ′) où A est noethérien et M est de

type fini.

De plus si A est un duo-anneau et P un idéal premier de A et MP =S−1M le

module de fractions de M en S où S est l’ensemble des éléments réguliers de

A− P , alors :

5) TorAn (M,N)P ∼= TorAPn (MP , NP ) et

6) ExtnA(M,N)P ∼= ExtnAP (MP , NP ) où A est noethérien et M est de type fini.

7) TornS−1A(S−1A,M) est un A-module à gauche et ExtS
−1A

n (S−1A,M) est un

A-module à droite.

Le chapitre 3 a fait l’objet d’un article soumis dans le journal Afrika Ma-

thematika.

Dans le chapitre 4, sauf mention contraire, B désigne un anneau associatif uni-

taire (non nécessairement commutatif), A un sous-anneau de B, AM un A-module
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à gauche de type fini, ANB un (A,B)- bimodule de type fini et PB un B-module

à droite , S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les conditions de Ore à

gauche.

La notion de foncteur adjoint à S−1() et les relations entre le foncteur S−1() et les

foncteurs homologiques ExtnA(M,−), ExtnA(−,M) et TorAn (M,−) ont été établies

par plusieurs auteurs (voir [2] , chapIV et [8] , chapV IIIetXI).

Dans le cas où l’anneau est non nécessairement commutatif, M. BEN MAAOUIA,

avec une partie multiplicative saturée S de A vérifiant les conditions de Ore à gauche,

a établi dans ses travaux que le foncteur S−1() est isomorphe au foncteur S−1A⊗A−
et que le foncteur S−1() est adjoint au foncteurHomA(S−1A−) (voir [4] , chapI et [5]).

Nous savons que(voir [9]) le foncteur Ext0A(M,−) est équivalent au foncteurHomA(M−),

Ext0A(−,M) est équivalent au foncteur HomA(−,M) et TorA0 (M,−) est équivalent

au foncteur M ⊗A − qui est isomorphe au foncteur S−1().

Ainsi Ext0S−1A(S−1A,−) est adjoint à S−1() et TorS
−1A

0 (S−1A,−) est isomorphe à

S−1().

L’objet de ce chapitre est alors d’établir une généralisation de ces propriétés entre le

foncteur S−1() et les foncteurs ExtnS−1A(S−1M,−) et TorS
−1A

n (S−1M,−) respective-

ment pour tout entier naturel n.

Ainsi nous avons établi les résultats suivants :

1)

HomS−1A(S−1N⊗AS−1M,S−1P ) ∼= HomS−1B(S−1M,HomS−1A(S−1N,S−1P )

2) Si P est injectif, alors on a l’isomorphisme :

ExtnA(M,HomB(N,P )) ∼= HomB(TorAn (M,N), P )

3) Si P est injectif, alors :

ExtnS−1A(S−1M,HomS−1B(S−1N,S−1P )) ∼= HomS−1B(TorS
−1A

n (S−1M,S−1N), S−1P )
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4) Si A est noethérien et P est injectif, alors :

TorAn (HomB(N,P ),M) ∼= HomB(ExtnA(M,N), P )

5) TorS
−1A

n (HomS−1B(S−1N,S−1P ), S−1M) ∼= HomS−1B(ExtnS−1A(S−1M,S−1N), S−1P )

6) Si B est noethérien, S−1A l’anneau des fractions de A en S. Alors, pour tout

entier naturel n, les foncteurs ExtnS−1B(S−1M,−) et TorS
−1A

n (S−1M,−) sont

adjoints.

Le chapitre 4 a fait l’objet d’un article publié par la revue ”International

Mathematical Forum”, Vol. 16, 2016, no. 5, 227 - 237, HIKARI Ltd .
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Chapitre 1

GÉNÉRALITÉS SUR LA

LOCALISATION ET SUR

L’ALGÈBRE HOMOLOGIQUE

Introduction

Dans ce chapitre, composé de deux sections, nous rappelons les résultats essen-

tiels de la localisation dans un anneau non nécessairement commutatif et de l’algèbre

homologique.

Ainsi dans la section 1, nous définissons la partie multiplicative saturée S engendrée

par une partie multiplicative S d’un anneau A vérifiant les conditions de Ore à

gauche(respectivement à droite)et nous rappelons (voir [21] ) que dans un duo-anneau

A, S existe pour toute partie multiplicative S formée d’éléments réguliers.

Nous définissons ensuite l’anneau de fractions (S−1A, iSA) à gauche (respectivement

à droite) d’un anneau quelconque A relativement à une partie multiplicative saturée

S de A vérifiant les conditions de Ore à gauche (respectivement à droite) à isomor-

phisme près où iSA : A → S−1A est un morphisme d’anneaux, appelé morphisme

canonique, vérifiant les conditions de la définition 1.1.8.

12



Nous montrons ensuite la transitivité de la localisation :étant donnés deux anneaux A

et B, S et T , deux parties multiplicatives saturées de A et B respectivement vérifiant

les conditions de Ore à gauche, f : A → B un homomorphisme tel que f(S) ⊂ T ,

(S−1A, iSA) et (T−1B, iTB), les anneaux de fractions de A en S et B en T respective-

ment, alors il existe un homomorphisme f : S−1A→ S−1B tel que f(a
1
) = f(a)

1
pour

tout a élément de A et de plus (T−1B, foiSA est un anneau de fractions à gauche de

A en S.

Nous définissons également le module de fractions (S−1M,hM à isomorphisme près

où S−1M est un S−1A-module et hM : M −→ S−1M est le morphisme canonique.

On rappelle ensuite que le foncteur S−1() : A−Mod −→ S−1A−Mod est covariant,

additif, exact et préserve la projectivité.

Dans la section 2, nous rappelons d’abord le vocabulaire de l’algèbre homologique

notamment les notions de catégorie, de foncteur, de suite et chaine complexe, de

résolution injective et projective, de catégorie Comp et de foncteur homologie Hn.

Nous rappelons également la définition la définition des modules injectif, projectif et

plat et leurs caractérisations, nécessaire à l’élaboration des chapitres 3 et 4.

Nous rappelons enfin les définitions des foncteurs dérivés Ext et Tor et leurs pro-

priétés essentielles.

1.1 Section 1 : Anneaux et modules de fractions

1.1.1 Définition : Duo-anneau

Soit A un anneau, A est dit :

- duo-anneau à gauche si tout idéal à gauche est bilatère

- duo-anneau à droite si tout idéal à droite est bilatère

- duo-anneau s’il est duo-anneau à gauche et à droite
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1.1.2 Proposition

A est un duo-anneau si et seulement si ∀a ∈ A, aA = Aa

Preuve (voir [3])

1.1.3 Définition : Partie multiplicative

Soit A un anneau et S une partie non vide de A. On dit que :

— S est une partie multiplicative de A si 1A ∈ S et S est stable par multiplica-

tion, c’est à dire pour tout x, t ∈ S xt ∈ S
— S est une partie multiplicative saturée si : pour tous x, t ∈ A, xt ∈ S implique

x ∈ S S et t ∈ S.

1.1.4 Définition : Conditions de Ore

Soit S une partie multiplicative saturée d’un anneau A. On dit que S vérifie les

conditions de Ore à gauche (respectivement à droite) si :

1. ∀a ∈ A,∀s ∈ S, ils existent t ∈ S et b ∈ A tels que ta = bs (respectivement

at = sb). On dit que S est permutable à gauche (respectivement à droite).

2. ∀a ∈ A,∀s ∈ S tel que as = 0 (respectivement sa = 0), alors il existe t ∈ S
tel que ta = 0 (respectivement at = 0) . On dit que S est réversible à gauche

(respectivement à droite).

1.1.5 Exemple

— L’ensemble des éléments réguliers (c’est à dire non diviseurs de zéro) d’un duo-

anneau A est une partie multiplicative saturée de A qui vérifie les conditions

de Ore à gauche et à droite (voir [21]) ;

— Si s est un élément régulier d’un duo-anneau A, l’ensemble

S = {sk, k ∈ N} est une partie multiplicative saturée de A qui vérifie les

conditions de Ore à gauche et a droite (voir [21]).
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— Si A est un anneau et P un idéal premier de A, alors le complémentaire de P

est une partie multiplicative saturée de A (voir [21]).

— Si P est un idéal premier de A ; alors l’ensemble des éléments réguliers du

complémentaire de P est une partie multiplicative saturée de A qui vérifie les

conditions de Ore à gauche et à droite (voir [21]).

En particulier Si A est un duo-anneau intègre , alors :

— A − {0} est une partie multiplicative saturée de A qui vérifie les conditions

de Ore a gauche et à droite.(voir [21])

— Si P est un idéal premier de A alors A−P est une partie multiplicative de A

qui vérifie les conditions de Ore à gauche et à droite.

1.1.6 Définition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative de A.

On appelle partie multiplicative saturée engendrée par S, la plus petite partie mul-

tiplicative saturée contenant S notée S si elle existe.

1.1.7 Proposition

Soit A un duo-anneau et S une partie multiplicative non vide de A formée

d’éléments réguliers. Alors S engendre une partie multiplicative saturée S qui vérifie

les conditions de Ore.

Preuve

Soit F l’ensemble des parties saturées de A contenant S et qui vérifient les condi-

tions de Ore à gauche. F n’est pas vide, en effet, l’ensemble des éléments réguliers de

A est une partie multiplicative saturée de A contenant S et qui vérifie les conditions

de Ore( voir [21]).

Donc la plus petite partie multiplicative saturée de A contenant S et qui vérifient

les conditions de Ore est appelée partie multiplicative saturée engendrée par S.
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1.1.8 Exemples

— Si S est une partie multiplicative saturé qui vérifie les conditions de Ore, alors

S̄ = S.

— Soit A un duo-anneau et s un élément régulier de A, on a

S̄ = {1, s, s1, s2, s3, · · · }

1.1.9 Définition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée de A. Un anneau B

est dit anneau de fractions à gauche de A par rapport à S s’il existe un morphisme

d’anneaux i : A→ B vérifiant :

1. ∀ s ∈ S, i(s) est inversible dans B

2. ∀ b ∈ B, il existe a ∈ A et s ∈ S tels que b = i(s)−1i(a)

3. Si i(a) = 0, alors sa = 0∀ s ∈ S.

1.1.10 Notation et Définition

S’il existe un anneau B vérifiant les conditions de la Définition 1-1-8, on dit

que (B, i) est un anneau de fractions à gauche de A relativement à S.

Si S est une partie multiplicative saturée de A et si l’anneau de fractions de A en S

existe, on le note par (S−1A, iSA) ou S−1A s’il n’y a pas de confusion où iSA : A→ S−1A

est le morphisme canonique. Si a ∈ A, on note iSA(a) = a
1
.

1.1.11 Remarques

1. LorsqueA n’est pas intègre, l’application iSA : A→ S−1A n’est pas nécessairement

injective.

Par exemple soit A = Z/6Z et P =
〈
2
〉

=
{

0, 2, 4
}

. C’est un idéal maximal de

A car A/P
∼= Z/2Z qui est un corps. Donc A/P =

{
1,−1, 3

}
est une partie
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multiplicative.

Comme 2.3 = 0 alors le noyau de iSA contient 2 donc ker(iSA) = P 6=
{

0
}

. Par

conséquent iSA n’est pas injectif.

2. Le noyau de iSA est l’ensemble des éléments a ∈ A tels qu’il existe s ∈ S

vérifiant s.a = 0

3. S’il existe dans S des éléments nilpotents, on a 0 ∈ S et S−1A = {0}

1.1.12 Proposition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée de A. Supposons que

A admet un anneau de fractions à gauche (S−1A, iSA) relativement à S.

Alors l’application iSA : A→ S−1A est :

1. injectif si et seulement si S ne contient aucun diviseur de zéro

2. bijectif si et seulement tout élément s ∈ S est inversible dans A

Preuve (voir [21])

1.1.13 Proposition (Propriété universelle des anneaux de frac-

tions)

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée de A. Supposons que

A admet un anneau de fractions à gauche (B, i) relativement à S. Alors pour tout

anneau B′ et pour tout morphisme d’anneaux f : A → B′ tel f(s) soit inversible

dans B′ pour tout s ∈ S, il existe un unique morphisme d’anneaux f : B → B′ tel

que foi = f , en d’autres termes f rend le diagramme suivant commutatif :
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A B′

B

i

f

f̄

Preuve

Si f existe, on a nécessairement, pour tout a ∈ A,

foi(a) = f(a). Alors pour s 6= 0, 1 = f(1) = f(i(s)i(s)−1) = f(s)f(i(s)−1) entraine

que f(i(s)−1) = f(s)−1. Enfin, comme a
s

= i(a)i(s)−1, nécessairement f doit vérifier

f(a
s
) = f(a)f(s)−1

Ceci montre que f , s’il existe, est nécessairement unique.

Montrons maintenant que f est bien définie. Si a
s

= b
t
, alors il existe u ∈ S tel que

u(at− bs) = 0 (voir [21]).

D’où f(u)f(a)f(t) = f(uat) = f(ubs) = f(u)f(b)f(s). Comme f(s), f(t), f(u) sont

inversibles, on en déduit que f(a)f(s)−1 = f(b)f(t)−1 ;

Donc f(a
s
) = f( b

t
), ce qui montre que f est bien définie. En outre, la relation montre

que f est un homomorphisme d’anneaux.

1.1.14 Proposition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée de A .Supposons que

(B, i) et (B′, i′) sont deux anneaux de fractions de A relativement à S. Alors B ∼= B′.

Preuve

Soit (B, i) et (B′, i) deux anneaux de fractions à gauche de A en S. Montrons que

B ∼= B′. Il suffit de montrer l’existence d’un isomorphisme ϕ : B −→ B′ qui rend le

diagramme suivant commutatif :
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A B′

B

i

i′

ϕ

Comme (B, i) et (B′, i′) vérifient la propriété universelle de la localisation, il existe

respectivement deux homomorphismes ϕ et ϕ′ tels que ϕ o i = i ′ et ϕ ′ o i ′ = i.

On a alors ϕ ′ o (ϕ o i) = i ⇒ (ϕ′oϕ) o i = i. Donc pour tout a ∈ A, on a i(a) = a
s
.

D’où pour tout a ∈ A, (ϕ′oϕ) o i(a) = i(a)⇒ (ϕ′oϕ) (a
s
) = a

s
. Donc ϕ ′ oϕ = 1B.

De même , on montre que ϕ oϕ ′ = 1B ′ .

Par conséquent ϕ est un isomorphisme.

1.1.15 Proposition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée. Alors A admet un

anneau de fraction à gauche si et seulement si A vérifie les conditions de Ore à

gauche relativement à S.

Preuve (voir [21])

1.1.16 Définition et Proposition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions

de Ore à gauche. La relation R définie sur S × A par

(s1, a1)R(s2, a2) ⇔ ∃t ∈ S tel que t(s1a2 − s2a1) = 0 est une relation d’équivalence.

Posons S−1A = S × A/R le quotient de S × A par R et notons (s, a) = a
s

la classe

d’équivalence de (s, a). On définit sur S−1A les deux lois de composition internes

suivantes :

”+” : a
t

+ b
s

= xa+yb
yt

où x, y ∈ S tel que xt = ys

”×” : a
t
× b

s
= zb

wt
où (w, z) ∈ S × A tels que wa = zs

Alors (S−1A,+,×) est un anneau de fractions à gauche ou localisation de A en S
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Preuve (voir [21])

1.1.17 Exemples

1) L’ensemble des éléments réguliers d’un anneau A forment une partie multi-

plicative saturée vérifiant les conditions de Ore (voir [21]) notée AX . Alors

(AX)−1A est un anneau de fractions de A en AX appelé anneau total des

fractions de A. L’homomorphisme de localisation dans ce cas est injectif.Si A

intègre, (AX)−1A est un corps appelé corps des fractions de A

2) Si A est un duo-anneau intègre et P un idéal premier de A, alors A − P est

une partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions de Ore (voir [21])

alors (A− P )−1A est un anneau de fractions appelé localisé de A en P , on le

note AP

1.1.18 Proposition ( Transitivité des anneaux de fractions )

Soient A et B deux anneaux ; S et T deux parties multiplicatives saturées de A

et B respectivement vérifiant les conditions de Ore à gauche, f : A → B un homo-

morphisme tel que f(S) ⊂ T .

1. Alors il existe un homomorphisme f : S−1A→ S−1B tel que f(a
1
) = f(a)

1
pour

tout a élément de A.

2. Si de plus T est contenue dans la partie multiplicative de B engendrée par

f(S), alors si f est surjectif (respectivement injectif) alors il en est de même

pour f .
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Preuve

1. Il s’agit de montrer qu’il existe un homomorphisme f : S−1A→ T−1B unique

rendant le diagramme commutatif

A
f−→ B

iSA ↓ ↓ iTB
S−1A

G(t)−→ T−1B

Or la relation f(S) ⊂ T entraine que iTB(f(S)) est inversible dans T−1B pour

tout s ∈ S.

En appliquant la propriété universelle à l’anneau de fractions (S−1A, iSA) , il

existe un morphisme g : S−1A −→ B rendons le diagramme suivant commu-

tatif : C’est-à- dire f = g ◦ iSA

A B′

S−1A

iSA

f

g

De même en appliquant la propriété universelle à (T−1B, iTB) , il existe f :

S−1A→ T−1B rendant le diagramme suivant commutatif :

S−1A B

T−1B

g

f̄
iTB

On a alors f = iTB ◦ g
Par conséquent le diagramme suivant est commutatif.

S−1A B

S−1A T−1A

iSA

g

iTB

f̄

On a alors f ◦ iSA = iTB ◦ f et pour

a ∈ A f ◦ iSA(a) = iTB ◦ f(a) =⇒ f(a
1
) = f(a)

1

On déduit que pour tout a ∈ A et s ∈ S, on a f(a
s
) = f(a)

f(s)
(1)
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2. Supposons que T soit contenue dans une partie multiplicative engendré par

f(S) qui n’est rien d’autre que f(S). Il en résulte de (1) que si f est surjectif,

il en est de même pour f .

Supposons maintenant que f est injectif. Soit a
s

un élément de noyau de f .

Comme la partie multiplicative engendrée par T est f(S), il y a un élément

s1 ∈ S, tel que f(s1)f(a) = 0, d’où f(s1a) = 0 et par suite s1a = 0. Puisque

f est injectif on a alors a
s

= 0, ce qui montre que f est injectif

1.1.19 Proposition et Définition

Soient A un duo-anneau, M un A-module à gauche S un sous ensemble non vide

de A formé d’éléments réguliers, s un élément de S. Alors l’application

µs : M →M

m 7→ sm

est bijective pour tout s ∈ S si et seulement si M est un S−1A-module. On appelle

module de fractions à gauche de M relativement à S, tout couple (P, hp) où P est

un S−1A-module à gauche (c’est à dire

µs : P → P

p 7→ sp

) est bijective pour tout s ∈ S et hp : M −→ P appelé morphisme canonique, qui

est solution du problème universel :

M P

M ′

ϕ
h

ϕ̄

C’est à dire si ϕ : M −→M ′ est un morphisme de A-module à gauche où M ′ est un

S−1A-module, alors il existe un unique morphisme ϕ : P −→M ′ tels que ϕ ◦ h = ϕ
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Notation

Le module de fractions à gauche de M relativement à S, s’il existe, est noté par

(S−1M,h) ou S−1M s’il n’y a pas de confusion.

1.1.20 Proposition

Soit A un duo-anneau et S une partie non vide de A formée d’éléments réguliers.

Alors si la localisation de M en S existe, il est unique à isomorphisme près.

Preuve

Soient (P, h) et (P ′, h′) deux localisations de M en S. Montrons que P ∼= P ′. Il

suffit de montrer l’existence d’un isomorphisme ϕ : P −→ P ′ qui rend le diagramme

suivant commutatif :

M P ′

P

h

h′

ϕ

Comme (P, h) et (P ′, h′) vérifie la propriété universelle de la localisation, il existe

respectivement deux homomorphismes ϕ et ϕ′ tels que ϕ ◦ h = h′ et ϕ′ ◦ h′ = h. On

a alors ϕ′ ◦ (ϕ ◦ h) = h =⇒ (ϕ′ ◦ ϕ) ◦ h = h. D’où ϕ′ ◦ ϕ = 1P comme h est injectif.

De même ϕ ◦ (ϕ′ ◦ h′) = h′ =⇒ (ϕ ◦ ϕ′) ◦ h′ = h′. D’où ϕ ◦ ϕ′ = 1P ′ comme h′ est

injectif, par conséquent ϕ est un isomorphisme

1.1.21 Proposition et Définition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée qui vérifie les condi-

tions de Ore à gauche. La relation binaire R définie sur S × A par

(s,m)R(s′,m′)⇔ ∃x, y ∈ S tel que{
xy = ym′

xs = ys′
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est une relation d’équivalence. Posons S−1M = S ×M/R le quotient de S ×M par

R et notons (s,m) = m
s

la classe d’équivalence de (s,m). Alors

1) S−1A est muni d’une structure d’anneau de manière que si a
t

et b
s
∈ S−1A

alors a
t

+ b
s

= xa+yb
yt

où x, y ∈ S sont tels que xt = ys et a
t
× b

s
= zb

wt
où

(w, z) ∈ S × A

2) S−1M est muni d’une structure de S−1A module à gauche de manière que si
a
t
∈ S−1A, m

s
et m′

s′
∈ S−1M alors m

s
+ m′

s′
= xm+ym′

ys
où x, y ∈ S sont tels que

xs = ys′ et a
t
• m

s
= zm

wt
où (w, z) ∈ S × A est tel que wa = zs

Le S−1A-module S−1M est appelé module de fractions de M en S

Preuve (voir [21])

1.1.22 Proposition et Définition

Soient A un anneau, S une partie multiplicative non vide de A vérifiant les

conditions de Ore à gauche, M un A-module à gauche et S−1M un module de

fractions de M en S. Alors
iSM : M → S−1M

m 7→ m
1

est un homomorphisme de A-module à gauche. Il est dit morphisme canonique.

1.1.23 Théorème

Soient A un anneau, S une partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions

de Ore à gauche. Alors la relation S−1() : A −Mod −→ S−1A −Mod qui a tout

M ∈ A−Mod fait correspondre S−1M et à tout morphisme de A-module à gauche

f : M −→M ′ fait correspondre S−1f est un foncteur covariant additif et exact.
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Preuve (voir [21])

1.1.24 Théorème

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée de A qui vérifie les

conditions de Ore à gauche. Alors le foncteur S−1() préserve la projectivité. C’est

à dire si M est A-module à gauche projectif alors Soient A un anneau et S une

partie multiplicative saturée de A qui vérifie les conditions de Ore à gauche. Alors le

foncteur S−1(M) est un S−1(A)-module à gauche projectif.

Preuve (voir [21])

1.2 Section 2 : Foncteurs dérivés Ext et Tor

1.2.1 Définition

Soit A un anneau et M un A-module à gauche (respectivement à droite). On

appelle suite complexe(ou résolution complexe) à gauche(respectivement à droite)

associée à M , toute suite de morphismes de A-module de la forme

0 −→ M
d0−→ M1

d1−→ M2
d2−→ M3 −→ · · · −→ Mn

dn−→ Mn+1 −→ · · · où

dn+1odn = 0∀n ∈ N (respectivement · · · −→ Mn+1
dn−→ Mn

dn−1−→ · · · −→ M2
d1−→

M1
d0−→M −→ 0 où dnodn+1 = 0 ∀ n ∈ N

Une résolution à gauche(respectivement à droite) est dite injective (respectivement

projective)siMn est injectif (respectivement projectif)∀n ≥ 1. On note par(M)chacune

des suites complexes.

1.2.2 Remarque

On définit de manière générale une suite complexe notée (M), par toute suite de

morphisme de modules : · · · −→Mn+1
dn+1−→ Mn

dn−→ · · · où dnodn+1 = 0 ∀ n ∈ Z
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1.2.3 Proposition

Tout A-module M à gauche (respectivement à droite)admet une résolution com-

plexe injective notée EM et une résolution complexe projective notée PM .

Preuve (voir [23])

1.2.4 Définition

Soient (M) et (M ′) deux suites complexes à gauche(respectivement à droite). On

appelle chaine complexe à gauche (respectivement à droite) de (M) vers (M ′), toute

famille d’homomorphismes (fn : Mn → M
′
n)n ∈ N tels que le diagramme suivant

soit commutatif :

0 −→M
d0−→M1

d1−→M2
d2−→ · · · −→Mn

dn−→Mn+1 −→ · · ·
↓ f ↓ f1 ↓ f2 ↓ f ′n ↓ f ′n+1

0 −→M
′ d

′
0−→M

′
1

d
′
1−→M

′
2

d
′
2−→ · · · −→M

′
n

dn−→M
′
n+1 −→ · · ·

(respectivement :

0 −→ Pn+1
en−→ Pn −→ · · · −→ P2

e1−→ P1
e0−→M −→ 0

↓ gn+1 ↓ gn ↓ g2 ↓ g1 ↓ f

0 −→ P
′
n+1

e
′
n−→ P

′
n −→ · · · −→ P

′
2

e
′
1−→ P

′
1

e
′
0−→M

′ −→ 0)

1.2.5 Remarque

On définit de manière général une chaine complexe notée f : M −→M ′ où M et

M ′ sont deux complexes, toute famille de morphismes fn : Mn −→ M
′
n telle que le

diagramme suivant soit commutatif

· · · −→Mn
dn−→Mn−1 −→ · · ·

↓ fn ↓ fn−1

−→Mn
dn−→Mn−1 −→

C’est-à-dire pour n ∈ Z, fn−1 ◦ dn = dn ◦ fn
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1.2.6 Définition

Une catégorie notée C est la donnée

i) d’une classe d’objets noté Ob(C)

ii) Pour tous objets X, Y de C, d’un ensemble noté HomC(X, Y ) dont les

éléments sont appelés morphismes de source X et de but Y

iii) Pour tout triplet (X, Y, Z) d’objets de C, d’une application

θ(X, Y, Z) : HomC(X, Y )×HomC(Y, Z) −→ HomC(X, Y )

(f, g) −→ g ◦ f

Cette application est la composée du morphisme f suivi du morphisme g.

Ces données doivent satisfaire aux trois axiomes suivants :

(a) si (X, Y ) et (X ′, Y ′) sont deux couples d’objets de C différents, alors

HomC(X, Y ) ∩HomC(X ′, Y ′) = Ø

(b) La composition des morphismes est associative c’est-à-dire pour tout qua-

druplet (X, Y, Z, T ) d’objets de C et pour tout triplet (f, g, h) où f ∈
HomC(X, Y ), g ∈ HomC(Y, Z) et h ∈ HomC(Z, T ) on a h ◦ (g ◦ f) =

(h ◦ g) ◦ f

Pour tout objet X de C, il existe un morphisme noté idX ou 1X ∈ HomC(X,X) tel

que pour tout f ∈ HomC(X, Y ) et pour tout g ∈ HomC(Y,X), on a f ◦ 1X = f et

1X ◦ g = g

1.2.7 Notation

Dans la suite si Xob(C), le morphisme f ∈ HomC(X, Y ) sera noté f : X −→ Y .

Si X est un objet de C, on note X ∈ C

1.2.8 Définition

Soit E et D deux catégories. On appelle :
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1. Foncteur Covariant F : E −→ D la donnée :

a) Pour tout objet A de E d’objet F (A) de D

b) Pour tout morphisme f : A −→ B de E d’un morphisme F (f) : F (A) −→
F (B) de D

c) Si f : A −→ B et g : B −→ C sont deux morphismes de E, alors F (g◦f) =

F (g) ◦ F (f)

d) ∀A ∈ Ob(E), F (1A) = 1F (A)

2. Foncteur Contravariant : F : E −→ D la donnée :

a) Pour tout objet A de E d’un objet F (A) de D

b) Pour tout morphisme f : A −→ B de E, d’un morphisme F (f) : F (B) −→
F (A) de D

c) Pour tout morphisme f : A −→ B et g : B −→ C de E alors F (g ◦ f) =

F (f) ◦ F (g)

d) Pour tout objet A de E, F (1A) = 1F (A)

1.2.9 Exemple

Soit E une catégorie, A ∈ Ob(E) on définit les deux foncteurs

HomE(A,−) : E −→ Ens où Ens est la catégorie des ensembles et

HomE(−, A) : E −→ Ens par :

1. a) ∀B ∈ Ob(E), HomE(A,−)(B) = HomE(A,B)

b) Soit f ∈ HomE(B,C), on a

HomE(A,−)(f) = HomE(A, f) : HomA(A,B)→ HomE(A,C)

ϕ 7→ f ◦ ϕ

On montre que le foncteur HomE(A,−) est covariant

2. a) ∀B ∈ Ob(E), HomE(−, A)(B) = HomE(A,B)
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b) Soit f ∈ HomE(B,C), on a

HomE(−, A)(f) : HomE(C,A)→ HomE(B,A)

ϕ 7→ ϕ ◦ f

On montre que HomE(−, A) est un foncteur contravariant.

1.2.10 Définition

Soient E et D deux catégories, F et G deux foncteurs de E dans D.On appelle

morphisme fonctoriel ou transformation naturelle φ : F → G la donnée :

a) Pour tout A ∈ Ob(E) il existe φ : F (A)→ G(A)

b) Pour tout morphisme f : A → B le diagramme suivant est commutatif (on

suppose que F et G sont covariants) :

F (A)
F (t)−→ F (B)

↓ φA ↓ φB
G(A)

G(t)−→ G(B)

c’est à dire : G(f) ◦ φA = φA ◦ F (f)

Si F et G sont contravariants, on a diagramme commutatif suivant :

F (B)
F (t)−→ F (A)

↓ φB ↓ φA
G(B)

G(t)−→ G(A)

c’est à dire G(f) ◦ φB = φA ◦ F (f)

1.2.11 Proposition et Définition : Catégorie des foncteurs

Soient E et D deux catégories, F la classe des foncteurs covariants de E dans D.

Alors on définit la catégorie des foncteurs notée F de la manière suivante :

1. Les objets de F sont des foncteurs de E dans D
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2. Les morphismes de F sont des transformations naturelles (ou morphisme fonc-

torielles) ϕ : F → G.

est définit par :

a) Pour tout objet A de E on a : ϕA : F (A)→ G(A)

b) Pour tout morphisme f : A→ A′ de E le diagramme suivant est commutatif

F (A)
ϕA−→ G(A)

↓ F (f) ↓ G(f)

F (A′)
ϕA′−→ G(A′)

Si F ∈ F , on a 1F : F → F tel que 1F (A) : F (A)
F (1A)−→ F (A)

Soit f : A→ A′ un morphisme de E le diagramme suivant est commutatif

F (A)
F (1A)−→ F (A)

↓ F (f) ↓ F (f)

F (A′)
F (1A′ )−→ F (A′)

En effet F (f) ◦ F (1A) = F (f ◦ 1A) = F (f)

1.2.12 Proposition et Définition

On appelle foncteur homologie noté Hn le foncteur défini par : Hn : COMP −→
Ab où Ab est la catégorie des groupes abéliens et Comp, la catégorie des complexes.

Hn est un foncteur additif covariant.

a) Action sur les objets de COMP

Soit A ∈ Ob(COMP ) on a Hn(M) = ker(dn)/Im(dn+1 avec

M : · · · −→Mn+1
dn+1−→ Mn

dn−→Mn−1 −→ · · ·
NB :ker(dn)/Im(dn+1) a un sens car dn ◦ dn+1 = 0 =⇒ Im(dn+1 ⊂ ker(dn)

b) Action sur les morphismes de COMP

Soit f ∈ HomCOMP (M,M ′) : f : M −→M ′ on définitHn par :
Hn(f) : Hn(M)→ Hn(M

′
)

zn 7→ Hn(f)(zn) = fn(zn)
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avec zn = zn + Im(dn+1 et fn(zn) = fn(zn) + Im(d
′
n+1 où f : A −→ A′ est la

chaine défini par :

A :−→ An+1
dn+1−→ An

dn−→ An−1

f ↓ fn+1 ↓ fn ↓ fn−1 ↓
A′ :−→ A

′
n+1

dn+1−→ A
′
n

dn−→ A
′
n−1

Preuve

Montrons que Hn(f) est bien défini

Soit zn ∈ ker(dn) =⇒ dn(zn) = Ofn−1 ◦ dn(Zn) = 0 =⇒ dn ◦ fn(zn) = 0 =⇒ fn(zn) ∈
ker(d

′
n) donc fn(zn) + Im(d

′
n+1) ∈ ker(d′n/Im(d

′
n+1) = Hn(A′). Soit Zn ∈ Im(dn+1,

montrons que fn(zn) ∈ Im(d
′
n+1 on a zn ∈ Im(dn+1 alors ∃zn+1 ∈ An+1 tel que

dn+1(zn+1) = zn =⇒ fn ◦ dn+1(zn+1) =⇒ d
′
n+1 ◦ fn+1(zn+1) = fn(zn) ∈ Im(d

′
n+1 d’où

Hn(f)(zn) = 0 zn = yn =⇒ zn − yn = 0zn − yn ∈ Im(dn+1) donc Hn(f)(zn − yn) =

fn(zn − yn) = 0 si =⇒ fn(zn)− fn(yn) = 0 =⇒ Hn(f)(yn)

(*) De plus on a :Hn(f)(zn+yn) = Hn(f)(zn + yn) = fn(zn + yn) = fn(zn) + fn(yn) =

fn(zn)+fn(yn) = Hn(f)(zn)+Hn(f)(yn) D’où Hn(f) est un morphisme groupe

(**) Hn(g ◦ f)(zn) = (gn ◦ fn)(gn(fn(zn))) = Hn(g)(fn(zn)) = Hn(g)[Hn(f(zn))]

d’où Hn(g ◦ f) = Hn(g) ◦Hn(f) donc Hn est un foncteur covariant

(***)
Hn(1A) : Hn(A)→ Hn(A

′
)

zn 7→ Hn(f)fn(zn) = (zn)
donc Hn(1A) =1 Hn(A)

(****) Hn(f + g) = Hn(f) + Hn(g) où f et g sont deux châınes, Hn est alors un

foncteur additif

1.2.13 Définition (Notion de chaine nullhomotopique)

Soit A→ A′ la châıne complexe correspondant au diagramme ci-dessous :

Thése Unique � Localisation et algèbre des polynômes dans un duo-anneau - Propriétés homologiques
du foncteur S−1() � UCAD-EDMI − Daouda FAYE − Mai 2016 − Page 31



On dit que f est nullhomotopique si pour tout entier relatif n, il existe deux homomor-

phismes Sn : Mn →M
′
n+1 et Sn−1 : Mn−1 →Mn tels que : fn = Sn−1 ◦ dn + d

′
n+1 ◦Sn

1.2.14 Définition (Châınes homotopiques)

Soient f et g deux châınes complexes de M vers M ′. On dit que f est homotopique

à g si (f − g) est nullhomotopique.

1.2.15 Théorème

La relation d’homotopie est une relation d’équivalence.

Preuve

o) Réflexivité

Soit f la châıne complexe (fn : Mn → M
′
n)n∈Z . La châıne f − f est la châıne

nulle : (0 : Mn →M
′
n)n∈Z . Il suffit pour tout n de prendre les homomorphismes

nuls Sn : Mn →M
′
n+1 et Sn−1 : Mn−1 →M

′
n.

On a bien pour tout n, f − f = 0 = Sn−1 ◦ dn + d
′
n+1 ◦ Sn

o) Symétrie

Supposons f homotopique à g. Pour tout n entier, on a :

fn − gn = Sn−1 ◦ dn + d
′
n+1 ◦ Sn ⇒ gn − fn = −Sn−1 ◦ d

′
n − d

′
n+1 ◦ Sn.

Il suffit de poser S
′
n−1 = −Sn−1 et S

′
n = −Sn pour avoir pour tout entier

relatif n : gn − fn = S
′
n−1 ◦ dn − d

′
n+1 ◦ S

′
n.

La relation d’homotopie est symétrique.

o) Transitivité

Soient f , g et h trois châınes complexes telles que f homotopique à g et g
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homotopique à h. Pour tout entier n, on a les familles d’homomorphismes Sn

et S
′
n de Mn vers M

′
n telles que :

fn − gn = Sn−1 ◦ dn + d
′
n+1 ◦ Sn et gn − hn = S

′
n−1 ◦ dn + d

′
n+1 ◦ S

′
n.

On en déduit : fn − hn = Sn−1 ◦ d
′
n + d

′
n+1 ◦ [Sn − S

′
n].

D’où f homotopique à h.

Conclusion : la relation d’homotopie est une relation d’équivalence.

1.2.16 Théorème

Soit f et g deux châınes complexes de M vers M ′.

Si f et g sont homotopiques, alors ∀n ∈ Z,Hn(f) = Hn(g)

Preuve

Soient f et g deux châınes homotopiques (voir diagramme ci-dessous).

Pour tout entier n on a : fn − gn = Sn−1 ◦ dn + d
′
n+1 ◦ Sn.

Soit Zn ∈ Kerdn.

[fn − gn](Zn) = Sn−1 ◦ dn(Zn) + d
′
n+1 ◦ Sn(Zn)

= S
′
n−1(0) + d

′
n+1 ◦ Sn(Zn)

= d
′
n+1 ◦ Sn(Zn) ∈ Imd

′
n+1 Par suite Hn(f − g)(Zn) = 0 = (fn − gn)(Zn) =

fn(Zn)− gn(Zn) = fn(Zn)− gn(Zn) = Hn(f)(Zn)−Hn(g)(Zn) = 0

On en déduit que : Hn(f) = Hn(g).
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1.2.17 Théorème (premier Théorème de comparaison)

On considère le diagramme (3) suivant où les lignes sont des complexes, f un

homomorphisme de module de M vers M ′ :

99K X2
d2−→ X1

d1−→ X0
ε−→M −→ 0

↓ f

99K X
′
2

d
′
2−→ X

′
1

d
′
1−→ X

′
0

ε
′

−→M ′ −→ 0

Si les Xp sont tous projectifs et la ligne du bas exacte, alors il existe une châıne

f : XM −→ XM ′ rendant le diagramme ci-suivant commutatif :

X0
ε−→M

↓ f0 ↓ f

X
′
0

F
′

−→M
′

En plus, cette châıne est unique à l’homotopie près.

Remarque

On dit que f est une châıne au dessus de f .

Preuve

a) Existence de la châıne f : XM → XM ′

Procédons par réccurence.

i) Posons u = f ◦ ε : XM →M ′

X0

X
′
0 M ′ 0

f0
f◦ε

ε′

Par hypothèse, ε′ est un épimorphisme

(la suite du bas dans le diagrame 3 étant exacte) et X0 est projectif.

Donc il existe f0 : X0 → X
′
0 tel que u = f ◦ ε = ε′ ◦ f0
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ii) Supposons que, pour tout n naturel, fn : Xn → X
′
n existe jusqu’a l’ordre

k, k entier naturel.

Montrons que Imfk ◦ dk+1 ⊂ Imd
′

k+1. Il existe alors Zk+1 ∈ Xk+1 tel que

fk ◦ dk+1(Zk+1)Z
′

k. On en déduire d
′

k(Z
′

k) = d
′

k ◦ fk ◦ dk+1(Zdk+)

La commutativité du diagramme précédent permet de dire que : d
′

k ◦ fk =

fk−1 ◦ dk
Par conséquent : d

′

k(Z
′

k) = fk−1(dk ◦ dk+1)(Zk−1)

Or dk ◦dk+1 = 0 (les lignes étant des suites complexes) ; par suite d
′

k(Z
′

k) =

fk−1(0) = 0

D’où Z
′

k ∈ Imd
′

k. Comme la ligne du base est exacte, on a Z
′

k ∈ Imd
′

k+1 =

KerZ
′

k.

On a bien : Imfk ◦ d
′

k+1 ⊂ Imdk+1

Considérons maintenant le diagramme ci-dessous.

Xn+1

X
′
n+1 Imd

′

k 0

fk+1

fk◦dk+1

d
′
k+1

d
′

k+1 : X
′

k+1 → Imd
′

k+1 induit un monomorphisme et X
′

k+1 est projectif.

Donc il existe fk+1 : Xk+1 → X
′

k+1 tel que d
′

k+1 ◦ fk+1 = fk ◦ dk+1

i) et ii) permet de conclure à l’existence d’une châıne f : XM → XM ′

b) Montrons l’unicité de f à l’homotopie près. Soient f et h : XM → XM ′ deux

chaines rendant respectivement les deux diagrammes ci-après commutatifs :

Procédons là aussi par la récurrence en posant : S−1 : {0} → X
′
0

i) Cas où n = 0
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X0 M

X
′
0 M ′

ε

f0 f

ε′

X0 M

X
′
0 M ′

ε

h0 f

ε′

X2 X1 X0 0

X
′
2 X

′
1 X

′
0 0

f2−h2

d2

S1

f1−h1

d1

S0

f0−h0 S−1

d
′
2 d

′
1

Par hypothèse, X0 est projectif et d
′
1 de X

′
1 vers X

′
0 est un épimorphisme.

Il existe alors, S0 : X0 → X
′
1 tel que : f 0 − h0 = d

′
1 ◦ S0.

En remarquant que S−1 ◦ 0 : X0 → X
′
0 est le morphisme nul, on a :

f 0−h0 = S−1 ◦0+d
′
1 ◦S0. Notons (R0) cette relation est vraie pour n = 0.

ii) Soit n un entier naturel fixé. Supposons que la relation : (Rk) : fk − hk =

Sk−1◦d
′

k+d
′

k+1◦Sk notée (Rk) est vraie pour tout k entier naturel inférieur

où égal à n.

Montrons que (Rn+1) est vraie.

Considèrons le diagramme ci-dessous

. . . Xn+2 Xn+1 Xn Xn . . .

. . . X
′
n+2 X

′
n+1 X

′
n X

′
n−1 . . .

fn+2−hn+2

dn+2

Sn+1
fn+1−hn+1

dn+1

Sn
fn−hn

Sn−1
d
′
n+2 d

′
n+1

Montrons d’abord que Im[fn+1 − hn+1 − Sn ◦ dn+1] ⊂ Imd
′
n+2.

Rappelons que dans le diagramme ci-dessus la ligne du bas est exacte.

Donc Imd
′
n+2 = Kerd

′
n+1.

Soit Z
′
n+1 ∈ Im[fn+1 − hn+1 − Sn ◦ dn+1].

Notons Zn+1 un élément de Xn+1 tel que [fn+1−hn+1−Sn ◦dn+1](Zn+1) =

Z
′
n+1.

Il suffit de montrer que d
′
n+1(Z

′
n+1) = 0
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d
′
n+1(Z

′
n+1) = d

′
n+1 ◦ [fn+1 − hn+1 − Sn ◦ dn+1](Zn+1)

= [d
′
n+1 ◦ (fn+1 − hn+1)− d′n+1 ◦ Sn ◦ dn+1](Zn+1)

= [(fn − hn) ◦ dn+1 − [fn − hn − Sn−1 ◦ dn] ◦ dn+1](Zn+1)

= Sn−1 ◦ [dn ◦ dn+1](Zn+1)

= Sn−1 ◦ (0)

d
′
n+1(Z

′
n+1) = 0 (car dn ◦ dn+1 = 0)

Par suite, Im[fn+1 − hn+1 − Sn ◦ dn+1] ⊂ Imd
′
n+2 = Kerd

′
n+1.

Prouvons maintenant l’existence de Sn+1 : Xn+1 → X
′
n+2.

Considérons le shéma ci-dessous :

Xn+1

X
′
n+1 Imd

′
n+2 0

Sn+1

fn+1−hn+1−Sn◦dn+1

d
′
n+1

On sait que Xn+1 est projectif et d
′
n+2 est un épimorphisme.

D’où l’existence de Sn+1 : Xn+1 → X
′
n+2 tel que fn+1−hn+1−Sn ◦ dn+1 =

d
′
n+2Sn+1

Ceci qui nous donne : fn+1 − hn+1 = Sn ◦ dn+1 + d
′
n+2 ◦ Sn+1 pour tout

entier n.

Par suite f et h sont homotopiques.

Ce qui achève la démonstration du théorème.

1.2.18 Théorème (Deuxième Théorème de comparaison)

On considère le diagramme suivant où les lignes sont des complexes, f un homo-

morphisme de A-module de M vers M ′

0 99KM
ε−→ Y0

d0−→ Y1
d1−→ Y2 99K

↓ f ↓ f0

0 99KM ′ ε′−→ Y
′

0

d
′
0−→ Y

′
1

d
′
1−→ Y

′
2 99K

Si les Y
′
p sont injectifs et la ligne du haut exacte, alors il existe une châıne
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f : YM −→ Y
′

M ′ rendant le diagramme ci-dessous commutatif

M
ε−→ Y0

↓ f ↓ f0

M
′ ε

′

−→ Y
′

En plus, cette châıne f est unique à homotopie près

Preuve

La preuve est analogue à celle du Théorème 1.2.17

1.2.19 Proposition

Étant donné un foncteur covariant T : A−Mod −→ Ab, on définit son foncteur

dérivé à gauche noté LnT , n ∈ Z de la façon suivante :

a) Pour un A-module M , LnT (M) = Hn(TPM) = KerTdn/ImTdn+1

b) Pour un homomorphisme de module f : M −→M ′,
LnT (f) : Ln(A) −→ LnT (M

′
)

zn −→ Hn(Tf)[zn]

(f étant la châıne au dessus de f). En plus, chaque foncteur dérivé LnT est

un foncteur covariant additif.

Preuve

i) Action de LnT sur un objet M de A−Mod

Dans la définition, l’action de LnT sur un module M à pour préalable le

choix d’une résolution projective de M . Une résolution projective de M n’est

pas définie de manière univoque, il se pose une question de taille : ”LnT (M)

dépend-elle de la résolution projective choisie ?”.

La réponse à cette question nécessite l’intervention d’une notion non encore
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abordée : celle de ”foncteur naturellement équivalent”. Nous admettons pro-

visoirement que LnT (M) ne dépend pas de la résolution projective choisie.

ii) Action de LnT sur un morphisme de A-module

Soit f : M −→M ′ un morphisme deA-module. Considérons les deux résolutions

projectives respectives de M et M ′ indiquées dans le schéma suivant :

99K P2
d2−→ P1

d1−→ P0
ε−→M −→ 0

↓ f2 ↓ f1 ↓ f0 ↓ f
99K P2

d2−→ P1
d1−→ P0

ε−→M −→ 0
Nous savons que ces deux lignes du diagramme précédent sont des suites

exactes. Les conditions d’application du théorème 1.2.17 sont remplies. Donc

il existe une châıne complexe f : PM −→ PM ′ au dessus de f . D’après 1.2.17 ,

cette châıne est unique à l’homotopie près ; cela signifie que si h : PM −→ PM ′

est une autre châıne au dessus de f , alors h et f sont homotopiques. On

en déduit que Tf et Th sont homotopiques et par conséquent : Hn(Tf) =

Hn(Th). (D’après 1.2.16 )

iii) Action de LnT sur la composée de morphisme de A−Mod

Soient f : M −→M ′ et g : M ′ −→M” deux homomorphismes de A-modules.

Soient PM , PM ′ et PM” trois résolutions projectives respectives de M , M ′ et

M”. Considérons aussi deux châınes f et g respectivement au dessus de f et g.

En appliquant le foncteur T aux deux châınes f et g, on obtient le diagramme

ci-après :

TPM : 99K TPn+1
Tdn+1−→ TPn

Tdn−→ TPn−1 99K

↓ f ↓ Tfn+1 ↓ Tfn ↓ Tfn−1

TPM ′ : 99K TP
′
n+1

Td
′
n+1−→ TP

′
n

Td
′
n−→ TP

′
n−1 99K

↓ g ↓ Tgn+1 ↓ Tgn ↓ Tgn−1

TPM” : 99K TP ”
n+1

Td”n+1−→ TP ”
n

Td”n−→ TP ”
n−1 99K

Pour zn ∈ KerTdn, Calculons :

LnT (g◦f)(zn) = Hn[Tg◦Tf ](zn) = T (gn)[T (fn)](zn) = Hn(Tgn)[T (fn)(zn)] =
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Hn(T←−g n) ◦Hn(Tfn)(zn) = Ln(Tg) ◦ Ln(Tf)(zn)

On a bien : LnT (g ◦ f)(zn) = Ln(Tg) ◦ Ln(Tf)

iv) Action de LnT sur un morphisme identité 1M , où M est un A-module

Soit 1M : M −→M et PM une résolution projective de M . On a le diagramme

suivant :

TPM : 99K TPn+1
Tdn+1−→ TPn

Tdn−→ TPn−1 99K

↓ T1M ↓ T1Pn+1 ↓ T1Pn ↓ T1Pn−1

TPM : 99K TPn+1
Tdn+1−→ TPn

Tdn−→ TPn−1 99K

LnT (1)(zn) = Hn[T (1P )(zn)] = T (1PM )(zn) = 1TPn(zn) = 1LnT (M)(zn) avec

zn ∈ Kerdn. Donc LnT (1M) = 1LnT (M)

v) Montrons que LnT (f) est additif

Pour zn, yn ∈ KerTdn calculons :

LnT (f)(zn + yn) = LnT (f)(zn + yn) = Tfn(zn + yn) = Tfn(zn) + Tfn(yn) =

Tfn(zn) + Tfn(yn) = LnT (f)(zn) + LnT (f)(yn).

Donc Tn(f) est additif

Conclusion : i), ii) iii) iv) et v) entrâınent que pour entier relatif n, LnT (f) est un

foncteur covariant additif.

1.2.20 Définition (foncteur Tor)

Soit N ∈ A−Mod Posons T = −⊗N .

Dans ce cas, le foncteur dérivé à gauche de T, LnT est appelé foncteur TorAn (−, N).

Soit M un A-module dont l’une des résolutions projective est PM :

99K P2
d2−→ P1

d1−→ P0 −→
L’application de T = −⊗N à PM nous donne alors TPM = PM⊗N ; c’est la suite :

99K P2 ⊗N
d2⊗1N−→ P1 ⊗N

d1⊗N−→ P0 ⊗N −→ 0

Finalement : LnT (M) = TorAn (−, N)(M) = Hn(PM ⊗N) = Kerdn⊗ 1N/Kerdn+1⊗
1N
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Remarque

Il reste toujours à établir que le foncteur LnT ne dépend pas de la résolution

projective choisie.

Pour ce faire, étant donné une A-module M choisissons de ces deux résolutions

projective PM et ṔM et étudions leurs fonctions dérivés correspondant respectifs LnT

et L
′
nT .

Nous aurons pour cela de définir une nouvelle notion, celle de foncteur naturellement

équivalents.

1.2.21 Définition(Foncteurs naturellement équivalents)

Soient F et F ′ deux foncteurs covariants de C et D. On dit que F et F ′ sont

naturellement équivalents si :

a) Pour tout M ∈ Obj(C), il existe un isomorphisme :

tM : F (M) −→ F ′(M)

b) Pour tout f ∈ HomC(M,N), le diagramme ci-dessous est commutatif :

F (M)
F (t)−→ F (N)

↓ tM ↓ tN
F ′(M)

F ′(t)−→ F ′(N)

Remarque

Dans le cas de foncteurs F et F ′ contravariant de C et D, on a une autre définition

analogue ;

a) Pour tout M ∈ Obj(C), il existe un isomorphisme : tM : F (M) −→ F ′(M)

b) Pour tout f ∈ HomC(M,N), le diagramme ci-dessous est commutatif :
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F (N)
F (t)−→ F (M)

↓ tM ↓ tN
F ′(N)

F ′(t)−→ F ′(M)

1.2.22 Théorème

Pour tout foncteur covariant T, LnT et L
′
nT sont naturellement équivalents. En

particulier pour chaque A-module M , LnT (M) ∼= L
′
nT (M).

Conséquence importante : le foncteur Tor qui est un cas particulier de foncteur

dérivé à gauche ne dépend pas de la résolution projective choisie.

Remarque

Pour un A-module à gauche, on a aussi M ⊗− est aussi un foncteur covariant

Pour T = M ⊗− on a : LnT = Tor(M−)

Torn(M,−)(N) = Hn(M ⊗ PN)

En résumé : Torn(M,N) = Hn(M ⊗ PN) = (PM ⊗N)

QUELQUES RÉSULTATS SUR LE FONCTEUR TOR

1.2.23 Théorème

Torn(M,N) = 0,∀n < 0

Preuve

Soit Pn la résolution projective de N ci-dessous (deleted) :

99K P2
d2−→ P1

d1−→ P0 −→
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En tensorisant à droite, on obtient la suite :

M ⊗ PN :99K ⊗P2

d∗2−→ ⊗P1

d∗1−→ ⊗P0 −→ 0

Tous les modules de châıne à droite de M ⊗ P0 sont nuls. Par suite Torn(M,N) =

0,∀n < 0

1.2.24 Théorème

Tor0(M,−) est naturellement équivalent à M ⊗−

Preuve

a) Soit N un A-module. Déterminons d’abord un isomorphisme de Tor0(M,N)

vers M ⊗N . Notons PN une résolution projective de N on a :

PN :99K P2
d2−→ P1

d1−→ P0
ε−→−→ B −→ 0

Puisque M⊗ est exacte à droite, la suite ci-après est exacte à droite :

M ⊗ PN :99KM ⊗ P1
1N⊗d1−→ M ⊗ P0

1M⊗ε−→−→M ⊗N −→ 0

D’où l’égalité : Ker1N ⊗ ε = Kerε∗ = Im1N ⊗ d1. Par suite, 1N ⊗ ε induit un

isomorphisme de Tor0(M,N) vers M ⊗N

b) Soit f : N −→M un A-homomorphisme

Considérons le diagramme suivant, dont les lignes sont des résolutions projec-

tives respectives de N et de M ′ et où f est la châıne au dessus de f :

P2 P1 P0 N 0

P
′
2 P

′
1 P

′
0 N 0

d2 d1 εN

f̄0 f

d
′
2 d

′
1 ε

′
M

Montrons que le diagramme ci-après est commutatif
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TorO(M,N)
Tor0(M,f0)−→ Tor0(N,M ′)

↓ ε∗N ↓ ε∗M ′
M ⊗N 1M⊗f−→ M ⊗M ′

Soit α ∈ Tor0(M,N). On a : ε∗M ′◦Tor0(M, f0)(α) = ε∗M ′◦f ∗0 (α) = (ε∗M ′)
∗(α) =

(f ◦ εN)∗(α) = f ∗ ◦ ε∗N(α) = (1M ⊗ f) ◦ εN(α). Donc ε∗M ′ ◦ Tor0(M, f0) =

(1M ⊗ f) ◦ εN
Le diagramme considéré est commutatif.

a) et b) entrainent que Tor0(M,−) est naturellement équivalent à M ⊗−.

1.2.25 Théorème

Si P est projectif, alors ∀n > 0, pour tout A-module N , on a : Torn(P,N) = O

Preuve

Comme P est projectif, en posant P0 = P , et en prenant ε = 1P : P0 −→ P , on

obtient la résolution projective de P : PP : · · · −→ 0 −→ 0 −→ P0 −→ P −→ 0

Sa deleted complexe est : · · · −→ 0 −→ 0 −→ P −→ 0

Tous les modules à gauche de P sont nuls

D’où : Torn(P,N) = Kerdn ⊗ 1B/Imdn+1 ⊗ 1B = 0. D’où le résultat

1.2.26 Théorème

Si F est plat, alors Torn(F,N) = 0 pour tout A-module N et pour tout n > 0

Remarque

Ce théorème améliore le théorème précédent car tout module projectif est plat.
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Preuve (par récurrence)

a) Montrons que la propriété est vraie pour n = 0

Soit N un A-module. Comme la catégorie des A−Mod a assez de projectifs,

il existe un épimorphisme p : P −→ N avec P projectif. Soit K un A-module

isomorphe à Kerp ; notons i : K −→ Kerp un isomorphisme. Donc i induit

un monomorphisme de K vers P . Par construction, la suite ci-dessous est

exacte :

0 −→ K
i−→ P

p−→ N −→ 0

L’application du foncteur Tor nous donne,

99K Tor1(F, P ) −→ Tor1(F,N) −→ F ⊗K −→ F ⊗ P −→
Or nous savons d’une part P projectif ; d’où Tor1(F, P ) = 0. D’autre part, F

est plat, par suite 1F ⊗ i est un monomorphisme ; Ker1F ⊗ i = 0. On a donc

la suite ci-dessous exacte

0 −→ Tor1(F,N) −→ Ker1F ⊗ i = 0

Finalement, on a Tor1(F,N) = 0. La relation est vraie à l’ordre 0

b) Supposons que la propriété est vraie jusqu’à l’ordre n. Montrons qu’elle est

aussi vraie à l’ordre n+ 1

On a la suite exacte :

Torn+1(F, P ) −→ Torn+1(F,N) −→ Torn(F,K)

On a : Torn+1(F, P ) = 0 car P est projectif ; Torn(F,K) = 0 d’après l’hy-

pothèse de récurrence. On en déduit : Torn+1(F,N) = 0

a) et b) entraine que la propriété est vraie.

FONCTEUR DERIVE A DROITE

Présentation générale des foncteur dérivé à droite.

Étant donné un foncteur T : A−Mod −→ Ab, nous allons définir son foncteur dérivé

à droite notée RnT , n ∈ Z. La démarche sera presque la même que celle adoptée

pour définir le foncteur dérivé à gauche. Mais ici, nous considérons successivement
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les deux cas suivants :

- T covariant

- T contravariant

a) Cas où T est covariant

Dans cas cas, l’action du foncteur dérivé à droite RnT sur un A-module se

détermine comme suit :

(a) Choix résolution injective quelconque de N et sa deleted complexe EN :

0 −→ E0
d0−→ E1

d1−→ E2 99K

(b) Adoption d’une nouvelle indexation décroissante pour se conformer à l’écriture

des complexes :

0 −→ E0
d0−→ E−1

d−1−→ E−2 99K

(c) Application du foncteur covariant T à EN ce qui donne la suite TEN :

0 −→ TE0
Td0−→ TE1

Td1−→ TE2 99K

(d) Application du foncteur homologique à la suite complexe TEN

b) Cas où T est contravariant

L’action du foncteur dérivé à droiteRnT sur un A-module se détermine comme

suit :

(a) Choix d’une résolution projective quelconque de M et sa deleted complexe

notée PM

−→ P2
d2−→ P1

d1−→ P0 −→ 0

(b) Application du foncteur contravariant T à PM (ce qui donne la suite TPM) :

0 −→ TP0
Td1−→ TP1

Td2−→ TP2 99K

(c) Adoption d’une nouvelle indexation décroissance :

0 −→ TP0
Td−1−→ TP−1

Td−2−→ TP−2 99K

(d) Application du foncteur homologique à la suite complexe TP

RnT (M) = H−n(TPM) = KerTd−n−1/ImTd−n.

Thése Unique � Localisation et algèbre des polynômes dans un duo-anneau - Propriétés homologiques
du foncteur S−1() � UCAD-EDMI − Daouda FAYE − Mai 2016 − Page 46



1.2.27 Définition

a) Foncteur dérivée à droite : cas où T est un foncteur covariant

Si T est un foncteur covariant, on définit son foncteur dérivé à droite noté

RnT de la façon suivante :

i) Si N est A-module, on a : RnT (N) = Hn(TEN) = KerTd−n/ImTd−n+1

ii) Si f : M −→M ′ est un homomorphisme deA-module on a :
RnT (f) : RnT (M) −→ RnT (M ′)

(zn + ImTd−n+1) −→ (Tf−n(z−n) + ImTd
′
−n+1)

Avec zn ∈ KerTd−n et f la châıne complexe de EM à EM ′ au dessus de f .

b) Foncteur dérivé à droite : cas où T est contravariant

Si T est un foncteur contravariant, on définit son foncteur dérivé noté RnT

de la façon suivante :

i) SiM est unA-module on a :RnT (M) = H−n(TPM) = KerTd−n−1/ImTd−n

ii) Si f : M ′ −→M” est un homomorphisme deA-module on a :
RnT (f) : RnT (M”) −→ RnT (M ′)

(z−n + ImTd−n+1) −→ (Tf−n(z−n) + ImTd
′
−n+1)

Avec z−n ∈ KerTd−n et f la châıne complexe de PM à PM ′ .

Remarque

On établit de la même façon que dans le paragraphe précédent le théorème sui-

vant :

1.2.28 Théorème

a) Si T est covariant, chaque RnT est un foncteur covariant additif ne dépendant

pas de la résolution injective choisie.

b) Si T est contravariant, chaque RnT est un foncteur contravariant additif ne

dépendant pas de la résolution projective choisie.
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1.2.29 Foncteur Ext

1er cas : T est le foncteur covariant Hom(M,−)

Si T est le foncteur covariant Hom(M,−) on a : RnT (M) = Extn(M,−). Donnons

l’action de Extn(M,−) sur un module N .

Si N est un A-module de résolution injective après la deleted complexe notée EN :

0 −→ E0
d0−→ E1

d1−→ E2 99K.

La suite Hom(M,EN) s’écrit après adoption d’une nouvelle indexation décroissante :

99K Hom(M,EN)
d∗−n+1−→ Hom(M,E−n)

d∗−n−→ Hom(M,E−n+1) 99K

On en déduit, dans le cas général :

Extn(M,−)(N) = Extn(M,N)

Extn(−N)(M) = Extn(M,N) = H−n[Hom(RM , N)]

= KerHom(M,d−n)/ImHom(M,d−n+1 = Kerd∗−n/Imd
∗
−n+1

2ieme cas : T est le foncteur contravariant Hom(−N)

Si T est le foncteur contravariant Hom(−N) on a : RnT (N) = Ext(−N). Don-

nons l’action de Extn(−, N) sur un module M .

Si M est un A-module de résolution projective PM (schéma ci-dessous)

−→ P2
d2−→ P1

d1−→ P0 −→ 0

La suite Hom(PM , N) s’écrit après adoption d’une nouvelle indexation :

99K Hom(P−n+1, N)
Hom(d−n,N)−→ Hom(P−n, N)

Hom(d−n−1,N)−→ Hom(P−n−1, N) 99K

On en déduit, dans le cas général :

Extn(−, N)(M) = Extn(M,N) = H−n[Hom(PM , N)] = KerHom(d−n+1)/ImHom(d−n, N) =

Kerd∗−n−1/Imd
∗
n

En résumé

Extn(M,N) = H−n[Hom(PM , N)] = H−n[Hom(M,EN)]

Notons que le foncteur Ext est un cas particulier de foncteur dérivé à droite. On en

déduit le corollaire suivant :
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1.2.30 Corollaire

a) Extn(M,−) est un foncteur covariant additif.

En plus Extn(M,−)(N) ne dépend pas de la résolution injective de N choisie.

b) Extn(−, N) est un foncteur contravariant additif.

En plus Extn(−, N)(M) ne dépend pas de la résolution injective de N choisie.

Abordons maintenant plus en détail quelques résultats importants concernant les

deux foncteurs Ext et Tor.

QUELQUES RESULTATS IMPORTANTS SUR LE FONC-

TEUR EXT

Rappelons la définition de Extn(M,N)

PM étant une résolution projective du A-module M , EN une résolution injective du

A-module N , Extn(M,N) = H−n[Hom(PM , N)] = H−n[Hom(M,EN)]

1.2.31 Théorème

Si n < 0, alors ∀M,N deux A-modules : Extn(M,N) = 0

Preuve

Soit EN la résolution injective (deleted) de N ci-dessous :

0 −→ E0
d0−→ E−1

d−1−→ E−1
d−1−→ E−2 99K

Hom(M,EN) est la suite :

99K 0 −→ Hom(M,E0)
d0−→ E−1

d−1−→ Hom(P−n−1, N)E−2 99K

A gauche de Hom(M,E0) (ce qui correspond à n < 0) tous les groupes figurant dans

la suite sont nuls.

Donc on a bien : n < 0⇒ Extn(M,N) = 0 pour tous les A-modules M et N

a) et b) entrâınent que la propriété considérée est vraie.
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1.2.32 Théorème

Le foncteur Ext0(M,−) est naturellement équivalent à Hom(M,−)

Preuve

a) SoitN unA-module. Existe-il un isomorphismeHom(M,N) −→ Ext0(M,N) ?

EN étant une résolution injective de N considérons sa deleted complexe ci-

dessous :

0 −→ E0
d0−→ E−1

d−1−→ E−2 99K

Ext0(M,N) = Kerd∗0/Imd
∗
1 = Kerd∗0 car Imd1 = 0

Considérons maintenant la résolution injective de laquelle est déduite la dele-

ted complexe EN

0 −→ N
ε−→ E0

d0−→ E−1
d−1−→ E−2 99K

Puisque le foncteur Hom(M,−) est exacte à gauche, la suite suivante est

exacte :

0 −→ Hom(M,N)
ε∗−→ Hom(M,E0)

d∗0−→ Hom(M,E−1) 99K

Par conséquent, Kerε∗ = Imd∗0. Par suite Ext0(M,N) = Kerd0∗. D’autre

part, ε∗ est un monomorphisme (la suite précédente étant exacte). D’où ε∗

induit un isomorphisme tN : Hom(M,N) −→ Ext0(M,N)

b) Soit f : N −→M ′ un homomorphisme de A-modules.

Considérons les deux foncteurs :

Ext0(M,−), Hom(M,−) : A−Mod −→ Ab
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Considérons le diagramme (i) ci-dessous :

Hom(M,N)
Hom(M,f)−→ Hom(M,M ′)

↓ tM ↓ tM ′

Ext0(M,N)
Ext0(M,f)−→ Ext0(M,M ′)

Montrons que le diagramme (i) est commutatif.

Considérons pour cela le diagramme (ii) ci-dessous où la première et la seconde

ligne sont des résolutions injectives respectives de N et M ′

D’après 1.2.18 (deuxième Théorème de comparaison), il existe une

châıne f de EN vers EM ′ au dessus de f et rendant le premier carré de gauche

du diagramme (ii) commutatif.

On a donc : f1 ◦ ε = ε′ ◦ f
Soit ϕ ∈ Hom(M,N), on a :

ε
′∗ ◦Hom(M, f)(ϕ) = ε

′∗ ◦ (f ◦ϕ) = ε
′∗ ◦ f ∗(ε) = (ε′ ◦ f)∗(ϕ) = (f1 ◦ ε)∗(ϕ) =

(f1
∗ ◦ ε∗)(ϕ)

Par suite le diagramme (i) est commutatif.

a) et b) entrâınent que les foncteurs Ext0(M,−) et Hom(M,−) sont naturellement

équivalents.

1.2.33 Théorème

Soit la suite courte exacte de A-modules ci-dessous :

0 −→ N ′ −→ N −→ N” −→ 0 (1)

On a alors la suite longue exacte suivante :

0 −→ Hom(M,N ′) −→ Hom(M,N) −→ Hom(M,N”)
∂−→ Ext1(M,N ′) 99K (2)
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Preuve

Puisque la suite (1) est exacte et le foncteur T covariant, d’après [26], théorème

10.42 (Triangle exact), la suite ci-après est exacte :

99K RnT (N ′)→ RnT (N)→ RnT (N”)→ Rn+1T (N ′) 99K

Pour le foncteur covariant T = Hom(M,−) la suite précédente s’écrit :

99K Extn(M,N ′)→ Extn(M,N)→ Extn(M,N”)
δ→ Extn+1(M,N ′) 99K

Le Théorème 1.2.31 affirme que pour tout n entier strictement négatif : Extn(C,D) =

0 pour C et D deux R-module quelconques. On déduit que la suite suivante est

exacte :

99K Extυ(M,N ′)→ Extυ(M,N)→ Extυ(M,N”)
δ→ Ext1(M,N ′) 99K

D’après le Théorème 1.2.32, Extυ(M,N ′), Extυ(M,N), Extυ(M,N”) sont respeci-

tivement isomorphes à Hom(M,N ′), Hom(M,N) et Hom(M,N”).

Donc la suite longue (2) est exacte.

1.2.34 Théorème

Ext0(−, N) est naturellement équivalent à Hom(−, N)

Preuve

a) Montrons l’existence d’un isomorphisme Hom(M,N) vers Ext0(M,N)

Soit M un R-module et PM sa résolution projective (après deleted complexe)

99K P−2
d−2→ P−1

d−1→ P0 → 0

Par définition, Ext0(M,N) = Kerd∗−1/Imd
∗
0 = Kerd∗−1 (i)

Reprenons la résolution projective complete de M (avant la deleted complexe)

99K P−2
d−2→ P−1

d−1→ P0
ε→M → 0

L’action du foncteur exact à gauche Hom(−, N) sur la suite exacte précédente

nous donne la suite exacte :

0Hom(M,N)
ε∗→ Hom(P0, N)

d∗−1→ Hom(P−1, N)

On tire : Kerd∗−1 = Imε∗(ii)
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Par suite, ε∗ induit un isomorphisme de Hom(M,N) vers Ext0(A,N)

b) Nous devons montrer que, pour deux R-modules M et C quelconque et pour

un homomorphisme f : M → C, le diagramme ci-après est commutatif.

Hom(C,N) Hom(M,N)

Hom
′
(C,N) Ext0(M,N)

Hom(f,N)

ε” ε′

Extυ(f,N)

Considérons deux résolution injectives respectives de M et C (voir diagramme

ci-dessous)

P2 P1P2 P0 M 0

P
′
2 P

′
1 P

′
0 C 0

d2 d1

f0

ε

f

d
′
2 d

′
1 ε′

D’après le théorème 1.2.17 (premier Théorème de comparaison), il exist une

châıne f au dessus de f tel que : f ◦ ε = ε′ ◦
←−
f0

Si ϕ ∈ Hom(C,N)

ε ◦Hom(f,N)(ϕ) = ε ∗ ◦f ∗ (ϕ)

= (f ◦ ε) ∗ (ε)

= (ε′ ◦ f0) ∗ (ϕ)

= f0 ∗ ◦ε1∗(ϕ)

= Ext0(f,N) ◦ ε1∗(ϕ)

Le diagramme considéré est commutatif.

a) et b) entrâınent que Ext0(−, N) est naturellement équivalent à Hom(−, N)
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1.2.35 Théorème

Si P est projectif, alors Extn(P,B) = 0 tout R-module B et pour tout entier

n > 0

Preuve

Nous savons que pour Extn(P,B) est indépendant du choix de la résolution pro-

jective de P .

Comme P est projectif, en posant P0 = P , et en prenant ε = 1P : P0 −→ P , on

obtient la résolution projective de P :

PP : · · · −→ 0 −→ 0 −→ P0 −→ P −→ 0

Rappelons la définition : Extn(P,B) = H−n[Hom(PP , B)]

A gauche de P0, tous les modules figurant dans la résolution projective sont nuls :

P1 = P2 = P3 = · · · = 0

D’où le résultat : Extn(P,B) = 0 pour tout R-module et B pour tout entier relatif

n > 0

1.2.36 Théorème

Soit la suite courte exacte de A-modules ci-dessous

0 −→M ′ −→M −→M” −→ 0

On a alors la suite longue exacte suivante :

0 −→ Hom(M”, N) −→ HOm(M,N) −→ Hom(M ′, N) −→ Ext1(M”, N) 99K

Preuve (voir [26])

1.2.37 Théorème

Si E est injectif, ExtnA(M,E) = 0 pour tout A-module M et pour tout entier

relatif n > 0
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Preuve

Soit A un R−Mod. 0 étant un module injectif, considérons la résolution injective

de E :

EE : 0 −→ E −→ E0 −→ 0 −→ 0 −→ · · ·
avec ε = 1E : E −→ E0.

Tous les modules à droite de E0 sont nuls E1 = E2 = E3 = · · · = 0.

Donc : ExtnA(A,E) = H−n[Hom(A,EE)] = 0

1.2.38 Définition : nieme noyau d’une résolution projective

d’un A-module

Soit une résolution projective PM d’un A-module M.

PM :99K Pn+1 −→ Pn −→ · · · −→ P2
d2−→ P1

d1−→ P0
ε−→ A −→ 0.

Ker(dn) est appelé le nieme noyau de PM . Le 0ieme noyau (noyau de rang 0) est

Kerε = Imd1

1.2.39 Lemme

Soit PM une résolution projective de M de nieme noyauKn. Alors on a Extn+1
A (M,N) ∼=

Ext1(Kn−1, N)

Preuve

Soit la résolution projection PM de M ci-dessous

· · · −→ Pn+1
dn+1−→ Pn

dn−→ · · · −→ P2
d2−→ P1

d1−→ P0
ε−→ A −→ 0

Ainsi : d1 : P1 −→ K0 est un épimorphisme.

On peut ainsi écrire les résolutions projectives de M et de K0comme suit :

PM : · · · −→ Pn+1 −→ · · · −→ P1 −→ P0 −→ A −→ 0

Pk0 : · · · −→ Pn+1 −→ · · · −→ P1 −→ K0 −→ 0

En tenant compte du décalage des indices au niveau de ces deux résolutions projec-
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tives on a :

Extn+1
A (M,N) ∼= ExtnA(K0, N)

Ainsi on établit par itération :

Extn+1
A (M,N) ∼= ExtnA(K0, N)

ExtnA(K0, N) ∼= Extn−1
A (K1, N)

· · · · · · · · ·
Ext2A(Kn−2, N) ∼= Ext1A(Kn−1, N)

D’où le résultat.

1.2.40 Lemme

Soit Kn−1 le (n − 1)ieme noyau d’une résolution projective d’un A-module M .

Alors on a :

TorAn+1(M,N) ∼= TorA1 (Kn−1, N).

Preuve

Soit PM une résolution projective de M

PM :99K Pn+1
dn+1−→ Pn −→ · · · −→ P2

d2−→ P1
d1−→ P0

ε−→ A −→ 0

Considérons ses noyaux Kn−1 et K0

On peut déduire de PM une résolution projective PK0 de K0 :

PK0 −→ Pn+1 −→ Pn −→ · · · −→ P1 −→ K0 −→ 0

On en déduit que : TorAn+1(M,N) ∼= TorAn (K0, N) et par itération on a :

TorAn (K0, N) ∼= TorAn−1(K1, N)

TorAn−1(K1, N) ∼= TorAn−2(K2, N)

· · · · · · · · · · · ·
TorAn−2(K2, N) ∼= TorA1 (Kn−1, N)

D’où le résultat : TorAn+1(M,N) ∼= TorA1 (Kn−1, N).
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1.2.41 Définition nième image d’une résolution injective d’un

A-module M

Soit EN la résolution injective de N suivante :

0 −→ N
ε−→ E0

d0−→ E1
d1−→ E2 99K

Imdn est appelé nième image de EN . L’image de rang 0 est Imε0 = Kerd0

1.2.42 Lemme

Soit EN une résolution injective de N de (n− 1)ième image de

In−1 = Imdn−1

On a : Extn+1
A (M,N) ∼= Ext1A(M, In−1)

Preuve

Considérons la résolution injective de N suivante :

0 −→ N
ε−→ E0

d0−→ E1 · · ·En
dn−→ En+1 99K

Montrons d’abord que : Extn+1
A (M,N) = ExtnA(M, I0) où I0 = Imε = Kerd0 (PM

étant exact) I0 est un sous module de E0 et par conséquent ε induit un isomorphisme

de I0 vers E1.

Donc : 0 −→ I0 −→ E1 −→ · · · −→ En · · · est une résolution de I0.

Ecrivons successivement les résolutions injectives de M et de I0 et puis tenons compte

du décalage au niveau des indices.

EN : 0 −→ N −→ E0 −→ E1 · · · −→ En · · ·
EI0 : 0 −→ I0 −→ E1 · · · −→ En · · ·
On a donc : Extn+1

A (M,N) ∼= ExtnA(M, I0)

On établit de même que :
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ExtnA(M, I0) ∼= Extn+1
A (M, I0)

ExAt
n−1(M, I1) ∼= Extn−2

A (M, I2)

............

Ext2A(M, In−2
∼= Extn−2

A (M, In−1).

D’où le résultat cherché : Extn+1
A (M,N) ∼= Ext1A(M, In−1).
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Chapitre 2

LOCALISATION ET ALGEBRE

DES POLYNOMES DANS UN

DUO-ANNEAU

Introduction

Dans ce chapitre, sauf mention contraire, A désigne un duo-anneau, M un A-

module à gauche et S une partie non vide de A formée d’éléments réguliers.

Dans leurs travaux, beaucoup d’auteurs ont construit des anneaux de fractions dans

le cas commutatif à partir d’une partie multiplicative S d’un anneau commutatif A

( voir [1],[26] et [27]).Dans [26],J.J.ROTMAN a construit, dans le cas commutatif,

l’anneau de fractions S−1A et le module de fractions S−1M où S est une partie

non vide quelconque de A ne contenant pas zéro en utilisant la parie multiplicative

saturée S. engendrée par S.

Dans ([21]), Pr. Mohamed Ben MAAOUIA a construit, dans le cas où A n’est pas

nécessairement commutatif, l’anneau des fractions S−1A et le module de fractions

S−1M relativement à une partie multiplicative saturée S qui vérifie les conditions de

Ore à gauche.
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Dans la section 1 de ce chapitre, nous construisons,dans le cas où A n’est pas

nécessairement commutatif, l’anneau des fractions S−1A relativement à une partie

non vide S formée d’éléments réguliers de A. Ainsi nous avons montré les résultats

suivants :

1) S, la partie multiplicative saturée engendrée par S vérifie les conditions de

Ore à gauche.

2) L’idéal 〈1− sXs〉s∈S de l’algèbre des polynômes à S variables A
[
(Xs)s∈S

]
engendré par l’ensemble des polynômes {1− sXs, s ∈ S} est bilatère.

3) S−1A existe et S−1A = A
[
(Xs)s∈S

]/
〈1− sXs〉s∈S.

4) S−1A ∼= (S)
−1
A.

Dans la section 2 de ce chapitre, nous construisons le module de fractions S−1M et

nous avons montré les résultats suivants :

1) En posant S−1M = (S)−1M , on a S−1M ∼= (S)
−1
A⊗AM .

Par conséquent S−1M ∼= A
[
(Xs)s∈S

]/
〈1− sXs〉s∈S ⊗AM

2) S−1TorAn (M,M ′)=̃TorS
−1A

n (S−1M,S−1M ′) où n est entier naturel

3) S−1ExtnA (M,M ′) ∼= ExtnS−1A (S−1M,S−1M ′) où n est entier naturel et M est

un A-module de type fini.

Ce chapitre a fait l’objet d’un article soumis et accepté par le journal

Springer.

2.1 Section 1 : Anneau de fraction et algèbre des

polynômes dans un duo-anneau

2.1.1 Définition : L’anneau des polynômes A[X]

Soit A un anneau et X une partie non vide de A.

Notons IN (X) l’ensemble des applications de X dans IN à support fini, c’est le
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monöıde engendré par X.

f ∈ IN (X) ⇔ f =
∑
x∈X

ex =
∑
i∈I⊂X

exi

où exi :

exi : X → A

x→ esi(x) =

{
1 si x = xi

o sin on

Notons (A(X),+, .) le A-module libre engendré par {ex}x∈Xqui est une base de

A(X).

p ∈ A(X) ⇒ P =
∑
x∈X

axex.

Cas particuliers : Si X=IN , A(IN) = A [X], où A [X] est l’anneau des polynômes à

une indéterminée.

On définit de manière analogue l’anneau des polynômes à deux indéterminées

A [X, Y ] par A [X, Y ] = A(IN×IN) . On définit également l’anneau des polynômes à n

indéterminées X1, X2, . . .Xn par A [X1, X2, . . .Xn] = A(IN×IN×....×IN) Cas général :

Soit S un ensemble non vide. Notons par IN (S) l’ensemble des applications de S dans

IN à support fini. Si f ∈ IN (S), alors

f =
∑
i∈I⊂S

esi

où I est fini.

A(IN(S))est l’ensemble des applications à support fini de IN(S) dans A , c’est le A-

module libre engendré par IN(S) On appelle anneaux des polynômes à S variables,

l’anneau A(IN(S)) noté A [S] ou A
[
(Xs)s∈S

]
.

2.1.2 Théorème : Existence de l’anneau de fraction

Soient A un duo-anneau, S une partie non vide de A formée d’éléments réguliers,

A
[
(Xs)s∈S

]
l’algèbre des polynômes à S variables à coefficients dans A.
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Alors la correspondance
ϕ : A

[
(Xs)s∈S

]
→
(
S
)−1

A

P 7→ ϕ(P ) = P
((

1/s

)
s∈S

) est un épimorphisme

d’anneaux et kerϕ = 〈1− sXs〉s∈S où 〈1− sXs〉s∈S est l’idéal bilatère de l’algèbre

des polynômes A
[
(Xs)s∈S

]
engendré par l’ensemble des polynômes {1− sXs, s ∈ S}.

De plus, on a l’isomorphismeA
[
(Xs)s∈S

]/
〈1− sXs〉s∈S

∼=
(
S
)−1

A où S est la partie

multiplicative saturée engendrée par les éléments (1− sXS)s∈S.

Preuve

Soient P et Q deux polynômes ; on a :

ϕ(P +Q) = (P +Q)((1/s)s∈S
) = (P (1/s))s∈S + (Q(1/s))s∈S = ϕ(p) + ϕ(Q)

ϕ(PQ) = (PQ)((1/s)s∈S
) = (P (1/s))s∈S (Q(1/s))s∈S = ϕ(p)ϕ(Q)

ϕ(1A[(Xs)s∈S] = ϕ(1A) = 1/1 = 1(S)−1A

ϕ(λP ) = (λP )((1/s)s∈S
) = λ(P (1/s)s∈S) = λϕ(P )

Vérifions que kerϕ = 〈1− sXs〉s∈S

1. Si P = (1− sXS)s∈S alors P (1
s
) = (1− s.1

s
)s∈S = 0,

alors 〈1− sXs〉s∈S ⊆ kerϕ

2. Si P /∈ 〈1− sXs〉, alors ϕ(P ) 6= 0⇒ P /∈ kerϕ.

Par conséquent kerϕ = 〈1− sXs〉s∈S et donc 〈1− sXs〉s∈S est un idéal bilatère.

D’où, d’après la propriété universelle des anneaux quotients, on a l’isomorphisme :
A
[
(Xs)s∈S

]/
〈1− sXs〉s∈S

∼=
(
S
)−1

A
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2.1.3 Corollaire

Soit A un duo-anneau, s un élément régulier de A. Soit S = {s} On sait que

S = {1, s, s2 . . .} est une partie multiplicative saturée de A. Alors l’application

ϕ : A [X]→
(
S
)−1

A

p 7→ ϕ (p) = p
(

1/s

)
est un morphisme surjectif de noyau l’idéal〈1− sX〉. Il en résulte un isomorphisme ϕ :

A [X] / (1− sX) →
(
S
)−1

A. A [X] est l’anneau des polynômes à une indéterminée

X.

Démonstration

Un élément de
(
S
)−1

A s’écrit a/sn pour un certain n ≥ 1 et un élément a ∈ A.

On a ainsi a/sn = ϕ (aXn), donc ϕ est bien surjectif.

Montrons que kerϕ = 〈1− sX〉 :

- Sip = 1− sX, alorsp(1/s) = 1− s.1/s = 1− 1 = 0

- Si p = Q(1− sX), alorsp(1/s) = ϕ(p) = 0

D’où 〈1− sX〉 ⊂ kerϕ

- Si p /∈ 〈1− sX〉, alors ϕ(p) 6= 0 , d’où p /∈ kerϕ

Par conséquent, kerϕ ⊂ 〈1− sX〉, d’où le résultat kerϕ = 〈1− sX〉.
D’après la proposition universelle des anneaux quotients, il existe un homomorphisme

ϕ : A [X]/(1− sX)→
(
S
)−1

A

Montrons que ϕ est un isomorphisme. Soit g : A→ A [X]/(1− aX) le morphisme ca-

nonique tel que pour touta ∈ A associe aoù a est la classe de b :
g : A→ A [X]/(1− sX)

a 7→ a

a est la classe du polynôme constant a. Dans l’anneauA [X]/(1− sX)
On a : 1− sX = 0 ⇒ sX = 1 = 1 ⇒ s · X = 1 donc s est inversible, d’inverseX.

D’après la propriété universelle de la localisation, il existe un morphisme Ψ : S−1A→
A [X]/(1− sX) tel que pour tout a ∈ A, Ψ (a/1) = g (a). Par construction si a ∈ A et
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n ≥ 1 on a Ψ (a/sn) = b
(
Xn
)

= aXn.

Montrons alors que Ψ est l’inverse de ϕ. Soit P ∈ A [X], on a Ψ
(
ϕ
(
P
))

= Ψ
(
P
(

1/s

))
. SiP =

∑
anX

n on a : Ψ
(
ϕ
(
P
))

= Ψ (ϕ (P )) = Ψ
(
P
(

1/s

))
= Ψ (

∑
(an/sn)) =∑

Ψ (an/sn) =
∑
aXn =

∑
anXn = P d’où Ψ ◦ ϕ = Id. De plus ϕ (Ψ (a/sn)) =

ϕ
(
aXn

)
= ϕ (sXn) = a/sn. Alors ϕ ◦ Ψ = Id. Par conséquent, ϕ est un isomor-

phisme. Enfin comme ϕ injectif, alors

kerϕ = (1− sX).

2.1.4 Corollaire

Soit A un duo-anneau s et t deux éléments réguliers de A. Soit S = {s, t}. Alors

S = 〈sm, tn〉, c’est-à-dire S est l’idéal engendré par smtn lorsque m et n parcourent

N.

Alors l’homomorphisme
ϕ : A [X, Y ]→

(
S
)−1

A

P (X, Y ) 7→ P
(

1/s,
1/t

) est surjectif et que son noyau

contient l’idéal (1− sX, 1− tY ) engendré par 1− sXet 1− tY dans A [X, Y ]. On a

alors l’isomorphisme A [X, Y ]/(1− sX, 1− tY )
∼=
(
S
)−1

A

Preuve

D’après [1], le morphisme ϕ : A [X, Y ]→ A [X] [Y ] tel que ϕ (X) = Xet ϕ (Y ) =

Y est un isomorphisme

Définissons le morphisme
Ψ : A [X] [Y ]→

(
S
)−1

A

P [Y ] 7→ Ψ (P ) = P
(

1/t

)
où P = P1 (X) ∈ A [X]

.

D’après Proposition 15, le morphisme Ψ : A [X]/(1− tY ) →
(
S
)−1

A est un isomor-

phisme et ker Ψ = (1− tY )

Définissons : le morphisme f = Ψ ◦ ϕ (surjectif)

A[X, Y ] A[X][Y ]

S−1A

ϕ

f=Ψ◦ϕ
Ψ
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où ker Ψ = (1− tY ).

P ∈ ker f ⇔ f(P ) = 0⇔ P (
1

s
,
1

t
) = 0⇔ P ∈ {Q(1− sX)(1− tY )} = 〈1− sX, 1− tY 〉

D’où l’isomorphisme A [X, Y ]/(1− sX, 1− tY )
∼=
(
S
)−1

A

2.1.5 Théorème : (Existence de la localisation)

Soient A un duo-anneau et S une partie non vide d’éléments réguliers de A .

Alors la localisation de A en S S−1A existe.

Preuve

Posons X = {xs : s ∈ S} tel que l’application
ϕ : X → S

xs 7→ ϕ (xs) = s
soit une bi-

jection

Soient A [(Xs)s∈S] l’anneau des polynômes sur A à S variables et I = 〈1− sXs〉s∈S
l’idéal bilatère engendré par l’ensemble {1− sxs : s ∈ S}. Montrons que S−1A =
A [(Xs)s∈S]/I. Comme I est bilatère alors A [(Xs)s∈S] /I est un anneau et même une

algèbre.

Définissons
i : A→ A [(Xs)s∈S]/I

a 7→ i (a) = a+ I
la surjection canonique ;

On a 1− sXs = 0 ⇒ sXs = s.Xs = 1. De même Xs.s = Xs. s = 1 car les variables

commutent avec les constantes(éléments de A) dans A [(Xs)s∈S]. Donc s = i(s) .

Et comme la localisation S−1A de A en S existe à isomorphisme près, on peut prendre

S−1A = A [(Xs)s∈S]/I.

2.1.6 Proposition

Soit S une partie non vide d’un duo-anneaux A formée d’éléments réguliers, alors

la partie multiplicative saturée S engendrée par S vérifie les conditions de Ore à

gauche(d’après [19]). Alors on a
(
S
)−1

A ∼= S−1A.
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Preuve

Cette proposition résulte des Théorèmes 2.1.2 et 2.1.5

2.1.7 Proposition

Soit S une partie non vide d’un duo-anneau A formée d’éléments réguliers. Alors

tout y ∈ S−1A s’écrit sous la forme y = iSA (a) iSA (σ)−1 où a ∈ A et σ ∈ S. Cette

écriture n’est pas unique.

Preuve

D’après le théorème d’existence de la localisation S−1A et sa construction S−1A =

A [X] /I oùX = {xs : s ∈ S} et I = 〈sxs − 1 : s ∈ S〉 on déduit que tout y ∈ S−1A

est de la forme y = f (x1, x2...xn) + I où xi = xsi où si ∈ S
Si n = 0 alors y = iSA (f)

Par récurrence sur n, écrivons y = f (x1, x2, ...xn) + I

Posons (x1, x2, ...., xn−1) = X et xn = x ; on a f (X, xn) = go (X) + g1 (X)x + ... +

gm (X)xm où gi (X) ∈ A [X] ∀ 1 ≤ i ≤ n− 1$ ;

Dans S−1A, on a s = iSA (s)−1 où s ∈ S et par conséquent gi (X) = iSA (ai) i
S
A (σi) où

ai ∈ Aetσi ∈ S.

On a alors :

y = iSA (a0) iSA (σ0)−1 + iSA (a1) iSA (σ1)−1 iSA (s)−1 + ...+ iSA (am) iSA (σm)−1 iSA (s)−m

= iSA (s)−m
[
iSA (a0) iSA (σ0)−1 iSA (a1) iSA (σ1)−1 iSA (s)m−1 + ...+ iSA (am) iSA (σm)−1]

= iSA (a′) iSA (σ)−1

où a′ ∈ A et σ = σ0σ1...σms
m ∈ S

Par conséquent y = iSA (r′) iSA (σ)−1.

Thése Unique � Localisation et algèbre des polynômes dans un duo-anneau - Propriétés homologiques
du foncteur S−1() � UCAD-EDMI − Daouda FAYE − Mai 2016 − Page 66



2.1.8 Proposition

Si S est une partie non vide d’un duo-anneau A formée d’éléments réguliers et

iSA : A → S−1A, le morphisme de localisation, alors ker iSA = {a ∈ A : σa = 0} pour

tout σ ∈ S.

Preuve

Si σa = 0, alors0 = iSA (σ) iSA (a)dansS−1A. Comme iSA (a)est inversible, on a

0 = iSA (σ)−1 iSA (σ) iSA (a) = iSA (a), d’oùa ∈ ker(iSA)

Supposons maintenant que iSA (a) = 0 dans S−1A comme S−1A = A [X] /I où

I = 〈sxs − 1, s ∈ S〉 on a a =
∑n

i=1 fi (X) (sixsi − 1) dans A [X]

Posons S0 = {s1, s2, ..., sn}
⋃
{coeff non nuls des f (Xi)} et iS0

A : A→ S−1
0 A, le mor-

phisme de localisation (canonique) ; alors a ∈ ker iS0
A

En effet, si s = s1s2...sn et i
{s}
A : A → {s}−1A, le morphisme de localisation, alors

tout i
{s}
A (si) est inversible avec s−1

i = s−1s1...
∧
s
i
...sn.

On a :{s}−1 A = A [X) / (sx− 1). Dire que a ∈ ker i
{s}
A signifie que f (x) =

∑m
i=0 aix

i

avec a = f (x) (sx− 1) = (
∑m

i=0 aix
i) (sx− 1) =

∑m
i=0 (saix

i+1 − aixi) dans A [x]

L’identification des coefficients de x donne :

a = −a0, sa0 = a1, . . . , sam−1 = am, sam = 0

D’où sa = −sa0 = −a1 et par conséquent sia = −ai pour tout i. En particulier

sma = −am et par conséquent sm+1a = −sam = 0. D’où le résultat.

2.1.9 Corollaire

Si a/σ et a′/σ′ avec σ, σ′ ∈ S, alors a/σ = a′/σ′ si et seulement si il existe σ” ∈ S
tel que σ” (aσ′ − a′σ) = 0 dans A
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2.1.10 Remarque

Si S ne contient pas de diviseurs de zéro, alors

σ” (aσ′ − a′σ) = 0⇒ aσ′ − a′σ) = 0 car σ” est inversible, d’où aσ′ = a′σ.

Preuve

Si r
σ

= r′

σ′
, alors en multipliant à droite par σσ′ on obtient rσ′ = r′

σ′
(σσ′) dans

S−1A.Or A est un duo anneau, il existe donc σ1 ∈ A tel que σσ′ = σ′σ1. On a alors

rσ′ = r′

σ′
(σ′σ1), d’où rσ′ − r′σ1 = 0.Alors rσ′ − r′σ1 ∈ ker iSA et d’après la proposi-

tion 1.1.21 il existe σ′′ ∈ s tel que σ′′ (rσ′ − r′σ1) = 0 dans A. Réciproquement si

σ′′ (rσ′ − r′σ) = 0 dans A avec σ′′ ∈ s alors iSA (σ′′) iSA (rσ′ − r′σ) = 0 dans S−1A et

comme iSA (σ′′) est inversible, alors iSA (r) iSA (σ′)− iSA (r′) iSA (σ)

Or iSA (σ)etiSA (σ′) sont inversibles, donc iSA (r) iSA (σ)−1, d’où r
σ

= r′

σ′

2.1.11 Corollaire

(i) Si S ne contient pas de diviseurs de zéros, alors iSA : A→ S−1A est injective

(ii) Si A est un domaine et si Q = Frac (A), alors S−1A ⊂ Q et en particulier

S = A− {0} alors S−1A = Q

Preuve

(i) Est une conséquence directe de la proposition 1.1.21

(ii) Le morphisme canonique iSA : A → S−1A est injectif d’après la proposition

1.1.21

A S−1A

Q

ϕ
iSA

ϕ̄
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où ϕ est l’inclusion

Si ϕ̃
(
iSA (r) iSA (σ)−1) = 0, alors ϕ̃

(
iSA (r)

)
= 0 car iSA (σ) est inversible dans S−1A

Avec la commutativité du diagramme on a ϕ̃oiSA (r) = ϕ (r). Comme ϕ est une

injection alors ϕ̃ est une injection.

2.1.12 Exemple

Si S une partie non vide d’un duo-anneau A formée d’éléments réguliers et si I

est idéal de A contenant un élément σ ∈ S tel que I
⋂
S, alors S−1Icontenant σ

σ
= 1

et par conséquent S−1I = S−1A

2.1.13 Proposition

S une partie non vide d’un duo-anneau A formée d’éléments réguliers :

(i) Tout idéal J de S−1A est de la forme S−1I où I est un idéal de A

.

(ii) Si I est un idéal de A, alors S−1I = S−1A si et seulement si I
⋂
S 6= ∅

(iii) Si P est un idéal premier de A tel que P
⋂
S 6= ∅, alors S−1P est un idéal

premier deS−1A

(iv) L’application p 7→ S−1P est une bijection de l’ensemble des idéaux premiers

de A disjoints avec S vers S pec (S−1A)

Preuve (voir [21])

2.1.14 Définition

Si P est un idéal premier d’un duo-anneau A, alors le complémentaire S = A−P
est une partie multiplicative saturée et S−1A notée AP
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2.1.15 Proposition

Si A est un duo-anneau intègre, alors
⋂
mAm = A où l’intersection est déterminée

sur l’ensemble des idéaux maximaux de A

Preuve (voir [21])

2.1.16 Proposition

Si P est un idéal premier d’un duo-anneau A, alors AP est un anneau avec comme

idéal maximal pAP = {a/s : a ∈ p et s /∈ p}

2.1.17 Lemme

Soit A un anneau local avec comme idéal maximal m un élément a ∈ A est

inversible si et seulement si a /∈ m

Preuve(voir [21])

2.1.18 Proposition

Si A est un anneau local, alors tout A-module de type fini B est libre

Preuve(voir [23])

2.2 Section 2 : Module de fraction et algèbre des

polynômes dans un duo-anneau

2.2.1 Définition

Soient A un duo-anneau, S est une partie non vide de A formée d’éléments

réguliers, S la partie multiplicative saturée engendrée par S vérifiant les conditions
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de Ore et M un A-module à gauche.

Alors on définit le module de fractions de M à gauche relativement à S noté S−1M

par S−1M = (S)−1M où (S)−1M est le module de fractions à gauche de M relati-

vement à la partie multiplicative saturée S vérifiant les conditions de Ore à gauche

(voir [21] et [23]).

2.2.2 Théorème

Soient A un duo-anneau, S une partie non vide de A formée d’éléments réguliers et

M un A-module à gauche. Alors le couple ((S)−1A⊗AM,h) où h) est le morphisme

défini par :
h : M → (S)−1A⊗AM
m 7→ 1⊗m

est un module de fractions de M à gauche

relativement à S

Preuve

Soit ϕ : M →M ′ un morphisme où M ′ est un S−1A-module

Le morphisme
(S)

−1
A×M →M ′

(a/σ,m) 7→ (a/σ)ϕ(m)
où a ∈ A et σ ∈ S est A-bilinéaire. Il existe

alors un unique morphisme ϕ : (S)−1A ⊗A M → M ′ tel que ϕ ◦ h = ϕ. Comme

h(M) engendre (S)−1A⊗AM , alors ϕ est l’unique morphisme rendant le diagramme

ci-dessous commutatif :

M (S)−1A⊗AM

M ′

ϕ
h

ϕ̄

Donc d’après la propriété universelle de la localisation, (S)−1A⊗AM est un module

de fractions de M relativement à S.
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2.2.3 Corollaire

Soient A un duo-anneau, S une partie non vide de A formée d’éléments réguliers,

M un A-Module à gauche et S−1M un module de fractions de M à gauche relative-

ment à S. Alors S−1M ∼= (S)
−1
A⊗AM et par conséquent S−1M ∼= A

[
(Xs)s∈S

]/
〈1− sXs〉s∈S⊗A

M

Preuve

La preuve résulte des Propositions 2.1.2, 2.1.5 et 2.2.2

2.2.4 Proposition

Soient S une partie non vide formée d’éléments réguliers d’un duo-anneau A et

S la partie multiplicative saturée engendrée par S. Si M est un A-module et si hM :

M → S−1M est le morphisme de localisation, alors kerhM =
{
m ∈M : σm = 0 pour tout σ ∈ S

}
Preuve

Notons K = {m ∈M : σm = 0}. Si σm = 0, avec m ∈ Metσ ∈ S, alors

hM (m) =
(

1
σ

)
hM (σm) = 0, donc K ⊂ kerhM . Réciproquement, soit m ∈ K il

existe σ ∈ S tel que σm = 0

Considérons le cas particulier S = {σ} oùσ ∈ S. On a alors S−1A = A [x] / (σx− 1),

on a alors A [x] ⊗A M ∼=
∑

iAx
i ⊗A M car A [x] est le A-module libre de base

{1, x, x2, . . .}
Par conséquent, tout élément de A [x]⊗AM s’écrit de manière unique sous la forme∑

i x
i ⊗ mioùmi ∈M

En particulier sim ∈ kerhM , alors 0 = 1⊗m = (σ x−1)
∑n

i=0 x
i⊗mi =

∑n
i=0(σ xi+1⊗

mi − xi ⊗mi),

D’après la Proposition 2.1.7 , les coefficients vérifient les équations suivantes :

1⊗m = −1⊗m0 ; x⊗σm0 = x⊗m1 ; . . . ; xn⊗σmn−1 = xn⊗mn ; xn+1⊗σmn = 0

Il s’en suit que : m = −m0, σm0 = m1, . . . , σmn−1 = −mn, σmn = 0
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Par conséquent σm = −σm0 = −m1 et par récurrence σim = −mi pour tout

1 ≤ i ≤ n. En particulier σnm = −mn et de même σn+1m = −σmn = 0 dans M .

Par conséquent kerhM ⊆M

2.2.5 Corollaire

Soient S une partie non vide formée d’éléments réguliers d’un duo-anneau A, S

la partie multiplicative saturée engendrée par S et M un A-module :

(i) Tout élément u ∈ S−1M est de la forme u = σ−1m où σ ∈ S et m ∈M

(ii) S−1
1 m1 = S−1

2 m2 dans S−1M si et seulement si σ
(
S−1

1 m1 − S−1
2 m2

)
∈M où σ ∈

S

Preuve

(i) Si u ∈ S−1M , alors u =
∑

i (ri/σi) mi où ri ∈ A, σi ∈ S et mi ∈M
Définissons r =

∏
αi et σ̂i =

∏
j+i αj d’où

u =
∑

i (1/σi) rimi =
∑

i (σ̂i/σ) rimi = 1
σ

∑
i σ̂irimi =

(
A
σ

)
m oùm =

∑
α̂imi ∈

A

(ii) Si σ ∈ S avec σ (S2m1 − S1m2) = 0 dans M , alors

(σ/1) (S2m1 − S1m2) = 0 dans S−1M . Comme σ/1 est inversible, alors S2m1−
S1m2 et doncS−1

2 m2 réciproquement si S−1
1 m1 = S−1

2 m2 dans S−1M alors(
1

S1S2

)
(S2m1 − S2m1) = 0.

Comme 1
S1S2

est inversible, on a (S2m1 − S1m2) = 0⇒ S2m1−S1m2 ∈ kerhM

D’après la proposition 1-30, il existe σ ∈ S tel que (S2m1 − S1m2) = 0

2.2.6 Corollaire

Soient S une partie non vide formée d’éléments réguliers d’un duo-anneau A. Si

M est un S−1A-module alors M ∼= S−1M
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Preuve

Définissons
ϕ : M → S−1M

m 7→ 1⊗m

Si ϕ (m) = 0 alors il existe σ ∈ S tel que σm = 0. Comme σ est inversible dans

S−1A et M dans S−1A − module, l’équation m = σ−1σm) = 0 a un sens dans M .

D’où ϕ est injective. Remarquons que,
(

1/σ

)
⊗m = ϕ (σ−1m) d’où ϕ est surjective.

2.2.7 Théorème

Soient S une partie non vide formée d’éléments réguliers d’un duo-anneau A, S

la partie multiplicative saturée vérifiant les conditions de Ore à gauche engendrée

par S. Alors S
−1
A est un A-module plat.

Preuve

Nous devons montrer que si 0 −→M
f−→M ′ est exacte, alors

0 −→ S
−1
A

1⊗f−→ S
−1
A⊗A B est exacte.

Soit u ∈ ker (1⊗ f), du Corollaire 2.2.4, on déduit que u = σ−1 ⊗m où σ ∈ S, on

a alors 0 = (1⊗ f) (u) = σ−1 ⊗ f (m). D’où f (m) ∈ kerhM

D’après la Proposition 2.2.5, il existe t ∈ S tel que 0 = tf(m) = f(tm). Par

conséquent 0 = 1⊗ tm = t(1⊗m) = tu. Finalement u = 0, car t est inversible. Par

conséquent S−1A est un A−module plat.

2.2.8 Corollaire

Soient S une partie non vide formée d’éléments réguliers d’un duo-anneau A, S

la partie multiplicative saturée vérifiant les conditions de Ore à gauche engendrée

par S, alors le foncteur localisation S−1() : AMod→
S
−1
A
Mod qui à tout A-module

M fait correspondre S−1(M) = (S)−1A ⊗A M et à tout morphisme de A-modules
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à gauche f : M → M ′ fait correspondre le morphisme de (S)−1A-modules S−1(f) :

S−1(M)→ S−1(M ′) est un foncteur exact.

Preuve (voir [21]

2.2.9 Proposition

Soient I et J deux idéaux d’un duo-anneau intègre A. Si Im = Jm pour tout idéal

maximal m, alors I = J

Preuve

Soit b ∈ J . Définissons (I : b) = {a ∈ A/ab ∈ I}
Soit un idéal maximal de A. Comme Im = Jm, il existe x ∈ I et s /∈ m tel que b

1
= x

s
.

Comme A est intègre alors sb = x ∈ I donc s ∈ (I : b). Mais comme s /∈ m , alors

(I : b) ⊆ m. Par conséquent, (I : b) n’est pas un idéal propre de A car il est contenu

dans tout idéal maximal de A. Donc (I : b) = A alors 1 ∈ (I : b) et donc b = 1.b ∈ I.

Par conséquent J ⊆ I. On montre de même que I ⊆ J . D’où le résultat

2.2.10 Proposition

Soit A un duo-anneau

(i) Si M est un A-module avec Mm = {0} pour tout idéal maximal m, alors

M = {0}

(ii) Si f : M → N est un morphisme et fm : Mm → Nm est une injection pour

tout idéal maximal m, alors f est une injection

(iii) Si f : M → N est un morphisme etfm : Mm → Nm est une surjection pour

tout idéal maximal m, alors x est une surjection

(iv) Si f : M → N est un morphisme et fm : Mm → Nm est un isomorphisme

pour tout idéal maximal m, alors f est un isomorphisme
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Preuve

i) Si M 6= {0} alors il existe x ∈M tel que x 6= 0. Il en résulte que l’annulateur

I = {a ∈ A/ax = 0} est un idéal propre de A donc 1 /∈ I. Donc il existe un

idéal maximal contenant I or 1⊗x = 0 dans Mm alors x ∈ KerhM est d’après

la Proposition 2.2.4 on a s /∈ m tel que sm = 0, d’où s ∈ I ⊆ m ce qui est

absurde. D’où M = {0}

ii) Il existe une suite exacte 0 −→ K −→ M
f−→ N où K = Kerf et comme le

foncteur S−1() est exacte alors la suite

0 −→ Km −→ Mm
fm−→ Nm est exact pour tout idéal maximal m. De (i) on

déduit que K = {0} et donc f est injective.

iii) Il existe une suite exacte M
f−→ N −→ C −→ 0 où C = N/Imf et comme le

foncteur produit tensoriel est exacte à droite, alors Cm = {0} pour tout idéal

maximal m, d’où C = {0} et comme f surjective alors C = N/Imf = {0}

iv) résulte de (ii) et (iii)
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Chapitre 3

FONCTEURS EXT, TOR ET

FONCTEUR S−1()

Introduction

Dans ce chapitre sauf mention contraire, A désigne un anneau associatif unitaire

(non nécessairement commutatif), M et M ′ des A-modules à gauche (respective-

ment à droite), S une partie multiplicative non vide saturée de A vérifiant les condi-

tions de Ore à gauche (respectivement à droite)et S−1M un module de fractions à

gauche(respectivement à droite) de M en S.

En utilisant les travaux de Pr.Mohamed Ben Fraj Ben MAAOUIA, notamment dans

sa thèse de 3è-cycle ([18]), sa thèse d’Etat ([19]), ses articles avec le Pr. Mamadou

SANGHARE : ”Localisation dans les duo-anneaux” ([21]), concernant la localisation

et le foncteur S−1() : A −Mod −→ S−1(A) −Mod qui est isomorphe au foncteur

S−1A ⊗A− : A−Mod −→ S−1(A)−Mod et qui conserve entre autres la projectivité

, nous avons montré les résultats suivants :

1) S−1HomA(An,M) ∼= S−1A⊗A HomA(An,M),

2) HomS−1A(S−1An, S−1M)) est un S−1(A)-module à gauche isomorphe au S−1(A)-
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module S−1HomA(An,M),

3) S−1TorAn (M,M ′)=̃TorS
−1A

n (S−1M,S−1M ′)

4) TorAn (M,N)P ∼= TorAPn (MP , NP ) où P est un idéal premier de A et MP

=S−1M le module de fractions de M où S est l’ensemble des éléments réguliers

de A− P .

De plus si A est noethérien et M est de type fini, alors on a :

5) S−1ExtnA (M,M ′) ∼= ExtnS−1A (S−1M,S−1M ′) et

6) ExtnA(M,N)P ∼= ExtnAP (MP , NP ).

7) TornS−1A(S−1A,M) est un A-module à gauche et ExtS
−1A

n (S−1A,M) est un

A-module à droite.

Ce chapitre a fait l’objet d’un article soumis au journal Afrika Mathe-

matika.

3.1 Lemme

Soit A un anneau. Considérons le diagramme commutatif suivant formé de mor-

phismes de A-modules à gauche (respectivement à droite) où les lignes sont exactes

et où f et g sont des isomorphismes :

M ′ i−→M
p−→M.′′ −→ 0

f ↓ g ↓ h ↓
N ′

j−→ N
q−→ N ′′ −→ 0

Alors il existe un isomorphisme unique h : M ′′ −→ N ′′ rendant le nouveau diagramme

commutatif
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Preuve

a) Existence de h

Soit m′′ ∈M ′′. Comme p est surjectif, il existe

m ∈ m tel que p(m) = m′′

Définissons h par h(m”) = q◦g(m)

Soit u ∈ M tel que p(u) = m
′′
, alors q ◦ g(u) = q ◦ g(m). Comme p(m) =

p(u) alors p(m − u) = 0 ⇒ m − u ∈ ker p = Imi puisque que les lignes sont

exactes m− u = i(m′) où m′ ∈M ′.

Alors q ◦ g(m − u) = q ◦ g ◦ i(m′) = q ◦ j ◦ f(m
′
) = 0 car q ◦ j = 0. Par

conséquent h est bien définie.

b) Unicité de h

Si h
′
: M ′′ −→ N ′′ tel que h′ ◦ p = q ◦ g

Soit m′′ ∈M ′′, choisissons m ∈M tel que p(m) = m′′ ; on a :

h′ ◦ p(m) = h′(m′′) = q ◦ g(m) = h(m′′)

D’où l’unicité de h

c) Montrons que h est un isomorphisme

D’après ce qui précède, il existe un morphisme h’ rendant le diagramme

commutatif :

N ′
j−→ N

q−→ N ′′ −→ 0

f−1 ↓ g−1 ↓ ↓h′

M ′ i−→M
p−→M ′′ −→ 0

Il s’agit de montrer que

h′ = h−1 on a h
′ ◦ q = p ◦ g−1 ⇒ h

′ ◦ h ◦ p = h
′ ◦ q ◦ g = p ◦ g−1 ◦ g = p

Comme p est surjectif alors sh
′ ◦ h ◦ p = p⇒ h

′ ◦ h = 1M ′′ .

On montre de même que h ◦ h′ = 1N ′′Donc h
′
= h−1.

Donc h est isomorphisme

Thése Unique � Localisation et algèbre des polynômes dans un duo-anneau - Propriétés homologiques
du foncteur S−1() � UCAD-EDMI − Daouda FAYE − Mai 2016 − Page 79



3.2 Lemme

Soit A un anneau. Considérons le diagramme commutatif suivant formé de mor-

phismes de A-modules à gauche (respectivement à droite) où les lignes sont exactes

et où g et h sont des isomorphismes :

0 −→M ′ i−→M
p−→M ′′

↓ f ↓ g ↓ h
0 −→ N ′

j−→ N −→ N ′′

Alors il existe un unique isomorphisme f : M ′ −→ N ′ rendant le nouveau diagramme

commutatif.

Preuve

La preuve est analogue à celle du Lemme 3.1

3.3 Lemme

Considérons le diagramme commutatif suivant où les lignes sont exactes

M1 −→M2 −→M3 −→M4 −→M5

↓ h1 ↓ h2 ↓ h3 ↓ h4 ↓h5

N1 −→ N2 −→ N3 −→ N4 −→ N5

(i) Si h2 et h4 sont surjectifs et h5 injectif, alors h3 est surjectif

(ii) Si h2 et h4 sont injectifs et h1 surjectif alors, h3 est injectif

(iii) Si h1, h2, h3, h4, h5 sont des isomorphismes alors h3 est un isomorphisme

Preuve

La preuve résulte du des Lemmes 3.1 et 3.2
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3.4 Lemme

Soient M un A-module à gauche (respectivement à droite), n un entier na-

turel strictement positif et S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les

conditions de Ore à gauche (respectivement à droite).Alors S−1HomA(An,M) ∼=
S−1A⊗A HomA(An,M).

Preuve

a) Supposons que M est un A-module à gauche, alors HomA(An,M) est un A-

module à droite. En effet, il est claire que (HomA(An,M),+) est un groupe

commutatif. De plus, considérons l’opération :

HomA(An,M)× A→ HomA(An,M)

(f, a) 7→ f.a

où l’application f.a définie par :

f.a : An →M

b = (a1, a2, ..., an) 7→ (f.a)(b) = f(b.a)

est un homomorphisme deA-module à gauche.Ce qui permet de munir (HomA(An,M))d’une

structure de A-module à droite puisque An est un (A− A)-bimodule.

De même on montre que si M est un A-module à droite, alors HomA(An,M)

est un A-module à gauche car l’opération :

A×HomA(An,M)→ HomA(An,M)

(a, f) 7→ f.a

où l’application :

f.a : An →M

b = (a1, a2, ..., an) 7→ (f.a)(b) = f(a.b)

est un homomorphisme deA-module à droite, permet de munir (HomA(An,M))d’une

structure de A-module à gauche comme An est un (A− A)-bimodule.
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b) HomA(An,M) étant unA-module à gauche(respectivement à droite), on déduit

de [19], chapitre 1, l’isomorphisme S−1HomA(An,M) ∼= S−1A⊗AHomA(An,M).

3.5 Lemme

Soit A un anneau, S une partie multiplicative saturée non vide de A vérifiant les

conditions de Ore à gauche.

Soient P et M des A-modules où P est de type fini. Alors il existe un isomorphisme

naturel ψP : S−1HomA(P,M)→ HomS−1A(S−1P, S−1M))

Preuve

Il suffit de construire les isomorphismes naturels

θP : HomA(P, S−1M)→ HomS−1P (S−1P, S−1M) et

ϕP : S−1HomA(P,M)→ HomA(P, S−1M) et par conséquent prendre

ψp = θp ◦ ϕp

a) Supposons que P = An est un A-module libre de type fini. Soit p1, p2, · · · , pn
une base de P , alors p1

1
, p2

1
, . . . ,pn

1
est une base de S−1P = S−1A⊗A An

Le morphisme θAn : HomA(P, S−1M) → HomS−1A(S−1P, S−1M) défini par

θAn(f) = f̃ avec f̃(pi
δ

) = f(pi)
δ

est bien défini et est un isomorphisme

b) Soit maintenant P un A-module de type fini, alors la suite At → An → P → 0

est exacte.

Appliquons à cette suite les foncteurs contravariantsHomA(−, Q) etHomS−1A(−, Q)

où Q = S−1M . On obtient le diagramme commutatif suivant ou les lignes sont

exactes à gauche :

0 −→ HomA(P,Q) −→ HomA(An, Q) −→ HomA(At, Q)

↓ θP ↓ θAn ↓ θAt
0 −→ HomS−1A(S−1P,Q) −→ HomS−1A(S−1An, Q) −→ HomS−1A(S−1(A)t, Q)
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Puisque θAn et θAt sont des isomorphismes alors d’après le lemme 3.2, θP

existe et est un isomorphisme.

L’isomorphisme θP est défini par θP (β) = β̃oùβ ∈ HomA(P,Q) et

β̃ : S−1B → Q = S−1M
p
δ
7→ β(p)

δ

Construisons maintenant ϕP par ϕP : S−1HomA(P,M) → HomA(P, S−1M)

par ϕP : g
δ
7→ gδ où

gδ : P → S−1M

p 7→ gδ(p) = g(p)
δ

D’après le Lemme 3.4, on a S−1HomA(P,M) = S−1A ⊗A HomA(P,M) et

que ϕP est un isomorphisme si P est un A-module libre de type fini.

En appliquant à la suite exacte At → An → P → 0 les foncteurs contra-

variants exacts à gauche : HomA(−,M) et HomA(−, S−1M), on obtient le

diagramme commutatif suivant :

0 −→ S−1HomA(P,M) −→ S−1HomA(An,M) −→ S−1HomA(At,M)

↓ ϕP ↓ ϕAn ↓ ϕAt
0 −→ HomA(P, S−1M) −→ HomA(An, S−1M) −→ HomA(At, S−1M)
ϕAn et ϕAt étant des isomorphismes, d’après le Lemme 3.2, ϕP est un iso-

morphisme.

3.6 Théorème

Soient A et B deux anneaux et T : AMod → BMod un foncteur exact et additif.

Alors T commute avec le foncteur homologie Hn : pour tout complexe (C,D) de la

catégorie AComp et tout entier relatif n, on a :

Hn(TC, TD) ∼= THn(C,D).

Preuve

Considérons le diagramme commutatif suivant :
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Cn+1
dn+1−→ Cn

dn−→ Cn−1

d
′

n+1 ↓ ↑ k

0 −→ im dn+1
j−→ ker dn −→ Hn(C.) −→ 0

Où j et k sont des inclusions et d
′
n+1 est le morphisme dn+1si l’on change Cn par

im dn+1 . En appliquant le foncteur T on obtient le diagramme commutatif

suivant ou la dernière ligne est exacte.

T Cn+1
T dn+1−→ T Cn

T dn−→ T Cn−1

T ′d
′

n+1 ↓ ↑ k

0 −→ T (im dn+1)
T j−→ T (ker dn) −→ T Hn(C.) −→ 0

or T est exacte alors T (im dn+1) = im(T dn+1) et T (ker dn) = ker(Tdn), on a alors

0 −→ im (Tdn+1) −→ ker(Tdn)

↓
T Hn(C.) −→ 0

Par définition on a : ker(T dn/im (T dn+1)) = Hn(C.) et par conséquent d’après le

Lemme 3.1, on a : Hn(T C.) ∼= T Hn(C.)

3.7 Théorème

Soient A un anneau et S une partie multiplicative non vide de A vérifiant les

conditions de Ore à gauche. Alors pour tout entier naturel n ≥ 0 et pour tous A-

modules M et M ′, on a : S−1TorAn (M,M ′)=̃TorS
−1A

n (S−1M,S−1M ′)

Preuve

a) Pour n = 0 on déduit du Théorème 1.2.24 :

TorA0 (M,M ′) ∼= Mk ⊗M ′ et TorS
−1A

0 (S−1M,S−1M ′) ∼= S−1M ⊗ S−1M ′. De

Thése Unique � Localisation et algèbre des polynômes dans un duo-anneau - Propriétés homologiques
du foncteur S−1() � UCAD-EDMI − Daouda FAYE − Mai 2016 − Page 84



plus d’après les Lemmes 3.4 et 3.5 (en prenant T = S−1 ( ) ), on a :

S−1(M ⊗AM ′) ∼= S−1M ⊗A S−1M ′, d’où le résultat.

b) Soit maintenant PM ′ une résolution projective de M ′

Comme le foncteur S−1 conserve la projectivité (Théorème 1.1.24) alors

S−1(PM ′) est une résolution projective de S−1M ′.

D’après le Lemme 3.4, prouvant l’existence de l’isomorphisme ψP , on déduit

l’isomorphisme des complexes S−1(M ⊗ APM ′) ∼= S−1M ⊗ S−1AS
−1(PM ′).

Par conséquent leurs groupes d’homologie sont isomorphes et comme le fonc-

teur S−1( ) est exact (voir [5]) et par définition du foncteur Tor, on aHn(S−1(M⊗
APM ′) ∼= S−1Hn(M ⊗ APM ′) ∼= S−1TorAn (M,M ′) ;

de même comme S−1(PM ′) est une résolution projective de S−1M ′, donc

Hn(S−1M ⊗ S−1AS
−1(PM ′)) ∼= TorS

−1A
n (S−1M,S−1M ′)

3.8 Corollaire

Soient A un duo-anneau, P un idéal premier de A, S l’ensemble des éléments réguliers

de A− P , M et N des A-modules à gauche. Notons respectivement par AP , MP et

NP l’anneau de fractions S−1A et les modules de fractions S−1M et S−1N .

Alors on a : TorAn (M,N)P ∼= TorAPn (MP , NP )

Preuve

D’après [19], l’anneau de fractions AP et les modules de fractionsMP etNP existent.

Il suffit alors d’appliquer le Théorème 3.7

3.9 Lemme

Soit F un A-module libre et soit B = {bi, i ∈ I} un système générateur de F

Si M est un A-module quelconque et si y : B → M est un morphisme quelconque

alors il existe un morphisme unique g : F → M définie par g (bi) = y (bi) pour tout
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i ∈ I

F

B M

g

y

Preuve

Tout élément υ ∈ F s’écrit de manière unique υ =
∑

i∈I ribioùri ∈ A et presque

tous les ri sont nuls

Définissons g : F →M par g (υ) =
∑

i∈I riy (bi) on a bien :

g (bi) = y (bi)∀i ∈ I

3.10 Proposition

Tout A-module M est quotient d’un A-module libre F . Par conséquent F est de

type fini

Preuve

Soit F =
∑

i∈I Ai où Ai = 〈bi〉 ∼= A pour tout i ∈ A. Alors F est un module libre

Soit {xm : m ∈M} une base de F

D’après le Lemme 3.9, il existe un morphisme

g : F → M tel que g (m) = m pour toutm ∈ M ; g est alors surjective et par

conséquent on a F/ ker g ∼= M

Si M est de type fini, Posons M = 〈m1,m2, ...,mn〉 choisissons F comme le A-module

libre dont la base est {x1, x2, ..., xn} et g : F → M défini par g (xi) = mi est une

surjection alors :

img = 〈g (x1) , g (x2) , ..., g (xn)〉 = 〈m1,m2, ...,mn〉 = M
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3.11 Proposition

Soit A un anneau noethérien et M un A-module de type fini. Il existe une

résolution projective P∗ de M pour laquelle chaque Pn est de type fini.

Preuve

Comme M est de type fini, il existe un A-module libre de type fini Po et un

morphisme surjectif ε : Po → M . Comme A est un noethérien ker ε est de type fini.

Par conséquent, il existe un A-module à gauche de type fini P1 et un morphisme

surjectifA1 : P1 → ker ε

Définissons D1 : P1 → P0 par la composé iod1 où i : ker ε→ P0 est l’inclusion, alors

la suite0→ kerD1 → P1
D1−→ P0 →M → 0 est exacte.

Le reste de la démonstration se fait par itération comme kerD1 est de type fini

Remarque

la suite exacte ci-dessus définit une résolution projective de M .

3.12 Théorème

Soient A un anneau noethérien et S une partie multiplicative non vide de A

vérifiant les conditions de Ore à gauche, M un A-module à gauche de type fini .

Alors on a : S−1ExtnA (M,M ′) ∼= ExtnS−1A (S−1M,S−1M ′) pour tout n ≥ 0 et tout

A-module à gauche M ′.

Preuve

Comme A est noethérien et M est de type fini, il existe une résolution projective

PM de M pour laquelle chaque terme est de type fini.

D’après le Lemme 3.4, il existe un isomorphisme naturel
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ψM : S−1Hom (M,M ′)→ HomS−1A (S−1M,S−1M ′) pour tout A-module M ′.

On en déduit l’isomorphisme des complexes

S−1 (HomA (PM ,M
′)) ∼= HomS−1A (S−1 (PM) , S−1M ′)

En appliquant le foncteur homologie Hn on a :

Hn (S−1 (HomA (PM ,M
′))) ∼= S−1Hn (HomA (PM ,M

′)) ∼= S−1ExtnA (M,M ′) puis

que le foncteur S−1 () est exacte par conséquent on a :

Hn (HomS−1A (S−1PM , S
−1M ′)) = ExtnS−1A (S−1M,S−1M ′) car S−1 (PM) est une

résolution projective.

3.13 Corollaire

Soient A un duo-anneau, P un idéal premier de A, S l’ensemble des éléments

réguliers de AnP,MetNdesA-modules à gauche où M est de type fini, AP ,MP etNP

l’anneau de fractions S−1A et les modules de fractions S−1M et S−1N respective-

ment.

Alors on a : ExtnA(M,N)P ∼= ExtnAP (MP , NP )

Preuve

Elle résulte de [19] et du Théorème 3.13

3.14 Proposition

Soient A un anneau, S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les condi-

tions de Ore à gauche, M un A-module à gauche, S−1(A) un anneau de fraction

de A relativement à S. Alors TornS−1A(S−1A,M) est un A-module à gauche et

ExtS
−1A

n (S−1A,M) est un A-module à droite.
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Preuve

a) Montrons que TornS−1A(S−1A,M) est un A-module à gauche.

Soit PM :→ · · · → Pn
dn→ Pn−1 → · · · → P2

d2→ P1
d1→ P0

d0→ M → 0 une

résolution projective de M

Alors→ · · · → S−1A⊗Pn
d∗n→ S−1A⊗Pn−1 → · · · → S−1A⊗P2

d∗2→ S−1A⊗P1

d∗1→
S−1A⊗ P0

d∗0→ S−1A⊗ → 0 est une résolution projective de S−1A⊗M
Comme S−1A est une (A − A) bimodule (voir [4]) et Pn−1, Pn sont des A-

modules à gauche, alors S−1A ⊗ Pn−1 et S−1A ⊗ Pn sont des A-modules à

gauche. Donc Ker(1S−1A ⊗ dn−1) et Im(1S−1A ⊗ dn) sont des A-modules à

gauche.

Par conséquent TornS−1A(S−1A,M) = Hn(S−1A ⊗ PM) =
Ker(1S−1A⊗dn−1)

Im(1S−1A⊗dn)
est

un A-module à gauche.

b) Montrons que ExtS
−1A

n (S−1A,M) est unA-module à droite. Il suffit de considérer

une résolution injective EM : 0 → M
d0→ E0

d1→ E1 → E2 → · · ·
dn−1−→ En−1

dn→
En → · · · de M .

On déduit, comme au a) que :

ExtS
−1A

n (S−1A,M) = Hn(HomS−1A(S−1A,EM)) =
Ker(1S−1A⊗dn−1)

Im(1S−1A⊗dn)
est un A-

module à droite.

3.15 Remarque : Les foncteurs

TornS−1A(S−1A,−) : S−1A − Mod −→ A.Mod et ExtS
−1A

n (S−1A,−) : S−1A −
Mod −→Mod− A sont alors bien définis.
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Chapitre 4

FONCTEUR S−1() ET

ISOMORPHISME ADJOINT

Introduction

Dans ce chapitre, sauf mention contraire, B désigne un anneau associatif uni-

taire (non nécessairement commutatif), A un sous-anneau de B, AM un A-module

à gauche de type fini, ANB un (A,B)- bimodule de type fini et PB un B-module

à droite , S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les conditions de Ore à

gauche.

La notion de foncteur adjoint à S−1() et les relations entre le foncteur S−1() et les

foncteurs homologiques ExtnA(M,−), ExtnA(−,M) et TorAn (M,−) ont été établies

par plusieurs auteurs (voir [2] , chapIV et [8] , chapV IIIetXI).

Dans le cas où l’anneau est non nécessairement commutatif, M.BEN MAAOUIA, avec

une partie multiplicative saturée S de A vérifiant les conditions de Ore à gauche, a

établi dans ses travaux que le foncteur S−1() est isomorphe au foncteur S−1A⊗A− et

que le foncteur S−1() est adjoint au foncteur HomA(S−1A−) (voir [19] , chapI et [5]).

Nous savons que(voir [27]) le foncteur Ext0A(M,−) est équivalent au foncteurHomA(M−),

Ext0A(−,M) est équivalent au foncteur HomA(−,M) et TorA0 (M,−) est équivalent
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au foncteur M ⊗A − qui est isomorphe au foncteur S−1().

Ainsi Ext0S−1A(S−1A,−) est adjoint à S−1() et TorS
−1A

0 (S−1A,−) est isomorphe à

S−1().

L’objet de ce chapitre est alors d’établir une généralisation de ces propriétés entre le

foncteur S−1() et les foncteurs ExtnS−1A(S−1M,−) et TorS
−1A

n (S−1M,−) respective-

ment pour tout entier naturel n.

Ainsi nous avons établi les résultats suivants :

1)

HomS−1A(S−1N⊗AS−1M,S−1P ) ∼= HomS−1B(S−1M,HomS−1A(S−1N,S−1P )

2) Si P est injectif, alors on a l’isomorphisme :

ExtnA(M,HomB(N,P )) ∼= HomB(TorAn (M,N), P )

3) Si P est injectif, alors :

ExtnS−1A(S−1M,HomS−1B(S−1N,S−1P )) ∼= HomS−1B(TorS
−1A

n (S−1M,S−1N), S−1P )

4) Si A est noethérien et P est injectif, alors :

TorAn (HomB(N,P ),M) ∼= HomB(ExtnA(M,N), P )

5) TorS
−1A

n (HomS−1B(S−1N,S−1P ), S−1M) ∼= HomS−1B(ExtnS−1A(S−1M,S−1N), S−1P )

6) Si B est noethérien, A un sous-anneau de B S−1A l’anneau des fractions de

A en S. Alors, pour tout entier naturel n, les foncteurs ExtnS−1B(S−1M,−) et

TorS
−1A

n (S−1M,−) sont adjoints.

Le chapitre 4 a fait l’objet d’un article publié par la revue ”International

Mathematical Forum”, Vol. 16, 2016, no. 5, 227 - 237, HIKARI Ltd .
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4.1 Définition : Transformations naturelles ou iso-

morphismes fonctoriels

Soient C et D deux catégories, F et G deux foncteurs de même variance de C

dans D. Une transformation naturelle ou isomorphisme fonctoriel de F dans G est

une application η : F → Gtelle que :

a) Si F et G sont covariants, alors :

η : Ob(C)→ Mor(D)

M 7→ ηM
est une application telle que ηM : F (M)→ F (G) et pour tout f ∈ Mor(C)

telle que f : M → N , alors le diagramme suivant est commutatif.

F (M)
F (f)−→ F (N)

↓ ηM ↓ ηN
G(M)

G(f)−→ G(N)

b) Si F et G sont contravariants, alors le diagramme suivant est commutatif :

F (N)
F (f)−→ F (M)

↓ ηN ↓ ηM
G(N)

G(f)−→ G(M)

Exemple (voir [27])

Soit A un anneau, alors on a HomA(A,−) ∼= A⊗A −

4.2 Définition :Foncteurs adjoints

Soient Λ et Γ deux catégories, F : Λ → Γ et G : Γ → Λ deux foncteurs. On dit

que le couple (F,G) est adjoint si pour tout A ∈ Ob(Λ) et pour tout B ∈ Ob(Γ), il

existe un isomorphisme rA,B : HomΛ(A,G(B))→ HomΓ(F (A), B) tel que :
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a) pour tout f ∈ HomΛ(A,A′), le diagramme suivant est commutatif :

HomΛ(A,G(B))
f∗=Hom(f,G(B))−→ HomΛ(A′, G(B))

↓ rA,B ↓ rA′,B
HomΓ(F (A), B)

F (f)∗=Hom(F (f),B)−→ HomΓ(F (A′), B)

b) pour tout g ∈ HomΓ(B,B′), le diagramme suivant est commutatif :

HomΛ(A,G(B))
(G(g))∗=Hom(A,G(g))−→ HomΛ(A,G(B′))

↓ rA,B ↓ rA′,B
HomΓ(F (A), B)

g∗=Hom(F (A),g)−→ HomΓ(F (A), B′)

4.3 Proposition

1. (voir [27]) Soient A et B deux anneaux et AMB un (A−B) bimodule . Alors

les foncteurs HomA(M,−) : AM → BM et M ⊗B − : BM → AM sont ad-

joints.

Par conséquent si AM, ANB et PB sont respectivement un A-module à gauche,

un (A,B) bimodule et un B-module à droite, alors on a l’isomorphisme :

HomA(N ⊗M,P ) ∼= HomB(M,HomA(N,P )

2. (voir [21]) Soient A un anneau, S une partie multiplicative saturé vérifiant les

conditions de Ore à gauche, S−1A l’anneau des fractions de A en S alors les

foncteurs S−1A⊗A − et HomA(S−1A−) sont adjoints.

4.4 Proposition

Soient A et B deux anneaux et AM, ANB et PB respectivement un A-module à

gauche de type fini, un (A,B) bimodule de type fini et un B-module à droite , S une

partie multiplicative saturée de A vérifiant les conditions de Ore à gauche. Alors, on
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a :

HomS−1A(S−1N ⊗ S−1M,S−1P ) ∼= HomS−1B(S−1M,HomS−1A(S−1N,S−1P )

Preuve

Elle résulte du Corollaire 3.5 (prouvant que le foncteur S−1() commute avec le

foncteur Hom(P,−) si P est un A-module de type fini) et de la Proposition 4.3.

4.5 Proposition

Soient A et B deux anneaux et AM , ANB et PB respectivement un A-module à

gauche, un (A,B) bimodule et un B-module à droite, alors on a l’isomorphisme :

HomA(M ⊗N,P ) ∼= HomB(M,HomA(N,P ))

Preuve

En utilisant la commutativité du produit tensoriel et la Proposition 4.3, on a :

HomA(M ⊗N,P ) ∼= HomA(N ⊗M,P ) ∼= HomB(M,HomA(N,P )

4.6 Proposition

Soit A un anneau noethérien, alors le foncteur

S−1( ) : A −Mod → S−1A −Mod conserve l’injectivité, c’est-à dire que pour tout

A-module M injectif, alors S−1(M) est un S−1 A-module injectif.

Preuve

En utilisant le critère de Baer (voir [26] Chapitre 7), il suffit de montrer que le

morphisme : i∗ : HomS−1A(S−1A, S−1E) −→ HomS−1A(J, S−1E)
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est surjective pour tout A-module E injectif et tout idéal de S−1A où

i : J −→ S−1A est l’inclusion.

D’après la Proposition 2.1.15, tout idéal J de S−1A est de la forme S−1I où I est

un idéal de A.

Comme A est un noethérien, tout idéal de A est un A-module de type finie.

De plus d’après le Lemme 3.5 le diagramme suivant est commutatif :

S−1HomA(A,E) −→ S−1HomA(I, E)

↓ tA ↓ tI
HomS−1A](S

−1A, S−1E)
i∗−→ HomS−1A(S−1I, S−1E)

où les morphismes tA et tI des isomorphismes.

Soit j : I −→ A l’inclusion, alors E étant injectif, on déduit que le morphisme

j∗ : HomA(A,E) −→ HomA(I, E).

Par conséquent le foncteur localisation S−1() étant exacte, on déduit que le mor-

phisme i∗ du diagramme si dessus est surjectif.

D’où J = S−1I est un S−1A-module injectif.

4.7 Proposition

Soient A et B deux anneaux et AM, ANB et PB respectivement un A-module à

gauche, un (A,B) bimodule et un B-module à droite. Si P est injectif, alors on a

l’isomorphisme :

ExtnA(M,HomB(N,P )) ∼= HomB(TorAn (M,N), P )

.

Preuve

Soit X une résolution projective de M . Par définition du foncteur ExtnA(M,−) ,

on a :
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ExtnA(M,HomB(N,P )) = Hn(HomA(X,HomB(N,P ))) ∼= Hn(HomB(X⊗A(N,P )))

Comme P est injectif, alors le foncteur HomB(−, P ) est exact et par conséquent

d’après le Théorème 3.6, le foncteur homologie Hn commute avec le foncteur

HomB(−, P ). Alors on a : Hn(HomB(X ⊗A (N,P ))) ∼= HomB(Hn(X ⊗A (N,P )) ∼=
HomB(TorAn (M,N)P ). D’où ExtnA(M,HomB(N,P )) ∼= HomB(TorAn (M,N)P )

4.8 Corollaire

Soient A et B deux anneaux et AM , ANB et PB respectivement un A-module à

gauche, un (A,B) bimodule et un B-module à droite ; S une partie multiplicative

saturée de A vérifiant les conditions de Ore à gauche.

Si P est injectif, alors on a l’isomorphisme :

ExtnA(S−1M,HomB(S−1N,S−1P )) ∼= HomB(TorAn (S−1M,S−1N), S−1P )

Preuve

Elle résulte de 4.6 et 4.7

4.9 Proposition

Soient A et B deux anneaux et AM, ANB et PB respectivement un A-module à

gauche, un (A,B) bimodule et un B-module à droite.

Si A est noethérien , M est de type fini et P est injectif, alors on a l’isomorphisme :

TorAn (HomB(N,P ),M) ∼= HomB(ExtnA(M,N), P )

Preuve

Soit X une résolution projective de M . Comme A est noethérien et M de type

fini, la résolution X peut-être choisie comme étant composée de modules projectifs
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de type fini (voir [15], V-1.3).

Par définition du foncteur :

TorAn (HomB(N,P ),M) = Hn(HomB(N,P ) ∼=A, X)

Or comme P est injectif, alors le foncteur HomB(−, P ) est exact et d’après ( [13] ,

IV-7.2), on a l’isomorphisme Hn(HomB(N,P ), X) ∼= HomB(Hn(HomA(X,N), P ))

(2).

Or par définition du foncteur ExtnA(M,−), on a ExtnA(M,N) = Hn(HomA(X,N))(3)

pour toute résolution projective X de M .

Donc de (1), (2) et (3) on a :

TorAn (HomB(N,P ),M) ∼= HomB(ExtnA(M,N), P )

4.10 Théorème

Soient A et B deux anneaux et AM, ANB et PB respectivement un A-module à

gauche, un (A,B) bimodule et un B-module à droite ; S une partie multiplicative

saturée de A vérifiant les conditions de Ore à gauche.

Alors on a l’isomorphisme :

TorS
−1A

n (HomS−1B(S−1N,S−1P ), S−1M) ∼= HomS−1B(ExtnS−1A(S−1M,S−1N), S−1P )

Preuve

Elle résulte de 4.7 et 4.9

4.11 Théorème

Soient B un anneau noethérien, A un sous-anneau de B, AM, ANB et PB res-

pectivement un A-module à gauche, un (A,B) bimodule et un B-module à droite,

S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les conditions de Ore à gauche,
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S−1A l’anneau des fractions de A en S. Alors les foncteurs ExtnS−1B(S−1M,−) et

TorS
−1A

n (S−1M,−) sont adjoints.

Preuve

Pour démontrer ce théorème on peut supposer que N est projectif et P est injectif,

par conséquent les foncteurs HomA(−, P ) et HomB(N,−) sont exacts.

1. D’après les Lemmes 3.4 et 3.5 on a S−1HomA(N,HomB(M,P )) ∼= S−1HomB(M⊗A
N,P ) , ce qui équivaut àHomS−1A(S−1N,HomS−1B(S−1M,S−1P )) ∼= HomS−1B(S−1M⊗S−1A

S−1N,S−1P )

D’après 1.1.24 et 4.6 S−1M est projectif et S−1P est injectif, donc les fonc-

teurs HomS−1A(S−1N,−) et HomS−1B(−, S−1P ) sont exacts.

Donc d’après la Proposition 4.5 on a :

Hn[HomS−1A(S−1N,HomS−1B(S−1M,S−1P ))] ∼= Hn[HomS−1B(S−1M ⊗S−1A

S−1N,S−1P )] ce qui équivaut àHomS−1A[Hn(S−1N,HomS−1B(S−1M,S−1P ))] ∼=
HomS−1B[Hn(S−1M ⊗S−1A S

−1N,S−1P )]

Soient XN une résolution projective de S−1N et YP une résolution injective

de S−1P .

On a alorsHomS−1A[Hn(XN , HomS−1B(S−1M,S−1P ))] ∼= HomS−1B[Hn(S−1M⊗S−1A

S−1N, YP )] ce qui équivaut àHomS−1A[S−1N,ExtnS−1B(S−1M,S−1P )] ∼= HomS−1B[TorS
−1A

n (S−1M,S−1N), S−1P ]

2. Démontrons maintenant par récurrence sur n ∈ N que les deux diagrammes

suivants, où F = (TorS
−1A

n (S−1M,−)) et G = ExtnS−1B(S−1M,−) sont com-

mutatifs :

Soient f : S−1N −→ S−1N ′ et g : S−1P −→ S−1P ′

HomS−1A(S−1N,G(S−1P ))
f∗=Hom(f,G(S−1P ))−→ HomS−1A(S−1N ′, G(S−1P ))

↓ rS−1N,S−1P ↓ rS−1N ′,S−1P

HomS−1B(F (S−1N), S−1P )
(Ff)∗=Hom(F (f),S−1P )−→ HomS−1B(F (S−1N ′), S−1P )

(4.1)
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HomS−1A(S−1N,G(S−1P ))
G(g)∗=Hom(S−1N,G(g))−→ HomS−1A(S−1N,G(S−1P ′))

↓ rS−1N,S−1B ↓ rS−1N ′,S−1P

HomS−1B(F (S−1N), S−1P )
g∗=Hom(F (S−1N),g)−→ HomS−1B(F (S−1N), S−1P ′)

(4.2)

a) Pour n = 0, on a Ext0S−1B(S−1M,−) ∼= HomS−1B(S−1M,−) et

TorS
−1B

0 (S−1M,−) ∼= S−1⊗S−1A− or (voir[21], les foncteursHomS−1B(S−1M,−) :

S−1A−Mod→ S−1B −Mod et M ⊗S−1B − : S−1B −Mod→ S−1A−Mod

sont adjoints. Il en résulte que les diagrammes (1) et (2) sont commutatifs en

prenant F = M ⊗S−1A − et G = HomS−1B(S−1M,−)

b) Supposons que pour tout entier k 6 n les diagrammes (1) et (2) sont commu-

tatifs où F = TorS
−1A

k (S−1M,−) et G = ExtkS−1B(S−1M,−).

Montrons alors que (1) et (2) sont commutatifs en posant F = TorS
−1A

n+1 (S−1M,−)

et G = Extn+1
S−1B(S−1M,−).

Soit PS−1M : · · · → Pn+1
dn+1−→ Pn

dn−→ · · · −→ P2
d2−→ P1

d1−→ P0
ε−→

S−1N −→ 0

Une résolution projective de S−1M de niem noyau Kn = Ker(dn).

D’après les Lemmes 1.2.39 et 1.2.40 on a respectivement :

Extn+1
S−1A(S−1M,S−1P ) ∼= Ext1S−1A(Kn−1, S

−1P )

et TorS
−1A

n+1 (S−1M,S−1N) ∼= TorS
−1A

1 (Kn−1, S
−1N)

Par conséquent il suffit d’appliquer l’hypothèse de récurrence aux foncteurs

Ext1S−1A(Kn−1,−) et TorS
−1A

1 (Kn−1,−).

c) On conclut alors que pour tout entier naturel n les foncteurs ExtnS−1B(S−1M,−)

et TorS
−1A

n (S−1M,−) sont adjoints.

Remarque

Si A est un sous-anneau de B et S une partie multiplicative saturée de A vérifiant

les conditions de Ore à gauche, l’anneau de fractions S−1B a un sens, ce qui n’est

pas nécessairement le cas si A et B sont deux anneaux quelconques.
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Cependant, si B est une A-algèbre, le théorème 4.11 peut toujours être vérifié si

S−1B est une S−1A-algèbre.

4.12 Corollaire

Soient A un anneau noethérien et S une partie multiplicative saturée de A

vérifiant les conditions de Ore à gauche, S−1A l’anneau des fractions de A en S.

Alors les foncteurs ExtnS−1A(S−1A,−) et TorS
−1A

n (S−1A,−) sont adjoints.

Preuve

Elle résulte du Théorème 4.11 et du fait que l’anneau S−1A est un (S−1A −
S−1A)-bimodule.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons utilisé principalement les travaux de Monsieur

Mohamed Ben Fraj Ben MAAOUIA notamment sa thèse d’Etat([19]), sa thèse de

troisième cycle ([18])et ses articles ([20] et [21])et le livre Advanced Modern Algebra

de J.J.ROTMAN ([26]) pour construire l’anneau de fractions (S)−1A et le module

de fractions (S)−1M où A est un duo-anneau, S une partie non vide de A formée

d’éléments réguliers et S la partie multiplicative saturée engendrée par S. Nous avons

élargi les propriétés du foncteur localisation S−1() : A −Mod −→ S−1A −Mod en

montrant qu’en plus du fait qu’il est exact, covariant, additif, conserve les limites di-

rectes et indirectes, est un monofoncteur et un épifoncteur (voir [21]), il commute avec

les foncteurs TorAn : A−Mod −→ S−1A−Mod et ExtnA : A−Mod −→ S−1A−Mod

si A est noethérien et M est un module de type fini.

Nous avons aussi généralisé le résultat :les foncteurs S−1A ⊗A − et HomA(S−1A−)

sont adjoints (voir [21]) en montrant que les foncteurs ExtnB(S−1M,−) et TorAn (S−1M,−)

sont adjoints où B est un anneau noethérien et A un sous-anneau de B.

Cependant, beaucoup des pistes restent encore à explorer :

1) Les foncteurs ExtnB(S−1M,−) et TorAn (S−1M,−) sont-ils adjoints lorsque A

est un anneau noethérien et B une A- algèbre ?

2) Peut-on généraliser le théorème 4.14 dans le cas où l’anneau B n’est pas

nécessairement noethérien ?

3) Le foncteur S−1() : A −Mod −→ S−1A −Mod, conserve-t-il les extensions

scindées ? c’est-à dire, si 0 −→ M −→ N −→ P −→ 0 est extension scindée

de M par P dans A- Mod,

0 −→ S−1M −→ S−1N −→ S−1P −→ 0 est-elle une extension scindée de

S−1M par S−1P dans S−1A−Mod ?

4) Le foncteur S−1() : A−Mod −→ S−1A−Mod, conserve-t-il les dimensions ho-

mologiques et cohomologiques, notamment les dimensions projectives, globale

projective, injective, globale injective, plate et globale faible ?
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5) Le foncteur S−1() : A − Mod −→ S−1A − Mod, conserve-t-il les produits

direct et indirect de modules ?
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New York, Barcelone, Milan Mexico et Rio de Janeiro 1981
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[13] Daouda FAYE, Mohamed Ben MAAOUIA et Mamadou SANGHARE, Func-

tor S−1() and Adjoint Isomorphism, International Mathematical Forum, Vol. 11,

2016, no. 5, 227- 237.

[14] G. RENAULT, Gauthier, Villars, Algèbre non commutative, Paris-Bruxelles,
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RESUME

Cette thèse s'inspire des questions ouvertes des travaux de Monsieur Mohamed BEN MAAOUIA,
Maitre de Conférences à l'UGB de Saint-Louis (thèse 3ème cycle, thèse d'Etat et articles). En
e�et, la problématique qui sous-tend ce travail de recherche est la suivante : dans un anneau
commutatif A, on peut construire un anneau de fractions S−1A à partir d'une partie non vide
de A ne contenant pas zéro en considérant la partie multiplicative saturée S engendrée par S.
Dans le cas où l'anneau A n'est pas commutatif, il n'est pas évident que S existe, soit saturée et
véri�e les conditions de Ore, ce qui est une condition nécessaire et su�sante (voir thèse d'Etat
M.BEN MAAOUIA) pour pouvoir construire l'anneau de fractions (S)−1A.

Par ailleurs, compte tenu des isomorphismes TorA0 (S
−1A,−) ∼= S−1A⊗A − et

Ext0A(S
−1A,−) ∼= HomA(S

−1A,−) et du fait que les foncteurs S−1A⊗A− et HomA(S
−1A,−)

sont adjoints (voir thèse d'Etat M.BEN MAAOUIA), les foncteurs Ext0A(S
−1A,−) et

TorA0 (S
−1A,−) sont alors adjoints.

Peut-on alors généraliser ce résultat pour tout entier naturel n et tout A-module M , c'est-à-dire,
les foncteurs ExtnS−1A(S

−1M,−) et TorS−1A
n (S−1M,−) où B est un anneau, A un sous-anneau

de B, S une partie multiplicative saturée de A véri�ant les conditions de Ore à gauche et M
un A-module à gauche sont-ils adjoints ?
Les réponses à ces questions, entre autres, ont fait l'objet des résultats suivants :

• Soit A un duo-anneau, S une partie non vide de S formée d'éléments réguliers, alors S
est une partie multiplicative saturée de A qui véri�e les Conditions de Ore à gauche ;

• S−1A existe et S−1A ∼= A
[
(Xs)s∈S

]/
〈1− sXs〉s∈S où 〈1− sXs〉s∈S est l'idéal de l'algèbre

des polynômes à S variables A
[
(Xs)s∈S

]
engendré par l'ensemble des polynômes

{1− sXs, s ∈ S} ;

• S−1A ∼= (S)
−1
A ;

• En posant S−1M = (S)
−1
M , on a S−1M ∼= (S)

−1
A⊗A M où M est un A-module et

S−1M le module de fractions de M en S ;

• S−1TorAn (M,M ′) ∼= TorS
−1A

n (S−1M,S−1M ′) où n est entier naturel où M et M ′ deux
A-modules ;

• S−1ExtnA (M,M ′) ∼= ExtnS−1A (S−1M,S−1M ′) où n est entier naturel et M est un A-

module de type �ni et M ′ un A-module quelconque ;

• les foncteurs ExtnS−1B(S
−1M,−) et TorS

−1A
n (S−1M,−) où B est un anneau, A un sous-

anneau de B, S une partie multiplicative saturée de A véri�ant les conditions de Ore à
gauche, M un A-module à gauche de type �ni sont adjoints.
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