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Introduction

Cette thése s’inspire des questions ouvertes des travauzr de Monsieur Mohamed
BEN MAAOUIA, Maitre de Conférences a I’'UGB de Saint-Louis (thése 3¢me cycle,
thése d’Etat et articles). En effet, la problématique qui sous-tend ce travail de re-
cherche est la suivante : dans un anneau commutatif A, on peut construire un an-
neau de fractions a partir d’une partie non vide S de A ne contenant pas zéro en
considérant la partie multiplicative saturée S engendrée par S . Dans le cas ot U'an-
neau A n'est pas commutatif, il n'est pas évident que S existe, soit saturée et vérifie
les conditions de Ore, ce qui est une condition nécessaire et suffisante (établie dans
sa these d’Etat) pour pouvoir construire l'anneau de fractions (S)™*A et le module
de factions (S)™*M pour tout A-module M. Cependant, dans le cas ot A est un
duo-anneau, nous avons établi que si S est formée d’éléments réquliers, alors S est
une partie multiplicative saturée qui vérifie les Conditions de Ore. Alors, comment
construire,s’ils existent l'anneau de fractions S™'A et le module de factions S™'M ?
Par ailleurs, les foncteurs ST'A®4 — et Homa(S™1A, —) sont adjoints (établi dans
sa theése d’Etat). Les foncteurs Tord(S71A, —) et Ext%(S™1A, —) sont alors adjoints
compte tenu des isomorphismes entre Torg (S™1A, —) et ST'A ®a — d’une part et
entre ExtY(S™'A, —) et Homa(S™'A, —) d’autre part. Peut-on alors généraliser ce
résultat pour tout entier naturel n et pour tout A-module M ? En d’autre terme, les
foncteurs Eat?_, ,(S™'M,—) et TorS ' A(S~'M, =) ot B est un anneau, A un sous-
anneau de B, S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les conditions de Ore
a gauche et M un A-module a gauche sont-ils adjoints ?

Nous avons répondu a ces différentes questions entre autres dans ce travail de re-
cherche.

Ainsi, cette these est organisée de la maniére suivante :

Le chapitre 1 est un rappel sur les anneauxr et modules de fractions, le foncteur
S~Y() et les foncteurs dérivés EXT et TOR.

Dans le chapitre 2, sauf mention contraire, A désigne un duo-anneau, M un A-

module a gauche et S une partie non vide de A formée d’éléments réguliers.
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Dans leurs travauzx, beaucoup d’auteurs ont construit des anneauz de fractions dans
le cas commutatif a partir d’une partie multiplicative S d’un anneau commutatif A (
voir [1] et [26]). Dans [26],J.J. ROTMAN a construit, dans le cas commutatif, I’an-
neau de fractions S™'A et le module de fractions S™*M ou S est une partie non vide
quelconque de A en utilisant la parie multiplicative saturée S. engendrée par S.
Dans ses travauz, Pr. Mohamed BEN MAAOUIA a construit, dans le cas ou A n’est
pas nécessairement commutatif, ’anneau des fractions ST A et le module de fractions
STIM relativement a une partie multiplicative saturée S qui vérifie les conditions de
Ore a gauche (voir [21] [22] et[23]).

Dans la section 1 de ce chapitre, nous construisons, dans le cas ou A n’est pas
nécessairement commutatif, l’anneau des fractions S~tA relativement & une partie
non vide S formée d’éléments réguliers de A.

Ainsi nous avons montré les résultats suivants :

1) S, la partie multiplicative saturée engendrée par S vérifie les conditions de

Ore a gauche.
2) Lidéal (1 — sX,), g
engendré par I'ensemble des polynomes {1 — s X, s € S} est bilatere.

3) S7'A existe et STIA = A [(Xs)ses}/“ — sX,)

de T'algebre des polyndmes a S variables A [(XS)SGS}

seS’

4) STTAx (S) A
Dans la section 2 de ce chapitre, nous construisons le module de fractions S~'M et

nous avons montré les résultats suivants :

1) En posant S™'M = (S)"'!M, ona S™'M = (S) "A®s M.
Par conséquent S—1M = A [(Xs)ses]/<1 — 5X.) g ®a M.

se

2) S~ Tor (M, M')=Tor5 4(S~'M,S~"M’) ot n est entier naturel

3) ST'Ext (M,BM') = Ext?_, , (S~'M,S ' M’) ou n est entier naturel et M
est un A-module de type fini.
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Le chapitre 2 a fait 1’objet d’un article accepté par la revue américaine
Springer et en instance de publication.

Dans le chapitre 3 sauf mention contraire, A désigne un anneau associatif unitaire
(non nécessairement commutatif), M et M’ des A-modules & gauche (respective-
ment a droite), S une partie multiplicative non vide saturée de A vérifiant les condi-
tions de Ore & gauche (respectivement a droite)et S™*M un module de fractions a
gauche(respectivement a droite) de M en S.

En utilisant les résultats sur la localisation notamment 1’isomorphisme des foncteurs
S™(): A— Mod — S7'(A) — Mod et ST'A ®4—: A— Mod — S™'(A) — Mod
et la conservation de la projectivité du foncteur S7!() : A— Mod — S™'(A) — Mod

(voir [20], [21], [23]), nous avons montré les résultats suivants :

1) ST*Homu(A™, M) = ST'A®4 Homa(A™, M),

2) Homg-14(S71A™ S71M)) est un S~!(A)-module & gauche isomorphe au S~ (A)-
module S™'Hom 4(A™, M),

3) S~ Tor (M, M")=Tors " A(S~'M,S~*M’)

4) ST'Exty (M, M') = Ext?_, , (S7'M,S™'M’) ot A est noethérien et M est de
type fini.
De plus si A est un duo-anneau et P un idéal premier de A et Mp =S~ M le

module de fractions de M en S ou S est I'ensemble des éléments réguliers de
A — P, alors :

5) Tor(M,N)p = Torr(Mp, Np) et

6) Exty(M,N)p = Ext} (Mp, Np) ol A est noethérien et M est de type fini.

7) Torl . ,(S™'A, M) est un A-module & gauche et ExtS 4(S~1A, M) est un
A-module a droite.

Le chapitre 3 a fait 'objet d’un article soumis dans le journal Afrika Ma-
thematika.
Dans le chapitre 4, sauf mention contraire, B désigne un anneau associatif uni-

taire (non nécessairement commutatif), A un sous-anneau de B, 4M un A-module
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a gauche de type fini, 4N un (A, B)- bimodule de type fini et P un B-module
a droite , S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les conditions de Ore a
gauche.

La notion de foncteur adjoint a S71() et les relations entre le foncteur S71() et les
foncteurs homologiques Ext™ (M, —), Ext"(—, M) et Tor}(M,—) ont été établies
par plusieurs auteurs (voir [2], chapIV et [8],chapVIIIetX]I).

Dans le cas ou 'anneau est non nécessairement commutatif, M. BEN MAAOUIA,
avec une partie multiplicative saturée S de A vérifiant les conditions de Ore a gauche,
a établi dans ses travaux que le foncteur S7!() est isomorphe au foncteur S™'A® 4 —
et que le foncteur S~() est adjoint au foncteur Hom 4(S~tA—) (voir [4] , chapI et [5]).
Nous savons que(voir [9]) le foncteur ExtY (M, —) est équivalent au foncteur Hom 4 (M—),
Ext%(—, M) est équivalent au foncteur Homa(—, M) et Tord'(M, —) est équivalent
au foncteur M ®4 — qui est isomorphe au foncteur S~1().

Ainsi Ext , ,(S7'A, —) est adjoint & S~'() et Tory A(S~'A,—) est isomorphe &
S=1().

L’objet de ce chapitre est alors d’établir une généralisation de ces propriétés entre le
foncteur S~1() et les foncteurs Ext? , ,(S~'M, —) et TorsS '4(S~'M, —) respective-
ment pour tout entier naturel n.

Ainsi nous avons établi les résultats suivants :
1)
Homg 14(ST'N®4S™'M,S7'P) = Homg-15(S™*M, Homg-1,(S™'N,S™'P)
2) Si P est injectif, alors on a I'isomorphisme :
Ext™y (M, Homp(N, P)) = Hompg(Tor(M, N), P)

3) Si P est injectif, alors :

Ext? \ ((S™'M, Homg-15(S"'N,S™'P)) = Homg-15(TorS "A(S™'M,S~'N), S~' P)
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4) Si A est noethérien et P est injectif, alors :
Tor?(Homp(N, P), M) = Homp(Ext" (M, N), P)

5) TorS 'A(Homg-15(S™'N,S~'P), S~ M) = Homg-1g(Extt_, ,(S7'M,S™'N),S~'P)
6) Si B est noethérien, S~'A I'anneau des fractions de A en S. Alors, pour tout
entier naturel n, les foncteurs Ext?_, 5(S™'M, —) et TorS " A(S~'M, —) sont
adjoints.

Le chapitre 4 a fait I’objet d’un article publié par la revue ”International
Mathematical Forum”, Vol. 16, 2016, no. 5, 227 - 237, HIKARI Ltd .
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Chapitre 1

GENERALITES SUR LA
LOCALISATION ET SUR
I’ ALGEBRE HOMOLOGIQUE

Introduction

Dans ce chapitre, composé de deux sections, nous rappelons les résultats essen-
tiels de la localisation dans un anneau non nécessairement commutatif et de ’algebre
homologique.

Ainsi dans la section 1, nous définissons la partie multiplicative saturée S engendrée
par une partie multiplicative S d’'un anneau A vérifiant les conditions de Ore a
gauche(respectivement a droite)et nous rappelons (voir [21] ) que dans un duo-anneau
A, S existe pour toute partie multiplicative S formée d’éléments réguliers.

Nous définissons ensuite I'anneau de fractions (S~1A4,4%) & gauche (respectivement
a droite) d'un anneau quelconque A relativement a une partie multiplicative saturée
S de A vérifiant les conditions de Ore a gauche (respectivement a droite) a isomor-
phisme pres ott i : A — S7!A est un morphisme d’anneaux, appelé morphisme

canonique, vérifiant les conditions de la définition 1.1.8.

12



Nous montrons ensuite la transitivité de la localisation :étant donnés deux anneaux A
et B, S et T, deux parties multiplicatives saturées de A et B respectivement vérifiant
les conditions de Ore a gauche, f : A — B un homomorphisme tel que f(S) C T,
(S71A,4%) et (T71B,i%), les anneaux de fractions de A en S et B en T respective-
ment, alors il existe un homomorphisme f: S™'A — S™1B tel que f(4) = @ pour
tout a élément de A et de plus (T B, foi, est un anneau de fractions & gauche de
Aen §S.

Nous définissons également le module de fractions (S~'M, hy; & isomorphisme pres
ot ST*M est un S~tA-module et hy : M — S™1M est le morphisme canonique.
On rappelle ensuite que le foncteur S7() : A— Mod — S™'A — Mod est covariant,
additif, exact et préserve la projectivité.

Dans la section 2, nous rappelons d’abord le vocabulaire de I'algebre homologique
notamment les notions de catégorie, de foncteur, de suite et chaine complexe, de
résolution injective et projective, de catégorie Comp et de foncteur homologie H,.
Nous rappelons également la définition la définition des modules injectif, projectif et
plat et leurs caractérisations, nécessaire a 1’élaboration des chapitres 3 et 4.

Nous rappelons enfin les définitions des foncteurs dérivés Euxt et Tor et leurs pro-

priétés essentielles.

1.1 Section 1 : Anneaux et modules de fractions

1.1.1 Définition : Duo-anneau
Soit A un anneau, A est dit :

- duo-anneau a gauche si tout idéal a gauche est bilatere
- duo-anneau a droite si tout idéal a droite est bilatere

- duo-anneau s’il est duo-anneau a gauche et a droite
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1.1.2 Proposition

A est un duo-anneau si et seulement si Va € A, aA = Aa

Preuve (voir [3])

1.1.3 Définition : Partie multiplicative

Soit A un anneau et S une partie non vide de A. On dit que :

— S est une partie multiplicative de A si 14 € S et S est stable par multiplica-
tion, c’est a dire pour tout x, t € S 2t € S

— S est une partie multiplicative saturée si : pour tous z, t € A, xt € S implique
reSSettes.

1.1.4 Définition : Conditions de Ore

Soit S une partie multiplicative saturée d’'un anneau A. On dit que S vérifie les

conditions de Ore & gauche (respectivement a droite) si :

1. Ya € A,Vs € S, ils existent t € S et b € A tels que ta = bs (respectivement

at = sb). On dit que S est permutable a gauche (respectivement a droite).

2. Ya € A,V¥s € S tel que as = 0 (respectivement sa = 0), alors il existe t € S
tel que ta = 0 (respectivement at = 0) . On dit que S est réversible a gauche

(respectivement a droite).

1.1.5 Exemple

— L’ensemble des éléments réguliers (c’est a dire non diviseurs de zéro) d'un duo-
anneau A est une partie multiplicative saturée de A qui vérifie les conditions
de Ore a gauche et a droite (voir [21]);

— Si s est un élément régulier d’'un duo-anneau A, I’ensemble
S = {s*,k € N} est une partie multiplicative saturée de A qui vérifie les
conditions de Ore & gauche et a droite (voir [21]).
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— Si A est un anneau et P un idéal premier de A, alors le complémentaire de P
est une partie multiplicative saturée de A (voir [21]).

— Si P est un idéal premier de A; alors I’ensemble des éléments réguliers du
complémentaire de P est une partie multiplicative saturée de A qui vérifie les
conditions de Ore a gauche et a droite (voir [21]).

En particulier Si A est un duo-anneau integre , alors :

— A — {0} est une partie multiplicative saturée de A qui vérifie les conditions
de Ore a gauche et a droite.(voir [21])

— Si P est un idéal premier de A alors A — P est une partie multiplicative de A

qui vérifie les conditions de Ore a gauche et a droite.

1.1.6 Définition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative de A.
On appelle partie multiplicative saturée engendrée par S, la plus petite partie mul-

tiplicative saturée contenant S notée S si elle existe.

1.1.7 Proposition

Soit A un duo-anneau et S une partie multiplicative non vide de A formée
d’éléments réguliers. Alors S engendre une partie multiplicative saturée S qui vérifie

les conditions de Ore.

Preuve

Soit F' ’ensemble des parties saturées de A contenant S et qui vérifient les condi-
tions de Ore a gauche. F' n’est pas vide, en effet, ’ensemble des éléments réguliers de
A est une partie multiplicative saturée de A contenant S et qui vérifie les conditions
de Ore( voir [21]).

Donc la plus petite partie multiplicative saturée de A contenant S et qui vérifient

les conditions de Ore est appelée partie multiplicative saturée engendrée par S.
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1.1.8 Exemples

— Si S est une partie multiplicative saturé qui vérifie les conditions de Ore, alors
S=8.
— Soit A un duo-anneau et s un élément régulier de A, on a

S={1,s5'5%s -}

1.1.9 Définition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée de A. Un anneau B
est dit anneau de fractions a gauche de A par rapport a S s’il existe un morphisme

d’anneaux 7 : A — B vérifiant :

1. Vs € S,i(s) est inversible dans B
2. Vbe B,ilexiste a € AetseS tels que b=1i(s) ti(a)
3. Sii(a) =0, alors sa=0¥s € S.

1.1.10 Notation et Définition

S’il existe un anneau B vérifiant les conditions de la Définition 1-1-8, on dit
que (B,17) est un anneau de fractions a gauche de A relativement a S.
Si S est une partie multiplicative saturée de A et si 'anneau de fractions de A en S
existe, on le note par (S7!A4,i%) ou ST A s’il n’y a pas de confusion ot1 i : A — S71A

est le morphisme canonique. Si a € A, on note i%(a) = 4.

1.1.11 Remarques

1. Lorsque A n’est pas integre, application i : A — S~!A n’est pas nécessairement
injective.
Par exemple soit A = Z/GZ et P =(2) = {0,2,4}. C’est un idéal maximal de
A car A/p = Z/QZ qui est un corps. Donc A/P = {1,—1,3} est une partie
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multiplicative.
Comme 2.3 = 0 alors le noyau de 7 contient 2 donc ker(i%) = P # {0}. Par

conséquent i n’est pas injectif.

2. Le noyau de 3% est l’ensemble des éléments a € A tels qu'il existe s € S

vérifiant s.a =0

3. S'il existe dans S des éléments nilpotents, on a 0 € S et S™1A = {0}

1.1.12 Proposition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée de A. Supposons que
A admet un anneau de fractions & gauche (S71A, i) relativement & S.
Alors I'application 3% : A — S™1A est :

1. injectif si et seulement si S ne contient aucun diviseur de zéro

2. bijectif si et seulement tout élément s € S est inversible dans A

Preuve (voir [21])

1.1.13 Proposition (Propriété universelle des anneaux de frac-

tions)

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée de A. Supposons que
A admet un anneau de fractions a gauche (B, i) relativement a S. Alors pour tout
anneau B’ et pour tout morphisme d’anneaux f : A — B’ tel f(s) soit inversible
dans B’ pour tout s € S, il existe un unique morphisme d’anneaux f : B — B’ tel

que foi = f, en d’autres termes f rend le diagramme suivant commutatif :
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Preuve

Si f existe, on a nécessairement, pour tout a € A,

foi(a) = f(a). Alors pour s # 0, 1 = f(1) = f(i(s)i(s)™') = f(s)f(i(s)™") entraine
que f(i(s)™!) = f(s)~'. Enfin, comme ¢ = i(a)i(s)"!, nécessairement f doit vérifier
F(2) = F(@)f(s)!

Ceci montre que f, s’il existe, est nécessairement unique.

Montrons maintenant que f est bien définie. Si s = %’, alors il existe u € S tel que
u(at — bs) = 0 (voir [21]).

Dot £(u)f(@)£(t) = f(uat) = f(ubs) = £(u) (b) £(s). Comme f(s), f(t), f(u) sont
inversibles, on en déduit que f(a)f(s)™' = f(b)f(t)™';

Donc f(2) = f(%), ce qui montre que f est bien définie. En outre, la relation montre
que f est un homomorphisme d’anneaux.

1.1.14 Proposition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée de A .Supposons que

(B,i) et (B',7') sont deux anneaux de fractions de A relativement a S. Alors B = B’.

Preuve

Soit (B, 1) et (B’,4) deux anneaux de fractions a gauche de A en S. Montrons que
B = B'. 11 suffit de montrer I'existence d’un isomorphisme ¢ : B — B’ qui rend le

diagramme suivant commutatif :

Thése Unique <« Localisation et algebre des polynémes dans un duo-anneau - Propriétés homologiques
du foncteur S71() > UCAD-EDMI — Daouda FAYE — Mai 2016 — Page 18



Comme (B, i) et (B',d") vérifient la propriété universelle de la localisation, il existe
respectivement deux homomorphismes ¢ et ¢’ tels que poi=1i"et ¢’ 0i’ =1.

On a alors ¢ o(po0i) =i = (Y'op)oi = i. Donc pour tout a € A, on a i(a) = 2.
D’ou pour tout a € A, (¢'op) 0i(a) =i(a) = (¥'op) (%) = %. Donc ¢’ op = 1p.

De méme , on montre que ¢ op’ = 1g.

Par conséquent ¢ est un isomorphisme.

1.1.15 Proposition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée. Alors A admet un
anneau de fraction a gauche si et seulement si A vérifie les conditions de Ore a

gauche relativement a S.

Preuve (voir [21])

1.1.16 Définition et Proposition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions
de Ore a gauche. La relation R définie sur S x A par
(s1,a1)R(s2,a9) < 3t € S tel que t(s1as — spa;) = 0 est une relation d’équivalence.
Posons S7'A = S x A/R le quotient de S x A par R et notons (5,a) = ¢ la classe

d’équivalence de (s,a). On définit sur S7'A les deux lois de composition internes

suivantes :
P4 e b madwb oy gy e S tel que ot = ys
C ot s yt 73/ q —y
"X e x b =2 oy (w,2) € S x A tels que wa = zs
s wt

Alors (S7'A, +, x) est un anneau de fractions a gauche ou localisation de A en S
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Preuve (voir [21])

1.1.17 Exemples

1) L’ensemble des éléments réguliers d'un anneau A forment une partie multi-
plicative saturée vérifiant les conditions de Ore (voir [21]) notée AX. Alors
(A%X)71A est un anneau de fractions de A en AX appelé anneau total des
fractions de A. L’homomorphisme de localisation dans ce cas est injectif.Si A

integre, (A¥)71A est un corps appelé corps des fractions de A

2) Si A est un duo-anneau intégre et P un idéal premier de A, alors A — P est
une partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions de Ore (voir [21])
alors (A — P)7'A est un anneau de fractions appelé localisé de A en P, on le
note Ap

1.1.18 Proposition ( Transitivité des anneaux de fractions )

Soient A et B deux anneaux; S et T" deux parties multiplicatives saturées de A
et B respectivement vérifiant les conditions de Ore a gauche, f : A — B un homo-
morphisme tel que f(S) C T.

1. Alors il existe un homomorphisme f : S7'A — S B tel que f(%) = @ pour

tout a élément de A.

2. Si de plus T est contenue dans la partie multiplicative de B engendrée par

f(S), alors si f est surjectif (respectivement injectif) alors il en est de méme

pour f.
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Preuve

1. 11 s’agit de montrer qu'’il existe un homomorphisme f : S™*A — T~!B unique

rendant le diagramme commutatif
a-LB
S1 L
s14a Y p1p
Or la relation f(S) C T entraine que i5(f(S)) est inversible dans T~ B pour
tout s € S.
En appliquant la propriété universelle & 'anneau de fractions (S71A,4%) , il
existe un morphisme g : S™'A — B rendons le diagramme suivant commu-
tatif : C’est-a- dire f = g o i3

A1 g

S—1A
De méme en appliquant la propriété universelle a (T-'B,i%5) , il existe f :

S7'A — T7!'B rendant le diagramme suivant commutatif :

S71A—*2 B
T-'B

On aalors f=iLog

Par conséquent le diagramme suivant est commutatif.
St4—*% B
& &
A B
sS4 —7F L 71g
On a alors f o045 = i5 o f et pour
a€Afoif(a)=iko fla) = f(4) =L

On déduit que pour tout a € Aet s € S, on a 7(%) = ;EZ; (1)
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2. Supposons que T soit contenue dans une partie multiplicative engendré par
f(S) qui n’est rien d’autre que f(.9). Il en résulte de (1) que si f est surjectif,
il en est de méme pour f.
Supposons maintenant que f est injectif. Soit ¢ un élément de noyau de 1.
Comme la partie multiplicative engendrée par T est f(S), il y a un élément
s1 €5, tel que f(s1)f(a) =0, dott f(s1a) = 0 et par suite s;a = 0. Puisque
[ est injectif on a alors ¢ = 0, ce qui montre que f est injectif

1.1.19 Proposition et Définition

Soient A un duo-anneau, M un A-module a gauche S un sous ensemble non vide
de A formé d’éléments réguliers, s un élément de S. Alors 'application
s M — M
m — sm
est bijective pour tout s € S si et seulement si M est un S~'A-module. On appelle
module de fractions a gauche de M relativement a S, tout couple (P, h,) ou P est

un S~!A-module & gauche (c’est a dire

s P— P

pr—=>sp
) est bijective pour tout s € S et h, : M — P appelé morphisme canonique, qui

est solution du probléme universel :

C’est a dire si ¢ : M — M’ est un morphisme de A-module & gauche ou M’ est un
S~!A-module, alors il existe un unique morphisme @ : P — M’ tels que po h = ¢
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Notation

Le module de fractions a gauche de M relativement a S, s’il existe, est noté par
(S7IM,h) ou ST'M g’il n’y a pas de confusion.

1.1.20 Proposition

Soit A un duo-anneau et S une partie non vide de A formée d’éléments réguliers.

Alors si la localisation de M en S existe, il est unique a isomorphisme pres.

Preuve

Soient (P, h) et (P',h') deux localisations de M en S. Montrons que P = P’. 11
suffit de montrer 'existence d’un isomorphisme ¢ : P — P’ qui rend le diagramme

suivant commutatif :

h/
M — P
3

Comme (P, h) et (P',h') vérifie la propriété universelle de la localisation, il existe
respectivement deux homomorphismes ¢ et ¢ tels que poh = h' et ¢’ oA’ = h. On
aalors ¢’ o (poh)=h= (¢’ op)oh =h.Dou ¢ op =1p comme h est injectif.
De méme o (¢’ oh') =h = (po¢')oh’ =h. Dot poy = 1p comme h' est

injectif, par conséquent ¢ est un isomorphisme

1.1.21 Proposition et Définition

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée qui vérifie les condi-
tions de Ore a gauche. La relation binaire R définie sur S x A par
(s,m)R(s',m') < Jx,y € S tel que

xy = ym'

rs = ys'
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est une relation d’équivalence. Posons S™'M = S x M/R le quotient de S x M par

R et notons (5,m) = = la classe d’équivalence de (s,m). Alors

1) S7'A est muni d’une structure d’anneau de maniere que si ¢ et 2 € S714
a 4 b _ zatyb s — a b _ zb oy
alors ¢ + 2 = i ouz,y € S sont tels que xt = ys et § x 7 = 2% ou

(w,2) € S x A

2) S71M est muni d’une structure de S~'A module & gauche de maniére que si
e STTA T et 7:—// € S7'M alors 2 + ’?—// — zmEyml oy gy € S sont tels que
Ys
rs=ys' et $ o =20 oll (w,z) € S x A est tel que wa = zs

Le S~'A-module S~'M est appelé module de fractions de M en S

Preuve (voir [21])

1.1.22 Proposition et Définition

Soient A un anneau, S une partie multiplicative non vide de A vérifiant les
conditions de Ore & gauche, M un A-module & gauche et S~'M un module de
fractions de M en S. Alors
% M — STIM

m o
est un homomorphisme de A-module a gauche. Il est dit morphisme canonique.

1.1.23 Théoréme

Soient A un anneau, S une partie multiplicative saturée qui vérifie les conditions
de Ore & gauche. Alors la relation S7!() : A — Mod — S™'A — Mod qui a tout
M € A — Mod fait correspondre S~'M et a tout morphisme de A-module & gauche
f: M — M’ fait correspondre S~!f est un foncteur covariant additif et exact.
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Preuve (voir [21])

1.1.24 Théoréme

Soient A un anneau et S une partie multiplicative saturée de A qui vérifie les
conditions de Ore & gauche. Alors le foncteur S™1() préserve la projectivité. Cest
a dire si M est A-module a gauche projectif alors Soient A un anneau et S une
partie multiplicative saturée de A qui vérifie les conditions de Ore a gauche. Alors le

foncteur S™1(M) est un S7!(A)-module & gauche projectif.

Preuve (voir [21])
1.2 Section 2 : Foncteurs dérivés Ext et Tor

1.2.1 Définition

Soit A un anneau et M un A-module & gauche (respectivement a droite). On
appelle suite complexe(ou résolution complexe) a gauche(respectivement a droite)

associée a M , toute suite de morphismes de A-module de la forme

d d d dn, .

0 — M =% M, - My - M3 — -+ — M, — M,,; — --- ou
. dn dn—1 d

dni10d, = 0Vn € N (respectivement --- — M, 1 —= M, == -+ — My —>

M, 25 M — 0 out dyody sy =0V neN
Une résolution & gauche(respectivement a droite) est dite injective (respectivement
projective)si M, est injectif (respectivement projectif)Vn > 1. On note par(M )chacune

des suites complexes.

1.2.2 Remarque

On définit de maniere générale une suite complexe notée (M), par toute suite de

morphisme de modules : - -+ — M, d”—ﬂ M,, i> - oudyod,y =0Vne”z
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1.2.3 Proposition

Tout A-module M & gauche (respectivement & droite)admet une résolution com-

plexe injective notée Fj; et une résolution complexe projective notée Py;.

Preuve (voir [23])

1.2.4 Définition

Soient (M) et (M') deux suites complexes & gauche(respectivement a droite). On
appelle chaine complexe a gauche (respectivement a droite) de (M) vers (M’), toute
famille d’homomorphismes (f, : M, — M, )n € N tels que le diagramme suivant

soit commutatif :

d d d dn
0— M — My — My —= -+« — M,y = M, 4 —> -

N R S L L

!
!

d d d dn
0— M —% M; — My — -+ — M, = M, | —
(respectivement :

0— Py P, —- - — PP M-—0

L1 Lo lg g Lf

/

/ €n / ;€ € !
0 Pn+1 Pn AR >P2 1>P1/—>0 M—)O)

1.2.5 Remarque

On définit de maniere général une chaine complexe notée f : M — M’ ou M et
M’ sont deux complexes, toute famille de morphismes f, : M, — M; telle que le

diagramme suivant soit commutatif

e M, M,
\Lfn \Lfnfl

dn
— M, — M, —

C’est-a~dire pour n € Z, f,_10d, =d, o f,
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1.2.6 Définition

Une catégorie notée C' est la donnée
i) d’une classe d’objets noté Ob(C)
ii) Pour tous objets X, Y de C, d’un ensemble noté Hom¢(X,Y) dont les

éléments sont appelés morphismes de source X et de but Y

iii) Pour tout triplet (XY, Z) d’objets de C, d’une application

0(X,Y,Z): Home(X,Y) x Home(Y, Z) — Home(X,Y)
(f,9) —gof

Cette application est la composée du morphisme f suivi du morphisme g.

Ces données doivent satisfaire aux trois axiomes suivants :
(a) si (X,Y) et (X',Y’) sont deux couples d’objets de C différents, alors
Home(X,Y)N Home(X',)Y') =0
(b) La composition des morphismes est associative c¢’est-a-dire pour tout qua-
druplet (X,Y,;Z,T) d’objets de C et pour tout triplet (f,g,h) ou f €
Home(X,Y),g € Home(Y,Z) et h € Home(Z,T) on a ho (go f) =
(hog)of
Pour tout objet X de C), il existe un morphisme noté idx ou 1x € Home(X, X) tel
que pour tout f € Home(X,Y) et pour tout g € Home(Y,X), ona folx = f et
lxog=y

1.2.7 Notation

Dans la suite si Xob(C), le morphisme f € Homg(X,Y) seranoté f: X — Y.
Si X est un objet de C, on note X € C

1.2.8 Définition

Soit E et D deux catégories. On appelle :
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1. Foncteur Covariant F': E — D la donnée :
a) Pour tout objet A de E d’objet F(A) de D

b) Pour tout morphisme f: A — B de F d’'un morphisme F(f) : F(A) —
F(B) de D

c) Sif:A— Betg: B — C sont deux morphismes de F, alors F'(gof) =
F(g)o F(f)
d) VA € Ob(E), F(14) = 1p(a)
2. Foncteur Contravariant : F': E — D la donnée :
a) Pour tout objet A de E d’un objet F'(A) de D

b) Pour tout morphisme f : A — B de E, d'un morphisme F'(f) : F(B) —
F(A) de D

¢) Pour tout morphisme f: A — Betg: B— C de E alors F(go f) =
F(f) o F(g)
d) Pour tout objet A de E, F'(14) = 1p

1.2.9 Exemple

Soit E une catégorie, A € Ob(F) on définit les deux foncteurs
Hompg(A,—): E — Ens ou Ens est la catégorie des ensembles et
Hompg(—,A) : E — Ens par :

1. a) VB € Ob(E), Homg(A,—)(B) = Homg(A, B)
b) Soit f € Homg(B,C), on a

Hompg(A,=)(f) = Homg(A, ) : Homa(A, B) — Homg(A,C)
g fop
On montre que le foncteur Hompg(A, —) est covariant

2. a) VB € Ob(E), Homg(—,A)(B) = Homg(A, B)
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b) Soit f € Homg(B,C), on a
Hompg(—,A)(f): Homg(C, A) — Homg(B, A)
prrpof

On montre que Hompg(—, A) est un foncteur contravariant.

1.2.10 Définition

Soient K et D deux catégories, F' et G deux foncteurs de E dans D.On appelle
morphisme fonctoriel ou transformation naturelle ¢ : ' — G la donnée :

a) Pour tout A € Ob(F) il existe ¢ : F(A) — G(A)

b) Pour tout morphisme f : A — B le diagramme suivant est commutatif (on

suppose que F' et G sont covariants) :
F(A) 2 F(B)
L ®a | ¢
G(A) <8 ¢(B)
cest a dire : G(f) o pa = a0 F(f)
Si F' et GG sont contravariants, on a diagramme commutatif suivant :
F(B) 28 F(a)
1 oB 1 ¢a
G(B) <8 Ga)

c’est a dire G(f) o ¢ = pa 0 F(f)

1.2.11 Proposition et Définition : Catégorie des foncteurs

Soient F et D deux catégories, F la classe des foncteurs covariants de £ dans D.

Alors on définit la catégorie des foncteurs notée F de la maniere suivante :

1. Les objets de F sont des foncteurs de F dans D
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2. Les morphismes de F sont des transformations naturelles (ou morphisme fonc-
torielles) ¢ : FF — G.

est définit par :
a) Pour tout objet Ade Fona: ps: F(A) — G(A)

b) Pour tout morphisme f: A — A’ de F le diagramme suivant est commutatif

F(A) 24 G(A)
VE(f)  LG(f)
F(A) 22 G(A)

Si Fe F,onalp:F — F tel que 1F(A):F(A)IE>)F(A)

Soit f: A — A’ un morphisme de E le diagramme suivant est commutatif

FA) 1 pea
!

VE(S)  LE(S)
FAy X poay

En effet F(f)o F(1a) = F(fola) = F(f)

1.2.12 Proposition et Définition

On appelle foncteur homologie noté H, le foncteur défini par : H, : COMP —
Ab ou Ab est la catégorie des groupes abéliens et Comp, la catégorie des complexes.
H,, est un foncteur additif covariant.

a) Action sur les objets de COMP
Soit A € Ob(COMP) on a H,(M) = ker(d,)/Im(d,+1 avec
M:---—>Mn+1d"—+>1Mni>Mn_1 —
NB :ker(d,)/Im(d,+1) a un sens car dy, o dpy1 =0 = Im(d,+1 C ker(d,)

b) Action sur les morphismes de COMP

H,(f): H,(M H,(M'
Soit f € Homcomp(M,M') : f: M — M’ on définit H,, par : (7) (M) = Ha( _)
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avec Z, = 2, + Im(dpi1 et fu(2,) = fulzn) + Im(d, ., ott f: A — A est la
chaine défini par :

A:i— A, dniy Ay 2 A,y
fd fard fad o d
Ay Al T AL A

n

Preuve

Montrons que H,(f) est bien défini
Soit z, € ker(d,) = d,(2,) = Ofn_10d,(Z,) =0=d, 0 fu(2,) = 0= fu(2,) €
ker(d,) donc f,(z,) + Im(d, ;) € ker(d,/Im(d, ;) = H,(A"). Soit Z, € Im(d, 1,
montrons que f,(z,) € Im(d;Hl on a z, € Im(d,y alors 3z,,1 € A,y tel que
dnt1(2nt1) = 20 == fo 0 dpy1(2p41) = d;1+1 0 fat1(znt1) = fulzn) € ]m(dlnﬂ d’ou
H,(f)Z) =07, =¥ = 2, — Yn = 02, — yn € Im(d,11) donc H,(f)(z, — yn) =

(*) Deplusona: Hn(f)(z+%) = Hn(f)(zn + yn) = fn(zn + yn) = fn<zn) + fn(yn) =
Folon)+ Talm) = Ho() (@) Ha(F) (7) Dot Ho(f) est un morphisme groupe

(%) Hu(g o [)(Z0) = (gn 0 fu)(gn(fulz0))) = Hu(9)(fn(2n)) = Hn(g)[Hn(f(Z0))]
d'ou H,(go f) = Hn(g) o H,(f) donc H,, est un foncteur covariant

H,(14) : Hy(A) — H,(A")
Zn Hn(f)fn(zn) (Zn>

(****) H,(f +g) = H.(f) + Hu(g) ou f et g sont deux chaines, H,, est alors un
foncteur additif

(***)

donc H,(14) =' H,(A)

1.2.13 Définition (Notion de chaine nullhomotopique)

Soit A — A’ la chaine complexe correspondant au diagramme ci-dessous :
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On dit que f est nullhomotopique si pour tout entier relatif n, il existe deux homomor-
phismes S, : M,, — M;LH et Sp_1: M,_1 — M, telsque : f, =S,_10d, + d’nJrl oS,

1.2.14 Définition (Chaines homotopiques)

Soient f et g deux chaines complexes de M vers M'. On dit que f est homotopique

a g si (f — g) est nullhomotopique.

1.2.15 Théoréme

La relation d’homotopie est une relation d’équivalence.

Preuve

0)

Réflexivité

Soit f la chaine complexe (f, : M,, — M, )ncz. La chaine f — f est la chaine
nulle: (0: M, — M;L)ne z. Il suffit pour tout n de prendre les homomorphismes
nuls S, : M,, — M, et Sy : M,y — M,

On a bien pour tout n, f — f =0 = Sn_lodn—i—d;HoLSYn

Symétrie

Supposons f homotopique a g. Pour tout n entier, on a :
fo—09n=S8n10d,+d,, 05, = g — fn=—S,10d,—d, . 05,

Il suffit de poser S;L—1 = —5,_1 et S;L = —5,, pour avoir pour tout entier
relatif n: g, — f, = S, od, — d;Hl oS .

La relation d’homotopie est symétrique.

Transitivité

Soient f, g et h trois chaines complexes telles que f homotopique a g et g
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homotopique a h. Pour tout entier n, on a les familles d’homomorphismes S,
et S, de M, vers M, telles que :

fo—Ggn=S8n10d,+d, ;0S, et g, —h, =S, od,+d,  085,.

On en déduit : f, — h, = S,_10d, +d, 0[S, — S,].

D’ou f homotopique a h.

Conclusion : la relation d’homotopie est une relation d’équivalence.

1.2.16 Théoréme

Soit f et g deux chaines complexes de M vers M.
Si f et g sont homotopiques, alors Vn € Z, H,(f) = H,(g)

Preuve

Soient f et g deux chaines homotopiques (voir diagramme ci-dessous).

Pour tout entier non a: f, — g, = S,_10d, + d;H—l 0S,.

Soit Z,, € Kerd,.

[frn = 9n(Z0n) = Sno1 0 dn(Z) + d;wl °© S (Zn)

= S;Z—I(O) + d/n+1 © Sn(Zn)

= d,yy 0 Su(Z,) € Imd,,, Par suite Hy(f — 9)(Zn) = 0 = (fo—9n)(Zn) =
On en déduit que : H,(f) = Hu(9)-
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1.2.17 Théoréme (premier Théoréme de comparaison)

On considere le diagramme (3) suivant ou les lignes sont des complexes, f un

homomorphisme de module de M vers M’ :

s Xy B X B Xy - M — 0
/ / Lf
X Xy o
Si les X, sont tous projectifs et la ligne du bas exacte, alors il existe une chaine

f: Xy — Xy rendant le diagramme ci-suivant commutatif :

Xog — M
L Lf
M

F
Xy —

!’

En plus, cette chaine est unique a ’homotopie pres.

Remarque

On dit que f est une chaine au dessus de f.

Preuve

a) Existence de la chaine 7 Xy — X

Procédons par réccurence.

i) Posons u = foe: Xy — M

,/;/ lfog Par hypothese, ¢’ est un épimorphisme
-7 fo
RS ’
X — M’ > 0

(la suite du bas dans le diagrame 3 étant exacte) et Xg est projectif.
Donc il existe fy: Xo — Xy tel queu = foe=¢"o fy
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ii) Supposons que, pour tout n naturel, fo X, — XT’L existe jusqu’a l'ordre

k, k entier naturel.

Montrons que Imf; o dyiq C Imd;gﬂ. Il existe alors Z1 € X4 tel que
frodiy1(Ziy1)Z,,. On en déduire d,(Z,) = dy o fr o dp1(Zdyy)

La commutativité du diagramme précédent permet de dire que : d;g o f =
Froiod

Par conséquent : d,(Z,) = fr_(dy o diy1)(Zr_1)

Or dyody,1 = 0 (les lignes étant des suites complexes) ; par suite d,(Z,) =

7k—1<0) =0
Dot Z, € Imd,,. Comme la ligne du base est exacte, on a 7, € Imd;ﬁl =
KerZ,.

On a bien : Imfy o dy ., C Imdy,

Considérons maintenant le diagramme ci-dessous.

Xn+1
- lfkodk+1

%77 [+
X = Imd, —— 0
n+1 may

/

disr * Xppy — Imd,,, induit un monomorphisme et X, ., est projectif.
Donc il existe f, 1 1 Xp11 — Xppy tel que dyq 0 fipr = fi, 0 di
i) et ii) permet de conclure & I'existence d'une chaine f : X3, — Xy
b) Montrons I'unicité de f & ’homotopie pres. Soient f et h: Xy — Xjp deux
chaines rendant respectivement les deux diagrammes ci-apres commutatifs :
Procédons la aussi par la récurrence en posant : S_; : {0} — X

i) Casoun=0
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X[)%M X()%M

|5 lf I lf

/ /
X, —=—= M X, = M

oy dy

X2 ” 1

por 7 bon T e
/ d ’ /

X, X, -

y X)———— 0

5
=)

Par hypothese, X est projectif et d; de X, vers X(/) est un épimorphisme.
Il existe alors, Sy : Xg — X’ tel que : 70 — hg = d'1 0 Sy.

En remarquant que S_;1 00 : Xy, — X, ) est le morphisme nul, on a :
f —ho=15_4 00—|—d 0 Sp. Notons (Ry) cette relation est vraie pour n = 0.

ii) Soit 7 un entier naturel fixé. Supposons que la relation : (M) : ), — hp =
Sk—10d),+d,_ ;0S5 notée (Ry) est vraie pour tout k entier naturel inférieur
ou égal a n.
Montrons que (R, +1) est vraie.

Considerons le diagramme ci-dessous

dn+2 dn+l
Xz T Xy — T Xy X

lfn-‘-Q hn+2’ - lfyH_l hn l?n_ﬁn
n+1 Sn71
n+1 /

’ n+ ’
—_— _ S
X X, 1 X, X,

Montrons d’abord que Im[an — Rpy1 — Spodnyi] C ]md;LJrQ
Rappelons que dans le diagramme ci-dessus la ligne du bas est exacte.
Donc Imd,, ., = Kerd,,_, ;.

Soit Z,, 1 € Im[f, 1 — hny1 — S o dpia]-

Notons Z,, 1 un élément de X, tel que [7n+1 —Ppy1 = Spodni1](Zni1) =
Z

1l suffit de montrer que d,,,(Z, ;) =0
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/

dn-l—l (Z;L'i‘l) = d;H—l © [Tn—i-l - En+1 —Sp0 dn+1](Zn+1)

= [d;zﬂ © (771—‘,—1 - En+1) - d;1+1 0 Sp 0 dnt1|(Znt1)

= [(7n - En) o dyi1 — [?n — by = Spo1 0 dp) o dpy1)(Znsa)
= Sp-10 [dp 0 dpy1](Znt1)

= Sp-10(0)

d/n+1(Z’;L+1) =0 (car dy, 0 dys1 = 0)

Par suite, Im[f, 1 — hni1 — Sn 0 dyy1] C Imd, , = Kerd,, ;.
Prouvons maintenant I'existence de Sp4; @ X1 — X, Iy
Considérons le shéma ci-dessous :

Xn+1
/’/s// l?nﬁfﬁnﬂfsnodnﬂ
;o R,
Xppyp ——Imd, y —— 0
On sait que X, est projectif et d’n 4o est un épimorphisme.
D’otu 'existence de Sp,11 @ Xpp1 — X,/Hr2 tel que an —Enﬂ —Spody =
d;z+25n+1
Ceci qui nous donne : an — EnH = S,od + d;l” o S,41 pour tout
entier n.
Par suite f et h sont homotopiques.

Ce qui acheve la démonstration du théoreme.

1.2.18 Théoreme (Deuxiéme Théoréme de comparaison)
On considere le diagramme suivant ou les lignes sont des complexes, f un homo-
morphisme de A-module de M vers M’
0-—> MY 2y, 2y, -
Vool
/ ’ dl ’ d/ ’
0-—»M Y, -5Y, —5Y,

Si les Y; sont injectifs et la ligne du haut exacte, alors il existe une chaine
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f: Yy — Y, rendant le diagramme ci-dessous commutatif

M =Y,
LEodh
M =Y

En plus, cette chaine f est unique & homotopie prés

Preuve

La preuve est analogue a celle du Théoreme 1.2.17

1.2.19 Proposition
Etant donné un foncteur covariant 7 : A — Mod —» Ab, on définit son foncteur
dérivé a gauche noté L, T, n € Z de la fagon suivante :

a) Pour un A-module M, L,T(M) = H,(TPy) = KerTd,/ImTd,

L.T(f): L,(A) — L, T(M")
Zn — H(Tf)[Z]

(f étant la chaine au dessus de f). En plus, chaque foncteur dérivé L, T est

b) Pour un homomorphisme de module f : M — M’,

un foncteur covariant additif.

Preuve

i) Action de L, T sur un objet M de A — Mod
Dans la définition, I'action de L, T sur un module M a pour préalable le
choix d’une résolution projective de M. Une résolution projective de M n’est
pas définie de maniere univoque, il se pose une question de taille : 7 L, T (M)
dépend-elle de la résolution projective choisie 7”.
La réponse a cette question nécessite l'intervention d’une notion non encore
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abordée : celle de ”foncteur naturellement équivalent”. Nous admettons pro-

visoirement que L, T (M) ne dépend pas de la résolution projective choisie.

ii) Action de L, T" sur un morphisme de A-module
Soit f : M — M’ un morphisme de A-module. Considérons les deux résolutions
projectives respectives de M et M’ indiquées dans le schéma suivant :
s PP P S M —0
" E " ﬁ Vh Lf
-—> P2 P Py M —0
Nous savons que ces deux lignes du diagramme précédent sont des suites
exactes. Les conditions d’application du théoreme 1.2.17 sont remplies. Donc
il existe une chaine complexe f : Pyy — Py au dessus de f. D’apres 1.2.17 ,
cette chaine est unique & ’homotopie pres ; cela signifie que si b : Pyy — Py
est une autre chaine au dessus de f, alors h et f sont homotopiques. On
en déduit que T'f et Th sont homotopiques et par conséquent : H,(Tf) =
H,(Th). (D’apres 1.2.16 )
iii) Action de L, T sur la composée de morphisme de A — Mod
Soient f: M — M’ et g: M’ —s M~ deux homomorphismes de A-modules.
Soient Py, Py et Py trois résolutions projectives respectives de M, M’ et
M7 . Considérons aussi deux chaines f et § respectivement au dessus de f et g.

En appliquant le foncteur 7" aux deux chaines f et g, on obtient le diagramme

ci-apres :
TPy: TPy 2 7p, I 1p, | s
L \LTfn—&-l VTf, 1T
TPy: - TP, "5 1p "% rp
lg { T§n+1 1Tg, | Tgn 1
TPy : > TP, 5 7p T pr

Pour z, € Kerld,, Calculons :

LyT(90f)(za) = Ho[TGoT f1(Z) = T(G,)[T(f,))(20) = Hu(TG,)[T(f1)(20)] =
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Hn<T<?n> © Hn(T7n>(zn) = Ln(Tg) o Ln(Tf)(Zn)
On a bien : L,T(go f)(Z,) = L.(Tg) o L,(Tf)

iv) Action de L, T sur un morphisme identité 1,;, o M est un A-module

Soit 1py : M — M et P, une résolution projective de M. On a le diagramme

suivant : .

TPy: TPy —3 TP, X% TP, | —-»
\l/ TlM \l/ TanJrl \l/ Tan \l/ Tanfl

TPy: TPy 2% 7p, I 7p, | s

LnT(1)(zn) = HalT(1p)(Zn)] = T(1py)(20) = lrpn(zn) = 1o,mm)(20) avec
Zn € Kerdn. Donc LnT(lM) = 1LnT(M)

v) Montrons que L, T(f) est additif

Pour z,,y, € KerTd, calculons :
LT (f)(zn + yn) = L, T(f) (Zn + yn) = Tfn(zn + yn) =T fn(zn) + Tfu(yn) =

Tfu(zn) + T falyn) = LT (f)(Zn) + LT (f)(Yy,)-
Donc T, (f) est additif

Conclusion : i), ii) iii) iv) et v) entrainent que pour entier relatif n, L,T(f) est un

foncteur covariant additif.

1.2.20 Définition (foncteur Tor)

Soit N € A— Mod Posons T = —® N.
Dans ce cas, le foncteur dérivé a gauche de T, L,/ T est appelé foncteur Tor(—, N).
Soit M un A-module dont 'une des résolutions projective est Py, :

da di

——-)P2—>P1HPQ—>
L’application de T'= — ® N a Pj; nous donne alors T'Py; = Pyen ; ¢'est la suite :
> PN e N BoN —0
Finalement : L,T(M) = Tor2(—, N)(M) = H,(Py® N) = Kerd, ® 1y /Kerd, ;1 ®

1n
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Remarque

Il reste toujours a établir que le foncteur L, T ne dépend pas de la résolution

projective choisie.

Pour ce faire, étant donné une A-module M choisissons de ces deux résolutions
projective Py, et Py et étudions leurs fonctions dérivés correspondant respectifs L, T
et L, T.

Nous aurons pour cela de définir une nouvelle notion, celle de foncteur naturellement

équivalents.

1.2.21 Définition(Foncteurs naturellement équivalents)

Soient F' et F’ deux foncteurs covariants de C' et D. On dit que F' et F’ sont

naturellement équivalents si :

a) Pour tout M € Obj(C), il existe un isomorphisme :
ty: F(M) — F'(M)

b) Pour tout f € Home(M, N), le diagramme ci-dessous est commutatif :

PO 28 vy
dim Lin
F) 29 By

Remarque

Dans le cas de foncteurs F' et F” contravariant de C' et D, on a une autre définition

analogue ;
a) Pour tout M € Obj(C), il existe un isomorphisme : ty; : F(M) — F'(M)

b) Pour tout f € Homg(M, N), le diagramme ci-dessous est commutatif :
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FN) 29 p(an
ditm Lin
F (V) 29 pr

1.2.22 Théoréme

Pour tout foncteur covariant T, L, T et L, T sont naturellement équivalents. En
particulier pour chaque A-module M, L, T(M) = L, T(M).
Conséquence importante : le foncteur T'or qui est un cas particulier de foncteur

dérivé a gauche ne dépend pas de la résolution projective choisie.

Remarque

Pour un A-module a gauche, on a aussi M ® — est aussi un foncteur covariant
Pour =M ® —on a: LnT = Tor(M-)
Tor,(M,—)(N) = H,(M ® Py)
En résumé : Tor,(M,N) = H,(M ® Py) = (Py ® N)

QUELQUES RESULTATS SUR LE FONCTEUR TOR

1.2.23 Théoréme

Tor,(M,N)=0,Yn <0

Preuve

Soit P, la résolution projective de N ci-dessous (deleted) :
‘—*PQ&P1E>PQ—>
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En tensorisant a dr01te on obtient la suite :
M ® Py ——-)®P2—>®P1—>®P0—>0
Tous les modules de chaine & droite de M ® Py sont nuls. Par suite Tor, (M, N) =
0,vn <0

1.2.24 Théoréme

Toryg(M, —) est naturellement équivalent & M ® —

Preuve

a)

Soit N un A-module. Déterminons d’abord un isomorphisme de Toro(M, N)
vers M ® N. Notons Py une résolution projective de N on a :

Pyi-—» PP p =5 s B30

Puisque M ® est exacte a droite, la suite ci-apres est exacte a droite :
M®Py:i-—>Mo P, " Mo Py % — Mo N —0

D’ou I'égalité : Kerly ® e = Kere* = Imly ®d;. Par suite, 1y ® € induit un

isomorphisme de Torog(M,N) vers M @ N

Soit f: N — M un A-homomorphisme
Considérons le diagramme suivant, dont les lignes sont des résolutions projec-

tives respectives de N et de M’ et ot f est la chaine au dessus de f :

do

d €
__________ s Py s P i Y N > 0
I I
| : |5 lf
~ d/ ~ d/ 8/
! / !
__________ > P, S —— P Y N > 0

Montrons que le diagramme ci-apres est commutatif
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Toro(M, N) "M poro (N, M)
ley lew
1M®f 12
Mo N2 oM

Soit o € Torg(M, N). On a: €%, 0Toro(M, fo)(a) = %0 fi(a) = (e5,) (o) =
(foen)*(a) = froei(a) = (1y ® f) o en(a). Donc €y, o Torg(M, fy) =
(Iv @ f)oen

Le diagramme considéré est commutatif.

a) et b) entrainent que Toro(M, —) est naturellement équivalent & M & —.

1.2.25 Théoréme

Si P est projectif, alors Vn > 0, pour tout A-module N, on a : Tor,(P,N) = O

Preuve

Comme P est projectif, en posant Fy = P, et en prenant ¢ = 1p : ) — P, on
obtient la résolution projectivede P : Pp: -+ — 0 —0— F — P — 0
Sa deleted complexeest : -+ —0—0— P —0

Tous les modules a gauche de P sont nuls
D'ou: Tor,(P,N) = Kerd, ® 1g/Imd,,; ® 1z = 0. D’ou le résultat

1.2.26 Théoréme

Si F' est plat, alors Tor,(F, N) = 0 pour tout A-module N et pour tout n > 0

Remarque

Ce théoreme améliore le théoreme précédent car tout module projectif est plat.
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Preuve (par récurrence)

a) Montrons que la propriété est vraie pour n = 0
Soit N un A-module. Comme la catégorie des A — Mod a assez de projectifs,
il existe un épimorphisme p : P — N avec P projectif. Soit K un A-module
isomorphe a Kerp; notons ¢ : K — Kerp un isomorphisme. Donc 7 induit
un monomorphisme de K vers P. Par construction, la suite ci-dessous est
exacte :
0—K-S5PLN—0
L’application du foncteur T'or nous donne,
--»Tory(F,P) — Tor{(F,N) —- FQK — F® P —
Or nous savons d'une part P projectif; d’ou Torq(F, P) = 0. D’autre part, F
est plat, par suite 1r ® ¢ est un monomorphisme ; Kerlyp ® ¢ = 0. On a donc
la suite ci-dessous exacte
0 — Tor(F,N) — Kerlp®i=0

Finalement, on a Tory(F, N) = 0. La relation est vraie a l'ordre 0

b) Supposons que la propriété est vraie jusqu’a l'ordre n. Montrons qu’elle est
aussi vraie a 'ordre n + 1
On a la suite exacte :
Torp,1(F,P) — Tor, 1 (F,N) — Tor,(F,K)
On a : Tor,1(F,P) = 0 car P est projectif; Tor,(F,K) = 0 d’apres I'hy-
pothese de récurrence. On en déduit : Tor,1(F,N) =0

a) et b) entraine que la propriété est vraie.
FONCTEUR DERIVE A DROITE

Présentation générale des foncteur dérivé a droite.
Etant donné un foncteur 7' : A— Mod — Ab, nous allons définir son foncteur dérivé
a droite notée R™I', n € Z. La démarche sera presque la méme que celle adoptée

pour définir le foncteur dérivé a gauche. Mais ici, nous considérons successivement
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les deux cas suivants :
- T covariant
- T contravariant

a) Cas ou T est covariant

Dans cas cas, 'action du foncteur dérivé a droite R™T" sur un A-module se

détermine comme suit :

(a) Choix résolution injective quelconque de N et sa deleted complexe Ey :
0— Ey 2% By 25 By —-»

(b) Adoption d’une nouvelle indexation décroissante pour se conformer a I’écriture
des complexes :
d d_
0— Ey—%E_ — E_5 --»

(¢) Application du foncteur covariant T' & Ey ce qui donne la suite TEy :
0— TE, 28 7B, I% TE, --»

(d) Application du foncteur homologique a la suite complexe T'Ey

b) Cas ou T est contravariant

L’action du foncteur dérivé a droite R™T sur un A-module se détermine comme
suit :
(a) Choix d’une résolution projective quelconque de M et sa deleted complexe
notée Py
PP 0
(b) Application du foncteur contravariant 7" a Py, (ce qui donne la suite T'Pyy) :

0— TP 5 1P X 7P, -5

(¢) Adoption d’une nouvelle indexation décroissance :

0— TP Srp “2rp,

(d) Application du foncteur homologique a la suite complexe T'P
R'T(M)=H_,(TPy) = KerTd_,,_1/ImTd_,,.
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1.2.27 Définition

a) Foncteur dérivée a droite : cas ou 7" est un foncteur covariant

Si T est un foncteur covariant, on définit son foncteur dérivé a droite noté
R"T de la fagon suivante :
i) Si N est A-module, on a: R"T'(N) = H,(TEyN) = KerTd_,,/ImTd_,

RT(f) : R"T'(M) — R"
(20 + ImTd_ 1) — (Tf_,
Avec z, € KerTd_, et 7 la chaine complexe de E)y; a Fyp au dessus de f.

ii) Si f: M — M’ est un homomorphisme de A-module on a :

b) Foncteur dérivé a droite : cas ou T est contravariant

Si T est un foncteur contravariant, on définit son foncteur dérivé noté R™T

de la fagon suivante :

i) Si M est un A-moduleona: R*T(M) = H_,(TPy) = KerTd_,,—,/ImTd_,

R"T(f) : R'T(M”) —» R"

ii) Si f: M — M” est un homomorphisme de A-moduleon a : _
(zep +ImTd_pq) — (T'f

Avec z_,, € KerTd_,, et 7 la chaine complexe de Py; a Pyy.

Remarque

On établit de la méme fagon que dans le paragraphe précédent le théoreme sui-

vant :

1.2.28 Théoréeme

a) SiT est covariant, chaque R™T est un foncteur covariant additif ne dépendant

pas de la résolution injective choisie.

b) Si T est contravariant, chaque R™I" est un foncteur contravariant additif ne

dépendant pas de la résolution projective choisie.
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1.2.29 Foncteur Ext

1°r cas : T est le foncteur covariant Hom (M, —)
Si T est le foncteur covariant Hom(M,—) on a : R"T(M) = Ext™(M, —). Donnons
I'action de Ext™(M, —) sur un module N.
Si N est un A-module de résolution injective apres la deleted complexe notée Ey :

0 — By % By 2% By .

La suite Hom(M, E N) s’écrit apres adoptlon d’une nouvelle indexation décroissante :
——» Hom(M, Ey) Ty Hom(M,E_,) Ty Hom(M,E_, 1) -—-»

On en déduit, dans le cas général :

Ext"(M,—)(N) = Ext"(M,N)

Ext"(—=N)(M) = Ext"(M,N) = H_,[Hom (R, N)]

= KerHom(M,d_,)/ImHom(M,d_,11 = Kerd",/Imd*,

2'eme cas : T est le foncteur contravariant Hom(—N)

Si T est le foncteur contravariant Hom(—N) on a : R*"T(N) = Ext(—N). Don-
nons l'action de Ext"(—, N) sur un module M.
Si M est un A-module de résolution projective Py, (schéma ci-dessous)

ds d
— P2 — Pl — PO —0
La suite Hom(Py, N) s’écrit apres adoption d’une nouvelle indexation :
Hom(d_n N) Hom(d—n—1,N)

--» Hom(P_,41, N) Hom(P_,,N) — Hom(P_,_1,N) --»
On en déduit, dans le cas général :
Ext"(—,N)(M) = Ext"(M,N) = H_,[Hom(Py, N)| = KerHom(d_,,+1)/ImHom(d_,, N) =
Kerd*, |/Imd}
En résumé
Ext"(M,N)=H_,[Hom(Py,N)| = H_,[Hom(M, Ey)]
Notons que le foncteur Ext est un cas particulier de foncteur dérivé a droite. On en

déduit le corollaire suivant :
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1.2.30 Corollaire

a) Ext"(M,—) est un foncteur covariant additif.
En plus Ext" (M, —)(N) ne dépend pas de la résolution injective de N choisie.

b) Ext"(—,N) est un foncteur contravariant additif.
En plus Ext"(—, N)(M) ne dépend pas de la résolution injective de N choisie.

Abordons maintenant plus en détail quelques résultats importants concernant les

deux foncteurs Ext et Tor.

QUELQUES RESULTATS IMPORTANTS SUR LE FONC-
TEUR EXT

Rappelons la définition de Fxt"(M, N)
Py, étant une résolution projective du A-module M, Ey une résolution injective du
A-module N, Ext"(M,N) = H_,[Hom(Py,N)| = H_,[Hom(M, Ey)]

1.2.31 Théoréme

Sin <0, alors VM, N deux A-modules : Fzt"(M,N) =0

Preuve

Soit Ey la résolution injective (deleted) de N ci-dessous :
0—E B, 5B, 55 E,
Hom(M, Ey) est la suite :
--» 0 — Hom(M, Ey) oy g B Hom(P_,_1,N)E_5 --»
A gauche de Hom(M, Ey) (ce qui correspond a n < 0) tous les groupes figurant dans
la suite sont nuls.
Donc on a bien : n < 0 = Ext™(M,N) = 0 pour tous les A-modules M et N

a) et b) entrainent que la propriété considérée est vraie.
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1.2.32 Théoréme

Le foncteur Ext®(M, —) est naturellement équivalent & Hom(M, —)

Preuve

a) Soit N un A-module. Existe-il un isomorphisme Hom (M, N) — Ext(M, N)?
Ey étant une résolution injective de N considérons sa deleted complexe ci-

dessous :
do d—l
0— EO — E*l — E,Q -—>
Ext®(M,N) = Kerdy/Imd; = Kerd}; car Imd; =0

Considérons maintenant la résolution injective de laquelle est déduite la dele-

ted complexe Ey
IS do d,1
0—N —Fky—F 1 —F_ --»

Puisque le foncteur Hom(M, —) est exacte a gauche, la suite suivante est

exacte :
0 — Hom(M, N) = Hom(M, Ey) %5 Hom(M, E_,) --»

Par conséquent, Kere* = Imd}. Par suite Ext’(M,N) = Kerd0*. D’autre
part, €* est un monomorphisme (la suite précédente étant exacte). D’ou &*
induit un isomorphisme ty : Hom(M, N) — Ext’(M, N)

b) Soit f: N — M’ un homomorphisme de A-modules.
Considérons les deux foncteurs :
Ext®(M,—), Hom(M,—) : A — Mod — Ab
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Considérons le diagramme (i) ci-dessous :
Hom(M, N) "8I mom(M, M)

N3 1t
T 0
Exto(M, N) "8 g0, M)

Montrons que le diagramme (i) est commutatif.
Considérons pour cela le diagramme (ii) ci-dessous ou la premiere et la seconde

ligne sont des résolutions injectives respectives de N et M’

D’apres 1.2.18 (deuxiéme Théoréme de comparaison), il existe une
chaine f de Ey vers Ejp au dessus de f et rendant le premier carré de gauche
du diagramme (ii) commutatif.

Onadonc: froe=¢of

Soit ¢ € Hom(M,N), on a :

"o Hom(M, f)(p) =" o(fop) = o f () = (o ) (¢) = (fioe)'(p) =
(im0 )(p)

Par suite le diagramme (i) est commutatif.

a) et b) entrainent que les foncteurs Ext®(M, —) et Hom(M, —) sont naturellement

équivalents.

1.2.33 Théoréme

Soit la suite courte exacte de A-modules ci-dessous :
00— N —N-—N" —0(1)
On a alors la suite longue exacte suivante :
0 — Hom(M, N') —s Hom(M, N) — Hom(M,N”) -2 Ext'(M,N') --» (2)
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Preuve

Puisque la suite (1) est exacte et le foncteur T' covariant, d’apres [26], théoréme
10.42 (Triangle exact), la suite ci-apres est exacte :
——s R"T(N') — R"T(N) — R'T(N”) — R™'T(N') --»
Pour le foncteur covariant T'= Hom(M, —) la suite précédente s’écrit :
——> Ext"(M,N") = Eat"(M,N) — Ext"(M,N”) > Ext"'(M, N') --»
Le Théoreme 1.2.31 affirme que pour tout n entier strictement négatif : Ext™(C, D) =
0 pour C' et D deux R-module quelconques. On déduit que la suite suivante est
exacte :
——> Ext*(M,N') — Ext'(M,N) — Ext*(M,N") % Ext'(M,N') --»
D’apres le Théoreme 1.2.32, Ext?(M, N'), Ext*(M, N), Ext’(M, N”) sont respeci-
tivement isomorphes & Hom(M, N'), Hom(M,N) et Hom(M,N").

Donc la suite longue (2) est exacte.

1.2.34 Théoréme

Ezt°(—, N) est naturellement équivalent & Hom(—, N)

Preuve

a) Montrons 'existence d’un isomorphisme Hom(M, N) vers Ext’(M, N)
Soit M un R-module et Py, sa résolution projective (apres deleted complexe)
s PLE P, S R0
Par définition, Ext®(M, N) = Kerd*,/Imd} = Kerd* (i)
Reprenons la résolution projective complete de M (avant la deleted complexe)
s PLEB P, B RS M0
L’action du foncteur exact & gauche Hom(—, N) sur la suite exacte précédente
nous donne la suite exacte :
0Hom(M,N) =5 Hom(Py, N) = Hom(P_,,N)
On tire : Kerd* |, = I'mex(ii)
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Par suite, ex induit un isomorphisme de Hom (M, N) vers Ext’(A, N)

b) Nous devons montrer que, pour deux R-modules M et C' quelconque et pour

un homomorphisme f : M — C, le diagramme ci-apres est commutatif.

Hom(C,N) —2"UN) o fom(M, N)
Hom'(C, Ny —Z2"UN 0 gy, N

Considérons deux résolution injectives respectives de M et C' (voir diagramme

ci-dessous)

d2 dl

—————————— }P2—>P1P2 >PO £ >y M > 0
I I
e e g lf
/ d/ v/ dl / !

---------- » P, 2 > P ! > P, = > C > 0

D’apres le théoreme 1.2.17 (premier Théoreme de comparaison), il exist une
chaine f au dessus de f tel que : foe=¢"o <f_o

Sip € Hom(C, N)

coHom(f,N)(p) =cx*of *(p)

= (foe)x(e)

= (¢'0 fo) * (¢)

= foxoe"(p)

= Ext’(f,N)oc'*(p)

Le diagramme considéré est commutatif.

a) et b) entrainent que Ext’(—, N) est naturellement équivalent & Hom(—, N)
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1.2.35 Théoréme

Si P est projectif, alors Ezt"(P,B) = 0 tout R-module B et pour tout entier
n>0

Preuve

Nous savons que pour Ext™(P, B) est indépendant du choix de la résolution pro-
jective de P.
Comme P est projectif, en posant F = P, et en prenant ¢ = 1p : Py — P, on
obtient la résolution projective de P :
Pp:--o —0—>0—oF—P—0
Rappelons la définition : Ext™(P, B) = H_,[Hom(Pp, B)]
A gauche de Py, tous les modules figurant dans la résolution projective sont nuls :
P=P=P=---=0
D’ou le résultat : Fxt"(P, B) = 0 pour tout R-module et B pour tout entier relatif
n >0

1.2.36 Théoréme

Soit la suite courte exacte de A-modules ci-dessous
0O— M —M-—M —0

On a alors la suite longue exacte suivante :
0 — Hom(M”,N) — HOm(M,N) — Hom(M',N) — Ext'(M”,N) --»
Preuve (voir [26])

1.2.37 Théoréme

Si E est injectif, Fxt’,(M, FE) = 0 pour tout A-module M et pour tout entier
relatif n > 0
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Preuve

Soit A un R— Mod. 0 étant un module injectif, considérons la résolution injective
de F :
EFr:0—F—FE—>0—0—---
avec e = 1g : F — Ej.
Tous les modules a droite de Ey sont nuls By = By = E3 = --- = 0.
Donc : Exty (A, E) = H_,[Hom(A,Eg)| =0

1.2.38 Définition : n'“"® noyau d’une résolution projective

d’un A-module

Soit une résolution projective Py, d’un A- module M.
Py - n+1—>P—> —>P2 P1 P0—>A—>O

ieme

Ker(d,) est appelé le n noyau de Py. Le 0™ noyau (noyau de rang 0) est

Kere = I'md;

1.2.39 Lemme

>~

Soit Py une résolution projective de M de n**™® noyau K,,. Alors on a Ext"; (M, N) =
El’tl (Kn—b N)

Preuve

Soit la résolution projection Py de M ci- dessous

it p Ay p®ep g oA

— P —
Ainsi : dy : P, — Kj est un épimorphisme.
On peut ainsi écrire les résolutions projectives de M et de Kycomme suit :
Py:--+—PFPyyy— - —P—F—A—0

P :e-

o — Py — - — P — Ky —0

En tenant compte du décalage des indices au niveau de ces deux résolutions projec-
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tives on a :

Ext™ (M, N) = Ext% (Ko, N)
Ainsi on établit par itération :
Ext" ™ (M, N) = Ext" (Ko, N)
Ext (Ko, N) = Ext” ' (Ky, N)
Ext} (K, 2, N) = Exty (K, 1,N)

D’ou le résultat.

1.2.40 Lemme

Soit K,_1 le (n — 1) noyau d’une résolution projective d’'un A-module M.
Alors on a :

Tord (M,N) = Tor{(K,_1,N).

Preuve

Soit Py une résolution projective de M
Pyt P P, P, 2 Mg S A
Considérons ses noyaux K, 1 et Ky
On peut déduire de Py, une résolution projective Pk, de K :
Py, — Py — Py — - — P — Ky—0
On en déduit que : Tor, (M, N) = Tor2(Ky, N) et par itération on a :
Tor (Ko, N) = Tor? (K, N)
a1 (K1, N) = Tor (K, N)
Tor? ,(Ky, N) = Tor{(K,_1,N)
Dot le résultat : Tor, (M, N) = Tor{(K,_1, N).
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1.2.41 Définition n®"* image d’une résolution injective d’un
A-module M

Soit Ey la résolution injective de N suivante :

0—N-E -2 p 2 E -

Imd,, est appelé n*™¢ image de Ey. L’image de rang 0 est Im., = Kerd,

1.2.42 Lemme

Soit Ex une résolution injective de N de (n — 1)*™¢ image de
In—l = [mdn—l
On a: Ext’*'(M,N) = Ext (M, I, )

Preuve

Considérons la résolution injective de N suivante :

0— N5 By By B, ™ B,y -

Montrons d’abord que : Ext’y*' (M, N) = Ext"(M, Iy) ot Iy = Ime = Kerdy (Py
étant exact) Iy est un sous module de Ej et par conséquent ¢ induit un isomorphisme
de Iy vers Ej.

Donc:0 — Iy — F; — --- — E,, - -+ est une résolution de I,.

Ecrivons successivement les résolutions injectives de M et de I et puis tenons compte
du décalage au niveau des indices.

En:0O—N—Fky—FE;---—F, -

Ey:0—Ily—FE - — L) -

On a donc : Exty"' (M, N) = Ext%(M, I)

On établit de méme que :
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Ext’ (M, Iy) & ExtT™ (M, Iy)
EIAtn_l(M, Il) = El’tﬁiQ(M’ _[2)

Exty (M, 1, 5 = Ext’y (M, I, ;).

Dot le résultat cherché : Ext’y™ (M, N) = Exty (M, I, ).
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Chapitre 2

LOCALISATION ET ALGEBRE
DES POLYNOMES DANS UN
DUO-ANNEAU

Introduction

Dans ce chapitre, sauf mention contraire, A désigne un duo-anneau, M un A-
module & gauche et S une partie non vide de A formée d’éléments réguliers.
Dans leurs travaux, beaucoup d’auteurs ont construit des anneaux de fractions dans
le cas commutatif a partir d’une partie multiplicative S d’'un anneau commutatif A
( voir [1],[26] et [27]).Dans [26],J.J. ROTMAN a construit, dans le cas commutatif,
I'anneau de fractions S™'A et le module de fractions S™'M ou S est une partie
non vide quelconque de A ne contenant pas zéro en utilisant la parie multiplicative
saturée S. engendrée par S.
Dans ([21]), Pr. Mohamed Ben MAAOUIA a construit, dans le cas ou A n’est pas
nécessairement commutatif, ’anneau des fractions S~!'A et le module de fractions
S~1M relativement & une partie multiplicative saturée S qui vérifie les conditions de

Ore a gauche.

99



Dans la section 1 de ce chapitre, nous construisons,dans le cas ou A n’est pas
nécessairement commutatif, ’'anneau des fractions S~ A relativement & une partie
non vide S formée d’éléments réguliers de A. Ainsi nous avons montré les résultats

suivants :
1) S, la partie multiplicative saturée engendrée par S vérifie les conditions de
Ore a gauche.
2) Lidéal (1 —sX,),.g de l'algebre des polynomes a S variables A [(X,), ]
engendré par I'ensemble des polynomes {1 — s X, s € S} est bilatere.
3) S7'A existe et STIA = A [(Xs)ses}/u — 5X,)

—1

4) S1A~ () A

Dans la section 2 de ce chapitre, nous construisons le module de fractions S~'M et

seS’

nous avons montré les résultats suivants :

1) En posant S™'M = (S)"'M ,ona S™'M = (S) A ®a M.
A -1 =~ A (Xs)s
Par conséquent ST M [ es]/<1 — 5Xy) s ®a M
2) S 'TorA(M, M) =TorS ' A(S~'M,S~'M’) ot n est entier naturel
3) ST Ext (M, M') = Ext?_, , (S7'M, S~ M’) ol n est entier naturel et M est

un A-module de type fini.

Ce chapitre a fait 'objet d’un article soumis et accepté par le journal

Springer.

2.1 Section 1 : Anneau de fraction et algebre des

polynomes dans un duo-anneau

2.1.1 Définition : L’anneau des polynémes A [X]

Soit A un anneau et X une partie non vide de A.

Notons IN) Densemble des applications de X dans IN & support fini, c’est le

Thése Unique <« Localisation et algebre des polynémes dans un duo-anneau - Propriétés homologiques
du foncteur S71() > UCAD-EDMI — Daouda FAYE — Mai 2016 — Page 60



monoide engendré par X.

feIN(X)éf:ZGm: Z Cax;

zeX 1€ICX

ez, X = A
ol €y {1 ST X =x;
T — e (x) = .
o sinon
Notons (A®), 4,.) le A-module libre engendré par {ex},exqui est une base de
AR,
pe AN = p= Z%%-

zeX

Cas particuliers : Si X=IN , AUN) = A[X], ou A[X] est I'anneau des polynomes a
une indéterminée.

On définit de maniere analogue I'anneau des polynomes a deux indéterminées
A[X,Y] par A[X,Y] = AUNXIN) " On définit également I'anneau des polynomes a n
indéterminées Xy, Xy, ... X, par A[X, Xy, ... X,| = AUNXINX.XIN) Cag général :
Soit S un ensemble non vide. Notons par I N I’ensemble des applications de S dans
IN & support fini. Si f € IN®) alors

ou I est fini.
AUIN gt TPensemble des applications a support fini de IN®) dans A | c’est le A-
module libre engendré par IN®) On appelle anneaux des polynomes & S variables,

Panneau AUN™) noté A [S] ou A [(X5>565}'

2.1.2 Théoreme : Existence de ’anneau de fraction

Soient A un duo-anneau, S une partie non vide de A formée d’éléments réguliers,

A [(X,),cg] Valgebre des polynomes a S variables & coefficients dans A.
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——1
v A [(X )SES] - (S) A s - .
Alors la correspondance 1 est un épimorphisme
PeP)=P((%) )

d’anneaux et kerg = (1 —sX;), o ot (1 —sX,), ¢ est I'idéal bilatere de I’algebre

des polynémes A [(Xs)se s] engendré par I’ensemble des polynomes {1 — sX;, s € S}.
= (g)_l A ou S est la partie

seS

multiplicative saturée engendrée par les éléments (1 — sXg)

De plus, on a l’isomorphismeA [(Xs)ses}/“ — sX,)

SES"

Preuve

Soient P et () deux polynomes; on a :

o(P+Q) = (P+Q)((Hs) )= (P(Ye))ses-+ (QYg))ses = ¢(p) + 2(Q)

ses

o(PQ) = (PQ)((Ys) ) = (P(Y)ues(QUs)es = #(n) (@)

PLa[(x),0q) = PLa) = V) =114

SES]

p(P) = (OWP) () ) = MP(gses) = Aol(P)

Vérifions que ker ¢ = (1 — sX) o

1. Si P=(1-5Xg),.q alors P(%) =(1- 5-%)365 =0,
alors (1 — sX,) .o C kerg

2. Si P ¢ (1—sXy), alors o(P) # 0= P ¢ ker .

Par conséquent ker ¢ = (1 — sX) ¢ et donc (1 — sX,) ¢ est un idéal bilatere.

D’ou, d’apres la propriété universelle des anneaux quotients, on a I’isomorphisme :
Al(X ~ ()t
[( S)SES]/<1 — X)), (S) 4
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2.1.3 Corollaire

Soit A un duo-anneau, s un élément régulier de A. Soit S = {s} On sait que

S ={1,s,s>...} est une partie multiplicative saturée de A. Alors I'application
1

p: AX]—=(S) A
p—@(p)=p (%)
est un morphisme surjectif de noyau I'idéal(1 — sX). Il en résulte un isomorphisme @ :
AX]/(1=5sX) — (g)_l A. A[X] est anneau des polynémes & une indéterminée
X.

Démonstration

Un élément de (g)_l A s’écrit Ygn pour un certain n > 1 et un élément a € A.
On a ainsi 4/4n = ¢ (aX"), donc ¢ est bien surjectif.
Montrons que ker p = (1 — sX) :
- Sip=1—sX,alorsp(l/s)=1—s1/s=1-1=0
- Sip=Q(1 - sX),alorsp(1/s) = p(p) =0
D’ou (1 — sX) C kergp

- Sipé¢ (1 —sX),alors p(p) #0, dou p ¢ kerp

Par conséquent, ker ¢ C (1 — sX), d’ou le résultat ker ¢ = (1 — sX).
D’apres la proposition universelle des anneaux quotients, il existe un homomorphisme
_ =\ -1
7 AN )= (5) 4
Montrons que @ est un isomorphisme. Soit g : A — AlX ]/(1 — aX) le morphisme ca-
g:A— A[X}/(l — sX)

arra

nonique tel que pour touta € A associe aou a est la classe de b :

a est la classe du polynome constant a. Dans Panneaud [X ]/(1 — sX)
Ona:1—-sX=0=sX=1=1=75-X =1 donc 5 est inversible, d’inverseX.
D’apres la propriété universelle de la localisation, il existe un morphisme ¥ : S71A —

A [X]/(l — sX) tel que pour tout a € A, U (%) = g (a). Par construction si a € A et
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n>1lonaW(Yn)=>b(X")=aX"

Montrons alors que W est I'inverse de @. Soit P € A[X],ona ¥ (¢ (P)) = V¥ (P <1/$))
SIP =S anX"ona: U (7 (P) = (p(P) = v (P (Ys)) = WS () =
SW (Infgn) = Y aX" = Y a, X" = P dott ¥ op = Id. De plus 7 (V¥ (¥n)) =
© (aX") = ¢ (sX") = Yen. Alors po ¥ = Id. Par conséquent, @ est un isomor-

phisme. Enfin comme © injectif, alors
ker p = (1 — sX).

2.1.4 Corollaire

Soit A un duo-anneau s et ¢ deux éléments réguliers de A. Soit S = {s,t}. Alors
S = (s™ "), c’est-a-dire S est I'idéal engendré par s™" lorsque m et n parcourent
N.
P AX, Y] = (9) A
PxX,Y) e P (YY)
contient l'idéal (1 — sX,1 — tY") engendré par 1 — sXet 1 —tY dans A[X,Y]. On a

alors lisomorphisme 4 [X, Y]/(l CsX, 1Y) = (3)_1 A

Alors I’homomorphisme est surjectif et que son noyau

Preuve

D’apres [1], le morphisme ¢ : A[X,Y] = A[X][Y] tel que p (X) = Xet (V) =
Y est un isomorphisme
V:AX]Y] = (9) A

CHIESORS 1€ MOIPARIE byl s w(P) = P (1/t o P =P (X) € A[X]

D’apres Proposition 15, le morphisme W : AlX ]/(1 —ty) (g)_l A est un isomor-
phisme et ker U = (1 —tY)
Définissons : le morphisme f = W o ¢ (surjectif)
AX,Y] ——— A[X][Y]
) T fEYop lm

S71A

A
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ou ker U = (1—1tY).

Pekerf e f(P) :O@P(l,%) — 0o Pe{Q(l—sX)(1—tY)} = (1 —sX,1 — 1Y)
S
D’ou I'isomorphisme AlX, Y]/(l —sX,1—tY) = (g)fl A

2.1.5 Théoréeme : (Existence de la localisation)

Soient A un duo-anneau et S une partie non vide d’éléments réguliers de A .

Alors la localisation de A en S S™1A existe.

Preuve
X =S
Posons X = {z,:s € S} tel que 'application v soit une bi-
Ts = o (T5) =5
jection

Soient A [(X;)ses] 'anneau des polynomes sur A & S variables et I = (1 — sX) ¢

I'idéal bilatere engendré par I'ensemble {1 — sz, :s € S}. Montrons que S™'1A =

A [(XS)SES]/I_ Comme I est bilatere alors A [(Xs)ses] /I est un anneau et méme une

algebre.

it A— A[(Xs)ses]
a—i(a)=a+

Onal—sX,=0= sX,=35X, =1 Deméme X,.s = X,.5 =1 car les variables

commutent avec les constantes(éléments de A) dans A [(Xs)ses|. Donc 5 =i(s) .

Définissons II la surjection canonique ;

Et comme la localisation S™' A de A en S existe & isomorphisme pres, on peut prendre

s1la=A [(XS)%S}/[.

2.1.6 Proposition

Soit S une partie non vide d’un duo-anneaux A formée d’éléments réguliers, alors
la partie multiplicative saturée S engendrée par S vérifie les conditions de Ore &
gauche(d’apres [19]). Alors on a (§>—1 A~ STA
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Preuve

Cette proposition résulte des Théoremes 2.1.2 et 2.1.5

2.1.7 Proposition

Soit S une partie non vide d'un duo-anneau A formée d’éléments réguliers. Alors
tout y € S'A s’écrit sous la forme y = i5 (a)i5 (o) otta € Aet o € S. Cette

écriture n’est pas unique.

Preuve

D’apres le théoréme d’existence de la localisation S~ A et sa construction S~ A =
AX]/T ouX ={zs:5€ S} et [ = (sw,—1:s€S) on déduit que tout y € S~1A
est de la forme y = f (z1,29..x,) + [ ou z; = x5, o 8; € S
Sin =0 alors y = i3 (f)

Par récurrence sur n, écrivons y = f (zq, 22, ...x,) + [

Posons (21, %9, ..., Tn_1) = X et z, =x;0na f(X,2,) = go(X) + g1 (X)z+ ... +
gm (X)az™on g (X)€ A[X] V1<i<n-—18$;

Dans S7'A, on a s = i5 (s)”" ot s € S et par conséquent g; (X) = i3 (a;) i3 (0;) on
a; € Aeto; € S.

On a alors :

y =5 (a0)i5 (00) " 4% (1) i3 (01) 7 05 (5) 7" 4 oo 5 (a) 85 (00) 15 ()"
8) 7" 15 (a0) a5 (00) ™ 45 (@) i (00) i ()™ 4 o 445 (@) 85 (00) ']

ouna € Aeto=o0¢0y...0,,8™" €S

Par conséquent y = i5 () i5 (o).
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2.1.8 Proposition

Si S est une partie non vide d’'un duo-anneau A formée d’éléments réguliers et
i% : A — S7LA, le morphisme de localisation, alors keri§, = {a € A: ca = 0} pour
tout o € S.

Preuve

Si oa = 0, alors0 = i3 (0) i3 (a)dansS~tA. Comme i (a)est inversible, on a
0=1i5(0)"i5 (0) 75 (a) = 5 (a), d’ota € ker(i%)

Supposons maintenant que i (a) = 0 dans S™'A comme ST'A = A[X]/I ou

I=(szs—1,seS)onaa=> 1 fi(X)(sizs; — 1) dans A[X]

Posons Sy = {s1, 52, ..., 5n } |J {coeff non nuls des f (X;)} et i5 : A — Sy 'A, le mor-
phisme de localisation (canonique); alors a € ker iflo

En effet, si s = s183...5,, et if} A — {8}71 A, le morphisme de localisation, alors
tout i;{f} (s;) est inversible avec s; ! = 57 1s;... % o Sp.

Ona:{s} ' A= A[X)/(sz —1). Dire que a € ker igs} signifie que f (z) = > a;a"
avec a = f (x) (sz —1) = (Ot ax’) (sx — 1) =37 (saz™™ — a;2") dans A [x]

L’identification des coefficients de z donne :

a= —ag, Sy = Q1,...,SAm_1 = G, SGy, =0
D'otl sa = —say = —a; et par conséquent s‘a = —a; pour tout i. En particulier
s™aq = —a,, et par conséquent s™ta = —sa,, = 0. D’ou le résultat.

2.1.9 Corollaire

Sia/o et d' /o’ avec o,0" € S, alors a/o = a' /o’ si et seulement si il existe 0”7 € S

tel que 0” (a0’ — a'o) = 0 dans A
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2.1.10 Remarque

Si S ne contient pas de diviseurs de zéro, alors

0" (ac’ —d'0) =0 = a0’ —d'c) =0 car ¢” est inversible, d’ott a0’ = d’o.

Preuve
Si £ = 2 alors en multipliant & droite par oo’ on obtient ro’ = Z(o0’) dans
g g g

S71A.Or A est un duo anneau, il existe donc o € A tel que oo’ = ¢’c;. On a alors
ro’ = ;—l,(a’al), d’out 7o’ — r'oy; = 0.Alors ro’ — r'oy € ker i et d’apres la proposi-
tion 1.1.21 il existe 0” € 5 tel que ¢” (ro’ —r’o1) = 0 dans A. Réciproquement si
0" (ra’ —r'a) = 0 dans A avec ¢” € 5 alors i3 (0”) i (ro’ —r'c) = 0 dans S~'A et

comme i3 (") est inversible, alors i% (r) 5 (o) — i35 (1) i5 (o)

T’

Or 5 (o)etiS (o) sont inversibles, donc i5 (r) 5 (¢) ", d’out =5

2.1.11 Corollaire

(i) Si S ne contient pas de diviseurs de zéros, alors i : A — S™1A est injective

(i) Si A est un domaine et si Q = Frac(A), alors S7'A C Q et en particulier

S=A-{0} alors ST'A=Q

Preuve

(i) Est une conséquence directe de la proposition 1.1.21

(i) Le morphisme canonique i : A — S~'A est injectif d’apres la proposition
1.1.21
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ou ¢ est l'inclusion
Si ¢ (i (r)i5 () ") = 0, alors @ (i (r)) = 0 car i (o) est inversible dans S~'A
Avec la commutativité du diagramme on a o (r) = ¢ (r). Comme ¢ est une

injection alors ¢ est une injection.

2.1.12 Exemple

Si S une partie non vide d’'un duo-anneau A formée d’éléments réguliers et si [
est idéal de A contenant un élément o € S tel que I (.S, alors S~!Icontenant =1

et par conséquent S/ = S71A

2.1.13 Proposition

S une partie non vide d’'un duo-anneau A formée d’éléments réguliers :

(i) Tout idéal J de S A est de la forme S™'I ol I est un idéal de A

(ii) Si I est un idéal de A, alors S~ = S~'A si et seulement si I (.S # ()

(iii) Si P est un idéal premier de A tel que P()S # (), alors S™'P est un idéal
premier deS—1A

(iv) L’application p — S™'P est une bijection de 'ensemble des idéaux premiers
de A disjoints avec S vers S pec (S~1A)
Preuve (voir [21])

2.1.14 Définition

Si P est un idéal premier d'un duo-anneau A, alors le complémentaire S = A— P

est une partie multiplicative saturée et S~!'A notée Ap
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2.1.15 Proposition

Si A est un duo-anneau integre, alors (), A,, = A ou l'intersection est déterminée

sur I'ensemble des idéaux maximaux de A

Preuve (voir [21])

2.1.16 Proposition

Si P est un idéal premier d’un duo-anneau A, alors Ap est un anneau avec comme

idéal maximal pAp = {a/s:a € pet s ¢ p}

2.1.17 Lemme

Soit A un anneau local avec comme idéal maximal m un élément a € A est

inversible si et seulement si a ¢ m

Preuve(voir [21])

2.1.18 Proposition

Si A est un anneau local, alors tout A-module de type fini B est libre

Preuve(voir [23])

2.2 Section 2 : Module de fraction et algebre des

polynomes dans un duo-anneau

2.2.1 Définition

Soient A un duo-anneau, S est une partie non vide de A formée d’éléments

réguliers, S la partie multiplicative saturée engendrée par S vérifiant les conditions
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de Ore et M un A-module a gauche.

Alors on définit le module de fractions de M & gauche relativement a S noté S—1M
par ST'M = (S)™'M ou (S)"'M est le module de fractions & gauche de M relati-
vement & la partie multiplicative saturée S vérifiant les conditions de Ore & gauche
(voir [21] et [23]).

2.2.2 Théoreme

Soient A un duo-anneau, S une partie non vide de A formée d’éléments réguliers et
M un A-module & gauche. Alors le couple ((S)™'A®4 M, h) ou h) est le morphisme
h:M— (S)'A®s M

m— 1®m
relativement a .S

défini par : est un module de fractions de M a gauche

Preuve

Soit ¢ : M — M’ un morphisme ot M’ est un S~*A-module

(S) Ax M — M

(a/a,m) = (a/a)p(m)
alors un unique morphisme @ : (S)™'A @4 M — M’ tel que p o h = ¢. Comme

Le morphisme oita € Aet o €S est A-bilinéaire. I existe

h(M) engendre (S)"*A®4 M, alors @ est I'unique morphisme rendant le diagramme

ci-dessous commutatif :

M > Cg)_1f4@§A.A{

h
\ e
e
L/

M/

Donc d’aprés la propriété universelle de la localisation, (S)™'A ®4 M est un module

de fractions de M relativement & S.
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2.2.3 Corollaire

Soient A un duo-anneau, S une partie non vide de A formée d’éléments réguliers,
M un A-Module & gauche et S~'M un module de fractions de M & gauche relative-

ment & S. Alors S™'M = (9) 1A®AM et par conséquent S~ M =2 A [(Xs)ses}/(l —sX,) €S®A
M

Preuve

La preuve résulte des Propositions 2.1.2, 2.1.5 et 2.2.2

2.2.4 Proposition

Soient S une partie non vide formée d’éléments réguliers d’un duo-anneau A et
S la partie multiplicative saturée engendrée par S. Si M est un A-module et si hy; :
M — S71M est le morphisme de localisation, alors ker hy; = {m € M :om = 0 pour tout o € ?}

Preuve

Notons K = {m€ M :0m =0}. Si om = 0, avec m € Meto € S, alors
har (m) = (1) has (om) = 0, donc K C ker hyy. Réciproquement, soit m € K il
existe o € S tel que om =0
Considérons le cas particulier S = {0} otio € S. On a alors S™'A = A[z] / (ox — 1),
on a alors Az] ®4 M = > Ax' @4 M car A[z] est le A-module libre de base
{1,z,2% ...}

Par conséquent, tout élément de A [x] ®4 M s’écrit de maniere unique sous la forme
> at ®@ mioum; € M

En particulier sim € ker hy, alors 0 = 1@m = (o z—1) Y jz'@m; = > (0 2™'®
m; — ' @ m;),

D’apres la Proposition 2.1.7 | les coefficients vérifient les équations suivantes :
Iom=—-1®my;2®cmyg=@mq;...;T"Q0My_1 =2"@my:; 2" Qom, =0

Il s’en suit que : m = —mg, omg=mq, . . ., CMy_1 = —My, oM, =0
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Par conséquent om = —omy = —m; et par récurrence o'm = —m,; pour tout

+1

1 < i < n. En particulier ¢"m = —m,, et de méme ¢""'m = —om, = 0 dans M.

Par conséquent ker hy; C M

2.2.5 Corollaire

Soient S une partie non vide formée d’éléments réguliers d’'un duo-anneau A, S

la partie multiplicative saturée engendrée par S et M un A-module :
(i) Tout élément u € S~ M est de la forme u = o 'mott o € S et m € M

(i) Sy'my = S5 'my dans ST'M siet seulement sio (S7'my — S5 'ms) € M olio €

S

Preuve

(i) Siue S™M, alors u=>",(r;/o;) mjour; € A, o, € Setm; € M
Définissons r = [[ o et 6; = [, a; d’'ou

u = Zl (1/0’1) rym; = Z,L (&Z/O'> rim; = %Zl&lnmz = (é)mohm = Z(szmz €
A

(ii) Si o € S avec o (Sym; — Symy) = 0 dans M, alors
(/1) (Symy — Syms) = 0 dans S~'M. Comme 9/ est inversible, alors Sym;—
Simgy et doncSy, Yms réciproquement si ST Yy = Sy Ymy dans S~'M alors
(ﬁ) (Symy — Samy) = 0.
1

Comme 5.5, est inversible, on a (Samy — Symg) = 0 = Somy —Symsg € ker hyy

D’aprés la proposition 1-30, il existe o € S tel que (Som; — Syms) = 0

2.2.6 Corollaire

Soient S une partie non vide formée d’éléments réguliers d'un duo-anneau A. Si
M est un S~!A-module alors M = S~'M
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Preuve

Définissons
o: M — SIM
m—=1®m
Si p(m) = 0 alors il existe 0 € S tel que om = 0. Comme o est inversible dans
S7'A et M dans S~'A — module, I’équation m = o~'om) = 0 a un sens dans M.

D’ou ¢ est injective. Remarquons que, (1/(7) @m = p(c7Im) d’olt ¢ est surjective.

2.2.7 Théoréme

Soient S une partie non vide formée d’éléments réguliers d’'un duo-anneau A, S
la partie multiplicative saturée vérifiant les conditions de Ore a gauche engendrée
par S. Alors S A est un A-module plat.

Preuve

Nous devons montrer que si 0 — M L M7 est exacte, alors
0—5 a8l 'y ®4 B est exacte.
Soit u € ker (1® f), du Corollaire 2.2.4, on déduit que u =o' ®@m ot o € S, on
aalors 0= (1® f) (u) =071 ® f(m). Dou f(m) € ker hy,
D’apres la Proposition 2.2.5, il existe t € S tel que 0 = tf(m) = f(tm). Par
conséquent 0 =1®tm = t(1 ® m) = tu. Finalement u = 0, car t est inversible. Par

conséquent S7'A est un A — module plat.

2.2.8 Corollaire

Soient S une partie non vide formée d’éléments réguliers d’'un duo-anneau A, S
la partie multiplicative saturée vérifiant les conditions de Ore a gauche engendrée
par S, alors le foncteur localisation S~'() : suMod — g1 ,Mod qui a tout A-module
M fait correspondre S7'(M) = (S)"'A ®4 M et a tout morphisme de A-modules
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a gauche f : M — M’ fait correspondre le morphisme de (S)~'A-modules S7!(f) :
ST (M) — S~H(M’) est un foncteur exact.

Preuve (voir [21]

2.2.9 Proposition

Soient I et J deux idéaux d’un duo-anneau integre A. Si I,, = J,,, pour tout idéal

maximal m, alors [ = J

Preuve

Soit b € J. Définissons (I : b) = {a € A/ab € I}
Soit un idéal maximal de A. Comme I,,, = J,,, il existe x € I et s ¢ m tel que % =7
Comme A est integre alors sb = x € I donc s € (I : b). Mais comme s ¢ m , alors
(I : b) C m. Par conséquent, (I : b) n’est pas un idéal propre de A car il est contenu
dans tout idéal maximal de A. Donc (I : b) = A alors 1 € ( : b) et donc b= 1.b € I.

Par conséquent J C I. On montre de méme que I C .J. D’ou le résultat

2.2.10 Proposition

Soit A un duo-anneau

(i) Si M est un A-module avec M,, = {0} pour tout idéal maximal m, alors
M = {0}

(ii) Si f: M — N est un morphisme et f,, : M,, — N, est une injection pour
tout idéal maximal m, alors f est une injection

(iii) Si f : M — N est un morphisme etf,, : M,, — N,, est une surjection pour

tout idéal maximal m, alors x est une surjection

(iv) Si f : M — N est un morphisme et f,, : M, — N,, est un isomorphisme

pour tout idéal maximal m, alors f est un isomorphisme
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Preuve

i) Si M # {0} alors il existe x € M tel que x # 0. Il en résulte que 'annulateur
I ={a € A/ax = 0} est un idéal propre de A donc 1 ¢ I. Donc il existe un
idéal maximal contenant I or 1®x = 0 dans M, alors x € Kerh,, est d’apres
la Proposition 2.2.4 on a s ¢ m tel que sm =0, d’ou s € I C m ce qui est
absurde. D’ou M = {0}

ii) Il existe une suite exacte 0 — K — M Ty Nou K = Kerf et comme le
foncteur S71() est exacte alors la suite
0 — K,, — M, LN N,, est exact pour tout idéal maximal m. De (i) on
déduit que K = {0} et donc f est injective.

iii) Il existe une suite exacte M TN —C—00uC= N/Imf et comme le
foncteur produit tensoriel est exacte a droite, alors C,,, = {0} pour tout idéal
maximal m, d’'ou C' = {0} et comme f surjective alors C' = N/Imf = {0}

iv) résulte de (ii) et (iii)
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Chapitre 3

FONCTEURS EXT, TOR ET
FONCTEUR S~ 1)

Introduction

Dans ce chapitre sauf mention contraire, A désigne un anneau associatif unitaire
(non nécessairement commutatif), M et M’ des A-modules & gauche (respective-
ment a droite), S une partie multiplicative non vide saturée de A vérifiant les condi-
tions de Ore & gauche (respectivement a droite)et S™'M un module de fractions &
gauche(respectivement a droite) de M en S.

En utilisant les travaux de Pr.Mohamed Ben Fraj Ben MAAOUIA, notamment dans
sa these de 3e-cycle ([18]), sa these d’Etat ([19]), ses articles avec le Pr. Mamadou
SANGHARE : "Localisation dans les duo-anneaux” ([21]), concernant la localisation
et le foncteur S7'() : A — Mod — S™'(A) — Mod qui est isomorphe au foncteur
STA ®4—: A—Mod — S™(A)— Mod et qui conserve entre autres la projectivité

, nous avons montré les résultats suivants :

1) S_lHomA(A”, M) >~ G514 ®Aa HomA(A", M),
2) Homg-14(S71A™ S7IM)) est un S~!(A)-module & gauche isomorphe au S~ (A)-

7



module ST'Hom 4 (A", M),
3) S~ Tor(M, M")=Tors " A(S~' M, S~*M’)

4) Tor(M,N)p = Tor?(Mp, Np) ot P est un idéal premier de A et Mp
=S7!M le module de fractions de M ott S est I'ensemble des éléments réguliers
de A— P.

De plus si A est noethérien et M est de type fini, alors on a :
5) ST'Ext’y (M, M') = Ext?_, , (ST'M,S™'M’) et
6) El’tZ(M, N)p = E[EtzP(Mp, Np)

7) Tori . ,(S7'A, M) est un A-module & gauche et ExtS " A(S~1A, M) est un
A-module a droite.

Ce chapitre a fait ’objet d’un article soumis au journal Afrika Mathe-

matika.

3.1 Lemme

Soit A un anneau. Considérons le diagramme commutatif suivant formé de mor-
phismes de A-modules a gauche (respectivement a droite) ou les lignes sont exactes

et ou f et g sont des isomorphismes :

)

M s M -2y M" —50
fi g4 h{

N =5 N -5 N" — 0

Alors il existe un isomorphisme unique h : M” — N” rendant le nouveau diagramme

commutatif
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Preuve

a) Existence de h
Soit m” € M"”. Comme p est surjectif, il existe
m € m tel que p(m) = m"
Définissons h par h(m”) = qog(m)
Soit u € M tel que p(u) = m", alors q o g(u) = q o g(m). Comme p(m) =
p(u) alors p(m — u) = 0 = m — u € kerp = I'mi puisque que les lignes sont
exactes m —u =i(m’) onm’ € M.
Alors qo g(m —u) = qogoi(m') = qojo f(m') = 0carqoj = 0. Par

conséquent h est bien définie.

b) Unicité de h
Sih :M"— N"telque Wop=gqog
Soit m” € M", choisissons m € M tel que p(m) =m"; on a :
h'op(m) =K (m") = qog(m)=h(m")

D’ou l'unicité de h

¢) Montrons que h est un isomorphisme
D’apres ce qui précede, il existe un morphisme A’ rendant le diagramme

commutatif :

N Ly N LN —0

7t gty L

(2

M M2 M —0

Il s’agit de montrer que
W=h"'onahoqg=pog'=hohop=hogog=pogltog=p
Comme p est surjectif alors sh chop=p=h oh = 1.

On montre de méme que hoh' = 1y~Donc b = h™L.

Donc h est isomorphisme
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3.2 Lemme

Soit A un anneau. Considérons le diagramme commutatif suivant formé de mor-
phismes de A-modules a gauche (respectivement a droite) ou les lignes sont exactes

et ol g et h sont des isomorphismes :

()

0—s M - M 25 M”
LS lg Lh

0—s N 25 N — N”

Alors il existe un unique isomorphisme f : M’ — N’ rendant le nouveau diagramme

commutatif.

Preuve

La preuve est analogue a celle du Lemme 3.1

3.3 Lemme

Considérons le diagramme commutatif suivant ou les lignes sont exactes

My — My — M3 — My, — M;

Lhy  Lhy Lhys Lhy hs
N1—>N2—>N3H N4—>N5

(i) Si hy et hy sont surjectifs et hy injectif, alors hg est surjectif
(i) Si hy et hy sont injectifs et hy surjectif alors, hs est injectif

(iii) Si Ay, he, hs, hy, hs sont des isomorphismes alors hg est un isomorphisme

Preuve

La preuve résulte du des Lemmes 3.1 et 3.2
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3.4 Lemme

Soient M un A-module & gauche (respectivement a droite), n un entier na-

turel strictement positif et S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les

[

conditions de Ore & gauche (respectivement & droite).Alors S™'Hom (A", M) =
ST A®4 Homa(A", M).

Preuve

a) Supposons que M est un A-module a gauche, alors Hom(A™, M) est un A-
module a droite. En effet, il est claire que (Homa(A™, M), +) est un groupe

commutatif. De plus, considérons 1’opération :

Homy (A", M) x A — Homy(A", M)
(f.a) = fa
ou 'application f.a définie par :
faa: A" — M
b= (a,as,...,a,) — (f.a)(b) = f(b.a)
est un homomorphisme de A-module a gauche.Ce qui permet de munir (Hom (A", M))dune
structure de A-module a droite puisque A" est un (A — A)-bimodule.
De méme on montre que si M est un A-module & droite, alors Hom (A", M)
est un A-module & gauche car 'opération :
A x Homy (A", M) — Hom (A", M)
(a,f) = f.a
ou l'application :
fa: A" - M
b= (a1, as,...,a,) — (f.a)(b) = f(a.b)
est un homomorphisme de A-module a droite, permet de munir (Hom (A", M))d une

structure de A-module & gauche comme A™ est un (A — A)-bimodule.
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b)

3.5

Hom (A", M) étant un A-module a gauche(respectivement a droite), on déduit
de [19], chapitre 1, 'isomorphisme S~ Hom 4 (A", M) & ST'A® s Hom (A", M).

Lemme

Soit A un anneau, S une partie multiplicative saturée non vide de A vérifiant les

conditions de Ore a gauche.

Soient P et M des A-modules ou P est de type fini. Alors il existe un isomorphisme
naturel ¥p : ST'Homa (P, M) — Homg-14(S™'P,S71M))

Preuve

Il suffit de construire les isomorphismes naturels
Op : Homu(P,S™'M) — Homg-1p(S™'P,S™*M) et
op: STYtHom (P, M) — Hom(P,S™'M) et par conséquent prendre
Vp =6y 0 pp

a)

Supposons que P = A" est un A-module libre de type fini. Soit p1, pa, -, P
une base de P, alors B B2 P est une base de ST'P = STTA®, A"

Le morphisme O4n : Homa(P,S™*M) — Homg-1,4(S™'P,S™'M) défini par

Oan(f) = f avec f (&) = @ est bien défini et est un isomorphisme

Soit maintenant P un A-module de type fini, alors la suite A* — A" — P — 0

est exacte.

Appliquons a cette suite les foncteurs contravariants Homa(—, Q) et Homg-14(—, Q)
ol Q = S™'M. On obtient le diagramme commutatif suivant ou les lignes sont

exactes a gauche :

0 — Homa(P,Q) — Homa(A™, Q) —  Homu(A',Q)
1 0p 1 0an 104
0 — Homg-14(S7'P,Q) — Homg-14(S™1A™, Q) — Homg-14(S71(A)!, Q)
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Puisque 04» et 04 sont des isomorphismes alors d’apres le lemme 3.2, 0p

existe et est un isomorphisme.

L’isomorphisme 6p est défini par 0p(3) = ot € Homa(P, Q) et
B:S7'B—Q=5"1M

;o 2
Construisons maintenant ¢p par ¢p : ST ' Homa(P, M) — Homa(P,S™'M)
par ¢p : § > gs ol gs: P> 57IM
p = g5(p) = 242

D’apres le Lemme 3.4, on a S~ Homa(P,M) = S™'A®a Homa(P, M) et
que pp est un isomorphisme si P est un A-module libre de type fini.

En appliquant & la suite exacte A® — A" — P — 0 les foncteurs contra-
variants exacts a gauche : Homa(—, M) et Homa(—,S M), on obtient le
diagramme commutatif suivant :

0 — S™'Homu(P,M) — S 'Homa(A", M) — S™'Homa(A", M)

1 ep 1 an b par
0 — Homa(P,S7'M) — Homa(A",S7'M) — Homa(A', S™'M)
pan et pae étant des isomorphismes, d’apres le Lemme 3.2, pp est un iso-

morphisme.

3.6 Théoréme

Soient A et B deux anneaux et T : 4Mod — gMod un foncteur exact et additif.
Alors T' commute avec le foncteur homologie H,, : pour tout complexe (C, D) de la

catégorie 4Comp et tout entier relatif n, on a :
H,(TC,TD)=TH,(C,D).

Preuve

Considérons le diagramme commutatif suivant :
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Copt ™8 C, 25 0,y
dyyr 4 Tk
0 — imdy — kerd, — H,(C.) — 0

O j et k sont des inclusions et d, 41 est le morphisme d,,1si 'on change C,, par
tmd,y1 . En appliquant le foncteur T on obtient le diagramme commutatif

suivant ou la derniere ligne est exacte.

Tdn 1

TCpi TC, 2870, ,
T'd,,, Tk
0 — T(imdns) —> T(kerd,) — T H,(C.) — 0

or T est exacte alors T'(imd, 1) = im(T d,+1) et T(kerd,) = ker(Td,), on a alors

0 — im (Td,1) — ker(T4d,)

!
TH,(C.) — 0

Par définition on a : ker(T'd,,/im (T d,+1)) = H,(C.) et par conséquent d’apres le
Lemme 3.1, ona: H,(TC.) =T H,(C.)

3.7 Théoréeme

Soient A un anneau et S une partie multiplicative non vide de A vérifiant les
conditions de Ore a gauche. Alors pour tout entier naturel n > 0 et pour tous A-
modules M et M’, on a : S~ Tor (M, M) =TorS ' A(S~'M, S~ M")

Preuve

a) Pour n = 0 on déduit du Théoréme 1.2.24 :
Tord (M, M) 2 M, ® M’ et Tor§ A(S™'M,S~'M') = S~'M ® S~'M'. De
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plus d’apres les Lemmes 3.4 et 3.5 (en prenant T =S7! () ), on a:
ST M @ M') =2 S™IM @4 S™'M’, d’ou le résultat.

b) Soit maintenant P une résolution projective de M’
Comme le foncteur S™! conserve la projectivité (Théoréme 1.1.24) alors
S~ (Pyr) est une résolution projective de S~1M".
D’apres le Lemme 3.4, prouvant 'existence de I'isomorphisme ¢ p, on déduit
I'isomorphisme des complexes ST (M @ sPyp) = ST'M & g-145 7 (Par)-
Par conséquent leurs groupes d’homologie sont isomorphes et comme le fonc-
teur S71( ) est exact (voir [5]) et par définition du foncteur Tor, on a H, (S~ (M®
APy) =2 STYH, (M ® APyp) =2 S~ Torl (M, M') 5
de méme comme S~'(P,p) est une résolution projective de S™'M’, donc
Hy(S™'M @ g-148 (Pyy)) = TorS " A(S™'M, S~ M)

3.8 Corollaire

Soient A un duo-anneau, P un idéal premier de A, S I’ensemble des éléments réguliers
de A— P, M et N des A-modules a gauche. Notons respectivement par Ap , Mp et
Np Panneau de fractions S7'A4 et les modules de fractions S™'M et S~'NV.

Alors on a : Tor(M,N)p = Tor?(Mp, Np)

Preuve

D’apres [19], anneau de fractions A p et les modules de fractions M p et N pexistent.

11 suffit alors d’appliquer le Théoréme 3.7

3.9 Lemme

Soit F' un A-module libre et soit B = {bi,7 € [} un systéme générateur de F
Si M est un A-module quelconque et si y : B — M est un morphisme quelconque

alors il existe un morphisme unique g : F' — M définie par g (bi) = y (bi) pour tout
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Preuve

Tout élément v € F s’écrit de maniere unique v = ., r;botr; € A et presque
tous les r; sont nuls
Définissons g : F' — M par g (v) = > ..,y (b;) on a bien :
gb;))=y(by)Viel

3.10 Proposition

Tout A-module M est quotient d'un A-module libre F. Par conséquent F' est de
type fini

Preuve

Soit F' =), ; Ai o A; = (b;) = A pour tout i € A. Alors F' est un module libre
Soit {x,, : m € M} une base de F'
D’apres le Lemme 3.9, il existe un morphisme
g: F — M tel que g(m) = m pour toutm € M ; g est alors surjective et par
conséquent on a F'/ker g = M
Si M est de type fini, Posons M = (my, ma, ..., m,,) choisissons F' comme le A-module
libre dont la base est {x,zs,...,z,} et g : F© — M défini par g (x;) = m; est une
surjection alors :
img = (g(x1),9(x2),.... g (xn)) = (M1, Mo, ....mp) = M
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3.11 Proposition

Soit A un anneau noethérien et M un A-module de type fini. Il existe une

résolution projective P, de M pour laquelle chaque P,, est de type fini.

Preuve

Comme M est de type fini, il existe un A-module libre de type fini P, et un
morphisme surjectif € : P, — M. Comme A est un noethérien ker e est de type fini.
Par conséquent, il existe un A-module a gauche de type fini P; et un morphisme
surjectifA; : P, — kere
Définissons Dy : P, — Py par la composé iod; ou i : kere — Fy est I'inclusion, alors
la suiteO0 — ker D1 — P; D, Py — M — 0 est exacte.

Le reste de la démonstration se fait par itération comme ker D, est de type fini

Remarque

la suite exacte ci-dessus définit une résolution projective de M.

3.12 Théoréme

Soient A un anneau noethérien et S une partie multiplicative non vide de A
vérifiant les conditions de Ore a gauche, M un A-module a gauche de type fini .
Alors on a : ST 'Exth (M, M') = Ext?_, , (S'M,S™'M’) pour tout n > 0 et tout
A-module a gauche M'.

Preuve

Comme A est noethérien et M est de type fini, il existe une résolution projective
Pyr de M pour laquelle chaque terme est de type fini.
D’apres le Lemme 3.4, il existe un isomorphisme naturel

Thése Unique <« Localisation et algebre des polynémes dans un duo-anneau - Propriétés homologiques
du foncteur S71() > UCAD-EDMI — Daouda FAYE — Mai 2016 - Page 87



Yur ST Hom (M, M") — Homg-14 (S™'M, S™'M’) pour tout A-module M’.

On en déduit 'isomorphisme des complexes

S~ (Homa (Py, M")) = Homg-14 (S (Pu) , ST M)

En appliquant le foncteur homologie H,, on a :

H, (S™* (Homa (Py, M"))) = S7'H, (Homa (P, M')) = S~ Ext’ (M, M’) puis
que le foncteur S—1 () est exacte par conséquent on a :

H, (Homg-14 (S™'Py,S™'M")) = Ewtl_,, (S™'M, S 'M') car S~' (Py) est une

résolution projective.

3.13 Corollaire

Soient A un duo-anneau, P un idéal premier de A, S l'ensemble des éléments
réguliers de AnP, M et NdesA-modules a gauche ou M est de type fini, Ap, M petNp
I'anneau de fractions S™'A et les modules de fractions S™'M et S™!N respective-

ment.
Alors on a : Exti(M,N)p = Euxt’ (Mp, Np)

Preuve

Elle résulte de [19] et du Théoréme 3.13

3.14 Proposition

Soient A un anneau, S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les condi-
tions de Ore & gauche, M un A-module & gauche, S71(A) un anneau de fraction
de A relativement a S. Alors Tor%_, ,(S7'A, M) est un A-module & gauche et
ExtS'A(S1A, M) est un A-module & droite.
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Preuve

a) Montrons que Tor_, ,(S7'A, M) est un A-module & gauche.
Soit Py == -+ = P, B Py = -5 P3P 3 P8 M 0ue
résolution projective de M
Alors — - — STIARP, & STLAQP, ; — -+ — S71AeP, B3 S-1Agp &
ST1A® P, B 6140 — 0 est une résolution projective de S™'A @ M
Comme S™'A est une (A — A) bimodule (voir [4]) et P,_;, P, sont des A-
modules & gauche, alors ST'A® P,_; et ST'A ® P, sont des A-modules &
gauche. Donc Ker(lg-14 ® d,,—1) et Im(lg-14 ® d,) sont des A-modules a
gauche.

Par conséquent Tory_, ,(STPA, M) = H,(ST'A® Py) = K;;f(lf”&%i;’)l) est
57 n

un A-module a gauche.

b) Montrons que ExtS 4(S~'A, M) est un A-module & droite. Il suffit de considérer

S dn—
une résolution injective Ey : 0 — M Ay Ey N Ei > Ey— - 25 E, 4 g

E, —--- de M.

On déduit, comme au a) que :

Bat ' A(ST1A, M) = Hy(Homs-14(S™ A, Byy)) = SHstas) o un 4.

module a droite.

3.15 Remarque : Les foncteurs

Tort . ,(S7'A,—) : S7'A — Mod — A.Mod et Eat '4(S7'A,—) : S7'A —
Mod — Mod — A sont alors bien définis.
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Chapitre 4

FONCTEUR S~ () ET
ISOMORPHISME ADJOINT

Introduction

Dans ce chapitre, sauf mention contraire, B désigne un anneau associatif uni-
taire (non nécessairement commutatif), A un sous-anneau de B, 4M un A-module
a gauche de type fini, 4N un (A, B)- bimodule de type fini et Py un B-module
a droite , S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les conditions de Ore a
gauche.

La notion de foncteur adjoint & S71() et les relations entre le foncteur S7!() et les
foncteurs homologiques Ext™ (M, —), Ext(—, M) et Tor’{(M,—) ont été établies

par plusieurs auteurs (voir (2], chapIV et [8],chapVIIIetX).

Dans le cas ot ’anneau est non nécessairement commutatif, M.BEN MAAOUIA, avec

une partie multiplicative saturée S de A vérifiant les conditions de Ore a gauche, a
établi dans ses travaux que le foncteur S!() est isomorphe au foncteur S™'A® 4 — et

que le foncteur S~1() est adjoint au foncteur Hom (S~ A—) (voir [19], chapl et [5]).
Nous savons que(voir [27]) le foncteur Ext% (M, —) est équivalent au foncteur Hom 4 (M —),

Ext%(—, M) est équivalent au foncteur Homa(—, M) et Tord!(M, —) est équivalent
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au foncteur M ®4 — qui est isomorphe au foncteur S=1().

Ainsi Ext% , ,(S71A, —) est adjoint & S~1() et Tory '4(S~'A,—) est isomorphe &
S=1().

L’objet de ce chapitre est alors d’établir une généralisation de ces propriétés entre le
foncteur S~1() et les foncteurs Ext? , ,(S~'M, —) et TorS '4(S~'M, —) respective-
ment pour tout entier naturel n.

Ainsi nous avons établi les résultats suivants :

1)

Homg 14(ST'N®AS™'M, S 'P) = Homg15(S™*M, Homg-1,(S™'N,S™'P)
2) Si P est injectif, alors on a I'isomorphisme :

Ext" (M, Homg(N, P)) 2 Homg(Tor?(M,N), P)

3) Si P est injectif, alors :
Ext? y (S7'M, Homg-15(S™'N,S™'P)) = Homg-15(TorS 4(S~'M,S~'N), S~ P)
4) Si A est noethérien et P est injectif, alors :
Tor(Homp(N, P), M) = Homg(Ext",(M,N), P)

5) TorS 'A(Homg-15(S'N,S~'P),S~'M) =2 Homg-1p(Ext? , ,(S~'M,S~'N),S~'P)

6) Si B est noethérien, A un sous-anneau de B S~'A I'anneau des fractions de
Aen S. Alors, pour tout entier naturel n, les foncteurs Extg,lB(SflM, —) et
Tor$ ' A(S~'M, —) sont adjoints.

Le chapitre 4 a fait I’objet d’un article publié par la revue ”International
Mathematical Forum”, Vol. 16, 2016, no. 5, 227 - 237, HIKARI Ltd .
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4.1 Définition : Transformations naturelles ou iso-

morphismes fonctoriels

Soient C' et D deux catégories, F' et G deux foncteurs de méme variance de C
dans D. Une transformation naturelle ou isomorphisme fonctoriel de F' dans G est
une application n : F' — Gtelle que :

a) Si I et G sont covariants, alors :

n: Ob(C) — Mor(D)

M — ny

est une application telle que ny : F(M) — F(G) et pour tout f € Mor(C)
telle que f: M — N, alors le diagramme suivant est commutatif.

FOM) 2 Ry

L nu LN

Gy 2 qvy

b) Si F et G sont contravariants, alors le diagramme suivant est commutatif :

FINY 29 P

N b

a(V) Y9 G

Exemple (voir [27])

Soit A un anneau, alors on a Homa(A, —) =2 A®4 —

4.2 Définition :Foncteurs adjoints

Soient A et I deux catégories, F': A - " et G : ' — A deux foncteurs. On dit
que le couple (F,G) est adjoint si pour tout A € Ob(A) et pour tout B € Ob(I'), il
existe un isomorphisme 74 g : Homp(A, G(B)) — Homrp(F(A), B) tel que :
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a) pour tout f € Homy (A, A’), le diagramme suivant est commutatif :

Hom(A,G(B)) "= fom (A, G(B))

Lram lran
Homp(F(A), B) "W =1 E DB o (F(AY), B)

b) pour tout g € Homp (B, B'), le diagramme suivant est commutatif :

Homa(A,G(B)) GOV =HonAC0) b (4, G(BY))
1ram lran

Homp(F(A), B) & =9 pom(F(A), BY)

4.3 Proposition

1. (voir [27]) Soient A et B deux anneaux et 4Mp un (A — B) bimodule . Alors
les foncteurs Homa(M,—) : AM — gM et M ®p — : gM — s M sont ad-
joints.

Par conséquent si 4 M, 4N g et Pg sont respectivement un A-module a gauche,

un (A, B) bimodule et un B-module & droite, alors on a I'isomorphisme :

Homa(N ® M, P) = Homg(M,Hom4(N, P)

2. (voir [21]) Soient A un anneau, S une partie multiplicative saturé vérifiant les
conditions de Ore & gauche, S~ A I'anneau des fractions de A en S alors les
foncteurs ST'A ®4 — et Homa(S™'A—) sont adjoints.

4.4 Proposition

Soient A et B deux anneaux et 4M, ,Np et Pp respectivement un A-module a
gauche de type fini, un (A, B) bimodule de type fini et un B-module a droite , S une

partie multiplicative saturée de A vérifiant les conditions de Ore a gauche. Alors, on
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Homg 14(S™'N® S™'M,S™'P) = Homg 15(S™'M, Homg-1,(S™'N, S~ P)
Preuve

Elle résulte du Corollaire 3.5 (prouvant que le foncteur S~!() commute avec le

foncteur Hom(P, —) si P est un A-module de type fini) et de la Proposition 4.3.

4.5 Proposition

Soient A et B deux anneaux et 4 M, 4NN et Pp respectivement un A-module a

gauche, un (A, B) bimodule et un B-module a droite, alors on a l'isomorphisme :

Homa(M @ N, P) = Homg(M, Hom (N, P))

Preuve

En utilisant la commutativité du produit tensoriel et la Proposition 4.3, on a :

Hom (M @ N, P) =2 Homa(N ® M, P) = Hompg(M, Homa(N, P)

4.6 Proposition

Soit A un anneau noethérien, alors le foncteur
S71(): A— Mod — S™'A — Mod conserve l'injectivité, c’est-a dire que pour tout
A-module M injectif, alors S™'(M) est un S~ A-module injectif.

Preuve

En utilisant le critere de Baer (voir [26] Chapitre 7), il suffit de montrer que le
morphisme : i* : Homg-14(S7'A, S™'E) — Homg-14(J, S7'E)
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est surjective pour tout A-module E injectif et tout idéal de S~*A ou

i:J — S71A est I'inclusion.

D’apres la Proposition 2.1.15, tout idéal J de S™!A est de la forme S™1I ott [ est
un idéal de A.

Comme A est un noethérien, tout idéal de A est un A-module de type finie.

De plus d’apres le Lemme 3.5 le diagramme suivant est commutatif :

S~1Homy(A, E) — S™'Homa(I,E)
Lta bt
Homg-14(S™ A, S E) - Homg14(S7'1,57E)

ou les morphismes t4 et t; des isomorphismes.

Soit j : I — A linclusion, alors F étant injectif, on déduit que le morphisme
J* i Homa(A,E) — Homu (I, F).

Par conséquent le foncteur localisation S~™!() étant exacte, on déduit que le mor-
phisme ¢* du diagramme si dessus est surjectif.

D’ou J = S est un S~!A-module injectif.

4.7 Proposition

Soient A et B deux anneaux et sM, 4N et Pp respectivement un A-module a
gauche, un (A, B) bimodule et un B-module a droite. Si P est injectif, alors on a

I'isomorphisme :

Ext"y,(M, Homg(N, P)) = Homp(Tor}(M, N), P)

Preuve

Soit X une résolution projective de M. Par définition du foncteur Ext’y (M, —) ,

on a :
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Exty(M,Homg(N, P)) = H,(Homa(X, Homg(N, P))) = H,(Homp(X®a(N, P)))
Comme P est injectif, alors le foncteur Homp(—, P) est exact et par conséquent

d’apres le Théoreme 3.6, le foncteur homologie H, commute avec le foncteur
Hompg(—, P). Alorson a : H,(Homp(X ®4 (N, P))) = Hompg(H,(X ®4 (N, P)) =
Homg(Tor{(M, N)P). D’ott Ext™(M, Homg(N, P)) = Homg(Tor(M, N)P)

4.8 Corollaire

Soient A et B deux anneaux et sM, 4Np et Pp respectivement un A-module a
gauche, un (A, B) bimodule et un B-module a droite; S une partie multiplicative
saturée de A vérifiant les conditions de Ore a gauche.

Si P est injectif, alors on a I'isomorphisme :
Ext(S™*M, Homg(S™IN,S71P)) = Homp(Tor2(S~*M,S~IN),S1P)

Preuve

Elle résulte de 4.6 et 4.7

4.9 Proposition

Soient A et B deux anneaux et s M, 4N p et Pp respectivement un A-module a
gauche, un (A, B) bimodule et un B-module & droite.

Si A est noethérien ; M est de type fini et P est injectif, alors on a I'isomorphisme :
Tor2(Homg(N, P), M) = Homg(Ext" (M, N), P)

Preuve

Soit X une résolution projective de M. Comme A est noethérien et M de type

fini, la résolution X peut-étre choisie comme étant composée de modules projectifs
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de type fini (voir [15], V-1.3).

Par définition du foncteur :

Tor(Homp(N,P),M) = H,(Homp(N, P) =4, X)

Or comme P est injectif, alors le foncteur Homp(—, P) est exact et d’apres ( [13] ,
IV-7.2), on a l'isomorphisme H,(Homg(N,P),X) = Homp(H,(Homs(X,N), P))
(2).

Or par définition du foncteur Ext’y (M, —), on a Ext"y(M,N) = H,(Homa(X, N))(3)
pour toute résolution projective X de M.

Donc de (1), (2) et (3) on a :

Tor2(Homg(N, P), M) = Homg(Ext (M, N), P)

4.10 Théoreme

Soient A et B deux anneaux et s M, 4N p et Pp respectivement un A-module a
gauche, un (A, B) bimodule et un B-module a droite; S une partie multiplicative
saturée de A vérifiant les conditions de Ore a gauche.

Alors on a l'isomorphisme :

TorS A (Homg15(S™'N, 57 P), 57" M) = Homg 15(Extl (S~ M,S'N), S~ P)

n

Preuve

Elle résulte de 4.7 et 4.9

4.11 Théoreme

Soient B un anneau noethérien, A un sous-anneau de B, 4M, 4Np et Pp res-
pectivement un A-module a gauche, un (A, B) bimodule et un B-module a droite,

S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les conditions de Ore a gauche,
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S~1A lanneau des fractions de A en S. Alors les foncteurs Ext?_, ,(S™'M, —) et
TorS ' A(S~'M, —) sont adjoints.

Preuve

Pour démontrer ce théoréeme on peut supposer que N est projectif et P est injectif,

par conséquent les foncteurs Homa(—, P) et Homp(N, —) sont exacts.

1. D’apres les Lemmes 3.4 et 3.50na S~ 'Homa(N, Homg(M, P)) = S~ 'Homg(M® 4
N, P) , ce qui équivaut & Homg-14(S™'N, Homg-15(S™'M,S7'P)) =2 Homg-15(S™'M®g-1
SN, 51P)
D’apres 1.1.24 et 4.6 S~'M est projectif et S™'P est injectif, donc les fonc-
teurs Homg-14(S™'N, —) et Homg-15(—, S™!P) sont exacts.
Donc d’apres la Proposition 4.5 on a :
H,[Homg-14(S™'N, Homg-15(S™'M,S™'P))] = H,[Homgs-1p(S "M ®g-14
SN, S71P)] ce qui équivaut & Homg-14[H,(S™'N, Homg-1p(S™*M, S7' P))] =
HOmsle[Hn(S_lM ®s5-14 S_lN, S_lp)]
Soient Xy une résolution projective de S™'N et Yp une résolution injective
de SLP.
On aalors Homg-14[H,(Xx, Homg-15(S™'M,S7'P))] & Homg-1p[H, (S 'M®g-1,
S™IN,Yp)| ce qui équivaut & Homg-14[S™'N, Extli_, 5(S™'M, S P)] = Homg-1g[TorS ™ A(
2. Démontrons maintenant par récurrence sur n € N que les deux diagrammes
suivants, oit F' = (Tors "A(S7'M,—)) et G = Ext?_, 4,(S~'M, —) sont com-

mutatifs :

Soient f: STIN — S7IN'et g: S7'P — S71P’
—Hom —1
Homg-14(S7'N, G(S~1P)) =SS o 1 i (STINY, G(S—P))
lrs-ins-1p Lrs-in s-1p

Homg-15(F(S7IN), s~ p) F=1om DS i p(F(STINY), S~ P)
(4.1)
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*—Hom —1
Homg-1 (SN, G(81P)) O =1 NGO o 4 (STIN, G(S™P"))

I rs-ins-1B L rs-iys-1p

Homg-15(F(S7INY, s—1p) ¢ =omEE N9 o i p(F(STIN), S~ P)
(4.2)

a) Pour n =0, on a Ext}_ 5(S™'M,—) = Homg-15(S™'M, —) et
Tor$ 'B(S™'M, —) =2 S'®g-1,— or (voir[21], les foncteurs Homg-15(S™" M, —) :
S™A— Mod - S™'B — Mod et M @g-15 —: S™'B — Mod — S™'A — Mod
sont adjoints. Il en résulte que les diagrammes (1) et (2) sont commutatifs en
prenant F' = M ®g-14 — et G = Homg-15(S™ M, —)

b) Supposons que pour tout entier £ < n les diagrammes (1) et (2) sont commu-
tatifs ot F' = Tory 'A(S™'M,—) et G = Exth_,,(S7'M, —).
Montrons alors que (1) et (2) sont commutatifs en posant F' = TorS, 4 (S~ M, —)
et G = Entit] ,(S™'M, —).
Soit Pg-1pp @ --+ — Poig
STIN — 0
Une résolution projective de S™'M de n*™ noyau K,, = Ker(d,).

dn dn d d
P = .. P =P L P

D’apres les Lemmes 1.2.39 et 1.2.40 on a respectivement :

Exty (S7'M,S7'P) 2 Extl_, ,(Kn_1,S7'P)

et TorS \A(S~'M,S™'N) = Tor{ "4(K,_,,S~'N)

Par conséquent il suffit d’appliquer I'’hypothese de récurrence aux foncteurs
Extl y (Kn 1, —) et Tory 4K, 1, —).

¢) On conclut alors que pour tout entier naturel n les foncteurs Ext?_, (S~ M, —)
et TorS ' A(S~1M, —) sont adjoints.

Remarque

Si A est un sous-anneau de B et S une partie multiplicative saturée de A vérifiant
les conditions de Ore & gauche, 'anneau de fractions S~'B a un sens, ce qui n’est

pas nécessairement le cas si A et B sont deux anneaux quelconques.
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Cependant, si B est une A-algebre, le théoreme 4.11 peut toujours étre vérifié si
S~!B est une S~!A-algebre.

4.12 Corollaire

Soient A un anneau noethérien et S une partie multiplicative saturée de A
vérifiant les conditions de Ore & gauche, S~'A l'anneau des fractions de A en S.
Alors les foncteurs Ext? , ,(S~'A, —) et Tor? '4(S~'A, —) sont adjoints.

Preuve

Elle résulte du Théoréme 4.11 et du fait que 'anneau S~'A est un (S7'A —
S~1A)-bimodule.
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Conclusion

Dans cette these, nous avons utilisé principalement les travaux de Monsieur
Mohamed Ben Fraj Ben MAAOUIA notamment sa these d’Etat([19]), sa these de
troisieme cycle ([18])et ses articles ([20] et [21])et le livre Advanced Modern Algebra
de J.JROTMAN ([26]) pour construire 'anneau de fractions (S)™'4 et le module
de fractions (S)™'M ot A est un duo-anneau, S une partie non vide de A formée
d’éléments réguliers et S la partie multiplicative saturée engendrée par S. Nous avons
élargi les propriétés du foncteur localisation S71() : A — Mod — S™'A — Mod en
montrant qu’en plus du fait qu’il est exact, covariant, additif, conserve les limites di-
rectes et indirectes, est un monofoncteur et un épifoncteur (voir [21]), il commute avec
les foncteurs Tor’! : A— Mod — S™YA— Mod et Ext : A— Mod — S™*A— Mod
si A est noethérien et M est un module de type fini.

Nous avons aussi généralisé le résultat :les foncteurs ST'A ®4 — et Homa(S™1A-)
sont adjoints (voir [21]) en montrant que les foncteurs Exty(S~1M, —) et Tor2(S™1M, —)
sont adjoints ou B est un anneau noethérien et A un sous-anneau de B.

Cependant, beaucoup des pistes restent encore a explorer :

1) Les foncteurs Ext(S~1M, —) et Tor2(S~1M, —) sont-ils adjoints lorsque A

est un anneau noethérien et B une A- algebre?

2) Peut-on généraliser le théoréeme 4.14 dans le cas ol 'anneau B n’est pas

nécessairement noethérien ?

3) Le foncteur S7*() : A — Mod — S~ A — Mod, conserve-t-il les extensions
scindées ? c¢’est-a dire, si 0 — M — N — P — 0 est extension scindée
de M par P dans A- Mod,

0 — S'M — S7IN — S7'P — 0 est-elle une extension scindée de
S—'M par S~'P dans S™'A — Mod?

4) Le foncteur S71() : A—Mod — S~'A— Mod, conserve-t-il les dimensions ho-
mologiques et cohomologiques, notamment les dimensions projectives, globale

projective, injective, globale injective, plate et globale faible ?
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5) Le foncteur S7*() : A — Mod — S™'A — Mod, conserve-t-il les produits

direct et indirect de modules ?
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RESUME

Cette these s’inspire des questions ouvertes des travauxr de Monsieur Mohamed BEN MAAQUIA,

Maitre de Conférences a 'UGB de Saint-Louis (thése 3°™¢ cycle, thése d’Etat et articles). En
effet, la problématique qui sous-tend ce travail de recherche est la swivante : dans un anneau
commutatif A, on peut construire un anneau de fractions S™YA & partir d’une partie non vide
de A ne contenant pas zéro en considérant la partie multiplicative saturée S engendrée par S.
Dans le cas ot l'anneau A n'est pas commutatif, il n'est pas évident que S existe, soit saturée et

vérifie les conditions de Ore, ce qui est une condition nécessaire et szﬁ;ﬁﬁisante (voir these d’Etat
M.BEN MAAOUIA) pour pouvoir construire l’anneau de fractions (S)1A.

Par ailleurs, compte tenu des isomorphismes Torg(ST1A, —) =2 ST1A®, — et
ExtY(S™'A, —) = Homa(S™'A, —) et du fait que les foncteurs ST'A®4 — et Homa(S™'A, —)
sont adjoints (voir these d’Etat M.BEN MAAOUIA), les foncteurs ExtS(S™1A, —) el
Tori!(S*A, —) sont alors adjoints.

Peut-on alors généraliser ce résultat pour tout entier naturel n et tout A-module M , c’est-a-dire,
les foncteurs Extl_, ,(S™'M,—) et Tor$ ' A(S~'M, ) o B est un anneau, A un sous-anneau
de B, S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les conditions de Ore a gauche et M
un A-module & gauche sont-ils adjoints ?

Les réponses a ces questions, entre autres, ont fait l'objet des résultats suivants :

o Soit A un duo-anneau, S une partie non vide de S formée d’éléments réguliers, alors S
est une partie multiplicative saturée de A qui vérifie les Conditions de Ore o gauche;

o STA existe et STIA XA [(XS)SGS}/<1 —5XJ),es ot (1 — sX,) g est l'idéal de ’algebre

des polynomes a S variables A[(Xs)ses] engendré par [’ensemble des polynémes
{1 —5sX,,s€S};

o STTAX (S) 'A;

e En posant ST*M = (S_)ilM ,onaSTIM (S_)ilA ®a M ot M est un A-module et
S—IM le module de fractions de M en S ;

o ST TorA(M,M') = TorS ' A(S™'M,S~'M') o n est entier naturel ot M et M’ deuz
A-modules ;

o ST Exty (M, M') = Extl , ,(ST'M,S7'M') ot n est entier naturel et M est un A-
module de type fini et M’ un A-module quelconque ;

o les foncteurs Ext?  ,(S™'M,—) et TorfilA(SflM, —) ot B est un anneau, A un sous-

anneau de B, S une partie multiplicative saturée de A vérifiant les conditions de Ore a
gauche, M un A-module a gauche de type fini sont adjoints.



