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Résumé

La pollution atmosphérique issue du trafic automobile au cceur de la ville ainsi que par les
activités industrielles est un probléme aigu des grandes cités. Une fois émis dans ’atmosphere,
les polluants subissent deux types de contraintes : d’une part ils réagissent chimiquement entre
eux donnant naissance a de nouveaux polluants tels que ’ozone, et d’autre part ils sont trans-
portés par les vents. L’indice de la qualité de D’air est calculé & partir de ces polluants. L’ob-
jet de cette these est de modéliser et prédire cet indice dans Dakar par les outils mathéma-
tiques afin d’aider les décideurs a prendre des mesures servant a mieux optimiser les pics de
pollution dans son sein. Notre ambition n’est pas de réaliser un modele complet mais d’avan-
cer pas a pas sur chacun de ces aspects. Nous avons développé de petits codes de calcul qui
pourront éventuellement ensuite étre complétés et utilisés pour des études plus concretes d’épi-
sodes de pollution. Le premier chapitre est une généralité consacrée a la modélisation de la pol-
lution atmosphérique. Le second chapitre présente la qualité de I’air dans Dakar, suivi du troi-
sieme chapitre qui fournit les outils mathématiques nécessaires pour la modélisation et prédic-
tion. Les chapitres quatre et cinq présentent les modeles utilisés et le résultat de simulations
numériques par nos deux publications. Nous insistons particulierement sur les modeles de régres-
sion linéaire multiple et les modeles auto-régressifs a moyenne mobile. Le document de these se
conclut par une comparaison des deux modeles suivie de quelques perspectives et suggestions.

Mots Clés: Modélisation, prédiction, qualité de l’air, Dakar, advection, diffusion, dispersion,
différence finie, schéma up-wind, ARMA(2,1), BIC, AIC, régression.



Abstract

Air pollution resulting from car traffic in the heart of the city and by industrial activities is an
acute problem in large cities. Once emitted into the atmosphere, pollutants undergo two types of
constraints: first they react chemically with each other giving rise to new pollutants such as ozone,
and secondly they are transported by winds. The air quality index is calculated based on these pol-
lutants. The purpose of this thesis is to model and predict the index in Dakar using mathematical
tools to help decision makers to take action for better control of pollution peaks. Our purpose is
not to create a complete model, but to make incremental progress in several respects. We developed
small computer codes which may optionally then be completed and used for more specific studies
of pollution episodes. The first chapter is devoted to a general modeling of air pollution. The se-
cond chapter presents the air quality in Dakar, followed by the third chapter which provides the
necessary mathematical tools for modeling and prediction. The fourth and fifth chapters present the
models used and the results of numerical simulations described by our two publications. We rely
particularly on multiple linear regression models and autoregressive moving average models. The
thesis concludes with a comparison of the two models, followed by some perspectives and suggestions.

Keywords: Modeling, prediction, air quality, Dakar, advection, diffusion, dispersion, finite diffe-
rence, up-wind scheme, ARMA(2,1), Bic, Aic, regression.



Introduction générale

La pollution atmosphérique est un véritable probléeme mondial de santé publique. Elle est
engendrée dans la plupart des cas spécialement dans les zones urbaines a grande concentration telles
que les grandes villes par des activités humaines liées au trafic routier et aux denses productions
industrielles. Elle est la cause principale de la mauvaise qualité de ’air que nous respirons
quotidiennement et source actuelle d’innombrables cas de déces. En effet, dans un communiqué
du 25 mars 2015, 'organisation mondiale de la santé (OMS) indique que preés de 7 millions de
personnes sont décédées prématurément en 2012 une sur huit au niveau mondial du fait
de D'exposition a la pollution de l'air. Ces chiffres représentent plus du double des estimations
antérieures et confirment que la pollution de I'air est désormais le principal risque environnemental
pour la santé dans le monde. Des millions de vies peuvent étre sauvés en luttant contre la pollution
de ’air. Mais comment stopper ce fléau & I’échelle mondiale spécialement dans nos zones urbaines 7
Quelles stratégies de controle de rejets adopter ?

Les processus physico-chimique qui président au devenir des polluants dans ’atmospheére sont
complexes. Afin d’éviter ou du moins minimiser les phénomenes de pollutions et particulierement
les épisodes les plus aigus, on peut que jouer que sur un seul parametre: nos émissions.
Mais cet objectif & atteindre est loin d’étre simple. Actuellement, notre monde ne dispose pas
assez de technologies nous permettant de répondre a nos besoins énergétiques sans rejet dans
I'environnement. On peut simplement réduire plus ou moins certain de ces rejets. C’est le point
focal des discussions de la conférence mondiale sur le climat COP21 qui se tient cette année 2015 a
Paris en France. Les mesures de réductions ne doivent pas étre entreprises a la 1égere. Cela nécessite
de gros investissements financiers, et les solutions appliquées peuvent s’avérer fort peu efficaces.
La modélisation se révele I'outil indispensable d’aide a la prise de décision en matiere de controle
de rejets.

Dans cette these on s’intéresse a la modélisation et prédiction de la qualité I'air dans la ville
de Dakar. On présente dans le chapitre 1 la modélisation de la pollution atmosphérique dans son
ensemble avec un état de I'art sur les modeles et différentes méthodes existants. Dans le chapitre
2, on parle de la qualité de I'air dans Dakar, la zone d’étude avec les stations qui ont fourni des
mesures de son indice au cours de la période de 2010 a 2013. Le chapitre 3 fournit les outils
d’optimisation dont on a besoin pour modéliser et prédire I'indice de la qualité de ’air dans Dakar.
Ces outils sont utilisés dans les chapitres 4 et 5 pour modéliser et prédire l'indice de la qualité
de lair dans Dakar respectivement par les techniques de la régression linéaire multiple (moindre
carré ordinaire) et par le modele ARMA (Auto-Regressive Moving Average ). Il faut noter que les
chapitres 4 et 5 ont débouchés respectivement sur deux articles de recherches scientifiques dont le
premier publié dans le journal IJAMAS et le deuxieme dans IJAM. Il faut noter que les journaux
TJAM et IJAMAS sont tous indexés par MathScilNet et Zentralblatt MATH. Le premier article
porte sur la modélisation et prédiction de I'indice de la qualité de I'air dans Dakar et le deuxieme
sur 'analyse et 'optimisation de 'indice de la qualité de l'air par le modele ARM A(2,1) en vue
de sa prédiction. On conclut la theése par une comparaison de ces deux modeles de prédictions
développés dans les deux articles et on finit par des perspectives.



Chapitre 1

La modélisation de la pollution
atmosphérique
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1.1 Introduction

La modélisation de la pollution atmosphérique a fait 'objet de nombreuses études. Plusieurs
modeles et méthodes ont été proposés. Avant de nous lancer le vif du sujet que veut dire le mot
modele ? C’est la représentation d’un processus naturel simplifié servant a représenter et a étudier
un systeme complexe. La modélisation de la pollution atmosphérique constitue 1’ensemble des
méthodes et outils qui permettent d’obtenir une information sur la qualité de I'air en dehors des
points ou sont réalisées les mesures.

Une des problématiques des études en pollution atmosphérique consiste a prouver de combien
doivent étre réduites les émissions de polluants pour que les concentrations ambiantes puissent
étre maintenues en dessous des valeurs limites acceptables pour la santé et le milieu naturel. C’est
I'un des buts principaux de la modélisation de la pollution: pouvoir calculer les concentrations de
polluants dans ’atmospheére a partir des émissions des différentes sources de polluants.

L’évolution de 'informatique a permis 'utilisation des approches qui demandent une puissance
importante de calcul pour la simulation et la prédiction de la pollution atmosphérique a grande
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échelle (locale, régionale voir mondiale)(Cihan et al 2006, Gitte et al 2005). La simulation sur
ordinateur est un outil précieux qui permet de confronter le monde politique et économique aux
risques ou aux bienfaits encourus par une augmentation ou une diminution des sources d’émissions
sur la qualité de D'air.

Le but recherché est de fournir des informations sur la pollution de ’air aux différents acteurs:
autorité publique, utilisateur simple, expert ou chercheur dans le domaine.

Dans ce chapitre de la these, on présentera dans un premier temps ’histoire de la modélisation
de la pollution atmosphérique, dans un second temps on va s’approprier de quelques vocabulaires
tels que atmosphere, pollution,...Le chapitre présente aussi le lien entre la pollution de D'air et
le réchauffement climatique. On donne une classification avec quelques modeles allant d’échelle
locale a régionale. 11 se termine par une application simple de I’équation d’advection. Cependant
comment a évolué la modélisation de la pollution atmosphérique, quelle est donc son histoire 7

Définitions et Historique

Avant de faire un état de l’art sur la modélisation de la pollution atmosphérique on définit
d’abord les termes suivants:

(a) Modélisation : c’est la représentation d’un systéme par un autre, plus facile a appréhender.
Il peut s’agir d’'un systeme mathématique ou physique. Le modele sera alors numérique
ou analogique. La modélisation numérique consiste a construire un ensemble de fonctions
mathématiques décrivant le phénomene. En modifiant les variables de départ, on peut
ainsi prédire les modifications du systeme physique. La modélisation analogique consiste a
construire un systeme physique qui reproduit plus ou moins un phénomene que ’on souhaite
étudier. L’observation du comportement du modele permet de tirer des enseignements sur le
phénomene d’intérét. Dans la thése on modélise numériquement 'indice de la qualité de I'air
dans Dakar.

(b) Qualité de l’air : C’est I’évaluation de 1’état de air ambiant selon une échelle dépendant
du taux de concentration des polluants. Elle est souvent mesurée par une combinaison de
méthodes chimiques et électroniques. Des sondes sont reliées & un systéeme informatique qui
enregistre automatiquement une quantité de valeurs a intervalle réguliers et qui peuvent
ensuite étre visualisées facilement sous diverses formes. Un indice de la qualité de l'air est
Un indicateur de qualité de l'air permettant de synthétiser différentes données en une valeur
simple est 'Indice de la Qualité de ’Air (IQA ou iqa).

(c) Prédiction : c’est laction de prédire, annoncer ce qui va arriver. c’est aussi l'action de
prévoir (Prévision). C’est annoncer & 'avance un événement par calcul, par raisonnement,
par induction. Dans cette these on fait la prédiction de l'indice de la qualité de 'air dans
Dakar.

(d) Advection, Diffusion : En générale, c’est le transport d’une quantité telle que la chaleur,
I’énergie interne, un élément chimique quelconque, les charges électriques par le mouvement
(la vitesse) du milieu environnant. C’est un déplacement d’une masse d’air dans le sens
horizontal, ou proche de I’horizontal. La convection est réservée aux mouvements provoqués
par la poussée d’Archimede. La diffusion ou conduction est le transport relatif par rapport
au milieu environnant en mouvement. On parle aussi dans ce cas de 1’équation d’advection
et de diffusion des polluants.

(f) Dispersion : C’est un phénomene de déconcentration de polluants instables dans un milieu
en l'absence de confinement ou en raison de breche dans celui-ci. Le vent est un excellent
agent dispersant des polluants. En effet, plus le vent est fort plus les niveaux de pollutions
seront bas. Il faut noter que la dispersion atmosphérique comporte 3 événements importants
— Emission : rejet artificiel, libération “naturelle” (active), mise en suspension par

Pécoulement (passive)
— Transport par le vent dans ’atmosphere
— Dépdt au sol et dans ’hydrosphere ! : sec ou humide.

1. L’hydrosphere est un terme désignant ’ensemble des zones d’une planete ol ’eau est présente. Elle concerne
aussi bien l’eau sous forme liquide, que solide ou sous forme gazeuse.

) These LEBEDE N.
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La modélisation de la pollution atmosphérique est la mise en ceuvre d’équations physiques et
chimiques pour récréer de maniere numérique les phénomenes atmosphérique complexes. Cet outil
de simulation numérique permet de prévoir, anticiper et analyser de fagcon objective les phénomenes
atmosphériques sur toute ou une partie du territoire, en une période donnée.

L’histoire de la modélisation de la pollution photochimique est liée d’une maniere étroite a celle
de la modélisation numérique de 'atmosphere. Ces deux types de modélisations sont presque les
mémes avec les derniéres générations de modeles couplés dit ”on-line” chimie et météorologie sont
manipulées simultanément avec rétroactions de I'une ou ’autre. Elles ont les reperes chronologiques
avec les premiers travaux théoriques de Bjerknes (1904) et Richardson (1922) puis les premieres
simulations dans les années 1950 de Charney et al. (1950) avec la puissance des moyens de calculs
mais aussi certains objectifs. Cela se constate dans les prévisions a plus ou moins longue échéance,
I’ étude du changement climatique par la prescription des concentrations en gaz & effet de serre et
en aérosols, problématique de 1’assimilation.

Les modeles de boites destinés a mieux comprendre la formation du ”smog” photochimique
(modele EKMA, Dodge (1977)) et leurs extensions au suivi de masses d’air lagrangiennes furent
les tous premiers modeles.

La performance dans les calculs des modeles ont évoluées au cours des années 1950 a 1970.
Les modeles de la qualité de lair ont été étendus aux 3 dimensions géographiques avec une
représentation en point de grille. Cela concerne les modeles eulériens et semi-lagrangiens qui traitent
le transport, le dépot, les émissions et la chimie gazeuse. Cette approche s’est basée au début sur
la modélisation de la pollution photochimique urbaine a I'instar du premier CTM : Urban Airshed
Model (UAM), congu pour étudier la pollution & Los Angeles. On note au début une évolution des
données météorologiques d’entrées en passant par des observations aux champs météorologiques
numériques congus ou analysés.

Autres que la pollution urbaine, les probléemes de pollution atmosphérique surgissent et
transforment la formulation et la conception des modeles. On note la prise de conscience du
caractere régional de la pollution photochimique ainsi que le phénomene des pluies acides (pollution
transfrontiere et transcontinentale). Cela a causé une l'extension horizontale des modeles urbains.
Dans les années quatre vingt avec le phénomene du trou d’ozone stratosphérique a vu naitre les
modeles bi puis tri-dimensionnels qui analyse la basse stratosphere en impliquant une extension
verticale des modeles.

On note une variation dans la complexité des modeles et les résolutions des problemes. Cela
concerne les applications considérées et la puissance de calcul a la date considéré. Par exemple,
actuellement, la résolution horizontale des CTM peut aller de quelques kilometres pour les
simulations régionales de la qualité de l'air a la centaine de kilometres pour les problématiques
plus globales.

A la fin des années 80, 'augmentation de la puissance de calcul et des bases de données sur
les propriétés physiques et chimiques des particules et leurs interactions avec la phase gazeuse ont
rendu possible la prise en compte des aérosols dans les modeles chimiques (Pilinis and Seinfeld
(1988)).

6 These LEBEDE N.
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Parallelement au développement de ces modeles de chimie-transport, a partir des années 1990,
des travaux portent sur les interactions et les rétroactions entre la dynamique turbulente et la
chimie a des échelles sub-kilométriques par le biais de modeles de chimie on-line & méso- échelle
(Yamartino et al. (1992)) et de modeles Large Eddy Simulation (LES) incluant des réactions
chimiques : trés peu a l'origine (une!) comme dans Schumann (1989) se complexifiant par la suite
jusqu’a des mécanismes complets de photochimie troposphérique (Auger (2006)).

Notons que le développement poursuit son évolution jusqu’a présent.

1.2 L’atmosphere

Définie comme étant l’enveloppe gazeuse de la terre, I'atmosphere est l’environnement
dans lequel la vie subsiste, beaucoup de transformations chimiques, en particulier d’origine
photochimique surviennent a ce niveau. L’air qui est le fluide gazeux qui constitue I’atmosphere,
est indispensable a la vie car il participe au processus de la respiration et a la photosynthese des
végétaux, cet environnement tres sensible et qui subit le plus d’influence de la part de 'activité
urbaine.

Composition chimique de 1’atmosphére : Le tableau suivant nous donne les différentes
concentrations des especes constituant ’air et leur temps de résidence dans ’atmosphere.

Gaz Concentration Temps de résidence
Azote (N2) 78.084% -
Oxygene (02) 20.946% -
Argon (Ar) 0.934% -
Eau (H20) [0.4..400] x 102ppm 10 jours
Dioxyde Carbone CO2 370 ppm 4 ans
Néon (Ne) 18.18 ppm -
Hélium (He) 5.12 ppm 2 %10 6 ans
Méthane (CH4) 1.75 ppm 10 ans
Krypton (Kr) 1.14 ppm -
Hydrogene (H2) 0 .4 ppm -
Xénon (Xe) 0.87 ppm -

TABLE 1.1 — Composition chimique de Dair

Décomposition de la couche de I’atmospheére : L’atmosphere s’étend de la surface de la
terre a plus d’une centaine de kilometres. En fonction de ’altitude, ’atmospheére a des propriétés
différentes, ce qui a permis de la "découper” en différentes épaisseurs successives (Figure 1.2). En
ce qui concerne la météorologie liée a la pollution atmosphérique régionale, la zone d’intérét sera
la troposphere et plus particulierement sa partie la plus basse, c¢’est a dire la couche limite. Un bon
indicateur du type de couche atmosphérique ou l'on se trouve est le comportement du gradient
vertical de température : au sein de la troposphere, la température décroit régulierement avec
laltitude (-6.5°C/km, en moyenne).

De nombreux ouvrages traitent de la couche limite atmosphérique. Nous citerons notamment
ceux de Stull (1988) et de De Moor (1983). La troposphere est scindée en deux parties : une couche
limite dans sa partie basse coiffé d’une couche limite libre (figure 1.2). La couche limite libre est la
partie supérieure de la troposphere dans laquelle le vent est déterminé par de grands mouvements
d’ensemble a 1’échelle de la planete. Il résulte de ’équilibre entre les forces de pression et la force
de Coriolis due a la rotation de la Terre. Le vent est appelé dans cette zone vent géostrophique.

7 These LEBEDE N.



1. Chapitre. La modélisation de la pollution atmosphérique 1.2. L’atmosphére

150
140
130 Thermosphare
110
100 _
90 L Mesopause

B0

0 \\ Mesosphare

Adrtude (km
/
/

80
50 /

40 a8
% / Stratosphere
- Tropopause
10
\\ Troposphere

0 .
150 200 250 300 50 400
Temperature |Kehin

Sratopause

FIGURE 1.2 — Description schématique de la structure verticale de ’atmosphere

La couche limite atmosphérique : On s’intéresse a la couche limite atmosphérique, qui, dans
de notre these, est le siege de la pollution, de la plupart des sources et puits ..., 'endroit ou
nous vivons et donc 'air que nous respirons. La couche limite atmosphérique (CLA) constitue

z (km)

11 I\

Atmosphere libre Troposphere

1
——— SurfaceTerrestre ]

FIGURE 1.3 — Coupe verticale de la basse atmosphere

I'interface entre la surface terrestre et la troposphere libre (Figure 1.3). C’est la partie inférieure de
I’atmosphere qui est sous I'influence directe des processus terrestres. Son extension verticale va de
la surface a quelques centaines ou milliers de metres d’altitude et dépend directement de tous les
parametres météorologiques (vent, température, humidité, insolation), mais aussi de la topographie
et du type d’environnement (océan, continental rural ou urbain). La CLA est trés mince (1 & 2km)
en comparaison avec le reste de la troposphére (= 11km) et avec toute Patmospheére.

La notion d’épaisseur de la couche limite atmosphérique n’a pas de réalité physique instantanée !
Contrairement & d’autres variables bien plus palpables, comme le vent ou la température, I’épaisseur
de la CLA est un bilan statistique. On peut mesurer instantanément une température, mais on ne
peut que moyenner des grandeurs physiques pour en déduire une valeur moyenne de la hauteur de
la couche limite.

Les processus principaux au sein de la couche limite sont des processus de transport de quantité
de mouvement, de chaleur et d’humidité. Ces processus sont avant tout des flux, des processus
turbulents.

Etudier la CLA revient avant toute chose & étudier la turbulence atmosphérique. Les processus

8 These LEBEDE N.
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au sein de la CLA seront donc toujours décrits et étudiés en un terme moyen et un terme turbulent.

La couche limite urbaine : Elle caractérise I’évolution d’un ensemble de masses pour des
espaces fortement construits. Le développement de la couche limite étant avant tout dirigé par les
caractéristiques de la surface. Il apparait qu’entre la ville et la campagne, la basse atmosphere a
un comportement aussi différent que peuvent I’étre des milieux urbains et ruraux. La figure 1.4
schématise une ville entourée d’un milieu sub-urbain (la banlieue) ou rural. Sur cette figure sont
regroupés tous les processus que 'on peut étudier dans la couche limite, qu’ils soient dynamiques
ou chimiques. On ne peut pas parler de la couche limite sans parler des phénomenes suivants :

Dynamique
synoptique
. i Rayonnement
8% 8agC lm Emissions
il ,ﬁ‘_f? i anthropiques .
Yea, Dynamique
Transpori melange ncalcq
de polluants > turbulent o
rugosite 7 > Emissions
Depot§ Flux de chaleur  biogeniques

FIGURE 1.4 — Schéma d’un environnement urbain et de tous les processus inter-agissant dans la
CLA.

(1) L’albédo et I’émissivité L’albédo ou ’effet réfléchi est une valeur physique qui permet
de connaitre la quantité de lumiere solaire incidente réfléchie par une surface. Du point de vue
climatique, elle exprime la part de rayonnement solaire qui va étre renvoyée par I’atmosphere
et la surface terrestre vers ’espace et qui donc ne servira pas a réchauffer la planete. Elle est
plus faible en ville qu’en milieu rural. De plus, la présence importante d’aérosols en milieu
urbain tend & réduire le flux solaire incident de ordre de 10 & 20 % (en fonction des zones d’
études). L’émissivité est la capacité d’une matiere & émettre et & absorber du rayonnement.
L’albédo concerne le rayonnement solaire tandis que L’émissivité est relative aux radiations
émises par la terre. Le tableau 1.2 donne quelques valeurs d’albédo et d’émissivité, en fonction
du type de milieu .

Type de sol | Herbes courtes (2cm) | Herbes longues (1cm) | Forét Ville
Albédo (A) 0,26 0,16 0,20 0,1-0,27
Emissivité (e) 0,9-0,95 0,97 0,97 | 0,85-0,95

TABLE 1.2 — Exemples de valeurs d’albédo et d’émissivité en fonction du terrain.

(2) La température de surface : En générale la ville a une température plus élevée que
la campagne. Cela s’explique principalement par les chauffages, le trafic automobile, les
industries, ...Ce phénomene est accentué en saison seche (Hiver). On définit alors un ilot
de chaleur urbain . Il existe des relations empiriques établies pour tenter d’estimer cette
différence thermique AT. On a notamment les relations (Bornstein (1987)) :

AT = 15,27 — 13,877, (1.1)

H
AT =17,45+3,97In(;) (1.2)

ol ¥, désigne un rapport d’aspect des constructions et H la hauteur, W la largeur des
constructions. En période diurne, une valeur "critique” de vitesse de vent est définie au dela
de laquelle la formation de cet ilot ne peut se faire (Oke (1987)). Cette valeur est dépendante
de la population (en millions d’habitants), telle que : U, = 3,41n(P) — 11,6. Par exemple,
considérant que la population de Dakar et de sa proche banlieue est de 'ordre de 3 millions
(recensement de 2013), on obtient U, ~ 10,42ms~! . Cette valeur de vent étant une valeur
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1. Chapitre. La modélisation de la pollution atmosphérique 1.2. L’atmosphére

moyenne a 10m. L’impact net est un flux de chaleur supplémentaire nommé flux anthropique,
et qui vient s’ajouter au bilan radiatif que l'on fait sur un milieu.

(3) Le vent: Pendant le jour la norme du vent est plus faible en milieu urbain qu’en milieu rural
car la présence de hautes constructions le ralentit. A cause de I'influence des forts gradients
de température horizontaux, on a 'effet inverse la nuit.

Notons que par un vent moyen (au-dessus de 3m/s ), la couche limite atmosphérique (CLA)
prend la forme d’un panache ( figure 1.5), et 'influence de 'agglomération est alors ressentie
par les villes se trouvant sous le vent provenant de cette agglomération.

——

Venisynoptique — ___a-=="7T7

V=3m/fs ="

ouche limite
urbaine

Canopé -
/ urbaine ¢

Couche limite
rurale

Zone Lone Lone Lone Zone
rurale périurbaine urbaing périurhaine rurale

FIGURE 1.5 — Le "panache” urbain : structure verticale de I’atmosphere urbaine pour des vents
supérieurs & 3m/s (Ringenbach (2004), d’apres Mestayer et Anquetin (1995)).

(4) L’humidité: L’analyse de l’air montre que le milieu urbain est généralement plus sec qu’en
milieu rural. Cela s’explique par le type de surface de la terre et a son revétement. Cette
différence ne se limite pas qu’ a I'atmosphere : le sous-sol urbain est “creux” ce qui est
rarement le cas de la terre. On observe donc des différences dans la fagon dont 'humidité
peut étre stockée dans le sous-sol, moins longtemps en ville, et dont elle peut étre restituée,
beaucoup plus facilement et intensément en ville.

Brise de mer: Les différences de propriété de stockage de chaleur, de flux et d’assechement du
sol induisent des forts gradients de température horizontaux entre le milieu urbain et le milieu rural.
La nuit, la ville est nettement plus chaude que la campagne environnante : on a un effet de brise
similaire & la transition terre/mer : air froid rural va s’ écouler vers la ville & basse altitude, puis
repartir vers la campagne a des altitudes supérieures (Figure 1.6). Contrairement au cas précédent
de couche interne, le phénomene de brise ne peut se produire que pour des vents tres faibles : ce
n’est qu’a cette condition que les effets thermiques peuvent dominer les forcages dynamiques : des
études ont montrées que cela se produisait pour de grandes villes uniquement si |U| < 3m/s.

- i
]
- |
. i h
- |
Mer (fruide) Tarre fehaiude)
V<imis
e e W
L4 S =3
£ r
‘. A .
Rural Bunlicue Ville Banliene Rnral

FIGURE 1.6 — Schéma de brise de mer et analogie avec la ville
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1.3 pollution

Jonathan Raban cité par Claude Gagniére dans le Bouquin des citations (Robert Laffont, 2000)
affirme que : "dans un pays sous-développé, ne buvez jamais d’eau. Mais, dans un pays industrialisé,
ne respirez jamais air.” D’apres la Loi sur ’Air et 1'Utilisation Rationnelle de I’Energie du
30 décembre 1996(LAURE, loi numéro 96-1236), "constitue une pollution atmosphérique [... ]
I'introduction par ’homme, directement ou indirectement, dans 'atmosphere et les espaces clos,
de substances ayant des conséquences préjudiciables de nature a mettre en danger la santé
humaine, a nuire aux ressources biologiques et aux écosystémes, & influer sur les changements
climatiques, a détériorer les biens matériels, a provoquer des nuisances olfactives excessives”
(www.legifrance.gouv.fr). On définit la pollution atmosphérique comme étant la présence
indésirable d’impuretés ou I’élévation anormale de la proportion des certains constituants de
I'atmosphere. Toutes les substances qualifiées de polluants atmosphériques ne sont pas étrangeres
a 'atmosphere et elles peuvent aussi avoir des conséquences positives pour la vie, comme ’ozone
présent dans la stratosphere ou le dioxyde de carbone. Une substance présente dans I’atmosphere
devient donc un polluant si sa concentration est modifiée de telle sorte que “des conséquences
préjudiciables” apparaissent. Les polluants ne sont pas nécessairement différents des substances
émises par des phénomenes naturels. Si les CFC (chlorofluorocarbones) sont produits et émis
uniquement par ’homme, des activités humaines comme ’agriculture ou 1’élevage conduisent a
I’émission de méthane ou de poussieres qui sont aussi naturellement émises par les bactéries des
marais ou les déserts.

Remarquons que la définition donnée par la LAURE prend en compte les différentes échelles
spatiotemporelles auxquelles la pollution atmosphérique peut survenir :

1. la macro-échelle, qui est celle des phénomenes globaux comme les changements climatiques,

2. la méso-échelle, celle des phénomenes qui concernent un continent ou une région comme les
pluies acides qui nuisent aux ressources biologiques et aux écosystemes,

3. la micro-échelle, qui est celle des phénomenes locaux comme la détérioration des biens
matériels, par exemple les monuments, ou les nuisances olfactives excessives, notamment
sous le vent de certains types d’usines.

La pollution est a I'origine de deux risques : le premier se situe a ’échelle locale ; ces composants
chimiques (hydrocarbures non brilés et oxydes d’azote) favorisent en effet la formation d’ozone
sous l'effet du soleil. Le second se situe a 1’échelle globale, I’émission croissante de ces polluants
favorise les effets de serre et donc 'augmentation globale de température. Détaillons ces principaux
composants chimiques polluants ainsi que leurs effets; le premier de ces composants, le dioxyde
de carbone C'O5 est dégagé lors de la combustion du charbon du gaz naturel et du pétrole destiné
entre autres a la production d’énergie. Les gaz a effet de serre de type Chloro-fluoro-carbones se
trouvent dans les aérosols, la combustion d’emballages plastiques, les réfrigérateurs et climatiseurs.
Le monoxyde de carbone CO, le dioxyde d’azote Ny et de plomb Pby émis par les voitures a essence
non catalysées sont massivement produits dans les embouteillages, les tunnels urbains et par temps
froid. On ne saurait faire un panorama complet de ces substances en oubliant ’ozone O3 formée par
les polluants atmosphériques et dioxyde de soufre qui trouve sa source dans les diverses activités
industrielles et qui contribue a la formation de pluies acides. Elle cause aussi des dégats sur la
santé humaine (irritation des yeux et de la gorge, dégradation de la capacité pulmonaire).

Pollution de l’air, une des principales causes de décés dans le monde L’organisation
mondiale de la santé (OMS) indique dans son communiqué de presse du 25 mars 2015 [1] que pres
de 7 millions de personnes sont décédées prématurément en 2012, une sur huit au niveau mondial,
du fait de lexposition a la pollution de l’air (voir tableau 1.3). Ces chiffres représentent plus du
double des estimations précédentes et confirment que la pollution de Iair est désormais le principal
risque environnemental pour la santé dans le monde. Des millions de vies peuvent étre sauvés en
luttant contre la pollution de I’air.

Déces liés a la pollution extérieur et intérieure des habitations Il faut faire la distinction
entre la mortalité induite par la pollution de I’air intérieur et extérieur. Souvent on pense que la
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Région Mortalité (en millions) Mortalité pour 100 000
habitants

Pacifique ouest 2,868 102

Asie du Sud-est 2,3 124

Afrique 0,68 76

Europe 0,582 77

Est de la Méditerranée 0,414 50

Amérique centrale et du | 0,131 22

Sud

Amérique du Nord 0,096 25

Monde 7,071 100

TABLE 1.3 — 7 millions de morts par an dans le monde, pres de 700 000 en Afriques

pollution provient de l'extérieur mais nos intérieurs sont également fortement pollués. Dans les
pays a faible revenu, l'intérieur du logement subit la pollution d’équipements de chauffage et de
cuisson rudimentaires.

Le tableau 1.4 suivant nous donne un lien entre la pollution de I’air a 'intérieur des habitations
et de 'air a 'extérieur puis les maladies cardio-vasculaires ainsi que la pollution de 'air et le cancer.
A cela vient s’ajouter le role de la pollution de I'air dans I'apparition de maladies respiratoires et
notamment d’infections respiratoires aigués et de bronchopneumopathies chroniques obstructives

.

Déces dus a la pollution extérieure
40 % | cardiopathies ischémiques
40% | accident vasculaire cérébral
11% | bronchopneumopathies chroniques obstructives (BPCO)
6% cancer du poumon
3% infections aigués des voies respiratoires inférieures chez I’enfant
Déces dus a la pollution intérieure
34% | accident vasculaire cérébral
26% | cardiopathies ischémiques
22% | bronchopneumopathies chroniques obstructives
12% | infections aigués des voies respiratoires inférieures chez I’enfant
6% cancer du poumon

TABLE 1.4 — Tableau de déces dus a la pollution intérieure et extérieur des habitations (OMS,
2014)

Pollution de 1’air et réchauffement climatique

La température moyenne de la planete s’est élevée de 0.6°C au XXeme. Au cours du siecle
a venir, elle devrait s’accroitre d’au moins de 1.4°C, et jusqu’a 5.8°C si on ne fait rien. Cette
évolution, considérable, est d’'une ampleur sans précédent depuis des dizaines de milliers d’années.
Il est établi aujourd’hui avec certitude que ce phénomene tient a 'augmentation des émissions de
gaz & effet de serre liées aux activités humaines, & commencer par le dioxyde de carbone (COs).
Mais qu’est ce que l'effet de serre?

L’effet de serre est un phénomeéne naturel. L’énergie solaire qui parvient au sol réchauffe la
terre et se transforme en rayons infrarouges. De la méme facon que les vitres d’une serre d’ou le
nom donné a ce mécanisme, les gaz présents dans I’atmosphere piegent une partie de ces rayons qui
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tendent & la réchauffer. Ainsi, sans effet de serre, la température moyenne sur la Terre serait de -
18°C et peu d’eau serait sous forme liquide. Cet effet a donc une influence bénéfique puisqu’il permet
a notre planete d’avoir une température moyenne de 15°C, et donc la vie sur terre. Depuis le début

FIGURE 1.7 — Effet de serre. Source : Actions Vivres

de '¢re industrielle, 'homme a rejeté dans Patmosphere des gaz (gaz carbonique, méthane, oxydes
d’azote,. . .) qui augmentent artificiellement leffet de serre. Si cet ajout a leffet de serre naturel
est faible (environ +1 %), il est amplifié par la vapeur d’eau et a ainsi contribué a ’augmentation
de la température moyenne de notre planete d’environ 0.6°C observée dans la seconde moitié du
vingtieme siecle.

Les dernieres années ont donné quelques apercus des risques que feraient courir le changement
climatique aux continents: méme s’il n’est généralement pas possible d’attribuer tel ou tel
événement météorologique extréme (tempéte, inondation, vague de chaleur,...) au déréglement
climatique, les faits observés matérialisent fidelement les résultats du Groupe d’Experts
Intergouvernemental sur I’Evolution du Climat (GIEC). Certains effets du déréglement climatique
sont d’ailleurs déja visibles dans le monde: élévation plus de 0,9°C en un siecle de la température
moyenne annuelle et retrait des glaciers. A tres long terme, des perturbations importantes pourront
également intervenir dans les courants marins et les glaces polaires, avec des conséquences sur la
répartition du réchauffement climatique selon les régions du globe.

1.4 Applications de la modélisation de la qualité de D’air

Les résultats de modélisation constituent un puissant moyen d’aide a la décision pour
I’élaboration du déplacement urbain et pour la planification dans la gestion de "aménagement
urbain. Les différents types de la modélisation de la qualité de l’air ont un grand nombre
d’applications pratiques:

1. la contribution & une meilleure interprétation des concentrations de polluants mesurées,

2. I’établissement d’une cartographie de la pollution,

3. l'aide a la décision dans le choix d’une stratégie de controdles des rejets de polluants

primaires,

4. le suivi des masses d’air contaminées en cas d’accidents industriels,

5. I’évaluation de I'impact d’une source industrielle ou de I'implantation d’une nouvelle
source sur la qualité de ’air de la région,

6. en mode prédictif: la possibilité d’éviter les épisodes de pollution ou de prévenir les alertes.

En générale, on a pas dans la réalité toutes les mesures sur la qualité de l'air. Mais comment
remédier au manque de mesures? Les réseaux de surveillance de la qualité de l'air assurent,
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comme leur nom l'indique, le suivi de la qualité de l’air dans leur région d’implantation, et
sont chargés, entre autres missions, de l'information de la population. Or, il n’est bien entendu
pas envisageable d’installer des stations de mesures partout. La modélisation, qui peut permettre
d’obtenir la répartition spatiale et temporelle des différents polluants sur I’ensemble du domaine,
s’avere alors tres intéressante en complément de compagnes de mesures. On peut utiliser également
la modélisation pour 'optimisation du réseau de mesures, comme outils d’aides a la décision dans
les choix des lieux d’implantation des stations fixes.

1.5 Les étapes d’application d’un modele de qualité de I’air

Pour la mise en place d’une stratégie de contréle parfois trés cotiteuse, il est nécessaire d’abord
de tenter d’évaluer son efficacité grace & un modele mathématique dit "de qualité de I'air”. C’est un
modele qui calcule les variations de concentrations de différents polluants pour une région donnée,
en simulant les processus physiques et chimiques de 'atmosphere. L’application d’'un modele de
qualité de lair doit se procéder en deux phases (figurel.8 ):

1. Validation du modele,

2. application du modele a I’évaluation d’une stratégie de controle.

Emissions
| Collecse des doanées Mérdorologie
\QH del'air

Définition des entrées
du modele

Exécution du

Le modéle peut ére
wtilisé pour I'évalustion
de stratégies de contrile

des rejels

Concentrations

Nen

Modifier les entrées du | |
modéle (sensibilité

FIGURE 1.8 — Application optimale d’un modele de qualité de I'air, Zanetti (1990).

La phase de la validation de nouveaux modeles nécessite l'existence d’une bases de données
trés bien documentée couvrant plusieurs épisodes de pollution. Mais cela constitue un véritable
probleme a Dakar et méme voir en France. Pour une modélisation performante, il est tres important
d’apporter un grand soin a la collecte de données d’entrée de qualité. Puisque quelle que soit la
qualité intrinseque du modele, si on a une grande erreur sur les mesures, il ne donnera pas de bons
résultats. Mais c’est pas tres fréquent d’avoir des champs de données d’entrée de grande qualité
[2, 3]. Pour pallier & ce manque, on fait souvent des hypotheses. Le choix des données d’entrée est
plus déterminant que le choix du modele lui-méme [4]. L’élaboration des hypotheses et le choix des
données sont les étapes délicates dans la démarche de modélisation.

1.6 Les classes des modeles de la qualité de lair

D’apres Zanetti (1990), on divise les modeles de qualité de lair en plusieurs catégories :

1. les modeles physiques: représentations a petite échelles, en laboratoire, de certains
phénomenes tels que les vents de tunenel ;

2. les modeles mathématiques: des algorithmes numériques ou analytique décrivent les aspects
physiques et chimiques du probleme étudié.
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Les modeles physiques fournissent dans la plus part des cas des données aux concepteurs de
modeles mathématiques, tels les mécanismes chimiques élaborés a partir d’expériences en chambre
de simulation. Dans cette theése, on ne traitera pas les modeles physiques mais les modeles
mathématiques sont au coeur de ce travail.

D’apres Nicolas Moussiopoulos dans son livre titré << Air Quality in Cities >> [5], les
modeles mathématiques de qualité de ’air peuvent étre classés selon:
(«) Déchelle spatiale (globale, régionale & continentale,locale a régionale, locale),
(B) Téchelle temporelle (épisodes de pollution ou comportement & long terme). Selon le type de

pollution étudiée, il conviendra de choisir ’échelle spatiale et temporelle adéquate pour la

modélisation. Le tableau ci-dessous indique les différentes échelles spatiales correspondant
aux types de pollution étudiés. L’échelle temporelle est liée en partie a 1’échelle spatiale

Echelle du phénomeéne de dispersion

Type de pollution Globale Régionale a | Locale a Ré- | Locale
Continentale | gionale

Changements Climatique | X

Disparition de I’ozone
stratosphérique X

Ozone troposphérique
Acidification
Smog d’été

X | X[ X|X]|X

Smog d’hiver

Qualité de ’air urbain

Polluants industriels

accidents nucléaire

X | X[ X|X|X]|X

Accident chimique

TABLE 1.5 — Echelles spatiales des différents types de pollution atmosphérique,(extrait de
Moussiopoulos et al.,1996).

choisie. Lorsque 'on travaille a I’échelle du globe, il convient de raisonner sur des échelles de
temps assez longues (quelques semaines a quelques mois, voir quelques années). A 1’échelle
locale, inversement, les périodes de temps considérées seront tres courtes (quelques heures a
1 ou 2 jours).

() le traitement des équations de transport (lagrangien ou eulérien),

(0) le traitement des différents processus (chimie, dépots sec et humide). On appelle dépot
est un puits par lequel les polluants quittent I’atmosphere pour la surface du sol, des
batiments ou de la végétation. Le dépot humide a lieu en présence de précipitations qui
lessivent 2 ’atmosphere en entrainant les polluants vers les surfaces. La grande variabilité
des précipitations rend complexe la quantification du dépot humide ; celui-ci dépend de plus
de la solubilité de I'espece dans la neige ou la pluie (qui varie en fonction de la température
et du pH), de la taille des gouttes et de leur nombre (Finlayson-Pitts et Pitts 2000). Le
dépot sec (en I'absence de précipitations) dépend principalement du degré de turbulence de
I’atmosphere, des caractéristiques de la surface et des propriétés chimiques des polluants en
contact avec celle-ci. Son mécanisme peut étre décomposé en trois étapes :

1. une étape aérodynamique qui est le transfert du gaz vers la couche laminaire c’est-a-dire
celle qui est en contact avec la surface,

2. Le lessivage, ou dépot humide, correspond & la perte de masse due aux nuages et a la pluie (dilution et
entrainement dans les gouttes d’eau en suspension dans les nuages, et dans les gouttes de pluie). La capacité d’une
espéce a étre lessivée est modélisée par un coefficient de lessivage A. Pour plus d’information voir les références
[67 77 8]
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2. une étape de diffusion, a travers la couche laminaire et

3. une étape de piégeage du gaz par la surface. La vitesse de dépot d’un gaz sur une
surface est souvent estimée grace a un modele analogue a celui de résistance électrique,
les résistances correspondant aux trois étapes du processus étant en série (Wesely 1989 ;
Finlayson-Pitts et Pitts 2000).

(€) le degré de complicité de I’approche.
Les modeles mathématiques sont divisés en deux grands types:
— les modeles déterminismes: basés sur la description mathématique des processus
atmosphériques,
— les modeles statistiques: des relations semi-empiriques sont établies a partir d’un grand
nombre d’observations.

1.6.1 Meéthodes déterministes

Les méthodes déterministes expliquent ou a prévoient un phénomene de pollution a partir des
mécanismes connus qui le régissent. Ces mécanismes sont traduits sous forme d’équation dans
des modeles et permettent de simuler le fonctionnement du phénomeéne considéré (simulation
numérique, modele mécanique ou fonctionnel). Ces deux approches sont utilisées conjointement
de plus en plus afin de prendre en compte & la fois des connaissances a priori des phénomenes de
pollution et la réalité du terrain retranscrite par les appareils de mesures de la qualité de 'air.

Depuis plus d'une vingtaine d’années, les modeles mathématiques de qualité de D’air sont
utilisés pour étudier le comportement des espéces traces dans I'atmosphere a différentes échelles.
D’innombrables méthodes ont été utilisées au fil des années, depuis les techniques tres simplistes
telles le ”"linear rollback”, qui supposait une relation de proportionnalité directe entre émissions
et niveaux de pollution, jusqu’aux modeles eulériens de troisieme génération, s’efforcant de décrire
le plus fidelement possible les phénomenes physico-chimiques ainsi que leurs interactions.

1.6.2 Meéthodes statistiques

Elles visent a expliquer ou & prévoir un phénomene de pollution a partir d’observations
enregistrés par des appareils de mesure de la qualité de I'air. Les méthodes statistiques permettent
d’extraire de l'information contenue dans un ensemble d’observations du phénomeéne afin d’en
décrire son fonctionnement (géostatistique, modele d’apprentissage). Elles sont trés nombreuses
mais leur but est de construire des modeles. On peut citer quelques principaux modeles: le
modele linéaire (gaussien) de base, le modele linéaire généralisé, les modeles non linéaires, les
modeles mixtes, les modeles pour données répétées, les modeles pour séries chronologiques, I’analyse
discriminante et la classification, les modeles par arbre binaire de régression et de classification.
Dans cette these, on utilise le modele linéaire de base en appliquant la régression linéaire simple et
multiple puis les modeles pour les séries chronologique en appliquant ’outil des processus ARMA.
Mais avant cela, on introduit les modeles gaussiens.

1.7 Les modeles gaussiens

On dénote deux types de modeles gaussiens. Pour le premier type on a le modele de panache,
ou gaussien stationnaire, modélise le panache émis par une source ponctuelle par une distribution
gaussienne dans deux directions (horizontale perpendiculaire au vent, et verticale), et suppose une
météorologie stationnaire. Le deuxieme type est le modele a bouffées qui modélise une émission
instantanée par une bouffée gaussienne dans les trois directions (pour plus de détailles voir les
documents [9, 10, 11]).

1.7.1 Modeles gaussiens et formulation eulérienne

Pour modéliser le comportement de la trace d’une espece dans ’atmosphere, c’est- a-dire sa
distribution spatiale et temporelle, on a deux approche. D’une part, I’approche eulérienne
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consiste a décrire cette distribution dans un référentiel fixe, en fonction des caractéristiques du
fluide porteur en un point donné. D’autre part I’approche lagrangienne décrit le comportement
statistique d’un groupe de particules en déplacement en nous plagant dans le référentiel du fluide
qui se meut. Ces deux approches fournissent des formulations différentes, qui peuvent étre reliées
entre elles. Le modele gaussien a bouffées peut étre considéré comme un modele lagrangien simplifié,
dans la mesure ou ’on ”suit” le polluant émis sur sa trajectoire: la distribution statistique d’un
grand nombre de particules est simplifiée et modélisée par une distribution gaussienne appelée
bouffée. On présente ici la description eulérienne de la dispersion atmosphérique d’un polluant, et
la fagon dont la description gaussienne des sources ponctuelles s’en déduit. Pour plus de détails sur
les calculs décrits ci-dessous, on se référera a Seinfeld et Pandis [12] dont provient I'inspiration de
cette partie.

1.7.2 Approche eulérienne

L’approche eulérienne de la concentration ¢ d’'une espece non réactive dans I’atmosphere est
représentée par 1’équation d’advection-diffusion:

oc G(K%) ocler,cay .o yen, T, J)
oc _ ~ 5 5 5 5Ly E 1.
5 Vuc + 5% + ER + uge + (1.3)

ou c est la concentration du polluant, ugc = déposition seche

ac(cla CQ, ctt CnaT? '])

Vuc = transport, 5 = Chimie,
z
(K %
% = dif fusion turbulente, E = Emission,
z

K est la matrice de diffusion turbulente qui peut étre utilisée pour fermer I’ équation et représenter
les termes du second ordre (fermeture du premier ordre appelée théorie-K ). On suppose que la
diffusion turbulente est tres grande devant la diffusion moléculaire (négligeable). La matrice K est
inconnue, et doit étre estimée par des paramétrisations empiriques, ot I’on suppose que les termes
extra-diagonaux sont négligeables. Elle s’écrit alors

K., 0 0
0 K, 0
0 0 K.

Un tel modele exige l'introduction de données météorologiques, des émissions, de la topographie,
etc. De plus la résolution des équations peut entrainer des erreurs numériques qui peuvent se
propager jusqu’aux résultats finaux. Ces incertitudes sont souvent le fruit d’un mauvais choix des
conditions initiales et aux limites. Il faut encore signaler que les cellules d’'un modeéle eulérien
peuvent se déformer. Ce qui permet de mieux suivre des phénomenes qui ne sont pas toujours
constant dans ’espace.

L’équation de chimie-transport (1.3) (appelée aussi équation de diffusion atmosphérique ou
équation de conservation de la masse) est utilisée pour représenter I’évolution des concentrations
de polluants en fonction de I'espace et du temps.

On peut encore mieux écrire (1.3) dans 'espace 1’équation de la maniére suivante:

dc  O(K,2) O(K,58)  O(K.%)

Jdc dc oc o 25

= FUg— tuy— tu; - = o4 + 0z

ot T T ey T, T T e By 0=
Advection Dif fusion

+R(01762,...,Cn)+E(1‘,y,Z,t)*S(l’,y,,%t)

Chimie Sources Puits

On se place a présent dans le cas d’une seule source ponctuelle, de coordonnées (0; ys; 25 ),
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émettant une masse totale ) de fagon instantanée a t = 0, et sans processus de pertes. On
consideére une situation météorologique constante et homogene, avec un vent moyen v = (u; 0; 0).

On considere enfin que les coefficients de diffusion K, K, et K. sont constants. L’équation
(1.3) s’écrit alors

dc _0c 0?%c 0?%c 0%
4t i—=K,— 4+ K,— + K,—. 1.4
ot " or T Moz T Mvge T (1.4)
avec, pour condition initiale
C((E, Y, z, O) = QU(x)J(y - ys)o(z - ZS) (15)
et pour conditions aux limites
c(z,y,2z,t) =0 x,y,2 — +oo (1.6)
Pour résoudre cette équation, on écrit la concentration sous la forme
o(@,y,2,t) = QGx(z,t) X Gy(y,t) x G=(2,1)  avec (1.7)
Go(a,0) = o(a — as) ae{z,y, 2z}
Cette équation a pour solution analytique
1 —(a — g — Vut)?
Gola,t) = ———— xexp , ac{x,y,z 1.8
(00) = gy X op(— ), ety ) (1.8

avec £, = 0, u, = u et uy = u, = 0. On a donc finalement une expression de la concentration

13].

Q
8(mt)? (K, K K.)?

(l’—ﬂt)2) p(_(y_ys)z)

_(y - ys)2
4Kt 4Kt ) (19)

xp(—
z

C(‘rvyvzat) = X eXp(_

Modele eulérien d’une source continue Soit une source ponctuelle, de coordonnées (0, ys, 25),
ayant un débit massique constant (s , et sans pertes processus de pertes. On suppose une
météorologique constante et homogene, avec un vent moyen V = (%,0,0). On suppose que la
turbulence K est constante et homogene. L’équation (1.3) est donc stationnaire et devient

_0c d?c  9%°c D%
Up _k<8x2+8g/2+822) + Qs0(x)d(y — ys)d(z — 25) (1.10)

ol les condition aux limites sont données par :
c(z,y,2,t) =0 quand x,y,z — +00 (1.11)

On peut se résoudre cette équation en utilisant la variable r? = 2% + (y — y5)> + (2 — 25)%>. On a :

c(z,y,2) = 47T|Q;<r X exp (a(;»k;c)) (1.12)

on fait 'ajout ici d’une hypothese supplémentaire, en supposant que le panache est étroit
dans la direction perpendiculaire au vent y (< slender plume approximation ). On a donc
22> (y —ys)? + (2 — 2,)?, et la distance r s’écrit :

wa<1+(y—y52);+ (z—zs)2> (1.13)

L’approximation de panache étroit consiste & faire 'hypotheése que le vent (suivant la direction
x) est largement grand par rapport & la turbulence. Par conséquent la diffusion turbulente
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dans ce sens est négligeable. Donc on peut remplacer dans ’équation 1.12, r par = et r — x
)2 — 2 . , . , . s s . .z
par W Finalement, la procédure ci-dessus décrite se généralise aisément au cas de

turbulence non homogene K, # K, # K. On a alors :

Qs ﬂ(y - ys)2 ﬁ(z B Zs)2
- _ Uy —ys) _ulemz) 1.14
@y, 20 = g ke < P K, )P AK.z (1.14)

1.7.3 Représentation gaussienne de panache

Hormis le cadre eulérien, on suppose gaussienne la distribution des concentrations et on veut
modéliser une source ponctuelle continue. On émet les hypotheses ci-apres :

— Une émission ponctuelle continue (donc active pendant un temps assez long pour avoir un
panache stabilisé entre la source et le point observé le plus lointain), de débit constant Qs ,

— Des vents suffisamment importants pour que la diffusion turbulente dans la direction du vent
soit négligeable en comparaison de 'advection (approximation de panache étroit),

— Conditions météorologiques uniformes et constantes (obtention d’un panache stable avant
que la situation météorologique n’évolue).

Formule de panache gaussien

La premiere hypothese montre que la concentration en un point ne varie pas au cours du temps;
en pratique, il s’agit donc de considérer des concentrations moyennes sur un temps suffisamment
long (correspondant souvent au temps d’intégration d’un instrument de mesure). Du fait de la
météorologie constante (la troisieme hypothese), il n’y a donc plus de dépendance explicite au
temps (on parle parfois de gaussien stationnaire ). De plus, la deuxiéme hypothése permet
de négliger la turbulence dans la direction x (direction du vent). Si on fait I’hypotheése que le
panache est représenté par une distribution gaussienne dans les deux directions y et z, centré sur
les coordonnées de la source, et d’écarts types (oy,0,), on peut alors écrire

oy, z) = %Gy(y —Ys)Gx(2 — 25) (1.15)

2
s 1 —ys)? 1 2z — 2
:% mayexp(—(y2ay§) )] [\/ﬂaz exp(—( 202) )

(1.16)

avec Qs le débit de la source (en unité de masse par seconde), et @ la vitesse moyenne du vent.

Les fonctions G, sont celles définies par I’équation 1.8, ou la dépendance a t a été éliminée
en supposant que t = z/u (hypothése de météorologie stationnaire). L’équation 1.16 donne une
expression analytique de la concentration émise par une source ponctuelle continue en tout point
de l'espace (figure 1.9). L’équation 1.8 peut donc étre reliée a la solution de I’équation eulérienne
obtenue sous les mémes hypotheses (équation 1.14), en supposant ¢t = x:/u et en reliant les écarts
types gaussiens au coefficient de diffusion turbulente de I’équation 1.3 par la relation

0o = V2K ,t, a € {x,y,z}. (1.17)

Notons que cette forme en o, proportionnelle t'/2 ne s’applique que tres loin de la source, une
fois que la taille du panache couvre I’ensemble du spectre de taille des tourbillons de la turbulence.
Proche de la source, o, croit plus rapidement. Les formules donnant les écarts types d’un panache
atmosphérique en fonction de la distance & la source (ou du temps de trajet de la bouffée) sont,
en pratique, déterminées de fagon empirique sur des expériences de dispersion. Dans la plupart de
ces formules, on a en général o, proportionnelle & t*/2 lorsque ¢ est suffisamment grand.

Il faut noter que la conservation de la masse

/_O:O /_0:0 uc(y, z)dydz = Q (1.18)
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FIGURE 1.9 — Modele gaussien de panache stationnaire : le panache émis par une cheminée est
représenté par une distribution gaussienne dans deux directions. A gauche : photo de panache
issu d’une cheminée (crédit : Yelva Roustan). A droite : exemple de sortie du modele de panache
gaussien de Polyphemus.

est assurée par

/00 Go(o)da = 1. (1.19)

Conditions aux limites

Un panache ne peut pas s’étendre dans tout ’espace. En effet, il existe des conditions aux
limites au sol (z = 0), et éventuellement & la hauteur d’inversion (z = z;). On appelle hauteur
d’inversion, la hauteur a laquelle la température de I’atmosphere augmente avec 'altitude au lieu
de diminuer, empéchant ainsi l'air chargé de polluants de s’élever davantage. C’est la hauteur
maximale de mélange : elle est modélisée comme un plafond, de facon similaire au sol. Comme
cette hauteur varie (de quelques dizaines de métres la nuit, jusqu’a 1 ou 2 km), des phénomeénes
d’entrainement se produisent en pratique, mais ils sont négligés dans le cadre de ’échelle locale
et de la météorologie stationnaire. Dans les modeles de Polyphemus, cette variation est décrite
de fagon binaire. Pendant la nuit, 'inversion est supposée étre proche du sol, et la plupart des
polluants sont au-dessus de cette inversion. Pendant le jour, la hauteur d’inversion est supposée
élevée, c’est-a-dire de lordre de plusieurs centaines de meétres (et non quelques dizaines, comme de
nuit), et donc au-dessus des sources : les réflexions sur la couche d’inversion sont donc modélisées.
On note en réalité deux principaux cas d’inversion (figure 1.10):

1. De jour, le gradient vertical de température est en général négatif. Toutefois, une inversion
peut se produire en hauteur lorsqu’une masse d’air chaud est transportée au-dessus d’une
masse d’air plus froid. Dans ce cas, la hauteur d’inversion est élevée (plusieurs centaines de
metres). L’atmosphere est donc neutre ou instable entre le sol et la hauteur d’inversion, et
stable au-dela : les échanges sont bloquées a cette hauteur.

2. De nuit, lorsque le sol se refroidit par rayonnement infrarouge, il devient plus froid que I'air
ambiant : il y a donc inversion de température pres du sol, sur quelques dizaines de metres.
Les polluants émis dans la journée précédente sont bloqués au-dessus, dans ce que ’on appelle
la couche résiduelle. Sa hauteur est celle de la couche limite du jour précédent.

Notons que, lorsqu’il y a inversion, la hauteur de couche limite est la hauteur d’inversion puisqu’il
n’y a pratiquement pas d’échanges entre la surface et la partie de ’atmosphere située au-dessus de
la hauteur d’inversion.

Le panache n’est pas absorbé par le sol et la couche d’inversion, mais s’y réfléchit : si 'on n’a
aucun processus de perte de type dépot, et aucun échange avec la troposphere libre, les réflexions
sont parfaites. La prise en compte du sol s’effectue en modélisant une source virtuelle sous le sol,
a la distance —z; . L’équation 1.16 est alors modifiée et devient :

— yg)2 2z — 25)2 FEAL
o9 = g ep(- LB e B2 e - E LT
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A 'y
Couche d'inversion
(stable)
‘é‘ - —Em; —————— e o I o e s A g i
ot N E Couche residuelle
@ \\ Inversion de tempeérature & e
3 T o g (instable)
& = i
Couche de mélange Inversion de
(instable) fempéraiure
i SR A e i i
Couche dinversion
= s (stable)
Température (°C) Température (°C)
{a) Inversion en hauteur (jour) (b} Inversion prés du sol (nuit)

FIGURE 1.10 — Représentation de l'inversion de température dans les deux cas les plus fréquents :
(a) inversion en hauteur dans la journée (z; de l'ordre de 100 m) et (b) inversion proche du sol la
nuit (z; de Pordre de 10 m).

En cas d’existence d’une couche d’inversion a la hauteur z;, les réflexions sur celle-ci sont prises en
compte de fagon similaire. L’équation suivante nous donne la concentration 1.21

(2 + 25 + 2N z;)?
20?2

— )2 iy Z—z 2;)?
Qs - (_(y ys) )X Z [exp(_( s+2N 1)

- i 2 2
2moyo,u 20, NN 202

)]

(1.21)
ou IV, sont les réflexions sur la couche d’inversion sont considérées. La valeur N, = 5 est présentée
comme le maximum au-deld duquel les termes de la somme sont négligeables [14].

En pratique, N, est souvent pris égal & 1, comme pour le sol. Les formulations précédentes
présentent 'avantage de la simplicité, mais ne sont valides que pour 0 < z < z; . En effet, si 'on
supposait que ces formules donnent la concentration dans tout I’espace, I'intégrale sur tout I’espace
dans la direction z s’écrirait

c(z,y, 2) ) +exp(—

oo z— 24)2 PR AL
/_ [exp(—%) + exp(—%)]dz =2 (1.22)
ol
oo 2 — 24)2 PR AL Tz 2 — 25)2 PR AL
| en-E e B = [ en- B2 en- B2 e
[T (2 — z5)° (2 +2)?
= 2/0 [exp(—w) + exp(—W)]dz

Les concentrations doivent étre a zéro en dehors de la couche limite pour avoir la conservation de
la masse . L’équation de conservation de la masse 1.19 peut se réécrire de la maniere suivante:

24 —+oo
/ / cudydz = Qs (1.23)
0 —00

Remarquons que lorsque le panache est suffisamment proche du sol ou de la couche d’inversion:
1. Il y a réflexion au sol si 0, > z4

2. Il y a réflexion sur la couche d’inversion si z; + 0, > z;.
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Enfin, lorsque le panache est suffisamment étendu sur la verticale (o, > 1.5z;), on considere
que les différentes réflexions et le mélange turbulent 'ont rendu homogene sur la verticale. La
concentration est alors donnée par la formule 1.24 suivante appelée formule de champ lointain :

Qs (yfys)z
= — 1.24
oy 2) = gt exn( =) (1:24)

1.7.4 Modele gaussien a bouffées
Formule de bouffée gaussienne

Pour un modele instationnaire, le panache est représenté sous la forme d’une série de bouffées
gaussiennes dans les trois directions. Les hypotheses présentées en partie 1.7.3 sont alors moins
contraignantes : les hypotheses 1 et 2 n’ont plus lieu d’étre. De plus, on suppose simplement que
la météorologie est uniforme & 'intérieur d’'une méme bouffée (hypotheése 3), mais elle peut varier
d’une bouffée a 'autre, et dans le temps. Dans le cas d’une seule bouffée émise, de quantité totale
@, La concentration de la bouffée supposée gaussienne dans les trois directions peut s’écrire

Q )?

§ (y—
2m)2/30,0,0,

2

Jen(-E 2Ry (1)

(x —z¢)
202

exp(— ) exp(—

c
lr.9.9) = ¢ =
Les coordonnées du centre de la bouffée sont z. dans la direction du vent, y. et z. dans les
directions horizontale (perpendiculaire au vent) et verticale. Dans le cas d’un vent constant u, on a
donc x, = ut, avec t. le temps écoulé depuis que la bouffée a été émise. Ce temps détermine I’ age
de la bouffée. Les trois écarts types de la gaussienne sont o, et o, dans la direction horizontale
(direction du vent et perpendiculaire au vent respectivement), et o, dans la direction verticale. De
méme que dans le cas du panache stationnaire, I’équation 1.25 est identique a la solution eulérienne
1.9 en supposant que les écarts types gaussiens et la diffusion eulérienne sont reliés par I’équation
1.17. En général, les formules de dispersion pour o, et o, sont les mémes que dans le cas du modele
de panache. Pour les paramétrisations qui ne donnent pas de formulation spécifique de o, , celle
de o, est utilisée. Les réflexions sur le sol et la couche d’inversion ainsi que le champ lointain sont
pris en compte de maniére similaire au modele de panache (équations 1.21 et 1.24 respectivement).

Relation entre les formulations de panache et de bouffée

Pour une source continue avec une météorologie uniforme, la moyenne sur un temps
suffisamment long du modele a bouffées permet de retrouver la solution stationnaire du modele
de panache (figure 1.11). Dans le paragraphe (1.7.3), si la source continue modélisée, de débit Qs

Modéle gaussien de panache
Panache a modéliser

Modele gaussien a bouffées

FIGURE 1.11 — Modele gaussien non stationnaire a bouffées : le panache est discrétisé en une série
de bouffées, gaussiennes dans les trois directions.

, est discrétisée en un certain nombre de bouffées, a un pas de temps At,, alors chaque bouffée
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contiendra la quantité @ = At,Q, . La concentration en un point est donnée par la somme de la
contribution de toute les bouffées

Ny i\2 i\2 i\2
c(z,y,2) = Z %exp (— (xa:;)) exp (— (yy26)> exp (— (zz;)> (1.26)

— (2m)*20loy0l 20 207, 20t
Les coordonnées du centre de la bouffée ¢ émise au temps ¢; = iAt, sont 2l yi 2l Les écarts types
associés sont notés o, , O‘y, o, et dépendent de la position de la bouffée par rapport a la source
(ou de son age). Ces coordonnees évoluent au cours du temps. Dans le cas d’un vent « constant et
homogene dans la direction z, on a z(t) = x5 + u(t — t;),ye = ys €t 20 = 25 .

Le passage du cas discret (équation 1.26 ) au cas du panache continu s’ écrit en intégrant sur

des bouffées émises & des pas de temps infinitésimaux dt’

o] s dt’ _S_—t_t/2 _62 _02
c(z,y,2) = /_oo M exp (_ (r—=x 20?:5 ) ) exp (_(y%‘ny)> exp <_(Z%‘;))
(1.27)

Revenons maintenant aux hypotheses faites dans la paragraphe 1.7.3: dans la premiere hypothese
on donne la concentration est faisant la moyenne sur un temps d’intégration T (puisque elle ne
dépend pas du temps, et que la source émet en permanence), et dans la seconde hypothese la
dispersion turbulente dans la direction x est négligeable devant la distance ¢ parcourir dans cette
direction:

Oy K T — Ts. (1.28)

De plus, le panache est supposé dans un état stationnaire, ce qui revient a dire que la source a
commencé a émettre tres longtemps avant la mesure (& t = —o0). Les conditions météorologiques
sont également stationnaires ( la troisitme hypothése du paragraphe 1.7.3). Les valeurs de
0, 0yeto, en un point donné (x,y, z) dépendent du temps de transport de chaque bouffée t — ¢’ .
Cependant, étant données les conditions stationnaires, on considere que toutes les bouffées arrivent
au point (x,y, z) avec le méme temps de transport, et que les valeurs des écarts types en un point
donné sont donc constantes au cours du temps. L’équation (1.27) réécrit alors comme suit :

1 Qs (y_yC)2 D oo (u (t_t)) ’
c(r,y,2) = T3moy0. P (—20§> exp ( 202 ) / / m% exp ( 502 )dt dt.

(1.29)
On pose t” =t —t’ on a apres calcul
T —+o00 = \\2
1 t—1t T
/ / ———exp (— (u<2))>dt’dt == (1.30)
0 Jooo V2mo, 202 U
et on retrouve l'expression de la panache gaussien (équation 1.16)
Qs
c(y, z) = y(y)G=(2) (1.31)

La compréhension des hypotheses et les limites des deux modeles résultent de cette preuve
précédentes. Le modele gaussien de panache fait des hypotheses plus contraignantes, notamment de
météorologie constante et homogene sur tout le domaine, contrairement au modele a bouffées. Cette
hypothése n’est plus valide hors du champ proche, et peut poser probleme en cas de cisaillement
de vent important sur la verticale (ce qui est également le cas pour les bouffées). De plus, le fait
de négliger la turbulence horizontale en regard du transport ( seconde hypothese) n’est plus valide
en cas de vent tres faible.

Sil'on reste dans son domaine de validité, la formulation de panache gaussien est cependant plus
appropriée, pour des sources émettant en continu, que la formulation non stationnaire. En effet,
le modele a bouffée nécessite de discrétiser le panache de fagon suffisamment fine, et de faire une
moyenne sur un temps assez long pour retrouver la solution stationnaire. Si I’on considere qu’une
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bouffée a pour taille 20, dans la direction x, deux bouffées successives émises a ¢; et ¢;41 = t; +At,
se recouvrent au temps t lorsque

Ot — 1)) + oot — tig) > %Atp.

C’est pas important que pour bien modéliser un panache continu, de remplir cette condition a tres
faible distance de la source : il suffit qu’elle soit remplie aux points d’intérét (par exemple, & un
premier capteur de mesure). Si le vent est u = 5ms~! | et que o, (t) = 1000 m (taille atteinte au
bout d’une heure environ dans une atmosphere neutre), on a At, = 800s. Cette valeur minimale est
adapté dans une application régionale, ou les capteurs sont éloignés de la source. La valeur typique
sera plutot de lordre de 60s ou moins dans une application & échelle locale (quelques kilometres).

1.7.5 Turbulence

A des échelles spatio-temporelles inférieures a la dizaine de metres et a la minute, les
mouvements de I'atmospheére ne peuvent plus étre prévus de facon déterministes. L’écoulement
atmosphérique a ces échelles est instable et son caractere chaotique fait qu’il ne peut étre connu
que par ses propriétés statistiques: il est turbulent. Les phénomenes non linéaires jouent un role
prépondérant dans un écoulement turbulent, ’énergie étant transférée entre les structures de tailles
tres diverses présentes dans 1’écoulement.

Bien qu’il soit difficile de caractériser la turbulence, ses nombreuses propriétés sont relativement
bien connues: la turbulence est non stationnaire, dissipative, tri-dimensionnelle et rotationnelle,
diffusive. La turbulence favorise donc le mélange : elle augmente les transferts de quantité de
mouvement, de chaleur ou de masse de plusieurs ordres de grandeur. Elle permet donc les transferts
de chaleur du sol vers 'atmosphere et le mélange des polluants.

1.7.6 Modeles stochastiques

Les séries chronologiques utilisent des modeles spécifiques: modeles AR (Auto-Regressive, ou
auto-régressifs), MA (Moving Average, ou moyennes mobiles), ARMA, ARIMA (I pour Integrated).
Dans cette partie de la these, on présente quelques outils de probabilité en guise de rappels pour
annoncer le chapitre 5 sur les modeles ARMA.

Concepts de base en probabilité

Expérience aléatoire : c’est une expérience dont le résultat n’est pas connu avec
certitude. Supposons que tous les résultats possibles de cette expérience soient connus. L’espace
d’échantillonnage ou 'univers de possibilités () est cet ensemble de résultats possibles d’'une
expérience aléatoire.

Un événement FE est un sous-ensemble de l'espace échantillonnage. Supposons que nous
répétions l’expérience aléatoire un grand nombre de fois (n), et que 1’événement E se produise
m fois. La probabilité associée a ’événement F peut étre approchée comme

Une définition empirique de la probabilité de E est :

PlE] = lim 2,

n—oo 1
De maniere plus formelle

Définition 1.7.1. P est une mesure de probabilité si
- 0< P[E] <1, pour tout E C Q;
- Pl0)=0et P =1;
— P|E1 U Es] = P[Ey] + P[FEs), si E1 et Ey sont disjoints (i.e. By N Ey =0).
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Notons qu’un événement FE; peut se produire tout en influenca la probabilité d’un autre
événement E,. Par exemple, la probabilité qu’il pleuve demain dans Dakar (Fs) est plus élevée
§’il pleut aujourd’hui (E;) que s’il ne pleut pas. Si P[E;] > 0, nous définissons la probabilité
conditionnelle associée a I’événement Fs, étant donné E7, comme:

P[E, N E,]

P[EQ ‘ El] = P[El]

Rappelons que la probabilité conditionnelle jouit des propriétés suivantes:
~ Pl0/E]=0et PQ/E, | =1;
- P[EQUEg/El) = P[EQ/El] + P[Eg/El], si EQ et E3 sont diSjOthS.
Deux événements F; et F> sont indépendants si

P[E; [ Er| = P[E,].
De maniere alternative, nous pouvons utiliser les définitions suivantes:
P[E, | E5] = P[Ey]
P[Ey N Es] = P[E1]P[Es].

En général, nous postulons 'indépendance de deux événements pour se servir des définitions ci-
dessus, plutot que de déduire I'indépendance de deux événements a partir des définitions. On dit
que n événements F1, Fs,..., F, sont indépendants si

P[EyNEyN...E,| = P|E\|P|E,]. .. P[E,).

Variable aléatoire = : c’est une fonction qui associe une valeur numérique z(s) a chaque
élément s de 'espace d’échantillonnage:

z:0—R.

Il existe deux types principaux de variables aléatoires:
— variable aléatoire continue: valeurs réelles ;
— variable aléatoire discreéte: valeurs entieres ou nombre fini de valeurs.
La fonction de répartition associée a une variable aléatoire X est définie comme

Fx(b)=P[X <b]=P[s € Q/X(s) <Y,

Elle a comme propriétés:
— non décroissante ;
- limbﬁfoo Fx(b) =0et lzmbeooFX(b) = ].;
— Pla< X <b] = Fx(b) — Fx(a), vu que

{s€eQ: X(s)<b}={s€Q: X(s)<a}U{s€Q:a< X(s)<b}.

Variables aléatoires discréetes : La fonction de masse associée a une variable aléatoire X est
définie comme

Px(k)=P[X =k =Pls € Q : X(s) = k].

Pour une variable aléatoire discrete, nous avons

Fx(b)=P[X <b]=)> PX=k=)Y_ Px(k).
k<b X<b

aussi,

Pla < X < b = Fx(b) — Fx(a) — Px(b).

25 These LEBEDE N.



1. Chapitre. La modélisation de la pollution atmosphiéfighes modéles gaussiens

Variables aléatoires continues : Une variable aléatoire X est continue si sa fonction de
répartition peut étre représentée ainsi:
b
= / fo(x)dx
— 00

La fonction sous 'intégrale est appelée fonction de densité et satisfait les conditions suivantes:

fe(x) >0, Vz;

| s

Si la fonction de densité est continue, alors elle est égale a la dérivée de la fonction de répartition:

dFx

fx(x) = T

— ().
La fonction de masse prend toujours la valeur 0:
Px(z) =0, Vz.

Pour tout intervalle de la forme < a,b >, on a également
b
PIX €< a,b>] = / F(@)dz = Fx (b) — Fx(a).
a

Espérance mathématique :L’espérance mathématique (moyenne) associée & une variable
aléatoire X est notée F[X] et définie comme suit:

E[X] = Zk kPx (k) = Zk P[X = k] siX est discrete,
ST 2 fx(x)d si X est continue.

On peut également considérer 'espérance d’une fonction g(X). Si X est une variable aléatoire
discrete, cela donne
= > g(k)Px (k)
k

Pour une variable continue, nous aurons
—+oo
Blg(0)) = [ ) fx(o)ds
— 00
En particulier, nous avons, si a € R et X, Y sont deux variables aléatoires,

ElaX] = aE[X],
E[X +Y] = E[X] + E[Y].

Variance : Elle est associée & une variable aléatoire X, dénotée 02(X), est définie par la formule
0*(X) = E[X?] - B[X]* = E[(X - E[X])?].

Loi de probabilité c’est un modele d’une expérience aléatoire. Elle est habituellement
représentée par la fonction de répartition d’une variable aléatoire. Si cette derniére est discrete,
la loi de probabilité est dite discrete. Une loi de probabilité discrete peut étre représentée par sa
fonction de masse. Si la variable aléatoire est continue, la loi de probabilité est dite continue, et
peut étre représentée par sa fonction de densité.

Loi de Bernouilli: 'espace d’échantillonnage se limite a deux éléments, notés par exemple
par Q = {S, E}. On définit la variable aléatoire X comme suit:

X(S)=1et X(E)=0.
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La fonction de masse est
Px (1) =pet Px(0) =1—p,

ou p est un parametre. De maniere équivalente, nous pouvons 1’écrire comme
T 1—x
Px(z)=p*(1—p) "

Nous avons de plus
BIX]=pet o®(X) =p(l-p).

Par exemple, le tirage d’une piece de monnaie suit une loi de Bernouilli, avec p=1/2.
Loi uniforme Une variable aléatoire continue X (qui prend ses valeurs dans Uintervalle [a, b])
suit une loi uniforme (notée Ula, b]) si sa fonction de densité est:

fx(z) = %a’ Vz € [a,b].

Cette loi modélise ’expérience aléatoire consistant a choisir au hasard un point de
[a,b] (1a probabilité de choisir un point dans un sous-intervalle est proportionnelle & la longueur de
ce sous-intervalle).

Si X est une variable aléatoire continue (quelconque), nous avons la propriété suivante:

Fx(l‘) ~ U[O, 1].

Loi de Poisson : Une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson est une variable aléatoire
qui sert a compter le nombre d’apparitions d’un phénomene aléatoire durant un intervalle de temps
de longueur ¢. Il pourrait s’ agit par exemple du nombre d’appels regus par un téléphoniste. X a
alors pour fonction de masse

B Otk e—0t

Px (k) = P[X = k] I

, k=0,1,2,...,
ou # représente le taux moyen.

Loi exponentielle : soit une variable aléatoire X représentant le temps d’attente entre deux
apparitions du phénomene aléatoire en supposant que le nombre d’apparitions durant un intervalle
t suit une loi de Poisson de parametre 6. La fonction de répartition vérifie alors

1—Fx(z)=P[X >z]=e% 2>0.

Il s’agit de la loi exponentielle de fonction de densité:

fx(z) =

fe 0%  six >0,
0 sinon.

L’espérance mathématique est:

E[X] = 7
C’est le taux moyen entre deux apparitions du phénomene aléatoire.

Modeles stochastiques : Un systeme stochastique est un systeme évoluant de maniere
probabiliste dans le temps. Les exemples sont nombreux, avec par exemple la température
quotidienne ou un centre d’appels téléphoniques. Un modele stochastique est une représentation
mathématique d’un systéeme stochastique. Nous verrons brievement deux cas classiques de modeles
stochastiques: les processus stochastiques et les files d’attente.

Processus stochastiques: Un processus stochastique est une suite de variables aléatoires
évoluant dans le temps, que nous dénoterons {X;}, ¢t € T. En général, T est un ensemble discret:
T ={0,1,2,...}. De plus, chaque variable aléatoire peut prendre une valeur parmi M + 1 états:
X: €{0,1,...,M}.
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Exemple 1.7.2. Précipitations quotidiennes
X, — 1 s%ly a des précipitations,
T o sl n’y a pas de précipitations.

Chaines de Markov : un processus stochastique est une chaine de Markov? s’il possede la
propriété markovienne:

PXiy1=J4|Xo=ko, X1 =k1,..., X1 =ki—1,Xs =i = P[Xyj1 = | Xt = 1.
Cette propriété signifie que la probabilité d'un événement futur, étant donné des événements
passés et un état au temps présent, ne dépend pas du passé, mais uniquement de 1’état actuel.
La probabilité de transition entre les états ¢ et j est définie comme
pij = P[Xiy1 = J| X =]
Cette probabilité de transition est dite stationnaire si:
PXi1 =4 X =i =P[X1=j|Xo=1i], t=1,2,...

Puisqu’il s’agit de probabilité, nous devons en outre avoir

pi; > 0,4,7€{0,1,..., M}

M

> pij=1>0,i€{0,1,...,M}.
=0

A partir des probabilités de transition, nous pouvons construire
— La matrice des transitions, ayant M + 1 rangées (les états présents) et M + 1 colonnes (les
états futurs), chaque entrée (7,j) de la matrice correspondant & p;;.
— Le graphe (ou diagramme) des transitions, ayant M + 1 sommets et tel qu’il y a un arc entre
les états ¢ et j si p;; > 0.

Exemple 1.7.3. Précipitations: supposons que la probabilité qu’il n’y ait pas de précipitations
a Dakar demain, étant donné:

— qu’il 'y en a pas aujourd’hui est 0.8 ;

— qu’il y en a aujourd’hui : 0.6.
Ces probabilités ne changent pas, méme si nous tenons compte de ce qui se passe avant aujourd hui.
La propriété markovienne est satisfaite:

P(Xi1=0|Xo=Fko, X1 =k1,...,.X41 =k_1,X;, =0 = P[X;11 = 0| X, = 0]
PXiy1=0|Xo=ko, X1 =Fk1,...,Xt—1 =ki—1,X; =1 = P[ X411 = 0| Xy = 1]

Nous avons donc une chaine de Markov dont les probabilités de transition sont:
poo = P[Xt+1 =0] X =0] = 0.8,
P1o = P[Xt+1 = 0|Xt = 1} =0.6.
Grdce aux propriétés des probabilités de transition, nous pouvons déduire celles qui manquent :
Po1 :P[Xt+1 :1|Xt :O} =1-08=0.2.
p1=P[X1=11X,=1]=1-0.6=04.

7= (05 03)

Le graphe de transition est quant a lui représenté sur la Figure 1.12.

Ceci donne la matrice de transition:

3. Les chaines de Markov avaient été introduites bien avant les travaux de Markov. En 1889, Galton a introduit
des chaine de Markov pour étudier le probleme de la disparition de noms de famille. En 1907, Ehrenfest a aussi
introduit les chaines de Markov pour étudier la diffusion d’un gaz.
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0.8 06 04

0.2

FI1GURE 1.12 — Graphe de transition

1.8 Application

On considere ’équation suivante de la sous section 1.7.2 de 'approche eulérienne :

¢ Oc de Oc 30@%) 8<Ky273) a(Kz%)

o M Ty T T e oy T o
Advection Dif fusion
+ R(c1,ca,...,¢0)+ E(zyy,2,t) — S(x,y, 2, t) (1.32)
Chimie Sources Puits

Dans cette partie de la these, on s’intéresse au probleme simple de transport linéaire. On compte
en perspectif progressivement réfléchir et ajouter le terme de diffusion, de source puis des puits
compte tenue de la complexité du probleme (équations de Navier Stock). Cela ne sera pas traité
dans la these. On traite ici le probleme lié a 1’advection.

Transport linéaire: advection Le modele de la qualité de I'air est un probleme de description
de transport atmosphérique, un probleme de diffusion, de réaction atmosphérique de polluants.
Les variables inconnues sont des concentrations d’especes chimiques dans 'air. Le but de I’étude
et du développement de tels modeles c’est d’étre capable de prédire comment les concentrations
maximum changeront dans la réponse aux changements prescrits par la météorologie et dans la
source de pollution. On place notre probleme dans un contexte d’implantation d’usine qui émet
des fumées toxiques (ie la source de pollution est stationnaire. Le probléme peut étre aussi étudié
de maniere un peu similaire dans le cas ou la source polluante est mobile: pollution de proximité
des routes). On suppose ces fumées toxiques émises en une fois par heure comme une partie du
processus d’implantation ou non d’une usine. Il y a une belle maison que vous aimeriez acheter
de nos jours. Mais comment habiter cette maison si celle-ci se trouve dans la direction de la
fumée toxique ou bien a proximité d’une route a flux important de véhicules ? En d’autres termes,
quelle concentration maximale de fumée prendra la direction de votre maison ? Il est nécessaire de
connaitre la densité de la fumée lorsque celle-ci atteint une maison, pour en estimer la nocivité.
Supposons qu'’il n’y a aucun changement chimique au cours de ce déplacement de l'air pollué: il y a
deux processus essentiels a noter: ’advection et la diffusion . On traite dans cette sous-section
de la these le processus de ’advection.

Définition 1.8.1. Advection: L’advection est essentiellement ’effet du déplacement des vapeurs
par le “soufflement du vent” dans une direction donnée sans disperser considérablement leur
concentration. Un exemple de l’advection est celui du déplacement de nuage dans une direction
donnée sans changement apparent de forme ou de dimension.

Considérons la situation uni-dimensionnelle o il y a advection mais aucune diffusion. On
suppose, qu’a U'instant ¢ = 0, la densité des fumées a une distribution ¢q(z)

Le profile de la concentration du polluant se déplace en fonction de la vélocité du vent u
constante, donnant au profil en mouvement une concentration

c(x,t) = co(z — ut) (1.33)

En différentiant partiellement (régle de chaine) on obtient:
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80(%? t) _ 360(5(1;; ut) = (z — ut),c)(z — ut) = ch(x — ut)

et
Jc(x,t)  Oco(x — ut)

ot ot

En supposant la vélocité du vent constante (en temps et en espace ie pour tout x réel et pour
tout ¢t > 0, u(x,t) = u, constante réelle), on aura:

= (z — ut)jch(z — ut) = —ucy(z — ut) (1.34)

En sommant (1.34) et (1.35) on obtient I’équation de I’advection caractérisant le transport
linéaire:

Oc(x, t) N u@c(x,t)

ot oz

On retrouve ici I’équation du transport en une dimension du probléme d’advection dans ’équation
générale 1.32. On regarde la forme avec la concentration du profil donnée par la formule (1.33), nous
voyons que les fumées toxiques arrivent chez vous avec la méme concentration que celle libérée au
départ a I'usine ou par le véhicule: ¢’est une mauvaise nouvelle pour vous concernant votre maison.
Heureusement tout n’est pas perdu car le processus de la diffusion peut éventuellement pallier &
notre inquiétude. C’est la raison pour la quelle méme sans la présence du vent, les odeurs fétides
odorantes disparaissent habituellement apres un temps. Par exemple, une maison récemment peinte
cesse de sentir de peinture apres un ou deux jours, sinon plutot. Tenant compte de 'advection et
de la diffusion, il y a au moins de possibilités que les vapeurs soient arrivées a votre maison, la
diffusion a un grand effet pour que les fumées soient & peine notables.

=0 avec c¢(x,0)=co(x) (1.36)

Exemples

L’équation d’advection qui peut sembler tres simple pose des difficultés numériques
considérables, elle est toujours 'objet de recherches actuellement (il s’agit notamment de savoir
calculer la solution sur des temps trés grands). Par ailleurs, couplée & d’autres équations, elle pose
des difficultés théoriques également.

On rencontre cette équation dans un grand nombre d’applications. Citons en quelques unes:

Exemple 1.8.2. circulation automobile On étudie la circulation automobile sur une route. La
variable c(x,t) représente la quantité de voitures présentes entre les bornes x et x + Az & Uinstant
t et on appelle F(x,t) le flur de voitures par minute qui passent o linstant t devant la borne x.
On suppose que chaque conducteur ajuste la vitesse de sa voiture en fonction uniquement de la
vitesse de la voiture qui le précéde. Alors la conservation de la quantité de voitures (il n’y a ni
station-service, ni itinéraires de délestage) se traduit par :

Oc(x, t) n OF (z,t)

ot oz

Si toutes les voitures roulaient o vitesse constante donnée u, on aurait :
F(x,t) = uc(z,t)
et donc léquation de transport linéaire (1.56).

Exemple 1.8.3. les équations cinétiques La physique cinétique décrit les plasmas ou gaz
dilués et fournit un ensemble important d’équations de transport dont les variables sont : le temps
t, la position x € 2 des particules avec {2 le domaine d’étude et leur vitesse u € U avec U
l’ensemble des vitesses admissibles. L’exemple le plus classique est I’équation de scattering décrivant
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Dévolution d’une densité f(x,t,u) de particules (neutrons, amibes ou bactéries en ce qui concerne
les applications a la biologie)
0 t 0 t
f(m7 ’/U/) +u f<x7 ’u)
ot Oz

= K[f],

flx, t =0,u) = fo(x,u) donnée,

ou K est donnée par:
— [ K)o t)an — [ k) o)
U U

ot k(u,u’) représente une probabilité de “tourner” d’une vitesse v’ & une vitesse u.
Cette équation provient de la relation de conservation de la quantité des particules.

Exemple 1.8.4. Modéle démographie-Renouvellement cellulaire
Ici c(z,t) représente la densité d’individus d’dge © > 0 a linstant t. Le tauz de mortalité est
noté d(x) et les individus peuvent donner naissance & des nouveaus nés d’dge x = 0 avec un taux
de fécondité b(x) :
dc(x,t)  Oc(x,t)
ot + Ox

+d(z)c(z,t) =0,

c(0,t) = [7° b(a!)e(a!, t)da,

Dans le cas de la mitose cellulaire, il est naturel de choisir d(x) = X{z>zy} 4 (disparition des cellules
qui se divisent) et b(r) = 2X {4540} (la mitose donne naissance a deur cellules identiques).

Le modéle

¢ désigne ici la concentration d’une espece chimique; ¢’est une fonction de position (1, z2, x3)
et du temps t. Les especes chimiques sont transportées par un vent de vitesse supposée connue
U = 7(3:1, Z9,x3,t). Les particules de l'espeéce se diffusent aussi localement, elles ont tendance a
se déplacer dans de régions de forte concentration vers de régions de faibles concentrations. Si la
diffusion est ignorée alors ’équation du transport s’écrit:

—+V(7c) =0 (1.37)
ot

cette équation est appelée dans certains contextes I’équation de la continuité.

Si on integre (1.37) sur un domaine borné A de R?, on obtient:

/// c(x1, T2, 3, t)dxr1drodrs = //BA cun (1.38)

ot OV est le bord de V et 77 est la normale unitaire extérieure & OA.

Cette équation exprime que le taux d’augmentation du chimique dans tout le domaine A est
égal au flux du chimique & travers le bord. Inversement, si I’équation (1.38) est vraie sur tout A
alors on peut retrouver la relation (1.37) en subdivisant A en plusieurs domaines ponctuels Aj;. Si
la diffusion n’est pas ignorée alors de 1’équation (1.37), on obtient I'E.D.P complexe suivant:

dc 2
o + V Z: Ua ) (1'39)

ou Kj; est une matrice définie positive, appelée matrice de la diffusion. Dans I'un ou 'autre des
cas, (1.37) ou (1.39) sont données avec la concentration ¢ & 'instant initial ¢ = 0.

c(z1, 2, 23) = co(x1, T2, T2) (1.40)

4. X(a) est la fonction caractéristique de A
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et notre tache est de calculer la concentration ¢ a temps subséquents. Nous souhaiterons en
particulier trouver les valeurs maximales de la concentration a un temps donné ; les réglementations
des gouvernements pour controler la pollution prennent souvent la concentration maximale de
pollution comme un facteur critique.

Equation d’advection

On se place ici dans un contexte sans diffusion et on suppose que la vitesse du vent est dans la
direction horizontale seulement. Pour simplifier, on suppose que la direction du vent est orientée
suivant la direction z. Alors ¥ = (u,0,0) et 'équation du transport se réduit a

Jc n d(uc)
ot ox

=0 (1.41)

Cette équation est appelée 'équation de 1’advection. On suppose aussi que la concentration a
I’état initial dépend de x seulement, ie

c(z,0) = co(x), —o0o<x <400 (1.42)

La vitesse du vent u = u(x) est fonction de x. Pour résoudre (1.41), (1.42), on réécrit (1.41) comme
suit:

Oc oc
ge 0 _ — 14
ETRR (f UzC) (1.43)
et on suppose que u(x) est contintiment différentiable (u, = 9%). Soit I’équation différentielle
d
o u(z),t >0
dt (1.44)
2(0) = xg

et on désigne sa solution z(t) par z(t, xg). Géométriquement x(t, zo) détermine 'unique courbe ~,,
passant par le point (z¢,0). On peut montrer que x(t,zq) est différentiable suivant xq et la dérivée
est

_ 8x(ta .I‘Q)
2(t) = o
et vérifie
dz
pri g (x(t,x0))z, 2(0) =1.

On examine maintenant la fonction ¢(x(t, xg),t) comme la fonction de la variable ¢. On a :
dc  Oc n Oc dx
ot ot Ow dt

en posant % = yu(z) on a :

o _oc o,
ot ot Ox
o o o
o ot o
comme f = —uzc et u, =ug,(z(t z)) on a
dec  Oc Oc
7l + Ugs = f=—uz(z(t,x0)c
d
d—i = —uy(z(t, zo)c
% = —uy(x(t, xo)dt
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d
—C = —ug(x(s,29)ds ( car la variable est muette)

<=>/ de /—um (s,x0)ds

[logch:—/o ug(x(s, xo)ds
= 0g (a0, 0,0) =g efa(0,0,0) = ~ [ walats, zo)is

On en déduit que:

t
c(x(xo,t),t) = co(xo) exp{ — / um(x(s,xo)ds} (1.45)
0

On note que % est simplement la dérivation le long de la courbe 7,;, de parametre ¢. On voit
que la solution de (1.41), (1.42) est donnée par la formule (1.45). Inversement on peut voir que
si les courbes (z(t,zg),t) couvrent le demi-plan supérieur (¢ > 0), de (x,t), alors (1.45) est une
solution de (1.41), (1.42). Les courbes (1.44) sont appelées les caractéristiques de (1.43) ( pour
tout f). La méthode décrite ci-dessus pour calculer la solution ¢ est appelée la méthode des
caractéristiques. Soit I’équation d’advection suivante (Le but de ce paragraphe est 1'étude de
Pexistence et de I'unicité pour I’équation sans diffusion ie K = 0):

Oc Ju
at(m t)—!—ua—x(m,t)—o, zeRt >0,

c(z,0) = co(x) z € R.

(1.46)

On utilise la méthode des caractéristiques : on cherche une fonction z(t) telle que ¢ soit constante
sur les courbes (z(t), t). On suppose donc ¢ solution de I'équation (1.46) et on pose ¢(t) = c(x(t),t),
on cherche z(t) de sorte que ¢ soit constante. Par dérivation composée,

do(t) _ e 2
) = S wle), 1)+ (1) g (), )
Jc
= [u—2' ()5 («(t).1)
(car de I"équation (1.46) on tire &7 9¢(x,t) = —ugc (z,t)), qui est nulle si 2'(t) = u. On en déduit

les courbes, appelées caractéristiques de ’équation aux dérivées partielles (1.46):
x(t) = ut + constante (1.47)
Réciproquement, on peut vérifier que:
VeeR Vt>0 c(r—1t)=co(z—ut) (1.48)
Cette expression permet d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité suivant:

Theorem 1.8.5. Si ¢y € C!, alors le probleme (1.46) admet une unique solution c de classe
CHR x R+), donnée par:

Ve e Rt >0 c(z,t) = colx — ut). (1.49)

Résolution numérique du probléme: bien que la formule (1.45) est bonne pour la solution,
elle n’est pas souvent utilisée pour les calculs de la modélisation de la qualité de ’air. En effet, on
se donne un nombre fini d’états occupés par la qualité de I’air noté par x,, 2, ..., xxy dans la réalité.
On va évaluer la concentration ¢ & chaque état z; & la date Ty, 75, ... Pour calculer ¢ a (x;,T1),
la relation ( 1.45) exige la connaissance de xg tel que la caractéristique (courbe) a travers (xg,0)
passe par (z;,71). Si on veut calculer ¢ & I'instant T5, on a besoin de connaitre & nouveau le point
xo correspondant. Pour un temps assez grand 7y, on calcule le point xy correspondant. Ainsi on
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développe une meilleur méthode calculatoire. Elle est basée sur les différences finies. On subdivise
le xz-espaces en des intervalles de longueur égale a Ax et ’axe du temps positif en des intervalles
de longueur égale & At. On souhaite trouver une approximation de c¢(jAz,nAt) par quelques
valeurs ¢} satisfaisant une certaine condition d’approximation. Pour simplifier, on considére dans
un premier cas, le cas ol u est indépendant de z, ainsi les équations (1.41) et (1.42) deviennent:

Oc dc
—4+u—=0 c(z,0) = co(x 1.50
o bus (2,0) = co(w) (1.50)
Pour simplifier la résolution numérique de la valeur initiale du probléme (1.50), on remplace
les dérivées par les différences finies. Cependant, avant de commencer on introduit un point du
treillis résolu dans x — ¢t donné par x = jAz, t = nAt, j = 0,£1,+2,....n = 0,1,2,3,...
L’approximation & c(jAz,nAt) est désignée par ¢}, comme précisée-ci dessous. L’exposant "n”
n’est pas une puissance.
La méthode des différences finies consiste a approximer les dérivées des équations de la physique
au moyen de développement de Taylor.
Oe(x,t . clz+ Azx) — c(x,t
(2.0) _ . clotAr)—cz)

Ox o Az—0 Ax

Le développement de Taylor de u(z + Az, t) au voisinage de  donne:

Oc(x,t) N Ax? 02%c(z,t) N Ax3 93c(z,t)
ox 21 Qa2 31 Oad

En tronquant la série au premier ordre on a:

clx + Ax,t) = c(x,t) + Az

c(z + Az, t) —c(x,t)  Oc(z,t)
Az Oz

+ o(Ax)

En tenant compte de la notation indicielle précédente, on a les approximations suivantes:

dc c(jAz, (n +1)At) — c(jAz, nAt) (C?H —c?)
ot At - At

et
dc _ c(jAz,nAt) — c((j — 1)Az,nAt) _ (¢] —cj_y)

~
~

ox Az Az
Alors I'équation (1.50) devient:

n+1

;= +uc§‘fc§‘71 0

At Az
At
c;”rl —cj+ uA—x(c? —cj4)=0
soit At

1

c}” =cj - uﬂ(c? —cjq) (1.51)

De c¢j au temps n + 1 donné explicitement par le ¢; au temps n, on fait référence a la formule
(1.51) comme une formule explicite du schéma des différence finies. Le schéma des différences finies
décrit ci-dessous est appelé schéma décentré avant ou Schéma Upwind ou encore en avancé
t, en arriére z (peut-on deviner pourquoi?). De (1.51), on remarque que si les valeurs de ¢ sont
explicitement connues dans la ligne n = 0 alors elles sont connues dans la ligne n = 1. Répétant
ainsi ce processus, on peut alors déterminer tous les ¢ pour la valeur initiale cg-) (voir figure 1.13)

J
Deux questions surgissent: En premier, si Az et At sont rendus suffisamment petit, est ce que cy
approche la valeur ¢(jAxz, nAt) aux points de la maille dans un certain sens ? La seconde, quand on
garde Ax et At fixés, est ce que C7} reste t-il borner quand n — +00 quand j I'est uniformément

(dans un certains sens) ? Si la réponse de la premieére question est oui on dit que le schéma des
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T
n+1
Cj
n+1
tn
ch c"
t - J
n-1
At
ola b
Ax XH Xj )(i+1

FIGURE 1.13 — Domaine de discrétisation

différences finies est convergente. Si la réponse de la seconde question est oui, on dit que le schéma
est stable. On note que la seconde question s’intéresse vraiment au comportement de la solution
au probleme de discrétisation, la variable temps devient tres grande: la solution est-elle bornée ou
est ce qu’elle explose quand n — 4007 Il apparait que la question de la convergence est plus
pertinente. Cependant, on trouve que la stabilité est plus facile a vérifier. Heureusement il y a
un théoreme qui dit, en parlant rudement que si le probleme (différentiel) de la valeur initiale
est bien posé (il est intéressant de représenter la situation physique par exemple) et si on fait un
travail raisonnable de remplacer les dérivées par les différences finies, alors la stabilité implique la

convergence. La quantité
uAt

Az
joue un réle fondamental dans le schéma (1.51): si 0 < o < 1 alors le schéma numérique (1.51)
converge. Cependant, si o > 1 alors le schéma ne converge pas ie quand Ax et At deviennent tres
petits la solution de la différence finie développe de plus grandes oscillations.

En bref, le schéma est stable si 0 < o < 1 et instable si o > 1.

La formule explicite du schéma des différences finies peut étre étendue en général avec u(zx);
elle est sous la forme

(1.52)

(2

n+1 n ujAt At

G =G T A (¢} —ciq)— E(u] —uj_1)c} (1.53)

ol u; = u(jAx).

NB: La concentration d’une espéece chimique est toujours une quantité non négative. Cela peut
étre vu en (1.45): si initialement ¢y > 0 alors ¢ > 0 pour tout temps future. Cependant, ce résultat
peut ne peut nécessairement en approximation avec la formule (1.51). Il se peut que méme si ¢g > 0,
¢’ peut devenir négative pour quelques indices n,i. Bien sir, comme At et Az tendent vers 0, les
valeurs négatives des quantités ¢’ doivent tendre vers 0 quand le schéma est convergent.

Upwind scheme

On pose:
ct = % U, = u = constante et c, = % on a
=0 z = U= = By
¢ +uc, =0 (1.54)
c(t,0) = c(t, 1) (1.55)
¢(0,2) = g() (1.56)
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il vient:
9(0) =g(1) (1.57)
voir méme en valeur algébrique:

9'(0)=4'(1) (1.58)

On cherche une fonction g qui vérifie cette condition. Dans notre cas de D'advection
unidimensionnelle avec un champs de vent non divergent u > 0, une grille réguliere de pas Az
et un pas de temps At. Si on note o0 = u% le nombre de Courant, I’évolution de la concentration
du traceur pour la maille j est donnée dans le Schéma de Godunov par :

Cr_LJrl _.n

Cc. = 0—(07}7

: : " —ch) (1.59)

J

Quand l'on applique au rétro-traceur cx avec le vent —u, le schéma amont s’écrit:

"t = c;""'l = U(c;ﬂ'l — c}‘”“) (1.60)

Résultat

Dans I’équation d’advection (1.54) le signe de la constante u détermine si le transport de 1’espéce
se fait de z = 0 & © = 1 ou a l'inverse. Avec cette méthode, I'information qu’on a besoin pour
trouver le pas est assemblé et utilisé sur le schéma Upwind.

La discrétisation (n est le pas de temps, j pas d’espace) est:

n+1l n At (.mn _ .n .

c; = tux; (cj cj_l) st uAt >0
n+l n__ At(mn _ n :

c; = o —uz;(cfy—c}) si uAt<0

Et a cause du transport il y a deux discrétisations différentes. On pourrait imagine la méthode
Downwind (différence arriere), mais il n’est pas numériquement stable et en réalité c’est général
d’avoir de l'information d’avance dans le temps.

On note que la stabilité du schéma Upwind dépend de la condition du CFL (1.52):

ubt
Ax

| o |=] <1

Sur une grille avec N = 100, nombre de points dans ’espace et M = 700, nombre de points en
temps, prenons la fonction g(z) = sin(m*x). On simule ici le transport ¢; +uc, = 0 avec le schéma
Upwind.

Prenons x € [0,1] et ¢t € [0, T] avec la condition initiale ¢(x,0) = ¢o(x),

u=2 T=1,1=][0,1],

TTyo(1) =TT(1) = M

et
XXuw(1l) =22(1) = N,
tend —t 1
At = % et Ax = N
On a en annexe A un bout de code matlab qui nous a donné cette simulation.
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FIGURE 1.14 — simulation sous matlab de I’équation du transport linéaire (advection) avec T=1,
I =10,1], un vent de vitesse u = 2, Az = 0,01, At = 0,00142, 0 = 0,284 < 1: on a la stabilité du
schéma

ont x N

FIGURE 1.15 — simulation sous matlab de ’équation du transport linéaire(advection) avec T = 1,
I =10,1], un vent de Dakar avec une vitesse u = 6,Az = 0,01,At = 0,00142, ¢ = 0,852 < 1: on a
la stabilité du schéma

Orl x

FIGURE 1.16 — simulation sous matlab de I’équation du transport linéaire(advection) avec T=3,I =
[0,1], un vent uw = 10,4 (voir 1.2), TT(1) = 7000, XX (1) = 100: on a toujours la stabilité du
schéma.

Qntx v Zeill

FIGURE 1.17 — simulation sous matlab de I’équation du transport linéaire(advection) avec T=3,I =
[0,5], un vent u = 6, TT(1) = 700, XX (1) = 100, o > 1: on a un schéma instable
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1.9 Conclusion:

Dans ce chapitre on a un ensemble d’outils et d’analyses portant exclusivement sur la
modélisation de la pollution atmosphérique, et sur l’évaluation des modeles. L’objectif est de
fournir aux éventuels chercheurs qui vont s’intéresser dans ce domaine, un ensemble cohérent
d’informations leur permettant une utilisation opérationnelle des modeles, souvent relativement
simples, dédiés a la simulation des concentrations de polluants. Ce chapitre nous introduit dans la
these avec de notions de bases qui vont étre exploitées dans les prochains chapitres.
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Chapitre 2

Qualité de Pair a Dakar
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2.1 Introduction

Dans la plupart des grandes villes du monde, du fait d’intenses activités humaines liées au trafic
automobile et a la production industrielle, la qualité de 'air se détériore. Cela cause des problémes
environnementaux et des risques graves de santé pour les habitants . C’est dans ce cadre que Dakar,
une des grandes villes d’Afrique & forte densité humaine, développe des stratégies pour faire face
a cette dégradation. Dans ce chapitre de la theése, on présente Dakar avec ses cing stations de
surveillance des polluants. Le chapitre se termine par la genese de données sur I'indice de la qualité
de lair en vue de faire sa modélisation et prédiction les chapitres 4 et 5.

2.2 Présentation

Située entre les 17°10 et 17°32 de longitude Ouest et les 14°53 et 14°35 de latitude Nord, localisée
a 'extréme ouest du Sénégal, la région de Dakar est limitée a ’Est par la région de Thies et par
L’Océan Atlantique dans ses parties Nord, Ouest et Sud. Elle a une superficie de 550km? soit 0,28%
du territoire national. Depuis son érection en capitale de I’AOF, Dakar est une mégapole africaine
de plus de 3 millions d’habitants, qui concentre 25% de la population du Sénégal et 80% des
activités économiques [15, 16]. La région est restée une plaque tournante et sa position stratégique
a renforcé son rayonnement au plan culturel et politique. A ces fonctions culturelles, économiques
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et politiques viennent s’ajouter celles touristiques qui s’exercent dans un contexte géographique
particulierement favorable. Administrativement, la ville de Dakar est composée 19 Communes
d’arrondissement. Sur le plan physique, Dakar est une presqu’ile dont les caractéristiques ont

21 Dec 2006 - 26 Mar 2007

FIGURE 2.1 — Région de Dakar.

été décrites par Diaw et Mbow [15]. Au sud-est de la presqu’ile s’éleve le massif de Ndiass, qui
correspond a un bas plateau avec une altitude maximum de 95 m. Il présente un relief de collines
et de plateaux souvent cuirassés, couverts de litho-sols et de sols ferrugineux. Le long de la cote, les
buttes de gres rouges sont bordées par des falaises. Dans la région de Rufisque-Bargny s’étendent
des bas plateaux, dont la surface recoupe les calcaires et marnes éocenes. Sur ces terrains, des sols
calcimorphes bruns alternent avec des sols vertiques gris-noirs. La majeure partie de la presqu’ile
est occupée par des dunes continentales fixées (Ogolien). Ces anciens cordons dunaires, orientés NE-
SO portent des sols ferrugineux non lessivés. Sur ces dunes on note de fortes installations humaines
(Cambérene, Yeumbeul, Malika). Au niveau des dépressions inter dunaires apparaissent des sols
hydromorphes: ce sont les Niayes inondées par la nappe phréatique. Des dunes littorales vives ou
semi-fixées s’étirent le long de la cote nord. Ces dunes récentes et actuelles, a sols minéraux bruts,
ont isolé des lacs salés témoins de la derniere transgression. Ils sont bordés de cordons littoraux
et de sols holomorphes. La presqu’ile se termine a I'ouest par des reliefs volcaniques. Les buttes
des Mamelles, culminant & 105 m, sont les restes d’un plateau édifié au début du Quaternaire.
Des plateaux de laves basiques s’étendent autour et portent des sols vertiques. Les petits plateaux
du cap Manuel & Dakar et de I'ile de Gorée sont constitués de laves de la fin du Tertiaire. Tous
ces reliefs volcaniques forment une cdte rocheuse tres échancrée [15]. Nous ne pouvons finir ce
paragraphe sans dire un petit mot sur les vents qui jouent un role capital dans notre these. Il
faut noter que le vent est un principal facteur météorologique de la dispersion des polluants. A
Dakar, les vents dominants ont été majoritairement de nord avec une plus grande fréquence de
vitesses élevées, supérieures & 6 m/s (21 km/h). En mars 2012, les vitesses les plus fréquentes sont
comprises entre 7,56 & 14,7 km/h. Des vents plus forts (entre 4,7 km/h et 21,6 km/h) ont été
observés pendant ce mois (figure 2.2 ). Nous allons dans notre étude nous intéresser & la qualité
de I’air a la capitale Dakar chef lieux de la région de Dakar.

Le climat

Dakar bénéficie d’'un climat de type canarien qui subit fortement l’influence des facteurs
géographiques et atmosphériques. Par la présence d’une fagade maritime ceinturant presque toute la
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FIGURE 2.2 — Rose des vents & Dakar en mars 2012

ville, il est caractérisé, pendant une bonne partie de ’année, par un microclimat cotier marqué par
I'influence de I’alizé maritime. D’ou 'existence d’une fraicheur et d’'une humidité quasi permanente,
relativement forte de 'ordre de 25%. Toutefois, ’harmattan, alizé continental saharien, se fait sentir
faiblement en saison seche et au fur et a mesure que ’on s’éloigne des cotes.

La température varie entre 17°et 22 °Cde Décembre a Avril et de 22°4 30 °Cde Mai & Novembre
(saison des pluies).

Le régime des vents est marqué par l'influence prédominante de I’alizé. Ce dernier est issu de
I’anticyclone des Acores.

La pluviométrie est caractérisée par la durée relativement courte de I'hivernage (3 & 4 mois de
Juillet & Octobre) par rapport aux régions Sud du pays.

2.3 Centre de Gestion de la Qualité de I’Air

Le suivi de la qualité de 'air & Dakar est assuré par le Centre de Gestion de la Qualité de I’Air
(CGQA) qui a été inauguré le 17 mars 2010. Le CGQA dispose d’un laboratoire de suivi et de
controle des émissions atmosphériques. Il renseigne sur le niveau de pollution de l'air( suivi des
immissions) dans Dakar. Il est une entité de la Direction de I’Environnement et des Etablissements
Classés (DEEC) et dispose de cing stations de mesure dans la ville de Dakar. Ces stations fixes
sont complétées par un laboratoire mobile qui effectue des mesures dans des endroits ciblés.

Les missions du CGQA sont :
d’assurer la veille sur la pollution de ’air ambiant ;
d’évaluer les rejets de polluants a la source;
de favoriser la mise en place d’un observatoire de la qualité de air ;

d’informer le public sur ’état de la qualité de lair;

AN S e

de fournir des rapports sur la pollution de I’air pour une meilleure prise de décision.

L’équipe du CGQA est composée d’experts en modélisation, en informatique, en assurance et
controle qualité et de techniciens instruments.

2.4 Les stations et leur localisation

Pour suivre et évaluer la qualité de ’air a Dakar, cinq stations de mesure sont installés a travers
la ville. Il s’agit des stations de Médina, de Bel Air, de Yoff, de la Cathédrale (Bd République ) et des
HLM (voir figure 2.3) sont présentés ci-dessous. Dans les paragraphes suivants, nous présenterons
les cinq stations avec leurs caractéristiques.
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FIGURE 2.3 — les cinq stations de mesure de la qualité de ’air a Dakar

FIGURE 2.4 — Carte de la ville de Dakar avec les cing stations. Source : Google maps modifié par
C. Demay, 2011
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Station de Médina Elle est placée dans I’enceinte de I’hopital Abass Ndao. C’est une station de
type suburbain situé en bordure de route au niveau d’une intersection munie de feux rouges. Elle
est située entre le 14°41’14” et le 17°26’54” et mesure: le monoxyde de carbone (CO), les particules
de poussiere (PMjg), les oxydes d’azote (NOx) avec le dioxyde d’azote (NOs) et le monoxyde
d’azote (NO).

Station de Bel Air Située entre le 14°40°50” et le 17°25’58” et se trouve dans la zone portuaire
avec une grande partie des unités industrielles de la région de Dakar. C’est donc une station de
type industriel. Elle mesure essentiellement le dioxyde de souffre (SO5), les particules de poussiere
(PMip et PMs 5), les oxydes d’azote (NOx ) avec le dioxyde d’azote (NOs) et le monoxyde d’azote
(NO), et les BTX (Benzeéne, Toluéne, Xylénes, ...).

Station de Yoff La station de Yoff est une station de type régional située en bordure de ’océan
atlantique a 14°44’51” et 17°27°35”. Elle évalue la pollution de fond. Elle mesure principalement les
particules de poussiéres (P M), Uozone (O3), et les oxydes d’azote (NOx) avec le dioxyde d’azote
(NOs3) et le monoxyde d’azote (NO).

Station de HLM Elle est située a 14°42°37” N et 17°26’54” W et c’est une station de type
périurbain située en proche banlieue. Elle est dotée des analyseurs qui mesurent le dioxyde de
souffre (SOz), les oxydes d’azote (NO,) avec le dioxyde d’azote (NO3) et le monoxyde d’azote
(NO), lozone (O3), et les particules de poussieres (PMjp). Elle mesure aussi les parameétres
météorologiques: température, humidité relative, radiation nette, pression, vitesse et direction du
vent.

Station de la Cathédrale ou Boulevard de la République Elle est & 14°40°14” N et 17°26°11”
W. Elle est de type urbain et est placée en plein centre ville, en bordure de route. Elle est munie
des analyseurs qui mesurent le monoxyde de carbone (CO), le dioxyde de souffre (S0O2), les oxydes
d’azote (NOz) avec le dioxyde d’azote (NOs) et le monoxyde d’azote (NO), 'ozone (Os), les
particules de poussieres (PMjo et PMy 5).

2.5 Les Polluants

Un polluant désigne un agent physique, chimique ou biologique qui provoque une géne ou
une nuisance dans le milieu liquide ou gazeux. Au sens large, le terme désigne des agents qui
sont & l'origine d’une altération des qualités du milieu, méme s’ils y sont présents a des niveaux
inférieurs au seuil de nocivité. Du fait de leur nombre élevé dans I’atmosphere seuls quelques uns
sont suivis par le CGQA. En effet, ils sont représentatifs des types de pollution (fixe, mobile ou
surfacique) d’une part et d’autre part, leurs effets nuisibles pour I'environnement et/ou la santé
ont été démontrés. Les polluants sont les indicateurs de pollution atmosphérique et font ’objet de
réglementations. Dans ce qui suit on présentera les polluants atmosphériques suivis par les CGQA
et leurs effets sur la santé et ’environnement.

2.5.1 Le S0, Dioxyde de soufre

Leurs émissions proviennent de la teneur en soufre des combustibles comme le gazole, le fuel, le
charbon... Elles sont émises dans ’atmospheére par les cheminées des usines, les centrales thermiques.
Ces émissions proviennent faiblement du secteur automobile Diesel.

2.5.2 Particulate Matter (PM)

Les PM, en anglais Particulate Matter, sont les particules en suspension dans I'air. Le CGQA
mesure les PMyo (particules de diametre inférieur 10pum ) et les PMy 5 (particules de diametre
inférieur 2, 5um ). Les émetteurs de ces particules a Dakar sont le transport routier, les combustions
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industrielles, I'incinération des déchets et certains phénomenes naturels. Les P M3 5 progressent plus
profondément dans I’appareil respiratoire. Selon leur taille (granulométrie), les particules pénétrent
plus ou moins profondément dans ’arbre pulmonaire. Les particules les plus fines peuvent, & des
concentrations relativement basses, irriter les voies respiratoires inférieures et altérer la fonction
respiratoire dans son ensemble. Elles ont des propriétés mutagenes et cancérigenes. Les effets de
salissure des batiments et des monuments sont les atteintes a ’environnement les plus observées.

2.5.3 Les NO,, Oxydes d’azote

Les oxydes d’azote désignent principalement le monoxyde d’azote (NO) et le dioxyde d’azote
(NOs). Le NO se forme lors de réactions de combustion & haute température, par combinaison du
diazote (N3) et de 'oxygene atmosphérique (Os). Il est ensuite oxydé en dioxyde d’azote (NOs).
Les sources principales sont les transports (routiers, maritime et fluvial), 'industrie, 'agriculture.
Les NO, sont émis aussi a 'intérieur des locaux ou fonctionnent des appareils au gaz tels que
gaziniéres, chauffe-eau, etc.

Les moteurs diesel en rejettent deux fois plus que les moteurs a essence catalyses. Mais la plupart
des véhicules au Sénégal ne sont pas équipés avec des pots catalytiques pour réduire ces rejets. Le
(NO) émis par les pots d’échappement est oxydé par 'oxygene et se transforme en dioxyde d’azote
(NO,).

Le NOs est un gaz irritant pour les bronches. Chez les asthmatiques, il augmente la fréquence
et la gravité des crises. Chez 'enfant, il favorise les infections pulmonaires. Le NOs participe
aux phénomenes des pluies acides, a la formation de ’ozone troposphérique, dont il est I'un des
précurseurs, a ’atteinte de la couche d’ozone stratosphérique et a 'effet de serre.

2.5.4 O3, 'ozone

C’est un gaz contenant trois atomes d’oxygene dans chaque molécule. Présent dans la haute
atmosphere, il protege la Terre de la majorité du rayonnement ultraviolet du soleil. Dans la basse
altitude, ce gaz est nuisible lorsque sa concentration augmente fortement. Cette réaction s’observe
entre le dioxyde d’azote et les hydrocarbures. Elle est produite lors d’un fort ensoleillement,
températures élevées, phénomene d’inversion de température, faible humidité et absence de vent.
La nuisance de I’ ozone s’observe au niveau de la muqueuse et peut entrainer une diminution
de la fonction respiratoire, particulierement chez les personnes sensibles (personnes ayant une
insuffisance respiratoire, personnes agées, ...). L’ozone a également un effet sur les végétaux
(nécroses, altération de la croissance), entrainant notamment des pertes de production agricole.
Il contribue en outre a leffet de serre. C’est un polluant d’origine anthropique généré par les
activités humaines.

2.5.5 Le CO, Monoxyde de carbone

Gaz inodore, incolore et inflammable, le monoxyde de carbone (CO) se forme lors de la
combustion incompléte de matiéres organiques (gaz, charbon, fiouls, carburants, bois). son rejet est
issu principalement du trafic automobile. Des taux importants de CO peuvent étre rencontrés quand
un moteur tourne au ralenti dans un espace clos. En cas de mauvais fonctionnement d’un appareil de
chauffage domestique, des teneurs élevées en CO peuvent étre relevées dans les habitations. Le CO
se fixe a la place de I'oxygene sur I’hémoglobine du sang, conduisant a un manque d’oxygénation de
lorganisme (coeur, cerveau, etc). Les premiers symptomes sont des maux de téte et des vertiges. Ces
symptomes s’aggravent avec 'augmentation de la concentration de CO (nausée, vomissements...)
et peuvent, en cas d’exposition prolongée, aller jusqu’au coma et a la mort. Le CO participe aux
mécanismes de formation de I’ozone troposphérique. Dans 'atmosphere, il se transforme en dioxyde
de carbone C'O5 et contribue a 'effet de serre.
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2.5.6 Les BTX, Benzéne, Toluene Xylene

Les BTX entrent dans la composition des carburants mais aussi de nombreux produits courants
: peintures, encres, colles, solvant, etc. Les composés organiques volatils (COV) comprennent
notamment Aldehydes, Cétones et Hydrocarbures Aromatiques Monocycliques (HAM) tels que les
BTX. Parmi les COV, les BTX font, en raison de leur volatilité importante et du risque sanitaire
qu’ils entrainent, ’'objet de suivis importants pouvant aller jusqu’a la mesure en continu. Les risques
sanitaires vont d’une certaine gene olfactive a des effets mutagenes et cancérigenes, en passant par
des irritations diverses et une diminution de la capacité respiratoire. Les COV jouent un role majeur
dans les mécanismes complexes de formation de I'ozone dans la basse atmosphere (troposphere).
Ils interviennent également dans les processus conduisant & la formation des gaz a effet de serre et
du "trou d’ozone”.

Les composés organiques volatils sont libérés lors de I’évaporation des carburants (remplissage
des réservoirs), ou par les gaz d’échappement.

Ils sont émis majoritairement par le trafic automobile, le reste des émissions provenant de
processus industriels et éventuellement d’usage domestique de solvants.

Le plomb n’est pas suivi et n’est plus un indicateur de la pollution automobile, car il a été
supprimé de l’essence depuis 2005.

2.6 La surveillance

La pollution atmosphérique est un probléeme de santé publique. Cela fait que ’air est sous
surveillance. La surveillance consiste a mettre en ceuvre les techniques et protocoles imposés par
les autorités, a défaut ceux reconnus par la profession ou validés par les associations de qualité de
Pair. Elle vise a mesurer, estimer, comparer et prévoir les niveaux de pollution a différents points
de Dakar.

Les effets néfastes de la pollution atmosphérique ont été mis en évidence par des études
épidémiologiques. Ils sont cohérents avec les études toxicologiques méme si ’ensemble des
phénomenes physiopathologiques n’est pas encore expliqué [17]. On distingue deux types d’effets:

1. les effets a court terme, de type cliniques, fonctionnels ou biologiques, qui se manifestent dans
des délais brefs (quelques jours & quelques semaines) suite & des variations journalieres du
niveau des polluants atmosphériques;;

2. les effets a long terme, qui peuvent survenir aprés une exposition chronique (plusieurs mois
ou années) et qui peuvent entrainer une surmortalité et une diminution de l'espérance de vie.

Dans le tableau B.1 de I’ annexe, on a les principaux polluants atmosphériques surveillés par les
AASQA (Associations Agréées Surveillance Qualité de I'Air), leurs principales sources et leurs
effets néfastes sur la santé.

2.7 L’Indice de la Qualité de ’Air (IQA ou iqa)
Définition et mode de calcul

D’apres le dictionnaire LAROUSSE (http://www.larousse.fr/dictionnaires/francais/
indice/42580) un indice est un objet, un fait, un signe qui met sur la trace de quelque chose.
Donc nous pouvons définir I'indice de la qualité de I’air comme un objet, un fait ou un signe qui
nous met sur la trace de la qualité de Iair. Un indice de la qualité de ’air est un indicateur de qualité
de Dair permettant de synthétiser différentes données en une valeur simple. D’apres la Fédération
ATMO France, il existe deux indices de qualité d’air différents selon la taille de ’agglomération:

1. lindice ATMO: pour les agglomérations dont la population dépasse 100 000 habitants ;
2. T'indice iqa: pour les agglomérations de taille inférieure a 100 000 habitants.

L’indice ATMO est déterminé a partir des concentrations de quatre polluants: le dioxyde soufre
(S03), le dioxyde d’azote (NOs3), l'ozone (O3), le monoxyde de carbone (CO) et les particules
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en suspension inférieur & 10 micrometres (PM,,). A chaque polluant correspond un sous-indice
calculé a partir des concentrations mesurées. Ces sous-indices sont calculés a partir de la moyenne
des maxima horaires pour le SOz, NOy, O3 et CO et de la moyenne des moyennes horaires sur
pour les PM;o. L’indice ATMO est le plus élevé des sous-indices par polluant et par station.

L’indice iqa est un indice ATMO simplifié, il peut étre calculé a partir d’un, deux, trois, quatre

ou cing polluants. C’est un chiffre associé & un qualificatif (0-50 bon, 51 & 100 moyen, 101-200
mauvais et supérieur a 200 trés mauvais). c’est ce qu’on appelle les 4 classes de I'indice. L’indice de
la qualité de lair (noté iqa ou IQA dans certains ouvrage) est évalué en comparant les niveaux de
concentration de chaque polluant avec la valeur de référence de la norme sénégalaise [18]. Les valeurs
limites d’immission de polluants ont été établies par 1’Association Sénégalaise de Normalisation.
Pour évaluer la qualité de ’air globale pour une station de surveillance particuliere, un indice est
calculé pour chaque polluant mesuré et le maximum est considéré comme I’indice de qualité de I'air
pour cette station de surveillance, car il représente le mauvais des polluants mesurés. Cet indice est
déterminé a partir des niveaux de pollution mesurés au cours de la journée par les cinq stations,
caractéristiques de la pollution générale de I'agglomération de Dakar. Il integre les principaux
polluants atmosphériques, traceurs des activités de transport, urbaines et industrielles:

— Les poussieres: PMig et PMs 5 (liées aux poussieres désertiques, au trafic automobile, au
chauffage et aux activités industrielles, mais aussi aux réactions chimiques dans I’atmosphere
et aux transferts de pollution sur de grandes distances) ;

— L’ozone est le résultat de réactions chimiques, sous l'effet du rayonnement solaire, entre
principalement les oxydes d’azote (NO,) et les composés organiques volatils (COV :
hydrocarbures, solvants, ---). Du fait du role joué par le soleil, les pics d’ozone surviennent
principalement en saison seche (I’été) : un fort ensoleillement et des températures élevées
conduisent a des concentrations élevées d’ozone dans l’air ambiant ;

— Le dioxyde de soufre SOy (d’origine industrielle) ;

— Le dioxyde d’azote NOs (lié aux transports, aux activités de combustion et de chauffage) ;

— le monoxyde de carbone (lié essentiellement au trafic routier, gaz d’échappement des
véhicules).

Parmi les utilisateurs de ce systéme (iqa), I’Agence Américaine de Protection de ’Environnement
(USEPA) a développé un iga pour cing principaux polluants, cités ci-dessus, réglementés par la loi
sur la qualité de Dair. Pour chaque polluant, 'USEPA a déterminé des standards pour protéger
contre les effets sanitaires.

Comment fonctionne ’iqa ?

D’apres le CGQA [19], par exemple, une valeur de iga de 50 représente une bonne qualité de lair
et un faible potentiel d’impact négatif sur la santé, alors qu'une valeur de iqa de 300 représente
un air de tres mauvaise qualité. La valeur de 100 correspond globalement au standard pour un
polluant en-dessous duquel la santé des populations est préservée. Ainsi, des valeurs inférieures a
100 sont satisfaisantes. Quand les valeurs sont supérieures a 100, la qualité de I'air affecte d’abord
la santé des populations sensibles, puis celle de tout le monde quand l'iga devient plus élevé.

Au Sénégal, le Centre de Gestion de la Qualité de I’Air a adopté quatre classes de l'iqa et
chaque classe correspond a un niveau d’impact sanitaire selon le groupe de population.

Les classes de I'TQA

Les classes de I'iga sont symbolisées par les couleurs suivantes: le vert, le jaune, I'orange et le
rouge.
: rien a signaler. L’IQA est satisfaisant et la pollution de Iair pose trés peu ou pas
de risque sanitaire.

: Iiga est acceptable. Toutefois, pour certains polluants, il peut y avoir de
légers risques sanitaires pour un nombre limité de personnes. Par exemple, les personnes qui ne
sont pas d’habitude sensibles & ’ozone pourraient manifester quelques symptomes.

: Certains groupes de personnes sont particulierement sensibles aux effets
nocifs de certains polluants. Ceci signifie qu’ils sont susceptibles d’étre affectés pour les plus basses
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valeurs que le grand public. C’est le cas pour les enfants et les adultes en activité a I'extérieur. Les
personnes atteintes de maladies respiratoires sont soumises a un risque élevé en cas d’exposition a
I'ozone, alors que les gens atteints de maladies cardiaques le sont en cas d’exposition au monoxyde
de carbone. Avec des valeurs d’iga entre 150 et 200, tout le monde peut commencer a sentir des
effets sanitaires qui sont plus sérieux chez les gens des groupes sensibles.

Trés mauvais (rouge) : Des valeurs d’IQA supérieures a 200 déclenchent une alerte sanitaire,
car chacun peut ressentir de sérieux effets sur la santé. Avec des valeurs d’iga supérieures a 300,
toute la population est affectée. L’alerte générale doit étre déclenchée et des mesures d’urgence
doivent étre prises.

2.8 Données

Genese des données de l’'iqa

Nous disposons d’'une base de données historiques sur I'iqa pendant la période allant du 1°"
janvier 2010 au 31 décembre 2013. Les données proviennent des cing stations de mesures dans la
ville de Dakar. Ces cinq stations sont équipées des analyseurs d’air. Chaque analyseur est doté
d’une pompe lui permettant d’aspirer I'air ambiant et de mesurer les concentrations des polluants
qui s’y trouvent. Les résultats sont transmis aux SAM-SK2 (Systéeme d’acquisition de mesure de
type SK2). Au niveau des SAM-SK2, par un systéme de connexion ADSL, les données arrivent
chaque quart d’heure au laboratoire du CGQA. A partir du serveur XAIR qui abrite le logiciel
Xair-Premium, elles sont converties en fichier excel puis texte et transmises au serveur Airquis. Ce
dernier, qui exécute le logiciel du nom Airquis,- - -, effectue le calcul de liqa. C’est ainsi que sont
obtenues les données qui feront I'objet de notre étude. Nous allons présenter chaque station avec
les données obtenues puis nous allons faire une étude sur l'iqa a Dakar au cours de la période de
2010 a 2013.

L’iga a Dakar Période 2010 a 2013

Dans le tableau suivant, nous présentons l'indice de la qualité de I'air sur la période de 2010 a
2013. C’est un tableau de moyennes mensuelles de 'iqa.

Année Jan Fev Mars Avril Mai Juin Juil Aofit Sept Oct Nov Dec
2010 90 74 107 57 78 50 41 38 34 49 66 47
2011 80 107 68 62 51 43 49 39 37 65 60 127
2012 137 130 146 76 75 52 43 37 34 35 37 76
2013 107 100 57 59 59 45 36 31 32 26 50 93

Nous constatons que les périodes les plus polluées a Dakar se situent au début et a la fin de
I’année. Pour I’année 2011, nous remarquons que les pics de pollution ont commencé a partir de
décembre et se poursuivent jusqu’au mois de mars 2012. Nous sommes au dessus de 100 pendant
cette période. C’est une période ou l'iqa bascule de la classe "jaune” a la classe "orange” et de classe
“orange” a la classe "rouge”. Nous allons voir en profondeur ce qui passe pendant cette période. Les
périodes concernées par les pics de pollution sont la fin 2011 et le début 2012 comme nous pouvons
I’observer dans le tableau ci-apres:

Annee Jan Fev Mars Avril Mai Juin Juil Aout Sept Oct Nov Dec
2011 80 107 68 62 51 43 49 39 37 65 60 127
2012 137 130 146 76 75 52 43 37 34 35 37 76

Voici un apercu sommaire sur les données brutes de 'iqa pendant notre période d’étude:

ler 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Decl11l 112 114 101 84 72 114 106 101 117 79 198 185 243 161
Janl2 76 176 172 192 196 162 124 108 145 99 97 97 98 141
Fevi2 120 102 76 90 151 251 358 326 194 104 103 112 84 65
Marl2 125 249 266 238 188 219 171 98 204 322 271 275 166 136
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FI1GURE 2.5 — Courbe des quatre mois les plus pollués de la période allant de 2010 a 2013: Décembre
2011, Janvier 2012, Février 2012 et Mars 2012.

Nous pouvons observer graphiquement comment évolue 'iqa pendant cette période par la Figure
2.5. Nous remarquons que les différentes classes de 'iqa sont franchies.

Par analyse des données sur l'iqa, nous constatons que le mois de Mars 2012 est le mois le
plus pollué sur la période de notre étude. Au cours de ce mois la qualité de l'air est mauvaise a
Dakar. Notre affirmation sur la mauvaise qualité de 'air & Dakar durant le mois de mars 2012 est
conforme avec le bulletin mensuel du CGQA de mars 2012[20] Les PMjg et les PM> 5 ont dépassé

IQA BelAir  Bd République _ Médina HLM  Yoff
(Male 10) (Hap. Abass Ndao)

Bon 3 0 3 1 -

Moyen 3 2 7 s

Mauvais 10 9 11 10 =

FIGURE 2.6 — Etat de la qualité de I'air de Dakar en mars 2012[20].

les valeurs limites fixées par la réglementation sénégalaise et les recommandations de I’OMS. La
qualité de lair a été mauvaise dans I’ensemble avec 43% des indices qui ont été mauvais, 23%
moyens et seulement 7% bons [21].

I faut noter que les données sur la température, la vitesse du vent, 1’humi-
dité, le point de rosé, les précipitations, le niveau de mer sont fournies par le
site http://www.wunderground.com/history/airport/G00Y/2013/1/1/CustomHistory.html?
dayend=31&monthend=12&yearend=2013&req_city=NA&req_state=NA&req_statename=NA.

2.9 Conclusion

Le chapitre nous a permis de faire un état de lieux sur la qualité de ’air dans Dakar au cours
de la période 2010 a 2013. Cela permet d’affirmer que le mois de Mars 2012 est le mois le plus
pollué de cette période. En perspective, il nécessaire d’analyser la situation météorologique de cette
année et voir celle du mois de mars 2012 et puis trouver le polluant responsable de la dégradation
de la qualité de I'air dans Dakar pendant cette période. Les données sur 'indice de la qualité de
Iair dans Dakar étant disponibles, nous allons procéder a sa modélisation et prédiction. Mais avant
cela, le chapitre 3 suivant nous présente quelques outils d’optimisation nécessaires pour ce travail.
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Chapitre 3

Outils d’Optimisation
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3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de présenter les outils mathématiques de base qui seront utilisés dans
les chapitres 4 et 5 dans notre démarche de modélisation et prédiction de l'indice de la qualité de
I’air dans Dakar. Le chapitre s’oriente particulierement vers ’optimisation sans contrainte étayée
par les moindres carrés. Mais avant de poursuivre ce chemin, on donne quelques définitions :

Définitions

L’optimisation c’est ’ensemble des techniques permettant de chercher les minima
ou les maxima de fonctions ou de fonctionnelles. Elle intervient dans pratiquement
tous les processus de modélisation actuels. Qu'il s’agisse de problemes directs (ajustement de
données, controle optimal, résolution de systémes linéaires par moindres carrées, etc .) ou inverses
(identification de parametres, controle des frontieres libres etc.), il est rare qu’un probleme
d’optimisation plus ou moins complexe n’intervienne pas a un stade donnée de la modélisation
et/ou de la simulation.

Un modele tel que considéré dans ce chapitre, est une construction mathématique utilisée pour
représenter certains aspects significatifs de problemes du monde réel. Il y a beaucoup de types
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différents de modeles mathématiques, mais nous nous focaliserons dans cette partie de la these sur
les modeles d’optimisation. Mais qu’est ce qu'un probléme d’optimisation ?

Un probléme d’optimisation en mathématique (ou probléeme de programmation mathéma-
tique) consiste & trouver, parmi un ensemble donné, un élément (pour nous ici un vecteur de RP
mais ce peut étre aussi un vecteur d’entiers, une fonction, ...) minimisant ou maximisant une
fonction donnée de cet ensemble sur R.

En Bref, optimiser revient & rechercher parmi un ensemble C' de choix possibles le meilleur (s’il
existe!). Si J est une application d’un ensemble E dans F' . Considérons le probléme (P) défini
par:
minJ (z)

P
(P) reCCEFE

Nous avons a pouvoir comparer 2 choix et donc avoir une structure d’ordre sur ’ensemble F'.
Généralement on prend toujours F' = R. Suivant les domaines d’applications :

— E s’appelle I'ensemble des stratégies, des états, des parametres, l’espace des variables ! ;

— C est I’ensemble des contraintes? ;

— J est la fonction cofit, économique ou le critere, 'objectif 3.
Une fois le probleme bien défini, il se pose deux questions. La premiere est de savoir si (P) admet
une solution. Si la réponse est positive, il nous faut trouver la ou les solutions. Suivant la nature
de I'ensemble F les réponses sont plus ou moins faciles. Si E est fini, I’existence de solution est
évidente, mais le calcul est difficile si le nombre d’ éléments est grand. Par contre si £ = R™ ou
est de dimension infinie (probleme de la brachistochrone, le probléme de transfert orbital® ) la
question de D'existence de solution est moins triviale, mais si les fonctions sont dérivables il est
"plus” facile de calculer la solution.

Le probleme d’optimisation peut aussi se présenter sous la forme [29] :

») z* el
J(x*) = xlngJ(x)
ou J : E — R étant une application et C C E.

On dit que J est sous la contrainte x € C.

Si C' = F on a un probléme sans contrainte. En remplagant J par —J on transforme un probleme
de minimisation en un probléme de maximisation.

Un point z* est un minimum local de J sur C §'il existe un voisinage V de x* tel que
J(z*) < J(z) pour tout z € C(V. Un point z* est un minimum local strict de J sur C §'il
existe un voisinage V' de z* tel que J(z*) < J(z) pour tout x € CV, z = z*.

Une suite (2, )nen de points de C' est une suite minimisante si ngr-lr-loo J(xy) = £I€1£J($)

Une telle suite existe toujours, par définition de inf, par contre on ne sait rien au sujet de sa
convergence éventuelle.
La résolution du probleme (P) nous impose des interrogations suivantes :
— L’existence de 12?J J(x): J est-il borné inférieurement ?
xT

— L’infimum est-il atteint dans C'? Autrement dit existe t-il * € C vérifiant J(z*) = mirclJ ()7
€

— L’unicité de x*: comment se présente la taille de ’ensemble des solutions ?

— Comment peut-on caractériser z*? ie peut-on trouver des conditions nécessaires pour
caractériser un minimum ?

Exhiber un algorithme d’optimisation pour déterminer les solutions de (P)

1. Les variables représentent les composantes du modele qui peuvent étre modifiées pour créer des configurations
différentes.

2. Les contraintes représentent les limitations sur les variables.

3. Le terme "bjectif” vient du fait que 'objectif est d’optimiser cette fonction.

4. Le probleme de la brachistochrone fut posé par Jean Bernoulli en 1696 et est considéré comme le probleme
fondateur du calcul des variations.

5. L’objectif de ce probléme est de trouver une loi de commande du moteur qui réalise le transfert et qui minimise
le temps de transfert. C’est un probleme de contréle optimal et I'inconnue est la commande
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Répondre a ces interrogations nous pousse a voir

i la structure de F : espace vectoriel, muni d’une norme, d’un produit scalaire, de dimension finie
ou infinie, ...
ii les propriétés de C' (| E : fermé, borné, convexe,. . .
iii les propriétés de J : E — IR : continuité, différentiabilité, convexité,. ..
Dans les sections qui suivent on va donner quelques éléments de réponse a ces questions. Avant de
répondre a ces interrogations voici quelques problemes types d’optimisation :
— calcul d’une trajectoire de rentrée dans I’atmosphere d’une navette
— déménageur de Piano,
— sac a dos, bibliothécaire, emploi du temps,
— voyageur de commerce, . ..
On a dans ce qui suit un exemple appliqué a la modélisation et prédiction de I'indice de la qualité
de l’air dans Dakar:

Exemple 3.1.1. y désigne ici 'indice de la qualité de l'air dans la ville de Dakar. y est une
variable aléatoire dépendant linéairement de n variables aléatoires x1, ..., Ty (

Y': indice de la qualité de l'air (nombre sans unité); xy température mazimale (en degré Celsius),
xo point de rosée (en degré Celsius), x3 humidité mazimale (%) ; x4: pression mazimale au niveau
de la mer (hPa), x5 visibilité maximale (km), x¢ vitesse mazimale du vent (Km/h), x7 niveau de
précipitation (mm), etc.), selon la relation :

y=Po+Bix1+ foxa + ... + Pun = ¥ _ Bi; (3.1)
i=0

On cherche, les coefficients By, 51,. .., Bn (coefficient de régression). Pour cela on effectue p
observations (ou mesures) portant sur les variables z; et y; on note Y = [y1,¥a,. .., yp] le vecteur
des valeurs observées de y et X = [z;;],i = 1,...,n,7 = 1...p, la matrice observée: z;; est la
j — iéme observation de la variable x;. Le probleme d’identification des parametres 3 se formule
alors de la maniere suivante:

P n
min i — + i1i3)) 3.2
(BosB1 - € R +1 ;[yﬂ (Bo ;5 i)l (3.2)

On revient sur le probléme en détaille dans le prochain chapitre.

Classification
Considérons notre probleme d’optimisation (P) suivant :

minf(x)
®) {x ceCCE

Suivant la nature des ensembles C et E et de la fonction J nous avons différentes classes de
probléme d’optimisation. La figure 3.1 donne une classification des problemes d’optimisation.

3.2 Rappels
Espace vectoriels normés
Dans tout ce qui suivra E désigne un espace vectoriel réel.

Définition 3.2.1. Une distance sur E est une fonction d : E x E — R vérifiant les conditions
suivantes pour tous x,y,z dans E :

(1) d(z,y) =0, si et seulement si x =y, (identité des indiscernables) ;
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F1cURE 3.1 — Classification des problemes d’optimisation.

(ii) d(z,y) = d(y,x), (symétrie);
(iii) d(z,2) < d(z,y) +d(y, z), (inégalité triangulaire).
Le couple (E,d) est appelé un espace métrique.
Une suite (z,,) dans un espace métrique est dite suite de Cauchy si pour tout € > 0 il existe

un N € N tel que Vn,m > N on a d(x,,zm,) < €. On rappelle que dans un espace métrique toute
suite convergente est de Cauchy.

Définition 3.2.2. Un espace métrique (E,d) est complet, si toute suite de Cauchy de E a une
limite dans F.

Définition 3.2.3. On appelle norme sur E, une application x — ||z|| de E dans R+ vérifiant
les propriétés suivantes:

(1) VeeE:|z]|=0&2=0g

(2) Vz e EsVA e R : ||Az| = [A][|z]|

(3) Y(z,y) € EXE: [lz+yll < [lz] + [lyll

Exemple 3.2.4. On définit sur E =R", pour x = (z1,...,2z,) € R" les normes suivantes:
n n
1
el = 2l el = (i), e = o
1= 1=

On a les inégalités classiques suivantes:
Vz € R" : ||z]loo < [lzllz < 2l et [lz]ls < Vnllz]l2 < nllz)lw. (3.3)

Exemple 3.2.5. Soit E = C([a,b],R), l'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur
Vintervalle [a,b] (dim(E) = co). Pour tout f € E on définit les normes suivantes:

b b
9= [ V@it I5le= ([ P05l = masl o)
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On a les inégalités® ci-dessous :
VieE:|fli<Vb—alfllz<(b—a)lfl (3.4)

Un espace vectoriel normé (e.v.n) est un espace vectoriel muni d’une norme.

Etant donné un e.v.n (B, ||.||), on peut définir une distance sur E par d(z,y) = ||z — y||.
La distance d est dite induite par la norme || - ||.

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Proposition 3.2.6. Les applications E x E — E RxE—FE FE-—Ry
(z,y)—axz4+y. (ANz)— Xz  z+— |z]
sont continues

Proposition 3.2.7. Soient (E, ||.||g) et (F.|.||F) des e.v.n., ® : E — F une application linéaire,
alors
® est continue <= Je > 0,Vz € E: ||(z)||r < ¢|z|

Proposition 3.2.8. Soient (E,|.|g) et (F,||.||[r) des ew.n”. On note L(E,F) I’ ev des
applications linéaires continues de E vers F'.

Pour f € L(E,F) on pose ||f|| = sup ||f(z)||F. Alors:
lzllp<1

(1) f— |/l est une norme sur L(E,F);
(i) Ve e E: || f(@)|r <[fllz]e;

(i) Ifll= sup (f(@)|r= sup |f(z)|lr= sup
lz[|p<1 lzllz=1 z€E,2#0Ep

Lf (@)l e

[

Application: Sidim FE = n et dim F' = m alors application linéaire f : E — F est représentée
par une matrice A de m lignes et n colonnes, on peut alors définir une norme de matricielle par :

Ax
Al = sup | Aole = sup |Azlr (3.5)

z||p= r€EE,x#0g ”‘THE .

Proposition 3.2.9. Espace dual
Soit (E, ||.|g) un e.v.n. On note E' = L(E,R) l’e.v. des formes linéaires continues sur E, alors
: Une forme linéaire f € E’ si et seulement si ker f est fermé dans E. E’ est appelé le dual de E.

Espace vectoriels normés de dimension finie

Proposition 3.2.10. Soit (E,||.||) un e.v.n. de dimension finie n, soit {e1,...,en} une base de
E. Alors Uapplication @ : (R™,||.||s0) — (E,.) est une bijection continue.

n
Ay, Oy — E (671
=1

De plus @' est aussi continue, ® est donc un isomorphisme topologique de R™ sur E.
L’isomorphisme de ® est a l'origine de nombreux corollaires suivants qui facilitent la manipulation
des e.v. de dimension finie.

Corollaire 3.2.11. Sur un e.v. E de dimension finie toutes les normes sont équivalentes :

Jer,c ERZ Vo € B eyl < ||| < ol (3.6)
Deux normes ||.|| et ||.||" qui vérifient 'équation (3.6) sont dites équivalentes.
6. On a pas les inégalités inverses car pour n > 2, posons, pour z € [0, %], fn(z) = —2n2z+2n et pour x € [%, 1],

fn(x) =0. Alors || fr]l1 =1 et || fn]|lcc = 2n, Pon ne peut pas avoir || frllc < c||fnll1
7. e.v.n = espace vectoriel normé.
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Corollaire 3.2.12. Soit (E,||.||) un e.v. normé de dimension finie, alors E est complet.

Corollaire 3.2.13. Soient (E, ||.|g) et (F,|.||r) des e.v.n., on suppose que E est de dimension
finie. Alors toute application linéaire de E dans F est continue.

Proposition 3.2.14. Soit (E, ||.||) un e.v.n., F' un sous-espace vectoriel fermé dans (E, ||.||) et W
un sous-espace vectoriel de dimension finie. Alors W + F' est un sous-espace vectoriel fermé dans

& -ID-
Corollaire 3.2.15. Soit W un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un e.v.n. (E,|.|]), alors
W est fermé dans (E,||.|)-

Espaces euclidiens. Espaces de Hilbert

[30]

Soit F un e.v. réel et ¢ : E x E — R une forme bilinéaire symétrique, i.e.
L Y(z,y) € E? : ¢(z,y) = ¢(y, 2);

2. V(x1,22,y) € B> V(A1, A2) € R?: p( M1 4 Ao, y) = Mid(w1,y) + Ao (22, 9) ;
3.

V(@,y1,y2) € B°,Y(pn, p2) € R? 2 d(a, puyn + payz) = 1w, y1) + pad(x, y2)
On dit que ¢ est positive ou semi-définie positive si : Vo € E : ¢(z,z) > 0.
On dit que ¢ est non dégénérée si: Ve € F: ¢p(x,2) =0<= 2 =0Of .

Si ¢ est positive et non dégénérée, on dit que ¢ est définie positive.

Définition 3.2.16. Une forme bilinéaire symétrique définie positive ¢ est appelée produit
scalaire sur E. L’application x — ¢(x,x) définit alors une norme sur E. On note ¢(x,y) =
(z,y) ou (z/y) et (z,2)=|z|*.
Définition 3.2.17. — Un e.v. E, muni d’un produit scalaire (.,.) est un espace préhilbertien.
— Un espace préhilbertien (E,({.,.)) est un espace de Hilbert s’il est complet pour la norme
associée (., .).
— Un e.v. E de dimension finie, muni d’un produit scalaire {.,.) est un espace euclidien.

Exemple 3.2.18. Soit E = R", pour x = (z1,...,%,), ¥y = (Y1, .- .,Yn) € R™ on définit :

n n
(@)=Y ziyi (z,2)=) af =
i=1 i=1

(R™,(.,.)) est un espace euclidien.

3.3 Théoreme de la projection

Introduction

Le théoreme de projection sur un convexe fermé est un outil fondamental de la théorie des
espaces de Hilbert. Grace a ce théoréeme nous déduirons la structure du dual d'un espace de
Hilbert et nous serons en mesure de construire l’adjoint d’une application linéaire continue entre
deux espaces de Hilbert.

Définition 3.3.1. Ensemble convexe
Soit E un e.v. réel et K C E, K est dit convexe si et seulement si

V(z,y) € K2Vt €[0,1] it + (1 —t)y € K. (3.7)

Définition 3.3.2. Fonction conveze
On dit qu’une fonction J : K C E — R|J{+o0} est convexe si K est conveze et si

Y(z,y) € K x K,¥t € [0,1], J(tz + (1 — t)y) < tJ(x) + (1 —t)J(y)
J est strictement convexe si :

V(z,y) € K x K(x #1y),Vt €]0,1[, J(tz + (1 — t)y) < tJ(z) + (1 —¢)J(y)
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Exemple 3.3.3. Fonctions convexes et strictement convexes
1. J(z) = ||z||* est conveze.

2. Toute application affine ie de la forme
J(x) = (b,z) + B,

ou b et x sont des éléments de E et B € R est convexe mais pas strictement.

3. Soit A une matrice carrée symétrique d’ordre n semi-définie positive et b un vecteur de R™.
Alors J définie par

J(x) = %(Ax,x)n — (b, ),

est conveze. Si de plus A est définie positive alors J est strictement conveze.
(.y ) désigne le produit scalaire de R™.

En générale si A est un opérateur linéaire de E (espace de Hilbert) dans E, auto-adjoint et
monotone c’est a dire

V(z,y) € B> (A(z) = Aly).x —y) =0,
etb e E, alors J définie par
T(@) = 3 (Aw,7) — {b,2),

est convexe.

Définition 3.3.4. Domaine d’une fonction convere
Soit J: E — R|J{+o0} une fonction convexe. On appelle domaine de J l’ensemble

domJ={zx € E /] J(x) < +0}

dom.J est convexe.
Lorsque le domaine de J est non vide J est dite propre.

On rappelle que I’épigraphe de f est la partie de ’espace produit E x R qui est au dessus de
son graphe :
epif = {(xz,a) € ExR: f(x) < a}

Quant a I’épigraphe stricte, il est obtenu en prenant 'inégalité au sens strict et on note epig f

Définition 3.3.5. On dit qu’une fonction f : E — R est conveze si son épigraphe (ou son
épigraphe stricte) est convexe dans E x R. On dit que f: E — R est concave si —f est convexe.

Soit E un espace de Hilbert réel ou complexe, ie un espace vectoriel normé complet ou la norme
découle d’'un produit scalaire (.,.). Rappelons que dans le cas complexe (.,.) vérifie :

1. (.,.) est sesquilinéaire, ie linéaire & gauche et semi-linéaire & droite.

2. {.,.) est hermitienne ie pour tout z,y € H, (x,y) = (y,x) .

3. (.,.) est définie positive.
Theorem 3.3.6. Projection sur un convexe fermé.

Soient E un espace de Hilbert et K une partie conveze fermée non vide de E.

Pour tout x € E, il existe un et un seul point y € K tel que d(z, K) = inf|lz —z|| = ||z —y|| et

zeEK

on Uappelle projeté orthogonal de x sur K et on note y = px(x). Il est caractérisé par :
y=pkg(x) <= Vze K, Re({y —z,y —2)) <0

Démonstration. La preuve du théoréme va se faire dans les trois objectifs suivants:
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Objectif 1 Existence du projeté orthogonal.
Posons d = d(z,K) = inf|z — z||. Puisque d*> = inf||x — 2||?, par définition de la borne
z€EK zeK

inférieure, on a :
1
VneN Ty, e K/ ||z —y,|*<d*+ e

Montrons que (y,)en est de Cauchy. L’identité du parallélogramme s’écrit :
Iz = 2'l| = 2[]|* + 2|2'[* — ||z + 2|

En prenant z = y,, — = et 2’ =y, — = dans cette identité on a :

1y = ypll* = 2llyn — 2| + 2llyp — 2> — [lyn +yp — 22| (3.8)
Yn + Y
:2Hyn*fﬂ||2+2\|yp*x|\2*4llTp —a|® (3.9)
2 2

< (2d® + )+ (2d* + ];) — 4d? (3.10)

2 2
<—+- (3.11)

nop

Puisque K est convexe alors % € K et | % —x||? > d.
1 _

Et aussi comme lim 1 =0et lim 1 =0ona:
n—+oo p—r+oo P

1
V5>0,3N€N,Vn,p2N,E <e

et on conclut que la suite (y,)nen est de Cauchy. Puisque F est complet, (yn)nen converge
et on note sa limite y € K car est fermé. Par continué de la norme (proposition 3.2.6) on a
alors: lim |y, — z|* = [ly — z||?

n——oo
puis:

1
ly—z)? < lim d®+ — =d?
n—>»oo n

Finalement ||y —z|| < d et la définition de d, ||y — || > d et donc on a ||y —z|| = d = d(z, K)

Objectif 2 Unicité du projeté orthogonal.
Prouvons cette unicité par ’absurde. Supposons qu'il existe y # y tels que d = ||z — y|| =
|z — y'||. Comme K est convexe YLL € K et par l'identité du parallélogramme on a :

y+y 1 1
[ER AR Y SR YT (3.12)

2 2 2
—2x Sy P2 x Sy — 2P = Sy - ) (3.13)

4 4 4
1 1
= 2y —al+ I —21?) ~ 3y —y'I? (3.14)
1

=~ Ly~ (3.15)
< d? (3.16)

Absurde, par définition de d.
Objectif 3 Condition nécessaire et suffisante pour étre le projeté orthogonal de x sur K.
Dans un premier temps supposons que y est le projeté orthogonal de = sur K et soit z € K.

Par convexité de K, (1 — M)y + Az € K pour A € [0,1] (le segment [y, z] est contenu dans K.
Par définition du projeté orthogonal on a :

lz = (A =Ny + A = [z -y + Ay - 2)|* = d* =[]z — y?
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En développant, il vient : ||z — y||? + 2ARe({(z — y,y — 2)) + N2|ly — 2]|? > ||z — y||? soit :
2ARe((z —y,y — 2)) + Ny — 2|* > 0

et pour X\ # 0,2Re({x —y,y —2)) + A|ly — 2> > 0

En faisant tendre A vers 0 dans I'expression ci-apres, on a bien:

Re({zx —y,y —2)) > 0<= Re({y —x,y — 2z)) < 0.

Inversement, supposons la condition ci-dessus satisfaite et montrons que y est alors le projeté
orthogonal de x sur K. Il suffit de montrer que la condition ci-dessus implique que pour tout
ze€K,ona:|z—yl>y—=z| Or,

Iz =yl = I(z = y) = (z = y)|I* (3.17)
= lly — @[l + Iz = ylI* = 2Re({y — 2,y — 2)) > |ly — || (3.18)

car —2Re((y—,y—=2)) > 0 et [ly—a|[+||z—ylP—2Re((y—z,y—=)) > 0 d'ott | z—y] > ==yl
C.Q.F.D.
O

Corollaire 3.3.7. Soit K un sous espace vectoriel fermé de E (en particulier K est naturellement
convexe). Alors, E = K © K+ et px est une application linéaire continue.

En application, voici 'important théoreme de caractérisation du dual d’un espace hilbertien :

Theorem 3.3.8. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet)[24, 30]
Soit f une forme linéaire continue sur E. Alors, il existe un unique vecteur a € E tel que
f(z) = (z,a) pour tout z € E.

Démonstration. Supprimons d’abord le cas ou f = 0, dans ce cas a = 0 convient. Sinon f # 0
implique que ker(f) # E et que ker(f) est un sous espace vectoriel fermé car f est continue. D’apres
le théoreéme précédent, on a alors la décomposition E = ker(f) @ ker(f)* . Comme ker(f) # FE,

on a ker(f)* # {0}. Soit h un élément h non nul dans ker(f). Pour x € E, on a naturellement

[
=

hg h € ker(f) = (x — %h, h) = 0. En développant I'expression ci-dessus, on a donc :

@y @ T

Le vecteur a = %h répond a notre probleme d’existence. Pour finir montrons 'unicité de a.

Supposons qu’il existe un autre o’ € E vérifiant f(z) = (x,a’). Alors on a :
Vz € E,(z,d') = (v,a) = Vz € E,(z,d' —a) =0
Ainsi @ — o’ € E+ = {0} et on a ainsi I'unicité de a. C.Q.F.D. O

Remarque 3.3.9. Si E est hilbertien complexe, l'application x — (a,x) n’est pas linéaire, mais
semi-linéaire d’ot il est important de placer l’élément a & droite dans Uécriture (x,a).

3.4 Minimisation sans contrainte

Dans cette partie de la these nous allons étudier les problemes d’optimisation évoquées dans
la section 3.1 dans le cas ot £ = R™ muni du produit scalaire usuel et lorsqu’il n’y a pas de
contraintes : on effectue la minimisation de la fonction J sur tout ’espace. Cela nous prépare le
terrain d’optimisation pour notre article publié dans IJAMAS (International Journal of Applied
Mathematics and Statistics) intitulé "Modeling and Prediction of Dakar Air Quality Index” (4.5).
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Dans cet article nous avons la régression linéaire multiple avec la minimisation sans contrainte d’ot
I'intérét de cette partie dans la these.
Le probleme (P) se formule de la maniére suivante

(P) {minJ(x)

TER™

ou J est une fonction de R™ dans R [J{+o0}

3.4.1 Résultat d’existence et d’unicité

Avant d’étudier les propriétés de la solution (ou des solutions) de (P) il nous faut nous s’assurer
de leur existence. Ensuite nous donnerons ensuite des résultats d’unicité.

Définition 3.4.1. On dit que J : E — R est coercive si

J(z) =400

im
llzll—+o0

Exemple 3.4.2. Fonctions coercives
(1) J(z) = ||z|| est coercive.
(ii) La fonction affine J définie par J(z) = (o, x) + 5, a € R™, B € R n’est pas coercive.

(iii) Soit A une matrice carrée d’ordre n symétrique, définie positive et b un vecteur de R™ . Alors
J définie par

1
J(z) = §(Aac,x> — (b, x)
est coercive.

Theorem 3.4.3. Existence
Soit J : R™ — R|J{+o0} propre, continue et coercive. Alors (P) admet au moins une solution.

Démonstration. Soit d = inf(P); d < +oo car J est propre. Soit (z,) € R” une suite minimisante
ie
li =d
,m J(zp)
Montrons que (z,) est bornée.
Supposons le contraire alors on pourrait extraire de cette suite une sous-suite (encore notée

(xp)) telle lim ||z,| = +oo. Puisque J est coercive on aurait  lim  J(x,) = 400, absurde car
p—0 |zl —+o0
lim J(zp) =d < +oo et donc (z,) est bornée.

p—r+oo

Puisque (z,) est bornée, d’apres Bolzano Weierstrass, on peut alors en extraire une sous-suite
(encore notée (z,)) qui converge & € R™. Par continuité de J, on a alors vers d = lin_& J(zp) =

p—r+o0

J(Z).

En particulier d > +00 et Z est une solution du probleme (P). O

Remarque 3.4.4. Ce résultat est encore vrai si on remplace R™ par un espace de Hilbert E. La
continuité de la fonctionnelle J est alors remplacée par de la semi-continuité inférieure pour la
topologie faible. On se me limite au cas ou l’espace de référence est de dimension finie.

Il faut noter qu’on n’a pas forcément l'unicité. Ci-dessous on a un critére pour 1'unicité.

Theorem 3.4.5. Unicité de la solution
Si J : R" — R|J{+oo} est strictement conveze alors le probléme (P) admet au plus une
solution.

58 These LEBEDE N.



3. Chapitre. Outils d’Optimisation 3.4. Minimisation sans contrainte

Démonstration. Supposons que J admette au moins un minimum m et soient x; # x5 (dans R™ )
réalisant ce minimum : J(z1) = J(x2) = m. Par stricte convexité de la fonction J on a alors :

“tey e b @) =m

15 2

Absurde ar m désigne le minimum de J. Et par conséquent, 21 = x4
O

Nous admettons le théoreme suivant qui donne un critére pour qu’une fonction soit strictement
convexe et coercive :

Theorem 3.4.6. Soit J une fonction de classe C' de R™ dans R. On suppose qu’il existe o > 0
tel que
V(z,y) € R" x R" (VJ(z) = VJ(y),z —y) > allz -y (3.19)

Alors J est strictement conveze et coercive; en particulier le probléme (P) admet une solution
unique.

Définition 3.4.7. (Fonction elliptique)
On dit que J : E — R est elliptique si la condition (3.20) suivante est vérifiée

I3>0 / VY(z,y) € Ex E (VJ(x) = VJ(),z—y) > a|lz —y| (3.20)
a est la constante d’ellipticité

Proposition 3.4.8. critére d’ellipticité
Une fonction J : E — R deuzx fois différentiable sur E est elliptique si et seulement si

V(z,y) € Ex E, (D*J(z)y,y) > oyl

Démonstration. On applique la formule de Taylor & la fonction ¢ : t — ©(t) = J(z + ty). O

Maintenant il nous faut des conditions pour pouvoir calculer la (ou les) solutions.

3.4.2 Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires du premier ordre

Définition 3.4.9. Soient E un e.v., F un ev.n. et J : E — F wune fonction. On dit que J

est directionnellement dérivable au sens de Dini en © € E dans la direction h € E si la limite

liI(I)ler existe dans F. On la note Jp(z;h)
-

Définition 3.4.10. G-différentiabilité
Soient E et F deuxr ewv.n. et J : E — F wune fonction. On dit que J est Gdteaux
différentiable en x € F si

1. la dérivée directionnelle Jp(x; h) existe quel que soit h € E,
2. Uapplication DgJ(x) : h € E— J, (x;h) € F est linéaire continue.
Les conditions que nous allons donner sont des conditions différentielles qui portent sur la

dérivée de la fonction & minimiser. On va donc se restreindre au cas des fonctions Gateaux-
différentiables.

Theorem 3.4.11. (Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre)
Soit E un espace de Hilbert réel et J : E — R une fonctionnelle Gateauz-différentiable sur E.
Si x* réalise un minimum (global ou local) de J sur E alors

VJ(z*) =0 (3.21)
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Démonstration. Si x* réalise un minimum de J sur E alors
Vo € B(a*,p)J(a") < J(x),

ou B(z*, p) est une boule de rayon p > 0 centrée en z*.
Soit h € E,h # 0; choisir t;, = ﬁ > 0 tel que

vVt €]0,th] x* +th € B(z", p),

et donc
vt €]0,th] J(z*) < J(z" + th)

Or J est Gateaux-différentiable en x* , donc

fm L&) 2@ G gy

t—s0+ t

Donc VYh e E,(NJ(z"),h) >0 (3.22)
ie VJ(@*)=0 O
Définition 3.4.12.
Un point z* de F vérifiant VJ(z*) = 0 est appelé point critique ou point stationnaire
La relation VJ(z*) = 0 est appelée équation d’Euler.

Le théoreme sur la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre n’a pas de sens si la
fonction J n’est pas différentiable.

Theorem 3.4.13. (CNS du premier ordre dans le cas convexe) [27, 28]
Soit J : E — R Gateaux différentiable et convexe sur E. Un point * réalise un minimum
global de J sur E si et seulement si V.J(z*) = 0.

Démonstration. On a vu que la condition est toujours nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante.
Soit z* € E tel que VJ(z*) = 0. Comme J est convexe on peut appliquer la continuité des fonctions
convexes et on obtient apres calcul :

Vee H, J(z) > J(z*) + (VJ(z"),x — ") = J(z¥).
Et on a donc immédiatement le fait que z* réalise un minimum de J sur F. O

Le cas ou J est convexe est fréquent dans la pratique mais pas systématique. Nous allons donc
donner maintenant des conditions suffisantes pour qu’un point critique réalise un minimum (ou un
maximum). Ces conditions vont faire intervenir la dérivée seconde de J : ce sont des conditions du
second ordre.

Conditions du deuxiéme ordre

Nous commengons par une condition nécessaire permettant de préciser encore les éventuels
minima.

Theorem 3.4.14. (Condition nécessaire du second ordre) [26]
On suppose que x* est un minimum (local) de J et que J est deux fois dérivable sur E. Alors
on a :

1. VJ(z*) =0 et
2.Vr e E, (D?>J(x*)z,x) >0
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Démonstration. On a déja le point 1. Montrons le point 2.
Soit & € E. Appliquons la formule de Taylor & la fonction ¢ : t — ¢(t) = J(a* + tx). Comme
VJ(z*) = 0 on obtient

t2
0 < J(x* +tx) — J(z%) = §<D2J(aj*)x,x> + o(t?)
Apres division par t2 , on fait tendre ¢t vers 0 et on a le résultat voulu. O

Remarque 3.4.15. Dans le cas E = R" | 2. est équivalent a dire que la matrice Hessienne de J
en x*: D?J(x*) est semi-définie positive.

Rappelons qu’un critére pour que D*J(z*) (qui est une matrice symétrique) soit semi-définie
positive est que toutes ses valeurs propres soient positives ou nulles.

La réciproque du théoréme précédent est fausse (il suffit de penser a la fonction t — t3 pour
s’en convaincre). Nous pouvons toutefois donner une réciproque sous forme de condition suffisante
du second ordre plus forte (pour un résultat plus faible).

Theorem 3.4.16. (Condition suffisante du second ordre) [26, 28]
Soit Jdeux fois dérivable sur E vérifiant VJ(z*) =0 et

Ja > 0,Vx € E(D*J(x*)x,2) > af|z|]? (3.23)
Alors la fonction J admet un minimum local strict en x* .

Démonstration. Soit x dans E. On utilise la formule de Taylor appliquée a la fonction ¢ : t —
o(t) = J(z* + tz). Nous avons

(% +tz) — J(z) = %<D2(x*)x,x> +o(t2) > %a”w”z +o(t?)

Ceci montre que x* réalise un minimum local strict de J

La condition (3.23) est une condition d’ellipticité locale.

Remarque 3.4.17. Si E = R" la condition (3.23) revient a dire que la matrice Hessienne D*.J(x*)
est définie positive, un choixz possible pour a étant alors la plus petite valeur propre. C’est une
condition de convezité (locale) stricte au voisinage de x*.

3.4.3 Application a la régression linéaire

Nous allons illustrer les résultats de la section précédente par l’exemple tres important de la
régression linéaire.

Considérons un nuage de n points de R%, M; = (¢;,z;), 1 < i < n. Ces données sont souvent
le résultat de mesures et on cherche a décrire le comportement global de ce nuage. En général ces
points ne sont pas alignés, mais on décide de chercher une droite les “approchant” au mieux ...

On utilise pour cela la méthode des moindres carrés : comme on n’a pas x; = at; + b pour tout
i, on cherche & minimiser le carré des différences. On veut donc trouver un couple de réels (a,b)

solution de
n

. L L 2
(a%z&g i:1(xl at; — b)

on prend :
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Calculons le gradient de .J en un point quelconque (a,b) de R2.

n

%:Zﬂati—i—b—xi)ti =2a§:t?+2bifi—2itixi
i—1 i=1 i=1 i=1

a‘](gi’b)i:Q(atierxi) QCLgtianQéIi

Posons Sy = Y0 ti, Se =D 1 @i, Syt =Y i xit; et Sp =1 |7

1=

St2a -+ Stb = Ozt

VJ(a,b)=O<:>{ Sainh —8

La résolution de ce systéme donne une solution unique si (S;)? — nS? # 0. On obtient

_ S St — nSat

a =

P b SztSt — Sy Sz

—_——— € =

(St)2 — ’I’LStQ (St)2 — nStQ

Vérifions que le couple obtenu est bien un minimum. Calculons pour cela la matrice Hessienne de

Jen (a,b) : ,
D?J(a,b) =2 (if %)
t

cette matrice est toujours (semi-définie) positive. Elle est définie positive si elle est inversible (car
alors aucune valeur propre n’est nulle) c’est-a -dire lorsque que son déterminant (S;)? — nS;> est
non nul. Dans ce cas, le couple obtenu est bien (I'unique) minimum strict de J. La droite ainsi
obtenue est appelée droite de régression.

3.4.4 Algorithmes

11 existe de nombreux algorithmes classiques permettant de calculer (d’une maniére approchée)
la ou les solutions du probleme (P) de départ. On peut citer entre autres 1’Algorithme
du Gradient (Méthode du Gradient), ’Algorithme de Newston (Méthode de Newston),
PAlgorithme du Gradient conjugué (Méthode du Gradient conjugué), Algorithme de
Relaxation (Méthode de Relaxation),. .. Toutefois, il faut noter que la plupart de ces algorithmes
exploitent les conditions d’optimalité dont on a vu qu’elles permettaient (au mieux) de déterminer
des minima locaux. La question de la détermination de minima globaux est difficile. Néanmoins,
nous verrons en exemple dans le paragraphe (3.4.5) un algorithme probabiliste permettant de
“déterminer” un minimum global.

Remarquons aussi que nous avons fait 'hypothese de différentiabilité de la fonction J. Il existe
des méthodes permettant de traiter le cas non différentiable (ou non régulier). Nous n’en parlerons
pas ici. Le lecteur intéressé peut se référer & [22]. Nous commencerons par quelques définitions :

Définition 3.4.18. (Algorithme) Un algorithme est défini par une application A de R™ dans R™
permettant la génération d’une suite d’élément de R™ par la formule:

g €ER™ donné k=0 FEtape d’initialisation
Tpr1 = Alzp), k=k+1 Itération k.

Ecrire un algorithme revient que se donner une suite (zx)ren de R™ et étudier la convergence
de Talgorithme c’est étudier la convergence de la suite (zx)ken -

Définition 3.4.19. (Convergence d’un algorithme) On dit que l'algorithme A converge si la
suite (xg)gen engendrée par Ualgorithme converge vers une limite x™* .

Certes s’assurer de la convergence d’un algorithme par les hypotheses fixées est treés capital
mais la vitesse de convergence et la complexité sont aussi des facteurs a non négligeable lors de
l'utilisation (ou de la génération) d’un algorithme; on a en effet ”intérét” a ce que la méthode soit
la plus rapide possible tout en restant précise et stable. Un critere de mesure de la vitesse (ou taux)

de convergence est 1’ évolution de l'erreur commise (e = ||z — *]).
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Définition 3.4.20. Taux de convergence d’ un algorithme
Soit (xx)k € N une suite de limite x* définie par la donnée d’un algorithme convergent A. On
dit que la convergence de A est

1. linéaire si lerreur ey, = ||z, — x*|| décroit linéairement :
C e [0, 1[, dko,Vk > ko ertr1 < Cey,
2. super-linéaire si l’erreur décroit de la maniéere suivante :
epr1 < ageg

ol ay, est une suite positive convergente vers 0. Si oy est une suite géométrique alors la
convergence de l’algorithme est dite géométrique.

3. d’ordre p si lerreur ey, décroit de la maniére suivante :
AC > 0,3k, Vk > ko ext1 < Cleg]?

Sip = 2, la convergence de 'algorithme est dite quadratique. Enfin, la convergence est dite locale
si elle n’a lieu que pour des points de départ xo dans un voisinage de x* . Dans le cas contraire la
convergence est globale.

Remarque 3.4.21. La 7classification” précédente des vitesses de convergence renvoie & la notion
de comparaison des fonctions au voisinage de +oo. En effet, si on suppose que l'erreur ey ne
s’annule pas, une convergence linéaire revient a dire que G’é% = O(1), alors qu’une convergence

super-linéaire est équivalente a e’;% = o(1). De la méme maniére, un algorithme d’ordre p > 2
_92 . PPV .
est tel que % = o(e}™ 7). On a bien entendu intérét a ce que la vitesse de convergence d’un

algorithme soit la plus élevée possible (afin d’obtenir la solution avec un minimum d’itérations
pour une précision donnée)

3.4.5 Meéthode probabiliste

On présente ici un algorithme stochastique ie un algorithme qui fait intervenir des variables
aléatoires. La plupart des algorithmes cités dans le paragraphe (3.4.4) fournissent des minima
locaux, sauf dans des cas trés particuliers (cas convexe par exemple). L’algorithme du recuit
simulé [22] permet d’obtenir les minimums globaux d’une fonction. On ne parlera que des
algorithmes sur des ensembles finis. On suppose en effet qu'on a discrétisé 1’ensemble des
contraintes.

Dynamique de Métropolis

Soit E un espace fini. On consideére une fonction V 8 de E dans R appelée fonction d’énergie ou
potentiel que nous souhaitons minimiser. L’algorithme de Métropolis est un algorithme de recherche
des minima de V. L’idée heuristique de cette méthode est la suivante : si a I’ étape n l'itéré vaut
X,, = x, on regarde la valeur de V' pour un point y voisin de z choisi aléatoirement. Si V(y) < V()
on alors x n’est pas bon et on prend X,;; = y. Dans le cas contraire, on prend X, +; = x. Mais
on veut éviter de rester piégé en un éventuel minimum local X,, = z. Donc on posera Xn+ 1=y
si V(y) — V(z) est inférieur & une variable aléatoire positive simulée, et X,,1 = x dans le cas
contraire. L’algorithme se présente comme suit :

Dynamique de Metropolis

1. Initialisation n = 0 : choix deXy dans F déterministe arbitraire.

2. Ttération n : on observe X,, = z.

8. Nous changeons de notations et de terminologie : la fonction V' n’est autre que la fonction cott J des chapitres
précédents restreinte au sous-ensemble fini F.
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On simule une variable aléatoire Y,,+1 de loi Q(z,.); puis on génére un nombre au hasard U, 4+1
(de loi uniforme sur [0,1]) indépendant de Y;,11 et on pose

{Ym-l si V(Ynq1) < —7logUps1 + V(x)
X7L+1 -

T sinon

T est un réel positif : c’est la température. @ est une matrice (de transition markovienne (1.7.6))
sur F, symétrique : c’est la regle de sélection des voisins. Cette matrice exprime en général une
relation de voisinage : si chaque point x a r + 1 voisins, la relation de voisinage étant symétrique,
on peut prendre Q(x,y) = % si z et y sont distincts et voisins. Pour plus de détails (en particulier
sur les démonstrations de convergence) on peut se référer a [23].

3.5 Meéthode des moindres carrés

3.5.1 Introduction

L’étude d’un phénomene peut, le plus souvent, étre schématisé de la maniere suivante :

on s’intéresse a une grandeur y, que nous appellerons par la suite réponse ou variable expliquée,
qui dépend d’un certain nombre de variables xi,xso,...,2, que nous appellerons facteurs ou
variables explicatives. Ici dans cette étude, y représente ici l'indice de la qualité de lair (nombre
sans unité),

21 désigne la température maximale (en degré Celsius),

x9 point de rosée (en degré Celsius), x3 humidité maximale (%),

x4 pression maximale au niveau de la mer (hPa),

x5 visibilité maximale (km),

z¢ vitesse maximale du vent (Km/h),

27 niveau de précipitation (mm).

Ces variables sont prises dans la ville de Dakar.

3.5.2 Notion de modele et de régression linéaire multiple

On cherche ici a mettre en évidence la liaison, relation fonctionnelle pouvant exister entre la
variable expliquée y et les variables explicatives x1,x3,...,z,. On s’intéresse aux modeles dits
linéaires, i.e. aux modeles du type :

y=p1r1+ fowa + ...+ frwn, = Zﬂjxj (3.24)
j=1

ou les 3; sont des réels appelés coefficients du modele.
L’idéal de 'estimation est d’avoir § = y mais le plus souvent §j ~ y avec §j # y.

3.5.3 Critere des moindres carrés - formulation
Critére

On cherche donc un modele qui nous permet d’obtenir un ¢ le plus < proche > possible de
y. Pour cela, on effectue m mesures (m > n) des variables 1, xa, ..., 2, et de y. On cherche alors
81,82, ..., 0y, tels que, pour i = 1,...m:

n
Ui = B1xig + BoTio + ...+ Bi1%in = Zﬁjl'i,j
i=1

soit le plus < proche > possible de y; .
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En utilisant les notations matricielles, le systeme :

i =bir+ Bezrip+ ... FBpTim
Yo = Bire1 + Pexaot+ ... +OpTan
Ym = Bi1Zm,1 + S2Zmet ... +BnTmon
s’écrit:

1 T11  T12 ... Tig b1

yAQ x2,1 €22 e T2.n 52

== . . . . X .

yATn Tm,a1 Tm,z2 .- Tmn ﬂn

———
] X B

On cherche ainsi 8 = (31, B2,...,8,)T tel que Xf soit le plus < proche > possible de y. On
comprend alors que la notion de distance apparait. On rappelle que la distance euclidienne usuelle
est définie comme suit :

Va,y € R™, d(z,y) = V/llz —y|]?

ou ||.|| définit la norme euclidienne :
2.

m
Ve € R™||z|]? = (z,z) =zl = Zx2
i=1

On souhaite que d(§ = X, y) soit minimale et cela se traduit par :

in|| X8 —yl? 3.25
min | X5 —y] (3.25)

Forme standard

Définition 3.5.1. On appelle forme standard d’un probleme de moindres carrés la donnée de

T1,1 T12 ... Tin\ <— mesure l
T2, T22 ... T, | &— mesure 2
— la matrice X = ) ) ) ) . € My, appelée
Tm,1 Tm2 .- Tm,n) < mesure 3
T T T
T xTo ‘e In
matrice des données
n
3 Y2
— le vecteur réponse y = . e R™
Ym
B
. - B2 .
— lexpression du critére : on cherche 3= | . | € R™ réalisant :
Bn

: 2
min|| X6 —y
minll X5~y
Remarque 3.5.2. Le critére peut encore se réécrire de la maniére suivante :

B = argmin|Xa —y|? (3.26)
acRn®
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Remarque 3.5.3. Il arrive parfois que la relation fonctionnelle entre la variable expliquée et les
variables explicatives ne soit pas donnée sous forme linéaire, comme dans l’exemple suivant :

y = fla1,22) = 2] a5

Dans ce cas, on < linéarise > : In(y) = frln(z1) + Biin(xq).
La nouvelle variable expliquée est b’ = In(b) et les nouvelles variables explicatives sont In(xq)
et In(xs).

3.5.4 Recherche d’une solution

On fait I’hypotheése que les variables explicatives sont linéairement indépendantes (i.e.
rang(X) = n).

Solution géométrique

On cherche a exprimer un vecteur comme combinaison linéaire de m vecteurs indépendants.
Cette combinaison linéaire appartient, par définition d’un espace-vectoriel, a ’espace vectoriel
engendré par ces variables explicatives:

vect(ry, T, ..., xm) = Im(X) ot Im(X) désigne I'ensemble image de X.

C’est un sous espace vectoriel de R™ (m > n).
La recherche consiste ici & exhiber donc § € Im(X) tel que ||§ — y||? soit minimal : c’est la
définition de la projection orthogonale de y sur Im(X).

Lemme 3.5.4. caractérisation de la projection orthogonale sur un sous-espace
vectoriel.

Soit x € R* et K un sous espace vectoriel de RF | on a :

T projeté orthogonal de x sur K <= x — & est orthogonal a tout vecteur de K

11 faut noter que dans notre cas le sous-espace vectoriel est Im(X).

Remarque 3.5.5. Tout vecteur de Im(X) sécrit XB, € R™. B est le représentant des
coordonnées du vecteur dans la base X.

Soit X € Im(X), d’apres la caractérisation de la projection orthogonale, on a :

(XBly —9) == (XBly — Xa) =0 VB € R"
— BTXT(y— Xz)=0VB ER"
—= XT(y—Xx)=0
— XTy—XTXzx=0
— XTy=X"Xz

La solution du probléme est donc la solution x du systeme X7y = X7 Xz et cette solution est
unique car c’est le projeté y sur un ensemble convexe.

Solution analytique

Notons &(z) = || Xx — y||? la fonction d’erreur®. On peut vérifier si que la fonction £(z) est
strictement convexe alors on a e(x) <= ¢’(z) = 0 ou £'(x) désigne la dérivée matricielle de e(x).
Comme nous allons utiliser la dérivée matricielle, dans le paragraphe suivant est consacré a cette
notion.

9. e(xz) = la dérivée de &’(z) =0
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Dérivation matricielle

Z1
Z2
Soit une forme linéaire f : R¥ — Ret z = | . | un vecteur de R*.

Tk

Définition 3.5.6. On appelle dérivée f en x et on note % ou V f(x) ou encore f'(x) le vecteur
colonne des dérivée partielles de [ par rapport auz x;:

of

8361

9
of | %

ox

Szk

Proposition 3.5.7. Si f est dérivable en x, alors, quelque soit la direction d € R* on a:

Df(x,d) = (f(z),d) = f'(z)"d
Remarque 3.5.8. Cette égalité nous permet de calculer la dérivée d’une forme linéaire de la facon
suivante :
1. on calcule Df(z,d)
2. on lexprime sous la forme d’un produit scalaire en d : (Q|d) ou on factorise d a droite : QT d
3. le facteur gauche @ (ou lautre facteur que d du produit scalaire) est nécessairement f'(x).

Proposition 3.5.9. Les dérivées directionnelles dans la direction des vecteurs de la base canonique
(€')iep,k sont les dérivées partielles :

Vi€ [1, k], 852(;8) = Df(z,¢")

Cette proposition donne un moyen simple de calculer les dérivées partielles.

Dérivation de formes linéaires

Soit  f: R — R
= (21,.. 1) — a1 A+t aprg = (2,0) = (0,7) =Tz =2Ta
Vi € [l,k],%x) =, donc f'(z) =V f(z) = 8—?; =«

aTz)  oE=Ta)
ox - -

Retenons que Vo, z € RF on a : i

«Q

Remarque 3.5.10. On retrouve ce résultat par les dérivées partielles. En effet, pour une direction
d quelconque, on a:

Do) = i, LD =0

lim (x + ed,a) — (x,q)
e—0 €

lim <CU, a> + €<d7 a> - <£L’, a>
e—0 €

= lim (d, &)
e—0

={d,a) = (a,d) = a’d
= f'(z) =«
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Dérivation d’une forme quadratique

Définition 3.5.11. Une forme quadratique est un polynome homogéne de degré 2 avec un nombre
quelconque de variables :

f:RF —R
k

w= (21, m) = Y aimy,
ii=1

En notant A = (a;;) € M) (R), f s’écrit :

f:RF —R
v+ ol Az = (z, Az) = (Az, z)

A Taide des dérivées directionnelles on obtient la dérivée de la forme quadratique: D f(x,d) =

(A+ AT)z,d) et on a: f'(x) = (A+ AT)z.
T
En bref Vo € R¥, A € M1 W =(A+ ATz
. L, . AT 0T Az) T _

Remarque 3.5.12. Si A est symétrique, A = A" alors on a:=—5— = (A+ A")z = 2Ax En

d(z%ax) _ (az?) _ 92
ox - oz

dimension 1 on retrouve le résultat bien connu ax.

Calcul de la solution

La fonction d’erreur
e(x) = [|Xz -yl
= | Xa|® - 2(Xz,y) + |ly|?
= 2T XT Xz — 22T X Ty + 4Ty
Calculons sa dérivée de &' (x)

(2T XT Xx) (2T XTXy) oyly

/

- )

¢'(@) ox ox + Oz
=2XTXz—2XTy+0

=2XT Xz —2XTy

gr)=0+=2X"Xzr -2XTy=0
— XTXz=XTy

3.5.5 Interprétation statistique

On suppose que y est la réalisation d’une variable aléatoire et que y = X3+ ¢ ou € est l'erreur,
encore appelée variable aléatoire résiduelle, suivant une loi N'(0,02). § = X3 est alors I'estimateur
sans biais du maximum de vraisemblance de y (I’espérance mathématique E(y) = 7).

Theorem 3.5.13. [31]
Soit X € M) avec m > n ety € R™. Une condition nécessaire et suffisante pour que
B € R™ réalise le minimum de E(3) = || X8 — y||* est que

XTxp=XxTy (3.27)
Les équations (3.27) sont appelées équations normales. Ce systéme admet toujours au moins

une solution. Si la matrice XT X est réguliére, i.e. si rang(X) = n, alors la solution est unique.
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3.5.6 Inconvénients

La résolution d’un probleme de moindres carrés par les équations normales possede deux
inconvénients majeurs [25] :

D’une part, la perturbation due aux erreurs d’arrondi lorsque 'on passe par les équations
normales peut étre importante. En effet, si la matrice des données X est légérement perturbée :
X' = X + A\X, le passage aux équations normales va amplifier la perturbation : (X + AX)T (X +
AX) = XTX + AXTX + XTAX + AXTAX ... alors quen passant par d’autres méthodes de
résolution (par exemple factoriser X sous la forme OT ou O est orthogonale et T triangulaire)
la perturbation des données sera moindre. D’autre part, le calcul de X7 X peut faire intervenir
des overflow ou underflow parasites comme dans I’exemple suivant : Soit la matrice des données
suivante

1 1 1
e 0 0
X = 0 € O
0 0 €
avec € #Z 0. On a bien rang(A) = 3.
1+ €2 1 1
XTX=| 1 1+ 1
1 1 1+ €

Si € est supérieur au plus petit flottant représentable alors que €2 lui est inférieur, soit :
62 <m<e

la matrice X7 X ne sera plus réguliere!

Pour ces problemes, on fait recours a des transformations orthogonales élémentaires, comme
celles de Householder ou de Givens. Avec ces méthodes, on obtient une meilleure < stabilité >
de notre systeme.

3.6 Conclusion

Ce chapitre offre les outils d’optimisation qu’on utilise dans les deux prochains chapitres qui
suivent. Il met & notre disposition les techniques mathématiques pour modéliser et prévoir I'indice
de la qualité de 'air dans Dakar par la régression linéaire multiple. C’est l'objet du chapitre 4
suivant.
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Chapitre 4

Modélisation et prédiction de

I’indice de la qualité de ’air dans
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4.1 Introduction

Ce chapitre introduit la régression linéaire en passant de la régression linéaire simple a la
régression linéaire multiple par les techniques des moindres carrés ordinaires (MCQO). Il présente
une démarche de modélisation et prédiction en utilisant la régression linéaire multiple. L’article
publié dans le IJAMAS (International Journal of Applied Mathematics and Statistics) est une
application de cette démarche et cloture le chapitre. La régression linéaire manipule les séries
chronologiques. Dans ce qui suit, on commence par appréhender cette notion.

Série Chronologique

Une série temporelle, ou série chronologique, est une suite de valeurs numériques
représentant 1’évolution d’une quantité spécifique au cours du temps. C’est une suite d’observations
numériques (mesures) indicées par le temps. Ces observations sont représentées par :

L1y,L2y+.,Lp
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ou 1,2,...,n représentent les marques temporelles, z; est la valeur de la mesure réalisée au temps
i. De telles suites de variables aléatoires peuvent étre exprimées mathématiquement afin d’en
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FIGURE 4.1 — La série indice de la qualité de l'air a Dakar de la période 2010 a 2012

analyser le comportement, généralement pour comprendre son évolution passée et pour en prévoir
le comportement futur. Une telle transposition mathématique utilise le plus souvent des concepts
de probabilités et de statistique. L’étude des séries temporelles a bénéficié de nombreux apports
théoriques fondés, essentiellement, sur les progres de leur modélisation.

Le but des séries temporelles est de décrire, d’expliquer ou de prévoir un phénomene. En générale
des analyses (décompositions) suivantes peuvent étre faites sur les séries chronologiques :

— Analyse avec un modéle additif. La série se décompose dans ce cas sous la forme (voir

la figure 4.2 ):
Ty =1t, + 8, +0n

ou

(i) t, est la tendance. C’est la composante essentielle de la série. La tendance (trend en
anglais) comme un comportement moyen de la série.

(ii) sy, est la série des coefficients de variations saisonnieres. Cette série est périodique. Elle
mesure les variations saisonnieres de la série dues a divers comportements sociaux et
aux variations climatiques.

(iii) oy, est ce qui reste. C’est le hasard de la série qui a priori n’est pas analysable.

— Analyse avec un modele multiplicatif. La séries se décompose comme de la maniére
suivante :

Ty = tnSnon

out, , s, et o, ont les mémes définitions que dans le cas additif.
Mais cependant comment retenir la bonne décomposition ? Le choix se fait a ’aide des observations
faites & partir de la représentation graphique de la série. Pour un modele additif, 'amplitude des
oscillations reste constante, alors que pour un modele multiplicatif, 'amplitude des oscillations
varie (Pamplitude est strictement croissante dans le temps). Ce sont ces remarques qui vont guider
le choix du modele. En effet, la représentation d’une série chronologique (z,,) faisant apparaitre
des oscillations, nous permettra de constater si ces dernieres restent constantes ou varient.

Définition 4.1.1. Notion de bruit blanc[/6, 19].
Un processus €; est qualifié de bruit blanc indépendant si :

(i) Ele] =0,
(i) Ele]=o0°

71 These LEBEDE N.



4. Chapitre. Modélisation et prédiction de I'indice de la qualité de I'air dans

Dakar

4.1. Introduction

Decomposition of additive time series
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FIGURE 4.2 — Décomposition additive de la série indice de la qualité de lair (iga) & Dakar : période
2010 a 2012

(iii) €, et €, sont indépendants ¥Vt # T

On remarque que la condition (iii) de la définition du bruit blanc indépendant, celle
d’indépendance, implique la condition d’autocovariance nulle du bruit blanc, tandis que la
réciproque n’est pas forcément vraie. On a la définition suivante qui est plus stricte que la premiere.

Définition 4.1.2. Bruit blanc gaussien
Un processus €; est qualifié de bruit blanc gaussien si

(i) e est un bruit blanc indépendant ,

(ii) e ~N(0,02)

Remarque 4.1.3. I faut distinguer les deux définitions suivantes:
— Un processus stochastique x sur un espace E est un bruit blanc fort (BBF) si les variables
z(e),e € E sont centrées, indépendantes et identiquement distribuées.
— Un processus stochastique x sur un espace E est un bruit blanc faible (BBf) si les variables

z(e),e € E sont centrées, décorrélées, et de variances finies constantes (Cov(ze,xt) =
025e:t)

On parle d’analyse de la variance (ANOVA) si y quantitative, x1,..., 2, qualitatives.
Expliquer y revient a attribuer une valeur moyenne dans chaque classe définie a partir des valeurs
de 1,...,2n, (par exemple si x; peut prendre k; valeurs possibles, il existe k1 X, ... X k, classes
différentes). On peut alors essayer d’évaluer si chaque variable explicative a une influence ou non
sur y.

On a une analyse de covariance (ANCOVA) dans le cas ol y est quantitative, x1,..., Ty,
qualitatives et quantitatives. Les valeurs différentes des wvariables explicatives qualitatives
définissent des classes dans lesquelles on effectue la régression linéaire de y sur les variables
explicatives quantitatives.

Généralement la meilleure approximation de y (pour le coiit quadratique) par une fonction des
x; est donnée par I'espérance conditionnelle

J(@1,. .., xm) = E(ylz, ..o, X)),

qui est bien sur inconnue en pratique. Lorsque y admet un moment d’ordre 2, I'espérance
conditionnelle minimise I'erreur quadratique E[(y — J (21, ..., 2m))?] . Si le vecteur (y,z1,...,2m)
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est gaussien alors ’espérance conditionnelle est une fonction affine. Dans ce cas, on peut donc se
restreindre aux fonctions J linéaires en 1, x1,...,%,,,

J(Il,...,xm):,80+611‘1+...+Bp1'm,

ce qui justifie le terme régression linéaire.

Une régression est dite régression de modeéle I lorsque les variables x sont controlées c’est a
dire non aléatoires et de régression de modele II dans le cas de variables aléatoires.

On parle d’un probleme de régression linéaire simple si le probleme n’implique qu'une seule
variable prédictive, utilisée simplement au premier degré (et non pas sous la forme 2, 23,...).

Un probleme est dit de régression multiple lorsque 'estimation est fondée sur plusieurs
variables prédictives.

4.2 La régression linéaire simple

On rappelle qu'un modele linéaire simple est un modele de régression linéaire avec une seule
variable explicative. Ce modele est souvent présenté dans certains manuels sous le titre d’ajustement
affine.

On a donc deux variables aléatoires, une variable expliquée y, qui est un scalaire, une variable
explicative z, également scalaire. On dispose de n réalisations de ces variables, (z;)i1<i<n €t
(Yi)1<i<n, soit :

Yi = Bo + Bix;i + €

ou €; est le terme d’erreur ; chaque terme d’erreur lui-méme est une réalisation d’une variable
aléatoire €;. L’objectif est de chercher a expliquer les variations d’une variable quantitative y
(par exemple, I'indice de la qualité de I'air dans Dakar) par une variable explicative = également
quantitative (par exemple, la vitesse du vent). La forme matricielle du modele est:

y=pr+e (4.1)

n 1z €1

avecy=| |, z=[: ], ﬁ:(g(;),e:

1 =z €

Dans le z(J:gdre d’un modele l?néaire simple, on peut regrésenter graphiquement la relation entre
x ety a travers un nuage de points. L’estimation du modele linéaire permet de tracer la droite
de régression. Le parametre [y représente 'ordonnée a l'origine et 81 le coefficient directeur de la
droite. On suppose que les bruits €; sont

1. centrées: E(¢;) =0,

2. non-corrélés :Vi # j, cov(e;, €j) =0,

3. de variances égales (homoscédastiques) : var(e;) = 02 < oo.

On définit le coefficient de corrélation linéaire ou coefficient de Pearson par

_ Cou(z,y)

p(z,y) (4.2)

Ox0y

IL est compris entre -1 et 1 (on le montre avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz). Le lien affine entre
x et y est d’autant plus net que p(x,y) est proche de 1 ou -1 (1 pour une relation croissante et -1
pour une relation décroissante).

4.3 Régression linéaire multiple
Il arrive souvent qu’on veuille expliquer la variation d’une variable dépendante par ’action de

plusieurs variables explicatives. La technique de la régression linéaire multiple est un outil pour
faire cette explication.
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FIGURE 4.3 — Interprétation de différentes valeurs prises par le coefficient de corrélation.

Exemple 4.3.1. L’indice de la qualité de lair iqa est influencée par la température (T') et par la
vitesse du vent (V). Le vent est mesuré en degré (direction) et métre par seconde (vitesse).

Nous avons synthétisé ces 2 variables en créant une variable (V) qui est la projection du vent
sur laze est-ouest. Nous avons n = 50 observations. Au-dela de 2 variables explicatives, il est
impossible de visualiser simplement les données. Le logiciel R nous donne l'image de la régression
simple, en tracant les données (voir figure 4.4).

Lissue de l’estimation avec le logiciel R nous donne le modéle iqa = —74.70299 + 5.855997 —
0.03025V,

250 300
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-

@
a
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T

FIGURE 4.4 — Représentation brute des données : modele d’explication de l'indice de la qualité de
lair dans Dakar (iga) par la température sur les 50 premiers jours de ’année 2010 (T) et le vent

(Va)-

Dans cette partie de la these on s’intéresse a un cas plus générale de modeéle d’une variable y
en fonction de plusieurs variables explicatives z1,...,z, . Le modele est une généralisation de la
régression linéaire simple. On observe des réalisations indépendantes {y;, 1,i,...,Tp,i}ti=1,....n, OU

yi=PBo+ b1z + ...+ Bpxpit+e i=1,...,n.

Comme dans la régression linéaire simple, les ¢; sont centrés, de méme variance o> < oo et non-
corrélés. Le modele s’écrit sous la forme matricielle suivante:

y=xB+e¢,

avec
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Y1 1 T1,1 e Tpi ﬂo €1
y=| o= o i p [s=fete=
Yn 1 Lin -+ Tpn ﬂp En

— y désigne le vecteur a expliquer de taille n x 1,
— z la matrice explicative de taille n x(p + 1),
— le vecteur d’erreurs € de taille n x 1.

4.3.1 Régression linéaire multiple et moindres carrés ordinaires (MCO)

De méme maniere que dans le cas de la régression simple, on cherche & estimer [ et o.
L’estimateur des MCO f est défini comme 'unique minimiseur de la fonction

J(B) = ly —zB|>, BeRT!

On suppose que p < n et que x est de rang p + 1. Sous ces hypotheses, I'estimateur 3 est I'unique
solution des conditions du premier ordre

VJ(B) =-22Ty+2:Taf =0 = (xTz) 12Ty,

2Tz est inversible car la matrice x est de plein rang.

Proposition 4.3.2. [/8] L’estimateur des MCO B est un estimateur sans biais de § de matrice
de variance

var(B) = o?(xTz)~L.
Theorem 4.3.3. Gauss-Markov [}9, 53].

L’estimateur des moindres carrés [ est optimal (au sens du codt quadratique) parmi les
estimateurs sans biais linéaires en y .

L’optimalité au sens L2 ne nécessite pas la normalité du modele. Un résultat plus fort est
valable dans le cas Gaussien € ~ N(0,02I) ou la variance de 3 atteint la borne de Cramer-Rao.
L’estimateur des moindres carrés est donc optimal parmi tous les estimateurs sans biais de [ dans
ce cas.

La matrice I, := z(z”x) !z utilisée dans la preuve du théoréme de Gauss-Markov est la
projection orthogonale sur 'image de . On le montre simplement en vérifiant que II, est symétrique
et vérifie 12 = I1,, et I'm(Il,) = Im(z). Ainsi, le vecteurs des prévisions

§= B = a(@"x) 2"y (4.3)

est la projection orthogonale de y sur I'm(z). C’est en quelque sorte la part de y € R™ expliquée
par les variables 1,21, ..., 2, (les colonnes de x). De méme, le vecteur des résidus

E=y—g=0I- x(xTx)_le)y =(I- x(mTa:)_le)(xﬁ +e)=(I- x(xTx)_l)e

est la projection orthogonale de y sur Im(x)* et par conséquent celle de € puisque y = x3 +¢. Une
conséquence immédiate est que les vecteurs 5 et € sont non-corrélés. En effet,

cov(B3, &) = E[(B — B)éT] = (aTx) 2T Elee|(I — x(aT2x)2T) = 0
La norme du vecteur des résidus permet de construire un estimateur de o2 par

1
n—p—1

. 1 2
6= 1IIy—yII =

el? 4.4
pp— el (4.4)

Proposition 4.3.4. L’estimateur o? est sans biais.

Un résultat plus fort est valable dans le cas gaussien.
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~

Proposition 4.3.5. Dans le modele gaussien ¢ ~ N(0,0%1), les estimateurs 3 et 62 sont
indépendants et vérifient

BN BT ) et n-p-DT~ Pm—p—1)

Il est intéressant de remarquer que dans le cas Gaussien, 8 est I'estimateur du maximum de
vraisemblance. En revanche, l’estimateur du maximum de vraisemblance de o2 est différent, donné
par

~2

1 . n—p—1,
oMy = *||y*yH2 =——06%
n

n

4.3.2 Comportements asymptotiques des estimateurs

Dans ce paragraphe on s’intéresse au comportement des estimateurs quand n tend vers 'infini.
Sous les hypotheses fortes de la régression, les lois de 3 et o2 sont connues ce qui permet de
déduire facilement leur comportement asymptotique. La convergence de B dans L? est soumise &
la seule condition que (z”x)~! tend vers 0. La convergence de o , que ce soit dans L2 ou méme
presque strement, est vérifiée dans le cas Gaussien sans hypothese supplémentaire sur z. On peut
se demander si ces résultats restent valables sans la normalité des bruits. Un premier résultat
immédiat est que sous les hypotheses faibles, 3 reste convergent dans L2 des que (z7x)~! tend
vers 0. On peut également montrer que si les ¢; sont iid et h, = maxi<; j<p+1 |Hz,;| tend vers
0, alors B est asymptotiquement Gaussien. Si de plus %xT
matrice inversible M, alors

T converge quand n — 00 Vers une

VB, B) X% N(0,02M 1)

L’hypothese %xTx — M est souvent vérifiée en pratique. Par exemple, elle est vérifiée presque

stirement si I’échantillon xy;,...,2p;_; , est issu de réalisations indépendantes de variables
aléatoires x1,...,x, de carré intégrable. Dans ce cas, %ITJ? converge presque sirement vers la

matrice des moments d’ordre deux, par la loi forte des grands nombres. Ce résultat est important
car il confirme que méme sous les hypotheses faibles, la plupart des tests du modele linéaire restent
valables asymptotiquement.

4.3.3 Analyse de la variance (coefficient de détermination)
Elle consiste a diviser la variance de y en une partie expliquée par les variables z1,...,z, et
une partie résiduelle. Cela revient a remarquer que
1. § = x(2T2) 12Ty = I,y est la projection orthogonale de y sur Im(z).
2. y1 est la projection orthogonale de y sur I'espace engendré par le vecteur constant 1, noté
vec{1}.
3. vec{1} étant un sous un espace de Im(z), y1 est également la projection orthogonale de ¢
sur vec{1}( on peut vérifier que y = y)
4. ¢=y—4= (I —2(xTz) 2Ty est la projection orthogonale de y sur I'm(z)*.

On obtient ainsi la décomposition de y —y 1 = § —yl + €, le théoreme de Pythagore nous fournit:
ly =3 1l° = [|§ — g1]1* + ||e]|?
—_——— — =
scT SCE SCR

Le coefficient de détermination R? qui donne un indicateur de la qualité de la modélisation est
défini par

_SCE _ g -y 1|

R?: = —
SCT |y -y 1|?
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Dans le cas univarié, le coefficient de détermination est égal au carré du coefficient de corrélation
de Pearson p(z,y). Dans le cas multivarié, le R? correspond & la valeur maximale du carré du
coefficient de Pearson entre y et une combinaison linéaire des variables explicatives [46, 47, 54]. :

R*= sup p(y,zB)?

BE]RP+1
4.3.4 Prédiction
On fait une observation d’'un nouveau jeu de variables 21 j41,...,%1n41 €t on cherche a
prédire la valeur y,,11 correspondante. On note z,41 = (1,21 141, .., Lpnt1). Sous I'hypothese
de normalité (qui est essentielle ici), la prédiction §,11 = x,410 suit une loi normale
q ) 1% Yn+ +

N (@18, 0%2p41(x72) 2l 1) et est indépendante de y,i1 = Zni18 + €np1 [50, 51, 52, 47]. .
On montre alors que
gn-‘-l — Yn+1

&\/x7L+1(1:Tx)—1x£+1

Cela donne un outil de construction d’un intervalle de prédiction, qui n’est valable que sous
I’hypothese de normalité.

~ 7;L—p—1; (45)

4.3.5 Vérification des hypothéses

Une grande des résultats de la régression linéaires reposent sur les hypothéses de normalité,
homoscédasticité et non-corrélations des résidus. C’est donc nécessaire de pouvoir vérifier
la validité de ces hypotheses.

1. Normalité : pour vérifier si les bruits ¢; sont gaussiens, on effectue un test de normalité
sur les résidus é; . En effet, la normalité de ¢; entraine la normalité de €;. Plusieurs tests
existent comme le test de Shapiro-Wilk (commande shapiro.test sour R) ou encore le test
de Lilliefors (commande 1illie.test du package nortest). Le diagramme quantile-quantile
(ou qg-plot) permet également de vérifier graphiquement la normalité des résidus.

2. Homoscédasticité (ou homogénéité) : Le test de Breusch-Pagan (commande bptest du
package lmtest) permet de tester si la variance des bruits est constante. On peut également
utiliser le test de White (commande white.test du package bstats). Graphiquement,
I’hétéroscédasticité du bruit se traduit par une répartition d’ampleurs inégales du nuage
de points autour de la droite de régression.

3. Non-corrélation : Le test de Breusch-Godfrey (commande bgtest du package lmtest)
permet de tester une corrélation a l'ordre 1 ou supérieur des bruits ¢; . Pour tester une
corrélation & 'ordre 1, on peut également utiliser la statistique de Durbin-Watson (commande
dwtest du package lmtest), définie par

D= Ziz2(f —&-1)”

n A

Z’i:Z 612
On montre facilement que D est comprise entre 0 et 4 mais sa loi sous 'hypothése nulle de
non-corrélation n’est pas une loi usuelle. Une regle de décision couramment utilisée est de

conclure qu’il n’y a pas de corrélation entre €; et €;41 si la statistique de Durbin-Watson est
comprise entre 1 et 3.

(4.6)

On a utilisé les techniques de la régression linéaire multiple par les moindres carrés ordinaires
(MCO) ci-dessus pour publier un article dans le Journal IJAMAS [32] pour prédire l'indice de la
qualité de I'air a Dakar. Voici & présent la présentation de I'article en Frangais.

4.4 Modele et prédiction de l’iga

La qualité de l’air joue un role tres important dans la vie actuelle de nos sociétés. Elle est
intrinsequement liée aux politiques stratégiques de régulation et d’amélioration de la santé humaine
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et de l'environnement. Dans cette étude, on présente l'indice de la qualité de I'air dans Dakar
pendant la période de 2010 a 2012 et on propose un modele de sa prédiction par la technique de
la régression multiple. Cette technique utilise les méthode des moindres carrés ordinaire.

On cherche a déterminer un modele de prédiction de U'indice de la qualité de I'air a Dakar en
fonction de la température, 'humidité, la vitesse du vent, le point de rosée, la pression au niveau
des mer,la visibilité et les précipitations.

Dans cette partie, on utilise les modeles statistiques notamment la régression linéaire multiple
(RML). Parlant de la régression, on cite en premier lieu les modeles classiques linéaires : la régression
lindaire simple (on exprime la concentration d’un polluant en fonction d’une seule variable qui peut
étre le temps, un facteur météorologique, etc.) ou la régression linéaire multiple (la concentration
de polluant est exprimée en fonction de plusieurs variables explicatives). La RLM a été utilisée
dans plusieurs études, mais dans la plupart des cas a titre de comparaison. Goyal and al. (2006)
[34] ont étudié la prévision des niveaux totaux de particules respirables (moyennes journaliéres)
dans deux métropoles : Delhi et Hong Kong. Les auteurs ont développé un premier modele basé
sur une RLM, les variables explicatives étant des parametres météorologiques : vitesse du vent,
rayonnement solaire, humidité relative et température de surface. La RLM a montré que les
contributions de certaines variables étaient significatives (vitesse du vent, humidité relative), mais
le rayonnement solaire n’était pas une variable influente. Le modele explique 58 % de la variance
des concentrations journalieres de particules, avec une erreur quadratique moyenne de 76 pug.m=3,
ce qui n’est pas tres satisfaisant. Le deuxieme modele utilisé est de type ARIMA, et le troisieme,
une combinaison linéaire des deux premiers. La RLM a été utilisée a titre de comparaison dans
d’autres travaux, comme ceux de Salini et Perez en 2008, de Slice and al. en 2006, ou bien Robles-
Diaz and al en 2008 [35, 36, 37]. Généralement, les différents auteurs ont retenu la RLM comme
une alternative intéressante en raison de sa simplicité de mise en ceuvre, et menant a des résultats
plutét convenables, mais avec des performances plus faibles que celles des modeles plus élaborés.
Une fagon particuliere d’appliquer la RLM est d’utiliser les composantes principales a la place des
variables explicatives, lorsque ces derniéres sont corrélées entre elles (ce qui arrive souvent), mais
dans cette recherche on ne présentera pas d’exemple d’application pour la prédiction de 'indice
de la qualité dans ce cas. Nous proposons un modele de prévision par la technique de régression
multiple. Afin de souligner 'impact significatif de chaque variable explicative sur la qualité de lair,
nous utilisons la statistique de student pour mettre en évidence I'incidence significative de chaque
variable exogene sur la variable dépendante. En outre, nous prédisons le logarithme néperien des
valeurs de l'indice de la qualité de ’air pour (31) jours de Janvier 2013 et comparons ces résultats
avec les mesures réelles prises dans les stations au cours de la méme période.

4.4.1 Modélisation

Cette recherche s’intéresse principalement a la qualité de l’air dans la ville de Dakar. Elle est
appréciée a travers 'indice de la qualité de ’air que nous modélisons par la technique de régression
linéaire multiple.

Régression linéaire multiple

La qualité de l'air est généralement influencée a des degrés différents par les variables que
sont I’humidité, la vitesse du vent, les précipitations, le point de rosée, la visibilité, la pression au
niveau de la mer et la température. L’objectif de cette recherche est d’identifier les variables qui
influencent de maniere déterminante l’indice de qualité de ’air dans la ville de Dakar pendant la
période allant de 2010 & 2012. Les variables indiquant les moyennes journalieres maximales (high)
sont, successivement présentées ci-dessous.

1. Y: indice de la qualité de l’air (nombre sans unité) ;
2. X;: température maximale (en degré Celsius);

3. Xs: point de rosée (en degré Celsius) ;

4. X3: humidité maximale (%) ;

5. X4: pression maximale au niveau de la mer (hPa);
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6. X5: visibilité maximale (km);
7. Xe: vitesse maximale du vent (Km/h);

8. X7: niveau de précipitation (mm).

Remarque 4.4.1. La variable expliquée ou endogéne est l'indice de la qualité de air; iqa. Par

contre toutes les autres variables sont des variables explicatives ou exogénes. Pour notre étude ces
variables sont des données météorologiques. Nous avons obtenu leurs données historiques pendant la
période allant de 2010 a 2012 grace au site http: // www. wunderground. com/history/ airport/

GO0Y/ 2013/ 1/ 1/ CustomHistory. html? dayend=316monthend= 1269yearend=20138req_ ctty=NAéreq_
state=NA&req_statename=NA.

1. Y est la variable expliquée ou endogene.
2. Les variables explicatives ou exogenes sont Xy, ..., X7 .

3. Le modele de régression devient [18] :
Y=00+/X1+..+08:X7+¢e ou simplement Y =X +e¢.

avec 8 = (o, b1,...,B7) sont les coefficients inconnus du modele que l'on cherche & estimer et
€ = (&;) est le vecteur des erreurs indépendantes et identiquement distribuées (iid) suivant une loi
N(0,0?) .

Le modele de régression repose sur les hypothéses suivantes (sur les erreurs)e; :

— homoscédasticité: la variance o2 des erreurs est constante

— normalité: les erreurs sont distribuées selon une loi normale centrée ;

— indépendance: les résidus sont indépendants ou de maniere équivalente non corrélées dans le

cas gaussien.

Pour estimer de maniere optimale les parametres fy,...,0,—1 du modele de régression, nous

allons utiliser la méthode des moindres carrés pour minimiser la quantité suivante:

n

5 Iniél Z(Yz — (Bo + 61Xz',1 + ...+ ﬂp_lXi,p_l))Z.
05--50p—1 =1

On s’intéresse a l’explication de la variable Y par les variables X1, Xo, X3, X4, X5, X4, X7.

Dakar_Airquality

TV I

i o =
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Time Time

F1GURE 4.5 — Courbes des différentes séries temporelles.

Au regard de la base de données et de la figure (4.5), nous remarquons que les variables
composant nos séries temporelles sont inégalement reparties et ne peuvent pas étre représentées sur
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une méme échelle. Par exemple les valeurs prises par la variable X sont tres élevées par rapport aux
valeurs des autres variables des différentes chroniques. La représentation graphique des séries laisse
présager des mouvements accidentels, par conséquent l'issue envisageable est de passer chacune
des chroniques au lissage. Pour ce faire nous faisons appel au filtre logarithmique. A cet effet, nous
prenons le logarithme népérien de variable ne contenant pas de zéro.

Les valeurs des probabilités critiques nous renseignent qu’au seuil de 5%, il n’y a pas chaque
jour, dans la ville de Dakar, de 2010 a 2012, interdépendance entre la qualité de 'air et la pluie,
lorage, la pluie et l'orage, la pluie et 'orage dans la ville de Dakar. Les résultats issus de ce test
nous aident & retirer de I’estimation 'impact de tous ces événements.

Test de stationnarité

Afin de mettre en évidence des changements structurels, nous effectuerons deux tests de
stationnarité & savoir, le test de Dickey et Fuller (DF) augmenté et le test de Phillips Perron
PP.

DF logY logXi1 | logXs | logXs log X4 Xs logXe X7
Statistique | -11.393 | -10.194 | -5.138 | -12.932 | -14.585 | -19.818 | -20.192 | -28.906
P-value 0,000 0,0007 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

PP logY logX1 logXs logXs logX4 X5 logXs X7
Statistique | -10.900 | -9.543 | -3.927 | -12.565 | -14.708 | -21.420 | -21.613 | -29.248
P-value 0,000 0,0007 | 0,0018 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Nous constatons que pour le DF augmenté comme pour le PP, toutes les variables sont stationnaires.

4.4.2 Estimation des parametres j;

L’estimation des parametres (§; du modele se fait a partir des données observées dans un
échantillon de taille n extrait de la population d’étude. Pour chaque sujet i(i = 1,2,...,n) de
Péchantillon, on observe le vecteur de dimension (p) de valeurs (Y;, X;), réalisation du vecteur
de variables (Y;, X;), ot X; = (Xy1, Xi2, ..., Xj(p—1)) est le vecteur des valeurs des variables
explicatives.

L’estimation du vecteur des parametres de régression, noté 5 = (5o, f1, -, Bp—1), se fait de la
méme manieére par la méthode des moindres carrés comme pour la régression linéaire simple [38].
Dans le cadre d’une régression linéaire multiple & p (p=7 dans notre cas) variables explicatives, le
critere des moindres carrés s’écrit :

n

(B) =D (Yi— (Bo+BrXin+ .+ Bp1Xip-1))*.

i=1

L’estimateur 3 = (30, B, ...7@;,1) du vecteur 5 = (Bo, f1, -, Bp—1) est obtenu en minimisant le
critére des moindres carrés ®(3).
L’estimateur des moindres carrés (3 est défini comme suit :

n

p—1
. 2 . 2
f=arg min Z_Zl(Yz ;@Xu) =arg min [|[Y - X5
La matrice du plan d’expérience X = [Xy|...|X,—1] est formée de p vecteurs colonnes (la premiere
colonne étant généralement constituée de 1). Le sous-espace engendré par les p vecteurs colonnes
de X est appelé espace image, ou espace des solutions, et noté M(X) (dim(M(X)) = p) et tout
vecteur de cet espace est de la forme Xa, oli @ est un vecteur de RP :

Xa = OzoXO + ...+ ap_lXp_l
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M~(X)
M(X)

FIGURE 4.6 — Représentation de X [ dans I’espace des variables.

Le vecteur Y est la somme d’un élément de M (X) et d’un bruit élément de R™, lequel n’a aucune
raison d’appartenir & M(X). Minimiser ||Y — X,||? revient & chercher un élément de M(X) qui
soit le plus proche de Y au sens de la norme euclidienne classique. Cet unique élément est, par
définition, le projeté orthogonal de Y sur M(X). Il sera noté Y = PxY , ou Px est la matrice de
projection orthogonale sur M(X). Il peut aussi s’écrire sous la forme Y =X B , ol B est 'estimateur
des MCO de 3. L’espace orthogonal & M(X), noté M+ (X), est souvent appelé espace des résidus.
En tant que supplémentaire orthogonal, il est de dimension
n—p=dim(R") — dim(M(X)).

Proposition 4.4.2. L’estimateurB des Moindres Carrés Ordinaires a pour erpression :
f=XX)"'XY,
et la matrice Px de projection orthogonale sur (M) s’écrit :
Py = X(X'X)'X'.

Le logiciel R nous fournit les valeurs des estimations ﬁo, 31, e Bp_l qui sont des réalisations
du vecteur aléatoire § (les valeurs de /5 sont lues sur la deuxieme colonne Estimate Std du tableau
ci-apres) [39)].

Estimate Std Error t | t value | Pr(> |t])
logX, 1.9078564 0.1684258 | 11.328 | < 2e-16 ***
logXa -2.8269400 0.1287505 | -21.957 | < 2e-16 ***
logXs3 -0.1609299 0.1580903 | -1.018 0.3089
logXy 0.9963846 0.1275077 | 7.814 1.3e-14 ***

X5 0.0082808 0.0041909 1.976 0.0484 *
logXe 0.0239046 0.0535752 | 0.446 0.6555
X7 -0.0016791 0.0009222 | -1.821 0.0689.
Signif. codes: | 0 “*** 0.001 “** 0.01 ¥ 0.05 °’ 011

Residual standard error:
0.3929 on 1089 degrees of freedom —
F-statistic: 1.659e+04 on 7 and 1089 DF p —value :< 2.2e — 16
Multiple R-squared: 0.9907 Adjusted R-squared: 0.9906

Nous avons une estimation avec un R* = 0.9907 et RZ,; = 0.9906. Dans ce qui suivra nous allons

faire une série de tests suivants pour justifier notre application de la méthode des moindres carrés
ordinaires.
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Test de Normalité des résidus

Pour I’étude de la normalité des résidus, faisons un test de normalité de Kolmogorov-Smirnov
et puis un histogramme :
> ks.test(x,pnorm,mean(x),sd(x))
One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: x
D = 0.023, p-value = 0.6094
alternative hypothesis: two-sided

Histogram of log(iga) Normal G-Q Plot
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FIGURE 4.7 — Histogramme des résidus et Q — Qplot de log(iqa) [40]

Au regard de la P-value de ce test (p-value = 0.6094>0.05), de 'histogramme et de la courbe
quantile des quantiles, on ne peut pas rejeter 'hypothese nulle et on affirme qu’il y a la normalité
des résidus.

Homoscédasticité:

Nous utilisons le test de Harrison-McCabe, qui a pour hypothese nulle et les résidus suivent des
lois normales de méme variance. Le test effectué sous le logiciel R nous donne le résultat:
> hmctest(fit1)
Harrison-McCabe test
data: fitl
HMC = 0.486, p-value = 0.27

L’hypothese nulle de ce test est : les résidus suivent des lois normales de méme variance . Puisque
la p-value =0.27> 0.05 alors on ne peut donc pas rejeter 'hypothese nulle. On peut conclure que
les résidus suivent des lois normales de méme variance.

Test d’autocorrélation

Pour cela, nous effectuerons un test assez général; c’est la statistique LM (Multiplicatur de
Lagrange de Breusch et Godfrey ) dont ’hypotheése nulle est ’absence d’autocorrélation [18, 41].

Lags (P) Chi2 | df | prob > chi2
1 322,697 | 1 0,0000

La P value nous permet de rejeter I’hypothese nulle, c’est-a-dire, les résidus de différentes
périodes sont autocorrélés. Pour palier & ce probleme d’autocorrélation, nous ferons recours a la
méthode itérative de Cochrane-Orcutt.
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Résultat final par itération: la méthode de Cohrane-Orcutt

Apres neuf (9) itérations avec le logiciel stata [41, 42], nous aboutissons au résultat ci-dessous :
Prais-Winsten AR(1) regression — iterated estimates [39]

logY coef Std. Err. t P> |t] | [95% int. confiance]
logX: | 1,049889 | 0,1696522 | 6,19 | 0,000 | 0,717007 1,382771
logX, | -1,079188 | 0,1664031 | -11,80 | 0,000 | -2,305695 -1,652631
logXs | -0,4320999 | 0,1696388 | -2,55 0, 011 -0,7649559 -0,099244
logX4 | 1,200409 | 0,1237848 | 9,70 0,000 0,9575247 1,443292
X5 0,0080417 | 0,036396 2,21 0,027 0,0009003 0,0151831
logXe | 0,0487099 | 0,0449114 | 1,08 0,278 | -0,0394129 0,1368326
X, | -0,0017805 | 0,0007329 | -2.43 | 0,015 | -0,0032187 -0,0003424

F( 7, 1089) = 3962,77 | Prob > F = 0, 0000 —
R? normal = 0,9622 | R2ajusté = 0,9620 | tho=0,5961765

Résultats de la Modélisation

La formule théorique de la régression multiple est
Y = 60 + 51X1 + ...+ 6p—lXp—1 + e ou soit Y = BX + €.

Numériquement nous avons le résultat suivant :

(logY;) = 1,049889(logX1;) — 1,979188(logXa;) — 0,4320999(logX3;) + 1,200409(logX4;) +
0,0080417(X5;) + 0,0487099(logXe;) — 0,0017805(X7;).

Ce modele prédit I'indice de la qualité de air (iga) en fonction de la température, du point de
rosée, de I’humidité, de la pression au niveau de la mer, de la visibilité, de la vitesse du vent et
des précipitations. Les variables explicatives sont en majeur partie fortement significatives (p-value
quasi-nulle), le coefficient de détermination est de 96,22%. Le modele explique ainsi environ 96,20%
de la variation de 'IQA. Cela signifie en d’autres termes que notre modele a un pouvoir explicatif
de 96,22%. Le modele est trés bon et réaliste car R? est assez proche de 1. C’est un tres bon modele
d’ajustement des données. Plus R2 est proche de 1, plus les données sont alignées sur la droite de
régression.

4.4.3 Validation statistique du modele
Présomption a la causalité

Dans notre modele numérique, le coefficient de détermination, rapport entre la somme de carrée
estimé sur la somme de carré total, montre que 96,22% des nuages de points ajustent au mieux la
variable expliquée. Autrement dit, on accorde 95% de crédit au fait que la qualité de I’air & Dakar
trouve en grande partie (96,20%) son explication dans la température, ’humidité, la pression de
rosé, la visibilité, le vent, la précipitation et la pression du niveau de mer.

Causalité globale

En effet, comme le coefficient de détermination donne une idée partielle sur la causalité [43],
par conséquent, il faudrait vérifier est ce que cette présomption tapisse derriere ce coefficient par
une statistique adéquate. C’est la statistique de Fisher. Elle se transforme de la maniére suivante:

sous I'hypothese nulle qu’aucune des variables n’explique de maniére significative 1’iqa, contre
I’hypothese alternative qu’au moins une des variables explique l'iqa. C’est un test bilatéral. Sous
I’hypothese nulle, on constate que la valeur de la probabilité critique est de 0,000 et cela permet de
réfuter ’hypothese nulle. C’est-a-dire, qu’il existe au moins une des variables explicatives qui rend
de maniere significative compte de la qualité de I’air & Dakar. Afin, de ressortir 'impact significatif
de chacune des variables explicatives sur la qualité de ’air, nous passerons aux tests de causalité
individuelle captée par la statistique de Student.
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Causalités individuelles : la statistique de Student

Afin de mettre en évidence l'incidence significative de chaque variable exogene sur la variable
dépendante, Student a élaboré une statistique paramétrique pour le faire [44]. La valeur de cette
statistique est donnée par le rapport en valeur absolue du coefficient estimé sur son écart type.
Sous I'hypothese nulle, le coefficient est différent de zéro. Soit 3 ce coefficient

B = 0 (Absence de causalité)
8 # (Causalité)

La regle de décision se base soit sur la lecture du t, soit a 'une de valeur de la probabilité critique
ou soit encore via la lecture de 'intervalle de confiance. Ainsi, '’hypothese nulle est validée si et
seulement si, la valeur de t est inférieure & 1,96; ou la valeur de la probabilité est inférieure a
5% (0,05) ou encore la valeur du coefficient estimé se trouve dans l'intervalle & 95% du seuil de
confiance. En choisissant comme critére de décision la valeur de la probabilité critique, on constate
que les variables température (temp), le point de rosée (ptrosé) et la pression au niveau de mer
(slvpres) expliquent de maniere significative l'indice de la qualité de 'air (iqa) & Dakar & 99%,
tandis que la visibilité (visblt), ’humidité (hmdt) et les précipitations expliquent significativement
et cela & 95% l'iga au jour le jour de 2010 & 2012 & Dakar. Enfin, le vent (wind) explique de maniére
significative I'iqa a 72%.

4.4.4 Interprétation des résultats

Le résultat trouvé est globalement satisfaisant. L’interprétation des résultats nécessite de prime
& bord certaines clarifications. Ainsi donc, une valeur tres grande de 1'iga implique une mauvaise
qualité de 'air. Cette remarque nous sera un puissant instrument d’aide lorsque seront interprétés
les valeurs des coefficients estimés. Il faut le rappeler que le modele tel que estimé est un modele non
stationnaire. Sa linéarisation par le filtre logarithme permet d’interpréter les résultats en termes
d’élasticité. Enfin, nous allons pouvoir déceler laquelle des variables explicatives contribue le plus a
I'explication de l'iga. L’influence des différentes variables sur la qualité de ’air a Dakar, est captée
par les effets marginaux [18].

logY dy/dx Z P > |t| | [95% int. confiance]
log X1 1,049889 6,19 0,000 0,717007 1,382771
logXs | -1,979188 | -11,89 0,000 -2,305695 -1,652681
logXs | -0,4320999 | -2,55 0, 011 -0,7649559 -0,099244
log X4 1,200409 9,70 0,000 0,9575247 1,443292
logXs | 0,0487099 1,08 0,278 -0,0394129 0,1368326
Xs 0,0080417 2,21 0,027 0,0009003 0,0151831
X7 -0,0017805 | -2,43 0,015 | -0,0032187 -0,0003424

A travers les effets marginaux, on note qu’au fur et & mesure que de la température augmente
de 1%, l'indice de la qualité de l'air augmente de 1,05%, ce qui implique une détérioration de la
qualité de Dair de 2%. Au final, la baisse de la température entraine une amélioration de la qualité
de Dair. Aussi une augmentation de la pression au niveau des mers (X,) entraine une mauvaise
qualité de lair. Une augmentation de 1% de la (X,) engendre une augmentation de 1,2% de l'iqa.
Cependant, notons que les effets de la temp et de la slvpres sur I’iqa sont tres prononcés sur l'iga
au regard de la p-value.

De méme la visibilité et le vent expliquent négativement l'iqa, car une bonne visibilité
(accroissement de 1%) conduit & une détérioration de la qualité de l'air (augmente de 0,008%).
S’agissant particulierement de la visibilité, mesurée en kilometre, I’on peut retenir que plus 'on
s’écarte de 1% en termes de distance, I'iqa augmente de 0,008% et donc une mauvaise qualité de
Pair. Un vent ayant une augmentation de la vitesse de 1% entre une augmentation de 0,05% de
Iiga donc une détérioration de 0,05%. Leurs effets sont trés peu prononcés sur l'iqa.

Par cette méme analyse, on pourra conclure qu’un fort point de rosée améliore la qualité de
lair. Autrement dit, pour tout accroissement de point de rosée de 1% de degré Celsius, l'iga
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diminue sensiblement de 2%. Aussi, ’humidité contribue & améliorer la qualité de ’air. Bien que
les précipitations n’expliquent significativement la qualité de ’air, elle contribue & ’améliorer.

Cette analyse ne nous permet pas de nous prononcer sur la proportion de la contribution de
chaque variable & l’explication de iga. Pour ce faire, nous recourrons & la béta [41] régression afin
de faire transparaitre les proportionnalités.

log X1 logXs logXs logXa logXs Xe X7
5| 0,3508 || -0,8785 | -0,0524 || -0,0788 | 0,0003 || 0,0541 | -0,0190

Le principe de comparaison est basé sur la valeur absolue des coefficients beta. Par conséquent,
une valeur absolue de 3 tres grande implique que la variable affectée au coefficient contribue le plus
a l'explication du phénomene. D’apres ce critere I'on peut déduire que le point de rosée contribue
le plus a expliquer la qualité de I'air dans Dakar, suivie par la température, la pression du niveau

de la mer, la visibilité, 'humidité, la précipitation et le vent.

4.4.5 Test du modele

Dans cette section prédisons le logarithme néperien des valeurs de 'iqa pour les trente un (31)
jours du mois de Janvier 2013 et comparons ces résultats avec les vraies mesures relevées au niveau
des stations pendant cette méme période.

(logY;) = 1,049889(logX1;) — 1,979188(logX2;) — 0,4320999(logX3;) + 1,200409(logXy4;) +
0,0080417(X5;) + 0,0487099(logXs;) — 0,0017805(X7;).

lerJan2013 | 2jan2013 | 3jan2013 | 4jan2013 | 5jan2013 | 6jan2013 | 7jan2013
logY Predict 4.623918 4.351801 | 4.381915 | 4.324212 | 4.522027 | 4.485942 | 4.480862
logY measured | 4.624973 4.634729 | 4.454347 | 4.26268 4.836282 | 5.01728 4.394449
Error 0.001055 0.282928 | 0.072432 | 0.061532 | 0.314255 | 0.531338 | 0.086413
8jan2013 9jan2013 | 10jan2013| 11jan2013| 12jan2013| 13jan2013| 14jan2013
logY Predict 4.318746 4.310354 | 4.16586 4.176713 | 4.257765 | 4.069178 | 4.105231
logY measured | 5.594711 5.010635 | 4.75359 4.543295 | 4.110874 | 4.682131 | 4.394449
Error 1.275965 0.700281 | 0.58773 0.366582 | 0.146891 | 0.612953 | 0.289218
15jan2013 | 6jan2013 | 17jan2013| 18jan2013| 19jan2013| 20jan2013| 21jan2013
logY Predict 4.236575 4.546349 | 4.724899 | 4.306895 | 4.247306 | 4.026511 | 4.011349
logY measured | 4.430817 4.691348 | 5.062595 | 4.584967 | 4.094345 | 3.583519 | 4.343805
Error 0.194242 0.144999 | 0.337696 | 0.278072 | 0.152961 | 0.442992 | 0.332456
22jan2013 | 23jan2013| 24jan2013| 25jan2013| 26jan2013| 27jan2013| 28jan2013
logY Predict 3.965532 3.933329 | 4.205845 | 4.116431 | 4.154939 | 4.167326 | 4.129025
logY measured | 4.248495 3.871201 | 4.430817 | 4.406719 | 4.905275 | 4.248495 | 4.060443
Error 0.282963 0.062128 | 0.224972 | 0.290288 | 0.750336 | 0.081169 | 0.068582
29jan2013 | 30jan2013| 31jan2013
logY Predict 4.64672 4.482949 | 4.456865
logY measured | 4.158883 4.75359 5.26269
Error 0.48784 0.270641 | 0.805825
TABLE 4.1 — Prédiction de log(iga) et sa valeur mesurée en Janvier 2013
Les erreurs sont obtenues par la formule Erreur = |logigaPrédit — logiga mesuré|. Nous

remarquons qu’on a une tres bonne approximation car les erreurs sont tres négligeables. La figure
ci-dessous nous donne l'allure [45] des valeurs réelles et des valeurs ajustées du logiqa avec le logiciel

R.
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4. Chapitre. Modélisation et prédiction de I'indice de la qualité de I'air dans
Dakar 4.5. L’article en anglais
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Cette étude nous a permis de déterminer un modele de prédiction de 'indice de la qualité de
Iair a Dakar. Cet modele prédit I'TQA en fonction de la réponse aux changements prescrits par la
météorologie et dans la source de pollution. Ce modele peut servir a prédire 'indice de la qualité de
I’air au moins durant la prochaine année et peut étre réajusté au fur et a mesure de la disponibilité
des données de 'année en cours. I fournit un éventuel outil que le centre de surveillance de la
qualité de I'air de Dakar pourrait exploiter dans une perspective de santé publique.

4.5 L’article en anglais
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ABSTRACT

Air quality plays a very important role in today’s life in our societies. It is intrinsically linked
to strategic policy regulation and improvement of human health and environment. In this
article, we present the index of the air quality for Dakar during the period from 2010 to 2012
and propose a prediction model by the technique of multiple regressions.

Keywords: Air pollution, air quality, multiple regressions, optimization, least squares, mod-
eling and prediction.
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1 Introduction

A model is a representation of a simplified natural process used to represent and study a com-
plex system. One of the problems of air pollution studies is to demonstrate to what extent
pollutant emissions must be reduced in order for ambient concentrations to be maintained be-
low value limits acceptable for health and the natural environment (Buchard V. and C., 2000).
One of the major goals of modeling is to estimate the concentrations of pollutants in the atmo-
sphere from Emissions of different sources of pollutants. A computer simulation is a valuable
tool that makes it possible to confront the political and economic world to the risks or benefits
incurred by an increase or a decrease of emission sources on air quality. Models of air quality
can be divided into several categories (P., 1990; Corinne Schadkowski, 2002) :

1. Physical models: representations of certain phenomena (such as tunenel winds) on
small scales, in the laboratory;

WWW.ceser.in/ceserp
WWWw.ceserp.com/cp-jour
www.ceserpublications.com
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2. Mathematical models: analytical or numerical algorithms describe the physical and
chemical aspects of the problem studied.

Physical models are often used to provide data to designers of mathematical models, such as
chemical mechanisms developed from experiments in a simulation chamber.
Mathematical models can be classified in two major types:

e Determinism models: based on the mathematical description of atmospheric processes,

o Statistical models: semi-empirical relationships are established from a large number of
observations.

In this research, we use statistical models including multiple linear regression (MLR). Speak-
ing of regression, classical linear models are mentioned first: the simple linear regression
(We express the concentration of a pollutant according to a single variable which may be the
weather, a meteorological factor, etc.) or the Multiple linear regression (the pollutant concen-
tration is expressed according to several explanatory variables). The MLR has been used in
several studies, but in most cases it has been done so for comparison purposes. Goyal and
al. (Goyal P.,, 2006) studied the forecasting of the total levels of breathable particles (daily av-
erages) in two cities: Delhi and Hong Kong. The authors developed a first model based on
MLR, the explanatory variables being meteorological parameters: wind speed, solar radiation,
relative humidity and surface temperature. The MLR showed that the contributions of some
variables were significant (wind speed, relative humidity), but solar radiation was not an influ-
ential variable. The model explains 58% of the variance of daily particle concentrations with a
mean square error of 76 ng.m 3, which is not very satisfactory. The second model used is of
the ARIMA type, and the third, a linear combination of the first two. The MLR was used for the
sake of comparison in other works, like those of Salini and Perez, Slini and al., or Robles-Diaz
and al. (Perez P., 2008; Slini Th., 2006; Diaz-Robles LA, 2008). Generally, different authors
have retained the MLR as an interesting alternative because of its implementation simplicity,
and leading to rather decent results but with lower performance than more sophisticated mod-
els. One particular way of applying the MLR is to use the principal components instead of the
explanatory variables, when the latter are correlated with each other (which happens often),
but in this research we will not present an example of application for the prediction of the quality
index in this case. We propose a model of forecast by the multiple regression technique. To
emphasize the significant impact of each explanatory variable on air quality, we use the stu-
dent statistics to highlight the significant impact of each exogenous variable on the dependent
variable. In addition, we predict the natural logarithm of the values of the index of air quality
for thirty-one (31) days of January 2013 and compare these results with actual measurements
taken in (weather) stations during the same period.

2 Modeling

This research is primarily concerned with the quality of the air in the city of Dakar. It is assessed
through the index of the quality of air we model by the multiple linear regression technique.
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2.1 Multiple Linear Regression

The quality of air is generally influenced to different degrees by variables such as humidity, wind
speed, rainfall, dew point, visibility, the pressure at sea level and temperature. The objective of
this research is to identify the variables that decisively influence the Index of air quality in the
city of Dakar during the period from 2010 to 2012. The variables showing the maximum (high)
daily averages are successively presented below.

1. Y: Index of air quality (number without units);

2. X1: Maximum temperature (in Celsius degrees);
3. X5: dew point (in Celsius degrees);

4. X3: Maximum humidity (%);

5. X4: maximum pressure at sea level (hPa);

6. X5: maximum visibility (km);

7. Xg: maximum wind speed (Kph);

8. X7: Level of precipitation (mm).

Remark 2.1. The dependent or endogenous variable is the air quality index; iga. However,
all other variables are explanatory or exogenous variables. For our study these variables are
weather data. We obtained the historical data related to these for the period from 2010 to 2012
thanks to the site (http://www.wunderground.com/history/airport/GOQY)

1. Y is explained or endogenous variable.
2. The explanatory or exogenous variables are X;, ..., X7 .

3. The regression model becomes (C. and S.Hadi, 2013) :

Y =00+b6X1+ ..+ 6:Xs+¢e or simply Y =X +e.

with 8 = (6o, f1, ..., B7) are the unknown coefficients of the model that seeks to estimate and
e = (g;) is the vector of independent errors identically distributed (iid) according to a law
N(0,0?).

The regression model is based on the following assumptions (on errors) ¢; :

e Homoscedasticity: the variance o2 of errors is constant;
e Normality: the errors are distributed according to a centric (standard) normal distribution;

e Independence: the residues are independent or equivalently uncorrelated in the Gaus-
sian case.
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To optimally estimate the parameters fy,...,5,—1 of the regression model, we will use the least
square method to minimize the following quantity:

min Z(Y; — (ﬂo + 61Xi,1 + ...+ ﬁpleLp,l))Q.
i=1

We are interested in the explanation of the variable Y by the variables X1, X», X3, X4, X5, X,
X7.
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Figure 1: Curves of different time series.

In regard to the database and the following figure we notice that the variables making up our
time series are unevenly distributed and cannot be represented on the same scale. For ex-
ample, the values taken by the variable X, are very high compared to the values of the other
variables of the different chronicles. The graphical representation of the series suggests acci-
dental movements, therefore the possible outcome is to have each chronic undergo smoothing
(shading). To do this we use the logarithmic filter. To this end, we take the natural logarithm of
variables that do not contain zero.

The values of critical probabilities inform us that on the threshold of 5%; in the city of Dakar,
from 2010 to 2012, there is no interdependence between the quality of air and rain, storn, rain
and storm, rain and thunderstorm. The results of this test help us remove the impact of all such
events from the assessment.

2.2 Test of stationarity

To highlight structural changes, we will make two stationary tests ie, the Dickey and Fuller (DF)
enhanced test and the Phillips Perron (PP) test.

DF logY logX, | logXs | logXs logX, X5 log X X7
Statistique | -11.393 | -10.194 | -5.138 | -12.932 | -14.585 | -19.818 | -20.192 | -28.906
P-value 0,000 | 0,0007 | 0,000 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
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PP logY logX, | logXs logXs logXy X5 logXg X7
Statistique | -10.900 | -9.543 | -3.927 | -12.565 | -14.708 | -21.420 | -21.613 | -29.248
P-value 0,000 | 0,0007 | 0,0018 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

We find that for the DF enhanced test as well as for the PP, all variables are stationary.

3 Estimation of parameters j;

The estimation of the parameters 5; of the model is based on data observed in a sample of
size n extracted from the study population. For each individual i(i = 1,2, ..., n) of the sample,
we observe that the vector of dimension (p), and values (Y;, X;), carrying out the vector of
variables (V;, X;), wherein X; = (X;1, Xjo,. .. ,Xi(p_l)) is the vector of values of explanatory
variables. The estimation of the regression parameter vector, noted b = (b, b1,...,b,—1), is
done in the same way by the least square method as for simple linear regression (Leisch,
2002). As part of a multiple linear regression to p (p = 7 in this case) explanatory variables, the
criterion of least squares is:

n

o(B) = Z(Yz —Bo+BiXi1+ ..+ Bp1Xip-1))?
=1
The estimator 3 = (8o, A1, ..., 3,_1) of the vector b = (by, by, ..., b, 1) is obtained by minimizing
the criterion of the least squares ®(/3).
The estimator of the least squares 3 is defined as follows:

n p—1
A _ . - . . 2 o . _ 2

B = a?”gﬂélﬂlklpni1 ;(Yz jZOﬁJXU) = argﬂgﬂlglil Y — XB|°

The experience plane array X = [Xj|...|X,—1] is formed of p vectors columns (the first column
being generally made up of ). The sub-space generated by the p vectors columns of X is
called image space, or solution space and noted M (X) (dim(M (X)) = p) and any vector of
this space is of the form X a, where « is a vector of R? :

Xa=agXo+...+aop1Xp1

The vector Y is the sum of an element of M(X) and a noise element R™, which has no

M{X)

Figure 2: Representation X 3 in variable space.
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reason to belong to M(X). Minimize ||Y — X,||? like finding an element of M(X) which
is closest to the direction Y classical Euclidean norm. This single element is, by definition,
Y orthogonal projection of M(X). It will be noted Y = PxY where Px is the orthogonal
projection matrix M(X). It can also be written as Y = X3, where 3 is the MCO estimator
of 3. The space orthogonal to M(X), noted M (X), is often called residuals space. As an
additional orthogonal, it has dimension n — p = dim(R") — dim(M(X)).

Proposition 3.1. The 3 estimator Ordinary Least Square is expressed as:
B=(X'X)'XY,

and the orthogonal projection matrix (M) is written:

Py = X(X'X)"'X'.

The R software provides us with estimates of values f, 51, ..., 3,1 are realizations of the
random vector § (8 values which are read from the second column of the table Estimate Std
below) (Cornillon and Matzner-Lober, 2010).

Estimate Std Error t t value Pr(>|t])
log Xy 1.9078564 | 0.1684258 | 11.328 | < 2e — 16 * *x
logXs -2.8269400 | 0.1287505 | -21.957 | < 2e — 16 s s
logXs -0.1609299 | 0.1580903 | -1.018 0.3089
logXy 0.9963846 | 0.1275077 | 7.814 1.3e-14 ***
X5 0.0082808 | 0.0041909 | 1.976 0.0484 *
logXe 0.0239046 | 0.0535752 | 0.446 0.6555
X7 -0.0016791 | 0.0009222 | -1.821 0.0689.
Signif. codes: | 0 *** 0.001 ** | 0.01 x 0.05. 0.1°"1

Residual standard error: 0.3929 on 1089 degrees of freedom —
F-statistic: 1.659e+04 on 7 and 1089 DF p — value :< 2.2e — 16
Multiple R-squared: 0.9907 Adjusted R-squared: 0.9906
We estimate with an R* = 0.9907 and R, = 0.9906. In what follows we will do a series of tests to justify
our following application of the ordinary least square method.

Normality test residues

To study the normality of residuals, making a normality Kolmogorov-Smirnov and then a histogram:
ks.test(x,pnorm,mean(x),sd(x)) One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: x D =0.023, p-value = 0.6094

alternative hypothesis: two-sided

Given the P-value of this test (p-value= 0.6094 > 0.05), histogram and quantile quantile curve (Davison,
2002), we cannot reject the null hypothesis and argues that there has normality of residuals.

Homoscedasticity:

We use the test Harrison-McCabe, whose null hypothesis and residues follow normal distributions with
the same variance. The test carried out under the R software gives us the following result:
hmctest(fit1) data: fit1

Harrison-McCabe test HMC = 0.486, p-value = 0.27
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The null hypothesis of this test is: residues follow normal distributions with the same variance. Since
the p — value = 0.27 > 0.05 we therefore cannot reject the null hypothesis. It can be concluded that the
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Figure 3: Residuals histogram and Q — Qplot of log(iga)

residues follow normal distributions with the same variance.

Autocorrelation test

For this, we will make a fairly general test; it is the LM statistic (Lagrange Multiplicatur Breusch and
Godfrey) whose null hypothesis is the absence of autocorrelation (C. and S.Hadi, 2013; Cochrane and

Orcutt, 1946).

The P value allows us to reject the null hypothesis, that is to say, the residues from different periods are
autocorrelated. To overcome this problem autocorrelation, we will use the iterative method of Cochrane-

Orcultt.

Final result per iteration: the method of Cohrane-Orcutt

Lags (P)

Chi2

df

prob > chi2

1 322,697

1

0,0000

After nine (09) iterations with the Stata software (Becketti, 2013), we arrive at result below:
Prais-Winsten AR(1) regression — iterated estimates (Cochrane and Orcutt, 1946)

logY coef Std. Err. t P > |t| | [95% intervalle de con f1]
logX, | 1,049889 | 0,1696522 | 6,19 | 0,000 0,717007 1,382771
logXs | -1,979188 | 0,1664031 | -11,89 | 0,000 -2,305695 -1,652681
logXs | -0,4320999 | 0,1696388 | -2,55 | 0,011 -0,7649559 -0,099244
logX4 | 1,200409 | 0,1237848 | 9,70 | 0,000 0,9575247 1,443292
X5 0,0080417 | 0,036396 | 2,21 0,027 0,0009003 0,0151831
logXe | 0,0487099 | 0,0449114 | 1,08 | 0,278 | -0,0394129 0,1368326
Xr | -0,0017805 | 0,0007329 | -2,43 | 0,015 | -0,0032187 -0,0003424

F(7, 1089) = 3962,77

Prob> F' = 0,0000

R? normal

=0,9622 | R2ajusted = 0,9620

rho=0,5961765
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Results Modeling

The theoretical formula of multiple regression is
Y=00+6X1+..+B8p-1Xp_1+e or is Y =X +e.

Numerically we have the following result:

(logY;) = 1,049889(log X1;)—1,979188(log X 2;)—0, 4320999 (log X 3;)+1, 200409(log X 4;)+0, 0080417 (X 5; )+
0,0487099(logXes;) — 0,0017805(X7;).

This model predicts the index of the air quality (iqa) as a function of the temperature, dew point, humidity,
sea level press, visibility, wind speed and precipitation. The explanatory variables are highly significant
in the major part (p-value close to zero), the determining factor is 96.22%. The model explains about
96.20% of the change in the iga. This means in other words that our model has explanatory power of
96.22%. The model is very good and realistic because R? is fairly close to 1. This is a very good fit to
the data model. More R? is to 1, the more data are aligned with the regression line.

4 Statistical Validation of the model

4.1 Presumption of Causality

In our numerical model, the coefficient of determination, ratio of the sum of squared estimated on the
total sum of the square, shows that 96.22% of the point cloud best fit the dependent variable. In other
words, 95% of credit granted the fact that air quality in Dakar is largely (96.20%) explained is by the
temperature, humidity, pressure, dew, visibility, wind , precipitation and sea level press.

4.2 Global Causality

Indeed, as the coefficient of determination gives a partial idea of causality (Angrist, 1996), therefore, it
should be verified that this presumption is lining behind this coefficient by adequate statistics. This is
the Fisher statistic. It becomes as follows:

under the null hypothesis that none of the variables significantly explains iga, against the alternative
hypothesis that at least one of the variables explains iga. It is a bilateral test. Under the null hypothesis,
we find that the value of the critical probability is 0.000 and it helps disprove the null hypothesis. That is
to say; that there is at least one of the variables that significantly accounted for the air quality in Dakar.
In order to highlight the significant impact of each explanatory variable on the air quality, we will go to
individual causality tests captured by the Student statistic.

4.3 Individual Causality: Statistics Student

To highlight the significant impact of each exogenous variable on the dependent variable, Student has
developed a parametric statistics to do so (Granger, 1969). The value of this statistic is given by the
ratio in absolute value of the estimated coefficient on its standard deviation. Under the null hypothesis,
the coefficient is not zero.

B = 0 (Nocausal)
B # 0 (Causality)

The decision is based on either the reading of t rule, either in terms of value of the critical probability or
still through the reading of the confidence interval. Thus, the null hypothesis is validated if and only if the
value of t is less than 1.96; or the probability value is less than 5% (0.05) or the value of the estimated
coefficient is in the range of 95% confidence level. By choosing as a decision criterion the value of
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the critical probability, we find that the temperature variables (temp), dew point (ptros) and pressure at
sea level (slvpres) explain significantly the index of the air quality (iga) in Dakar to 99%, while visibility
(visblt), humidity (HMDT) and precipitation significantly and this explains the 95% iga daily from 2010 to
2012 in Dakar. Finally, the wind explains significantly up to 72% the iqa.

5 Interpretation of results

The results are generally satisfactory. The interpretation of results is intended to premium onboard
certain clarifications. Thus, a very high value of iga implies poor air quality. This remark will be a
powerful tool to help interpret the values of estimated coefficients. It must be remembered that the
model is considered as a non-stationary model. Linearization by the logarithm filter enables interpreting
the results in terms its linearization of elasticity. Finally, we can identify which variables contributes most
to the explanation of the iga. The influence of different variables on the air quality in Dakar, is captured
by the marginal effects.

logY dy/dx z P > |t| | [95% intervalle de con f1i]
logXy | 1,049889 6,19 | 0,000 0,717007 1,382771
logX, | -1,979188 | -11,89 | 0,000 -2,305695 -1,652681
logXs | -0,4320999 | -2,55 | 0,011 -0,7649559 -0,099244
logX, | 1,200409 9,70 0,000 0,9575247 1,443292
logX5 | 0,0487099 | 1,08 | 0,278 | -0,0394129 0,1368326
X6 0,0080417 | 2,21 0,027 0,0009003 0,0151831
X7 | -0,0017805 | -2,43 | 0,015 | -0,0032187 -0,0003424

Through the marginal effects, it is to remember that: as as the temperature increases by 1%, the index
of the quality of the air increases to 1.049889% or 1.05%, which implies a deterioration of the air quality
of 2%. Finally, the drop in temperature causes an improvement in air quality. Also an increase in
the pressure at sea level (X,) leads to poor air quality. An increase of 1% of the (X 4) generates an
increase of 1.2% of iga. However, it is to be noted that the effects of temp and slvpres on iga are
very pronounced on iga under the p-value. Similarly, the visibility, and wind negatively explain the iga
because good visibility (increase of 1%) leads to a deterioration in air quality (increased by 0.008%).
With specific regard to visibility, measured in kilometers, we can say that the more one moves away from
1% in terms of distance, the iqa increases of 0.008% and therefore poor air quality. A wind having a
speed increase between a 1% increase 0.0487099% or 0.05% of iga therefore a deterioration of 0.05%.
Their effects are very pronounced on iqa. In this same analysis, we can conclude that a high dew point
improves air quality. In other words, for every dew point increase 1% celsus degree the iqa decreases
1.979188% is substantially 2%. Also, the moisture helps to improve the air quality. Although rainfall is
significantly explain the air quality, it helps to improve it. This analysis does not allow us to comment on
the proportion the contribution of each variable to the explanation of the iga. To do this, we will use the
Beta regression (Becketti, 2013) in order to transpire proportionalities.

logX, log X, logXs logX4 log X5 Xe X7

beta | 0,3508323 | -0,8784867 | -0,0524051 | -0,0788565 | 0,0003116 | 0, 0540706 | -0,0189856

The comparison is based on the absolute value of beta coefficients. Therefore, an absolute value of
high beta implies that the variable assigned to the factor contributing most to explaining the phe enon.
On aps this criterion we can see that the dew point contributes most to explain the air quality in Dakar,
followed by temperature, pressure sea level, visibility, humidity, precipitation and wind.
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6 Test model (significance tests)

In this section predict the natural logarithm of the iga values for (31) days of January 2013 and compare
these results with real measurements taken at stations during the same period.
(logY;) = 1,049889(log X1;)—1,979188(log X 2;)—0, 4320999(log X3;)+1, 200409(log X 4;)+0, 0080417 ( X 5; )+
0,0487099(logXs;) — 0,0017805(X7;).

1erdan2013 | 2jan2013 3jan2013 4jan2013 5jan2013 6jan2013 7jan2013
logY Predict 4.623918 4.351801 4.381915 4.324212 4.522027 4.485942 4.480862
logY measured 4.624973 4.634729 4.454347 4.26268 4.836282 5.01728 4.394449
Error 0.001055 0.282928 0.072432 0.061532 0.314255 0.531338 0.086413
8jan2013 9jan2013 | 10jan2013 | 11jan2013 | 12jan2013 | 13jan2013 | 14jan2013
logY Predict 4.318746 4.310354 4.16586 4176713 4.257765 4.069178 4.105231
logY measured 5.594711 5.010635 4.75359 4.543295 4.110874 4.682131 4.394449
Error 1.275965 0.700281 0.58773 0.366582 0.146891 0.612953 0.289218
15jan2013 | 16jan2013 | 17jan2013 18jan2013 | 19jan2013 | 20jan2013 | 21jan2013
logY Predict 4.236575 4.546349 4.724899 4.306895 4.247306 4.026511 4.011349
logY measured 4.430817 4.691348 5.062595 4.584967 4.094345 3.583519 4.343805
Error 0.194242 0.144999 0.337696 0.278072 0.152961 0.442992 0.332456
22jan2013 | 23jan2013 | 24jan2013 | 25jan2013 | 26jan2013 | 27jan2013 | 28jan2013
logY Predict 3.965532 3.933329 4.205845 4.116431 4.154939 4.167326 4.129025
logY measured 4.248495 3.871201 4.430817 4.406719 4.905275 4.248495 4.060443
Error 0.282963 0.062128 0.224972 0.290288 0.750336 0.081169 0.068582
29jan2013 | 30jan2013 | 31jan2013
logY Predict 4.64672 4.482949 4.456865
logY measured 4.158883 4.75359 5.26269
Error 0.48784 0.270641 0.805825

Errors are obtained by the formula error= |logiqaPredict — logiqameasueed|. We note that we have a
very good approximation since errors are very significant. The figure below gives us the shape of the
actual values and the adequate adjusted logiga values (F., 1973).
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7 Conclusion and outlook

This study allowed us to determine a model for predicting for the Dakar air quality index. This model
predicts the air quality index depending on the response to the changes required by the meteorology
and the pollution source. This model can be used to predict the air quality index at least during the next
year and can be adjusted as and extent of data availability of the current year. It provides a tool that
the quality monitoring center air Dakar could exploit a public health perspective. Note that the consid-
eration of a linear regression model necessarily diminish its sharpness and degree of prediction. The
study conducted under this research could be improved by nonlinear regression model approach. We
have introduced an approach by the PROCESS AUTO REGRESSIVE MOVING AVERAGE ARMA(2,1)
method (L. Ngartera and Gningue, 2015). We plan the comparison with the approach proposed in this
article that could be conducted to take advantage of the two forms.
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Chapitre 5

Optimisation et analyse de I’indice
de la qualité de I’air dans Dakar

par le processus ARMA(2,1).
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5.1 Introduction
Dans ce chapitre on introduit le processus ARM A dans sa généralité avec quelques outils

nécessaires pour l’étude des processus stationnaires. On présente deux algorithmes pour la
détermination du prédicateur. La démarche de modélisation et prédiction par les processus ARM A
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5. Chapitre. Optimisation et analyse de 'indice de la qualité de 'air dans
Dakar par le processus ARM A(2,1). 5.1. Introduction

est abordée. Le chapitre se termine par un article 5.6 qui retient le processus ARM A(2,1) pour
prédire I'indice de la qualité de ’air dans Dakar. Dans le section suivante, on commence par les
processus stationnaires d’ordre deux.

Processus stochastique stationnaire

Définition 5.1.1. (Processus stochastique)

On considére une grandeur donnée sur des dates de 1 aT' . On fait des observations x1,...,xr,
réalisations des variables aléatoires Xq,..., X7 : (A P) — R, w € Q est un état de la nature
tel que xy = Xi(w).

(X4)tez est appelé un processus stochastique et (z1)icz et trajectoire du processus (Xi)iez

Si E(X;) = my , on a une seule observation (z; en 'occurrence) pour estimer m; . En revanche
si pour tout t € Z, E(X;) = m, on peut estimer m par m = % Zle X;.

C’est donc nécessaire de supposer que la suite X; a certaines propriétés de régularité.

Dans la suite de ce chapitre, on considere (X;)iez et on suppose X; € L2(2, A, P),Vt € Z.

Définition 5.1.2. Stationnarité stricte ou forte
(Xi)tez est dit processus stationnaire au sens strict si : Vn € N,V(ty,...,t,),Vh € Z, la
loi de (X4,,...,Xy,) est identique a la loi de (Xy, ., ,..., X}

Theorem 5.1.3. Théoréme de Kolmogorov
(Xt)tez est dit processus stationnaire au sens strict si et seulement si la loi de (X¢)iez
est identique d la loi de (Yi)iez ot Y = Xpyn -

Définition 5.1.4. Stationnarité faible
(X¢)tez est un processus stationnaire du second ordre (ou processus faiblement
stationnaire) s’il remplit les 3 conditions suivantes:

(i) Vt € Z,E(X) =m

(ii) VtZ,var(X;) = 0? = v(0)

(iii) Vt € Z,Yh € Z,cov(X¢, Xiyn) = v(h) (ne dépend que de h)
~v(h) est 'auto-covariance d’ordre h de X, .

n+h,)

Remarque 5.1.5. — Dans la suite de ce chapitre de la thése, les processus stationnaires
désignent les processus de la définition 5.1.4 ;
— (#ii) = (ii) pour h=0 et ~(0) = o
— Si un processus est stationnaire au sens strict alors il est faiblement stationnaire ;
— Si (X¢)tez est un processus gaussien alors il y a équivalence entre stationnarité faible et forte ;
Xty m X, 7(0) Y(t; —ti)
- F = var =
X, m Xi, 7(0)
Exemple 5.1.6. Processus stationnaire

(i) Bruit blanc faible (white noise): (et)icz est un bruit blanc faible si et seulement si:
E(e) =0,Vte€Z
var(e) = 0?2Vt € Z
cov(e,e,) =0, si t#T

on note pour la suite de ce chapitre e; ~ BB(0,02)
(ii) (er)iez est un bruit blanc fort si et seulement si les ¢; sont i.i.d., E(e;) = 0 et var(e;) = o>.
(iii) Processus moyenne mobile d’ordre 1, noté M A(1) (moving average of order 1)

Soient § € R*, ¢, ~ BB(0,02). Le processus (X¢)iez défini par: Vt € Z, Xy = €; — Oe;_1 est

un processus stationnaire appelé moyenne mobile d’ordre 1 et on note Xy ~ MA(1).
Remarque 5.1.7. Dans la pratique, on ne fait pas la différence entre x; et Xy . (x) ou (Xy)
désigne toujours le processus et x1,...,xp ou Xi,..., X la suite des observations.
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Exemple de processus non stationnaires

Nous présentons ici sous forme d’'un exemple un processus non stationnaire.

Exemple 5.1.8. Processus non stationnaires

(i) Marche aléatoire (randon walk)
Soit €, ~ BB(0,02). (X;)iez est une marche aléatoire sans dérive si et seulement si
- Xy =Xy 146,120
~ cov(e, Xy—1) =0,V0 < k < t.
Méme si on a la propriété EXy = EX,—1 = EXy = m,Vt € Z, (Xy)1ez nest pas stationnaire

X =X 1+e&
X1 =X a+te ¢
=4 Xt = Xo + Z €k

X1 =Xo+e
D’ou

t
var(Xy) = var(Xo) + 22001} €, Xo) + var( Zek
k=1 k=1

= var(Xo) + to?

Et par conséquent le processus n’est pas stationnaire en variance.
(ii) Processus stationnaire autour d’un trend déterministe.
X =a+bt+Y; ot (Yy)iez est un processus stationnaire.
Par exemple si Yy = ¢; ~ BB(0,02), EX; = a + bt, le processus n'est pas stationnaire en
espérance.

Fonction d’auto-covariance

Définition 5.1.9. Fonction d’auto-covariance L’auto-covariance d’un processus stationnaire
(Xt)tez est définie par:

vy L —R
h —y(h) = cov(Xy, *Xy_p,)

Proposition 5.1.10. Soit v la fonction d’auto-covariance d’un processus stationnaire (Xi)iez
alors 7y est une fonction paire de type positif ie Vn € N, V(t1,...,t,),Y(a1,...,a,) €R

Z aiaj'y(ti — tj) >0

1<i<j
Démonstration. Nous faisons cette preuve en deux partie:
1. Parité de ~ :

v(h) = cov(s, Xi—pn) = cov(Xi—n, Xg—n)+n) = cov(Xi—p, X¢)
= cov(Xy, Xy — h) = y(—h) d'ot la parité de v

2. Positivité :

var(z a; X)) = cov(z a; X4, Z a;jXy,;)
i J

= Z azajcov(Xe,, X¢;)

= aja;y(ti —t;) >0
i
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Fonction d’auto-corrélation

Définition 5.1.11. Fonction d’auto-corrélation
La fonction d’auto-corrélation d’un processus stationnaire (X¢)icz est définie par :

Vh € Z,p(h) = () = corr(X¢, Xetn)

7(0)
L’autocorrélation partielle d’ordre k désigne la corrélation entre X; et X;_j obtenue lorsque
I'influence des variables X;_;_;, avec i < k, a été retirée.
On appelle variogramme (resp. corrélogramme), le graphe d’une fonction d’autocovariance (resp.
d’autocorrélation). De méme, on définie un corrélogramme partielle comme étant le graphe de la
fonction d’autocorrélation partielle.

Proposition 5.1.12. p: h+—— p(h) est une fonction paire de type positif a valeur dans | — 1;1.]
Démonstration. La définition méme de p garantie la preuve de la proposition (5.1.12). En effet:

cov(Xy, X¢ + h h
corr(Xe, Xeyn) = ixtaxt ) - :\Y/EO; = p(h)
t t+h

Comme +y est paire de type positif alors p 1’est aussi. O

Définition 5.1.13. Auto-corrélogramme théorique L’auto-corrélogramme de (Xi)iez est le

graphe de la fonction:
N —]—1;1]
h+— p(h) '

Processus stationnaire transformé par une moyenne mobile infinie

Définition 5.1.14. Proposition

On considére (X¢)iez un processus stationnaire et (a;)jez une suite de réels tels que 3, |a;| <
+o00. Alors Yy = ZjEZ a; X est défini presque surement (p.s.) pour tout t.

On a les propriétés suivantes :

1. Y, € L2(Q, A, P),Vt € Z
2. (Yi)iez est un processus stationnaire tel que EY; = my = (Z]EZ aj>mX

Yy (h) =232, pajary(h+k—j) =3, ajary(h+j—k),Vh € Z
On dit que (Yi)iez est la transformée de (Xi)icz par la moyenne mobile infinie
associée aux (a;)jcz -

Régression linéaire sur un nombre fini de retards

Définition 5.1.15.

Soit (X¢)rez un processus stationnaire.

(i) La régression linéaire théorique de X; sur X;_1,...,X;_, est la projection orthogonale
dans £2(Q, A, P) de X; sur H = Vect(Xy—1,..., Xi—p).
On note généralement EL(X:|X;_1,...,X¢—,) la régression linéaire théorique de X; sur
X1,y Xi—p.

(ii) La régression affine théorique de X; sur X;_1,...,X;_, est la projection orthogonale dans

L2(Q, A, P) de Xy sur H* = Vect(1, X¢—1,. .., Xt—p)-
On note généralement EL(Xt|1,X;_1,...,X;—p) la régression affine théorique de X; sur
Xe1yo Xoyp -

Proposition 5.1.16. (i) coincide (ii) si et seulement si EX; = 0.
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Remarque 5.1.17. 1. Si EXy =0, on calculera toujours la régression affine. On la note aussi
souvent EL(Xy| X—1,...,X1—p).

2. Vect(Xy| Xi—1, ..., Xi—p) et Vect(Xt|X—1,...,X1—p,) sont des sous espace vectoriel de
dimension finie de L? donc fermés (d’aprés le corollaire 3.2.15 ).

3. Si (X¢): est gaussien, alors EL(X:|.) = E(X¢|.).
On peut calculer la régression affine théorique (ii). En effet :

H=Vect(1,Xy_1,...,X—p) et X; = pu(Xy) est caractérisé par X; € H et X, — X; 1L H.

p
X;k €H<:>3a0,a1,...,ap/Xt* :a0+2ant_j

j=1

L’existence de X} est donnée par le théoreme de la projection (3.3.6).
X: — X} L H apres un petit effort a nous conduit a

{ ag = mx(1=3"_, a)

E(XepXe—j) = mi + 25 an[B(X X)) —m%] Vi=1....p.
On a alors
Vi=1,....p B(X;X;_j)—m2=> arB(X_Xi—j) — m¥]
k=1
Soit

P
Vi=1,...,p cov(X¢, Xy j) = Z apcov(Xe—p4j, Xi—j)
k=1

Ce qui fournit
P
Y(G) =D ary(k = )
k=1
Et
P
apg = mx(l — Zaj)
j=1

I1 vient donc

1 (1) (p—1)
7(1) 71 Z(g _9)| (n (1)
: : . : = : (5.1)
W(P; 1) v(p;Q) 1 p 7(p)
Puisque p(h) = %, divisons ’équation (5.1) par v(0) et on a:
(1) (p—1)
p(1) pl gé —2) a1 p(1)
: : . : =1 : (5.2)
p(p - 1) pp - 2) ... 1 ap p(p)

Si les X; sont indépendants alors la matrice du premier terme de I’équation (5.2) est inversible.

Définition 5.1.18. Propriété
On appelle auto-corrélation partielle d’ordre p ’expression suivante:

r(p) = Corr(Xy — EL(Xy|X¢—1,. .., Xi—pi1), Xomp — EL(Xy—p|Xeo1, ..., Xi—pi1))

_ CO’U(Xt — EL(Xt|Xt,1, ey Xt7p+1)7 Xt*p — .E‘.L()(tfp|‘XP7§717 N ,Xt7p+l))
\/’UG/T(Xt - EL(Xt|Xt_1, “ee ,Xt_p+1))vaT(Xt_p - EL(Xt_p|Xt_1, ce 7Xt—p+l))
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On montre que r(p) = a, coefficient [66] de X;_, dans EL(Xy|X;—1,..., Xi—p).
P
BL(X; | Xe1, o, Xepy1) = 3 _a; Xi (5.3)
j=1

Définition 5.1.19. Auto-corrélogramme partiel
L’auto-corrélogramme partiel de (Xy)iez est le graphe de la fonction:

{N—>]—1;1[
pr—r(p)

Régression sur un nombre infini de retards

Définition 5.1.20. Soit (X;)icz un processus stationnaire.

(i) La régression linéaire théorique de X; sur X;_1,...,X_p,... est la projection orthogonale
dans L2(Q, A, P) de Xy sur H=Vect(X;_1,...,Xi—p,...).
(ii) La régression affine théorique de X; surl, X;_1,...,X;_,, ... est la projection orthogonale

L2(Q,A,P) de Xy sur H* = Vect(1, Xt—1,. .., Xt—py...).
On note L(X;_1) Vespace L(1, Xs_1,..., X¢_k,...) et :
EL(Xt|Xt,1) == EL(Xt|Xt,1, . o ;thka .. )
— EL(X1, Xeo1 oy Xeopor )
est la régression linéaire (ou affine) sur L(X;_1) .
Proposition 5.1.21. (i) et (ii) comncident si et seulement si EXy = 0,Vt.

Remarque 5.1.22. X; = EL(X|X;_1,...,Xi—p)

p
Xt - (ao + ZCL]Xt])

|IX: — X/|l2 = min
ag
=1

5eeQp

2

= min||X; — Yo
YeH

Proposition 5.1.23. EL(X;|X; 1) = lim EL(XX; 1,...,X¢ ) au sens de L* .

n—-4oo

Theorem 5.1.24. (Admis)
Soient (Xt)iez un processus stationnaire et Xy = EL(X:|X:—1)) la régression affine de X; sur

L, X1y, Xpog,...) et e = X — X | alors
(1) (et)tez est un bruit blanc.
(ii) CO’U(Et,Et_k) =0Vk>0
Définition 5.1.25. Processus des innovations
En considérant les notations du théoréme (5.1.24) ci-dessus on a [67, 68]:
(1) (et)rez est appelé le processus des innovations de (Xy)icz ;
(ii) € est l'innovation de X, ;
(iii) X est appelé la prévision optimale de X; d la date t — 1.
Theorem 5.1.26. De Wold

Sotent (Xi)iez un processus stationnaire et (€;)icz le processus des innovations correspondant.
Alors

+oo +o0
El(ak)k‘EZ/Z \ak\ <40 et Xi=m+ Zaket,k.
k=0 k=0
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Dakar par le processus ARM A(2,1).

5.1. Introduction

L’opérateur retard et ’opérateur avance

Définition 5.1.27. L’opérateur backward et l’opérateur forward

1. L’opérateur retard L ( lag) ou B ( backward) est défini sur la classe des processus

stationnaires comme étant :

B: (X¢)tez — (Ye)tez tel que Y, =X,

On note: LX; = Xy_1.

2. De méme, lopérateur avance F ( forward) correspond a F : (Xy)iez — (Yi)iez tel que

Y; = Xt+1 On note : ]FXt = Xt+1.

Remarque 5.1.28. LoF = FolL = I (opérateur identité) et on notera par la suite F=1L""!

et L=F"1.

1. II est possible de faire la composition de ces opérateurs : .2 = L o LL, en générale on a:

I’ =LoLo...oL oupeN
—_—

p fois

avec la convention LY = I. Notons que LP(Xt) = X;_,,.

2. Soit A le polynome,

A(z) = ag + a1z + az® + ... + apz®.

On notera A(L) 'opérateur

p
A(L) = aol + a1 L + agll® + ... 4 q, P = Zak]Lk.

k=0

Soit (X) une série temporelle. La série (Y;) définie par V; = A(L)X; vérifie

p
Vi=AL)X: = ap Xk
k=0

Par passage a la limite, on peut aussi définir des séries formelles

A(z) = Zakzk et A(L) = Z apL*
k=0 k=0

Proposition 5.1.29. Pour toutes moyennes mobiles A et B, alors

A(L) + B(L)
aeR, aA(LL)
A(L) o B(L)

(A+B)(L)
(A)(LL)
(AB)(L) = B(L) o A(L)

La moyenne mobile C' = AB = BA vérifie donc

(i arlL¥) o (i bilLF) = (i el ot ¢; = Z apLi =",
k=0 k=0 =0 k=0

Les Moyennes mobiles

Définition 5.1.30. On appelle moyenne mobile, un opérateur linéaire provenant d’une

combinaison linéaire d’opérateurs retard

mo
M = Z Gi]L_i, avec my, mgo € N

i=—m1
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et M peut encore s’écrire

mi+ma ) mi+ma _
M=L" > 0 pm L7 =L™ Y 0 F' =L™6(F),
1=0 =0

o, ©(.) est un polynéme appelé polynéme caractéristique de M, de degré my +mq, et mq +mo+1
sera appelé ordre de M ( correspondant au nombre( théorique) de terme de M ).

Définition 5.1.31. Si m; = mo = m, la moyenne mobile est dite centrée. Si de plus, M est
centrée, et que pour tout i, 8; = 0_; alors la moyenne mobile est dite symétrique.

Exemple 5.1.32. La moyenne mobile M (X;) = w,

soit My = w = @ est de degré 1, d’ordre 2 et n’est pas centrée( ni symétrique).

Exemple 5.1.33. La moyenne mobile Ma(X;) = W;M:

—1 2
soit My = (L 4:121+IL) _ ]L(I-',-24IE‘+IE‘ )

est de degré 2, d’ordre 3. Elle est centrée et symétrique.
Notons que les moyennes centrées symétriques, sont nécessairement d’ordre impair( pour étre
centrées). Pour m impair, on prendra les moyennes mobiles d’ordre m = 2p + 1 définie par

1
M, (X)) = E(Xt_p + X+ XX X X + X)),

Exemple 5.1.34. La moyenne mobile M3(X;) = %(Xt_1 + Xi + Xi—1) est d’ordre 8 et a pour

: 111
coefficients 3, 3, 3-

Exemple 5.1.35. La moyenne mobile
1
My(Xy) = §(X,5_4 + X3+ X0t ...+ X+ + Xia)
est d’ordre 9 et a pour coefficients %, %, %, e %.

En général le filtre Mo, 1(X;) s’écrit de la maniere suivante:

1
M2p+1(Xt) = m(Xt,p + Xt7p+1 +...+ Xt,1 + Xt + Xt+1 R Xt+p71 + Xt+p)

Pour les moyennes mobiles centrées d’ordre pair (p = 2k), on a:

k-1
1 1 1
My (X:) = Mog(Xy) = — [ Z Xivi + §Xt7k + §Xt+k]
i=—k+1
Remarque 5.1.36. 1. Les moyennes mobiles permettent de lisser directement la série sans

hypothese a priori sur le modele sous-jacent. La méthode est donc wvalable quel que soit
le modéle de décomposition. Pour cette raison, on peut classer ce type de lissage dans les
méthodes non-paramétriques( par opposition aux méthodes paramétriques). C’est un outil
simple a mettre en ceuvre qui met en évidence lallure de la tendance en supprimant la
composante saisonniere et en atténuant le bruit.

2. On peut aussi remplacer la moyenne par la médiane et on obtient alors un lissage par médiane
mobile. Ce procédé a alors l'avantage d’étre moins sensible auz valeurs aberrantes.

5.2 Processus ARMA(p,q)

5.2.1 AR(p): processus auto-régressifs d’ordre p
Définition et représentation canonique minimale

Définition 5.2.1. Processus AR(p)
(Xt)tez est un processus AR(p) si:
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(1) (Xy) est stationnaire;
(ii) (X;) vérifie une équation Xy = p+ 1 Xt—1+ ...+ 0pXi—p + € avec o, # 0 et e, ~ BB(0,0?)
On note (L) Xy =p+e ot ¢(L) =1— (o1 L+ ...+ ¢pLP)

Exemple 5.2.2. X; ~ AR(1) ie (1 — pL)X; = .+ €; ot €, ~ BB(0,02) et |p] < 1

Remarque 5.2.3. On a de solution non stationnaires (en espérance) de la méme équation.
Soient Yy tel que (1—pL)Y; = 0 =Y, = pY;_1 = Y; = p'Y, et (Xy) un processus stationnaire.
On définit (Z;) par Zy = Xy + Y;. Alors on a :

EZ, = EX, + EY, = mx + p'EYy # constante.

Et par conséquent (Z;) n’est pas un processus stationnaire.

Proposition 5.2.4. Si X; ~ AR(p) tel que (L) Xy = p+ € alors

H M
EX; = =
¢(1) 17(@1+...+S@p)

Démonstration.

Xe=p+pr1Xp 1+ +p Xy pt &

EXt =K + QOIEXt—l + ...+ QDpEXt—p + EGt
m=pu+oeim-+...+pym
L=(p1+...+wp)  9(1)

CQFD. O

Proposition 5.2.5. Si X; ~» AR(p) est tel que ¢(L) Xy = p+ € et si l'on pose Yy = X —m (o0
m = EX;), on alors
L)Yy =€eet EY; =0

Ecriture d’un M A(p) lorsque les racines de ¢ sont de module strictement supérieur a
1

On se donne les hypotheses ¢(L)X; = p+ ¢ avec ¢(L) = 1 — (p1L + ... + ¢,LP) et
2] < 1= ¢(2) #0.

On suppose que ¢(z) = [[7(1 — X\;2) ou |\;| = ﬁ <1

Alors ¢(L) est inversible et ¢~ 1(L) = Y o° axL* = A(L) tel que Y |ay| < co et ag = 1.

On en déduit

X =A(L)u+ A(L)e;
=AD)p+ 3 arLF e
K <; k )

o0
=m+ Z akLket,k
0

du fait que ¢(1)"tp=m

Proposition 5.2.6. Sous les hypotheses ci-dessus, (Xi)iez posséde une représentation M A(oo)
ie:

o0 o0
Xi=m+ ZakLket_k, ou ag=1,a; € R,Z lak| < +o0
0 0
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Proposition 5.2.7. On rappelle que (5.1.20) L(X;) = L(1, X4, X1y, Xi—p,...) et Le) =

L(1,€t,€—1,...,€—p,...) et sous les hypothéses précédentes on a :
(1) L(Xt) = L(et)
(ii) € est Uinnovation de X;.

Définition 5.2.8. Soit X; ~» AR(p) et ¢ un polyndme vérifiant les 2 conditions (i) et (ii)
sutvantes:

(i) o(L)Xe =p+e
(ii) |2 < 1= (2) #0
Alors la représentation ¢(L)X; = p + €; est appelée représentation canonique de (X;)iez.

Propriétés des AR(p)

Proposition 5.2.9. Si (Xi)iez ~ AR(p) et si ¢(L) Xt = [+ € est sa représentation canonique

alors on a :
0 sih>0

r(h) :{ # 0 sinon
Proposition 5.2.10. Si (X;)iez ~ AR(p), alors :

_f 0 si|hl>p
’Y(h)_{ # 0silhl=p

0  si|h>p
=12 o W

Définition 5.2.11. Un processus AR(p) est dit causal lorsqu’il existe une suite de nombres ay
telle que k € Z ) oy | g |[< 00 et
o0
X = Z ARtk
k=0

Par cette définition, nous pouvons remarquer tout processus & moyenne mobile est causal.

5.2.2 MA(q) : processus moyenne mobile d’ordre ¢

Définition 5.2.12. (X;)icz ~ M A(q) s’il existe ¢; ~ BB(0,0?) et 61,...,0, tel que
Xi=m+e —01e1 — ... —Ogep—4

Proposition 5.2.13. EX; =m

Remarque 5.2.14. (i) (Xi):ecz est nécessairement stationnaire.

(ii) On note X, =m+6(L)e, ou (L) =1—-60,L—...—6,L7
(iii) Puisque Xy —m = 0(L)e, Xy est centré, EX; =0
Sous les hypotheses 0(L) est inversible et §(L)~" = S/ a, L* avec ag = 1 et 3 |ax| < +o0.
Il en découle que
X, —m=0(L)e, <= 0(L) 1 (X; —m) = ¢ <= (L)' X; — % =
Soit encore
+oo m
ZakXt—k*HZEt ou p= 70)
k=0
D’ou on a la représentation canonique AR(c0):
400 m
X, = X — 5.4
t I;ak tk+9(1)+€t (5.4)
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Proposition 5.2.15. Sous les hypotheses précédentes on a:
(i) L(X:) = L(et)

(ii) € est linnovation de X;

Propriétés des processus M A(q)

On suppose que la représentation étudiée est la représentation canonique

Xy = m+0(L)e
toutes les racines de 6 sont de modules > 1
6(L) = 1—-6,L—...—0,L7
€t ~ BB

Proposition 5.2.16. Sous les hypothéses précédentes on a :

0 st |h] > ¢
n) — —0q0? #0 silh| = q
v(h) = 02 (—O0h+ X, 0:0in)  si1<|h <g
o? (1+>7,62) sih=0

Remarque 5.2.17. Il n’ y a de résultat particulier pour les auto-corrélations partielles des M A(q).

Proposition 5.2.18. pi(h) décroit exponentiellement avec h.

AR(p) MA(q)
p(h) | décroit exponentiellement vers 0 avec h Osi|h|>qgetnonnulsih=gq
r(h) Osih>petnonnulsih=p -
p'(h) Osih>petnonnulsih=p décroit exponentiellement vers 0 avec h

TABLE 5.1 — Tableau récapitulatif des différentes situations du processus AR(p) et M A(q)

ot p'(h) est I'auto-corrélation inverse d’ordre h et est définie par p’ (h) = ;:f Egi et r(h) est le
X
coefficient de X¢—p, EL(Xt| X1, ..., Xep) = p+ D0 0iXi1.
Les auto-corrélations inverses d’un processus M A(g) ont les mémes propriétés que les auto-
corrélations d'un AR(q).

Proposition 5.2.19. [55, 54, 38] Le processus stationnaire centré (X;) est engendré par une
modélisation minimale AR(p) si et seulement si p(p) # 0 et p(h) = 0 pour tout h > p .

Proposition 5.2.20. [54, 56] Le processus stationnaire centré (X:) est engendré par une
modélisation minimale M A(q) si et seulement si p(q) # 0 et p(h) = 0 pour tout |h| > q .

5.2.3 ARMA(p,q): AR(p) + M A(q)

Les modeles ARMA (AutoRegressive Moving Average ), ou aussi modele de Box-Jenkins, sont
les principaux modeles de séries temporelles. Ils s’appuient principalement sur deux principes mis
en évidence par Yule et Slutsky, le principe autorégressif et moyenne mobile. Leur application
a lanalyse et & la prédiction des séries temporelles fut généralisée (Box et Jenkins en 1970) en
combinant les deux principes AR et M A. Ils montrérent que ce processus pouvait s’appliquer a de
nombreux domaines et était facile a implémenter.
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Définition et représentation canonique minimale

Définition 5.2.21. Un processus stationnaire (X¢): € Z admet une représentation ARM A(p, q)
canonique minimale [59] s’il vérifie une équation :

(L)Xt = p+ 0(L)er

avec
(1) & ~ BB(0,0?)

(2) ¢(L)=1—¢1L — ... — @, LY, avec @, # 0.
(3) 6(L)=1—-60L—...—0,L7 avec 6, #0

(4) @ et 0 ont toutes leurs racines de module strictement supérieur a 1 (représentation canonique).

(5) ¢ et @ n'ont pas de racines communes (représentation minimale).

Remarque 5.2.22. 1. Il emiste des solutions mon stationnaires : soit (X;) un processus
stationnaire et (Y:) déterministe tel que o(L)Y = 0. On définit Zy = X¢ + Y: qui vérifie
l’équation.

2. Revenons sur la représentation canonique :

- Si le processus (Xy) est stationnaire, alors les racines de ¢ sont de module distinct de 1. On
powvait supposer qu’on est le cas ot 0 a des racines de module 1 (c’est compatible avec la
stationnarité ).

— En considérant ¢ et 0 avec des racines de module distinct de 1, on peut toujours se ramener
a la représentation ¢* (L)X, = p* + 0*(L)n, ot ¢* et 8% ont des racines de module > 1.

- Si ¢ et 0 ont des racines de module strictement supérieur a 1 mais admettent une racine

commune, alors
p(L) = (1= AL)go(L) et O(L) = (1 — AL)6o(L)

Et donc on a :

vo(L) = ﬁ +00(L)er = Xy ~ ARMA(p —1,q — 1)

Proposition 5.2.23. (i) EX; = %
(i) ¢(L)(X; —m) = 60(L)e
Remarque 5.2.24. On peut se ramener par centrage au cas ou p = 0.

Démonstration. (i)
E(Xt — Qolthl — ... — SDpthp) = E([L + € — 91615,1 — ... — qut,q)
Puisque (X;) est stationnaire il vient:

m(l—cpl—...—cpp):u+0:>m:ﬁ

ii
w (L) X: = ¢(1)m +0(L)er = ¢(L)m + 0(L)e;
Et donc ¢(L)(Xt —m) = 0(L)e;

O
Proposition 5.2.25. On garde les mémes hypothéses comme précédemment.
(1) (X:) admet une représentation AR(c0), Zz:og arXi—p = p+e avecag =1 et Y, |ag| < +o0.
(ii) (X;) admet une représentation MA(c0), Xy = m+ Y325 brer—y avecbg = 1 et 3, |bx| < +00.
(iii) L(X:) = L(et)

(iv) € est une innovation de X,
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Remarque 5.2.26. I faut noter et retenir que:
1. AR(p) = ARM A(p,0) ;
2. MA(q) = ARMA(0,q) ;
3.

ARMA(p,q) = AR(o0) # AR(P) si P grand
= MA() # MA(Q) si Q grand;

Généralement U'un des paramétres (p ou q) est petit alors que lautre est grand. Avec
Uapprozimation précédente on a alors moins de parameétres a estimer.

4. En vertu du théoréme de Wold (5.1.26), X; = m + B(L)e:, ot (&) est le processus des
innovations, si de plus Xy ~ ARM A(p, q) alors B(L) = %.
Propriétés des processus ARM A(p, q)

Soit un processus ARM A(p, q) tel que :

1. o(L)X; = 60(L)e; ( éventuellement aprés centrage),
2. (L) =1—p1L—...— ppLP,

3. 0(L)=1—6,L—... —0,L%.

C’est la représentation canonique minimale de ARM A(p,q).

Proposition 5.2.27. Auto-covariance et auto-corrélation des ARM A

(1) Pour h > q, les y(h) et les p(h) vérifient les équations de récurrence d’ordre d’ordre p :

(h) —p1y(h—=1) — ... —ppy(h —p) =0 (5.5)
p(h) —p1p(h —1) — ... —ppp(h —p) =0

(ii) Les fonctions v et p décroissent vers 0 exponentiellement avec h, pour h > q.
Démonstration. (1) Xy = o1 Xi-1+ ...+ ppXi—p —b164—1 — ... — 46,4 et par conséquent :

’}/(h,) = E(XtXt,h)

= QolE(Xt—lXt—h) + ...+ QopE(Xt—pXt—h) — olE(Gt_th_h) — ... aqE(Gt_th_h)
—_———— —_————
=0 =0

=p1y(h=1)+ ...+ ¢py(h —p)

Il s’en suit que :
p(h) = p1p(h —1) + ...+ @pp(h —p)

(ii) les ~(h) etp(h) vérifie une équation de récurrence dont le polynoéme caractéristique est

Zp+1¢(l).
CQFD. 0
Les conditions initiales sont v(q), v(¢—1), ..., vy(¢—p+1) et p(q),p(¢g—1), ..., p(g —p+1).

Proposition 5.2.28. [5/] Soit le processus (X;) stationnaire engendré par la modélisation
ARM A(p, q) minimale A(L)X; = B(L)ey, ou (g¢) est un bruit blanc de variance o® > 0. Alors,
2 —iA\ |2
pour A € T = [—7, 7|, sa densité spectrale est donnée par fx(\) = %
Le caractére stationnaire de (X;) est implicitement relié au fait que le polynéme A ne s’annule
pas sur le cercle unité, garantissant ainsi 'existence de fx () sur tout le tore T.
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Les équations de Yule-Walker

Dans I'équation précédente pour k =¢+1,...,¢ + p nous donne :

p(q) cooplg+p—=1)\ [¢1 p(p+1)
: - : = : (5.7)
plg+p—1) ... p(q) ®p p(p+q)

Quand p est connu ou estimé, on peut alors calculer les ¢; . Ou inversement, quand les ¢; sont
connus, on calcule p(¢+1),...,p(g+ p) qui seront les conditions initiales pour le calcul de p(h) tel
h>q.

Pour finir ce paragraphe de la these, on introduit la transformée de Fourrier de la fonction
d’auto-covariance. C’est une expression directe en fonction des parametres dans les modeles
ARM A(p, q).

Définition 5.2.29. Densité spectrale. S’il existe une fonction f : [—m,n[— RT telle que :
Vk € Z,y(k) = / e F(N)dA, alors on dit que X; admet une densité spectrale’

—T
Proposition 5.2.30. Existence et propriété de la densité spectrale.

1. les covariances v(k) vérifient > |y(k)?| < oo <= f existe et est de carré intégrable sur
[77(””['

2. Les covariance (k) sont telles que Y |y(k)| < co = [ emiste et est de continue sur [—m, .

Proposition 5.2.31. Soit X = (Xk)kez un processus du second ordre stationnaire centré d temps
discret. Si la densité spectrale f existe sur [—m, [ alors f est paire et f(A) = 5= > cqy(k)e
pour \ € [—m,7[.

Theorem 5.2.32. Formule de Kolmogorov Soit X = (Xi)kez un processus & temps discret
us

stationnaire du second ordre tel que F = / log(f(A\))d\ > —oo. Alors la partie régulicre® de X

non nulle.

On peut montrer la relation ||X, — X;||?> = 2mexp(F/2). La relation F' > —oco est donc
équivalente a dire que la prévision n’est pas exacte, donc que le processus n’est pas singulier.

5.2.4 Notion du processus ARIMA

Dans certains cas des ARM A, la série chronologique considérée peut, méme apres soustraction
d’une tendance, apparaitre comme variant au cours du temps de la fagon suivante : I’espérance
reste apparemment nulle, mais la variabilité s’accroit au cours du temps. La variance empirique
des données calculée sur un intervalle augmente avec le temps. Une croissance de la variance peut
étre le signe que la série observée correspond a un cumul d’une série stationnaire ; 'accumulation
des petites fluctuations de la série d’origine a une variabilité qui s’accroit au cours du temps. Le
modele le plus simple ayant cette propriété est la marche aléatoire. Partant d’un bruit blanc e
centré de variance 1, on définit le processus de marche aléatoire

t
X, = Z
k=0

Les variables X; ne sont pas indépendantes et leur variance vaut ¢. Par contre, par définition, le
processus des différences X; — X;_1 est un processus indépendant. Selon cet exemple, lorsque ’on

1. Il est montrer que la densité spectrale d’un bruit blanc faible stationnaire a variance finie existe et on peut le
calculer.

2. Si l'espace vectoriel sur lequel est projeté X est indépendant de t alors le processus est dit singulier. Un
exemple du processus singulier est le processus aléatoire constant. On appelle processus régulier un processus dans
lequel aucun tirage aléatoire n’a lieu avant que le début de I’évolution.
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observe une série dont la variance semble s’accroitre, on peut calculer les différences discretes de la
série pour rechercher une série stationnaire qu’on pourra a son tour modéliser comme un ARM A.
Cette opération de différentiation peut étre opérée plusieurs fois de suite. Les processus qui donnent
des processus ARMA apres différentiations forment la classe des processus ARIM A(p,d, q) (Auto-
Regressive Integrated Moving Average ), ot d est le nombre de fois qu’il faut différencier le processus
pour obtenir un processus ARM A(p, q).

5.3 Algorithme de calcul du prédicteur

Soit un processus stationnaire du second ordre régulier X; de fonction d’auto-covariance -y
connue. Le calcul du prédicteur linéaire peut étre approché par la projection sur des espaces de
plus en plus grand engendrés par les n plus proches observations dans le passé. Il correspond a
la résolution d’un systéeme linéaire. Nous présentons une résolution itérative de ce calcul appelé
algorithme de Durbin-Levinson.

5.3.1 Algorithme de Durbin-Levinson

On note Xt" la projection de X; sur l'espace noté L} engendré par les variables
(Xi21,. .., X—p). les coefficients ¢,, ; sont les coordonnées de cette projection :

th = ¢n,1Xt—1 +...+ ¢n,nXt—n

De plus, on note v, = || X — X, ||?, la variance de I'erreur de cette projection. Par définition,
vo = ~(0)

Proposition 5.3.1. Supposons qu’on ait calculé les coefficients ¢,,_1,; et vn—1. Les coefficients
On,i et vy se calculent explicitement par les formules suivantes :

b = — (wmg%_mu))

Un—1

¢n,i - (bnfl}i - (bn,n(ﬁnfl,nfi pour t=1,...,n—1

Un = (1 - Qbi,n)vn—l

Remarque 5.3.2. La proposition (5.3.1) fournie l’algorithme de Durbin-Levinson. Notons
que:

1. Ualgorithme calcule les coefficients d’auto-régression de la série sur elle-méme, et propose
une représentation de la série par un modéle AR(n) avec une valeur n aussi grande que l’on
veut et limité en pratique par la taille de I’échantillon disponible. Tout processus stationnaire
du second ordre causal régulier peut étre représenté par une moyenne mobile infinie; le
résultat précédent implique qu’il peut également étre représenté par un modéle auto-régressif
de taille infinie. Les deux représentations ne sont pas €gales, mais possédent seulement la
méme structure de covariance.

2. L’algorithme permet de calculer le prédicteur pour tout modeéle stationnaire du second ordre
régulier lorsque la fonction de covariance du modele est connue. On peut par ailleurs estimer
cette covariance a partir des données par l'estimateur empirique de la covariance. Nous
disposons donc déja d’une méthode de prévision adaptable a toutes les séries d’observations
stationnaires et facile a programmer en pratique. Mais cette méthode prend bien en compte
tous les modéles possibles (méthode non paramétrique) au priz d’une moindre efficacité
statistique par rapport a des méthodes ou un choix de modele paramétrique a été effectué.
C’est pour cette raison que nous utilisons la classe des modéles ARM A(p, q) et développons
des méthodes spécifiques de mazximum de vraisemblance adaptées a ces méthodes.

L’algorithme suivant permet aussi le calcul du prédicteur. IL fondé sur la représentation en
moyenne mobile infinie.
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5.3.2 Algorithmique des innovations

Dans l'algorithme précédent, l'espace L} des m variables passées est découpé en deux
espaces vectoriels orthogonaux. Dans cette méthode, on le découpons en n espaces orthogonaux
(orthogonalisation de Gram-Schmidt de la base formée par les X;).de Gram-Schmidt de la
base formée par les X; ) : on pose e1—p, = Xi—n, €t—nt1 = Xi—nt1 — Pn(Xient1), €1—i =
Xi—i — Pip1(Xt—;) ol P; est la projection sur I’espace engendré par les variables X;_;, ..., X,
. Les (e;—i)i=1,...,n forment une base orthogonale de L} . On note 6,, ; la i-iéme coordonnée de X,
sur cette base :

X? = en,let—l +...+ en,net—n
vn = | X7 = X%,

Proposition 5.3.3. Les projections intermédiaires s’expriment par rapport a la famille de
coefficients 0; ; suivant la relation :

i—1

Po_it1(Ximnti) = Xti_nH =0;1€—nti—1+ ...+ 0600 = Z 0ii—jCt—n+j (5.8)
=0

de plus ||e;—nyill? = v;

Démonstration. Pp_;11(Xi—n+i) est le projeté de X;_,4; sur les i variables les plus proches de
son passé. Le processus X étant stationnaire au second ordre, les covariances sont les mémes
qu’entre X; et les variables X; 1 a X;_; et la base orthonormée est construite de la méme
fagon, donc les coefficients de projection sont égaux. La stationnarité implique de méme que
letmntill® = IXimnts = Kiop il = 1K — X = v O

Proposition 5.3.4. Algorithme des innovations
Supposons que pour j < n, on ait calculé v; et les coefficients 0;; pour i < j. Les coefficients
O0r.i et v, se calculent explicitement par les formules suivantes :

vo = 7(0)
PR )
n,n v

1—1
1
Opnn—i=— —1) — i i—j —jVj
mn—i = <’y(n ) 291,1 iOnn ij>
7=0
n—1
Up = 7(0) - Z oi,n—jvj'
=0

5.3.3 Prévision récursive

Considérons une série chronologique d’observations Xel,..., X,. On cherche a prévoir la
valeur prochaine de la série. On suppose que la série est générée par un modele stationnaire de
fonction d’auto-covariance connue. Dans ce qui suit on modifie I’algorithme des innovations pour
le prédicteur de X,, en fonction des valeurs précédentes (ici la date de la valeur & prévoir augmente
comme la longueur des données prises en compte n) et pour un processus non nécessairement
stationnaire de fonction d’auto-covariance (i, j). On rappelle que v; = || X; — X2

Proposition 5.3.5. Récursivement, le prédicteur linéaire de X,, est défini par
X1=0

~

n—1
Xn = 0ni(Xn_j = Xu_y).
j=1
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avec les coefficients calculés par

v = '7(1’ 1)

k—1
1
Onmnt = — n, k) — O k—3On,n—;0;
n—k 7jk(v( ) JE:lkkJ ]J)

n—1
vn = (n,n) =Y 0 ;e
j=1

Proposition 5.3.6.

n

Xn+1 = Zan’j(Xn+1,j — Xn%»lfj) stin<m
j=1

q
Xpr1=a1 X +...+ aan+1,p + Z@n’j(XnH,j — XnJrl,j) stn>m
j=1

A

Et E(Xn+1 — Xn_1)2 = Undz.

5.4 Modélisation et prévision par les ARMA

Il y a présomption de processus ARMA si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. le processus est stationnaire a I'analyse visuelle :
— pas de tendance,
— pas de saisonnalité,
— variance constante.

2. la fonction de corrélation empirique est:
— a décroissance pas trop lente,
— sans pics périodiques.
Les étapes de la prévision se récapitulent de la maniere suivant :
(i) Calcul de la tendance f(t) par la méthode de régression précédente.
(ii) Modélisation de la série résultante U; par un processus ARM A(p, q).
(iii) Calcul de la prévision et de son intervalle de confiance.
Le principal objectif de cette partie est la cherche d’'un modele ARMA stationnaire approchant la
série Uy = X; — f(t). Cela revient a faire un bon choix des ordres p et ¢ du modele puis estimer

les coefficients a; et b; , ensuite estimer les €, résidus correspondant et enfin vérifier qu’ils forment
bien un bruit blanc.

5.4.1 Sélection des ordres (p,q)

D’une maniere analogue au cas de la régression multiple, il n’existe pas de meilleurs choix
évidents ; plus les ordres sont grands, meilleure est ’adéquation, mais le nombre de parametres
a estimer augmente et leur estimation statistique devient imprécise. On emploie donc une regle
heuristique en utilisant les corrélogrammes empiriques calculés a partir des données. Les deux séries
de coeflicient sont utilisés pour la propriété suivante:

Proposition 5.4.1. Pour un processus AR(p), pr = 0 dés que k > p. Pour un processus
MA(q), pr, =0 dés que k > q.

L’estimation de ces coefficients d’auto-corrélation se fait en utilisant les coefficients d’auto-
corrélation empirique. Pour estimer le coefficient d’auto-corrélation partielle, on effectue la
régression des (X;ig)i=1,..n—k sur les vecteurs (X;1x—1)i=1,...n—k, (Xitk—1)i=1,...n—k, jusqu’a
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(Xi)i=1,...n—k et on retient le coefficient de régression sur ce dernier vecteur. L’étude théorique
de ces deux estimateurs permet de construire un test de significativité qui est calculé par les
logiciels statistiques tel que R que nous utilisons spécifiquement dans cette partie de la these. On
observe les valeurs de k a partir desquelles les corrélogrammes ne sont plus significatifs. Cela donne
une borne raisonnable, généralement trop grande, pour le choix des p et g.

5.4.2 Identification des parameétres d’'un ARMA (p,q) stationnaire.
Méthode du maximum de vraisemblance et contraste

Tout d’abord on modélise la série de données par un modeéle ARM A(p, q) gaussien. Nous
appliquons la méthode générale du maximum de vraisemblance pour déterminer les parametres de
notre modele, c’est-a-dire les coefficients des deux polynémes P et Q et la variance o2 du bruit.
Les degrés des polynomes ont été choisis préalablement. La méthode consiste a écrire la densité
de probabilité correspondant aux données (X1,...,X,). Cette densité de probabilité dépend des
parametres du modele. Nous choisissons les parametres qui rendent cette fonction la plus grande
possible. La densité de probabilité exprimée en fonction des parametres est appelée vraisemblance,
d’ot1 le nom de maximum de vraisemblance pour cette méthode. Dans le cas d’un processus gaussien
centré la vraisemblance a la forme :

f(X) =

1 XYM X
CSLENCEN) exp ( - ) (5.9)

ol Y est la matrice de covariance du vecteur X (D est aussi appelé la matrice de Toeplitz a
Pordre n). 1l suffit donc de trouver parmi les processus ARM A(p,q), celui dont la matrice de
covariance maximise cette quantité pour X = (Xi,...,X,,). Cette recherche de maximum peut
étre tres couteuse en temps si le calcul n’est pas correctement préparé. Pour cela on diagonalise la
matrice de covariance en utilisant 1’algorithme des innovations :

Proposition 5.4.2. Soit un processus gaussien (Xi);~o de fonction d’auto-covariance ¥(i,7). La
densité de probabilité du vecteur (X, ...,X,) peut s’écrire

f(Xq,.. .., X)) =

(5.10)

1 exp [ — 2" (X — X;)?
(27202)"/2, /g .- Up_1 Yoic1 Vi1

Les v; et les X; sont calculés récursivement gréce a la proposition (5.3.5)

Il ne nous reste qu’a appliquer cette méthode au cas particulier des processus ARM A gaussiens.
La vraisemblance s’écrit :

n Y2
Ln(a,b,0%) = ! exp ( - lz M) (5.11)

(2mo2)n/2 fog U1 2 P Vi1

oll a at b sont respectivement les coefficients des polynémes P et Q et o2 la variance du bruit. Les
v; et X; sont calculés par I'algorithme de proposition (5.3.6)

i
Xipr = 0i;(Xipa—j — Xia)) sii<m
j=1

q
Ximi=a X+ ... +apXiy1—p + Zei,j(Xij —Xiy1-j) sti>m

Jj=1

IL faut noter que les coeflicients v; et ; ; sont indépendants de o2. En dérivant par rapport & o2,

on voit que le maximum est atteint pour 6% = L5(a*,b*) ot S(a*,b*) est la valeur minimale de
n .
(Xi — Xi)?
S(a,b) =Y i i) 5.12
@ =3 (5:12)
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Pour obtenir le maximum de L,,(a, b, 5%) par rapport aux coefficients a et b, il suffit de déterminer
le minimum de la fonction :

I(a,b) = log(%S(a,b)) + % 3 log(vi-1) (5.13)

Remarque 5.4.3. La méthode du mazximum de vraisemblance revient a déterminer les valeurs de
a et b qui minimisent cette quantité. Cette recherche opérationnelle est réalisée par un algorithme
d’optimisation non linéaire a partir d’une valeur initiale des parametres a et b. Cette premiére
valeur proposée doit se trouver prés du vrai mazximum et correspondre a un modéle causal,
car les algorithmes de projections utilisés exploitent cette hypothése. Les logiciels d’optimisation
utilisent une valeur de départ obtenu par lestimateur de Yule-Walker. La théorie du maximum
de vraisemblance donne des conditions pour que cet estimateur soit non seulement consistant
mais efficace, c’est-a-dire avec une vitesse de convergence en /n et une variance asymptotique
minimale. Cette méthode d’estimation n’est justifiée que lorsque le processus ARM A est gaussien,
mais lorsque l’on cherche le prédicteur linéaire, un modéle gaussien et un modéle non gaussien de
méme fonction d’auto-covariance sont parfaitement équivalents, car le prédicteur ne dépend que de
la fonction d’auto-covariance.

Estimation d’un modéle ARMA

L’estimation des parameétres d’un modele ARM A(p, q) lorsque les ordres p et g sont supposés

connus peut se réaliser par différentes méthodes dans le domaine temporel :

— Moindres Carrés Ordinaires (modeéle sans composante M A, ¢ = 0). Dans ce cas, on retrouve
les équations de Yule Walker. En remplacant les autocorrélations théoriques par leurs
estimateurs, on peut retrouver les estimateurs des MCO des parametres du modele par la
résolution des équations de Yule Walker.

— Maximum de Vraisemblance approché (Box and Jenkins 1970)

— Maximum de Vraisemblance exacte (Newbold 1974, Harvey et Philips 1979, Harvey
1981).

Nous allons présenter ici brievement la démarche de I’estimation par le maximum de vraisemblance.
Cette maximisation est réalisée a l'aide d’algorithmes d’optimisation non linéaire (Newton-
Rahpson, méthode du simplex) que nous n’exposerons pas dans le cadre de ce chapitre.
Nous nous contenterons ici de montrer comment s’écrit le programme de maximisation de la
vraisemblance permettant d’estimer les parametres d’un modele ARM A(p, q).

Theorem 5.4.4. Considérons un processus ARMA(p,q) stationnaire X = (Xy)rez de densité
spectrale fiqp). Soit I,(A) Uestimateur de la densité spectrale défini par :

n—1 n
_ 1 A —ikn _ L —ikA 2

() = 5 > Ak)e ™ = 2m|2xke 1. (5.14)

k=1—-n k=1

On considere le contraste de Whittle défini par :
1 (7 I,(\)
= — 1 ————d\. 1

Untah) = 32 [ 108 () + 555 A (515)

L’estimateur de (a,b) par minimum de contraste est la valeur de (a,b) qui minimise Uy,(a,Db).

Remarque 5.4.5. Cet estimateur converge a la méme vitesse que l'estimateur du mazimum de
vraisemblance. De plus, ces propriétés de convergence sont établies méme dans le cas ot le processus
étudié n’est pas gaussien. Il est bien adapté au cas des processus ARMA, car la densité spectrale
de ces processus s’exprime directement par rapport aux coefficients des polynomes, ce qui n’est pas
le cas pour la fonction d’aut-ocovariance.
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5.4.3 Significativité des parametres

Losqu’on a déja calculé les estimations des parametres, on peut tester si tous les
parametres estimés sont significativement distincts de 0. Les estimateurs de parametres étant
asymptotiquement gaussiens et de variance estimable, on peut construire pour chaque parametre,
un test de 'hypothese “ce parametre est nul” et ne conserver dans le modele que les parametres
rejetés par ce test de nullité. Si les parametres de grand ordre a, ou b, sont acceptés comme nuls,
cela veut dire qu’ils ne sont pas nécessaires dans le modele et qu’il faut baisser ’ordre p ou ¢
correspondant puis estimer de nouveau tous les parametres.

5.4.4 Test d’adaptation

On vérifie que le modele est adéquat, au sens ou ses résidus forment bien un bruit blanc. Sinon
il y a encore de la dépendance dans les résidus. On cherchera a utiliser un modele d’ordre p ou ¢
plus grand afin de prendre en compte cette dépendance. Pour tester ’adéquation a un processus
ARM A, on peut utiliser un test dit de portmanteau (ce qui signifie ”fourre-tout” en anglais). Apres
avoir calculé les résidus estimés (€1, . .., €,) obtenus & partir (Xy, ..., X,) et des coefficients estimés
par une méthode de type maximum de vraisemblance ou minimum de contraste. On définit

o S Gt — (20 &)

k
Tak) =n Do) ob (k) = BEEES

On note que p.(k) est la corrélation empirique des résidus, qui doit tendre vers 0 si le modele est
bien un ARM A(p, q) dés que k = 0, suivant un Théoréme de la Limite Centrale (d’ou le n devant
la statistique de test). On note aussi que les ¢; ne sont calculables que quand ¢ > p + 1). On doit
choisir k suffisamment grand pour donner plus de pertinence au test. Ainsi, sous ’hypothése que
le processus est bien un processus ARM A(p, ¢), dont le bruit admet un moment d’ordre 4 on peut
alors montrer que:

A

Tulk) =5 X2(k—p—aq) (5.16)

n—-4oo

5.4.5 Sélection du modeéle: critere AIC et BIC

On suppose que la procédure précédente ait permis de construire un modele valide pour les
données dont on dispose. C’est possible qu'un autre modele soit également valide, et s’adapte
mieux aux données. Pour cela, plus on va choisir des ordres p et g importants, plus le modele
a des chances de présenter des résidus plus petits; I'inconvénient est que les parametres seront
plus nombreux et moins correctement estimés. On introduit un critére de choix entre les modeles
qui met de balancer I'adéquation du modele avec le nombre de parametres. Ainsi, on établira un
compromis entre les deux inconvénients. Pour ce faire on peut utiliser comme critéere de sélection
le critere d’information d’Akaike AIC (anglais Akaike information criterion ) ou le critere AICC
qui met en balance le nombre de parametres du modele p 4+ ¢ avec la vraisemblance obtenue par
les estimateurs du maximum de vraisemblance.

n

AICC = —2log L, (a,b,62) + 2 1) —————
(p,9) og Ln(a,b,6%) +2(p+q + )n7p7q72

(5.17)

On peut aussi utiliser le critere bayésien BIC. Dans le cas d’un processus ARM A causal inversible
celui-ci s’écrit:

BIC(p,q) = log (%Zf) n loin(p+q), (5.18)

avec €; = gzg;Xj (On doit avoir @ inversible causal pour que les racines de ) soient en dehors

du disque trigonométrique). Les estimateurs pN(B) et Q ~(B) sont calculés en remplacant leurs
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coefficients a; et b; par les estimateurs obtenus par une des méthodes évoquées plus haut. On
calcule ce critere pour tous 0 < p < pmaz €6 0 < ¢ < @mae et on fait le choix :

(B, q) = Argmin BIC(p,q) (5.19)

0<p<pmaz, 05¢<qmax

En pratique il est plus coiiteux en calculs de déduire l'ordre p et ¢ pour un processus ARM A(p, q),
car on doit maintenant minimiser une fonction & deux variables. Les criteres AIC et BIC pour un
processus ARM A(p, q) de s’écrient:

(p+q)
T

(p+q)

AIC(p,q) = log(62) + 2 , BIC(p,q) = log(62) +

log(T)

Pour minimiser ces fonctions, une méthode consiste a faire deux boucles itératives sur p et ¢ pour
tester tous les couples (p, ¢q) jusqu’a certaines bornes p < Pmaz €6 ¢ < Gmaz- A Uintérieur de ces
boucles, on calcule d’abord les estimateurs ngS, 0 et utilisant par exemple les moindres carrés ou le
maximum de vraisemblance, 62 on calcule les critéres AIC et BIC pour ces différents ordres et on
trouve le minimum de ces quantités. On a donc les valeurs p et ¢ qui minimisent ’AIC oule BIC.
Ensuite, on calcule des estimateurs efficaces des parameétres du modele ARM A(p, §) utilisant la
méthode du maximum de vraisemblance. Si plusieurs modeles sont concurrents, on choisit le couple

(p,q) qui minimise la statistique

)

AIC(p, q) = log(52) +2 ou BIC(p,q) = log(62) +

p+q) (p+9q)
T T log(T)[55, 56, 61].

5.4.6 Prévision

Ayant réuni les estimations de la tendance de f, les parametres du modele ARMA et les
estimations du bruit ¢;, on propose d’estimes X,, 1 par

A

Xppi=fn+1)+a1(Xp — f(n) — ... —ap(Xnpi1 — fn—p+ 1)) + 016 + ...+ byln_gr1-

Le calcul de 'intervalle de confiance repose sur ’étude des covariances des différents estimateurs
utilisés [62, 63, 64]. Ces estimateurs étant treés dépendants, le calcul est compliqué, mais il est
généralement effectué par le logiciel qui calcule les estimations des parametres. On observe dans
la formule la diminution du nombre de termes correspondant aux valeurs réellement observées.
L’information apportée par le modele ARMA diminue et la prévision se rapproche de la prévision
déterministe définie par la fonction f . La prévision utilisant les modeles ARM A n’a d’intérét qu’a
court terme.

Toute théorie ci- dessus appliquée au logiciel R nous plonge dans notre article publié dans
IJAM (International Journal of Applied Mathematics)[57]. Dans ce qui suit on présente le résumé
de Darticle en francais.

5.5 Optimisation et analyse de l’iqa

De nombreux phénomenes dépendant du temps gouvernent notre monde. Les séries temporelles
ou chronologiques font partie de 'une des méthodes souvent utilisées pour les comprendre
mathématiquement. On peut utiliser les séries temporelles pour prévoir les événements futurs. Dans
cette étude, nous utilisons le concept de série chronologique pour analyser et modéliser 'indice de la
qualité de 'air a Dakar en vue de faire sa prévision a court terme. Pour couronner cette approche,
le processus ARM A(2,1) choisi par le critére optimal de sélection AIC etBIC a été utilisé pour
effectuer quelques simulations.

Notons que la prédiction est appliquée dans de multiples domaines tels que ’atmosphere,
I’astrologie, ’économie, les sciences socio-politiques, le traitement du signal,... Rappelons qu’'une
série temporelle ou série chronologique est une suite formée d’observations au cours du temps.
A partir de la connaissance des informations antérieures, on peut estimer le comportement d’un
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systeme dans le futur. Si U'estimation de I’état futur du systeme est exacte, on parle d’une méthode
de prédiction entierement déterministe. En réalité, plusieurs facteurs rendent le calcul exact de
I’état futur du systeme impossible. Cependant, il est possible de générer un modele qui peut
étre utilisé pour calculer la probabilité du comportement futur entre deux limites spécifiées. Un
tel modele est appelé modele stochastique ou processus stochastique. Une importante classe de
modeles stochastiques est utilisée pour la description des séries chronologiques stationnaires appelée
la classe des modeles stochastiques stationnaires. Ces modeles supposent que les propriétés de la
série temporelle sont invariantes par la translation temporelle. Parmi ces modeles on peut citer
les modeles Autoregressif Moving (AR), Moving Average (MA) et Autoregressif Moving Average
(ARMA). Les processus utilisés pour la description des séries temporelles non stationnaires (en
moyenne, en variance et autres) sont: ARIMA, SARIMA,... Pour la construction des modeles quelles
que soient leurs classes, Box et Jenkins ont introduit une méthodologie utilisée pour 1'obtention
d’un modele linéaire qui s’ajuste au mieux a une série temporelle. Cette méthodologie se décompose
en trois étapes: 'identification du modele, I'estimation des parametres et la validation du modele
[58].

5.5.1 La recherche des modéles candidats

Les fonctions d’autocorrélation et d’autocorrélation partielle nous permettent de déterminer
I'ordre d’un modele autorégressif ou a moyenne mobile. Maintenant, cherchons 1’ordre du modele
a partir des criteres statistiques .Les fonctions d’autocorrélation et d’autocorrélation partielle nous
permettent de déterminer I'ordre d’un modeéle autorégressif ou a moyenne mobile. Maintenant,
cherchons 'ordre du modele a partir des criteres statistiques . Pour simplifier supposons que la
recherche se fasse parmi des processus ARMA non troués, cela nous permet de mettre de coté
les modeles saisonniers. Le bon processus ARMA est celui d’ordre le couple inconnu (p*, ¢*) tel
que (p*,¢*) < (Pmaz,Gmaz) - Autrement dit, on postule que les ordres vrais sont respectivement
inférieurs & deux ordres piaz €t ¢maez que l'on se fixe. Le vrai probleme qui pourrait se poser
est de choisir des ordres p,az €t Gmaz trop faibles qui ne prenant pas en compte les ordres vrais.
Généralement, on examine les corrélogrammes représentant les autocorrélations et autocorrélations
partielles estimées pour fixer ces bornes maximales. Fixer les bornes maximales pp,qz €t Gmae revient
a définir une famille de (pmaz + 1) X (¢maz + 1) filtres candidats voir le tableau 5.2.

q\p 0 1 Dmaz

0 AR(1) . AR(Prmaz)

1 MA(1) ARMA(1,1) N ARM A(ppmaz, 1)
dmax MA(Qmaz) ARMA(qmaxu 1) cee ARMA(pma:L’7 qmaa:)

TABLE 5.2 — Critére BIC de la série iga pour (p,q) € [1,...,5]?

La recherche d’un modele optimal dans le sens d’un certain critére se fera donc au sein de cette
famille. Si la procédure aboutit au choix d’un modele appartenant a la derniere colonne ou a la
derniere ligne alors il est prudence de refixer des valeurs pour ppaz OU @mas Supérieures a celles
choisies initialement.

Soit [; la log-vraisemblance du ¢ modele, T la taille de I’échantillon de travail et k; le nombre
de parametres, le critere de sélection s’écrit en générale de la maniere suivante :

92l kig(T
N g(T)

(T, ki) =

(5.20)

ot g(T') est une fonction positive du nombre parametres & estimer et donc désigne ’ampleur de la
pénalité. La complexité du probleme se trouve dans le choix des pondérations entre vraisemblance
et complexité, et par conséquent sur la spécification de la fonction k;g(T") de pénalité .
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5.5.2 Estimation, tests de validation et prévisions des processus ARMA

La procédure de modélisation de Box et Jenkins (1976) comporte les étapes suivantes :
Stationnarisation et Dessaisonalisation

Identification

Estimation

Validation et Test

Prévisions

Ot W e

Tests de stationnarité de la série iqa

Pour vérifier la stationnarité il existe plusieurs méthodes: ’examen visuel de la série, les calculs
de la moyenne et de la variance sur des sous ensembles de la serie et tests d’égalité, 'analyse
visuelle de la décroissance de la fonction d’autocorrélation et les tests de racine unité (Dickey-Fuller,
Phillips-Perron, Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS) test,. .. ). Nous retiendrons pour cette
recherche les tests de la racine unité.

Statistique | p-value

Phillips-Perron Unit Root Test -11.0836 0.01

Augmented Dickey-Fuller Test -4.8911 0.01
KPSS 0.5337 0.03408

Nous observons que pour le Dickey-Fuller Augmenté, le Phillips-Perron et tout comme pour le
KPSS test, la p-value est inférieure a 0.05 donc la variable log(iga) est stationnaire.

Identification du modele de 'iqa: ARMA(2,1)

Notons qu'un modele AR(p) présente un corrélogramme simple caractérisé par une décroissance
géométrique de ses termes et un corrélogramme partiel caractérisé par ses p premiers termes
différents de 0. Un modele MA(q) présente un corrélogramme simple défini par ses q premiers
termes significativement différents de 0 et un corrélogramme partiel caractérisé par une décroissance
géométrique des retards. Le modéle ARMA (p,q) présente un corrélogramme simple et partiel qui
sont un mélange des deux corrélogrammes des processus AR et MA purs.

Dans certaines littératures ’analyse des séries temporelles unidimensionnelles comme celle
de notre recherche sur l'indice de la qualité de l’air dans la ville de Dakar par la méthode de
Box et Jenkins se résume a trois étapes : identification, estimation, validation. La phase initiale
d’identification est souvent difficile dans la pratique. Il n’est pas du tout évident de trouver souvent
le bon modele adapté a la série chronologie considérée. C’est dans cette phase que se déroule le
grand travail la recherche opérationnelle du bon modele d’ajustement de la série.

Musocoriution
Autocosrélalian partielie

FIGURE 5.1 — ACF et PACF pour la série log(iqa).

En observant la figure5.1, on note remarque que I'autocorrélation et I’autocorrélation partielle
décroissent tout doucement et prennent du temps avant d’étre significativement nulles.

121 These LEBEDE N.



5. Chapitre. Optimisation et analyse de 'indice de la qualité de 'air dans
Dakar par le processus ARM A(2,1). 5.5. Optimisation et analyse de l'iqa

Pour cette raison on écarte la possible de retenir un modele AR ou M A. Estimons les criteéres
AIC et BIC pour un ARMA(p,q) pour p = 1,....5 et ¢ = 1,...,5. Cherchons le couple (p,q)
optimal (le minimum) pour notre modele. Les tableaux 5.3 et 5.4 nous donnent ces valeurs.

p\q 1 2 3 4 5
1 805.07 790.47 779.93 774.89 770.37
2 762.64 764.57 766.4 768.4 770.22
3¢candidat optimum(2,1)

3 764.56 766.64 768.5 769.84 772.33

4 766.39 768.2 764.29 762.25 764.04
1ercandidat optimum(4,4)

5 768.38 770.36 772.42 762.52 764.45
2¢candidat optimum(4,5)

TABLE 5.3 — Critére AIC de la série iqa pour (p,q) € [1,...,5]?

La recherche opérationnelle par le critére AIC semble nous orienter vers 'opération (le modele)
ARM A(4,4) suivit de ARM A(5,4) puis du ARM A(2,1). Mais le troisieme choix optimal (minimal)
qui aurait le plus bas AIC serait l'opération ARM A(2,1). Nous avons & choisir d’estimer trois
parametres, huit ou bien encore d’en estimer neuf. Choisir un modele a neuf ou & huit parametres
maximise la vraisemblance du modele. Ce modele pourrait nous donner un meilleur ajustement
de notre échantillon, mais pourrait étre completement erroné pour faire des prédictions. Nous
choisirons d’estimer donc trois parametres au lieu de huit ou neuf. Pour vérifier si ce choix ajuste
bien nos données, nous avons aussi la possibilité de comparer les deux estimateurs de la variance
des résidus.

p\dq 1 2 3 4 5
1 825.0663 815.4707 | 809.9266 | 809.8786 | 810.3665
2 787.6319 800.9503 | 826.8575 | 810.1573 | 822.2392
3 794.5862 801.3645 | 808.2271 | 814.8847 | 822.1193
4 801.3752 808.201 | 811.2327 | 827.0412 | 819.5427
5 808.3771 814.8691 | 815.7096 | 819.4184 | 825.8988

TABLE 5.4 — Critere BIC de la série iqa pour (p,q) € [1, ..., 5]

Le critere BIC du tableau 5.4 nous montre que le couple (2,1) réalise le minimum. Nous
retenons en conclusion pour notre ajustement 'opération ARM A(2,1).

Estimation et simulation de 1’iga

Dans cette partie nous faisons ’estimation et la simulation du logarithme néperien de l'iqa par
un ARM A(2,1) sous le logiciel R. Avec la librairie fArma de R, la simulation nous donne:
Titre: ARIMA Modelling
Call: armaFit(formula = arma(2, 1), data = log(iga))
Moments: Skewness=0.2539 Kurtosis= 0.9756.
Skewness mesure 'asymétrie de la distribution du processus et Kurtosis mesure I'exces du Kurtosis
:il est égal & 3 — KU. L’estimation du Kurtosis et celle du Skewness sont respectivement données

par :
T . T .
% D (U — u)* ot Sk — % Do (O — u)?

- T .~ _ = T . _
(7 2o (@ — w)?)? (7 Xpm (@ —w)?)3/2
Le logiciel R nous fournit les coeflicients de I'estimation dans le tableau suivant:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
arl 1.59923 0.03428 46.65 <2e-16 ***
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5. Chapitre. Optimisation et analyse de 'indice de la qualité de 'air dans

Dakar par le processus ARMA(2,1). 5.5. Optimisation et analyse de I'iqa
ar2 -0.60384  0.03298 -18.31 <2e-16 ##*
mal -0.93203  0.01862 -50.11 <2e-16 **¥
intercept 4.04585  0.14121  28.65  <2e-16 *xx

Signif. codes: 0 ‘**x’> 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1
sigma”2 estimated as: 0.9162

log likelihood: -376.32
AIC Criterion: 762.64
Standardized Residuals ACF of Residuals
&8 oy - ]
L I 5 87
4 7 <
o 2 = : EIIETT
T T T T T T e T T T T T T T
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Nous remarquons l’estimation du modele parait de bonne qualité, car la valeur de notre
estimateur est trés proche de la vraie valeur.

Le test QQ-PLOT de normalité est une méthode graphique : Le nuage de point est formé par
(quantiles de N(0,1), quantiles empiriques réduits de 4; ), sous ’hypothese HO le nuage est rectiligne
sur la droite y=x). Nous affirmons donc ici qu'il y a normalité (voir figure 5.5.2).

Tests d’adéquations

Avec le logiciel R, le Box.test nous donne le résultat suivant :
Box-Pierce test
data: predict$residuals
X-squared = 6383.219, df = 10, p-value = 0,6742
La p-value est grande (0,6742 > 0,05) donc les résidus ne sont pas corrélés.
Et le test de Kolmogorov-Smirnov avec la fonction lillie.test() nous fournit :
Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: predict$residuals
D = 0.1125, p-value < 0.3221
On peut donc affirmer que les données des résidus suivent une loi de Gauss.

5.5.3 Prévision de I'iqa par ARMA(2,1)

Dans cette section prédisons le logarithme néperien des valeurs de 'iqa pour les trente un (31)
jours du mois de Janvier 2013 et comparons ces résultats avec les vraies mesures relevées au niveau
des stations pendant cette méme période.

lerJan2013 2jan2013 3jan2013 4jan2013 5jan2013 6jan2013 7jan2013 8jan2013
logiqa Prédit 4.7178 4.5378 4.4269 4.3582 4.3152 4.2880 4.2705 4.2589
Residuals 0.3409 0.4096 0.4388 0.4535 0.4620 0.4676 0.4716 0.4748

jan2013 10jan2013 11jan2013 12jan2013 13jan2013 14jan2013 15jan2013 16jan2013
4.2509 4.2451 4.2407 4.2372 4.2341 4.2314 4.2290 4.2266
0.4776 0.4800 0.4823 0.4844 0.4864 0.4883 0.4901 0.4919

17jan2013 18jan2013 19jan2013 20jan2013 21jan2013 22jan2013 23jan2013 24jan2013

4.2244 4.2222 4.2201 4.2180 4.2159 4.2139 4.2119 4.2099
0.4936 0.4953 0.4970 0.4986 0.5001 0.5016 0.5031 0.5045
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Dakar par le processus ARMA(2,1). 5.6. L’article en anglais

25jan2013 26jan2013 27jan2013 28jan2013 29jan2013 30jan2013 31jan2013
4.2080 4.2061 4.2042 4.2023 4.2004 4.1986 4.1968
0.5059 0.5073 0.5086 0.5099 0.5111 0.5124 0.5135

ARIMA(2,0,1) with method: CSS-ML

2 {?\V! /\ /)\/'u\&f |

T T T T
1080 1100 1120

Series: x
4.5 5.0

35
L

30

FIGURE 5.2 — Prévisions et intervalle de confiance & 90% en rouge et 95% en jaune.

Mesure de la qualité de prévision

Dans notre échantillon initial, (X, ..., X7) considérons seulement, 77 = [(1 —&)T] observations
avec € > 0. Les L =T — [(1 — e)T] soit les L = T — T3 seront & prévoir par le modele. On peut
alors considérer plusieurs criteres :

— Mean Absolute Pourcentage Error

L

_ 1 Xy 1i—Xr44/T

— Mean Square Error

1/2

L

L

K2

MSE — ( (X740 — XT1+1/T1)2>

1

Nous obtenons sous le logiciel R, MAPE= 4.687186 et MSE= 4.624215. En conclusion on peut
affirmer ARMA(2,1) est un bon modele pour notre ajustement et en tenant compte du critéere
d’information traité ci-haut, le couple (2,1) est un bon choix optimal du couple (p, ¢) qui minimise
le critere.

5.5.4 Discussion

Dans la sous-section 5.5.3, on a prédit I'iga sur les trente un (31) jours du mois de Janvier
2013. On a comparé les résultats avec les vraies mesures relevées au niveau des stations pendant
cette méme période dans la ville de Dakar. On remarque que plus le nombre de jours est grand
plus lerreur est grande. En d’autres termes l'erreur augmente avec le nombre de jours. Cela nous
permet de dire que notre modele ARM A(2,1) permet de faire de prévisions & court terme et non
de prévision a long terme.

5.6 L’article en anglais
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1. Introduction

The statistical prediction is applied in many fields such as the atmospheric
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science, astronomy, economics, socio-political science, signal processing, etc.
Note that a time series or time series is a sequence formed of observations over
time. From the knowledge of the previous information, we can estimate the
behavior of a system in the future. If the estimate of the future state of the
system is accurate, we speak of a method of entirely deterministic prediction. In
fact, several factors make the exact calculation of the future state of the system
impossible. However, it is possible to generate a model that can be used to
calculate the probability of a range of future behaviors between two specified
limits. Such a model is called a stochastic model and stochastic processes.
An important class of stochastic models is used for the description detrending
called class stationary stochastic models. These models assume that time series
properties are invariant under the time translation. These models include the
autoregression models (AR), Moving Average models (MA) and autoregressive
moving average models (ARMA). The processes used for the description of non-
stationary time series (average, variance and others) are: ARIMA, SARIMA,

ARIMA and SARIMA models are extensions of ARMA class in order to
include more realistic dynamics, in particular, respectively, non stationarity in
mean and seasonal behaviours.

For the construction of models, whatever their class, Box and Jenkins have
introduced a methodology for obtaining a linear model that best adjusts to
a time series. This methodology consists of three steps: identification of the
model, parameter estimation and validation of the model, cf Fiordaliso [1].

The article is structured as follows: Section 2 is devoted to the basic con-
cepts rest of ARMA. Ssection 3 presents the optimal selection criterion. Section
4 discusses the document, the Box and Jenkins approach to retain ARMA(2,1)
as our simulation model and we end with the conclusion and some perspectives.

2. Process ARMA(AR+MA)

The ARMA models (also known as Box Jenkins models), are the most common
type of time series model. They are mainly based on two principles highlighted
by Slutsky and Yule, the autoregressive and moving average principles. Their
application to the analysis and prediction of time series was widespread Box
and Jenkins in 1970. They showed that this process could be applied to many
areas and was easy to implement.

Given a time series X;, the ARMA model is a tool to understand and
attempt to predict possibly future values in this series. The model consists of
two parts: an Autoregressive (AR) part and Moving-Average (MA) part. The
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model is generally denoted ARMA (p, q), where p is the order of the AR part
and ¢ the order of the party with MA p > 0; ¢ > 0.

An autoregressive model and moving-average orders (p,q) (abbreviated
ARMA (p,q)) is a discrete time process (X;,t € N) satisfying, cf. Jonathan

[5]:

p q
Xy =4+ Z i X¢—i + Z Oict_;, (2.1)
i=1 i=1
where the parameters ¢; and 6; are constants, and the error terms ¢; are inde-
pendent of the process.

e An autoregressive model AR(p) may be identified as an ARMA(p,0). In
this case the series becomes :

p
Xi=c+ Z @i Xi—i + €t
i=1

where ¢1, ..., ¢, are the model parameters, c is a constant and ¢; white
noise, cf Peter and al [6]. In some literature [5], the constant is often
omitted, the process is then said to be centered. The first autoregressive
processes were introduced by George Udny Yule. In his paper he uses
the first autoregression model to model the time series of the number of
sunspots than the Schuster periodogram method, cf. Jonathan and al [5].

e A moving average model MA(q) is an ARMA(0, q). The series is then:

q
Xe=er+ > Oicri
i=1

where 01, ..., 0, are the parameters of the model €;,5;_1, ... are again the
error terms. KEugen Slutzky introduced this model for the first time in
1927 the moving average process in his article.

Note that the error terms of ¢; are generally assumed to be independent
and identically distributed (iid) as a normal distribution with zero mean : &, ~
N(0,0?) where o denotes the variance.

Condensed manner, using the delay operator, the ARMA may be written
in condensed form as, for all ¢t € 7Z,

.A(Z)Xt = B(Z)Et (22)
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where we define for any z € C, polynomials A et B by, cf Jonathan et al [5]:
A(z) =1—012—... —0pzP and B(z) = 1+ p12+ ... + g2 .

In the case of AR(p), we have B(z) = 1 whereas symmetrically, in the case
of MA(q), we have A(z) = 1. Modeling is referred to as "minimal” if 6, # 0,
¢q # 0 and if A and B have no common root. Without this, it is always possible
to find a formulation ARMA(p', ¢') equivalent with p’ < p and ¢’ < ¢ generating
(X¢).

2.1. Autocorrelation and Correlograms Functions

The autocorrelation function of a process (X¢,t € Z) with average E(X;) = m,
denoted p(k) or py, is defined by Vk € Z:

p(k) = pr = = (2.3)

where p(k) € [-1,1] , and (k) = 7 denotes the autocovariance function,
V€ Z,y(k) = = E[(Xs —m)(Xi—p —m)].

The partial autocorrelation [8] of order k denotes the correlation between X;
and X;_jp obtained when the influence of the variables X; ; with ¢ < k was
removed.

The graph of an autocovariance function (resp. Autocorrelation) is called
a variogram (resp. correlogram). Similarly, we define a partial correlogram as
the graph of the partial autocorrelation function (resp. correlogram).

An AR (p) has simple correlogram characterized by a geometric decrease
in its terms and partial correlogram characterized by its first p terms different
from 0.

AR(p) MA(q)

p(h) | decreases exponentially to 0 with h | 0 if |h| > ¢ and non-zero if h = ¢
r(h) 0 if h > p and non-zero if h = p -

p'(h) 0 if A > p and non-zero if h = p decreases exponentially to 0 with A

where p'(h) is the inverse auto-correlation of order h and is defined by p’ (h) =

Y (h)
=0 and r(h).
Inverse autocorrelations [8] a MA(g) has the same properties as the auto-

correlations of an AR(q).
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Proposition 2.1. (cf. Jonathan et al. [5], Brockwell et al. [7] and Stocker
[9]) The centered stationary process (X;) is generated by minimal modeling
AR(p) if and only if p(p) # 0 and p(h) = 0 for any h > p.

Proposition 2.2. (cf. Brockwell et al. [7]) The centered stationary
process (X¢) is generated by a minimal MA(gq) model if and only if p(q) # 0
and p(h) = 0 for any |h| > g.

There are other places in the rest of the paper where you need to make
the same correction In practice, an ARMA process is often presumed under the
following conditions:

1. the process is stationary in the visual analysis:

e no trend,
e no seasonality,

e constant variance.
2. empirical correlation function is:

e to decay too slow,

e without periodic peaks.

Proposition 2.3. (cf. Brockwell et al. [7] ) Either the process (X;)
generated by the stationary modeling minimal ARM A(p, q) A(L)X; = B(L)e;
where (g;) is a white noise variance o> > 0. So, for A € T = [, 7], its spectral

L 2 B(e—iM) |2
density is given by fx(\) = %

The stationary character of (X;) is implicitly related to the fact that the
polynomial A does not vanish on the unit circle, thus guaranteeing the existence

of fx(\) on over all the torus T.

2.2. Estimation of ARMA Model

Parameter estimation of ARMA(p, q) where p and ¢ commands are assumed to
be known can be achieved by various methods in the time domain:

e Ordinary Least Squares (model without MA components, ¢ = 0). In
this case, there are the Yule Walker equations. Replacing theoretical
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autocorrelations by their estimators, one can find the MCO estimators of
the model parameters by solving the Yule Walker equations.

e Maximum Likelihood approach (Box and Jenkins 1970) [8].

e Exact Maximum Likelihood (Newbold 1974, Harvey and Philips 1979,
Harvey 1981) [8].

We will present here briefly the approach of the estimate by maximum
likelihood. This maximization is performed by using nonlinear optimization
algorithms such as Newton-Raphson or the simplex method that we will not
explain it in this chapter. Here it suffices to show how the writing of the likeli-
hood maximization program to estimate the parameters of an ARMA (p, q).

2.3. Stationarity and Causality of the Process

Definition 2.4. We say that the process (Y;)ier (T = N or Z) is strictly
stationary (or strongly stationary) if the law of {Y,,...,Y; } is the same as
the law of {Y;, ,..., Y, } forall (t1,...,t,) with ¢; € Tfori=1,...,n and
for any 7 € T with t;,, € T.

Thus, a random process is strictly stationary if all these statistical char-
acteristics, that means all those moments are invariant for any change in the
origin of time. But the stationary in strict sense is too restrictive, and this
condition is relaxed by defining the stationary of second order.

Definition 2.5. A process (Y)ie7, is called second-order stationary (or
weakly stationary) if (Y;)ie7, is 2nd order and if the first two moments are
time-invariant:

1. E(Y;) =m =constantVteT
2. Var(Y;) = 0% = 4(0) < o0

3. Cov(Yy,Yip) = E(YiYin) — EYV)E(Yi—n) =v(h) V€T VheT

In short, a process Y; is called second-order stationary if its mean, its vari-
ance and its covariance are independent of time and if variance is non infinite.
A such a process is without trend in mean and without trend in variance.
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Example 2.6. The best known example of stationary process is white
noise process (denoted BB or White Noise). A White Noise is a series of real
random variable €4, t € T such that: E(e;) =0Vt e T,

2 —
and v(h) = E(eiei_p) = { 7 (;f Z ; ng not

Definition 2.7. An AR(p) process is called causal when there is a series
of numbers oy, as k € Z,
Z | g |[< o0

keZ

and

o
X = E OELE-
k=0

By this definition, we can see any moving average process is causal.

3. Selection Criterion

The autocorrelation functions and partial autocorrelation allow us to determine
the order of an autoregressive or moving average model. Let us look for the
model from the statistical criterion.

3.1. Candidate Models Search

For simplicity assume that research is done among not what is a sidestep ARMA
process, it allows us to put aside seasonal patterns. What is a fine ARMA pro-
cess is that of the unknown couple (p*, ¢*) such that (p*, ¢*) < (Pmaz, Gmaz)- In
other words, it is assumed that real orders are respectively less than two orders
Pmaz and ¢mqe that one focuses on. In practice, a problem arises when the
orders Ppar and @mnee are chosen too small to find the best model. Generally
we examine correlograms representing the autocorrelations and partial auto-
correlations estimated in order to set these maximum limits. Setting maximum
limits pae and ¢mas gives rise to a family of (Ppmaz + 1) X (¢maz + 1) candidate
models, as shown in Table 1.

The search for an optimal model in the sense of a certain criterion will
therefore be in this family. If the procedure results in the choice of a model
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q\p 0 1 e Prmaz

0 AR(1) . AR(pmaz)

I MAQ)  ARMA(LL) ... ARMA(pmas, 1)
dmazx MA(Qmam) ARMA(Qmax7 1) . e ARMA(pmama Qmam)

Table 1: Candidate models search

belonging to the last column or the last row then it is prudent to redefine the
new values for pmax Or ¢max higher than those initially chosen.

Let [; the log-likelihood of the ith pattern, T' the size of the working sample
and k; the number of parameters, the selection criterion is written in general
as follows:

9l kig(T
N g(T)

(T, ki) = ;
ci(T, ki) T T

(3.1)
where g(T') is a positive function of many parameters to estimate and therefore
denotes the magnitude of the penalty.

This minimization problem reflects the tradeoff between increasing likeli-
hood and increasing complexity of the model.

3.2. AIC and BIC Criterion for Autoregressive Process

The Akaike Information Criterion (AIC) generates a function that estimates
the quality of the fit. Recall that if the number of parameters increases, the
variance 62 decreases. In order not to end up with an over-parameterization of
the model, we add a factor that will make a compromise between the number
of parameters and minimum variance. In the following, we will take a model

A(p) and considers &g using maximum likelihood for many positive values of p

. This method could also be used for a model M A(q). The AIC consists of
calculating

AIC(p) = log(62) + 2%.
Using this criterion, we remark that if p is the obtained parameter of the mini-
mization and p is the parameter of the real model, it has the following property:
P(p > p) — 1 when T' — 400, [8]. The criterion therefore tends to select a
larger number of parameters than the real model, which leads us to a small error
term 2. If one wishes to have a better choice of order p, there is the Bayesian
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information criterion (BIC) that uses a higher penalty. The BIC selects the pa-
rameter p which minimizes the following quantity BIC (p) = log(62)+ £log(T).

3.3. AIC and BIC for ARMA Model

In estimation, it is a little more expensive to deduct the p and ¢ order for a
ARMA(p,q) process because to optimize the model it is necessary to minimize
a function of two variables. The AIC and BIC criteria for a ARMA (p,q) process
are written as:

P9 B1C@.) = log(6?) + L Diog(r).

To minimize these functions, one method is to make two iterative loops on p and
q to test all pairs (p,q) p until some limits < P and ¢ < . Inside these loops,
first compute the estimators <i>, 6 and using for example the least squares or
maximum likelihood, 62 we calculate the AIC and BIC criteria for these various
levels and there is the minimum of these quantities. It was therefore the values
p and ¢ that minimize the AIC or BIC. Then we calculate efficient estimators
of the model parameters ARMA (p, §) using the maximum likelihood method.
If several models are competing, we choose the pair (p,q) which minimizes
statistics AIC(p,q) = log(62) + Q@Tﬂ or BIC(p,q) = log(62) + (p—;q)log(T),
cf. Peter et al. [6].

AIC(p,q) = log(62) +2

4. Estimation, Validation Testing and Forecasting ARMA

The modeling procedure of Box and Jenkins comprises the following steps, [8]:

1. Stationarity and seasonal adjustment
2. Identification

Estimate

- W

Validation and Test

5. Forecast
4.1. Stationarity Tests of the iqa Series

To verify the stationarity there are several methods: visual examination in the
series, the calculations of the mean and variance of the subsets of the series
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and equality tests, visual analysis of the decrease in the function of autocorre-
lation and unit root tests (Dickey-Fuller, Phillips-Perron Kwiatkowski-Phillips-
Schmidt-Shin (KPSS) test ...). We use the unit root test in the current research.

Statistic | p-value

Phillips-Perron Unit Root Test | -11.0836 0.01

Augmented Dickey-Fuller Test | -4.8911 0.01
KPSS 0.5337 | 0.03408

We observe that for the Dickey-Fuller Augmented, the Phillips-Perron and
just like the KPSS test, the p-value less than 0.05 so the variable log(iqa) is
stationary.

4.2. Model Identification of iga: ARMA(2,1)

In some literature the analysis of univariate time series as that of our research
on the Index of air quality in the city of Dakar in the Box and Jenkins boils
down to three steps: identification, estimation, validation. The initial phase of
identification is often difficult in practice. It is not clear at all to often find the
right model to suit the timeline series considered. It is in this phase that takes
place the great work operations research series good adjustment model.

Autocorrélation Autocorrélation partielle

Lag Lag

Figure 1: ACF and PACF for series log(iqa).

By observing Figure 1, there is seen that the autocorrelation and partial
autocorrelation decay slowly and take time before they significantly nil.

For this reason we rule out possible to retain an AR or MA model. Estimates
the AIC and BIC criteria for an ARMA(p,q) p = 1,...,5 and ¢ = 1,...,5.
Looking couple (p,q) optimal (minimum) for our model. Tables 2 and 3 give
us those values.

Operational research by the AIC seems to direct us towards the opera-
tion (the model) ARMA(4,4) followed by ARMA(5,4) and ARMA (2,1). But



OPTIMIZATION AND ANALYSIS OF THE INDEX OF AIR... 631

P\g 1 2 3 4 5
1 805.07 790.47  779.93 774.89 770.37
2 762.64 764.57 766.4 768.4 770.22
third candidate optimum(2,1)
3 764.56 766.64 768.5 769.84 772.33
4 766.39 768.2 764.29 762.25 764.04
first candidate optimum/(4,4)
5 768.38 770.36  772.42 762.52 764.45

second candidate optimum(4,5)

Table 2: Criterion AIC series iqa for (p,q) € [1, ..., 5]?

the third optimal choice (minimum) which would be the lowest AIC operation
ARMA(2,1). We choose to estimate three parameters, eight or even nine to
estimate. Selecting a model of nine or eight parameters maximizes the likeli-
hood of the model. This model could give us a better fit in our sample, but
could be completely wrong to make predictions. So we choose to estimate three
parameters instead of eight or nine. To check if this choice fits well to our data,
we also have the opportunity to compare the two variance estimators residues.

p\q 1 2 3 4 5
1 825.0663 815.4707  809.9266  809.8786  810.3665
2 787.6319 800.9503  826.8575  810.1573  822.2392
3 794.5862 801.3645 808.2271 814.8847  822.1193
4 801.3752 808.201  811.2327 827.0412  819.5427
5 808.3771 814.8691 815.7096  819.4184  825.8988

Table 3: BIC Criterion for series log(iga) with (p,q) € [1, ..., 5]?

The BIC of the table 3 shows that the pair (2,1) gives us the minimum. We
retain finally fit for our operation ARMA(2,1).

4.3. Estimation and Simulation of IQA

In this section we estimate and simulation of log(IQA) by an ARMA(2,1) under
the R software. With Farma library in R, the simulation gives us:

Title: ARIMA Modelling

Call: armaFit(formula = arma(2, 1), data = log(iqa))

Moments: Skewness=0.2539 Kurtosis= 0.9756.

Skewness measures the asymmetry of the distribution process and kurtosis mea-
sures the excess kurtosis: it is equal to 3 — KU. The estimate of kurtosis and
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skewness are respectively given by:

F 30y (1 — w)? i SR- 3 ( — u)?

T ~ — an - T R — .
(% >y (U — w)?)? (% D (e — )2)3/2
The R software provides us the coefficients of the estimation in the following
table:

KU =

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])

arl 1.59923 0.03428 46.65 <2e-16 **x*
ar2 -0.60384 0.03298 -18.31 <2e-16 *x*x
mal -0.93293 0.01862 -50.11 <2e-16 **x
intercept 4.04585 0.14121 28.65 <2e-16 **x*

Signif. codes: O ***x 0.001 *x 0.01 *x 0.05 . 0.1 1
sigma”2 estimated as: 0.9162

log likelihood: -376.32
ATC Criterion: 762.64
Standardized Residuals ACF of Residuals
§ 43 Ll st e Ll ARDL L I'!,L--Ili‘ w8
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We note the model estimation seems good, because the value of our esti-
mator is very close to the true value.

QQ-PLOT test of normality is a graphical method: The point cloud is
formed by (quantile N(0.1), reduced empirical quantile of ;), assuming HO the
cloud is on the straight line y = x). We confirm that there is a normality.
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4.3.1. Adequacies Tests

With R software, Box.test gives us the following result:

Box-Pierce test

Data: predict$residuals

X-squared = 6383.219, df = 10, p-value = 0,6742

The p-value is large (0.6742 > 0.05) so the residuals are not correlated.

And the Kolmogorov-Smirnov lillie test with the function () provides us:
Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: predict$residuals
D = 0.1125, p-value < 0.3221
We can therefore say the residues data follow a Gaussian distribution.

4.4. Forecast of iqa by ARMA(2,1)

In this section we predict log(IQA) for a 31-day period in January 2013, we
compare these results with real measurements taken at stations during the
same period.

lerJan2013 2jan2013 3jan2013 4jan2013 5jan2013 6jan2013 7jan2013 8jan2013
logiqa Prdit 4.7178 4.5378  4.4269 4.3582 4.3152 4.2880 4.2705  4.2589
Residuals 0.3409 0.4096  0.4388 0.4535 0.4620 0.4676 0.4716  0.4748

9jan2013 10jan2013 11jan2013 12jan2013 13jan2013 14jan2013 15jan2013 16jan2013
4.2509 4.2451 4.2407 4.2372 4.2341 4.2314 4.2290 4.2266
0.4776 0.4800 0.4823 0.4844 0.4864 0.4883 0.4901 0.4919

17jan2013 18jan2013 19jan2013 20jan2013 21jan2013 22jan2013 23jan2013 24jan2013
4.2244 4.2222 4.2201 4.2180 4.2159 4.2139 4.2119 4.2099
0.4936 0.4953 0.4970 0.4986 0.5001 0.5016 0.5031 0.5045

25jan2013 26jan2013 27jan2013 28jan2013 29jan2013 30jan2013 31jan2013
4.2080  4.2061  4.2042  4.2023 4.2004  4.1986  4.1968
0.5059  0.5073  0.5086  0.5099 0.5111  0.5124  0.5135

4.5. Measuring Quality Prediction

In our initial sample, (Xi,..., X7) only consider, T} = [(1 — )T observations
with € > 0. The L =T — [(1 — €)T] either are the L =T — T} will be predict
by the model. We can then consider several criteria:
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ARIMA(2,0,1) with method: CSS-ML
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Here L is the number of fitted points. We get under the R software, MSE =
4.687186 and MAPE = 4.624215. In conclusion we can say ARMA(2,1) is a good
model for our fit and taking into account the information criterion corrected
above, the pair (2,1) is a good choice of optimal pair (p,¢) that minimizes the
criterion. Indeed MSE gives greater weight to larger deviations (which could
result from outliers) and MAPE gives less overall weight to a large deviation if
the time series value is large. MSE give us the averages of the squared deviations
and MAPE averages the absolute percent errors. Although the concept of
MAPE sounds very simple and convincing, it has major drawbacks in practical
application [10].

It cannot be used if there are zero values (which sometimes happens for ex-
ample in demand data) because there would be a division by zero. For forecasts



OPTIMIZATION AND ANALYSIS OF THE INDEX OF AIR... 635

which are too low the percentage error cannot exceed 100%, but for forecasts
which are too high there is no upper limit to the percentage error. When MAPE
is used to compare the accuracy of prediction methods it is biased in that it will
systematically select a method whose forecasts are too low. This little-known
but serious issue can be overcome by using an accuracy measure based on the
ratio of the predicted to actual value (called the Accuracy Ratio), this approach
leads to superior statistical properties and leads to predictions which can be
interpreted in terms of the geometric mean [10]. Mean square error (MSE) can
also be utilized in the same fashion. Squaring the forecast errors eliminates
the possibility of offsetting negative numbers, since none of the results can be
negative.

5. Conclusion and Perspectives

This research leads us to choose the ARMA(2,1) to model and predict the
index of the air quality in Dakar. The model can be used to make short-term
predictions of IQA in Dakar by the air quality management center (CGQA). It
provides a tool that the quality monitoring center air Dakar could use to benefit
public health. An interesting avenue of research work would be to couple an
urban sprawl model with a simulation model of emissions of pollutants from
road transport. Indeed, there is evidence that as the city grows in extent, the
more origin-destination trips made daily by motorists is growing, resulting in
increased traffic. Such a model could be used to assess the impact of new areas
of development plans and cities around Dakar on transport and the impact of
that traffic on people and plants.
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5. Chapitre. Optimisation et analyse de 'indice de la qualité de 'air dans
Dakar par le processus ARM A(2,1). 5.7. Conclusion

5.7 Conclusion

Cette étude nous a permis de choisir le processus ARM A(2,1) pour modéliser et prédire I'indice
de la qualité de 'air a Dakar. C’est un modele qui prédit 1’iga & court terme en fonction de données
antérieurs recueillies sur la qualité de I'air a Dakar par le centre de gestion de la qualité de l'air
(CGQA). 1l peut éventuellement étre un outil que le centre de surveillance de la qualité de I'air de
Dakar pourrait exploiter dans une perspective de santé publique.

Avec la présentation de notre deuxieme article, on se dirige maintenant vers la conclusion
générale de la theése dans la partie suivante.
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Conclusion générale - perspectives

Cette these propose deux modeles de prédiction de l'indice de la qualité de l'air dans Dakar.
Le premier modele se repose sur la régression linéaire multiple par les moindres carrés ordinaires
(MCO). Le deuxieme modele le prédit par le modele ARM A(2,1). On procede a la comparaison
de ces deux modeles dans le tableau suivant:

Méthode Avantages Inconvénients
Modele Simplicité et rapidité dans la | Présume la stationnarité, para-
ARMA construction. metres figés sur la modélisation
Outil d’estimations par la va- | gaussienne.
riable elle- méme. Nombre limité de variables expli-
Permet de tracer des séries | catives.
chronologiques stationnaires, des | Pas d’explication des causes de
données manquantes. I’évolution des variables dépen-
dantes.
Nombre minimal d’observations
pour des prévisions acceptables.
Exige d’avoir des données pour
les variables explicatives sur I’ho-
rizon de prévision si des variables
prévisionnelles sont présentes.
Modeéle de | Inclut des variables explicatives. | Construction plus complexe.
régression Peut expliquer les causes de | Exige d’avoir des données pour
linéaire I’évolution de la variable dépen- | les variables explicatives sur
multiple dante. I’horizon de prédiction.
Permet de traiter des séries | Requiert un nombre d’observa-
chronologiques stationnaire avec | tions minimale pour données de
des données manquantes. prévisions acceptables. Plus ce
Fournit mnon seulement wune | nombre est plus élevé, plus le
courbe ajustant les données, | modele est complexe.
mais aussi des prédictions avec
leurs incertitudes.

TABLE 5.5 — Comparaison des deux modeles.

Notons que la pollution atmosphérique est liée au niveau et type d’urbanisation dans une
agglomération donnée. La notion de ville durable de plus en plus agitée dans les rencontres
internationales renvoie a une ville qui maitrise son environnement, en termes de déchets produits, de
pollution atmosphérique afin de minimiser sa contribution aux changements climatiques a travers
les gaz a effet de serre. De ce point de vue, Dakar offre I’exemple d’une agglomération a croissance
démographique spectaculaire, avec une densité humaine vingt( 20) fois supérieure & la moyenne
nationale. Etouffant dans ses limites traditionnelles, Dakar s’étend et s’étire vers le seul espace que
lui offre sa situation géographique: Le Nord Est de la presqu’ile( Autoroute & péage, Keur Massar,
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Guédiawaye, Sanghalkam, ...)
Des pistes intéressantes suivantes de travail de recherche peuvent s’ouvrir:

(1) Coupler un modele d’étalement urbain avec un modele de simulation des émissions de polluants
issus des transports routiers. En effet, il est prouvé que plus la ville s’étire dans ’espace,
plus les trajets origine- destination effectués chaque jour par les automobilistes s’allonge,
entrainant une augmentation du trafic. Un tel modele pourrait permettre d’évaluer I'impact
des plans d’aménagement de nouveaux quartiers et villes autour de Dakar sur les transports,
puis impact de ce trafic sur les populations et les végétaux( zone des niayes).

(2) Orienter le travail de modélisation vers les modeles non linéaires en matiére d’analyse des
données pour minimiser d’avantage les erreurs de prédiction.

(3) Introduire une meilleure modélisation locale des émissions, en couplant un modele gaussien
pour I’ échelle locale a un modele eulérien. Cela permet de quantifier la variabilité due a la
mauvaise représentation de 1’échelle locale autour de la source,

(4) Utiliser un traitement statistique de réduction d’échelle. I s’agit de déterminer des
relations entre les concentrations simulées et les observations aux stations dont 1’échelle
de représentativité est plus faible que I’ échelle bien représenté par le modele. Ces deux
approches sont complémentaires. La premiere permet d’estimer les sources d’incertitude
dans la représentation des phénomenes sous-maille et d’améliorer la modélisation localement
autour des sources. La seconde améliore les performances des prévisions aux stations
d’observations, mais ne permet pas une estimation spatiale de la variabilité.

(5) Développer des modeéles mathématiques pour les sources polluantes mobiles pouvant aider les
décideurs a prendre des mesures pour controler la pollution due au trafic causant dégats a la
santé et a I’environnement.

Quelques mesures s’imposent pour une bonne qualité de 'air a Dakar:

— Utilisation de pots catalytiques: le catalyseur est un corps chimique actif & base de métaux
précieux. Entre 250 et 400°C, il briile les reliquats de CO et de HC avant leur dispersion dans
I’atmosphere et élimine les oxydes d’azote,

— Utilisation de filtre a particules: réservé aux motorisations diesel, ce filtre supprime quasi-
totalement le rejet de composés polluants solides(fumées noires). Les constructeurs doivent
équiper les véhicules diesel et son utilisation devrait se généraliser dans les prochaines années,

— controle technique: obligatoire pour les véhicules de plus de 4 ans et devant étre renouvelé
ensuite tous les 2 ans, ce controle objectif permet de vérifier le bon fonctionnement des points
techniques. En cas de déficience, certaines fonctions majeures directement liées a la sécurité
sont soumises & une obligation de réparation,

— élimination des CARS RAPIDES et NDIAGA NDIAYE, leur remplacement par de
nouveaux moyens de transport moins polluants

— mener des actions d’éducation et de sensibilisation aupres des usagers, des associations de
quartier ou de consommateurs et des jeunes a 1’école,... Cela dans le but de la prise de
conscience de la menace de la pollution afin d’améliorer la qualité de lair.

— Création d’un programme municipal de maitrise ou de réduction de 'effet de serre.

— Revoir la location et le nombre de station de surveillance de la qualité de I'air dans Dakar.

— Surveillance( d’avantage) des stations pour une bonne base de données sans grand nombre
de données manquantes. Cela entraine spécialement pas de coupure réguliere d’électricité.

— Pour un bon modele de prédiction, associer a chaque station une mesure pour les données
météorologiques.

D’une maniere plus générale, ces études ont démontré que la modélisation de la qualité de
Pair constitue un outil d’exploration efficace des moyens possibles & mettre en ceuvre pour une
amélioration de la qualité de 'air. Ainsi, les effets des normes d’émission, des aménagements du
territoire et des changements de combustibles et /ou carburant par exemple, peuvent étre déterminés
a priori et donc avant méme ’application réelle de ces mesures.

Enfin, il faut noter que la ville constitue le pouvoir le plus rapproché du plus grand nombre de
consommateurs finaux d’énergie, individus, institutions ou entreprises. Elle est donc en mesure de
les inciter, pour des raisons économiques ou environnementales, & adopter des mesures d’efficacité
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énergétique, soit par des actions directes(exemple: appui a la réglementation sur lefficacité
énergétique des batiments ou organisation du réseau de transport urbain), soit par des actions
promotionnelles( documentation, conseils techniques, financement des recherches et études, etc.)

Le développement durable des ville implique de nouvelles relations de partenariat entre les
collectivités territoriales et 1'Etat avec la participation de la société civile dans des stratégies
conjointes & moyen et a long terme. Il conduit aussi a des changements dans le travail
interdisciplinaire, & la révision de certaines dispositions législatives et réglementaires et a la
décentralisation. Il requiert la révision des systémes de mobilisation de ressources financieres au
niveau international (par exemple la COP21), national ou local et particulierement pour élargir
lacces aux différentes formes d’énergie. Celle-ci joue un role primordial dans le développement
des villes, ’habitat, le développement économique, le transport et la lutte contre la pauvreté. Les
responsables des villes sont donc appelés a intervenir fortement au niveau de ’approvisionnement
et de la maitrise des consommations d’énergie.
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Annexe A

Code matlab

% Solution and error of the transport equation

% ur +axu, =0

% x € I =1a,b] and t € [0,T] with the

% initialdata u(z,0) = ug(x) with dif ferent methods

% Euler forward for time cebtral forspace

% Upwind

% Author : Lebede Ngartera

% Date : september 12, 2013

% Institution : University Cheikh Anta Diop Dakar (Ucad),

% Thesis doctorat Applied

Analysis and Numerical Mathematics,

% Numerical Mathematics Airquality modeling

clear all; close all;

%%% % %% % %% % %6 % %% %0 %0 % %o %0 % % %6 %6 % %0 %0 % % %0 % % %0 %0 % %0 %0 % %0 %0 % % %0 % T %0 %0 %o
%% % %% % % % %0 % % % % % % %0 % % % % % % %0 %0 % % % % % %0 %0 % % % % % % %0 % % % % % % % %6 %
%% %% %% % % %0 %% % % % % %0 %0 % % % % % %0 %0 % %0 % % % % %0 %6 %0 % % % % %0 %0 % % % % % % Yo
% Parameters

%%0%% % %0 % %% % %0 %0 %0 %% %0 %o %o %0 %0 %0 %o Yo

%%% %% % % %% % %% %% %0 %0 % % %0 % % %6 %0 % %o %0 % % %0 % % %0 %6 % % %0 % % %% % % % % % % % %
% Initial data ('sin(pi*z)’);

u0 = inline(’sin(pi x x)');

% exact solution for computing theerror
w0T =" sin(pi * (x —axT));

% velocity

a=2;

% Intervall

T=1;

I=1001];

% Number of time steps

TT(1) =7000;

% Number of space steps

XX(1) =100;

flag = menu("Please select a method’,...
"Euler-forward for time / central for space’,...
"Lax-Friedrichs’,...

"Lax-Wendroff’,...

"Upwind’,...
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A. Chapitre. Code matlab

"Errorplot’) ;

disp(’Please wait ...") ;

switch flag

case 1

errsteps = 1;

case 2

errsteps = 1;

case 3

errsteps = 1;

case 4

errsteps = 1;

case b

% Discretization for first step of the error
TT(1) = 5;

XX(1) = 2;

% Number of refinement steps for error plot
errstepseuler = 5;

errsteps = 7;

end

% Euler forward for time / central for space
TTeuler(1) = TT(1);

XXeuler(1) = XX(1);

if flag==

errstepseuler = 1;

end

if flag==1 | flag==5

for k = l:errstepseuler

NT = TTeuler(k) ;

NX = XXeuler(k);

dt = T/NT;

dx = (I(2)-1(1))/NX;

lambda = dt/dx;

% Initial conditions

SOL = zeros(NX+2*NT+1,2);

SOLPLOT = zeros(NX+1,NT+1);

for j = LNX+2*NT+1

SOL(j,1) = u0(I(2)+(NT+1-j)*dx);

end

SOLPLOT(:,1) = SOL(NTH+1:NT+NX+1,1);
% Finite Difference-Scheme: Euler-forward in
time / central in space

forn = 1:NT

for j = 1+n:NX+2*NT+1-n

SOL(j,2) = SOL(j,1) - 0.5*lambda*a*(SOL(j-1,1)-SOL(j+1,1)) ;
end

SOL(:,1) = SOL(:,2) ;

SOLPLOT(:,n+1) = SOL(NT4+1:NT+NX+1,1);
end
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Annexe B

Santé et pollution atmosphérique
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B. Chapitre. Santé et pollution atmosphérique

Polluants atmo-

sphériques

Sources principales

Effets sur la santé

Dioxyde de soufre
ou SO,

Combustions de combustibles fossiles
(fioul, charbon, lignite, gazole,...)
contenant du soufre. La nature émet
aussi des produits soufrés (volcans).

Irritation des muqueuses de la peau
et des voies respiratoires supérieures
(toux, gene respiratoire, troubles asth-
matiques).

Métaux lourds
plomb (Pb), mer-
cure (Hg), arsenic
(As), cadmium
(Cd), nickel (Ni)

Proviennent de la combustion des char-
bons, pétroles, ordures ménageres mais
aussi de certains procédés industriels
(production du cristal, métallurgie,
fabrication de batteries électriques).
Plomb : principalement émis par le tra-
fic automobile jusqu’a 'interdiction to-
tale de ’essence plombée (01/01/2000).

S’accumulent dans l'organisme, effets
toxiques a plus ou moins long terme, Af-
fectent le systéme nerveux, les fonctions
rénales hépatiques, respiratoires,. ..

Hydrocarbures

aromatiques poly-
cycliques (HAP)
et composés or-

Combustions incompletes, utilisation
de solvants (peintures, colles) et de dé-
graissants, produits de nettoyage, rem-
plissage de réservoirs automobiles, de

Effets divers selon les polluants dont ir-
ritations et diminution de la capacité
respiratoire, Considérés pour certains
comme cancérogenes pour 1’homme

ganiques  volatils | citernes,. .. (benzéne, benzo-(a)pyréne), Nuisances
(cov) olfactives fréquentes.

Monoxyde de car- | Combustions incompletes (gaz, char- | Intoxications & fortes teneurs provo-
bone ou CO bon, fioul ou bois), dues & des instal- | quant maux de téte et vertiges (voir le

lations mal réglées (chauffage domes-
tique) et provenant principalement des
gaz d’échappement des véhicules.

coma et la mort pour une exposition
prolongée). Le CO se fixe a la place de
I'oxygene sur I’hémoglobine du sang.

Ozone ou O3

Polluant secondaire, produit dans 'at-
mosphere sous leffet du rayonne-
ment solaire par des réactions com-
plexes entre certains polluants pri-
maires (NO,, CO et COV) et principal
indicateur de l'intensité de la pollution
photochimique.

Gaz irritant pour I’appareil respiratoire
et les yeux, Associé a une augmentation
de la mortalité au moment des épisodes
de pollution (Etude ERPURS/ORS Ile-
de-France).

Oxydes d’azote ou
NO, (NO et NO9)

Toutes combustions a hautes tempéra-
tures de combustibles fossiles (charbon,
fioul, essence,. . .). Le monoxyde d’azote
(NO) rejeté par les pots d’échappement
s’oxyde dans l'air et se transforme en di-
oxyde d’azote (NOz) qui est & 90% un
polluant “secondaire”

NOQO; : gaz irritant pour les bronches
(augmente la fréquence et la gravité des
crises chez les asthmatiques et favorise
les infections pulmonaires infantiles),
NO non toxique pour l'homme aux
concentrations environnementales.

Particules ou pous-
sieres en suspension

(PM)

Combustions industrielles ou domes-
tiques, transport routier diesel, ori-
gine naturelle (volcanisme, érosion,. . .).
Classées en fonction de leur taille :
.PMjy: particules de diametre infé-
rieur & 10pm (retenues au niveau du
nez et des voies aériennes supérieures)
.PMs5: particules de diametre infé-
rieur & 2, 5um (péneétrent profondément
dans D'appareil respiratoire jusqu’aux
alvéoles pulmonaires)

Irritation et altération de la fonction
respiratoire chez les personnes sen-
sibles, Peuvent étre combinées a des
substances toxiques voire cancérigenes
comme les métaux lourds et des hy-
drocarbures, Associées a une augmen-
tation de la mortalité pour causes
respiratoires ou cardiovasculaires (ER-
PURS/ORS Ile-de-France).

TABLE B.1 — Tableau récapitulatif des principaux polluants (Airparif).
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Annexe C

Procédure itérative de
Box-Jenksen

Analyse préliminaire (stationnarisation) :

s ¢limination de la tendance
s ¢limination de la saisonnalité

S - Identification
» Analyse des P(h) et r{h)
® Détermination des ordres p, g

Estimation des

NON paramétres du modéle

Diagnostic ou validation du
modéle :

Prévision a partir du
r > modéle retenu

® analyse des coeflicients
» analyse des résidus

F1GurE C.1 — procédure itérative de Box-Jenkins (Bourbonnais, 1998)
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FicUure C.2 — Concentrations moyennes journalieres de PMiy a Dakar en octobre 2011: on note
que la moyenne journaliere des concentrations de PMq a dépassé le seuil de 260 g/m?, fixé par

la norme NS-05-062 au cours de ce mois. Deux dépassements ont été observés a la Médina et aux
HLM. [69]
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FI1GURE C.3 — Evolution des concentrations moyennes journalieres de PMs 5 a Dakar en octobre
2011: Les concentrations moyennes journalieres de PMs 5 ont été élevées, car la valeur guide de
I'OMS (251g/m?3) a été dépassée 19 fois au Boulevard de la République et 23 fois & Bel Air, [69)]
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FIGURE C.4 — Evolution diurne des concentrations horaires de N 05 en octobre 2011 & Dakar:
Concernant le NOs, les concentrations moyennes horaires n’ont pas dépassé la valeur limite de la
norme NS-05-062 en octobre 2011. Les plus fortes concentrations ont été mesurées au Boulevard
de la République (Cathédrale, 46 pug/ms) et & Médina (Abass Ndao, 46 pg/ms). Nous remarquons
que ’évolution diurne montre deux maxima observés a 8h et a 20h, ce qui traduit 'influence des
activités humaines, notamment le transport, sur la pollution au dioxyde d’azote. La baisse des
concentrations en cours de journée pourrait étre liée a la formation de I'ozone, suite a l'interaction
du NO; avec le rayonnement solaire [69].
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F1GUuRE C.5 — Evolution des concentrations moyennes journalieres de SOy a Bel Air (Méle 10)
et au Bd République en octobre 2011: Les concentrations moyennes journalieres ont été faibles
et n’ont jamais dépassé la limite de 125 pg/mgs au cours de ce mois. Le maximum des moyennes
journaliéres a été de 20 ug/ms & Bel Air, contre 11 pg/ms au Boulevard de la République.[69]
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FiGure C.6 — Concentrations moyennes horaires maximales d’ozone a Dakar en octobre 2011:
I'ozone est mesuré dans trois sites, Boulevard de la République, HLM et Yoff. Les concentrations
sont restées inférieures a la valeur fixée par la norme NS-05-062, pour une durée d’exposition de 8
heures (120 ug/ms) [69].

F1cURrE C.7 — Identification des zones sources du SO mesuré a Bel Air et au Bd de la République
en septembre 2011 ( image Google Earth): La rose de concentration de SOs indique que le SO,
mesuré a Bel Air provient principalement de ’avenue Malick Sy, et secondairement de la gare
routiere des Pompiers, de la zone industrielle et du Boulevard de la Libération. C’est donc le trafic
qui est a l'origine de I'essentiel du SOy mesuré sur le site du Port en ce mois.
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