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Résumé

De nombreux systemes dans la nature présentent des phénomenes de retards. Leur évolution
temporelle n’est pas seulement définie a partir d’un simple vecteur d’état exprimé au présent mais
dépend aussi du passé. De tels systemes sont dits héréditaires. Ces phénomenes sont modélisés
mathématiquement par des équations différentielles fonctionnelles & retards (EDFR). L’étude
sur les états asymptotiques de ces systemes(stabilité, bifurcation et instabilité) a suscité un tres
grand intérét ces dernieres décennies. Parmi les problemes rencontrés, celui de la caractérisation
des points de bifurcation de Hopf s’est revelée particulierement important puisqu’il permet de
connaitre les états transitoires de stabilité vers l'instabilité.

La théorie des bifurcations de Hopf est largement développée dans la littérature. Dans un
certain nombre de situations, I’ensemble des points de bifurcation de Hopf est completement
caractérisé. Cependant, lorsque les parametres considérés sont des retards, les points de bifur-
cation de Hopf ainsi que leurs directions de bifurcation sont difficiles & déterminer. Bien qu’il
existe quelques résultats "satisfaisants" pour des systemes différentiels a un ou a deux retards
scalaires, le probleme de la caractérisation des points de bifurcation de Hopf dans le cas de
plusieurs retards variables restent encore un sujet ouvert.

Au vu de ces difficultés, nous développons donc dans cette these une approche basée sur
la théorie des courbes denses. Précisément, 'idée fondamentale est de construire une courbe
remplissant, au sens de la densité, ’espace des parametres retards et ainsi de pouvoir se ramener a
un probleme & un seul parametre. Grace a ce procédé nous formulons un schéma algorithmique
permettant de générer des points de bifurcation de Hopf. Nous avons aussi montré que ’on
pouvait, sous certaines conditions, se contenter de chercher les racines se trouvant dans les
courbes denses a cause de la densité des ces dernieres dans I’ensemble des racines.

Mots clés : Equation différentielle fonctionnelle a retard, bifurcation de Hopf , stabilité, trans-

formation réductrices, Courbes a-denses
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Notations

Ensembles et nombres

— R : ensemble de nombres réels.
— R, : ensemble de nombres réels positifs ou nuls.
— C : ensemble de nombres complexes.
— R"™ : espace vectoriel de dimension n construit sur un corps des réels.
— [a, b] : intervalle fermé de R d’extrémités a et b.
— ]a, b[ : intervalle ouvert de R d’extrémités a et b.
— [a, b[ ou [a, D) : intervalle semi - ouvert de R d’extrémités a et b.
- [1,...,n] : entiers naturels de 1 a n.
— C(I, R™) ou bien C : ensemble de fonctions continues sur I & valeurs dans R".
— C, : ensemble des fonctions continues bornées par une constante réelle a > 0.
— t € Ry : variable temporelle.
. dx

CE= dérivée de la variable x par rapport au temps.

. 2 e
- = ‘2733 : seconde dérivée de x par rapport au temps.

Vecteurs et fonctions

— 27 : transposé du vecteur z.

— x = (z;) € R" : vecteur de composantes z;.

— x(t, to, wo) € R™ : vecteur de R™ représentant 1’état d’un systéme a l'instant ¢ ayant pour
état g € C a l'instant initiale tg.

— x; : fonction de classe C définie par x4(0) = z(t +0), ¥V 0 € [—7, 0] ou 7 > 0 est donné.

— |.| : valeur absolue d’un nombre réel ou module d’un nombre complexe.

— |||l : norme sur R".

— ||.]l¢ : norme sur C définie par Vo € C : ||¢|lc = sup |p(8)]-

o[-,

Matrices

— AT : transposée de la matrice A.

— A > 0 (respectivement A < 0) : A définie positive (respectivement définie négative).



A
— ||A]| : norme matricielle de A A : |Al| = sup | uH
weR" u#0 Il
— I, : matrice identité d’ordre n.

Acronymes

— EDO : Equation différentielle ordinaire
— EDF : Equation différentielle fonctionnelle

— EDFR : Equation différentielle fonctionnelle retardée
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CHAPITRE 1

Introduction
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Un grand nombre de processus, naturels ou artificiels, en biologie, en physique, en
ingénierie, en médecine, en chimie, en économie, etc., s’effectue avec un retard en temps
[6, 145]. Ces retards se produisent, dans presque toutes les situations, si bien qu’on ne
peut pas ignorer cette réalité [45]. Un exemple simple dans la nature est le processus de
reboisement. Une coupe de la forét, apres le reboisement , aura au moins 20 ans avant
d’atteindre n’importe quel type de maturité. Par conséquent, tout modele mathématique
de l'exploitation forestiere et la régénération doit avoir clairement un retard. Un autre
exemple en biologie est que les animaux doivent prendre le temps de digérer leurs nourri-
tures avant que d’autres activités et les réponses physiologiques ne puissent avoir lieu. Il
s’ensuit que tout modele sans retard de la dynamique des especes peut se révéler comme
une approximation tres éloignée de la réalité [45]. En télécommunication, un temps de
latence s’observe toujours entre I’'envoi des données ou des signaux et leur réception.

C’est dans cette lancée que Picard, lors du IVe congres international des Mathéma-
ticiens a Rome en 1908, avait fait la déclaration suivante dans laquelle il avait souligné
I'importance de tenir compte des effets héréditaires dans la modélisation des systemes

physiques [55] :



1.1. Un point historique

" Les équations différentielles de la mécanique classique sont telles qu’il en résulte que
le mouvement est déterminé par la simple connaissance des positions et des vitesses, c¢’est-
. . [T . PR o -
a-dire par [’état a un instant donné et a [’instant infiniment voisin.
Les états antérieurs n’y intervenant pas, [’hérédité y est un vain mot. L’ application de ces
équations ou le passé ne se distingue pas de [’avenir, ou les mouvements sont de nature
réversible, sont donc inapplicables aux étres vivants.
Nous pouvons réver d’équations fonctionnelles plus compliquées que les équations clas-
siques parce qu’elles renfermeront en outre des intégrales prises entre un temps passé tres

éloigné et le temps actuel, qui apporteront la part de I’hérédité."

1.1 Un point historique

Un retard est défini comme étant une caractéristique d’un systeme physique pour
lequel la réponse a une action appliquée est retardée dans son effet [83]. Les systémes
a retards, appelés aussi systemes héréditaires ou encore systémes décrits par des équa-
tions différentielles aux différences, représentent une classe de systéemes de dimension
infinie[32, [33] largement rencontrée lors de la modélisation de phénomenes de transport
et de propagation de matiere, d’énergie ou d’information [15].

Par ailleurs, méme si le procédé lui-méme ne contient pas de retards, les capteurs,

les actionneurs et le temps de calculs nécessaire a sa commande peuvent engendrer des
retards non négligeables [49, [54]. Le retard peut avoir plusieurs origines qui peuvent étre
attribuées soit aux capteurs ou aux actionneurs, soit au systéme lui-méme (cas d’un trans-
port d’information ou de matiere).
Les dispositifs de déclenchement eux mémes sont physiquement limités de sorte que 'ac-
tion n’est pas instantanément réalisable [86].Les systémes a retards sont des systémes dont
la dynamique ne dépend pas uniquement de la valeur d’un vecteur état = a un instant ¢,
mais aussi des valeurs passées de celui-ci prises sur un certain horizon temporel.

On peut alors considérer que 1'état d’un systeme est en fait une fonction définie sur
un intervalle de temps égal au retard. Aussi ce type de systeme peut étre modélisé dans

des espaces fonctionnels de dimension infinie [32] [54].
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De facon générale, un systeme continu retardé est représenté par un systeme différen-

tiel qui peut s’exprimer comme suit :

dx(t
"0 fw), 120
Ty, = o, Sur C (1.1)

xy € C et x4(0) = z(t +6).

ou f: R xC — R" est une fonction donnée, n € N*, et C = C([—7,0],R") 'espace de
fonctions continues de [—7, 0] dans R™.

Un des premiers exemples traitant une classe générale d’équations a retard linéaire
est du a Polossuchin (1910) [60, 84] et Schmidt (1911) [69, 84]. Schmidt a considéré les
solutions a dérivée en O(t*) quand ¢t — oo et a prouvé l'existence d’une connection entre
ce type de solutions et ’équation caractéristique de 1’équation linéaire. Une classe géné-
rale d’équations & retard non linéaires a été initialement introduite par Volterra (1928)
[80], (1931) [81] pour étudier respectivement un modele prédateur-proie et un modele de
viscoélasticité. Il a aussi clarifié quelques propriétés des solutions en utilisant une méthode
d’énergie.

A partir des années 1940, la théorie des équations a retard a connu un grand dévelop-
pement : Bellman et Cooke (1963), dans leur monographie [7], ont classifié et étudié les
équations linéaires avec un seul retard en se basant sur la transformée de Laplace. Elsgolts
et Norkin (1973) [21], Hale [32] (1977), dans leurs livres, étudient les problemes d’existence
et d’unicité des solutions des EDFRs ainsi que leurs propriétés qualitatives. Kolmanovskii
et Nososv (1986) [38] donnent des exemples de phénomeénes qui se modélisent par des
équations a retards et se focalisent sur les problemes de stabilité. Ladde et Lakshmikan-
tham (1987) [46] se focalisent sur les conditions d’oscillations des EDFRs linéaires. Gyori
et Ladas(1991) [30] regardent de maniére générale les équations a retards fixes ou variant
dans le temps, ils donnent des exemples d’equations retardées intégrables et considerent
le probleme de contréle optimal. Niculescu(2001) [54] étudie la stabilité des équations
différentielles multi-retards en utilisant essentiellement les fonctions et fonctionnelles de
Lyapunov. Gu, Kharitonov et Chen (2003) [27] considérent le probleme de stabilité des

systémes linéaires multi-retards en mélangeant ’approche fréquentielle (localisation des
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racines) et I'approche temporelle(utilisation de dérivée de la théorie Lyapunov sur la sta-
bilité). Niculescu et Wim (2007) [51] examinent la stabilité des EDFRs linéaires en se
basant sur la localisation des racines caractéristiques. Shampine et Thompson (2003)[70]
exposent des méthodes numériques de résolution des équations différentielles ordinaires
et des équations différentielles a retard avec Matlab, ils ont par ailleurs présenté leur

progiciel de résolutions des EDR, dde23 [71].

1.2 Impact des retards

La présence d’un retard dans un systeme dynamique a une influence considérable
sur le comportement de celui-ci et peut étre a l'origine d’instabilité ou d’oscillations
indésirables[54]. Nous considérons ici deux exemples qui illustrent cette caractéristique.

Soit I’équation différentielle sans retard suivante :
@(t) + z(t) =0 (1.2)

Cette équation n’a pas de solutions oscillatoires et ses solutions sont stables. Par contre

I’équation a retard

z(t)+z(t—7)=0. (1.3)
admet des solutions oscillatoires pour 7 = 7 et d’autres types de solutions pour certaines

valeurs de 7 (voir fig (1.1)))

Dans ’exemple ci-apres
(t) = 22(t) — y(t),

(1.4)
y(t) = 5(t) — 2y(t)
toutes les solutions sont oscillatoires. Par contre, le systeme retardé
i(t) = 22(t — 1) — y(t),
(1) = 20t =) =) .

y(t) =5z(t) —2y(t—7) t>0

admet des solutions de nature qualitative tres différente (voir fig [1.2)).
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FIGURE 1.1 — Représentation des trajectoires des solutions de I'équation différentielle (1.3)
en variant les retards avec comme condition initiale xo = 10 .
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FIGURE 1.2 — Représentation des trajectoires des solutions du systéme d’équations dif-
férentielles (1.5)) en variant les retards avec pour condition initiale (xo = 10,y = 10)



1.3. Etat de ’art

Ces deux exemples montrent clairement que le retard peut changer catégoriquement la
nature qualitative du systeme. Il peut déstabiliser des systemes qui étaient stables, comme

il peut aussi stabiliser des systémes initialement instables.

1.3 Etat de ’art

Etant donné qu’un retard peut étre source d’instabilité, 1’étude de la stabilité des

systemes a retard se révele plus qu'importante.
Il est naturel de vouloir adapter les méthodes bien connues de Lyapunov aux systemes
différentiels a retards. Deux approches ont été proposées a ce probleme respectivement
par Krasovskii [44] et Razumikhin[63]. Krasovskii a suggéré I'utilisation des fonctionnelles
définies sur les trajectoires des équations au lieu de fonctions de Lyapunov [38], [43] [44].
Razumikhin, quant a lui a proposé une approche basée sur une modification de la méthode
des fonctions de Lyapunov |38, [63], 64].

Dans le cas des systemes linéaires autonomes, I’étude de la stabilité est liée a un cer-
tain type de fonctions analytiques appelées quasipolynémes (équation caractéristique). La
distribution des zéros de ces derniers détermine la stabilité ou l'instabilité du systeme.
En effet, si tous les zéros du quasipolynome sont a parties réelles négatives, le systeme
sera asymptotiquement stable, et s’il admet au moins une racine a partie réelle positive,
le systeme est instable. Plusieurs criteres ou tests ont été proposés pour étudier la dis-
tribution des zéros de ces quasipolynémes. On peut citer, a titre d’exemple le critere de
Pontryagin[61], 62], la D-décomposition [53], la 7-partition[82]. L’idée de base qui est der-
riere la plupart de ces méthodes est la continuité des racines de fonctions analytiques par
rapport a un parametre[8, 19, B8, [5I]. La méthodologie suivi dans la plupart de ces mé-
thodes est de déterminer les valeurs 7% du parametre pour lesquelles les quasipolynomes
ont une racine a partie réelle nulle (A = +iw) [31], 54, 67]. Les points 7% sont des points
de bifurcation de Hopf si w # 0.

La théorie des bifurcations de Hopf est importante dans I'étude des systémes a retard
sous deux aspects : d'une part, pour I’étude de la stabilité du systeme. (ie sur le point de
bifurcation, il y a changement qualitatif, le systeme passe de la stabilité vers I'instabilité

ou vice versa) ; d’autre part, pour la détermination des solutions périodiques qui trouvent
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1.3. Etat de ’art

leurs applications en biologie, économie[4], B31].
Particulierement si nous considérons les systémes linéaires avec des retards discrets (ponc-
tuels) du type
T = Apz(t) + f:A,-x(t —7) (1.6)
i=1

ou Ay et A; sont des matrices carrées d’ordre n et 0 < 7; < 7.

On suppose que pour 7; = 0 pour tout i, le systéme est stable. Considérant les retards 7;
comme des parametres, il s’agit d’étudier la stabilité de en fonction de ces derniers.
Caractériser les régions de stabilité et des points de bifurcation pour les systeémes linéaires
avec retard par rapport aux retards, est un probléme qui est encore ouvert [54]. Mais
dans certains cas, des caractérisations complétes peuvent étre données.

Dans le cas d’un seul retard ou I’équation caractéristique peut s’écrire sous la forme
PO +QNe ™ =0 (1.7)

ou P et Q sont des polynémes de degré respectifs n et m, 7 > 0, Cooke et Driessche [17]

ont prouvé le théoréme suivant :

Théoreme 1.1. Soit I’équation (1.7) ou P et @ sont des fonctions analytiques dans le
demi plan complexe {)\ € C: Re(\) > =4, > O}. Sous les conditions suivantes :

(i) P(\) et Q(\) n'ont pas de racines imaginaires pures commaunes.

(i) P(—iw) = P(iw), et Q(—iw) = Q(iw), pour w € R ot z désigne le conjugué de 2.

(111) P(0) + Q(0) # 0.

(iv) 1l existe au plus un nombre fini de racines de dans le demi plan droit du
plan complexe st 7 = 0.

(v) F(w) = |P(iw)|*—|Q(iw)|* pour w € R a au plus un nombre fini de racines réelles.
Sous ces conditions, les assertions suivantes sont vérifiées.

(a) Si l’équation F(w) = 0 n'a pas de racines positives, alors si est stable, elle
restera stable pour T > 0.

(b) Si léquation F(w) = 0 a au moins une racine positive simple, Si T croit, alors
il peut y avoir échange de stabilité. Il existe un 7 > 0 tel que l’équation est

instable pour T > 7*. Si T varie de 0 a T, il peut y avoir au plus un nombre fini
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d’échanges de stabilité [

Ce théoreme donne une caractérisation presque complete des EDFR linéaire avec un

seul retard.

1.4 Problématique

Pour le systéme avec des retards commensurables, des résultats sur la stabilité ont
été établis[27, [54]. Mais pour deux retards indépendants, le probléme est loin d’étre résolu.
Et la recherche se fait activement dans ce domaine. Ruan S. et Filfil .R ont étudié un cas de
réseaux neuronaux avec des retards comme parametre et en considérant particulierement
le cas de deux retards[66]. Yu W. et Cao J. ont regardé le probleme de la stabilité et la
bifurcation de Hopf dans un modeéle de deux neurones avec deux retards[85]. Dans la méme
période, Huang C. et al ont considéré un modele de deux neurones avec 4 retards considérés
comme parametres, mais dont ’étude se ramene a deux retards, en utilisant la méthode
des formes normales et la théorie de la variété centre [36]. Dans le cas ou les retards ne
sont pas proportionnels (commensurables) peut-on obtenir des résultats similaires avec le
cas commensurable 7 Peut-on caractériser pour ce cas l'espace des bifurcations de Hopf?

Telles sont les deux questions centrales de cette these.

1.5 Objectif

L’objectif de cette theése est de contribuer a 1’étude des points de bifurcations de
Hopf des systemes a retards pouvant étre décrits par le systeme . Précisément nous
cherchons a caractériser I’ensemble des parametres 7 = (71, e ,Tm) € R pour lesquels
I’application

A det(A — Ag — i Aie™™)
i=1

admet des zeros imaginaires pures. Nous nous proposons d’utiliser une approche basée
sur la théorie des courbes, notamment celles qui sont denses relativement a une topologie

donnée, pour caractériser cet espace de bifurcation.



1.6. Organisation du travail

1.6 Organisation du travail

Ce mémoire est organisé comme suit :

Le chapitre 2, propose une revue des connaissances sur quelques résultats géné-
raux des systemes différentiels a retards. Il est question notamment du probleme
d’existence et d’unicité des solutions, de la stabilité d'une solution d’équilibre et
une présentation de la notion de bifurcation.

le chapitre 3, est celui de ’étude des systémes linéaires multi-retards, ot nous expo-
sons quelques propriétés des racines caractéristiques qui déterminent la stabilité la
bifurcation ou l'instabilité du systeéme et quelques théoremes généraux permettant
la localisation et la déterminations de ces racines.

Le chapitre 4 propose une caractérisation des points de bifurcation de Hopf des
systemes linéaires multi-retards par utilisation des courbes a—denses.

Le chapitre 5 propose une conclusion générale du projet de these et quelques pers-

pectives.

Ce travail a fait 'objet de quatre articles publiés dans des journaux scientifiques indexés|T],

2, 131

7).
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CHAPITRE 2
Généralités sur les systémes

dynamiques retardés

Sommaire
[2.1 Geénéralités sur les équations a retards|. . . . .. ... ... .. 12
2.2 Stabilité . . . ... ... . e e e 23
[2.3 Bifurcations et solutions périodiques|. . . . .. ... ... ... 30
2.4 Conclusion| . ... ...t 36

Un systeme dynamique est un ensemble mécanique, physique, économique, environne-
mental ou de tout autre domaine dont ’état (ensemble de grandeurs suffisant a qualifier
le systéme) évolue en fonction du temps. L’étude de I’évolution d’un tel systeme nécessite
donc la connaissance de son état initial et de sa loi d’évolution. Un systéme peut étre a
temps continu ou a temps discret. Il peut également étre autonome si sa loi d’évolution
ne dépend pas explicitement du temps ou non autonome si sa loi d’évolution dépend du
temps. Depuis Poincaré [56] 57, 58], [59] la théorie des systémes dynamiques ne cesse d’évo-
luer et plusieurs problemes ont été étudiés. Entre autres, la stabilité des états d’équilibre
et le probleme de la bifurcation dans le cas des systemes dynamiques paramétrés.

Dans ce chapitre, nous passons en revue quelques définitions utilisées dans la théorie des
systemes dynamiques pour ensuite évoquer les notions de stabilité et de bifurcation. Nous
nous focalisons essentiellement sur des systémes gouvernés par des équations différentielles
fonctionnelles a retards.

Formellement, dans le cas continu, un systeme dynamique peut étre défini [25] par une
application

: Rt xU = R"

11



2.1. Généralités sur les équations a retards

(t, =) = p(t, z)

vérifiant
¢(to, z0) = 0 (2.1)
So(t% Sp(tla l’)) = (p(tl + t27 .I') (22)
ou U est un ouvert de R", n > 0.
Noter que I'application
t— @(tu IO)

définit donc une trajectoire décrivant 1’évolution d’un systéme dynamique dont 1’état
initial est x(. L’application ¢ est appelée flot et elle décrit toutes les évolutions possibles

d’un systéme dynamique.

2.1 Généralités sur les équations a retards

Dans cette section, nous considérons les équations différentielles fonctionnelles a re-
tards. Nous proposons de donner certaines définitions de base pour ensuite évoquer le

probléme d’existence et d’unicité.

2.1.1 Définitions

Soit 7 un réel positif ounul et C =C ([—T, 0], ]R”) I’ensemble des applications continues

de [—7,0] dans R".
Soit ¢ € C([—T, 0], R”). On définit une norme sur C par

| & lle="sup [l &(0) ||
—7<6<0

ou || . || est la norme euclidienne sur R™. Muni de cette norme, C est un espace de Banach.
Pour D C R", nous notons Cp = C([—T, 0], D) I’ensemble d’ applications continues de

{— T, O} dans D.
Définition 2.1. [20, [33]

12



2.1. Généralités sur les équations a retards

Soit x une fonction définie sur [t —T, t} a valeurs dans R™. On définit par x; une fonction
Ty [—T,O} — R" par

x(6) :x(t+0), —7<6<0

t=r t —r 0
FIGURE 2.1 — llustration de la fonction z,(0)

Dans la suite on désigne par J un ouvert de R.

Définition 2.2.

Soit f: J xC — R", une fonction donnée. L’équation

dx(t)
dt

= f(t. ) (23)
est appelée équation différentielle a retard ou bien équation différentielle fonctionnelle a
retard (EDFR) sur J x C.

Notons que ’équation (2.3 est une équation générale qui inclut[32], 45] :

— les équation différentielles ordinaires ( cas ou 7=0)

dx(t)
dt

= F(z(t)), (2.4)

— les équations différentielles a plusieurs retards

dx(t)
dt

= [t a@),2(t = (1)), - 2t = 7(1))) (2.5)

13



2.1. Généralités sur les équations a retards

avec 0 < 7;(t) <7,j=1,2,--- ,p, et

— les équations intégro-différentielles

dalt) _ /O 92,0, 2(t + 0))db. (2.6)

Définition 2.3.
Soit f: JxC — R"™. Une fonction x est dite solution de (2.3) sur [to, §] s’il existe ty € R

et B > to tels que

(i) =z € C([to — 7, B[, R")

(ii) [to, B[C J

(iii) z(t) vérifie pour t > to.

Pour un t, € R donné et ¢g € C, on définit le probleme a valeur initiale associé¢ a

P'EDFR(2.3) par

dx(t) .
b ACEO IR (2.7)

xto = ¢0

ou

dx(t)
= f(t t>t
l‘(t):qbo(t—to), to—TStSto
Définition 2.4.
La fonction x est solution de [’équation (2.7)) sur [to -, B[ si x est solution de (2.3) sur

[to -, B{ et vérifie Ty, = @p.
Les lemmes suivants sont utiles pour la suite.

Lemme 2.1. [35, [76]
Si la fonction x : [to — 7,10+ a} — R"™ est continue, alors Uapplication t — x; est une

fonction continue de t € [to, to + a} vers C({ — 7,0, R").

Preuve
Comme x est continue sur le compact [to —T,tg + 04], elle y est uniformément continue

et ainsi pour tout € > 0 il existe un 6 > 0 tel que [|z(t) — z(s)|| < € si ‘t — s‘ < 0. Par

14



2.1. Généralités sur les équations a retards

conséquent, pout t € [to, to + Oé},

[t —s| < 0= |la(t+0) = x(s +0)|| = |2(0) — 2:(0)| <& WO €[-70].

Lemme 2.2. [20)/

Soit x : [to — T, B]—> R"™ une fonction continue. Alors
Ve >0, Vi€ [ty, 8], 30 >0: |log —az]| <e

sit € [to, ) et |t —1| <.

Preuve
Soit t € [to,ﬁ[ et € > 0 donnés. Soit d; > 0 tel que t + d; < S.
Comme z est uniformément continue dans le compact [to—r, 5—1-51} , alors il existe 6 €]0, 0]
tel que si s et § € [tg — 7,T+ 01], on ait

e
)

lz(s) = 2(3)l <5

pour [s—3| <§
et donc si t € [ty, B] et |t — ] < J alors

— g
lze —will = sup |lo(t+6) —x(F+0)]| <5 <e
—7<60<0

Lemme 2.3. [35/
Soient tg € R et ¢9 € C . La fonction x est une solution de (2.7)) sur {to — T,ﬁ[ st et

seulement si x € C([to -, 6[,R”) et vérifie

xto - ¢07

t 2.9
$(t):¢0(0)+/tof(t,$s)d=9, ty<t<p 29

L’équation ([2.9) est une représentation intégrale de (2.7]).
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2.1. Généralités sur les équations a retards

Définition 2.5.
Soit f + JxC — R" et A C J xCp. On dit que f est lipschitzienne sur A s’il existe

K >0 telle que

| £t 0) = F(t.0)|| < Kllg —dlle Y (£,9), (t,) € A. (2.10)

Définition 2.6. [20)]
Soit f:JxC — R". On dit que f est localement lipschitzienne si

V (t,¢) € (J x Cp) donné, Ja > 0,b > 0 telle que
A= (E-ai+dnt)x{sec: -9 <b} (2.11)

soit un sous ensemble de (J x Cp) et f est lipschitzienne sur A

On peut remarquer que K peut dépendre de a, b et M.
Nous prouvons maintenant quelques résultats qui seront utilisés dans la section sui-

vante :

Lemme 2.4. (Lemme de Gronwall)[20]
Soient C une constante donnée et k une fonction continue non négative sur un intervalle

J. Soient ty € J. Siv:J — [0,00] est continue et vérifie
¢
v(t) < C+ | / k(s)v(s)ds | Vte J (2.12)
to

alors

w(t) < Cello ™"y e g (2.13)

Preuve

Supposons que t >t et t € J. L’inégalité (2.12) devient

o(t) < C+ [ k(s)o(s)ds

to

k(E)0(t) — k(1) [c + tk(s)v(s)ds} <0

to
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2.1. Généralités sur les équations a retards

Posons

alors

En intégrant (2.15)) de ¢ a t et en remarquant que Q(to) = C, on a

t
Q(t)e—j;ok(s)ds —C<0
ce qui implique que
Q(t) < Gl

En utilisant inégalité (2.12)), on se ramene a

t

W(t) < Q(t) < Ce

k(s)ds

On procede de la méme facon si t < ¢,

(2.14)

(2.15)

]

Dans cette sous-section, nous avons défini les équations différentielles a retards et

avons donné des résultats qui seront utiles a I’établissement de la preuve de 'existence et

I'unicité d’une solution de ces dites équations. L’établissement de la preuve de I'existence

et I'unicité des EDFR est l'objet de la sous-section suivante.

2.1.2 Existence, unicité et dépendance aux conditions initiales

Dans cette sous-section nous donnons les théoremes d’existence et d’unicité des solu-

tions de (2.7) ainsi que la dépendance continue par rapport aux conditions initiales.

Théoreme 2.1. (Unicité)

Soit f : [to,a[xCp —> R™ une fonction donnée. Si f est continue et localement lipschit-

zienne sur son domaine, alors pour ¢ € Cp et B € [to, af, 'équation (2.7) admet au plus
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2.1. Généralités sur les équations a retards

une solution sur [ty — 7, f[.

Preuve
Soit 8 € [to, a|. Supposons qu’il existe deux solutions x et & définies de [ty — 7, ] & valeurs

dans R™ avec x # &. Posons

t, = inf {t €lto, Bl: 2(t) # 7(£)} .

Alors ty <ty < (et x(t) = Z(t) pour to — 7 < t < t;.
Comme (t1,z¢,) € [to, B[XCp et f est localement lipschitzienne, il existe a > 0 et b > 0

tels que I’ensemble
A=t t1 +a| x{Y €Cp: || —z4,|lc, < b} C [to,a[xXCp

et { K-lipschitzienne sur A. En vertu du lemme 2.2} il existe 6 €]0,a] tel que (¢,2;) € A
et (t,&;) € A pour t; <t <ty + 4. De plus = et T vérifient (2.9)) pour tg — 7 <t < t; + 4.

Par conséquent pour t; <t <ty +9,

t t
le =@l = | [ [F(s.2) = fs, 2] lds < [ Ko, = 3e.
0 1
Le membre de droite étant une fonction croissante en t et
|l — 2| =0 pour t; —r <t <t,

¢
ey — T4l < /t K||xs — Zgleds pour t; <t <ty + 0. (2.16)
1

De (2.16), en se servant du lemme [2.4] il résulte que z(t) = Z sur [t1,t + d], ce qui

contredit la définition de #; O

Théoréme 2.2. (Ezistence locale)[20)]
Soient D un ouvert de R", f : [to,a[xCp —> R"™ une fonction continue et localement

lipschitzienne. Alors pour ¢g € Cp, le probléme (2.7) admet une unique solution sur
[to—T,to—FA[, A > 0.
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2.1. Généralités sur les équations a retards

Preuve

Soient a et b suffisamment petits tels que

A= [to,to+a]l x { € C:||Yv — dolle < b} C [to, a[xC]

et f lipschitzienne sur A de rapport K.

Définissons la fonction T sur [tg — 7,ty + a] — R" par

Po(t —to), to—7 <t<t

sl
I

Qbo(()), to StSto—f‘a.
7 dépend continiiment de t. Alors il existe une constante positive B telle que || f(t, T;)||
B;.
Posons B = Kb+ Bj. Choisissons a; €]0,a] tel que |T: — dollc = [Tt — Tt llc

b
b, pour ty <t <ty+ ap. Soient A > 0 tel que A < min{ay, E} et

x(t) = ot —tg), to—7<t<t
S ={weC(to— 7t +ALR") : () = dolt —to),  to—7 ’
|2(t) — do(0)]| < b, to <t <ty+A.

Sixz € Sette [ty to+ Al alors ||z(t) — T¢l|c < b. Il s’en suit que
1f x| < [[f(Ex) = fET)+ [T < Kl —Tille + By < B

Pour tout x € S définissons la fonction Tz sur [ty — 7,1ty + A] par

Po(t — to), to—7<t<t

Tx(t) = ¢
“(t) ¢0(0) +/t f(s,z5)ds, to<t<ty+A

Tx est continue et comme || f(s,z;)|| < B, on a :

|(Tx)(t) — po(0)|| < BA<b pourty<t<ty+A.
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2.1. Généralités sur les équations a retards

Ainsi Tz € Scest adireT : S — S.

$(0), ty<t<o+A

Qﬁ(t-to), tO—TStStQ.

En utilisant la méthode des approximations successives, on a :

ot =T2% 2% = Ta!, o =T !
Clairement
t
2L(t) = 6(0) +/ Fls,20)ds to <t <to+A (2.17)
to
et pour
m=0,1,--- - 2™(t) =t —ty) sito—r <t <t

Montrons que la suite (z™(t)),, converge pour to <t <ty + A

ds < 2b, t € [to, to + Al

o' (0) 20l = | [ #6529

De (2.17)), en utilisant la condition de Lipschitz et du fait que z) = x?ol’l il vient :

o1 (6) 2@l = || [ 175,) = o0 )|

t
<K

to

t
<K

to

(M — g(m=1) Hds

(™ — $§m_1)H ds
En particulier

xl — 20|ds = 20K (t — to)

220 @) < K [

et
¢ K(t —to)]?
e (t) — a2()| < K [ 2 — atjas = 2200
to !
et par récurrence
m m K(t —to)]™
2™ (8) — 2™ ()| < 2b[77ﬂ0)] (2.18)
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2.1. Généralités sur les équations a retards

La série Z QbM

m=0

étant convergente, la série
m!

20(t) + i:: (xm+1(t) - xm(t))

converge normalement donc uniformément sur [ty — 7, %y + A]. Par conséquent la suite

converge uniformément sur [ty — 7, % + Al.
Posons

xz(t) = lim 2™(t), [to— 7,10+ Al

m—r 00

x(t) est continue et vérifie x;, = ¢y.

Montrons maintenant que x(t) vérifie (2.9). On remarque que

lim f(s,20") = f(s,25), to <s <o+ A,

m—r0o0

uniformément parce que
1f(s,2") = f(s,25) || < K[z — 2| < K]a™ — z(t) e

Cette convergence uniforme entraine

t

lim [ f(s,2")ds = /t f(s,xs)ds.

m—0o0 to

Ainsi, en passant a la limite dans les deux membres de (2.17)), on obtient (2.9).

Définition 2.7.
Soient x définie sur [ty — T, B1[ et y sur [to — T, B2| deuz solutions de (2.7)).

Si By > By et x(t) = y(t) pourt € [to — T, B[, on dit que y est un prolongement de x.

Définition 2.8.

Une solution x de (2.7)) est dite mazimale si elle n‘admet pas de prolongement. C’est d
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2.1. Généralités sur les équations a retards

dire que lintervalle [to — 7, f1] est Uintervalle mazimal d’existence de la solution .

Définition 2.9.
La fonctionnelle f : [to,a[xCp — R"™ est dite quasi-bornée si f est bornée sur tout

ensemble de la forme [to, f[xCa 0t ty < B < v et A C D est un compact.

Théoréme 2.3. (Prolongement)[20]
Soit f 1 [to,a[xCp — R™ une fonction continue, localement lipschitzienne et quasi-

bornée. Alors pour tout ¢g € Cp il existe un 5 > 0 tel que
a) Le probléme aux valeurs initiales (2.7) ait une unique solution maximale x sur [to—, (.
b) Si 5 < a alors pour tout compact A C D, x(t) ¢ AV t €lty, 5].

Théoréme 2.4. (Existence globale)[20]

Soit [ : [tg,a) x C — R™ une fonction continue, localement lipschitzienne. Si
If (&) < M)+ N@)lle  sur [to—7,a[xC (2.19)

ot M et N sont des fonctions continues positives sur [to, o[, Alors 'unique solution non

prolongeable de (2.7)) existe sur [ty — T, .

Théoréme 2.5. ( Conditions initiales)[20)]
Soit f : [to,a[xCp — R™ continue et globalement lipschitzienne de rapport K. Soient
b0, b0 € Cp données et x et & les uniques solutions de (12.9) avec x4, = ¢o et Ty, = bo. Si

x et & sont valides dans [to, B[, alors

lz(t) = 2(@)[| < llgo — ollce™ ™) (2.20)

Preuve

Soient x et & deux solutions de (12.9)).

t

lz(t) = 2]l = o — do + [ [f(s,xs) = f(s, %)) ds

to

< oo = G0l + 11 [ 1765,) = 5,20 s
< ¢0—&OHC+ :K’a:s—is Cds pour ty <t < t.
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2.2. Stabilité

Comme H:U(t) — 56(15)” < H(bo — $OH sur [ty — 7, to] il s’en suit que

Ty — Tl ds pour tyg <t <f.

o =2 < o = ol + [ ]

c

En appliquant le lemme de Gronwall avec C' = ||¢g — ¢ol|c et k(s) = K, on a :

|2(t) — 2()|| < ||z — Flle < oo — Pollce™ ) pour ty <t < B. (2.21)

m
Dans cette section, nous avons donné des résultats sur ’existence et 1'unicité d’une solution
de I'équation (22.7). Un bon nombre de ces résultats peuvent étre obtenus dans [20), 32].

A présent intéressons nous a la stabilité d’une solution de (2.7)).

2.2 Stabilité

La stabilité est I'une des propriétés des systemes dynamiques la plus étudiée. En effet,
la résolution explicite, ou méme approchée, d'une équation différentielle est en général
impossible, les méthodes numériques permettant seulement de calculer sur un intervalle
de temps fini une solution correspondant a des conditions initiales données. La théorie
vise donc plutot une étude qualitative des phénomenes et cherche en particulier a en
comprendre 1’évolution a long terme.

La notion de stabilité dont I'importance, pour de nombreux problemes pratiques, est

comparable a celle de la connaissance effective des solutions s’impose.
La notion de stabilité prend ses origines en mécanique et notamment dans I’étude du
systeme solaire. A cet effet beaucoup de définitions de la stabilité ont été introduites
(stabilité au sens de Lagrange-Dirichlet, stabilité au sens de Poisson- Poincaré, et la
stabilité au sens de Lyapunov). Il s’agira ici de la stabilité au sens de Lyapunov

L’objet de cette section est de présenter la stabilité des systemes a retards.
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2.2.1 Définitions

Nous présentons quelques notions de base concernant la stabilité des systemes a re-
tards. Rappelons tout d’abord que 1’étude de la stabilité d’un point d’équilibre d'un sys-
teme avec ou sans retard consiste toujours a observer que son évolution reste proche du
point d’équilibre lorsqu’on s’en écarte d’un certain voisinage. La stabilité asymptotique,
en plus de garantir la condition précédente, indique que le systéme reviendra exactement
au point d’équilibre au bout d'un certain temps éventuellement infini (si on s’en écarte
légerement).

Considérons le systeme

(2.22)
Ty, = o, sur C

Définition 2.10. [3§/
La solution z(t) du probléme (2.22)) est dite stable (au sens de Lyapunov ) si, pour tout

e >0, il existe 6 = (€, t9) > 0 tel que
|lx(to) — 240 llc < 0 = ||z(t, to, o) — 2(1)]| <€, V>t

La stabilité au sens de Lyapunov signifie qu'un voisinage étroit défini par un € arbitraire
de la solution x(t) contient toutes les solutions du probleme (12.22)) qui sont suffisamment

proche de z;, a l'instant initial ¢,[38].

Définition 2.11. Un état ¢ € R™ est dit état d’équilibre si ’application constante
t—x

est solution de [’équation

dx
— = f(t,x
dt f( ? t)
Dans ce qui suit, il conviendra de poser ¢ = 0, quitte a faire un changement d’inconnue

approprié. En clair, ceci revient a supposer que f(t,0) = 0 pour tout ¢.

L’étude de la stabilité de toute solution z(t) peut étre réduite a ’étude de la stabilité
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2.2. Stabilité

de la solution triviale. Pour cela, il suffit d’introduire la fonction y(t) = x(t) — 2(¢). Alors

y(t) = flt,y+z) — ft,z) = g(t,ye), 9(t,0)=0 (2.23)

Dans la suite nous supposons que f(t, 0) = 0 et nous allons étudier la stabilité de la

solution d’équilibre z¢ de (22.22)).

Définition 2.12.

La solution d’équilibre x¢ de (2.22)) est dite stable si, Ve > 0, il existe 0(tg,€) > 0 tel que

[olle <0 = [lz(t, to, po)| <€ VE2>to.

Sinon la solution d’équilibre est dite instable

FIGURE 2.2 — Stabilité au sens de Lyapunov pour un point d’équilibre x,

2.2.2 Stabilité uniforme

Définition 2.13. [3§/

L’état x° = 0 est uniformément stable si, Ye > 0, il existe 6(€) > 0 tel que

lpolle <6 = [lz(t, to, o)l <€, V>t
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2.2. Stabilité

La stabilité uniforme est plus forte que la stabilité au le sens de la définition 2.12]

2.2.3 Stabilité asymptotique

Définition 2.14. [3§/
Létat x° = 0 est dit asymptotiquement stable s’ il est stable et s’il existe by(ty) > 0 tel
que

”900”6 S b() = }i}r&l’(t,to, 900) =0

Définition 2.15.
L’état x° = 0 est dit uniformément asymptotiquement stable si elle est uniformément
stable et s’il existe

by > 0 tel que pour tout n > 0, il existe un T(n) tel que :
lolle < bo = [[z(t,t0, o) < m,  VE =10 +T(n).

Définition 2.16.
L’état d’équilibre x¢ = 0 (2.22) est dite globalement uniformément asymptotiquement

stable s’il est uniformément asymptotiquement stable quel que soit pg € C.

2.2.4 Stabilité exponentielle

Définition 2.17.

L’¢tat x° = 0 est dit exponentiellement stable s’il existe trois constantes positives a, b

et 0 dépendant de ty telles que :

olle < 6 = ||l2(t, to, o) || < al|@ollce ).
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2.2. Stabilité

FIGURE 2.3 — Stabilité exponentielle au sens de Lyapunov pour un point d’équilibre x.

2.2.5 Stabilité des systéemes a retards par la seconde méthode

de Lyapunov

Dans cette partie, on rappelle quelques résultats concernant la stabilité asymptotique
des systemes a retards par des approches temporelles liées a la seconde méthode de Lya-
punov. On considere le systéme et on suppose qu’il admet une solution unique et
un état d’équilibre z; = 0. La seconde méthode de Lyapunov nécessite l'existence d'une

fonction V définie positive telle que

d
d‘t/<0’ six # 0.

Cependant, cette méthode présente dans le cas général un inconvénient majeur car
on doit imposer des conditions séveres sur le systéme pour prouver que cette dérivée est
négative puisqu’elle n’est plus une fonction ordinaire mais une fonctionnelle qui dépend
de certaines valeurs passées de 'argument t. Deux extensions ont été développées dans
ce cadre, la premiere réalisée par Krasovskii conduit a 1'utilisation des fonctionnelles, son
principal inconvénient est lié a la difficulté de la détermination de telles fonctionnelles
permettant de démontrer la stabilité de la solution nulle du systéme; la deuxieme est

développée par Razumikhin qui a proposé d’utiliser des fonctions plutét que des fonction-
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2.2. Stabilité

nelles.

2.2.6 Approche par fonctionnelle de Krasovskii

L’approche de Krasovskii consiste a rechercher des fonctionnelles V (¢, x;) qui sont
décroissantes le long des solutions de 1'équation ([2.22)). Soit V' (¢, ¢) une fonctionnelle; la

dérivée supérieure a droite au sens de Dini est définie comme suit :

V — lim sup V(t + g, $t+€> — V(t, It)

e—0t £

(2.24)

On a le théoréme suivant dii a Krasovskii :

Théoréme 2.6. [35, /5]
On suppose que la fonction f de est bornée pour des valeurs bornées de ses argu-
ments.
Soient u, v et w : Ry — R, des fonctions continues, définies positives, croissantes telles
que u(@) > 0 et v(@) > 0 et u(0) = v(0) = 0. Sl existe une fonctionnelle continue
ViR xC — R telle que :

Lou([[¢0)]) < V(¢ ¢) <v(llolle),

2. V(t,0) < —w(||¢(0)]]) pour tout t >ty le long des trajectoires de
alors la solution nulle de (2.22)) est uniformément stable.
Si de plus w(0) > 0 pour tout 8 > 0 alors la solution nulle de est uniformément

asymptotiquement stable.

Si V vérifie les conditions :

1o u([|o0)]) < V(t,¢) < v(l¢lle),
2. V(t,¢) < —w(||o(0)|) pour tout t >ty et w(f) > 0 pour tout § > 0;
3.V est lipschitzienne par rapport a son second argument ;

alors la solution nulle de (2.22) est exponentiellement stable.
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2.2. Stabilité

2.2.7 Approche par fonction de Razumikhin

Dans cette approche, on considére une fonction de Lyapunov V' (¢; z(t)) classique pour
les équations différentielles ordinaires en se placant dans R™. Le théoreme suivant montre
qu’il est inutile de vérifier que

V(t;z(t)) < 0 le long de toutes les trajectoires du systéme mais seulement pour les

trajectoires de 1’état qui ont "tendance" a s’éloigner du point d’équilibre.

Théoréme 2.7. [}/

On suppose que la fonction f de est bornée pour des valeurs bornées de ses argu-
ments. Soient u, v et w : R — RT des fonctions continues, définies positives, croissantes
telles que u(d) > 0 et v(f) > 0 et u(0) = v(0) = 0. On suppose qu’il existe une fonction-

nelle V : R" — R, continue telle que :
u(llz|]) <V (t,z) <ov(l|z|]), outeR etxeR"

On a les énoncés sutvants :

1. V(t,z) < w(|z||) le long des trajectoires de ([2.22),
SiV(t+ 0;x(t+0)) < V(t,z(t)) pour tout 0 € [—7,0], alors la solution nulle de
(2.22) est uniformément stable.

2. S’il existe une fonction p : R, — R continue strictement croissante avec p(6) > 0

pour tout 8 > 0 telle que :

(a) V(t,z) < —w(||z||) le long des trajectoires de ([2:22)),
(b) V(t+6,x(t+0)) < p(V(t,z(t))) pour tout § € [—,0]

alors la solution nulle de (2.22)) est uniformément asymptotiquement stable.

Dans cette approche, la condition de négativité de la fonction candidate de Lyapu-
nov n’est sollicitée que pour des trajectoires appartenant a certains espaces définis par
I'évolution du systéme dans 'intervalle [t — 7, t].

Pour plus de détails on peut se référer a [33] 39, 42].

L’utilisation des fonctions ou fonctionnelles de Lyapunov, qui est une approche tempo-

relle pour 1'étude de la stabilité du systeéme (2.22)) n’est pas une tache aisée. La difficulté
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2.3. Bifurcations et solutions périodiques

reside sur la construction de la fonctionnelle ou fonction devant vérifier les hypotheses des
théoremes ou , en particulier, les conditions de décroissance de la dérivée de
V. Dans le cas des systemes linéaires on peut contourner cette difficulté en utilisant une
approche fréquentielle.

Cette approche sera exposée au chapitre suivant. Cette derniere utilise la notion de bifur-

cations que nous présentons ci-apres.

2.3 Bifurcations et solutions périodiques

Les systemes d’intérét physique ont généralement des parametres qui apparaissent dans
les systémes d’équations les définissant[28]. Si ces parameétres varient, des changements
dans la structure qualitative peuvent se produire dans la solution pour certaines valeurs
des parametres. Ces changements sont appelés bifurcations et les valeurs des parametres
sont appelées valeurs de bifurcation[28].

La théorie de bifurcation traite de ’analyse des points de branchement d’équations
non linéaires dans les espaces de Banach.

Soit
F: XxK-—Y (2.25)

une application lisse ou X, Y sont des espaces de Banach et K C RP un espace de para-

metre. Supposons que F'(ug, A\g) = 0. Nous nous intéressons a la résolution de I’équation
F(u,\) =0 (2.26)

dans un voisinage de (ug, \o). Si la dérivée de Fréchet F,(u, X) est un homéomorphisme
de X a'Y, le théoreme des fonctions implicites assure 'existence d’une unique branche lisse
(u(A), ) de I'équation s F(u(N),\) = 0 avec u(Ag) = ug, définie pour |A — A\g| < g
avec g9 > 0

La théorie de bifurcation étudie le cas ou F,(u, X) n’est pas inversible. Autrement dit
la matrice jacobienne admet une valeur propre a partie réelle nulle A = iw. Si w = 0, on

a une bifurcation transcritique ou fourche et w # 0 on a une bifurcation de Hopf. Dans
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2.3. Bifurcations et solutions périodiques

cette situation singuliere il y a une variété de solutions possibles de I’ensemble de solutions
de .Dans de nombreux cas, 'application F est associée a une équation différentielle
ordinaire ou a retard, ou plus généralement une équation d’évolution dépendant d’un
parametre.

Du point de vue des systemes dynamiques, la notion de bifurcation correspond au passage
du systeme d’une position d’équilibre a une autre, ou d’une position d’équilibre a une
orbite férmée. L'un des cas les plus importants de passage d’un équilibre a une orbite

fermée correspond a la bifurcation de Hopf.

2.3.1 Bifurcation de Hopf

Une bifurcation importante est la bifurcation de Hopf. Pour la définir, considérons le

systeme différentiel autonome a un parametre suivant :

dx

azf(x; a), zeR" «a€eR, (2.27)

ou f est une fonction suffisamment réguliere.

Définition 2.18. (Bifurcation de Hopf )
On dit qu’un réel o est un point de bifurcation de Hopf pour le systéme St :

i) en a = o, admet un point d’équilibre x¢ et en ce point la matrice Jacobienne

——(xo, ) admet une paire de valeurs propres simples imaginaires pures Fiwo,

ox
wo > 0.

ii) et admet un cycle limite unique correspondant a une solution périodique.

Théoréme 2.8. (Poincaré - Andronov - Hopf) [50]

Supposons que le systéme autonome non-linéaire admet un point d’équilibre x = xg
8f(x0, Oé)
ox

et que la matrice jacobienne A = admet une paire de valeurs propres conjuguées

Ma) et Ma). S’il existe o tel que

(i) Re(A(a™)=0

(i) aR;cE/\) a=a" 70

alors o est un point de bifurcation de Hopf.
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2.3. Bifurcations et solutions périodiques

Quand une paire de valeurs propres complexes conjuguées se déplace a travers 'axe
imaginaire, généralement une bifurcation de Hopf se produit. Cette bifurcation est liée a la
bifurcation fourche, comme nous le verrons plus tard. La bifurcation de Hopf a lieu lorsque
le parametre de controle A prend une valeur critique A\g pour laquelle la matrice jacobienne
du systeme possede une paire de valeurs propres complexes conjuguées qui traversent I'axe
imaginaire et le type de stabilité de I’équilibre existant change avec I’apparition d'un cycle

limite. Cette bifurcation est illustrée sur les figures [2.4] et 2.5

<=D> <>

<=> <>

|
Pt e

Pt e
0

dv
dt

d
—y + z(a — - y2), Y x4+ yla — 2 — y2). L’origine est un point fixe pour toutes

FIGURE 2.4 — Une illustration de bifurcation de Hopf pour le systeme différentiel

les valeurs de a. En o = 0, on a une bifurcation de Hopf : l'origine devient instable et
il apparait une solution périodique stable, comme on peut le voir sur le diagramme de
bifurcation ou l'on trace le rayon r du cercle en fonction de a. En o > 0 la trajectoire de
phase se dirige vers le point fixe a [’origine.
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FIGURE 2.5 — Une illustration de la bifurcation de Hopf pour le systéme d—f = fr — ay,

d
dit/ = ax + By. Lorsque o = 3 et f = —1, (a) et (b) la trajectoire est stable au niveau de

Uorigine et (c) la trajectoire de phase se dirige vers le point fixe a l'origine. Lorsque o = 3
et =0, (d) et (e), la trajectoire est oscillatoire donc on a une bifurcation de Hopf. (f)
la trajectoire de phase est une ellipse. Lorsque a = 3 et B =1, (g) et (h) la trajectoire est
instable et (i) la trajectoire de phase, tous les points fuient l’origine.

2.3.1.1 Bifurcation de Hopf dans le cas des équations a retards

De nombreux auteurs se sont intéressés a 1’étude de changements qualitatifs d’états
d’équilibre en fonction du parametre « de 1’équation différentielle (2.27)). Dans le cadre
des équations différentielles ordinaires on peut se référer a [35] 40], B0].

Par ailleurs, pour les équations différentielles a retard, Chafée[12] a donné une premiere
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2.3. Bifurcations et solutions périodiques

étude du probleme de bifurcation de Hopf. Ensuite Hale[32] en a étudié ce probleme dans le
cas d’un retard fini. Chow et Mallet-Paret [16] ont appliqué la méthode de moyennisation
aux équations différentielles retardées pour déterminer les éléments de la bifurcation :
stabilité, 'amplitude et la direction de l'orbite périodique bifurquée. Arino [5] a donné
une nouvelle formulation analogue a celle considérée dans [32], en se ramenant a un
probléme de point fixe d’opérateurs. Stech [78] a utilisé la théorie de Lyapunov-Schmidt
et les techniques de Hale [32] pour étudier la bifurcation de Hopf dans des équations
différentielles a retard infini. Il a aussi donné un algorithme de calcul des éléments de
bifurcation par un développement limité de la fonction de bifurcation. Tandis que Staffans
[77] a utilisé le probleme de bifurcation de Hopf dans un cas analogue a celui de Stech
[78] et aussi pour des équations différentielles de type neutre avec retard infini. Il a aussi
calculé les éléments de bifurcation de ces familles d’équations. Les techniques utilisées
sont analogues a celles utilisées dans [78]. Dieckmann [I8] a reformulé le probléme sous
forme d’une équation intégrale. En utilisant la théorie de perturbation par dualité, il
montre le théoreme de variété centre pour les équations différentielles & retard et déduit
I'existence des solutions périodiques bifurquées par réduction de I’équation intégrale a une
équation différentielle ordinaire dans R?. Adimy [3] a utilisé la théorie des semi-groupes
intégrés pour étudier le probleme de bifurcation de Hopf. Par contre Talibi[79] a utilisé

une méthode d’approximation pour obtenir I’existence des solutions périodiques.

2.3.1.2 Théoreme de bifurcation de Hopf dans le cas des équations a retard

Considérons maintenant le systeme a retard sous la forme plus compacte suivante

T =F(a,z). (2.28)

L’équation linéarisée autour de la position d’équilibre ¢ = 0 est :

0(t) = D,F (e, 0)v, (2.29)

Nous formulons, ici, les hypotheses suivantes :
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2.3. Bifurcations et solutions périodiques

-(Hy) F: R xC — R", de classe C"™, F(«,0) = 0, pour tout a, avec, C = C([—r,0],R"),
et k > 0 et les applications Di)F (cr, ) sont bornées pour tout o dans un borné et tout

entier j < 3+ k.

-(H;) L’équation caractéristique
det(A\d — D,F(a,0)e*VId) =0 (2.30)

du systeme linéarisé (2.29) possede en un certain aw = ap > 0 une racine imaginaire pure
simple A = A(ap) = iwp et ne possede pas d’autres racines \; # Ao et Ao du type A\j = mo,

pour tout m € Z.

-(H,) Soit A(«) la racine de 1'équation ([2.30), pour « voisin de «y, on suppose que

OR ()

o £0. (2.31)

a=aqag

Sous les hypotheses (Hy), (Hy) et (Hy), on aboutit au résultat suivant.
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Théoréeme 2.9. [32] Supposons que F(c«, p) posséde des dérivées continues en o € R et
p € C, F(a,0) = 0 pour tout a € R, et les hypothéses (Hy), (H1) et (Hy) sont vérifiées.
Alors il existe ty, o > 0, des fonctions a(t) € R, w(t) € R, toutes les fonctions étant de
classe C* pour | t |< to, telles que I’équation possede une solution w(t)-périodique,
notée x*(t), de classe C' pour | t |< to, pour | ap |< ag. En particulier, lorsque o = 0,

[’équation possede une solution périodique de période %’r [

Pour la preuve de ce théoréeme on peut se référer a [32]. O

L’hypothese (H,) est appelée " hypothese de transversalité". Elle signifie que lorsqu’une
valeur propre a partie réelle nulle apparait, la branche de la valeur propre traverse ’axe

des imaginaires purs.

Sous 'hypothese de transversalité et ’hypothese (H, ), I'équation ([2.28) possede donc une
solution périodique lorsque a = 0 et les solutions périodiques perdurent au moins pour

des valeurs de o > 0 proches de zéro.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques éléments de la théorie des systémes
dynamiques. Nous nous sommes focalisés sur les systemes dynamiques définis par des
équations différentielles fonctionnelles a retards. Nous avons introduit le probleme de la
stabilité et de la bifurcation de Hopf de maniére générale, et dans le chapitre suivant,

nous allons nous limiter au cas linéaire.
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CHAPITRE 3
Stabilité et bifurcations de Hopf
dans le cas des systemes linéaires

multi-retards

Sommaire
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L’étude locale de la stabilité d'un systeme dynamique peut étre déduite de celle de
son linéarisé. Le théoreme de Hartmann-Grobmann[25] 26, B34] assure 'existence d’un
homéomorphisme entre le linéarisé et le systeme initial. Les systémes linéaires bénéficient
de beaucoup d’outils d’analyse qui ne sont pas applicables aux systémes non linéaires.
C’est ainsi que nous nous intéressons aux systemes linéaires.  Soit le systeme d’équations

différentielles & retards suivant :

dzf) _ f(a:(t), 2(m1), ... ,xt(Tm)), (3.1)

ot z(t) € R, f:R™M+*D 4 R" une fonction non linéaire, et les 7, >0, j=1,....m

sont des parametres retards. Nous définissons une solution stationnaire z(t) = z¢ € R"
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comme solution du systéme non linéaire
f<a:e, x°, x°, ... ,ZUe> =0. (3.2)

La linéarisation du systéeme ({3.1)) autour de cette solution permet de ramener le systéme

(3.1) & un systéme différentiel linéaire que nous pouvons formellement écrire sous la forme :

dx(t) UL
j=1
en considérant f comme une fonction des variables 2°, z',... 2™ A; la dérivée partielle

de f a x° évaluée par rapport a (m + 1) arguments :

af e e (&) -
A, M(m,x,...,x), j=1,...,m. (3.4)
Dans toute la suite nous nous intéressons aux systemes linéaires multi-retards décrits
par une équation de la forme (3.3)). En admettant que z(t) = zoeM est une solution non

triviale de I’équation (3.3)), il vient que la matrice

A()\; Ti, T, ,Tm) =\ — Ay — ZAje*ATJ' (3.5)

Jj=1

doit étre non inversible pour assurer 'existence de solution non trivialement nulle. Ceci

n’est possible que si A est solution de 1’équation

P()\; Ty, To, -+ - ,Tm) = det </\] — Ay — ZAje_’\TJ) = 0. (3.6)

J=1

Il faut noter que

— la matrice est la matrice caractéristique du systeme .

— I’équation est I’équation caractéristique du systeme .
Cette équation est transcendante c’est-a-dire, c’est une équation polynomiale en €. Les
propriétés d’ équations transcendantes sont évoquées dans [7), [51].

Si on pose z(¢) : t € [—T,00[— x(¢)(t) € R* ou T = max 7, I'unique solution de
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3.1. Théoremes généraux

avec la condition initiale
2(¢)(0) = 9(0), VO € [-T,0]
alors I'état du systéme au temps t est donné par
2i(¢) = x(9)(t +0) 0€[-7,0].

Posons T'(t),t > 0 'opérateur solution

(T'(t)0)(0) = z(d)(t +6) 6 e[-T,0].

Le générateur infinitésimal A de T(t) défini sur

D(A) = {¢ cc([-7,0,RY), fl‘g ec([-70/,R"), (0) = A6(0) —|—§Ai¢(—n)}

(3.7)
est tel que
do
= —. 3.8
Ap="7 (33)
On écrit 'équation ([3.3)) sous la forme d’une équation différentielle abstraite
d
%xt == Al’t (39)

On voit que si A est valeur propre de A, alors une fonction propre correspondante est de

la forme ve?, 6 € [— 7",0} et v e C*\ {0}.

3.1 Théoremes généraux

Nous donnons ici quelques théoremes généraux utiles pour la suite.

Théoréme 3.1. (Théoréme de Rouché)[8, [19]

Soient f et g deuzx fonctions analytiques a l'intérieur et sur un contour simple fermé C
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3.1. Théoremes généraux

du plan complexe. Si

l9(2)| < [f(2)] (3.10)

pour tout z sur C, alors f et f+ g ont le méme nombre (les multiplicités inclus) de zéros

a l'intérieur C.
Pour la preuve, on peut se référer a [8, [19, 29] [41].

Exemple 3.1. Combien a-t-on de racines de l’équation

20 =52+ 2°—2=0 (3.11)

dans le cercle unité (|z| =1) ?
Posons f(z) = —5z° et g(z) = 2° + 2° — 2 alors si |z| =1 on a |f(2)| =5 et |g(2)| < 4.
Ainsi |f(2)] > |g(2)| sur le cercle |z| = 1. Par conséquent f et f + g ont méme nombre

de racine sur le cercle |z| =1 ie ’équation (3.11) a 5 racines sur |z| = 1. O

Le théoreme de Rouché est un puissant outil pour la localisation des zéros des fonctions.
Le théoreme ci-apres appelé théoreme de Continuité des racines d’une équation en fonction

des parametres se démontre en utilisant le théoreme de Rouché.

Théoréme 3.2. [19/
Soient A un ensemble ouvert connexe de C, F' un espace métrique,
f: AxF — C une fonction continue telle que pour tout o € F', la fonction z — f(z, «)
soit analytique dans A.
Soit B une partie ouverte de A, dont Uadhérence B dans C est compacte et contenue dans
A et soit ag € F tel que la fonction z — f(z,ap) n'admet pas de zéro sur OB la frontiére
de B. Alors il existe un ouvert W de ag dans F' tel que :

— Pour tout a € W, la fonction qui a tout z — f(z,«) n‘admet pas de zéro sur la

frontiere de B,
— La somme des ordres des zéros de z — f(z,a) appartenant a B est indépendant

de «.

Pour la preuve de ce théoreme on peut se référer a [19]. Ce théoréme de continuité des

zéros, d'une fonction paramétrique peut étre utilisé pour ’étude des systemes a retard en
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3.2. Quelques propriétés qualitatives des racines caractéristiques

prenant A = C et F' = R’} I'espace des retards. Plus explicitement nous avons le théoreme

suivant.

Théoréme 3.3. [67]

Soient B un ensemble ouvert et connexe de R™,(\, i) — h(A, 1) une fonction continue
sur C x B et A — h(\, p) analytique sur C. Soit \;(u) les zéros de X — h(\, ) tels
que Re(N\;(u)) > 0 et m; lordre de multiplicité de \;(p). Supposons qu’il eziste un réel
r > 0 tel que | \i(p) |< r. Soit By C B un ensemble conneze, fermé et borné. Si pour tout

€ By h(Apu)#0 V X€iR, alors Y- m; =constante sur Bj.
Pour la preuve, se référer a [67].

Corollaire 3.1.
Sous les hypotheéses du théoréme (3.3)), si p varie, la somme des ordres des zéros de h(\, 1)
dans {\ € C: Re(\) > 0} peut changer s’il existe un Ay et un zéro A = iw (w € R) tels

que h(iw, py) = 0.

Apres ce bref rappel sur quelques théoremes généraux nous passons en revue quelques

propriétés qualitatives des racines de 1’équation (3.6]).

3.2 Quelques propriétés qualitatives des racines ca-
ractéristiques

Bien que I’équation caractéristique (3.6]) soit transcendante (admet un nombre infini
de zéros), notons cependant qu’elle a certaines simples et intéressantes propriétés. Nous

en citons ici quelques unes.

Proposition 3.1.

Soit T = (7’1, e ,Tm> € R7'. L’ensemble des zéros de l'application
A det( A — Ag — 3 Aje™™7)
i=1
est discret.
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3.2. Quelques propriétés qualitatives des racines caractéristiques

Preuve
Il suffit de vérifier que la fonction A — det ()J —Ag— i Aie’m) est analytique sur C,
et conclure grace au principe des zéros isolés. - O
De maniere générale, pour toute fonction entiere non triviale, on a[29, [41], 48] :

— les racines caractéristiques ont des ordres finis ;

— l’ensemble des racines caractéristiques n’a pas un point d’accumulation fini;

— il y a au plus un nombre dénombrable de racines.

Proposition 3.2. Il y a seulement un nombre fini de racines caractéristiques dans toute

bande verticale du plan complexe, donnée par
{ANeC:a< Re(N\) <}

ou o, ER, et a<f.

Proposition 3.3.

Soit p € R, il existe au plus un nombre fini de racines caractéristiques vérifiant Re(\) > p.

Preuve

Soit p € R, A une racine caractéristique avec Re(A) > p. Alors pour s > 0

‘ 67/\3 ’: 677?,6(/\)5 < e P

Notons que I'équation caractéristique peut s’écrire sous la forme

P71, Ton) =AY+ puor (€7 e TN fp (@A e e AT AR

+ e _po(e_A‘[_l’. .. 76_’\7—771) — 0
avec | pp(e >, -+ [ e7m) |< O, Ch dépendant de p. Choisissons un nombre positive
tres grand R vérifiant
Cn—l CYO
4+ 4+ =<1 3.12
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3.2. Quelques propriétés qualitatives des racines caractéristiques

et supposons | A |> R. Alors de (3.12)), on a

Cp C
A" > len+---+R—gmn (3.13)

chfl‘)\‘nil‘F"“i‘Oo

mais

A" = _pn*1<€7)\ﬁ7 U 767)\Tm>>‘n71 - pan(ei/\Tla U 767)\Tm))\n72
e e — po(e_/\Tl’ e 76_/\7—7”)
Ce qui implique que

et qui contredit (3.13]). Par conséquent | A |[< R. Or P(\;7y, -+ ,7,) est une fonction

analytique non triviale, elle ne peut pas avoir plus d’'un nombre infini de racines dans un

intervalle borné (Proposition [3.2)), par conséquent P(\; 7, -+ ,7,) peut seulement avoir
un nombre fini de racine vérifiant Re(\) > p. [

La proposition assure qu’on ne peut pas trouver un nombre infini de racine dont
les parties réelles dépassent un nombre réel quelconque p. En cas d’existence d'une suite
infinie de racines de 1’équation caractéristique, la proposition suivante nous dit que les

parties réelles de ce dernieres tendent vers moins I'infini.

Proposition 3.4. [20, [5])
S’il existe une suite (\g) de racines de (3.6)) telles que

k—o0

alors
kli_r}rloo Re(A,) — —o0
Preuve
La fonction A — P(X\; 7y, -+, T,n) étant analytique, 'ensemble de ses racines ne peut pas

avoir un point d’accumulation fini. Et, d’apreés la proposition ([3.2)), klim Re(Mg) # +o0.
—00
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3.2. Quelques propriétés qualitatives des racines caractéristiques

I1 ne reste que le cas klim Re(A\g) — —o0. O
—00

Corollaire 3.2. Il existe un nombre v € R tel que toutes les racines caractéristiques

soient confinées dans le demi-plan
{Ae C: Re(N) <~} (3.15)

Preuve
Soient p € R, il existe un nombre fini de racines \; vérifiant Re(A;) > p. Rangeons ces

racines par ordre croissant,
Re(A1) < Re(A2) < --- < Re(An) (3.16)

Pour un v tel que Re(Ay) < 7, on a Re(A) < 7. O

Plus précisément on a aussi les propriétés suivantes :

Proposition 3.5.
Si A\ est une racine de (3.6|) alors elle vérifie

[ AL Ao llo + D0 I A [l2 e FV™ (3.17)
i=1
Preuve
En effet, 'expression
det( A — Ay — Y~ Ae™™) =0 (3.18)
i=1
est équivalente a
A€ O'(A(] + Z Aie*)‘”), (319)
i=0

ce qui conduit a

| AN Ag + > Age RV

=1

2 (3.20)

De ces propriétés, on peut remarquer qu’il y a un nombre fini de racines caractéristiques

a parties réelles positives. Ce qui est d'une grande utilité dans I’étude de la stabilité. Pour
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3.3. Majoration d’une solution de (3.3 en utilisant les transformées de Laplace

finir avec les propriétés des racines de I’équation caractéristiques, nous considérons une

racine imaginaire pure A = iw U'inégalité (3.17)) donne

[wl< X 114 (3.21)
i=0

ce qui signifie que I'intervalle sur lequel on peut trouver une racine imaginaire pure s’il

existe est indépendant des retards.

3.3 Majoration d’une solution de (3.3) en utilisant les

transformées de Laplace

Théoréme 3.4. [70] Soit v un réel tel que pour tout \ racine de I'équation caractéristique

(13.6), on ait Re(\) < v alors il existe M = M(\) tel que
lz@®)] < Me™||glle

ou x(t) est solution de l’équation (3.3)). O

Pour prouver cet important théoreme, nous avons besoin des transformées de Laplace.

Posons :

X = £fa(0)] = | T s(t)e Mt (3.22)

la transformée de Laplace de x(t).

La transformée de Laplace de la relation (3.3]) est

%0 = ¢ gij<t_Tj>}.
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3.3. Majoration d’une solution de (3.3 en utilisant les transformées de Laplace

On a donc :

m 0 m
=3 Aje [ e Modu+ Y Aje X (N)

T

il s’en suit que :

()\I - i Aje’\Tf) X(A) = ¢o(0) + i Aje™m /0 e M (u)du

i=0 Y
De (3.24)) on a :

m

> Ajen / O

j=0 -7

XA\ =A710)) [gbo(O) + e‘A“gbO(u)du]

Notons que la solution C solution de (3.3]) avec la condition initiale

{1, t=0
Ct) =

0, —r<t<O.

est appelée matrice fondamentale. Sa transformée de Laplace est

L{C(H)} =27 (N)

0

En effet, pour C(¢), [qbo(()) +Y Aje /
=0

e’\“gbodu] = [ dans (3.25).
L’expression ([3.25)) s’écrit alors

X(\) = £{C()} [¢0<0> £ [

j=0 T

e)‘“gﬁodu]

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

La solution z(t) de (3.3) peut s’exprimer en fonction de la solution fondamentale selon la

formule (souvent appelée formule de variation de la constante) donnée par la proposition

suivante :
Proposition 3.6. [2/, [35]
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3.3. Majoration d’une solution de (3.3 en utilisant les transformées de Laplace

Soit x(t) une solution de (3.3) et C(t) la solution fondamentale (3.3)), on a :

2(t) = C(£)¢o(0) + i / " Ot — 0 — 1) Ago(0)d0 (3.28)

—Tk

Preuve

On applique la transformée de Laplace inverse a I'expression (3.27)).
£ (£ECO)(0) = om0

0
et pour e / ez (u)du considérons la fonction w : [—7;, 0o[— [0, 1] définie par
)

w(@) =0, sifd>0
w@) =1, sifd <0

et ¢ est prolongé a [—T;, 0o[ par ¢y(f) = ¢o(0) pour > 0. On a,

0 oo
0 [ e Mootudn = [ (o )ds (329

—T;

= L£(d0(—7; + s)u(=7; + 5)) (3:30)

et par suite la transformée inverse de L{C(t)}L(z(—7; + s)w(—7; + 5)) est donnée par la

formule de convolution pour t>0,

Ji Ot = $)a(=7; + s)w(=7; + 5) = |7t sya(-m+5). (3.31)

En posant s = r + 6, on obtient la formule

0

| ct=sa(-r+s9= [ ct—0-r)s0) (3.32)

—T;

Proposition 3.7.

L’unique solution du systéme (3.3) est donnée par

o) = LX)} = Jim /””TX(A)eAtds (3.33)

T—+00 271 Jy—iT
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3.3. Majoration d’une solution de (3.3 en utilisant les transformées de Laplace

ou 7y est telle que les racines caractéristiques de det A(X) = 0 vérifie Re(\) < .

Preuve
Les poles de A™'(\) sont les racines de det A(A) = 0. De la proposition (3.2), il existe v
telle que toutes les racines de det A()\) vérifient Re(\) < v ainsi A7'(\) est analytique
pour Re(\) > ~. Aussi ¢ est analytique car ¢ est analytique. Par conséquent X (\) est

analytique pour Re(A) > ~. D’ou le résultat d’apres [7] théoreme 3.13 et particulierement
C(t)= lim — J 7 A7 (N)eMds, t>0 (3.34)

Proposition 3.8.
Soit v tel que Re(X) < v pour tout X solution de det A(A) = 0. Alors il existe une

constante k = k(v) telle que

1 +iT
IC@O| =1 lim a/le AT (N)eMds|| < ke, >0 (3.35)

T—+oo 271

Preuve
Les poles de A™'(\) sont les racines de det A(\) = 0. Soit k; une racine de det A(\) = 0

de multiplicité «

1 [ywT
lim — /7 AT N)eMdA =Y Res(A™H(\)e)

T—+oo 2771
o
=>_ Pa-1(X
=1

La série Z P.._1(Ne Fit est convergente sur Re(A) <+, en vertu des propriétés des racines
i=1
k; det A(X\) = 0, notamment le fait qu’il existe a plus un nombre fini de racines a parties

réelles positives. Il s’en suit

1@l = 1l Z Poia(s

<ke', t>0
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3.3. Majoration d’une solution de (3.3 en utilisant les transformées de Laplace

Dans la preuve précédente, on a utilisé les résultats de la remarque suivante

Remarque 3.1.

Le résidu de e’ Xy(\) en s, est

1 dozfl N
Res = =i dim o= l(d =) M Xo(M)]

ot « est la multiplicité de s,. Il est prouvé dans [39] ce résidu est un polynome de degré

a—1.
On peut a présent énoncer et prouver la proposition principale suivante.

Proposition 3.9.
Soit v tel que Re(N) < v pour tout s solution de det A(X) = 0. Alors il existe une constante
M = M(v) telle que

la(t)]l < Melg]lc (3.36)
Preuve
mo 0
Il = 1C@60) + 3 [ COAxn(s —m)is|
mo 0
el < 1C@KON + 32 [ IC@IA 605 = s

<o)+ 3 [ ke Al oo(s — m)ds]
k=0""Tk

mo .0
<kelolle +3 [ ke lAloeds
k=0""Tk

mo .0
gwﬁ+z/HMW0ww
k=0""Tk

Ce théoreme montre que le systeme ({3.3) est (exponentiellement) stable si et seulement

si les racines de (3.6) sont a parties réelles strictement négatives.
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3.4. Stabilité

3.4 Stabilité

Il est connu [27] que pour les systémes linéaires, la stabilité asymptotique est équiva-

lente a la stabilité exponentielle. Introduisons la définition suivante

Définition 3.1.

L’état d’équilibre x° de (3.3)) est dit absolument stable (c’est - a - dire stable asymptotique-
ment indépendamment des retards) si il est stable pour tous les retards 7; > 0. Il est dit
conditionnellement stable (c’est - a - dire stable asymptotiquement dépendant des retards)
st il est stable asymptotiquement pour 7; dans certains intervalles mais non nécessairement

pour tous les ;.

Le théoreme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité

absolue de (j3.3).

Théoréme 3.5.

Le systéme (3.3)) est absolument stable si et seulement si

(i) Re(X) <0, V X valeur propre de Y A;

Jj=0

(ii) det <iw[ — Ay = Ajeiwf) #0 Yw.

5=0

L’hypothese (i) garantit que le systéme avec 7; = 0 (1 < j < m) est stable asymp-
totiquement, alors que 'hypothese (ii) assure que iw n’est pas une racine de 1’équation
. Clairement, le théoréme assure qu’il ne peut y avoir de stabilité absolue si I’équation
caractéristique de admet une racine imaginaire pure. Compte tenu de , on voit
bien que le théoréme est particulierement utile pour 1’étude de stabilité et de bifurcation
de Hopf pour des systemes différentiels a retards. En effet, si la condition (i7) du théoréme
n’est pas satisfaite alors I’équation caractéristique admet une paire de racines
imaginaires pures +iwy et le systeme , dans ce cas, n’est plus inconditionnellement
stable mais peut étre conditionnement stable. En se référant alors sur le théoréme ,
la bifurcation de Hopf apparait, c¢’est - a - dire, une famille de solutions périodiques bi-
furquées au niveau de I'état d’équilibre autour du point critique 75 = a £ iwy ou £iwy est

racine de 1’équation caractéristique (3.6]).
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3.5. Certains tests analytiques et graphiques

Posons
Q0= {w € R |P(iw; 1,72, ,Tyn) =0 pour un(7, 7o, -+ , ) € RT} (3.37)

et

T ={(ri.72 1) €RT: Pliwim, 73, 7n) = 0,0 € R (3.38)

I’ensemble T est souvent désigné par ’courbe critique’ ou 'courbe de bifurcation de Hopf
(m=2)" et surface de bifurcation de Hopf ou critique si m>2 et {2 par ensemble des

fréquences.

3.5 Certains tests analytiques et graphiques

Nous donnons ici quelques méthodes développées dans la littérature pour I'analyse de
la stabilité, car la plupart d’entre elles sont basées sur les propriétés mentionnées ci-dessus.
De plus amples détails sur les méthodes proposées ci-dessous peuvent étre trouvés dans
[33, 38, B9]. Considérons le cas d’un systéme a retard de la forme comportant un
seul retard.

L’idée des méthodes de localisation des racines est de déterminer les valeurs des pa-
rametres pour lesquelles ’équation caractéristique a des racines sur I’axe des imaginaires
purs. Il s’agit des situations pour lesquelles les changements de comportement du systeme
se produisent dans le sens de 'augmentation ou la diminution du nombre de racines dans

le demi-plan droit ouvert du plan complexe.

3.5.1 Méthode D— décomposition

Cette méthode due a Neimark [53] consiste & décomposer I'espace des parameétres en
plusieurs régions, telles que chaque région soit délimitée par une hypersurface qui corres-
pond au cas ol au moins une racine se trouve sur ’axe des imaginaires. En outre, pour
tous les parametres se trouvant dans une région donnée, 1’équation caractéristique corres-
pondante a le méme nombre de racines avec partie réelle positive. Dans ce cas, I’étude de

stabilité est réduite a I'analyse des régions sans racines instables. Il est clair que chaque
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3.5. Certains tests analytiques et graphiques

région stable dépend des parametres du systeme , a savoir les entrées A, A et 7 =11
(dans le cas d’un seul retard) et donc, chaque hypersurface peut étre considérée comme
une fonction de 7. Si 7 est considéré comme un parametre, 1’évolution "de cette hypersur-
face comme des fonctions permet de détecter les régions stables dépendant du retard et les
régions stables indépendamment du retard. Le cas scalaire peut étre facilement analysé,

mais pour des systemes généraux, la méthode peut s’avérer difficile a appliquer.

3.5.2 Méthode 7—décomposition

Cette méthode (appelée aussi méthode de 7—subdivision ) est appliquée uniquement
pour I’étude de la stabilité des systemes a un seul retard en fonction du parametre retard
et en supposant que tous les autres parametres du systémes sont fixés. Elle nécessite la

transformation de I’équation caractéristique sous la forme :

M = Do(A) = = (3.39)

L’idée de la méthode consiste a analyser le comportement du contour Dy(iw)(w € R) par
rapport au cercle unité dans le plan complexe (car pour A = iw, €™ est sur le cercle unité).
En particulier, s’il n'y a pas d’intersection avec le cercle unité, il est facile de conclure
que la stabilité du cas 7 = 0 est conservée pour toutes les valeurs positives du retard.
Toutefois, cette condition est suffisante mais non nécessaire. La 7 décomposition est duale
a la D-décomposition, dans la mesure ou dans la D-décomposition on suppose que certains
parametres du systeme varient mais le retard est fixé alors que dans la 7-décomposition
on fait l'inverse. Notons également certaines similitudes entre les méthodes de Cooke et

Van den Driessche [17]
3.5.3 Un exemple illustratif
Considérons le systeme

(t) = —ax(t) — bx(t — 7) (3.40)
(a,b,7) ER xR xRy
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3.5. Certains tests analytiques et graphiques

avec des conditions initiales appropriées. L’utilisation de la D-décomposition donne une
paramétrisation de l'espace en plusieurs régions caractérisées par le méme nombre de
racines a partie réelle positive.

En plus, ces régions sont délimitées par des hypersurfaces (ici de dimension 1)qui ont la
propriété qu’au moins une racine est sur 1’axe des imaginaires (A = 0, ou A = +iw) pour
les parametres a,b,7 correspondants.

La méthodologie utilisée est la suivante :

e premierement, on trouve les hypersurfaces en prenant A\ = iw dans ’équation caracté-

ristique,

e deuxiémement, pour ces régions, on considere un point dont I'analyse de 1’équation

caractéristique est simple

Ici, les hypersurfaces sont représentées par
a+b=0

correspondant a A = 0 et

a+ beos(wt) =0
w—bsin(wr) =0 wH#0

I’équation w? + a® = b* d’inconnue w, correspondant & l'existence d’une racine imaginaire

pure de 'équation caractéristique, n’a pas de solution si a > |b| et admet de solutions

w = Vb?— a?
si b > |a| vérifiant arccos(52) et on doit avoir a+b>0 pour garantir que le

T &

systeéme sans retard est stable. En définitive si (a,b) € Sy = {(a,b) : a+b>0,a < |b|} le

systéme est stable indépendamment du retard. Si (a,b) € S, = {(a,b) : a+b > 0,b < |a|},

arccos(%*)

le systeme est stable si 7 <
2 _ g2

= 1T0-
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Zone de stabilité pour les
parametres (a,b)

Zone de stabilité
conditionnelle si
T<T,

FIGURE 3.1 — [llustration des zones de stabilité et d’instabilité pour le systeme ((3.40)

3.6 Commentaires

La détermination de I’ensemble des bifurcations de Hopf des systemes multi-retards a

interessé plus d’un chercheur ces dernieres années. Plusieurs approches ont été develop-

pées.

Une approche pour la détermination de la région critique a été proposée par Sipahi et

Olgac[73,,[74, [75]. Cette approche utilise la transformation suivante appelée transformation

de Rekasius [65]. II a proposé de remplacer le terme transcendant par une expression

rationnelle

1— T\
= M T, eR
‘ T+ Tk ©

Pour A = +iw la transformation(3.41]) est exacte et on a :

2
T, = — larctan(wTy) + i), T1=0,1---
w

(3.41)

(3.42)

A Taide de la théorie des semi-groupes, Engelborghs et al [22] ont proposé une discréti-
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3.6. Commentaires

sation de l'opérateur solution et ont ont mis au point un utilitaire de matlab, ddebiftool[23].
Leur approche ne considérait pas uniquement le retard comme parametre de bifurcation.
Une autre approche utilisant la théorie des semi-groupes par discrétistion du généra-
teur infinitésimal est proposé dans [9, [10]. Ils utilisent une dicrétisation avec un schéma
de Runge-Kuttal9] et une dicrétisation pseudo-spectrale[I0] du générateur infinitésimal.
Leur approche permet aussi de connaitre la direction de bifurcation en calculant a des
endroits appropriés 1’abscisse spectrale. Cette approche est resumée dans un GUI appelé
"traceDDE'[IT]. Une autre approche n’utilisant pas la théorie des semi-groupes est présen-
tée dans [37]. L’auteur utilise des opérateurs de Lyapunov pour paramétriser ’ensemble

des bifurcation de Hopf et aboutit a la résolution d’un probleme aux valeurs propres.

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié les systémes linéaires a retards. Nous avons porté
notre attention sur le probleme de la stabilité et nous avons évoqué quelques théoremes
généraux permettant d’étudier et de caractériser 'ensemble des bifurcations de Hopf.
Quelques approches de détermination de ’ensemble des points des bifurcations de Hopf
dans le cas particulier de deux retards ont été évoquées. Au chapitre suivant, nous pro-
posons une caractérisation des points de bifurcation de Hopf en se basant sur des courbes

ayant une certaine propriété de densité dans 1’espace.
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Caractérisation numérique des

bifurcations de Hopft
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La caractérisation de I’ensemble de points de bifurcation de Hopf des systemes différen-
tiels paramétrés reste un sujet d’actualité. D’importants travaux de recherche sur ce sujet
sont référés dans [37, [72]. Dans le cadre des EDO multi-retard, on s’interesse ici, en fonc-
tion des parametres retards, aux solutions présentant des comportements oscillatoires et
pouvant évoluer vers des états chaotiques. De telles solutions, constituant des états transi-
toires entre états stables et instables, sont caractérisées par des parametres de bifurcation
de Hopf. Nous nous proposons, ici, d’établir un résultat de caractérisation compléete de
I’ensemble des points de bifurcation pour des systemes différentiels multi-retard en nous

basant sur des propriétés de courbes a—denses remplissant R".

4.1 Courbes a—denses

L’objet des courbes a—denses est d’approcher des fonctions de plusieurs variables par
des fonctions d’une seule variable en utilisant des courbes qui ont une certaine propriété

de densité dans I'espace : ces courbes sont alors appelées transformations réductrices. Ces
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4.1. Courbes av—denses

transformations réductrices ont la propriété d’alpha-densité dans I'espace qui n’est qu’ une
généralisation des courbes qui remplissent espace[68]. A titre d’exemple, on peut citer
les courbes de Peano, de Hilbert et de Lebesgues. Nous considérons les courbes a—denses
avec o pouvant tendre vers 0. Cette notion d’a—densité a été utilisée pour 'optimisation
globale des fonctions a plusieurs variables[14].

Nous donnons quelques définitions.

4.1.1 Définitions

Définition 4.1.
Un sous ensemble S de R" est dit a-dense dans R" sz

VMeR" 3N €S telle que : d(M,N) < «, ou d(M, N) est la distance euclidienne.

Définition 4.2. [7]]
Soit A =10, M], avec M > 0, un compact de R. Une courbe de R™ définie par

=1

est dite a-dense dans H {ai,bi], st pour tout x € H {ai,bz}, il existe t € A tel que
=1 i=1
d(xz,h(t)) < «, d étant la distance euclidienne dans R™. Le réel a est appelé paramétre de

densification.
On donne 'exemple suivant.

Exemple 4.1.

La Spirale d’Archiméde r = o), 0 > 0 est ma-dense dans R?.

En effet, soit M un point quelconque de R?. Sachant que la distance entre deux spires
successives dans la spirale d’Archimede est égale a 27wa, on peut toujours trouver un
point My de la spirale tel que d(M, My) < wa. (la moitié de la distance entre deux spires
successives).

La généralisation de ce résultat & R? peut se faire facilement en itérant le processus.

Dans R3, par exemple, si les coordonnées sont désignés par x,, a2, x3, alors on construit
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100
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FI1GURE 4.1 — Illustration de l'a densité de la spirale d’Archiméde

la spirale d’Archimede en posant

r1 = abycosby, x9=ab;sinb,, x3=x3. (4.2)

En reliant 0; et x3 par une seconde spirale d’Archimede : 8, = afsinf et x3 = afsin b,

on obtient

z1 = a*fcosfcos(abcosf), x9=a’fcosfsin(abcosf), x3=afsinb. (4.3)

4.1.2 Quelques courbes a-denses

La difficulté avec la spirale d’Archimede est que les fonctions composantes h;(f) ne
s’obtiennent pas en une seule étape. La procédure de leur obtention constitue une structure
d’arbre a plusieurs paliers. A chaque palier on fait appel a la spirale d’Archimede pour
relier deux a deux les variables, jusqu’a I’'obtention des expressions finales en fonction d’une

unique variable 6. Le temps de calcul est en fait proportionnel au nombre de variables, ce
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4.1. Courbes av—denses

qui augmente le temps d’évaluation de la fonction a approcher f*(0).
On propose ici, d’autres courbes a-denses obtenues directement en une seule étape,
sans utilisation d’une succession de spirales d’Archimede. De plus, ces courbes sont simples

et trés faciles a obtenir. On a

Proposition 4.1. [T

La transformation 0 «— (xq,--- ,x,) avec
x; = abecos(f), i=1,---.n (4.4)

densifie R"™ si l'on choisit an =1 et a; > 1.

n
Il est pratique de chercher des transformations a— denses dans H [ai, bi}, au lieu de

=1
n

faire la restriction des transformations qui densifient R" a H [ai, bz}.

i=1
A titre d’exemple les transformations
x; = cosaf,i=1,---.,n (4.5)
et
x; = sinaf,i=1,---,n (4.6)

sont a— denses dans ﬁ [— 1, 1} [13].

En plus, elles pernzqze%ctent d’exprimer, en une seule étape, toutes les variables en fonc-
tion d’'une seule et donc d’obtenir plus facilement les expressions de h;(6). Nous nous
intéresserons a la transformation mais les résultats resteront valables pour .

Nous avons le résultat fondamental suivant :

Proposition 4.2. [15, [52]
Soient aq, -+ , a1 une suite lentement croissante. La transformation 6 — (x1,--- ,x,)

. , n
avec x; = cosa;0,1=1,--- ,n est a-dense dans le pavé {— 1, 1} pour

e | <a. (4.7)

«
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4.1. Courbes av—denses

Le parameétre de densification o est obtenu pour un choix de

Q= o 1 (4.8)
a

Preuve
Remarquons d’abord que chaque x; = cosa;0 est périodique, de période Z—’T De plus, la

distance entre deux extrema successifs vaut . Nous allons montrer que, pour un choix

adéquat de la suite («y);, la transformation (4.5) remplit bien I'hypercube [—1,1]" avec
une a— densification que nous préciserons. Soit P un point quelconque fixé dans [—1, 1]™.

Montrons l'existence d’un point P’(x3,--- ,x) appartenant a la courbe réductrice définie

par (4.5) et vérifiant

d(P,P) < a.

En choisissant : z, = x} = cosa’, on obtient : |z, — 2| = 0. Par ailleurs, comme chaque

0; appartient a un intervalle de longueur =, on déduit :

10— 07| < i=1,2-,n—1.

n

En appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction cos, on déduit I'inégalité

suivante :
* * Q; .
|z; — x| = |cosa;0; — cosa;b;"| < m— i=1,2,--- ,n—1,
Qp
ce qui implique :
n—1 n—1 Ry 71'2 n—1
2 AN *|2 N2 2

(P, P) =) |oi—aj]’ < Z(WOT) = ?Z%

Dong, le point P'(z7,--- ,2¥) approche le point P(zy, -+ ,x,) avec un parametre de den-

sification qui vaut

az ol

Oén =1
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4.1. Courbes av—denses

Si 'on veut obtenir une densification de parametre «, on doit satisfaire :

— > ai <o (4.9)

Comme la suite (a;); est choisie croissante, la borne supérieure du premier terme de (4.9)

7.(.2711

est — Z an 1- On peut alors choisir «,, et a,,—; tels que :

nzl

O
On notera que pour des courbes denses dans un pavé quelconques [— a, a} " de R™, il suffit
de poser

x; = acos(a;0). (4.10)

I /s\ \"i

‘. \
| ’ "\ |
' Ml ’ "‘»‘\

10

-10 -10

FIGURE 4.2 — [llustration de l'a. densité de la courbe acos(a;0) pour a= 10 et pour diffé-
rentes valeurs de o
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4.2 Formulation de ’ensemble des bifurcations de Hopf

Considérons le systeme linéaire suivant :

de = Aoz(t) + > Agz (t — 7)), t >0,
dt Pt (4.11)

Z‘(t) = ¢(t)7 te [_7_-’0]7

avec T < Ty < -+ < Ty = T, A € R d’équation caractéristique
P\ 7i,72, 0, T) = det (AI —Ag—) AkeAﬂ) =0 (4.12)
k=1

D’apres la théorie développée dans le chapitre précédent, la condition d’existence d’un
point de bifurcation de Hopf est 'apparition d’un couple de racines imaginaires pures
A = 1w quand on fait varier les retards. Ce qui conduit a chercher les racines imaginaires
pures de ’équation caractéristique . Les points de bifurcations de Hopf sont donc les
points 7 = (7'1, e ,Tm> € R™ tels que P(iw;7y, - ,Tm) = 0 pour des valeurs de w dans
R?% . Il faut cependant noter qu’il existe des parametres w € R pour lesquels 1'équation
(4.12) n’admet pas de solutions. Il serait alors plus indiqué de s’intéresser a la recherche
des points de bifurcations de Hopf dans un espace fréquence-paramétres R™*! c’est &
dire ’ensemble de points (w; STRRE ,Tm> racines de I’équation caractéristique . Nous
proposons dans la suite de donner une approche permettant de caractériser I’ ensemble
des bifurcations.

I’ensemble des bifurcations vérifie

P (iw; 71,72, T) =0 (4.13)

Pour la suite on note
flw; T, Ty ey Tm) = Re(P (A, 71,79, ,Tm)) (4.14)
g(w; T, o, Tim) = Zm(P (A T1, T2,y Tn) ) (4.15)

Pour la construction de ’ensemble de bifurcation de Hopf, il est immédiat de voir que
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Hopf

le point (w; T1, ,Tm) est solution de (4.13)) si et seulement si

G(w, 1, ) = A w; T, Tm) + G2 (Wi T, -+, Tm) = 0. (4.16)
Il s’ensuit que I'ensemble des points de bifurcation peut étre formellement noté par

S=G0)= {(W;Tb--- Tm) ERT X R™: G(w; T, -+, Ton) = ()} (4.17)

4.3 Construction d’un sous-ensemble dense de ’en-

semble de points des bifurcations de Hopf

Si on pose
f(wa T1, T2, 77—m) = RG(P (zw, T1, T2, " aTm)> (418)
g(w; T, To, ++  Tim) = Im(P (iw; 71, T2y - - ,Tm)), (4.19)
alors il est immédiat de voir que le point (w; T, ,7,) est solution de I’équation carac-

téristique (4.12)) si et seulement si
G(Cd, Ty 77-m) = f2<w; Ty 77-m) + gz(w; Tiy - 7Tm) =0 (420)

Il s’ensuit que I’ensemble des points de bifurcation de Hopf peut étre formellement noté
par

G_I(O) = {(w;ﬁ,--- Tm) ERT X R™: G(w; T, -+, Tn) = O} (4.21)

Considérons maintenant une transformation réductrice h, qui soit a— dense dans Rt x R™
c’est & dire : h, est une application de R a valeurs dans Rt x R™ telle que pour tout point

P e Rt x R™, il existe 6 € R vérifiant
[ha(0) = P| < « (4.22)

Posons a cet effet

S, = {ha(e),e ER et :Goha(f) = o} (4.23)
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Par construction, S, est bien un sous-ensemble de G7'({0}). Afin d’établir un résultat de

densité, on aura besoin du résultat suivant.

Proposition 4.3.
Soit w et w vérifiant 0 < w < w et T € RT, alors la restriction de G a [w,w] x [0, 7]™ est

lipschitzienne.

Preuve
Il suffit de remarquer que 'expression (4.12) peut s’écrire explicitement sous la forme

suivante :
m

PONT o Tn) = A Y (e e ) (4.24)
k=1

ol pg sont des polynomes de degré k sur R™. Il s’en suit que les applications
(WiTg, e Tm) — flw; T, 7o) = Re(P (iw; 71, o, Tin)) (4.25)

et

(W;Tlu"' 7Tm) — g(w;Tlv"' 7Tm) :Im<P (iw;TlaT27'” 7Tm>) (426)

sont de classes C* sur R™*!1. On en déduit que la restriction de G & [w,w] x [0, 7|™ ainsi
que toutes ses dérivées sont bornées. Cette restriction est alors lipschitzienne. m
Dans la suite, nous désignons par Gz, la restriction de la fonction G a [w,@] x [0, 7]™

et nous posons

Suwr = Guu,({0}) (4.27)

En vertu de la propriété de continuité de Gy -, Sum- est un sous-ensemble fermé de

[w,@] x [0, 7]™. Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. Soit w et W satisfaisant 0 < w < w et 7 € R, alors pour tout P € Sy z5,-,

il existe 0 € R tel que

| Guzroha(0) |< Ba (4.28)
ol [ est une constante positive.

Preuve
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Soit P € S,z,. Comme S,5, est fermé dans [w,@] x [0,7]™, il existe une suite

(Py) C [w,w] x [0, 7]™ qui vérifie

G(P:) =0
| P — Pl = 0

En vertu de I'a—densité de h,, il existe 6 tel que
| P = ha(0) < (i)
et pour tout k, il existe 6, tel que

[ Px — ha(Ok)|| < (iif)

Par conséquent, grace a (fiiil), on peut écrire
1P = ha(Ok)[| < [[P = Pel| + (iv)

Or d’apres (i) || P — Px|| — 0, il s’ensuit de que la suite (hq(0;)) est bornée et, grace
a la continuité h,, la suite (0y)) Pest aussi. Ainsi, la suite 6 (modulo une sous suite)
converge. 11 existe alors 6 telle que 6, — 0 (modulo une sous suite) et par continuité de

h., nous avons

ha(0) — ha(6). (v)

(modulo une sous suite). D’autre part, en vertu de la proposition (4.3)), on sait que Gy 5.

est lipschitzien sur [w,@] x [0, 7], donc il existe une constante /3 tel que

|Gz (Pr) — Gugzr(ha(06)| < Bl Pk — ha(01)]| (vi)

< BlIPe = ha(O) || + 1ha (k) — ha(0)]]
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En passant a la limite, grace a et (v)), on en déduit finalement

|G(Pr) = G(ha(0))]| < Ba (vii)

sachant que G(P) = 0, le théoreme est alors prouvé. O

Le théoreme montre en fait que si « est choisi suffisamment petit alors

Swmr Nimage(hy) est dense dans S, 5 - au sens ou a chaque point P de S,z , on peut
trouver 0 € R tel que le point P= ha(é) soit aussi proche de P. Le théoreme offre donc une
opportunité de construire un algorithme permettant de déterminer une approximation de

I’ensemble des points de bifurcation dans un pavé de R™.

4.4 Un algorithme

Les matrices A; j = 1,---,m dans l'expression (4.12)) étant données, ainsi que la
fonction 6 —— h,(0), l'algorithme permettant de déterminer ’ensemble de bifurcation

dans un pavé [w,w] x [0, 7]™ est résumé par

(1) Lire le parametre d’approximation Np,q.

(2) Définir G relativement a (4.18]),(4.19)) et (4.20)

e pour k =0 : Npax
~ Résoudre 'équation G(ha(#) = 0, dans Uintervalle [k66, (k + 1)66)] ;soit 6y, la solu-
tion si elle existe
— Spmr D (ék)
— Calculer 7, -+, 7

]
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4.5 Expérimentation numérique

Pour notre simulation numérique, nous considérons comme courbe a—dense, la courbe

(4.10) dont 'a—densité est prouvée dans la section(4.1.2)), c’est-a~ dire
he : 0 — (lcos(aq8), - -+, lcos(ap410)) (1)

ou oy = 1,441 = W%Ozi, i =1,---,n et nous appliquons 'algorithme ci-dessus. Nous

considérons ci-apres quelques exemples.

4.5.1 Exemple 1

Comme premier exemple, nous considérons ’équation différentielle a deux retards
suivant
dx

= = 0,52(t) = 0,92(t = 7)) — 1, 5a(t — ) (2)

Les résultats de la simulation numérique relatifs a cet exemple sont représentés sur les
figures [4.3] [£.4], [4.5] et [4.6] Sur la figure [4.3] est représenté l'ensemble des points de bifur-
cation de Hopf sur le pavé [0.25,2.85] x [0, 5]* dans I'espace fréquence-retards (w, i, 72).
Le diagramme des bifurcations dans le plan des parametres retards (71, 72) est représenté
sur la figure [4.4

Sur la figure nous avons représenté un faisceau de solutions relatives a quelques
parametres de bifurcations de Hopf. Toutes les solutions représentées sur la figure 4.5
ont la méme valeur initiale et leurs aspects sont en accord avec la théorie de bifurcation
de Hopf. Le caractere transitoire des solutions de Hopf est illustré sur la figure qui
montre bien que pour une petite perturbation autour des parametres de Hopf, on passe

d’une solution asymptotiquement stable a une solution instable.
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FIGURE 4.3 — Ensemble de points des bifurcations de Hopf pour l’équation différentielle
@) restreint au pavé [0.25,2.85] x [0,5]* dans lespace fréquence-retard.

4.5.2 Exemple 2

Considérons le systeme différentiel suivant

i = Agx(t) + Ajx(t — 1) + Asa(t — 1) (3)
avec
-1 0 -2 1 -1 1
AO = ) Al = ) A2 =
1 1 -2 0 -2 0

Nous avons représenté les résultats de la simulation numérique relatifs a cet exemple

sur les figures [4.7] [4.8 [4.9 et [4.10] Sur la figure [4.7] est représenté ’ensemble des points de

bifurcation de Hopf sur le pavé [1.5,4] x [0,5]? dans I'espace fréquence-retards (w, 71, 72).
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FIGURE 4.6 — [llustration de Solution de Hopf pour les parameétres retard 7 = .3925 et
Ty = .7500, (fig (b)) et solution stable et instable pour une perturbation ¢ = 0,05 sur les
paramétres, (a) et (b).

FIGURE 4.7 — Ensemble de points des bifurcations de Hopf pour I'équation différentielle
[B) restreint au pavé [1.5,4] x [0,5]* dans l'espace fréquence-retard.

Le diagramme des bifurcations dans le plan des parametres retards (71, 7o) est repré-
senté sur la figure 4.8|
Sur la figure nous avons représenté un faisceau de solutions relatives a quelques

parametres de bifurcations de Hopf. Toutes les solutions représentées sur la figure 4.9| ont
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T \ T \y\! \x \ T T T T
> o
L e bAN ‘&0 {7 \
) \ . s AN

200€'T

200€’T

1.300, 243~
0,995\
05 ta75
. 1 3002\ 1.3002\
13

002 ——159075=—

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

1

FIGURE 4.8 — Diagramme des bifurcations de Hopf dans le plan des paramétres retards
(11, T2) restreint dans un carré relativement d des niveaux de fréquences données.

la méme valeur initiale et leurs aspects sont en accord avec la théorie de bifurcation de

Hopf. Le caracteére transitoire des solutions de Hopf est illustré par la figure (4.10) qui

x, (0

FIGURE 4.9 — Un faisceau de solutions relatives a des paramétres de bifurcation de Hopf.

montre bien que pour une petite perturbation autour des parametres de Hopf, on passe
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d’une solution asymptotiquement stable a une solution instable. Nous avons représenté
aussi les portraits de phases relatifs a ces états.

() (b)

5 5
0 / ]
5 5
0 5 10 15 20 25 30 315 1 05 o0 05 1 15

(© (d)

x 10* O] x 10 (®

- -1
0 5 0 15 20 25 30 -5000 0 5000 10000 15000

FI1GURE 4.10 — Représentation de la trajectoire de solution pour [’exemple a partir de [’état
initial (0) = (1.3, 1.3). Pour toutes les figures, sur le coté gauche, la premiére composante
de x(t) est représentée par la ligne en trait plein, tandis que la seconde est représentée par
la ligne en pointillée. La trajectoire de bifurcation et le portrait de phase sont représentés
dans les figures (a) et (b). Les figures (c) et (d) représentent le cas de stabilité. Les figures
(e) et (f) illustrent le cas d’instabilité .
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4.5. Expérimentation numérique

4.5.3 Exemple 3

Considérons le systeme différentiel

i = Agx(t) + Ajx(t — 1) + Asx(t — 1) (4)
ou
-1 0 1 -1 0 0
A= 0 -1 0| A4=[05 0 0
0 0,5 0 0 0,5 0
-1 0,5 1 -0,5 0 0
Ay=1 0 -1 0,5 | Az= 0 —0,5 0,5
0 0 -1 0 0 -1

Les résultats numériques relatifs a ce systeme sont représentés sur les figures [4.11] et
Sur la figure [£.11], nous avons représenté quelques surfaces de bifurcation pour des
valeurs de fréquences données. La figure représente le diagramme de bifurcation dans

le plan des parametres (71, 73) pour des valeurs du 3™ parametre 73 et des fréquences w

données.
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4.5. Expérimentation numérique

FIGURE 4.11 — Ensemble de bifurcations de Hopf dans l’espace de parameétres retard
(11, T2, 73) relatif au systéme différentiel pour des valeurs des fréquences données.
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4.5. Expérimentation numérique
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FIGURE 4.12 — Diagramme de bifurcation de Hopf sur le plan (11, T2) selon les niveauz de
parametres T3 et des valeurs de fréquences données.
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4.5. Expérimentation numérique

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons abordé des approches pour la détermination des ensembles
de bifurcations de Hopf dans le cas des systémes linéaires multi-retard. Nous avons prouvé
un théoreme de densité permettant de caractériser les points de bifurcations en nous
servant des courbes a—dense, par suite nous avons proposé un algorithme basé sur le

théoreme de densité pour caractériser numériquement 1’ensemble des points de bifurcation

de Hopf.
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CHAPITRE 5

Conclusion générale et perspectives

L’objectif principal de ce travail de theése a été de donner une caractérisation des points
de bifurcation de Hopf pour les systemes dynamiques multi-retards. L’approche considérée

a été D'utilisation des courbes av—denses.

5.1 Syntheése des travaux

Le chapitre 1 qui est I'introduction générale, a présenté un bref historique sur I’évolu-
tion de la théorie des équations différentielles fonctionnelles a retard. Outre la probléma-
tique et les objectifs du travail qui y sont donnés, ce chapitre a montré certains impacts
de présence d'un retard sur la nature qualitative des solutions d’'un EDFR et propose un
état de l'art sur la stabilité et la bifurcation de Hopf sur les EDFR. La problématique et
les objectifs du travail sont donnés.

Le chapitre 2 qui est une revue de la littérature sur les systemes dynamiques, a été évo-
qué les problemes d’existence et d’unicité de solution d'une EDFR. Les définitions et les
théoremes généraux sur la stabilité et la bifurcations ont été donnés.

Dans le chapitre 3, particulierement consacré a ’étude des systemes dynamiques linéaires
multi-retard, nous avons établi que la nature qualitative des solutions (stables, oscilla-
toires ou instables) dépend de la position des racines de 1’équation caractéristiques par
rapport a l'axe des imaginaires pures.

Le chapitre 4, quant a lui, s’est focalisé sur la détermination des solutions de Hopf. Apres
un rappel sur la théorie des courbes a—denses, Nous y avons étudié les solutions transi-
toires de Hopf.

Notre contribution essentielle apparait au niveau de ce chapitre, dans lequel nous avons

établi une caractérisation numérique des bifurcations de Hopf par un résultat de den-

77



5.2. Publications scientifiques

sité. Nous avons par ailleurs élaboré un schéma algorithmique permettant de calculer des
points de bifurcation de Hopf dans le cas de plusieurs retards en réduisant le nombre de
parametres a un seul parametre variable par le biais des courbes a—dense. Une expéri-

mentation a été fournie comme illustration des résultats.

5.2 Publications scientifiques

L’ensemble de nos contribution dans cette these a fait I'objet de quatre publications
dans des revues scientifiques que nous pouvons classifier en deux parties.
La premiere partie comprend deux articles regroupant les principaux résultats théoriques
de notre these. Le premier article [47] concerne une approche pour déterminer les points de
bifurcations de Hopf pour des systemes différentiels en se basant sur les courbes a—dense.
Le second article de cette these [I] porte sur une approximation de I’ensemble des bifur-
cations de Hopf pour des systemes différentiels a plusieurs retards basé sur un résultat de
caractérisation établi au chapitre 4.
La deuxieme partie regroupe les articles portant sur des applications des résultats théo-
riques de la these dans le domaine de la recherche en physiologie des systémes cardiovas-

culaires et respiratoires humaines [2, 31] .

5.3 Perspectives

Cette these ouvre plusieurs perspectives. Une premiere perspective consisterait a cher-
cher des courbes a— denses qui donnent en méme temps les directions de bifurcations.
Ainsi, elle permettrait d’affiner sur le plan théoriques les résultats obtenus dans cette these.
Une seconde perspective s’ouvrirait sur un plan numérique qui consisterait a construire
une interface graphique (GUI) permettant a l'utilisateur de définir le systéme en précisant
les parametres et les retards, et d’obtenir a la sortie I’ensemble des points de bifurcation

de Hopf avec les zones de stabilité et celles d’'instabilité.
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